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0 Einleitung

Zu einer holomorphen Selbstabbildung ¢ der offenen komplexen Einheitskreis-
scheibe ID ist der Kompositionsoperator C,, auf dem Raum H(D) der in D
holomorphen Funktionen definiert durch

C,: HD)—HD), fr—foop.

Seit Mitte der sechziger Jahre wird untersucht, fiir welche ¢ das dazugehori-
ge C, eine Selbstabbildung spezieller (vollstindig) normierter Unterriume
von H(D) ist. Liegt eine Selbstabbildung vor, so ist diese nach dem Satz
vom abgeschlossenen Graphen stetig (vgl. Satz 4.1); es stellt sich aber die
Frage, wie andere funktionalanalytische Eigenschaften — etwa Kompaktheit,
abgeschlossener Bildraum, Spektrum — mit Eigenschaften von ¢ — wie Maxi-
malbetrag, Randwerte, Winkelderivierte, Fixpunkte — zusammenhingen. Die
Selbstabbildungs- und Kompaktheitsuntersuchungen wurden im Rahmen von

Hilbertrdumen zunichst fiir den ungewichteten Hardyraum

H? = {feH(D): f(2)= 3010 an2", 3201, lan]® <oo}

angestellt (s. z.B. [Ry, No, Sc, ST, MS, S1]). Danach wurden sie auf die

Bergmanridume

A2, = {fEH(D): [y, |£(2)Ga(2)dzdz<o0)
sowie die Dirichletrdume

D} g, ={fEH(D): [;|f'(2)Ga(z)dzdz<oo}

zu den durch
Ga(z) = (a+1)(1—|z|2)a (a>-1) (1.6)

definierten Standardgewichten ausgedehnt (s. z.B. [MS, S1, Zo]). Kriete und
MacCluer betrachten dann 1992 in [KM] allgemeiner gewichtete Bergmanriu-

me A%, wobei sie als Gewichtsfunktionen G bei der Integration beliebige in
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D\{0} stetige, rotationsinvariante, integrierbare, positive Funktionen zulas-
sen.
Die meisten bisher bekannten Resultate sind in den Biichern [S2] und [CM]

zusammengefafit.

Im ersten Kapitel dieser Arbeit fithren wir die oben erwihnten Funktionen-
raumklassen der gewichteten Bergman- und Dirichletrdume ein (Def. 1.5 bzw.
1.23), wobei wir sogar Mafle als Gewichte erlauben (Def. 1.1). Bisher war nur
bekannt, dass es zu jedem gewichteten Bergmanraum einen gewichteten Di-
richletraum mit dquivalenter Norm gibt, wohingegen wir beweisen konnten,
dass jeder gewichtete Bergmanraum sogar als normierter Raum ein gewich-
teter Dirichletraum ist (Satz 1.31). Hauptbestandteil dieses Beweises ist der

Ubergang von einem Gewicht G zu dem durch

_4/Z/ G(t tdt— (1.35)

definierten Gewicht H. Diese Definition hat gegeniiber der in der Literatur
tiblichen viele Vorteile, so z. B. dass H in D\{0} subharmonisch ist. In Satz
1.34 charakterisieren wir umgekehrt diejenigen gewichteten Dirichletrdume,
die als normierte Rdume gewichtete Bergmanrdume sind.

Gewichtete Dirichletrdume und damit erst recht gewichtete Bergmanrdume
sind als normierte Rdume gewichtete Hardyrdume

Heyp,) = {FEHD): f(2)=3020 an2", 2plo Pulan|®<oo}

(s. Def. 1.9) mit einer geeigneten Folge (p,) [Sitze 1.14 u. 1.24]. Neu sind
unsere Sitze 1.20 und 1.22 bzw. 1.27 und 1.29, die zeigen, wie man aus der

Folge (p,) die Gewichte der Bergman- bzw. Dirichletrdume zuriickerhilt.

Das zweite Kapitel beschiftigt sich mit der Frage, unter welchen Bedingungen
an zwei Gewichte der Raum zu dem ersten Gewicht eine Teilmenge des Raums
zu dem zweiten Gewicht ist. Wahrend bekannt war, dass bei zwei stetigen
Gewichten G und G aus
lim sup ¢ w) < 00
weD, w—oD G(w)



folgt, dass AZCAZ und DiGgDié, geben wir in Satz 2.3 ein Kriterium,

wann umgekehrt aus D%’Gg)i 5 folgt, dass obiger lim sup endlich ist. Eben-

falls neu ist Satz 2.7, der besagt, dass es zu jedem Bergmanraum A2 einen

weiteren Bergmanraum A% gibt mit A?—;,@A% und A%;,@A%.

Wiéhrend Kriete und MacCluer in [KM] ihr Hauptaugenmark auf regulir

schnelle Gewichte G legen (d. h. fiir alle a€(—1,00) gibt es ein re(0,1), so
G

dass z~ monoton fallend in [r, 1) ist), definieren wir in 2.10 reguldr langsame

Gewichte G als solche, fiir die es ein a€(—1, 00) und ein r€(0, 1) gibt, so dass

g monoton wachsend in [r, 1) ist. Beispiele derartiger Gewichte sind durch

G(z) = (1=|2)* (1 — log(1—|2[?))” (2.11)

mit a€(—1,00) und SR gegeben. Durch Anwendung obigen Kriteriums er-
halten wir

Korollar 2.16 Es seien A2 und ./42@ zwei Bergmanrdume und dazu die Gewich-
te H bzw. H gemif (1.35) gebildet. Ist G regulir langsam, so gilt A%QA%

genau dann, wenn limsup,,_ sp % < 00 .

Wir bemerken auch, dass eine solche Charakterisierung direkt anhand des
Quotienten g im Allgemeinen nicht mdoglich ist.

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels weisen wir nach, dass der ungewichtete
Hardyraum H? zwar der Schnitt iiber alle gewichteten Bergmanriume ist,
nicht jedoch der Schnitt {iber alle Bergmanrdume A%Q zu den Standardge-
wichten, obwohl man H?2 in vielerlei Hinsicht als Grenzfall a=—1 der A%;a
ansehen kann.

Das dritte Kapitel ist dem Studium von Anzahlfunktionen gewidmet, welche
im vierten Kapitel zur Untersuchung der Kompositionsoperatoren bendttigt
werden. Zu einem Gewicht H und einer holomorphen Selbstabbildung ¢ von
D ist die Anzahlfunktion K, definiert durch

Ky(w):= Y H(z) (weD\{p(0)}), (32)
e(z)=w

wobei bei der Summation die Vielfachheit der Urbilder beriicksichtigt wird.
Ist das Gewicht H gemiB (1.35) gebildet, so beweisen wir in den S#tzen 3.9
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und 3.11, dass K, stetig und subharmonisch ist in D\{¢(0)} mit K, (w) <
H (%) . Diese Ergebnisse sind neu und zeigen, dass derartige Anzahl-
funktionen glatter sind als die bekannte Nevanlinnasche Anzahlfunktion, die

im Allgemeinen nicht stetig ist (Abschnitt A.2).

Im letzten Kapitel zeigen wir zunéchst

Theorem 4.3 Es seien D%’H ein gewichteter Dirichletraum, ¢ eine holomorphe
Selbstabbildung von D und zu H und ¢ die Anzahlfunktion K, gemif (3.2)

gebildet. Ist p€D} ; und limsup,, s I;I"(—EU";) < o0, soist Cy, eine (stetige)
. . K, (w .
Selbstabbildung von D3 p. Ist p€DF g und limsup,,_,sp h;’((w)) =0, so ist

C, eine kompakte Selbstabbildung von DY p.

Der Beweis orientiert sich an [S1]; das Resultat wurde jedoch in dieser All-
gemeinheit noch nicht vertffentlicht. Wie im zweiten Kapitel geben wir mit
Theorem 4.7 ein Kriterium, wann die obigen Bedingungen nicht nur hinrei-
chend, sondern auch notwendig sind. Die Notwendigkeit war bisher nur fiir
den ungewichteten Hardyraum #?2 (der gleich dem gewichteten Dirichletraum
D7 ¢, ist) und fiir die Bergmanriume zu den Standardgewichten bekannt. Wir

jedoch zeigen mit Hilfe dieses Kriteriums

Satz 4.12 Ist A% ein gewichteter Bergmanraum zu einem regulir langsamen
Gewicht G, so ist jedes C,, eine (stetige) Selbstabbildung von AZ%. Diese ist
genau dann kompakt, wenn limsup,,_,sp K“’(—Ezu)) =0, wobei H zu G gemdyfs
(1.35) und K, zu H und ¢ gemdif (3.2) gebildet ist.

Im Fall des ungewichteten Hardyraums H? und der Bergmanriume zu den
Standardgewichten sind einfachere Kriterien fiir die Kompaktheit von Kom-
positionsoperatoren bekannt. So ist C, genau dann kompakt auf einem Berg-
manraum zu einem Standardgewicht, wenn ¢ keine (endliche) Winkelderivier-
te [vgl. Def. 4.13] besitzt, und diese Bedingung ist notwendig fiir Kompaktheit
auf H2. Bei injektivem ¢ ist sie auch im #2-Fall hinreichend; dariiberhinaus
gibt es weitere Kriterien. Durch Vergleich mit den Bergmanrdumen zu den
Standardgewichten und mit 72 sowie mittels unseres Satzes 4.12 erhalten wir

Korollar 4.18 Ist C, kompakt auf H?, so ist C, kompakt auf jedem gewichte-
ten Bergmanraum.



Besitzt p in keinem Punkt der Einheitskreislinie eine (endliche) Winkelde-
rivierte, so ist C, kompakt auf jedem gewichteten Bergmanraum A%, fiir
den es ein a€(—1,00) gibt, so dass Cgl monoton fallend in [r,1) ist fir ein
re(0,1).

Ist Cy, kompakt auf einem gewichteten Bergmanraum A% zu einem regulir

langsamen Gewicht G, so besitzt ¢ in keinem Punkt der FEinheitskreislinie
eine (endliche) Winkelderivierte.

Insbesondere ist auf einem Bergmanraum A% zu einem regulir langsamen
Gewicht, fiir das es ein a€(—1,00) gibt, so dass (% monoton fallend in [r, 1)
ist fiir ein 7€(0,1), die Kompaktheit von C, gleichbedeutend damit, dass ¢
in keinem Punkt der Einheitskreislinie eine (endliche) Winkelderivierte be-
sitzt. Eine derartige Charakterisierung der Kompaktheit von C, durch die
Winkelderivierten von ¢ war bisher nur fiir die Bergmanrdume zu den Stan-
dardgewichten und die Bergmanrdume zu reguldr schnellen Gewichten be-
kannt. Die Voraussetzung im mittleren Teil von Korollar 4.18, dass es ein
a€e(—1,00) gibt, so dass (% monoton fallend in [r,1) ist fiir ein r€(0,1), ist
notwendig. Mit Satz 4.19 weisen wir ndmlich abschlieffend die Existenz von
gewichteten Bergmanriiumen A% und holomorphen Selbstabbildungen ¢ von
D ohne (endliche) Winkelderivierte nach, fiir die C, nicht kompakt auf A2 ist.

Da unser Hauptaugenmerk auf gewichteten Riumen liegt, werden wir den
Zusatz ,gewichtet bei Bergman-, Dirichlet- und Hardyrdumen im Folgenden
weglassen und dafiir beispielsweise dem Hardyraum H2? den Zusatz ,unge-
wichtet voranstellen. Fiir weitere Hinweise zu der von uns verwendeten
Notation verweisen wir auf das Symbolverzeichnis.

Einige der obigen Resultate haben wir, um eine in sich geschlossene Darstel-
lung zu erhalten, als Spezialfille oder in einer etwas abgewandelten Notation
zitiert.

Des Weiteren haben wir versucht, die Regeln der Rechtschreibreform zu be-
achten. Dies ist uns sicherlich nicht durchgingig gelungen, erklart aber die

eine oder andere seltsam anmutende Schreibweise.






1 Die Funktionenraumklassen

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels fiilhren wir die Funktionenraumklasse
der (gewichteten) Bergmanriume ein, den Hauptgegenstand unserer Unter-
suchungen. In den beiden folgenden Abschnitten stellen wir dann noch zwei
umfassendere Klassen von Funktionenrdumen vor — die der (gewichteten) Har-
dyrdume und die der (gewichteten) Dirichletrdume —, da es sich oftmals als
niitzlich erweisen wird, die Bergmanrdume in diesem allgemeineren Rahmen
zu betrachten. Dabei werden die meisten unserer Resultate nicht nur fiir
simtliche (gewichteten) Bergmanriume, sondern dariiber hinaus noch fiir ei-

ne Reihe von (gewichteten) Dirichletrdumen Giiltigkeit besitzen.

1.1 Bergmanridume

Zur Definition der (gewichteten) Bergmanriume miissen wir zunéchst kliren,
was wir unter Gewichten verstehen. Dazu bezeichne A das normalisierte

Lebesguemaf} auf D.

Definition 1.1 (Gewichte) FEin positives, endliches, rotationsinvariantes
Borelmafl p auf D mit T im Trdager heifit Gewichtsmafl. Mit ihm sei im-
mer das auf [0,1) durch (M) = p({z€D: |z|eM}) fir Borelmengen
MC[0,1) definierte Borelmaf$ i assoziiert. Gilt p(ID)=1, so nennen wir y
normalisiert.

Ist G eine stetige Funktion von D\{0} nach (0,00) und durch du:=GdA ein
Gewichtsmafl v definiert, so heifst G stetiges Gewicht. Mit ihm sei stets die in
(-1,1) durch G(z) := G(\/@) definierte Funktion G verbunden. Besitzt
G eine holomorphe Fortsetzung nach D, so nennen wir G ein holomorphes
Gewicht.

Mafle als Gewichte zuzulassen und die Klassifikation der holomorphen Ge-
wichte sind neu. Allerdings wird unser Satz 1.7 zeigen, dass man sich bei der
Betrachtung von (gewichteten) Bergmanrdumen o.B.d.A. auf stetige (sogar
holomorphe) Gewichte beschrinken kann. Es ist klar, dass ein stetiges Ge-
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wicht genau dann ein holomorphes ist,

wenn es als Funktion in (0,1) eine holo- NG
morphe Fortsetzung nach /R besitzt.
Warum wir den Begriff des holomorphen N 1

Gewichts gerade so ausgebildet haben,

werden die Sitze 1.22 und 1.29 sowie
vor allem Gleichung 4.9 zeigen. Dass
tatséchlich ein Borelmafi auf [0,1) ist, und

zwar ein positives, endliches mit 1 im Triger,

; 1+D
die Menge 5

priift man sofort anhand der Definition

nach. Wegen der Rotationsinvarianz von p erhélt man die Darstellung

du(rel?) = d6 di(r) . (1.2)
27

Umgekehrt definiert diese Gleichung fiir ein positives, endliches Borelmaf /i
auf [0,1) mit 1 im Triger offensichtlich ein Gewichtsmafl p, und dieses ist
genau dann normalisiert, wenn fi([0,1))=1.
Satz 1.34 und die Definitionen 1.30 und 2.4 werden zeigen, dass es sinnvoll
ist, bei stetigen Gewichten (integrierbare) Singularititen im Nullpunkt zuzu-
lassen. Um zu entscheiden, ob eine Funktion G ein stetiges Gewicht ist, muss
man nicht das durch GdA definierte Maf betrachten:

Satz 1.3 Eine stetige Funktion G von D\{0} nach (0, c0) ist genau dann ein
stetiges Gewicht, wenn G rotationsinvariant ist mit fol G(r)rdr < oo , und

ein stetiges Gewicht G ist genau dann normalisiert, wenn 2 fol G(r)rdr =1.
Beweis: Erfillt G die im Satz genannten Bedingungen, so ist durch
di(r) := 2G(r)rdr (1.4)

ein positives, endliches Borelmaf§ f auf [0,1) mit 1 im Tréiger [da G ste-
tig und positiv] definiert. Damit definiert %dﬂ(r) = Ld9G(r)rdr =
G(re?)dA(re?) nach obiger Bemerkung ein Gewichtsmaf y.

Umgekehrt ist durch GdA wegen der Stetigkeit von G nur dann ein rota-
tionsinvariantes Maf3 definiert, wenn G rotationsinvariant ist, und fiir ein
rotationsinvariantes MaB dieser Bauart gilt [, GdA =2 fol G(r)rdr . i
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Dieser Satz zeigt, dass unsere Definition stetiger Gewichte mit derjenigen
aus [KM, S. 755] iibereinstimmt. Allerdings fordern Kriete und MacCluer
fiir alle ihre Resultate, dass G monoton fallend in (0,1) ist [KM, S. 756].
Wir werden im Folgenden trotz Verzichtes auf diese Regularititsbedingung
weitreichendere Ergebnisse erzielen. Dies liegt vor allem an der Verbesserung
bei (1.35).

Mit Hilfe obiger Gewichte erklirt man die Klasse der (gewichteten) Bergman-

rdume durch

Definition 1.5 (Bergmanridume) (vgl. [CM, S. 133]) Zu einem Gewichts-

mafl u definieren wir

1712 = /D fPdu  (fEHD))

A

(feH(D): |fll<oc}  und
foghe = /D fadp (f.gel2) .

Der Raum Ai heifit (gewichteter) Bergmanraum zu p. Ist p normalisiert, so
nennen wir auch Ai normalisiert. Gilt py=GdA mit einem stetigen Gewicht
a, AL und (-, ).

G, so schreiben wir entsprechend || -

Die Endlichkeit von u garantiert, dass konstante Funktionen sowie allgemeiner
Polynome und H*°-Funktionen in Ai liegen, und die Rotationsinvarianz von p
fiihrt dazu, dass die Kompositionsoperatoren C,, zu ¢(z)=nz mit n€T Isome-
trien auf allen Bergmanrdumen sind. Diese wiinschenswerten Eigenschaften
motivieren zu einem gewissen Grad die Einschrinkungen an Gewichtsmafe.
Eine noch bessere Motivation stellt die Tatsache dar, dass diese Einschrankun-
gen notwendig dafiir sind, dass Bergmanriume (gewichtete) Hardyrdume sind
(s. den Beweis von Satz 1.14).

Mit der angegebenen Norm und dem gegebenen Skalarprodukt ist Ai als Un-
terraum von L?(ID,u) ein Innenproduktraum. Satz 1.14 wird zeigen, dass
Ai ein abgeschlossener Unterraum ist und sogar ein Hilbertscher Funktio-
nenraum. Weiterhin ist ein Bergmanraum Ai genau dann normalisiert, wenn
[11]],=1.
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Eingehend untersucht (s. z.B. [S1, Kap. 6] u. [CM, Kap. 3]) sind die Berg-
manriume zu den Standardgewichten. Diese sind definiert durch

Go(2) == (a+1)(1—|z]))*  (a>-1). (1.6)

Die Bergmanrdume A2Ga nennen wir Standardbergmanrdume. Der bekannte-
ste Bergmanraum, der ungewichtete Bergmanraum A?=A4?%, ist der Fall a=0.

Wesentlich erleichtert wird die Untersuchung der Bergmanrdume dadurch,
dass man sich auf solche zu holomorphen Gewichten beschrinken kann. Dies
liegt daran, dass bei f]D |fI?du  der Integrand so glatt ist, dass man das
Maf} p entsprechend glétten kann:

Satz 1.7 Zu jedem Gewichtsmaf p und jedem v>1 gibt es ein holomorphes
Gewicht G mit AZ=AL und || llu <l lle <l Il -

Beweis: Der Beweis gliedert sich in drei Schritte: Als Erstes eliminieren wir
die Punktmassen des mit p assoziierten Mafes ji, finden dann ein stetiges Ge-
wicht und schliellich ein holomorphes mit den geforderten Eigenschaften.
Seien also r,, die Stellen, an denen i Punktmasse hat, und b,=a({r,}) [we-
gen der Endlichkeit von fi ist die Menge der Punktmassestellen h6chstens
abzihlbar]. Zu jedem r, seien s, und t, zunéchst noch beliebig gewéhlt mit
n < Sp < tp, < 1. Nun definieren wir v durch

Di=fit+ > ba(a—6s,)

wobei die 7, punktmassefreie Wahrscheinlichkeitsmafie mit Triger [ry,, sy]
seien. Dann definiert # gemif (1.2) wiederum ein Gewichtsmafl v. Nach [Ru,
Th. 17.3] ist |f|? subharmonisch in D fiir feH(D). Daraus folgt nach [Du,
Th. 1.6.], dass

df

ms)i= [ 1P (19)

monoton wichst in r und konvex in logr ist. Aus der Monotonie erhilt man

9 (1.2) N
I /[Ol)mm)du(r)

)
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mye(r)do(r b | me(ry) — my(r) dv, (r
/M @0+ 3 <f< ) /[] £(r) <>>

I£115 +0.

IN

Monotonie und Konvexitit zusammen liefern

Iz = /[ ) oo
< /[ ) AE) + 3 bl )y )
< / mf(r)dﬂ(r)-l-an Mmf(rn)+
= Jo — logt, —logr,
logsn—logrnm (t) = ms ()
logt, —logry, V" fln
R log s, — logry,
< d b, —on —05Tn
- /[071) my (r) dit(r) + Zn: logt, —logr,
() + 2 [ ms) dir)
—mr(ry —~ meelr /,L T
d W(tns 1) Sy
<

| msdatr

[0,1)

by log s, — logr, / A
+y - . g
; l“l’([tn, 1)) logtn — logrn [071) f( ) l’t( )

bn lOg Sn — IOg Tn 9
= 1+ _ )
( Xn:ﬂ([tn,l)) IOgtn—logrn> ||f||u

Da 1 im Triger von [ ist, ist ji([tn,1))>0, und zu festen ¢, kann man die s,

so wihlen, dafl die Summe beliebig klein wird. Somit gibt es zu jedem y>1
ein punktmassefreies Gewichtsmafl v mit || - ||, < |- ||, <7l - llu -

Sei nun g<1 beliebig, aber fest. Da ¥ punktmassefrei ist, findet man r,,€[0, 1)
mit  D([rn,1)) = ¢"P([0,1)) (n€Np). Die Folge (r,) ist streng monoton
wachsend, und weil 1 im Tréger von » ist, gilt lim,_ o 7, =1 . Wihlt man

nun eine in D\{0} stetige, rotationsinvariante und positive Funktion G mit
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2 [ G(r)rdr = £0([r1,72)) und

q

Tn41
2 [ Gyrdr = illraerira)) = (1-0)7(0, D)™ (neN)
[definiere G sukzessiv in (0,71], (r1,72], (r2,73], ... und setze dann G(z):=
G(]z])], so ist dieses G ein stetiges Gewicht nach Satz 1.3 wegen frll G(r)rdr
= 15((0,1]) < oo . Weiterhin gilt wegen der Monotonie der my, dass

A < 3 0 rara))ms()
[0,1) n—1
00 Tn41 1
= 2me(rn)/ G(r)rdr < 2/ my(r) G(r)rdr
n=1 T'n 1
(1.2,1.4)
<
Tn41
< 2my(r / G(r rdr-{—Qme 7“n+1)/ G(r)rdr
n=1 Tn
1 . oo
= q—QV([T‘l,T‘2 my(r1) Z ([rn—1,7n))ms(rni1)
1 o . 1 X
= =5 U([ret1srag2))my(rng) < — my(r) do(r)
T n=o T Jir
1
< q—2||f||,2, ;
d-h [l <l lle £ %H - |l . Da ¢<1 beliebig war, haben wir damit

bisher gezeigt, dass es zu jedem y>1 ein stetiges Gewicht G gibt mit ||-]|, <

1Ml <Al
Nun wihlen wir eine Abbildung ), welche die Menge M:={z€C: |Imz|<%}

schlicht auf D und R auf (—1,1) abbildet (z. B. ¢(z) := Z:%ﬁi;i ) und
definieren g:=Got in R (fiir die Definition von G siehe 1.1). Nach dem Satz

von Carleman (s. [Ga, S. 135]') gibt es, da g in R positiv ist, zu jedem &>0

IDer dortige Beweis enthilt einen Fehler; man muss zu seinem Beginn max durch min
ersetzen.
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eine ganze Funktion § mit
| (1+e)g(x) — g(x) | < eg(x)

fiir zeR. Indem man den Beweis dieses Satzes betrachtet oder nachtriglich
zu der Funktion 2+~ £(j(2)+§(z)) iibergeht, kann man annehmen, daf

g reell in R ist. Definiert man G :=goy~™" inDund G(z):= é(2|z|2—1)
fir zeDD\{0}, so gilt G < G < (142¢)G , d. h. G ist ein holomorphes
Gewicht mit ||+l < |- llg < VIF2I| - [l -

Zusammenfassend gibt es also zu jedem >1 ein holomorphes Gewicht mit

den geforderten Eigenschaften. a

1.2 Hardyrdume

Die innere Struktur der Bergmanrdume wird am deutlichsten, wenn man sie
als Teilklasse der (gewichteten) Hardyrdume auffalt. Wir beginnen diesen
Abschnitt, indem wir diese umfassende Funktionenraumklasse einfiihren:

Definition 1.9 (Hardyrdume) (s. [Sd, Kapitel 6]) Eine Folge p=(pn)neN,
positiver Zahlen, fir die die Potenzreihe Y piw” Konvergenzradius gro-

Bergleich 1 hat, heifst Gewichtsfolge. Zu ihr definieren wir

£, = D palaal®  (FEH(D), f(2)=0lanz"),
n=0

7—[?, = {feH(D): ||fl|po<oco} und

n=0
Der Raum ’H?p heifit (gewichteter) Hardyraum zu p; im Fall po=1 heiflen er

und o normalisiert.

Auch Hardyrdume sind genau dann normalisiert, wenn [|1]|,=1, und die C,,
zu p(z)=nz mit €T sind auf allen Hardyrdumen Isometrien, genauso wie bei
Bergmanriumen. Des Weiteren stimmen offensichtlich zwei Normen ||-||, und

Il - 1lg genau dann iiberein, wenn p=g, und die Monome z+—— 2" (n€Nj)
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bilden ein vollstdndiges Orthogonalsystem eines jeden Hardyraums. Weiter-
hin werden wir gleich sehen, dass simtliche Hardyrdume Hilbertriume sind,
so dass die Monome sogar eine Orthogonalbasis sind. Tatséchlich ist zu un-
serer Definition dquivalent, dass Hardyrdume Hilbertrdume mit Vektoren aus
H(D) sind, in denen die Monome eine Orthogonalbasis bilden (s. [CM, S.
14£f]).

Der bekannteste Hardyraum ist der ungewichtete Hardyraum 7—[2:7-1%1). Auch
dieser ist eingehend untersucht (s. z.B. [S2]).

Hardyrdume allgemein sind nicht nur wie eben erw#hnt Hilbertrdume, son-

dern es gilt dariiber hinaus

Satz 1.10 (vgl. [CM, S. 16f]) Jeder Hardyraum HZ ist ein Hilbertscher

Funktionenraum.

Beweis: TIst v das Maf auf No mit v(n)=p, [p=(pn)], so gilt nach der Cauchy-
Schwarzschen-Ungleichung fiir eine feste Folge (a,,) aus L?(No, v) und r€[0, 1)

o0
S Janlr” < \/Zzozopn|an|2\/zzo:0 L2 < oo,
n=0

Die Funktion z+—— > ° a,z" ist also aus H(D). Damit ist (a,) —>
(2= 2, ganz™) ein isometrischer Isomorphismus von L?(No,v) auf #2,
d. h. ’H?p ist ein Hilbertraum. Definiert man zu beD

[e'e} En
ky(z) =Y —z2", (1.11)
o Pn
so gilt, da p eine Gewichtsfolge ist,
2 .- |b|2n — 1 2n
1all2 = po—g = —b*" < o0, (1.12)
n=0 Pn n=0 Pn

also ky€H?. Ferner berechnet man fiir feH?, f(z)=> )" anz",

0o pn oo
<f7 kb)p = ananp_ = Zanbn = f(b) ,
n=0 n n=0

so dass 7—[?@ in den kj reproduzierende Kerne besitzt. O
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Fiir spiitere Zwecke bemerken wir noch, dass auch die durch

-n—1

— nb
=" (1.13)
n=1 Dn
definierten Funktionen wegen
R o0 n2|b|2(n_1) o0 n2|b|2(n—1)
||kb||ézzpn > 227 < 00
n=1 Py n=1 Pn

. oo 1 n wh™ 1 3
(beachte, dass mit  >77%, --w™ auch 3777, - Konvergenzradius

groBergleich 1 hat) aus 7—[?, sind, wobei

A > nb? 1 > _
(fak'b>p:2pnanp— :Znanbn ! :fl(b) .
n=1 n n=1

Der vorangegangene Satz motiviert die Definition der Gewichtsfolgen, da
aus ihr zum einen die Existenz reproduzierender Kerne folgt und zum an-
deren, dass 7—[; vollstindig ist. Die definierende Bedingung an Gewichts-
folgen ist sogar charakteristisch fiir jede einzelne der beiden Folgerungen.
Besitzt nédmlich der zu einer beliebigen positiven Folge =(p,) analog zu
Definition 1.9 gebildete Raum ’}:[é fiir alle b€D reproduzierende Kerne kj,
kp(2)=307 yen2™, so folgt b = (id",ky)s = pnCn  (n€Np, beachte
id"€7:[2), also ko(2) = >00, Enz , woraus wegen kb€7:l2 CH(D) folgt,
dass > p —w" Konvergenzradius grofiergleich 1 besitzt. Gilt unabhingig
von der Existenz reproduzierender Kerne, dass ’Hé vollsténdig ist, so liegt fiir
jede Folge (a,) mit > 07 pplan|® < oo die durch 307  anz" definierte
Funktion als Grenzwert der Cauchyfolge (z— Z:LO anz™)N in 7:[?:,, d. h. die
Potenzreihe hat Konvergenzradius groflergleich 1. Betrachtet man speziell

anzi(nﬂl)\/_, so sieht man, dass limsup,,_, . */(n+1)\/— < 1. Daraus
wiederum folgt, dass limsup,,_, 1/ <1,d. h., dass Y °°

vergenzradius grofergleich 1 besitzt.

e Op—w Kon-

Dass Bergmanrdume Hilbertsche Funktionenrdume sind, folgt nun aus dem

eben bewiesenen Satz und
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Satz 1.14 (vgl. [CM, S. 197]) Jeder Bergmanraum Ai ist ein Hardyraum,
genauer: Mit

Dn = / 2" dji(r) (1.15)
[0,1)

fir n€No gilt (A%, |- lu) = (K7, )5 1 llpa)) » wobei limpsoopp =0 und

Zzozopin:oo.

Beweis: Fiir feH(D), f(z2)=>,_,anz", gilt fir die in (1.8) fiir r€[0,1)
eingefiihrte Grofie my(r):

2w 27
. do .12\ df
— i0y12 22 _ : N n,ind il
ms@) = [Clreep gt = [ (i (S arner]) 82
or N
; de
= lim (/ E anamrtmel(n—m)? —)
N—o0 0 < 2w
n,m=0
N
— H 2..2n
= 3l (119

wobei die Vertauschung von Grenzwert und Integral wegen > o |an|r" < oo
erlaubt ist. Fiir die Norm von f ergibt sich nun

N
(1.2) . . 2 2 N
m2=(/mvwm=/ lim S lan?r? | dii(r)
g o1y | [0.1) N‘”"H;)' |
N [e%)
_ . 2 2n - _ 2
—-}&ZQM/ r@@)—me,
n—=0 [0,1) n=0

wobei die Vertauschung von Grenzwert und Integral diesmal durch den Satz
von der monotonen Konvergenz gerechtfertigt ist.

Nun miissen wir noch zeigen, dass (p,) eine Gewichtsfolge ist, d. h. dass
die Potenzreihe ) pinw” Konvergenzradius grofergleich 1 besitzt. Sei dazu
r€[0,1) beliebig, aber fest und weiterhin s€(4/r,1). Es ergibt sich p, >
52" f[s71) dii(t) = cs®™ mit c:= f[s71) dfi(t) unabhingig von n und positiv,
da 1im Tréiger von /i ist. Daraus folgt -2, -br™* < £ 3007, (%)" <o0,s0
dass der Konvergenzradius von ) pinw" tatséchlich grofergleich r und damit
grofergleich 1 ist.
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Die Zusatzaussage iiber die Konvergenz der p, folgt direkt aus deren Defi-
nition mittels des Satzes von der dominierten Konvergenz, und daraus folgt

sofort die Divergenz der Reihe iiber pl. a

Wir bemerken, dass ein Bergmanraum wegen po = 1([0,1)) = u(ID) genau
dann im Bergmanraum-Sinn normalisiert ist, wenn er im Hardyraum-Sinn

normalisiert ist. Fiir stetige Gewichte berechnet man wegen (1.4)

1
Dn = 2/ "G (r) dr . (1.17)
0

Speziell fiir die in (1.6) definierten Standardgewichte G, (a>—1) erhilt man

aus
1 ) 1
/ PG (r)dr = — [%rQ"(l—TQ)aH]T:O +/ nr = (1—r?)2 ! dr
0 0

(n€Np) nach kurzer Rechnung mittels vollstiandiger Induktion nach n

Pam = (1) <_(O‘+2)> o (1.18)

n

Dies zeigt zum einen, dass die Standardgewichte normalisiert sind, zum an-
deren erkennt man den ungewichteten Hardyraum H? als Grenzfall a=—1.
Damit tibertragen sich viele — jedoch nicht alle — Eigenschaften der Standard-
bergmanriume auf H? (s. Abschnitt 2.3 fiir eine detailiertere Diskussion).
Fiir die reproduzierenden Kerne der Standardbergmanriume und von H? be-

rechnet man

O <_(C:1+2)> (=B2)" = (1-bz)~(@+2) (1.19)
n=0

und damit fiir deren Norm
ka7 ) = Kasbs Kab)(pa,n) = Kab(b) = (1—[p?)=(F2)

Ist allgemein 7—[2 ein Bergmanraum Ai, so kann man nicht nur — wie im letzten
Satz gezeigt — aus dem Gewichtsmaf} u die Folge p bestimmen, sondern auch
umgekehrt aus der Folge p das Maf} u rekonstruieren:
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Satz 1.20 Sind zu einem Bergmanraum Ai die p, gemdf (1.15) gebildet, so
gilt fiir re(0,1)

n—00
k=0

o) = tim Y- (") 1w
mit mpy = [mq%] .

Man beachte, dass /i und damit auch g durch die Werte von ([0, r]) eindeutig
festgelegt ist.

Beweis: Zu festem re(0,1) betrachten wir in Anlehnung an [Ku] die durch
Qu(t) = (1= 22m)™

definierten Polynome. Da diese in [0, 1] monoton fallend sind mit Werten in

[0, 1], gilt unter Verwendung der Bernoullischen Ungleichung

k=0

Qn(t) dfr(t)

[0,1)

Qu(r)a([0,r]) = (1—=r*")"" a([0,r])

v

und fiir n mit Y/nr<l

k=0
< ([0, ¥/nr)) + Qu(/nr)a([0,1))
= a([0,r) +0
(beachte b = (141 Sho)™ > 14 il — oo ), womit die
Behauptung bewiesen ist. a

Dieser neue Satz liefert interessante Aufschliisse iiber die Darstellung von
Bergmanriumen als Hardyrdume. Denn beschrinkt man sich bei dem Grenz-
iibergang auf n€ NN mit festem N€N, so zeigt der Satz, dass p und damit
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auch die Folge (p,)nen, bereits durch (pn)nenn, bestimmt ist. Dies bedeu-
tet, dass in dem Fall, dass 77, ein Bergmanraum ist, innerhalb der Folge
p sehr viele Abhingigkeiten bestehen, so dass es uns hoffnungslos erscheint,
diejenigen Folgen sinnvoll zu charakterisieren, fiir die HZ, ein Bergmanraum
ist.

AuBlerdem folgt aus dem vorangegangenen Satz das intuitiv naheliegende

Korollar 1.21 Fir zwei Gewichtsmafle p und i sind ||- ||, = |-z und

u=f dquivalent.

Beweis: Bildet man zu p und ji die Folgen (p,) bzw. (p,) gemifB (1.15), so
gilt:

_ (1.20) . (1.14)
p=p = (pa) =0n) <= |l =Illg) = l-llu=1-1a O

Ist ein Bergmanraum A% zu einem hinreichend glatten Gewicht gebildet,
so gibt es eine weitere — ebenfalls noch nicht in der Literatur betrachtete —
Moglichkeit, aus der Hardyraum-Darstellung dieses Bergmanraums das Ge-
wicht G zu rekonstruieren. Dabei sei an den Zusammenhang zwischen G und
G gemif Definition 1.1 erinnert.

Satz 1.22 Es sei A% ein Bergmanraum fir den G in (—1,1) punktweise in
Legendrepolynome entwickelbar ist, und dazu die p, gemdfi (1.17) gebildet.
Dann gilt fir zeD\{0}

G(2) = > eaPu(2]2]’-1)
n=0

e = (2n+1)lzng ((-1)”‘1 (7) (n:l>pz> :

wobei mit P,, die Legendrepolynome bezeichnet sind.

mit

Die Bedingung an @G ist beispielsweise fiir stetig differenzierbare Gewichte G
erfiillt (s. [Sa, S. 235]), also insbesondere fiir holomorphe Gewichte. In diesem
Zusammenhang sei an Satz 1.7 erinnert, der gezeigt hat, dass man zu jedem
Gewichtsmaf p ein holomorphes Gewicht G findet, so dass || - ||, und || - ||¢

dquivalent sind.
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Beweis: Fiir die Legendrepolynome gilt folgende Entwicklung in die Poten-

zen von 1L

Py B2 Ly
= () e )
- k_((Z) ) e

[Wa,

o

. 41]

Cn

[Sa, S. 220] 2n+1 /1
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= e () ()

=0

Ubertragen auf G bedeutet dies G(r) = G(2r>—1) = Y1, ¢uPu(2r2—1) . O

1.3 Dirichletraume

Bei der Untersuchung der Kompositionsoperatoren auf Bergmanrdumen wird
sich eine weitere Moglichkeit, die Bergmanraum-Norm einer holomorphen
Funktion darzustellen, als niitzlich erweisen (s. Gleichung 3.3). Dazu defi-

nieren wir zunéchst allgemein

Definition 1.23 (Dirichletrdume) (vgl. [CM, S. 133]) Zu einem Gewichits-

maf v und einer Zahl ¢>0 definieren wir

1£15, = dfOF+If1  (FEHD) ,
D, = {feHD): [[fllqp<oo}  und

(£.9aw = af(0)g0)+(f', 9"  (f,9€D;,) .

Der Raum D;V heifsit (gewichteter) Dirichletraum zu q und v. Ist g=1, so
nennen wir Dg,,, normalisiert, und gilt v=GdA mit einem stetigen Gewicht

G, so schreiben wir entsprechend Dg a u.S.w.
;

In der Literatur werden oftmals nur normalisierte Dirichletriume betrachtet,
was keine Einschridnkung darstellt, da ||-||4,» und || - ||1,, stets dquivalent sind.
Der Vorteil unserer allgemeineren Definition liegt in der Giiltigkeit von Satz
1.31 sowie darin, dass man am Index des Normsymbols erkennen kann, ob
die Norm zu einem Bergman-, Hardy- oder Dirichletraum gehort. Die Di-
richletrdume DiGQ zu den in (1.6) definierten Standardgewichten nennen wir
Standarddirichletriume; der Dirichletraum D} , wird in der Literatur hiufig
als (ungewichteter) Dirichletraum bezeichnet.

Genauso wie im letzten Abschnitt beweist man die folgenden Aussagen, die

wir daher ohne Beweis angeben:
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Satz 1.24 Jeder Dirichletraum D2 , ist ein Hardyraum, genauer: Mit qy:=q

q,v
und
Gn = n2/ =Y di(r) (1.25)
[0,1)
fir neN gilt (D3, || - llg) = (’H%qn), Il - ll(g.)) - Ist dv=GdA mit einem

stetigen Gewicht G, so hat man fiir neN

1
an = 2n2/ LG (r) dr (1.26)
0

Insbesondere sind also auch Dirichletrdume Hilbertsche Funktionenrdume.

Satz 1.27 Sind zu einem Dirichletraum D3 , die ¢, gemdp (1.25) gebildet,
so gilt q=qo sowie fiir r€(0,1)

~ . oA mp Gnk+1
(0.7 = tim 3 (")) -0t
n—oo £~ k (nk+1)2

Korollar 1.28 Fiir zwei positive Zahlen q und § sowie zwei Gewichtsmafle v

und v gilt || |lgv =gz genau dann, wenn g=§ und v=>o.

Satz 1.29 FEs se: D;G ein Dirichletraum, fir den G in (—1,1) punktweise
in Legendrepolynome entwickelbar ist, und dazu die q,, gemdff (1.25) gebildet.
Dann gilt qg=qo sowie fiir zeD\{0}

G(2) =D eaPu(2]2]’-1)
n=0

=3 (o () () )

=

mit

Ein spezieller Dirichletraum ist der ungewichtete Hardyraum 7—[2:7-[%1). Dies
folgt aus der Littlewood-Paley-Identitit (s. [CM, S. 34]), die

1IIE) = ) lanl? = laol* +2 | |f'(2)*log iy dA(2) = [IfII% ur_,
D H
n=0
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fiir fEH(D), f(2)=Y peyanz", besagt, so dass  (H{), [l - 1) = (D} .,
Il “l1,7_,) mittels

H_(2) :=2log |17| (zeD\{0}) . (1.30)

Der nichste Satz stellt die noch fehlende Beziehung zwischen den drei ein-
gefiihrten Funktionenraumklassen her. Er zeigt nicht nur, dass es zu jedem
Bergmanraum einen Dirichletraum mit dquivalenter Norm gibt, was bereits
bekannt war (s. [CM, S. 133] o. [KM, S. 762]), sondern dass jeder Bergman-
raum in der Tat ein Dirichletraum ist.

Satz 1.31 Jeder Bergmanraum AZ ist ein Dirichletraum, genauer: Mit p:=
f[O,l) div  und

H(z):=2 /[0 Y max{0, log ﬁ— log 1} dfi(t) (1.32)

fiir zeD\{0} gilt (A7, |1~ 1) = (D s I - lp.1r) -

Beweis: Die Funktion H ist stetig wegen der Endlichkeit von g und der
gleichgradigen Stetigkeit des Integranden beziiglich der Variablen zeD\{0}

und dem Parameter t€[0, 1), positiv wegen

H(|z|)>2(logﬁ—log%‘z‘)/ dip >0

1 z
[

sowie rotationsinvariant. Da wegen H(z) < QIOgﬁ f[o ydi = 2plogﬁ
auch die Integralbedingung von Satz 1.3 erfiillt ist, ist H somit ein stetiges
Gewicht, d. h. Df), g ist ein Dirichletraum, und es gilt mit den Bezeichnungen

von (1.17) und (1.26) fiir neIN

1
qn 2n2/ r2”*1H(r) dr
0

1
4n? / p2n=t max{0, log L —log 1} dji(t) dr
0,1)

0 [
1
4n? o) /0 r"~' max{0,log L —log 1} dr dji(t)
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t
/ 4n? / (log t—logr)r*~* dr dji(t)
[0,1) 0

t
/ 2n (lim [(log t—log r)r2”]i:s + / p2nt dr) di(t)
[0,1) 0

sN\0

/ (0+£2) djs(t) = pn ,
[0,1)

also || |llp,g = I -llx (beachte p=py nach Definition). Dabei ist das
Vertauschen der Integrationsreihenfolge durch die Positivitét des Integranden
gerechtfertigt. a

Da wir nun wissen, dass jeder Bergmanraum ein Dirichletraum ist, stellt sich
natiirlich die Frage, bei welchen Dirichletrdumen es sich um Bergmanrdume
handelt. Beim Versuch, diese Frage im mengentheoretischen Sinn zu beant-
worten, tritt die im zweiten Kapitel ndher beleuchtete Schwierigkeit auf, zu
entscheiden, wann zwei Dirichletrdume als Mengen gleich sind. Im Gegensatz
zu Hardyrdumen sind wir aber in der Lage, die Klasse von Dirichletrdumen
zu charakterisieren, die als normierte Rdume Bergmanrdume sind. Dazu de-
finieren wir zunichst zu einem stetigen Gewicht G als Vergleichsfunktion mit
dem in (1.30) definierten Gewicht H_;, das die Darstellung des ungewichteten
Hardyraums H? als Dirichletraum ermoglicht,

G(2) G(2)

E(z) = = €D\{0 1.33
= = pmer (ED\OD (1.33)
(vgl. [KM, S. 767]). Mit dieser Definition gilt
Satz 1.34 Ein Dirichletraum (D2 |- |lq,») ist genaw dann ein Bergman-
raum (A2, ||-11,) , wenn v von der Form dv=HdA mit einem in D\{0} sub-

harmonischen stetigen Gewicht H ist, fiir das die zu H gebildete Vergleichs-
funktion E die beiden Bedingungen E<q und lim, ~r E(z) =0 erfillt. Der
Dirichletraum ist genau dann ein Bergmanraum zu einem stetigen Gewicht,
wenn H zusdtzlich zweimal stetig partiell differenzierbar ist mit AH>0 in
D\{0} und lim,_o E(z) =q , und genau dann ein Bergmanraum zu einem
holomorphen Gewicht, wenn H nochmals zusdtzlich ein holomorphes Gewicht
18t.
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Ist || -llgu = [I-llu, sogilt  A(r,1)) = —5H (r)  fiir r€(0,1) und
0([0,1))=q, H und E sind streng monoton fallend in (0,1), und H hat in 0
eine logarithmische Singularitit, genauer

H
lim (Zl) = 2lim E(z) = 2i((0,1)) .
z—0 log T z—0
Ist sogar || -|lg.a = || - lla , so gilt dariber hinaus G = %AH .
Beweis: It || llu = |- llow » 50 gilt || llpr = Il - g mit p und

H gemif Satz 1.31, also ¢g=p und dv=HdA nach Korollar 1.28. In diesem
Fall ist H subharmonisch, da H als stetiges Gewicht stetig ist und als Integral
iiber subharmonische Funktionen der Mittelwertungleichung subharmonischer
Funktionen geniigt, und wir haben H(z)<2plog ‘71‘, also E<p=q, im Beweis
von Satz 1.31 gesehen. Weiterhin gilt

H(z) log & R
E(z) = = / 1 1- L) dpft)
QIOgﬁ {0,1) tZ‘Z‘ ( loggl‘

woraus mit dem Satz von der dominierten Konvergenz lim, »r E(z) = 0
und lim, ,o E(z) = 4((0,1)) folgt sowie fiir 0<|z;|<|22|<1

log L log L .
B(1) - Bz > [ <1i;n ) it >0,
[22,1) \ 108 [2o] 0og T21]

was die behauptete Monotonie von E beweist (beachte, dass 1 im Triiger von

i1 ist). Die Monotonie von H folgt aus der von E.
Gilt du=GdA mit einem stetigen Gewicht G, so erhélt man fiir r€(0,1)

H(r) (L / max{0,log 1 —log 1} G(t)tdt = / / t)tdt

of [t of [ oo

was zeigt, dass H als Funktion in (0,1) zweimal stetig differenzierbar ist.
Dies ist wegen der Rotationsinvarianz von H gleichbedeutend damit, dass H
in D\{0} zweimal stetig partiell differenzierbar ist. Stellt man den Laplace-
Operator in Polarkoordinaten dar, so erhélt man

; 0 0H , . 0’H , .
AH(re'?) = r@r( o (ree)>+—r (re'?)
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a 1
= —4— ttdt = 4 .
rar/r G(t) G(r) >0
Auflerdem gilt mit dem bisher gezeigten im Fall du=GdA

lim B(2) = (0, 1)) = (0, 1)) =p =4 .

Ist G sogar ein holomorphes Gewicht, so hat G eine holomorphe Fortsetzung

G von (0,1) nach \/ 52, so dass

(z0) = 4/1 /: G (w)w dw %

eine holomorphe Fortsetzung von H, aufgefasst als Funktion in (0,1), nach
D definiert. Damit ist H ein holomorphes Gewicht.

Gelte nun umgekehrt dv=HdA, wobei H die Bedingungen des Satzes erfiille.
Daraus folgt nach A.1, dass H als Funktion in (0, 1) linksseitige Ableitungen
besitzt, die linksseitig stetig sind mit frl H' (t)dt = —H(r) [re(0,1)] und
fiir die rH' (r) monoton wachsend in r ist mit —2¢ <rH' (r) <0 [re(0,1)]
und lim, ~ rH' (r) = 0. Damit kann man auf [0, 1) ein positives, endliches
Borelma$ /i definieren durch ([0, 1)):=¢ und

. T

alr, 1)) == —gHL(r)  (re(0,1))
Wegen rH' (r)<0 fiir r€(0,1) hat es 1 im Triiger, definiert also ein Gewichts-
mafB p gemiB (1.2). Bildet man zu diesem p und H gemiB Satz 1.31 und
dazu E gemiiﬁ (1.33),s0 gilt p= f[o,1) dit = ¢ nach Definition von fi sowie
lim,_,0 E(2) = 1((0,1)) nach dem bisher Gezeigten. Weiterhin erhélt man,

wenn man H wie oben umformt,
_ 1 . ds 1 ,
A =2 ps, 1) =— [ H.(s)ds = H(r),

re©, D] also 1+ [y =11 llp.z = Il llut -
Ist H zusitzlich zweimal stetig differenzierbar mit AH>0 und lim,_,o E(z) =
q , so gilt fir G::iAH [also mit obiger Darstellung des Laplace-Operators
und wenn man G und H als Funktionen in (0,1) auffasst G(r) = $H"(r) +
+H'(r) | wegen lim, ~; 7H'(r) =0 , dass

[ 1) = —5 H'(r) = %/ (tH"(t) + H'(t) ) dr = 2/ G(b)tdt
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fiir r€(0,1). Wegen

([0,1)) = ¢ = lim E(2) = lim E(2) = 4((0,1)) ,

z—0 z—0

also 1({0})=0, folgt daraus df(r) = 2G(r)rdr , d. h. du=GdA. Da G
nach Definition stetig und positiv ist, ist es daher ein stetiges Gewicht mit
- lle =11 1la =11 llg.e -

Ist H nochmals zusitzlich ein holomorphes Gewicht, so hat H eine holo-
morphe Fortsetzung H von (0,1) nach /1P, Damit definiert G(2) :=
L(H"(2) + %HI(Z)) eine holomorphe Fortsetzung von G, aufgefasst als

Funktion in (0,1), nach /22, so dass G ein holomorphes Gewicht ist. O

Der vorangegangene Satz zeigt, dass es der natiirlichste Rahmen ist, Berg-
manrdume zu Gewichtsmaflen zu betrachten, denn die Charakterisierung der
Dirichletraume, die derartige Bergmanrdume sind, ist einfacher als die Cha-
rakterisierung der Dirichletraume, die Bergmanrdume zu stetigen oder holo-
morphen Gewichten sind.

In der in obigem Beweis hergeleiteten Form

Hr) :4[ /:G(t)tdt% (1.35)

wird die Ahnlichkeit zu der in [KM, S. 762] gegebenen Definition am deutlich-
sten. Die Subharmonizitit des dort definierten Gewichtes H kénnen Kriete
und MacCluer allerdings nur unter deren Generalvoraussetzung, dass Ge-
wichte in (0, 1) monoton fallende Funktionen sind, und auch dann nur in der
N#he der Einheitskreislinie garantieren, und die Normen der entsprechenden-
den Bergman- und Dirichletrdume sind nicht wie bei uns gleich, sondern nur

dquivalent.
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2 Beziehungen zwischen einzelnen

Funktionenriumen

2.1 Beziehungen allgemein

Zunachst charakterisieren wir die Beziehungen, in denen zwei Hardyrdume
zueinander stehen konnen. Dabei kann man sich leicht Beispiele fiir alle
bei Mengen iiberhaupt moglichen Félle konstruieren, ndmlich dass die bei-
den Hardyrdume gleich sind, dass keiner in dem jeweils anderen enthalten ist
oder dass der eine echt in dem anderen enthalten ist. Ist ein Hardyraum in
einem anderen enthalten, so kann man danach unterscheiden, ob die Inklu-
sionsabbildung von dem kleineren in den grofleren stetig oder gar kompakt
ist.

Satz 2.1 Es seien H_, und ’H% [=(pn) bzw. p=(Py)] zwei Hardyriume. Ge-
nau dann gilt ’Hég’}-{%, wenn limsup,,_, . g—: < 00 . In diesem Fall ist die
Inklusionsabbildung ¢ 7—[2, — 7—[% stetig. Sie ist genau dann kompakt,

wenn  lim,, oo ’;% =0.
n

Insbesonder(? gilt H? CHZ genau dann, wenn  lim SUPp, o0 g—: < oo und
liminf, . z—" =0 sowie ’H?p:’}-[% genau dann, wenn (%) nach oben und
von Null weg beschrénkt ist, wobei || - ||, und || - || in diesem Fall dquivalent
sind.

Pn

Beweis: Haben wir limsup,,_,,, £2 = oo, so wihlen wir eine Teilfolge (ry)

mit  Pp, > 2¥p,, und definieren

Dann gilt feH? [also insbesondere feH(D), wie im Beweis von Satz 1.10
gesehen], jedoch f q:‘H%. Gibt es umgekehrt eine Konstante C' mit p, < Cp,
fiir n€No, so folgt |||l < VC| -y , also HFCHZ und die Stetigkeit der
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Inklusionsabbildung.

Mit e, (2):= \Z% ist {e,} eine Orthonormalbasis von H2 und (e,) damit eine
schwache Nullfolge in 7—[2. Somit folgt aus der Kompaktheit der Inklusions-
abbildung £z = llenl|3 — 0 bei n—oo. Gelte nun in der anderen Rich-
tung  limp o 22 = 0, und sei (f,) eine schwache Nullfolge in H?,
fn(z) = Y peg an k2" . Dazu wihlen wir eine Konstante C' mit || f,,[|2<C fiir

n€N. Ist ein £>0 vorgegeben, so finden wir ein NEN mit ’;—"<% fiir n>N.

wobei

Damit gilt

2
i)

|
™
|'Ez

£l

k
k

ks

[ee]
[(frrer)ol® + > Brlansl
k=N

2
i)

k

|'Ez

S |<fnaek>P|2+87

ks
o~

i
o

wobei die verbleibende Summe wegen der schwachen Konvergenz von (f,) in
H? gegen Null geht, so dass ||fn||f5 fiir grofle n kleiner als 2¢ ist, was zeigt,

dass (f,) in der Norm von 7—[% gegen Null konvergiert. O

Bergman- und Dirichletrdume kann man ja nach Satz 1.7 0.B.d.A. zu stetigen
oder sogar zu holomorphen Gewichten bilden. Will man jedoch direkt an zwei
stetigen Gewichten erkennen, in welchem Verhiltnis die zu ihnen gebildeten
Bergman- bzw. Dirichletrdume stehen, so begegnet man einigen Schwierigkei-
ten. Allerdings spielt es keine Rolle, ob man Bergman- oder Dirichletriume
betrachtet, denn es gilt

Satz 2.2 Sind G und G zwei stetige Gewichte und q,G>0, so gilt A%QA%
genau dann, wenn D;GgD;é. In diesem Fall ist 11: A%—)Aé genau dann
kompakt, wenn 15: D;G—)Dq% & kompakt ist.

Beweis: Bildet man zu G und G geméiB (1.17) p,, bzw. p, sowie zu G und ¢
bzw. G und § gemiB Satz 1.24 ¢, und G, so gilt g—":g"ﬁ. Daraus folgt die
Behauptung, da es nach Satz 2.1 fiir die Lage der entsprechenden Rdume zu-

einander nur auf das Verhalten der beiden Quotienten bei n—o0o ankommt. O

Bevor wir ndher auf die oben erwdhnten Schwierigkeiten eingehen, geben wir
zwei positive Resultate, von denen das zweite neu zu sein scheint, obwohl es
einfach zu beweisen ist.
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Satz 2.3 (vgl. [KM, S. 762]) Es seien G und G zwei stetige Gewichte sowie
q,q>0:

Aus lim supz/T G(z) < oo folgt A% C.A2 und D3 GCD2

Aus  lim, s GE y = =0 folgt A% CA2 und D2 GCD- & wobei die Inklusions-

abbildung von dem kleineren in den groj}eren Raum ]eweils kompakt ist.

Beweis: Nach Satz 2.2 reicht es, die Aussagen fiir die Bergmanriume zu
beweisen. Dazu fithren wir diese Aussagen auf Satz 2.1 zuriick, d. h. wir
bilden zu G und C;j die Gewichtsfolgen (py) bzw. (pp) gemiB (1.17):

Aus limsup, % < oo folgt die Existenz einer Konstanten C' mit ggC’
in [1,1) und damit

1 R 1/2 1 R
Pn = 2/ " G(r)rdr < —— G(r)rdr—l—Q/ 2" G (r)rdr
0 0 1/2

1/2 1 1
G(r)rd -
27f0 ~(r)r r/ r2G(r)rdr +2/ 72" G (r)rdr
1/2 1/2

|~
G(r)rd 1 )rd
< cifo (r)rdr / 2 Gloyrar < o GO

f1/2 r)rdr Ji/2 f1/2 r)rdr

Wéhlt man fiir den zweiten Teil der Aussage zu £>0 ein r€(0, 1) mit ggs in
[r,1) und weiterhin s€(r, 1), so folgt mit dhnlicher Rechnung wie eben

r 1
Pn = 2/ t2n G*(t)tdt+2/ 2" G(t)tdt
0 T

r2n [ G(t)tdt
$* [1G(t)tdt

< ¢ 2nf0 ttdt-l-l Pn -
O\ [l Gyt

Da der geklammerte Faktor gegen 1 strebt bei n—o0, ist f:—:<25 fiir grofle n,

1 1
/ 2" G(t)tdt + 2 / 2" G(t)tdt

was ﬁ—"—)() bei n—oo beweist. O

In vielen Fillen werden die Kriterien des vorangegangenen Satzes greifen, da
die beteiligten Gewichte glatt genug sind. So zeigt der Satz beispielsweise,
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dass fiir die Standardbergmanriume AZ_ (a>—1) gilt Az =AZ. mit

[e%

Gl (z) := )

(log ﬁ)o‘ . (2.4)
Damit gilt auch D} , =D7 ., so dass man wegen (1.30) H? als Standarddi-
richletraum erkennt. Auflerdem hat obige Darstellung der Standardgewichte
den Vorteil, dass die zu G, geméB (1.17) gebildeten pj, ,, eine schénere Form
haben als die py,,, zu G4 [vgl. (1.18)]:

20+t Yot 1
* — n log 1Y (4
Pan ot (a+1)/0 r="7 (log 5:)* dr
z=2(n+1) log 1 1 o —r 1
= " dr = —— (2.5
(nr1)a+i, (a+1)/0 e rar (n+1)o+1 (2.5)

Bildet man des Weiteren zu den G, die Gewichte H, gemif} (1.35), so erhilt

man mit der Regel von de 'Hospital

li Ha (’I") - I 4 frl fsl GC’ (t)tdt %
rol Gaga(r) 11 (at3)(1—r2)o+2

o 4/r — [ Ga(t)tdt

= oA 2r(a+2)(at3) —(1—r2)att

_ 2 lim rGo(r)

(a+2)(a+3) r 71 2r(a+1)(1—r2)>
1
= @)@’ 20)

so dass A5 =D7 o, Auch die Standardbergmanriume sind also — genauso

wie H? — im mengentheoretischen Sinn Standarddirichletriume.

Wie bereits eingangs dieses Abschnitts erwéihnt, ist es einfach, zu einem Har-
dyraum H?, einen weiteren Hardyraum 2 zu konstruieren mit %7, ¢ H3 ¢
/Hg, . Damit findet man natiirlich auch zu jedem Bergmanraum einen Hardy-

raum mit obiger Inklusionseigenschaft. Weniger offensichtlich jedoch ist

Satz 2.7 Zu jedem Bergmanraum Ai gibt es einen Bergmanraum A% mit

A2 L AL A
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Beweis: Zum Beweis des Satzes werden wir zwei Funktionen f, g¢H(ID) kon-
struieren mit fe€A” und g¢.A? und der Zusatzeigenschaft, dass es t;,1 gibt
mit mfg’“) >2% [m s, m, nach (1.8)]. Definiert man dann gemi8 (1.2) ji durch
2 =y, mg(tk)(stk , 80 ist fi ein Gewichtsmaf [endlich wegen der Monotonie
von my, und g#0] mit || f||z=o0 und [|g||z=1 [beachte (1.2)], so dass A3 ein
Bergmanraum mit den geforderten Eigenschaften ist.

Fiir die Konstruktion von f und g verwenden wir den Ansatz
o0 o0
= Z Vagz™ und  g(z) = Z bz
k=0 k=0

mit ag, br>0 und Teilfolgen (my) und (ng) von No. Damit gilt wegen (1.16)

oo oo
= E apr’me bzw. my(r) = E by 2"
k=0 k=0

Weiterhin sei zu dem Gewicht u die Folge (py) geméf (1.17) gebildet. Wir
setzen sg:=mg:=ng:=0, ag:=by:=1 und fo::go;zl und werden induktiv fiir
k=1,2,3,... die Zahlen ay, by, Cx>0, my,nr €N mit mg>my_1 und ng>ng_q
sowie 7,5,€(0,1) mit sp_;<rp<s; und damit die Polynome fk(r) =
Zf:o a;r™  und  gi(r) = Z?:o bjr™  definieren. Sei zu diesem Zweck

Re(sp_1,1) und Oy := max{1, 281G, (r)— fr_1 (r): r€[R, 1]} . (1)
Da fr_1 und §;_; als Polynome stetig in [R, 1] sind, gilt Cr€[1, 00).

Waihle mg>mp_1 mit  pn,, < 2*’“071 (2)
(beachte lim; o pj =0 nach Satz 1.14) und ry€[R, 1) mit r**>1.  (3)
Definiere damit ay :=r; " Cy < 2C} . (4)

Wihle si€(rg, 1) beliebig und dazu ni>nj_; mit

Vi=l, ks ()™ < 275G 1 (rg)ial[y/5k, 1)) ()
87"1@

(beachte r;<ry<s), und definiere by := NTANE (6)
Damit ist die induktive Definition beendet. Mit unserem Ansatz fiir f gilt

R =712, = S pmar < 1 #3000 <o,
k=0 k=1
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also fe A”, und insbesondere (wie im Beweis von Satz 1.10 gesehen) feH(D).
Setzt man  g(r) := Y o, bpr™ , so gilt fiir jEN

i) @ G S
o) = B 2 Gy
(2 gj—1(rj) + 22_’“%_1(77) < 2Gj-1(rj) < oo . (7)

i
=

Wegen r,@"’“Z% nach (3) und der strengen Monotonie der my, gilt 7, 71,
d. h. die Potenzreihe fiir § hat Konvergenzradius groflergleich 1. Dann hat
aber auch die obige Potenzreihe fiir ¢ Konvergenzradius grofiergleich 1, d. h.
geH(ID). Man berechnet

1.4 ~ ~ ~
gz = /[Ol)mgmdu(r) - /[Ol)g(r2)du(r)

> b i) 2 31 =
k=1

k=1 [V5e:1)
so dass g¢A%, und mit t:=/r /1 gilt fiir kN
my(te) = g(re) (;) 291 (rr) %) 275 (Cr + fr1(r1))
D ok (Pt + foa(r)) = 275 fulr) < 2 Fmp(ha) -
Damit haben f und ¢ die zu Beginn des Beweises geforderten Eigenschaf-
ten. O

Man kann natiirlich mit einem zu einem holomorphen Gewicht G gebildeten
Bergmanraum starten und erhélt ein Gewichtsmaf fi mit LA% z A% Z A2 .
Wahlt man zu i gem&f Satz 1.7 ein holomorphes Gewicht G' mit A?—;:A%, S0
gilt wegen Satz 2.3

lim sup Cf(z) =0 und lim inf Cf(z) =0.
o7 G(2) /T G(2)

trotz der Glattheit der beiden Gewichte. Bildet man zu ihnen p und H bzw.
P und H gemiB Satz 1.31, so gilt wiederum nach Satz 2.3

lim sup If(’z) =00 und lim inf {I(z) =0
=1 H(z) /T H(z)
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trotz der Subharmonizitéit von H und H sowie der weiteren Glittung durch
zweimaliges Hochintegrieren. Weiterhin gilt beispielsweise A% - CAZ mit

G+G
limsup G G(2) G(2) +G(2)
2 G) )

G(z

=00 und lim inf =1 (2.8)
2T
und entsprechenden Beziehungen fiir H und H+H. Andererseits kann man zu
einem beliebigen holomorphen Gewicht G mit den Methoden aus dem Beweis
von Satz 1.7 zuniichst ein stetiges und dann ein holomorphes Gewicht G
konstruieren mit G>G, ||l¢ < |I'llg < 2||-l¢ sowie G(e /") = G(e 1/?")
und G (e=V/Cn=1)) = nG e~/ fiir neN. Wiederum gilt wie bei (2.8)
G(2) G(2)

lim su =0 und liminf —= =1,
o G(2) D G2)

obwohl diesmal A%;:A%. Dies zeigt, dass eine allgemein giiltige Charakte-
risierung der Lage von A% und A% zueinander mittels des Grenzverhaltens

des Quotienten ggjg bei z /T unmoglich ist. Etwas besser sieht es aus, wenn

man die Subharmonizitit der Gewichte voraussetzt, wie sie beispielsweise bei
denjenigen stetigen Gewichten gegeben ist, die geméf (1.32) gebildet sind (s.
Satz 1.34). Um das entsprechende Resultat formulieren zu kénnen, miissen

wir die durch
a—z

1—-az
definierten bijektiven Selbstabbildungen von DD einfiihren, die spezielle Blasch-

Sao(z) == (aeD)
kefaktoren sind. Es gilt S,0S,=id, und man berechnet

1—|af?

Sl = -
a(?) (1—az)?

Damit ist der folgende — noch nicht bekannte — Satz versténdlich:

Satz 2.9 Es seien D} , und D;é zwei Dirichletraume, wobei G in D\{0}
subharmonisch sei. Existiert ein feH(D) mit f'(0)#£0, fir das die durch

fuw = fo(wSy) (weD)

G(w)
definierten Funktionen limsup,, ~r ||fullq,c < oo erfiillen, so gilt

D;Gg);’é genau dann, wenn lim SUP,, s % < o0 .
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Beachte
@S O)P | 6P [ e e
fulha = oL+ s [ ISLPIf @S P G
ey f(wPP | |wP (1+|w|>2 o
S TG o) T S | G

< o0 .

Beweis: Die Riickrichtung der Aquivalenz gilt nach Satz 2.3 allgemein. Gilt
umgekehrt D;G QD; & SO ist die Inklusionsabbildung von dem kleineren in
den gréBeren Raum nach Satz 2.1 stetig und damit limsup,, ~r [|full; 5 <
00 . Andererseits gilt

~ 2 ~
Ifulle > [ 1faPGas = G [ ifoms,)PG1s, s

2
= G [ 1@ pes. e dae)

Nach Voraussetzung gibt es ein ¢>0 und ein r€(0,1) mit |f'|>c in rID. Wegen

der Subharmonizitit von G in D\{0} ist GoS,, subharmonisch in D\ {w}, also

in rD fiir |w|>r. Somit gilt fiir weD\rD

02

2 wl? %
1l > G [ G A

027ﬂ2|w|2 5 5 9 2G(w)
> — = —_—
> Gw) G(Sy(0)) c“re|w|
also

G(w) 1
limsup ——= < ——limsu 2 <.
w/(Tp G(w) = 027_2 w/lTp ||fw||q’G

Eine grofie Klasse von Dirichletriumen, die der Voraussetzung obigen Satzes
geniigen, werden wir im folgenden Abschnitt angeben.

2.2 Schnelle und langsame Gewichte

In diesem Abschnitt definieren wir zunéchst durch Vergleich mit den Stan-
dardgewichten bzw. den dazugehorigen Standardbergmanriumen zwei Klas-

sen von Gewichten:
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Definition 2.10 (schnelle und langsame Gewichte) Ein Gewichtsmaf
u heiffit schnell, wenn AiQAéa fiir alle ae(—1,00), und langsam, wenn es
ein a€(—1,00) gibt mit AigAéa. Ein stetiges Gewicht G heifst schnell bzw.
langsam, wenn das durch GdA definierte Gewichtsmafl schnell bzw. langsam

ist. Reguliir schnell heifit ein stetiges Gewicht, wenn es fir alle «€(—1,00) ein

re(0,1) gibt, so dass GC monoton fallend in [r,1) ist, und regulir langsam,

wenn es ein a€(—1,00) und ein r€(0,1) gibt, so dass g monoton wachsend

in [r,1) ist.

Aus Satz 2.3 folgt, dass regulér schnelle oder langsame Gewichte insbesonde-
re schnell bzw. langsam sind, und mit einer Konstruktion wie im Beweis von
Satz 2.7 lisst sich zeigen, dass es Gewichte gibt, die weder schnell noch lang-
sam sind. Kriete und MacCluer bezeichnen in [KM, S. 756] stetige Gewichte
als schnell, wenn fiir alle a€(—1,00) gilt lim, »r %(Zz)) =0, d. h. wenn
sie schneller gegen Null gehen bei z T als jedes Standardgewicht. Wieder-
um Satz 2.3 zeigt, dass in diesem Sinne schnelle Gewichte auch nach unserer
Definition schnell sind. Wir haben die Definition so gew#hlt, um sie auf
Gewichtsmafle ausdehnen zu konnen. Der Begriff des regulér schnellen Ge-
wichts ist identisch mit demjenigen aus [CM, S. 198]. Als Beispiele fiir regulir

schnelle Gewichte geben Cowen und MacCluer die durch

G(z) := exp (—c(log 1jlzl)ﬁ) und  G(z) :=exp (_0(1—1|z|)ﬁ)

fiir ¢>0 und 8>1 bzw. >0 definierten Gewichte. Eine Untersuchung von
Bergmanrdumen zu schnellen Gewichten findet sich in [KM] (vgl. auch Theo-
rem 4.14).

Die Klassifikation der (regulir) langsamen Gewichte ist genauso wie der Rest

dieses Abschnitts neu. Bei regulédr langsamen Gewichten beachte man, dass

aus dem monotonen Wachsen von CQ in [r,1) folgt, dass % fiir alle o'>a«

monoton wachsend in [r,1) ist mit lim, GGEEL) = oo . Beispiele fiir re-

gulér langsame Gewichte sind insbesondere die Standardgewichte selbst sowie
allgemeiner die durch

G(z) = (1=|2)* (1 — log(1—|2[?))” (2.11)

fiir a€(—1,00) und BE€R definierten Gewichte (betrachte %)

Wir betrachten nun zuniichst den Ubergang von einem Bergmanraum Ai zu
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dem Dirichletraum Dz’ g gemaf Satz 1.31 und kléren, wie Schnelligkeit und
Langsamkeit von p mit der entsprechenden Eigenschaft von H zusammen-
héngen. Im Fall y=GdA untersuchen wir entsprechend, ob sich ggf. auch die

Regularitét tibertréagt. Dazu benttigen wir

Lemma 2.12 Es seien r€(0,1) sowie ¢ und ¢ zwei in [r,1) definierte po-
[l oat
[ wyat
monoton wachsend fir s€[r,1). Insbesondere ist Ha monoton fallend in

Gat2
(0,1) und Gﬁ;‘ﬂ monoton wachsend in [ﬁ, 1) fir ae(—1,00) und y>0.

sitive Funktionen. Ist % monoton wachsend in [r,1), so ist auch

Beweis: Die allgemeine Behauptung folgt aus

d [lemdt =) [] e di+(s) [ G di
ds [Pyt ([l o(t)dt)?

—00) [y v dt+ VG S v d

B (J; () dt)” ‘

Speziell fiir H, gilt nach (1.35)

Ha(r) = 4/: /slt(a+1)(1—t2)a it ® = 2/:(1—52)6'+1 % :

~ =
_o2yatl .

Da % monoton wachsend fiir s€(0,1) ist, folgt aus dem eben

bewiesenen allgemeinen Resultat, dass

r

JIi(1—s2)ettgr  (a+2)(a+3) Ha(r)

S

[ls(1—s)tdr 1 Gaso(r)

. . L(1—g2)ot?
monoton wachsend fiir r€(0,1) ist. Daraus, dass W mono-

ton wachsend fiir se[ﬁ, 1) ist, erhilt man analog die Behauptung iiber

H(l D
Gatogy’

Mit diesem Lemma sind wir nun in der Lage, den angekiindigten Satz zu
beweisen:
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Satz 2.13 Es sei u ein Gewichtsmaf und dazu p und H gemdff Satz 1.31
gebildet. Genau dann ist p schnell oder langsam, wenn auch H schnell bzw.
langsam ist. Gilt u=GdA und ist G requlir schnell oder langsam, so ibertrigt
sich auch die Regularitit auf H.

Beweis: Wegen A7, =D} ; . mnach (2.6) ist A} CAZ gleichbedeutend da-
mit, dass D) ,CD} o . Letsteres ist nach Satz 2.2 dquivalent dazu, dass
A%IQA%;QH. Damit folgt aus der Langsamkeit von p diejenige von H.

Ist andererseits H langsam, also A%QA%;Q fiir ein a€(—1,00), so gilt auch
A%QA%;QH und damit nach Obigem A2 CAZ , so dass auch  langsam ist.
Ist p schnell, d. h. gilt AiQAéa fiir alle a€(—1, 00), so folgert man wie eben,
dass dies dquivalent ist zu A3 DAZ , fiir alle a€(—1,00). Da Letzteres mit
Ay DA fiir alle a€(—1, 00) gleichbedeutend ist, sind somit die Schnelligkeit

von p und diejenige von H &quivalent.

Wendet man Lemma 2.12 nacheinander auf

1
o q L[ Gtdt an
Ga(t)t L1 Ga(tytdt ’
so erkennt man, dass sich die Monotonie von g auf Hi iibertragt. Ist also

G regulidr schnell und zu a€(—1,00) ein re(0,1) so gewihlt, dass (% mono-

ton fallend in [r, 1) ist, so ist auch -, damit nach Lemma 2.12 auch GLH

und somit erst recht Z- monoton fallend in [r, 1). Ist andererseits G regulir
langsam und entsprechend a€[0,00) und TE[%, 1) gewdhlt, so dass g mo-
H

als monoton

noton wachsend in [r, 1) ist, so erkennt man entsprechend "

wachsend in [r,1), d. h. H ist regulir langsam. ad

Im zweiten Teil dieses Abschnitts wenden wir uns wieder der Aufgabe zu, die
Lage zweier Bergman- oder Dirichletrdume zueinander mittels ihrer Gewichte
zu charakterisieren. Der folgende Satz zeigt, dass auf die meisten reguldr
langsamen Gewichte Satz 2.9 anwendbar ist:

Satz 2.14 Es sei D;G ein Dirichletraum zu einem regulir langsamen Ge-

wicht und dazu meN und re(0,1) so gewihlt, dass GQi_l

send in [r,1) ist. Gibt es ein a€(—1,2m—1], fir das Gi monoton fallend

ist in [s,1) fir ein s€[r,1), so gilt fir fy, = Gl( )(I—ESw)m , dass

monoton wach-

limsup,, s || fuwllqa < oo .
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Beispielsweise erfiillen die in (2.11) definierten Gewichte die Voraussetzungen
dieses Satzes.

Beweis: Es gilt

(1= WS,u(2))™ = (T_';';) 1—|w|?) mi < ) 4

n=0
und damit mit g, gem&f Satz 1.24
1—|w 2m &
Il = SR Sa(’, ™)
1-|w " m-~(m
- %(qo+qlm2|w|2+qzﬂ|w| )
(A=wP)™ §~  (=m)*) o
W) > an ) el

n=3
Dabei geht der erste Summand nach Wahl von m gegen Null bei w 7T, so
dass noch die Beschranktheit des zweiten Summanden zu zeigen ist. Wegen
limy o0 |(7")|/(n4+1)™" = 55 gibt es eine Konstante C' mit (771”)2 <
C(n+1)2m~ 2 , so dass

an( ) |2 < C’an n+1)2m=2 g2

n=3

1
- 202 (n+1)2™=2)|w)? |w|*"~ 1>/ t-t2 DG (t) di

0

IA

20/ 242’“ n—2)%"|tw[*" V) G(t)tdt

IN

1 o n—1
42m-20/ Z/ ™ tw|* da G (t)tdt
0 n=3 n—2

1 00
< 42’”-20/ / 2™ |tw|** dx G(t)tdt
0 0

y=2zlog L 1 poo m d
— 42’”-20/ / ) e L Gar
0 0 2 lOg W 2 lOg W
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L G(t)tat
— 2m |
2 C(2m)./0 (Tog L y2m 1’

[tw]

also

2m o
1—|w
| | E qn< > |w]*"

2m (I—fw)>™ [+ G(bytdt
< Proem o [ g Ly

Zum Abschluss des Beweises spalten wir fiir |w|€(s,1) das Integral in drei
G(t)
(1—t2)=

(1—|w|?)>™ /1 G (t)tdt < (-fwPym- a/l t(1—t2)> dt
| \

G(w) w] (1Ogﬁ)2m+1 - wl log‘ 2m+1

Teile und berechnen mittels der Monotonie von

) 2
< t(1-¢7)
log‘i]‘)Qm*‘l |w]
_ (=jwP)ym e (A= jw?)o+!
= Qog )7 2atl)
22m
< )
- a+1

mittels der Monotonie von %

(1=|w[*)>™ /le G(t)tdt 5 /le #(1—42)2m=1
< (- i
G(w) r (log ﬁ)%ﬂﬂ < (1-fwl) .+ (log @l)zmﬂ

AN
o
[V
3
o
&
T
g
—~
-
| | =
=
[ V)
Q
~

sowie wegen % — 0 beit M

(A=fw|*)>™ / G(t)tdt (I—fw)>™ Jy G@)tdt w7
< — 0.
G(w)  Jo (log )+ G(w)  (log 3)*m+! 0
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Dieser Satz wird bei den Untersuchungen in Abschnitt 4.1 nochmals eine
wichtige Rolle spielen. Im jetzigen Zusammenhang folgt aus ihm sowie Satz

2.9 unmittelbar

Korollar 2.15 Es seien D;G und D; - zwei Dirichletrdume, wobei G requlir

langsam sowie G in D\{0} subharmonisch sei. Gibt es ein a€(—1,00), fiir
das (% monoton fallend ist in [r,1) fiir ein re(0,1), so gilt D;GQD;G genau
dann, wenn limsup,, ~p % <00 .

Wir spezialisieren dieses Korollar nun noch weiter, und zwar auf Dirichlet-

rdume, die Bergmanriume sind:

Korollar 2.16 Es seien A% und A% zwet Bergmanrdume und dazu H bzw.
H gemdifs (1.35) gebildet. Ist G reguldir langsam, so gilt Aég./% genau dann,

wenn  limsup,, % < 00 .

Beweis: Nach Satz 1.34 ist H subharmonisch und H :Gﬂo monoton fallend in

(0,1), und nach Satz 2.13 ist H regulir langsam. Damit folgt die Behauptung
aus Korollar 2.15. a

Wie im letzten Abschnitt erklirt, ist das Resultat des vorangegangenen Ko-
rollars maximal in dem Sinn, dass eine allgemein giiltige Charakterisierung

mittels des Quotienten g nicht méglich ist.

2.3 H? und die Bergmanriume

In diesem Abschnitt beschiftigen wir uns mit der Lage des ungewichteten

Hardyraums H? zu den Bergmanriumen. Diese wird charakterisiert durch

Satz 2.17 Es gilt
H = N A;

1 )
w: p Gewichtsmaf
und die Inklusionsabbildung von H? in einen beliebigen Bergmanraum ist kom-

pakt.
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Insbesondere ist also 72 in jedem Bergmanraum enthalten, und es gilt H> C

NA2 =32,

Beweis: TIst A2 ein Bergmanraum, so gilt gemi Satz 1.14 ||-]l, = || [(p,) »
wobei p,—0 bei n—o0o0. Daraus folgt nach Satz 2.1 7—[2CAi mit kompakter
Inklusionsabbildung.

Laut [S2, S. 12] gilt  [If[If;) = lim, ~ymy(r) mit my gemdB (1.8). Tst
nun feH(D)\H?, so findet man folglich r,,€[0,1) mit r, 1 und my(r,)>2".
Definiert man f:= > " 27 "4, ,so ist das zugehorige p ein Gewichtsmaf.
Fiir dieses gilt ||f||>, = Y,2, 27" my(rn) = co [beachte (1.2)], d. h. f¢.A>,
so dass f auch nicht im Schnitt aller Bergmanrdume enthalten ist. a

Wie in (2.5) gesehen gilt A%, :H%p;‘n) (a>—1), wobei limg~, 195, =1,
und in vielerlei Hinsicht kann man #? als Grenzfall a=—1 der Standardberg-
manriume auffassen, so z. B. bei den reproduzierenden Kernen der jeweiligen
Réume [s. (1.19)]. Auch bei der Darstellung der Standardbergmanriume und
von H? als Dirichletriume kommt dieses Verhalten zum Ausdruck: Es gilt
H>=D} i ,=D3 g, gemiB (1.30) und Satz 2.3 sowie A =Df ;. ., (a>—1)
geméB (2.6). Weiterhin wird bei den durch G,dA definierten Wahrschein-
lichkeitsmaflen bei a\(—1 immer mehr Masse zur Einheitskreislinie hin ver-
schoben, und tatsachlich gilt || f[|7,) = 027T |f*(e1)]?42 | wobei die radialen
Grenzwerte  f*(el?) := lim, ~ f(rel’) fiir Funktionen feH? fiir fast alle
6 existieren (s. [Ru, Th. 17.11]). Der ungewichtete Hardyraum H? korre-
spondiert also mit dem normalisierten eindimensionalen Lebesguemafl auf T.
Dies stellt zwar kein Gewichtsmafl dar, wendet man aber darauf dennoch
formal Satz 1.31 an, so erhélt man das stetige Gewicht H_; und damit die
Littlewood-Paley-Identitt.

Allerdings gibt es auch Unterschiede zwischen H?2 und den Standardbergman-
rdumen, beispielsweise bei der Untersuchung der Kompaktheit von Komposi-
tionsoperatoren (s. Theorem 4.14). Letzteres liegt sicherlich auch daran, dass
eine entsprechende Verschérfung von Satz 2.17 nicht moglich ist: Die durch

f(z):=>7", \/Z—nﬁ definierte Funktion ist offensichtlich Element von

ﬂ /H%pz,n) \H* = ﬂ A\
(—=1,00) (—=1,00

a€ a€ )
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Weitergehend kann man sogar zeigen, dass der Schnitt iiber alle Standard-
bergmanrdume iiberhaupt kein Hardyraum ist: Nimmt man némlich ’H?p =
Nae(=1,00) A% [p=(pn)] an, so folgt bei beliebigem —1<a'<a aus Satz
2.3, dass HZ, - H%p* y C H%p* ) - Damit gibt es nach Satz 2.1 zu jedem
a€(—1,00) eine Teilfolge (Ra,k) it Pog o /Dhn. = Py (o p+1)0H —
oo  bel k—oo. Wihlt man nun eine Folge (o) mit ap\,—1, so existiert
daher eine Teilfolge (ng) mit pp, (ng+1)*T1 > 2% | Fiir die durch  f(2) :=
>y % definierte Funktion gilt nun einerseits offensichtlich || f|,=00.

P
Andererseits gibt es zu festem a€(—1,00) ein K mit ai<a fiir k>K, womit

1

[RAr; Prg (1)t

|
7 1M

! 1 > 1
+1 + Z op+1
Py (Re+1)* S Py (1)

INA
i

T

1 oo
< — =+ > 27 < 0.
- 1 P (D)ot

=~
Il

Somit gilt ’H?p C ﬂae(fl’oo) A% im Widerspruch zur Annahme.
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3 Anzahlfunktionen

In diesem Kapitel entwickeln wir die Theorie der Anzahlfunktionen, die wir
im vierten Kapitel zur Untersuchung der Kompositionsoperatoren benotigen

werden.

3.1 Anzahlfunktionen allgemein

Fiir eine holomorphe Selbstabbildung ¢ von ID bezeichne n,(w)eNU{0, co}
die Anzahl der Urbilder von w€ID unter ¢ bei Beriicksichtigung der Vielfach-
heit. Ist p=a, d. h. ¢ konstant, so gilt n,(a)=00 und n,(w)=0 fiir w#a. Fiir
nichtkonstantes ¢ haben die w-Stellen von ¢ keinen H&iufungspunkt in D.
Also nimmt ¢ den Wert w in jeder Kreisscheibe B,.(0) (r€[0,1)) nur endlich
oft an. Die Menge der Urbilder von w ist somit hochstens abzdhlbar, und
man kann die Urbilder so anordnen, daf} ihr Betrag wichst. Seien demgeméf
Zp,1 (W), 2y 2(w), ... die Urbilder von w (Vielfachheit berticksichtigt), wobei
|25, (W) <|2p,j+1(w)| [leere Bedingung fiir n,(w)e{0,1}; j=1,...,ny,(w)—1
fiir ny,(w)eN\{1}; j€N fiir n,(w)=o00]. Wenn klar ist, zu welcher Selbst-
abbildung die obigen Groflen gebildet sind, werden wir den Index ¢ jeweils
weglassen.

Diese Notation dient zu einer Verallgemeinerung der Variablentransformati-
onsformel auf nicht-injektive Abbildungen. Da diese Verallgemeinerung in
der Literatur iiberhaupt nicht oder nur sehr knapp und ohne Messbarkeits-
betrachtungen bewiesen wird, geben wir an dieser Stelle einen vollstdndigen
Beweis.

Satz 3.1 (vgl. [Mo, S. 25]) Es seien ¢ eine holomorphe Selbstabbildung von
D und h: D\{0}—]0,00] Lebesgue-messbar. Dann gilt

n(w)

/ B/ dA = S h(za(w)) dAw) |
D\{0} D\{¢(0)} ,,—1
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wobei D\{p(0)}—[0, 0], w— ZZ(:“? h(zn(w)) wiederum Lebesque-messbar

15t.

Beachte, dass der rechte Integrand auch bei konstantem ¢ definiert ist, da in
diesem Fall n(w)=0 fiir weD\{x(0)}.

Beweis: Ist ¢ konstant, so ist ¢'=0 sowie Zzg) h(zn(w)) = 0  fiir
weD\{¢(0)}, was den Satz beweist. Andernfalls besteht die Beweisidee darin,
die punktierte Einheitskreisscheibe in abzéhlbar viele Mengen zu unterteilen,
in denen ¢ injektiv ist, und dort die Variablentransformationsformel fiir in-
jektive Abbildungen anzuwenden.

Sei dazu A:={z€D: ¢'(2)=0}U{0}. Weil ¢ nicht konstant ist, hat A keinen
H&ufungspunkt in D. Also gibt es zu jedem z€DD\ A eine offene Kreisscheibe
U,CD\A, in der ¢ injektiv ist. Sei fiir jeIN

K =B\ | Bos@) CD\ A
a€A

Dann sind die K; beschrankt und abgeschlossen, also kompakt. Deren offe-
ne Uberdeckung {U.: 2€ K ;} hat somit eine endliche Teiliiberdeckung, sagen
wir Uj1, ..., Ujy; (1;=0 bei K;=0). Nach Konstruktion der U. ist ¢;;:=¢|v, ,
schlicht. Damit ist fiir jede Lebesgue-messbare Funktion —h: D\{0}—[0, oc]
die Abbildung  D\{p(0)}—=[0,00], w3, . (w)euv;, h(zn(w)) Lebesgue-
messbar, da sie auf (D\{p(0)})\¢(U;,) [Lebesgue-messbar, da ¢(U, ;) offen]
Null ist und auf ¢(U;,;) mit iLOgo;ll iibereinstimmt, wobei 710@]._7[1 als Verket-
tung einer Lebesgue-messbaren mit einer biholomorphen Funktion Lebesgue-
messbar ist. Weiterhin gilt nach der Variablentransformationsformel fiir in-
jektive Abbildungen

/ hlo'|dA = / izogojfll dA
U 0 (Uj,1) ’

h(zp(w)) dA(w) .
/]D\{w(o)} Z Gnlw)) dAte)

n: zn (W)EU;

Da A keinen Haufungspunkt in D besitzt, hat jedes z€ID\ A einen positiven
Abstand zu A, ist also, da es auch einen positiven Abstand zu T hat, ab einem
jo in den K enthalten. Wegen U.CID\A gilt daher D\A C U]Oil K; C
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Uiz, UL, Ujs C D\A , und definiert man die Lebesgue-messbaren Mengen
Vj, durch

J
Jl_U]l (UUUL)\UUUJ)\> )
=1 A=1

so ist D\ A sogar die disjunkte Vereinigung der V;;. Damit gilt fiir alle
weD\p(A), dass

lj

Z lV]z(Zn(w))h(Zn(w))
=11

=1 n:zn(w)eU;,;

l;

PSS S a3 A

=1 n: Zn('lU)EVJ ! n=1

h

2
g

£

Wie bei der Einfithrung von z, ;j(w) erhilt man, dass A und damit auch ¢(A)
hochstens abzédhlbar ist. Die Mengen A und ¢(A) sind damit Nullmengen.
Wegen der Lebesgue-Messbarkeit der V;; ist die Funktion 1y, -h und damit
nach Obigem (mit iNL:zlvj,l-h) auch die Funktion

wo— (wyeu;. 13, ,(Zn(w))h(zn(w)) Lebesgue-messbar. Insbesonde-
re ist somit w — Zn(w h(zn(w)) als punktweise-fast-iiberall-Grenzwert
[pktw. in D\p(A)] Lebesgue-messbarer Funktionen Lebesgue-messbar (beach-
te die Vollstindigkeit des Lebesguemafes).

Mit dem bisher Gezeigten und dem Satz von der monotonen Konvergenz gilt

[ nerda = [ ngpas
D\{0} D\A

= ié/ gl A = i

=11l=1

l]
/ ]-V] lh|g{3 |2 dA

=1

.
~

Zi/m\{ )} Y. Wy (za(w)h(en(w)) dA(w)

j=11=1 (U))GU]‘J

n(w)

= / > h(zn(w)) dA(w) .

D\{¢(0)} p—1 o
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Ist nun D}  ein Dirichletraum zu einem stetigen Gewicht, so erhilt man mit
obigem Satz fiir die Norm von C,, f (feH(ID))

1Cfll7.c ql(fow)(0)|2+/\ |(fop) "G dA

D\{0}

= ()] + / |Flowl?l¢ PG dA
D\{0}

n(w)
qlf (0 () +/ Y 1 (@lzn (W) PG (2 (w)) dA(w)

D\{¢(0)} p=1

n(w)

' ()* Y Glzn(w)) dA(w) .

alF (L) + /D s

Die vorangegangene Formel legt es nahe, der in dem Integral auftretenden

Summe einen Namen zu geben:

Definition 3.2 (Anzahlfunktionen) Zu einem stetigen Gewicht G und ei-
ner holomorphen Selbstabbildung o von D heifst die durch

n(w)

Ko(w) = Y Glan(w))

n=1

in D\{p(0)} definierte Funktion Anzahifunktion.

Anzahlfunktionen nehmen im Allgemeinen Werte in [0, 0o] an, beispielsweise
gilt K, (w)=0 fiir weD\¢(D) (leere Summe). Des Weiteren ist nach Satz 3.1
K, Lebesgue-mefibar, und die Norm von C, f 1a8t sich nunmehr schreiben

als

1Co 126 = al ()P + /D FIPK,dA | (3.3)

wobei die Definitionsliicke von K, an der Stelle ¢(0) (genauso wie diejenige
stetiger Gewichte im Nullpunkt) bei der Integration unerheblich ist. In der
Literatur werden die Variablentransformationsformel und Anzahlfunktionen
zumeist nur fiir nichtkonstante Selbstabbildungen betrachtet. Allerdings gel-
ten Formel 3.3, auf der unsere Stetigkeits- und Kompaktheitsuntersuchungen
aufbauen, sowie alle unsere Sétze (mit Beweis) auch im Fall konstanter Selbst-

abbildungen, so dass wir diese Einschrankung nicht machen und uns damit
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unnétige Fallunterscheidungen sparen.

Oftmals ist es niitzlich, das Randverhalten einer holomorphen Selbstabbil-
dung ¢ von D zunichst nicht zu beriicksichtigen. Dazu definieren wir ¢, (z):=
o(rz) fir r€(0,1], so dass die ¢, wiederum holomorphe Selbstabbildungen

von D sind, die jedoch fiir <1 noch holomorph in einer Umgebung von D

sind und ¢, (ID)CD erfiillen. Sie sind die Einschrinkungen von ¢ auf B,(0),
deren Definitionsbereich dann auf ganz ID aufgebldht wird. Mit Hilfe dieser
Funktionen geben wir

Definition 3.4 (reduzierte Anzahlfunktionen)

Zu einem stetigen Gewicht G, einer holomorphen Selbstabbildung ¢ von D
und r€(0,1] sei K, =K, . Firre(0,1) heiflen diese in D\{p(0)} definier-
ten Funktionen reduzierte Anzahlfunktionen.

Die bekannteste Anzahlfunktion, die auch der Ausgangspunkt fiir die Betrach-
tung von Anzahlfunktionen im Zusammenhang mit Kompositionsoperatoren
war (s. [S1]), ist die Nevanlinnasche Anzahlfunktion.

Definition 3.5 (Nevanlinnasche Anzahlfunktion) (vgl. [S2, S. 179])
Zu einer holomorphen Selbstabbildung ¢ von D ist die Nevanlinnasche An-
zahlfunktion N, in D\{p(0)} definiert durch

n(w)

Ny(w) = Z log —‘zn%w)‘ .
n=1

Die Nevanlinnasche Anzahlfunktion ist endlich in D\{¢(0)}, denn es gilt

Lemma 3.6 (Littlewoodsche Ungleichung) (s. [S2, S. 187]) Fir die zu
einer beliebigen holomorphen Selbstabbildung p von ID gebildete Nevanlinna-
sche Anzahlfunktion gilt

No(w) <log| =522 (weD\{p(0)}) -
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Insbesondere zeigt die Littlewoodsche Ungleichung, dass lim,, ~1 N, (w) =
0 . Fiir weitere Eigenschaften der Nevanlinnaschen Anzahlfunktion siehe das
Ende des folgenden Abschnitts.

Die Nevanlinnasche Anzahlfunktion ist bis auf den Faktor 2 die Anzahlfunk-
tion zu dem in (1.30) definierten Gewicht H_;, das die Darstellung des un-
gewichteten Hardyraums 7?2 als Dirichletraum erlaubt. Um im Hinblick auf
den néchsten Abschnitt die Littlewoodsche Ungleichung in einen allgemeine-

ren Rahmen zu stellen, schreiben wir sie in der Form

IN,(w) < H_; (%) = H_1(Sp0)(w)) -

3.2 Anzahlfunktionen bei Bergmanriumen

Im Zusammenhang mit Kompositionsoperatoren betrachtet Shapiro in [S1]
Anzahlfunktionen zu den Standardgewichten und erwihnt, dass eine Verall-
gemeinerung auf Dirichletrdume moglich sein miifite. Einen ersten Schritt
in diese Richtung machen Kriete und MacCluer fiir Bergmanrdume, die ja
gemif Satz 1.31 spezielle Dirichletrdume sind, in [KM]. Allerdings definieren
sie explizit keine Anzahlfunktionen und untersuchen auch deren Eigenschaf-
ten nicht genauer, was wir im Folgenden tun werden. Und da in dem Fall,
dass D ; ein Bergmanraum ist, das Gewicht H nach Satz 1.34 besondere
Eigenschaften hat, werden wir in diesem Fall fiir die Anzahlfunktionen auch
entsprechend schéne Resultate zu erhalten. Diese Resultate gelten dann meist

noch in einem etwas allgemeineren Rahmen, so z. B. bei

Satz 3.7 Es seien G ein stetiges Gewicht und ¢ eine holomorphe Selbstab-
bildung von D. Gilt limsup, .y E(2) < co  fiir die zu G gemdf$ (1.33)
gebildete Vergleichsfunktion E, so ist die zu G und ¢ gemdf Definition 3.2
gebildete Anzahlfunktion K, endlich in D\{p(0)}.

Beweis: Wir wéhlen nach Vorraussetzung r€(0,1) und C'<oo mit E<C in
D\rD, und zu festem weD\{p(0)} sei NeNy die Anzahl der Urbilder von
w unter ¢ mit Betrag kleiner r bei Berficksichtigung der Vielfachheit. Damit
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gilt
N n(w)
Ky(w) = Y Glan(w)+ Y E(za(w)H-1(za(w))
n=1 n=N+1
N

n(w)
(W) +C Y Hoi(za(w))

n=1 n=N+1

N

g
Q
5

N
< ZG(zn(w))-i—QC'Nw(w) < oo,

da zum einen 2N, die Anzahlfunktion zu H_; und ¢ ist und N, zum anderen
endlich ist nach Lemma 3.6. a

Stellt man an die Vergleichsfunktion F etwas stirkere Forderungen als in obi-
gem Satz, so sind die zu dem dazugehorigen Gewicht G gebildeten Anzahl-
funktionen nicht nur endlich, man kann sogar die Littlewoodsche Ungleichung

3.6 iibertragen:

Satz 3.8 Fs seien G ein stetiges Gewicht, ¢ eine holomorphe Selbstabbildung
von D, a=¢(0) und zu G und ¢ die Anzahlfunktion K, gemdf Definition
3.2 gebildet. Gibt es ein r€(0,1), fir das die zu G gemdfl (1.33) gebildete
Vergleichsfunktion E monoton fallend in [r,1) ist, so gilt lim,, v K,(w) =0
sowie K,(w) <2E(r)Ny(w) und

K, (w) < G(Se(w)) =G ( ot )

1—p(0)w
fiir weD\S,(rD), und K, ist endlich in D\{p(0)}.
Fiir die Definition der S, siehe (2.1).

Beweis: Die behauptete Endlichkeit von K, folgt aus Satz 3.7.
Die beiden Ungleichungen sind fiir weD\p(D) trivialerweise erfiillt; im Fall
weEp(ID)\ S, (rD) gilt fiir NEN mit N<n(w)

N
[Tl = e (=Xl og ) > esp(=Na(w)
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[beachte S,(ID\S,(rD)) =D \rD ], also r < H;V=1 |zj (w)| < |zn(w)] fiir
jedes Urbild z,(w). Damit folgt aus der Monotonie von E

N

N N
Y Gl(w) =) E(za(w)Hoi (zn(w)) < E(r) Y Hor(za(w)) -

n=1

Lasst man ggf. V gegen Unendlich gehen, folgt daraus die erste Ungleichung.
Schitzt man nicht ganz so grob ab, so erhilt man

IN

N N
> Glnw) < B (I 2w)) Hoalza(w)

= B (I (w) Hor (T 2n(w)
= G(nglzn(w)) .

Beachtet man obige Abschitzung fiir H;\le |zj(w)| und dass aus der Mo-
notonie von E folgt, dass auch G in [r, 1) monoton fallend ist, so folgt daraus
25:1 G(zn(w)) < G(Sa(w)) und damit die zweite Ungleichung. Weiterhin
folgt aus der Monotonie von E, dass lim, ~t G(z) =0, woraus man mittels
der eben bewiesenen Ungleichung lim,, ~1 K,(w) =0 ableitet. O

Dieser Satz greift insbesondere, wenn man Bergmanrdume als Dirichletrdume
darstellt. In diesem Fall konnen wir jedoch noch weitreichendere Aussagen

beweisen:

Satz 3.9 Es seien Ai Bergmanraum, o eine holomorphe Selbstabbildung von
D sowie p und H zu p gemdf$ Satz 1.81 und K, zu ¢ und H gemdj$ Definition
3.2 gebildet. Dann gelten K,<2pN,<oo in D\{p(0)},

Kp(w) < H(Sy0)(w) = H (£2=2)  (weD\{p(0)})

1—p(0)w
und lim,, »r K,(w) = 0 . Des Weiteren hat K, bei nichtkonstantem ¢ in
©(0) eine logarithmische Singularitit, genauer
Ko (w)

——er = 23((0,1)) .
) Tog e — = 20((0.1)
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Beweis: Dass wir Satz 3.8 mit beliebigem r€(0,1) auf D ;; anwenden kén-
nen, folgt aus Satz 1.34. Da dieser Satz auch E<p gezeigt hat, sind alle
Behauptungen mit Ausnahme derer iiber die Singularitét bereits bewiesen.

Insbesondere gilt

20w
K, (w) < lim H (l—w(O)w)

limsup1 I s ] 1
w—(0) 108 =57y w=¢(0) 108 =y
log‘l—w@w‘
= 2 lim 1207 E(LO)_*“J)
w—p(0) logm w—¢(0) 1=¢(0)w

= 2-1-lim B(z) = 24((0, 1) ,

letzteres wiederum nach Satz 1.34. Fiir die umgekehrte Abschétzung schrei-
ben wir die nichtkonstante Funktion ¢ in der Nahe der 0 in der Form ¢ =
©(0) +¢* mit schlichtem ¢ und ¢(0)=0. W&hlt man ein v€(0, |¢/'(0)]), so
gilt [1p=1(2)] < & fiir Kleine 2 und damit

im inf — e (@) Ko, (0(0)+0e")
w—p(0) log m oNO, 6 bel.  log ﬁ

k—1 —1( 1/kAi(04270) /K
H
> liminf (¢ (/T ))

0, 9 bel. log L
o\ o og 2

k=1 (¢—1(Ql/kei(9+27rl)/k)) log lw_l(gl/keli(“hl)/k)‘

o0, 9 bel. &< log lw_l(gl,keli(gﬂ,r,),k)‘ log%
k—1 _ i o Y
H 1 1/kel(9+2ﬁl)/k log N S
> lim inf (1/] (o T )) Qll/k
o\0, 0 bel. = log [T (g1 EaiFFamII7EY] log 2
1
= k-2lim E(z)-— = 24((0,1)) ,
z—0 k
womit der Satz bewiesen ist. O

Wiéhrend wir bisher Abschétzungen fiir K, gegeben haben, untersuchen wir

nun die analytischen Eigenschaften von (reduzierten) Anzahlfunktionen.



3.2 Anzahlfunktionen bei Bergmanriumen 53

Satz 3.10 Es seien G ein stetiges Gewicht, ¢ eine holomorphe Selbstabbil-
dung von D und zu ¢ und G die reduzierten Anzehlfunktionen K, , gemdf
Definition 3.4 gebildet. Gilt lim, 1 G(z) = 0, so ist K, .(-) stetig in
(0,1)x(D\{¢(0)}). Ist G zusdtzlich subharmonisch in D\{0}, so sind G und
das zu G gemdif (1.33) gebildete E monoton fallend in (0,1), K, , subhar-
monisch in D\{p(0)} fiir festes r€(0,1) und K, .(w) monoton wachsend in
(0,1] fir festes weD\{p(0)}, und K, erfillt in D\{p(0)} die Mittelwertun-

gleichung subharmonischer Funktionen.

Beweis: Erfiillt G auch die Zusatzvoraussetzung der Subharmonizitit, so
gilt fiir festes r€(0,1), dass G(z) = E(r)H_1(z) fir z mit |z|=r und
lim, 1 G(z) = E(r)lim, »r H_1(2) = 0, also G < E(r)H_; in D\rD
wegen der Harmonizitédt von H_;. Daraus folgt E(s)<E(r) fiir s€[r,1), so
dass F und damit erst recht G monoton fallend in (0,1) ist.

Ordnet man bei z,, .(w) die Urbilder mit gleichem Betrag entsprechend, so
gilt 725, n(w)=24 n(w) [n=1,...,n,, (w)]. Nach Voraussetzung kann man G
iiber T hinaus stetig durch Null fortsetzen, und unter der Zusatzvoraussetzung
der Subharmonizitit ist dieses G monoton fallend in (0,00). Mit der so in
C\{0} definierten Funktion G gilt

N

Koow)= Y GGzeaw) =3 GGzom(w))

n:|zy n(w)|<R n=1
fir alle Re[r, 1] bzw. alle N mit n,, (w)<N<n,(w), also insbesondere

ne(w

)
Kor(w)= > G(izpn(w)) .

Dies beweist die Monotonie von K, .(w) im Fall der Subharmonizitit von
G.

Sei nun (r,w)€(0,1)x(ID\{¢(0)}) beliebig, fest. Dazu wihlen wir Re(r,1),
so dass kein Urbild von w unter ¢ den Betrag R hat (beachte, dass die Men-
ge der Urbilder von w unter ¢ héchstens abzdhlbar ist). Seien nun zy, ..., 2,
(paarweise verschieden) die Urbilder von w unter ¢ mit Betrag kleiner(gleich)
R und ki, ..., ky, ihre Vielfachheiten (ggf. m=0). Dann gibt es disjunkte Um-
gebungen U;CBRr(0) von z; und in Uj schlichte Funktionen ¢; mit ¢; =
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olu, =w+ @/J;-cj in U, wobei 9;(z;)=0 (j=1,...,m). Angenommen, es gibt
eine Folge (w,) mit w,—w und dazu (, € Bg(0)\ U;nzl U; mit ¢(Gy)=wn,.
Da Bpg(0) kompakt ist, gibt es eine Teilfolge (ng) mit (,, — ¢ € Br(0) .
Wegen der Stetigkeit von ¢ ist ¢(¢)=w. Daraus folgt, daf} es ein j, gibt mit
(=zj, im Widerspruch zu (y, ¢Uj,, ¢, —(. Also gibt es ein go€(0, |lw—¢(0)])
mit By, (w)C 2, ¢(Uj), so daB fiir jeden Punkt in By, (w) alle Urbilder
unter ¢ mit Betrag kleinergleich R in U;nzl U; liegen. Da die 1; schlicht

sind, sind somit die Urbilder von w+ge' (0€[0,00)) mit Betrag kleiner-
gleich R gerade ¢;1(gl/kiei(9+2”l)/kf) (j=1,...,m; 1=0, ..., (k;—1)) [be-
achte ()0;1(B90 (w))CU,;CBr(0)]. Da wegen der Schlichtheit der ¢; fiir 070
alle Urbilder einfach sind, die U; disjunkt sind und z; gerade ein kj;-faches
Urbild ist, sind in dieser Notation die Vielfachheiten beriicksichtigt. Damit
gilt nach obiger Darstellung von K, .(w) fiir alle s€(0, R], 0€[0, go) und 6

k;

m ki—1
Kp(wtoe®) =37 3 G (Lo (o /be+2m/k))
=0

Jj=1

Fiir (s, wonel”) — (r,w) gilt ;" (o el +2mD/ks) —s 41(0) = 2

und damit i@/){l(gi/kj el +2nD/kiy 5 15, woraus wegen der Stetigkeit

von G
m kj—1
Kooy (wbone™) = 3737 G (L (o a2/ )
j=1 1=0
m k-1
— 33 Gl = Kprlw)
j=1 1=0

folgt, womit die Stetigkeit von K, .(-) in (0,1)x(ID\{p(0)}) gezeigt ist.
Ist G subharmonisch in D\{0}, so ist die fortgesetzte Funktion subharmo-
nisch in C\{0}. Unter Verwendung der obigen Bezeichnungen ist damit auch
die Funktion 2z +— G (%wj_l(z)) in B,,(0) als Verkettung einer subhar-
monischen mit einer holomorphen Funktion subharmonisch (s. [HK, S. 53]).
Somit gilt fiir p€(0, o)

2

L
; K%r(w+ge9)%
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m kil do
_ 2:: 0/ ( 11k (9+2ﬁz)/kj))%

j=1 I=

27 /kj ) d9

1 .—1 1/kj 1(19+27rl/k]') -7

Z / G (Luy' (/e )) 5
27 . d9
. L,y—L 1 ks i0y) PV
b [ 6 (b0 @) 5

> D kGG 0) = Y kG(2) = Kerw)

j=1

NE uMs

1

.
Il

d. h. K, , erfiillt in D\{y(0)} die Mittelwertungleichung subharmonischer
Funktionen. Da wir oben die Stetigkeit von K, , gezeigt haben, ist K, , somit
subharmonisch. Wegen der Monotonie von K, .(w) folgt daraus mit dem Satz
von der monotonen Konvergenz, dass K,=K, der Mittelwertungleichung

subharmonischer Funktionen geniigt. a

Da H_; alle Voraussetzungen des vorangegangenen Satzes erfiillt, haben wir
insbesondere die bekannten Eigenschaften der reduzierten Nevanlinnaschen
Anzahlfunktionen bewiesen: die Stetigkeit von N, .(-) in (0, 1)x(D\{¢(0)}),
die Monotonie in der ersten und Subharmonizitét in der zweiten Variablen
sowie dass N, selbst der Mittelwertungleichung subharmonischer Funktionen
geniigt.

Ist D  ein Dirichletraum zu einem subharmonischen stetigen Gewicht G' mit
lim, ~7 G(z) = 0, so haben wir gerade gezeigt, dass das zu G gebildete E
monoton fallend ist in (0,1) ist, so dass entweder lim, ~r E(z) > 0 und
damit D? ,=H? nach Satz 2.3, oder lim. ~r E(2) = 0 . In diesem Fall ist
der Dirichletraum (D} 4,
1.34. Bei lim. o E(z) > q iiberlegt man sich, dass DQC—D wobei

s
. . L aH-ai
e ein Bergmanraum ist mit =4 T2
(2 o1l l.0) 5 R il

in $D\{0}. Zumindest

“|lg,¢) bei E<g ein Bergmanraum nach Satz

G:=G in

G(H) H1 (=G H-1(3)
Hoy(h)—H_1(3)
im mengentheoretischen Sinn ist also D;G in jedem Fall gleich 2 oder einem

D\iD und G:=¢H |+

Bergmanraum. Beschrinkt man sich von vornherein auf Bergmanriume, so
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kann man die Stetigkeitsaussage von Satz 3.10 auf r=1 ausdehnen:

Satz 3.11 Es seien Ai Bergmanraum, ¢ eine holomorphe Selbstabbildung
von D sowie p und H zu p gemdff Satz 1.81 und K, , zu ¢ und H gemdf
Definition 3.4 gebildet. Dann ist K, .(-) stetig in (0,1]x(D\{p(0)}) sowie
K, subharmonisch in D\{p(0)} fir festes re(0,1] und K, .(w) monoton
wachsend in (0,1] fir festes weD\{¢(0)}.

Damit ist insbesondere K,=K,, 1 stetig und subharmonisch in D\{p(0)}.

Beweis: Die Stetigkeit in (0,1)x(D\{y(0)}), die Monotonie in der ersten
und fiir 7€(0,1) auch die Subharmonizitéit in der zweiten Variablen folgen
wegen Satz 1.34 aus dem eben bewiesenen Satz.

Um die Stetigkeit von K, .(-) in den Punkten (1,w) mit w#p(0) zu zeigen,
wéhlen wir ein g1 €(0, |lw—¢(0)|) und bestimmen dazu eine Konstante C' mit
Ny,<C in B,,(w) [beachte (3.6)]. Bildet man zu H die Vergleichsfunktion
E gemiB (1.33), so ist E monoton fallend in (0,1) mit lim, ~r E(z) = 0
nach Satz 1.34. Daher koénnen wir zu £>0 ein R€(0,1) wihlen mit E(R)<e
und wiederum so, dass kein Urbild von w unter ¢ den Betrag R hat. Dann
gilt mit der Konstruktion aus dem Beweis des vorangegangenen Satzes fiir
$€(0,1] und p€[0, min{go, 01}):

| Kw,1(W) — Kw,s(w+gei9) |
< Z ‘H(¢;1(0)) - H (%¢;1(Q1/kjei(9+2ﬂz)/kj))‘

+ Z H (2,0 (w))

n:[zpn (W)| 2R
+ Y H(Gzem(wted))
n: |z n(w+eei?)| >R

k;j—1

i ‘H(¢;1(0)) - H (%¢;1(Ql/kjei(9+2ﬁl)/kj))‘

j=1 1=

1
+ 2¢ Z log )]
n:[zp,n (W) 2R

IN
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+2e > log 1 e
n: R<|zy n (w+o+ei)|<s
m kj—1
S Z ‘H(?/)J_I(O)) _ H (%1/}].—1(01/]6]'61(94’2#[)/]6]'))‘
j=1 1=0
+ 26N, (w) + 26N, (w+0e'?)
m kj—1
< 3T [HET ) - H (o (o R O/ ) | 4 ace
j=1 =0

Wegen der Stetigkeit von H und @b;l gibt es ein r€(0, 1) und ein

02€(0, min{ g, 01}), so dass fiir s€(r, 1] und p€[0, g2) die verbleibende Summe
kleiner Ce ist. Damit gilt fiir (s,v)€(r, 1]x By, (w), dass |Ky 1 (w)—K, s(v)]
< 5Ce , was die Stetigkeit von K, .(-) im Punkt (1,w) beweist, da C un-
abhéngig von ¢ ist. SchlieBlich ist die Funktion K, 1(-) subharmonisch, da
sie wie eben gezeigt stetig ist und nach Satz 3.10 die Mittelwertungleichung
subharmonischer Funktionen erfiillt. ad

Hier stellt sich nun heraus, dass Anzahlfunktionen zu Bergmanriumen sogar
glatter sind als die Nevanlinnasche Anzahlfunktion. Letztere ist nimlich im
Allgemeinen nicht subharmonisch, da sie als Grenzwert monoton wachsender
stetiger Funktionen zwar untenhalbstetig, aber nicht notwendigerweise oben-
halbstetig ist (siehe A.2 fiir ein konkretes Beispiel). Allerdings hat die Menge,
auf der IV, nicht obenhalbstetig ist, Kapazitit 0 und damit Lebesguemaf 0
(s. [He, Th. 7.33 u. 7.39]).



58

4 Stetigkeit und Kompaktheit der

Kompositionsoperatoren

In diesem Kapitel schrinken wir den zu einer holomorphen Selbstabbildung

o von D gebildeten Kompositionsoperator
C,: H(D)—HMD), fr—fop

— ohne dies im Folgenden am Operatorsymbol kenntlich zu machen — auf
die in Kapitel 1 definierten Funktionenrdume ein, also im allgemeinsten Fall
auf Hardyrdume 7—[;. Wir nennen C, stetig oder kompakt auf ’H?p, wenn
Cﬂ-[é - 7—[2 und C, als linearer Operator von ’H?p nach 7—[2 stetig bzw.
kompakt ist.

Allgemein ist die Operatornorm eines linearen Operators L: ’HZ,—)’HZ, mit
Hilfe der Norm || - [|, von H? definiert durch

ILllp = sup{llLfllp: fEHD, [Ifllo<1} .

Da || - ||, und auch die Normen von Bergman- und Dirichletriumen stets auf
ganz H(D) definiert sind (||f||o=cc fiir f¢#?), konnen wir die Operator-
norm von Cy, (d. h. eigentlich von Cy |32 ) wie oben auch definieren, wenn wir
a priori nicht wissen, dass C,Hy, C H?, . Mit dieser erweiterten Definition
ist C, stetig auf H? genau dann, wenn [|Cyl|, < o0 .

Ein stetiger linearer Operator B: 7—[2—)7—[?, heiflt kompakt, wenn er jede
beschriankte Teilmenge von 7—[2 auf eine relativ kompakte Menge abbildet. Da
7—[2, ein Hilbertraum ist, ist dies dquivalent dazu, dass B vollstetig ist. Dies
bedeutet, dass fiir jede Folge (f,), die in H?, schwach gegen 0 konvergiert, die
Bildfolge (Bf,) in der Norm von H2 gegen 0 konvergiert.

Fiir einen stetigen linearen Operator L: Hé—)?—[é definiert man die essen-
tielle Norm als Abstand in der Operatornorm zu den kompakten (linearen)

Operatoren:

IIL|| gse := inf{||L—B]|,: B: ’Hé—)?—[é kompakt}
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Da wir fiir jeden kompakten Operator B: H,—H? auch die Operatornorm
|C,—B||, ganz allgemein definieren kénnen, wenn wir noch nicht einmal wis-
sen, dass Cﬂ-lg, - 7—[?, , geschweige denn, dass C, stetig auf 7—[?@ ist, kénnen
wir auch die essentielle Norm fiir jeden Kompositionsoperator C', definieren.
Damit ist C,, genau dann stetig auf %7, wenn ||Cyllpe < 00 , und genau
dann kompakt auf %2, wenn  [|Cy|lpe = 0 (beachte, dass die Menge der
kompakten Operatoren als Teilmenge der Menge der stetigen linearen Ope-

ratoren abgeschlossen bzgl. der Operatornorm ist).

Um stetig oder gar kompakt auf einem Hardyraum 7—[2, zu sein, muss ein Kom-
positionsoperator C, nach Definition vor allem ’H?p in sich abbilden. Dafiir

ist, da id: z+>z oder allgemeiner id": zr>2"

(neN) in jedem Hardyraum
enthalten ist, eine notwendige Bedingung, dass ¢ = C,id und auch alle
Potenzen ¢™ = C,id™ von ¢ aus ’H?p sind. Diese Bedingung ist jedoch im
Allgemeinen nicht hinreichend. Es ist einfach, Hardyriume zu konstruieren,

auf denen C,, zu ¢(z)=2>

unstetig ist, und ein Ergebnis von Kriete und Mac-
Cluer, das wir in Theorem 4.14 zitieren, zeigt, dass es sogar Bergmanriume
— die ja mit H* sdmtliche Potenzen einer holomorphen Selbstabbildung von
DD umfassen — gibt, auf denen nicht alle Kompositionsoperatoren stetig sind.

Andererseits gilt
Satz 4.1 Bildet C, den Hardyraum ’HZ, in sich ab, so ist Cy, stetig auf ’HZ,.

Beweis: Es gelte f, — f und C,f, — g in der Norm von HZ.
Da ’H?p nach Satz 1.10 ein Hilbertscher Funktionenraum ist, folgt aus der
Normkonvergenz die punktweise Konvergenz und damit fiir zeéDD

Cof(2) = f(o(2)) = Tim fulp(2) = lim Cofulz) = g(2)

n—oo

also C,f =g . Somit gilt nach dem Satz vom abgeschlossenen Graphen,
dass C,, stetig auf 7—[?p ist. m|



60 4 Stetigkeit und Kompaktheit der Kompositionsoperatoren

4.1 Die essentielle Norm und Anzahlfunktio-

nen

In diesem Abschnitt prisentieren wir einen Satz von Shapiro, der die essenti-
elle Norm eines Operators auf einem Hilbertraum durch die Verkettung mit
speziellen selbstadjungierten, normierten Operatoren berechnet. Analog zu
Shapiros weiterem Vorgehen in [S1, Abschnitt 5] fiir den #2-Fall benutzen
wir diesen Satz dann zunichst dazu, mittels Anzahlfunktionen eine obere
Schranke fiir die essentielle Norm von Kompositionsoperatoren allgemein auf
Dirichletrdumen zu geben. Dariiber hinaus geben wir eine allgemeine Me-
thode, auch eine analoge Abschitzung der essentiellen Norm nach unten zu
erhalten. Satz 4.12 zeigt, dass diese Methode beispielsweise auf alle Berg-
manriume A2 zu einem regulir langsamen Gewicht G anwendbar ist. Eine
derartige Abschitzung der essentiellen Norm nach unten war bisher nur fiir
die Standardbergmanriume und H? (s. [S1]) bekannt. Wihrend Kriete und
MacCluer im [KM] die Kompaktheit fiir Bergmanriume zu regulir schnel-
len Gewichten charakterisieren, kénnen wir also nun die Kompaktheit fiir
Bergmanriume zu regulér langsamen Gewichten charakterisieren. In diesem
Abschnitt mittels Anzahlfunktionen, im folgenden Abschnitt (Korollar 4.18)
verkniipfen wir das Kriterium mit den Winkelderivierten der zu C,, gehérigen
Abbildung .

Fiir den néchsten Satz definieren wir auf H (D) die oben angekiindigten Ope-
ratoren R, (n€N) durch

Ro(z = Y e panz®) = (2 > 00, ap2b) .

Diese Operatoren sind offensichtlich auf jedem Hardyraum stetig mit Norm
1 sowie selbstadjungiert.

Satz 4.2 (vgl. [S1, Prop. 5.1)) Ist ¢ eine holomorphe Selbstabbildung von D

und ’H?p ein Hardyraum, der sdmtliche Potenzen von ¢ enthdlt, so gilt
ICollpse = nlbnéo I1CoRullp -

Wir erinnern an die zu Beginn des Kapitels gegebene allgemeine Definition

der essentiellen Norm eines Kompositionsoperators.
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Beweis: Ist B ein kompakter Operator, so erhiilt man wegen ||R,||,=1, da§
ICo=Bllp = IC,=Bllpl|Bully = [(Co=B)Rully = [|Co Rullp — [|BRnlo -

Sei nun >0 beliebig, fest. Dann gibt es nach Definition der Operatornorm
zu jedem n€N ein normiertes f,€M;, so dass ||[BRylly < [|BRyfullp +
e . Fiir ein beliebiges, festes g€y, gilt  [(Rnfn,9)ol = [(fn, Rng)o| <
|Rnglly — 0 (n—oc), d. h.  R,fn, — 0 (n—oc). Da ein auf einem
Banachraum kompakter Operator vollstetig ist, folgt daraus ||BR,, full, —
0 (n—00), also limsup,,_, ||BRxllp < limsup, o (|BRnfrllp+e) < €.

Da ¢ beliebig war, ist somit lim,_, ||[BRy|l, = 0, und damit ||C, —B||, >
limsup,,_, [|CoRpll, - Da B ein beliebiger kompakter Operator war, folgt

ICllpie = inf{||Co—Bl|y: B kompakt} > limsup ||Cy Rl -
n—o0

Bezeichnet andererseits I den Identitétsoperator auf H(ID), so ist I—R,, offen-
sichtlich stetig auf H? mit (I—-R,)HZ = <id®id!, ...,id""*> | wobei <...>
die lineare Hiille bezeichnet. Als Operator mit endlichdimensionalem Defi-
nitionsbereich ist  C,: (<id’,id", ..., id" ">, || - ||,) — (M2, 11~ [lp)  stetig
(beachte  Cy,<id’,id",...,id" '> = <@, ¢, .. "> C H2  nach Vor-
aussetzung). Damit ist C\,(I—R,,) als stetiger endlichdimensionaler Operator

kompakt auf 7—[2, so dass
1Collgre < 1 Cp = CoI=Ra) [lp = [ICo Rnllo -
Damit existiert lim,_,o [|[CoRnll, und ist gleich ||Cylq.e- O

Wir konnten die Stetigkeitsvoraussetzung an C,, die Shapiro in [S1] macht,
durch die schwichere Forderung, dass ’H?p alle Potenzen von ¢ enthilt, erset-
zen. Dies ermoglicht es uns, auch in dem folgenden Theorem die Stetigkeit
von C, nicht vorauszusetzen, wodurch wir die Stetigkeits- und Kompakt-
heitsuntersuchungen mittels Anzahlfunktionen zusammenfassen kénnen. Wir
fordern lediglich, dass ¢ in dem untersuchten Dirichletraum enthalten ist, ei-
ne notwendige (wie zu Beginn dieses Kapitels gesehen) aber bei weitem nicht
hinreichende Bedingung fiir die Stetigkeit von C,.
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Theorem 4.3 (vgl. [S1, 5.3.]) Es seien ¢ eine holomorphe Selbstabbildung
von D und Dg,G ein Dirichletraum, der ¢ enthdlt. Bildet man zu G und ¢
die Anzahlfunktion K, gemdf$ (3.2), so gilt

Kw(w)
G(w)

||Cnp||37(;;e < lim sup
w T

Insbesondere ist C', stetig auf D;G, wenn der lim sup endlich ist, und kompakt

auf D7 ,, wenn er gleich 0 ist.

Beweis: Ohne wesentliche Einschrinkung sei der limsup endlich, da sonst

nichts zu zeigen ist. Dann wéhlen wir ein C > lim supw/T Igf((“;) beliebig,

aber fest und dazu nach Voraussetzung ein r mit = = <C in D\rD.
Wegen

le™l7e = ale(O)P" + /Imp “H(2)¢' (2)]G(2) dA(z)

< q|<p(0)|2+n2/D|<p'(Z)I2G(Z)dA(Z) < w?llelle < oo

(neN) konnen wir den vorangegangenen Satz anwenden [beachte
(D7l llac) = (HE, )0 [l - l(ga))  mit gn geméB (1.26)], d. h. wir werden

1CI12 6o = Jim [|C,R,, 12 = lim sup IC,Rafl2
o BT o0 e L fllee<t o

geeignet abschétzen. Nach (3.3) ist
ICoRufllfc = alRaf((0)] + /D (R f)' (w)” Ky (w) dA(w)
[ (B @K () dAw)
D\rD
Bezeichnet k; die reproduzierenden Kerne von Dq o> S0 gilt bei || f]l,6<1

dIR.f(p(0)? = al(Ruf,kp))acl” = al{f, Raky())ec

q”R k 2 (1. 12) Z |50 |2]

IN
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mit (¢,) gemiB (1.26) und analog fiir |w|<r mit &, gemB (1.13)

2”“

|w|2(J 1)

(B f) @) = (B, Ry ol < Z :
also

e =, 226D
/HDI(Rnf) (WK, (w) dA(w) < ;q— /D K y(w) dA(w)

(3.1)

/w JPG(2) dA(2)

1)
< ———lell;a

Weiterhin fiir feH(ID) mit || f]|4,¢<1 gilt nach Wahl von C und r

/ |(Rnf) (w)PKy(w) dA(w) < C |(Rn f)' (w)?G(w) dA(w)
D\rD D\rD
< ClRafllg < C
und damit
00 0(0 2j et ]27"2(] 1)
swp (0B fIPe < o3 PO Lo, >
£llae <1 = g
"Z04+0+C,

d.h. [|C|12 ¢.. < O, was wegen der Wahlmdglichkeiten fiir C' das Theorem

beweist. O

Handelt es sich bei dem Dirichletraum D , um einen Bergmanraum, so ist
zum einen wegen H‘X’CD2G nach Satz 2 17 goED fiir jede holomorphe
Selbstabbildung erfiillt und zum anderen nach Satz 1.34 G monoton fallend
n (0,1). Damit ist K,(w) umso kleiner, je weniger Urbilder w unter ¢ hat
und je néher diese Urbilder an T liegen, d. h. limsup,, ~ K,(w) ist umso
kleiner, je langsamer sich ¢(z) der Einheitskreislinie néhrt bei 2z /T, und
umso eher kann man mit Stetigkeit oder gar Kompaktheit rechnen.



64 4 Stetigkeit und Kompaktheit der Kompositionsoperatoren

Mit Hilfe des eben bewiesenen Theorems erhilt man nun in Spezialfillen leicht
handhabbare Stetigkeits- bzw. Kompaktheitskriterien. Dabei behandeln wir
zunichst den Fall ¢(0)=0, in dem nach dem Schwarzschen Lemma |p(2)|<|z|
fiir zeD gilt, so dass sich ¢(z) der Einheitskreislinie nicht schneller ndhern
kann als z selbst.

Korollar 4.4 Ist Dg’G ein Dirichletraum, fir den das zu G gemdf (1.33) de-
finierte E monoton fallend in [r, 1) ist fir ein re(0,1), und ¢ eine holomorphe
Selbstabbildung von D mit p(0)=0, so ist C, stetig auf D;G.

Im Fall der Bergmanridume, die ja spezielle Dirichletrdume mit monotonem E
sind, folgt obiger Satz auch aus dem Littlewoodschen Subordinationsprinzip.
Genauer erhélt man damit sogar, dass Kompositionsoperatoren mit ¢(0)=0
auf simtlichen Bergmanriiumen Operatornorm 1 haben (vgl. [CM, S. 198]).

Beweis: Es gilt peD? , wegen H*CD? , nach Satz 2.3 und H>*CH? nach
Satz 2.17, so dass mit K, zu ¢ und G gemé&fl Definition 3.2 aus obigem

Theorem und Satz 3.8
K, (w) G(-w)

C 12 . < limsup < limsup =
|| 90||q,G', = W AT G(w) T w T G(w)

folgt. m|

Es ist eine Standardmethode, aus der Stetigkeit der Kompositionsoperato-
ren C, mit ¢(0)=0 mittels der in (2.1) definierten Selbstabbildungen S, von
D eine Aussage tiber C, mit ¢(0)7#0 zu gewinnen. Da wir in dem voran-
gegangenen Korollar diese Stetigkeit fiir eine grofiere (s. Satz 1.34) Klasse
von Dirichletrdumen zeigen konnten, als sie die Bergmanrédume darstellen, ist

auch der folgende Satz allgemeiner als in der Literatur:

Satz 4.5 Es seien DiG ein Dirichletraum, fir den das zu G gemdf§ (1.33)
definierte E monoton fallend in [r,1) ist fiir ein r€(0,1), ¢ eine holomorphe
Selbstabbildung von D und a=¢(0). Ist Cs, stetig auf Dg,@ so auch C,.

Sind insbesondere auf einem derartigen Dirichletraum sdmtliche Cg, stetig,

so ist auf diesem Dirichletraum jeder Kompositionsoperator stetig.
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Beweis: Wegen S,o0S8, =id ist (g, oCs, = I . Damit ist C, =
C,0Cs,0Cs, =Cs,0,0Cs, ,wobei Cg, nach Voraussetzung stetig ist und
Cs,0p wegen Sq,op(0) = S,(a) =0 nach dem vorangegangenen Korollar. O

Mittels obigen Satzes beweist man beispielsweise die Stetigkeit aller Kompo-
sitionsoperatoren auf den Standardbergmanriumen und #?2, indem man die
Stetigkeit der C's, direkt nachrechnet (s. [CM, Th. 3.5]). Im Gegensatz zu
diesen Rédumen werden wir allerdings in Theorem 4.14 sehen, dass es Berg-
manrdume gibt, auf denen kein Kompositionsoperator C's, mit a#0 stetig
ist.

Wie im Anschluss an Theorem 4.3 bemerkt, kann man bei C, mit umso
gutartigerem Verhalten rechnen, je langsamer sich ¢(z) der Einheitskreisli-
nie nihrt bei z T. Eine besonders schwache Annihrung hat man im Fall

lelloo<1, und in diesem gilt

Korollar 4.6 Ist p eine holomorphe Selbstabbildung von D mit ||¢||.<1, so
ist C, kompakt auf jedem Dirichletraum, der ¢ enthilt.

Beweis: Wegen Satz 1.7 konnen wir 0.B.d.A. davon ausgehen, dass der Di-
richletraum zu einem stetigen Gewicht G gebildet ist. Definiert man zu G
und ¢ die Anzahlfunktion K, gemif (3.2), so gilt K,(w)=0 fir alle weD
mit |w|>||¢]|co, so dass das Korollar direkt aus Theorem 4.3 folgt. i

Dieses Korollar umfasst insbesondere €', mit konstantem ¢. In diesem Fall
folgt die Kompaktheit jedoch auch direkt aus der Eindimensionalitit des
Bildraums. Weiterhin sei bemerkt, dass die Forderung @ED;G im Fall von
Bergmanriumen (wie bereits mehrfach erwiihnt) stets erfiillt ist, jedoch ge-

nerell bei Dirichletrdumen auch im Fall ||¢]|co<1 eine echte Einschrinkung

darstellt. Betrachte dazu beispielsweise D} 4, und  ¢(2) = exp(—z}rl) .

Nun wenden wir uns dem wesentlich schwierigeren Problem zu, die essenti-
elle Norm der Kompositionsoperatoren auf Dirichletraumen mittels Anzahl-
funktionen auch nach unten abzuschitzen und damit durch Anzahlfunktionen
vollstdndig zu charakterisieren, wann ein Kompositionsoperator stetig bzw.
kompakt ist. Das folgende Theorem, welches eine solche Schranke gibt, ver-

wendet wieder die f,, aus Satz 2.9:
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Theorem 4.7 Es sei D,  ein Dirichletraum zu einem in D\{0} subharmo-
nischen stetigen Gewicht G mit lim, »r G(z) = 0 . Euxistiert ein feH(D)
mit f'(0)#0, fir das

w i— o ESM weD

f D) fo(Sy)  (weD)

schwach gegen 0 konvergiert in D;G bei w T, so gibt es eine Konstante ¢>0,
so dass Folgendes richtig ist: Fir jede holomorphe Selbstabbildung ¢ von D
gilt mit der zu G und ¢ gemdf (3.2) gebildeten Anzahlfunktion K,

. K ( ) Kw(w)
climsup S < Clw) -

Dabei beachte man Folgendes: Wie bei Satz 2.9 bemerkt gilt fU,ED;G.
Bei den Dirichletrdumen, die den Voraussetzungen des Satzes geniigen, han-

= ||C ||qu < limsup
w T

delt es sich, wie vor Satz 3.11 erklért, zumindest im mengentheoretischen Sinn
um H? oder einen Bergmanraum.

Andererseits ist, wenn man einen Bergmanraum A? als Dirichletraum Df), o
darstellt, das Gewicht H subharmonisch in D\{0} mit lim, ~r H(z) =0 .

Beweis: Die Funktion f geniige den Bedingungen des Theorems. Da aus
der schwachen Konvergenz die Normbeschrianktheit folgt, ist dann C :=

limsup,, ~r || fuwllq,¢ < 0o, und fiir einen kompakten Operator B gilt

C,—B
||Cap_B||q,G Z limsup ||( [ )fw“q,G
w T | fwlla.c
1.
> Slimsup ([|C; fullg,e = [1Bfullg,a)
w T

c
1.
= C limsup [|Cy fullg,a
w T
(beachte f,,#0 wegen f#0 sowie die Vollstetigkeit von B), d. h.

1C I3 llmsupllcwfwll

,Ghe 2 02

(3.3) 1
> lims s /u VE[@S, ()2K o () dA(2)
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= galman G [ 1P @S, )P 0S.(Su(ISh () dA)

_ % imsup % /D | (@)K oSu(z) dA(2) .
Wegen der Voraussetzungen an G greift Satz 3.10, wonach K, , in D\{¢(0)}
subharmonisch ist. Damit ist K, 05, subharmonisch in S, (D\{¢(0)}) =
D\{Sw(¢(0))} . Wegen der Monotonie von K, .(w) (ebenfalls nach Satz 3.10)
erfiillt daher K,0S,, als monotoner Grenzwert subharmonischer Funktionen
die Mittelwertungleichung subharmonischer Funktionen in D\{Sy,(x(0))}.

Nun withlen wir nach Voraussetzung ein r€(0,1) und ein v>0 mit |f'|>>vy
in rD. Wegen lim, »1|Sw(p(0))] =1 erfiillt K, 0S5, nach Obigem die
Mittelwertungleichung subharmonischer Funktionen in rID fiir w nahe T, so

dass
IC, |2 > L lim sup L K ,0S,(2)dA(2)
R e T
2

yr? K,(Sw(0)) : (W)
> limsup ——* = climsu
= T Glw) o G(w)

_qr?

mit c:= 5 >0.

Nach Satz 3.10 ist die zu G gemif (1.33) gebildete Vergleichsfunktion E mo-
noton fallend. Damit gilt nach den Sétzen 2.17 und 2.3 fiir jede holomorphe
Selbstabbildung ¢ von D, dass peH > §H2§D§7G, so dass die zweite Unglei-
chung aus Theorem 4.3 folgt. m|

Shapiros Vorgehen in [S1] fiir die Standardbergmanriume A% (a>—1) und
H? (im Folgenden der Fall a=—1) ist in obigem Theorem enthalten. Er
betrachtet als Funktionen f,,, die schwach gegen 0 konvergieren bei w 7T,

die normalisierten reproduzierenden Kerne des jeweiligen Raumes, ndmlich

3 a+2
fol) = (L—lwl )

1-wz

[19F2:=1, vgl. (1.19)], und leitet damit wie im Beweis des Theorems eine un-
tere Schranke fiir die essentielle Norm der Kompositionsoperatoren auf die-
sen Rdumen her. Im Fall des ungewichteten Hardyraums 7—[2:7{%1) gelten die
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Abschiitzungen des Beweises dann sogar mit C=v=1 und beliebigem r€(0, 1),
so dass

||C'¢||%1) = lim sup iINw(w) = lim sup M (4.8)

w T —1(w) w /T log Twl
(s. [S1, S. 381]). Unsere allgemeine Konstruktion der f,, aus einer Funktion
f mittels der S, und damit auch die restlichen S&tze dieses Abschnitts sind
neu. Die eben angesprochene Konstruktion liefert im Fall der Dirichletriume
D%,Gaw (a>—1), die ja gerade eine Dirichletraumdarstellung der Standard-

bergmanriume und von H? sind [s. (2.6) bzw. (2.1)], mittels
F(2) = (1=2)°+2 = 222G 5 () (4.9)

gerade die obigen Funktionen f,, [fiir die Definition von G siehe (1.1)]. Dies
legt nahe, allgemein fiir Bergmanréume A% zu einem holomorphem Gewicht
G, auf die man sich ja nach Satz 1.7 0.B.d.A. beschriinken kann, f:f[ an-
zusetzen mit H gemif (1.32) [beachte, dass H in diesem Fall nach Satz 1.34
ebenfalls ein holomorphes Gewicht ist]. Dies wird ggf. zum Erfolg fiihren,
es lassen sich aber auch Bergmanrdume A% konstruieren, deren Gewicht G
so stark oszilliert, dass fiir sie dieser Ansatz scheitert. [Zum Nachweis des
Scheiterns zeigt man mit Satz 4.11, dass die zu f gebildeten f,, nicht schwach
gegen 0 konvergieren bei w,~T. Dies zeigt auch, dass die derart konstruierten
fw im Allgemeinen nichts mit den normalisierten reproduzierenden Kernen
zu tun haben, denn diese konvergieren in jedem Bergmanraum schwach ge-
gen 0 (s. [CM, Th. 2.17])]. Fruchtbarer ist es, das gute Zusammenspiel der
Funktionen aus Gleichung 4.9 mit den S, auszunutzen (s. Satz 4.12).

Um allgemein ein einfacheres Kriterium zu erhalten, wann eine Funktion
feH(D) der Voraussetzung von Theorem 4.7 geniigt, beweisen wir zunéchst

Lemma 4.10 Ist feH(D) mit f(z)=) o ,anz™ und gy = fo(WSy) , so
gilt g (2)=Y g buw, k2™ mit by o=F(|w|?) und

k

wk_wz( )'“" WP oy (rem).

Beweis: Mit fn(z):= Zg:o apz" (NeN) und gy := fno(WSy) gilt
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INw(2)
= (@5a(2)) = i 1+
(1=,

2 j
k=0 n=0 j=0
N n n 00
= Zanz<]> (Jw|*~1 7+sz Z
n=0 j=0 n=1

% Z <ZL:11> (G+k—1)(G+E—=2) - (j+1) - (|w]*=1)!

om n—1 dr— 9 irk—1
= Zan|w| +Z k' Z Z( )W(W —1)7+k

N
= Sl
n=0

- (mz)k dk-1 5 N n—1 n—1 , )
PR ('“" 3 ma Z( ol —1>>

k—1 N
= Z“n|“’|2"+z kl d|w|2 <(|w|2—1)k2”anIWI2(””>
n=1

k—1

= Zan|w|2n+z | d|w|2 k 1[(|w|2_1)kf]l\f(|w|2)]

1)j+1

k-1 )
= anlw>" +) (wz)* ( > G+ (14 2)(|w|.— ,
IELROYLED> g
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also  gn,w(2) = 3 oo ON,w k2" mit by wo=/fn(lw|?) und

k—1 .
K E=1\ 41y, 2y (02 =1)7*

s =5 () e D e,

; )T ) =g (keN)

Wegen fn £y fgilt INw SN Juw , d. h. wac = limy_ 00 bN7w7k , was

die Behauptung beweist. a

Nachdem wir nun wissen, wie die Taylor-Koeffizienten von f mit denjeni-
gen der f,, zusammenhingen, kénnen wir im folgenden Satz ein Kriterium
dafiir angeben, wann die zu einer Funktion f gebildeten f,, schwach gegen O

konvergieren bei w /T.

Satz 4.11 Es sei D, ; ein Dirichletraum und feH(D).

Es gilt  fy, := é(w)fO(ESw) 50 in DiG bei w /T genau dann, wenn

limsup,, ~r || fullg,e < oo und

(Jw?=1)" £ (jw]*) = 0 .

VTLENO : lim
w

1
7T /G(w)

Beweis: Da die Monome eine Orthogonalbasis des Hilbertraums D2 . bil-
den, ist  f, — 0  bei w T dquivalent zu  limsup, «r [[fulle <
oo und limw/T(fw,idk)q,G = 0 fir keNg. Mit den Bezeichnungen
des vorangegangenen Lemmas ist  lim,, ~1(f,,id*), ¢ = 0  gleichbedeu-

tend mit  lim,, ~r bwr = 0 (x). Bezeichnet man die Aussage

1
1 2 Ve 2
limy, 7 WGM —1)"fM(Jwl?) = 0 mit (,), so hat das vorangegan-
gene Lemma (xg) <= (x0) gezeigt sowie
(*1) = (x1)
(¥1) A (%2) = (x2)
(k1) A (k2) A (x3) = (¥3) ...,
also
VneN: (x,) = VEEN: (xg) ,

und
(*1) = (*1)
(%2) A (x1) = (*2)
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(*3) A (*1) A (*2) — (*3)
Aus Letzterem folgert man mittels vollstéindiger Induktion nach n:

VEEN: (x;) = VReN: (x,) O

Mit Hilfe dieses Satzes sind wir in der Lage, Theorem 4.7 auf eine grofie Klasse
von Bergmanrdumen anzuwenden und in diesem Fall auch die Endlichkeit des
auftretenden lim sup zu zeigen. Auf derartigen Bergmanriumen sind also alle
Kompositionsoperatoren stetig, und ein Kompositionsoperator genau dann
kompakt ist, wenn der entsprechende lim sup gleich 0 ist.

Satz 4.12 Zu einem Bergmanraum Ai seien p und H gemdf Satz 1.31 gebil-
det. Ist H requldr langsam, so gibt es eine Konstante ¢>0, so dass Folgendes
richtig ist: Fir jede holomorphe Selbstabbildung p von D gilt mit der zu H
und @ gemdif (3.2) gebildeten Anzahlfunktion K,

Kw(w)
H(w)

Ky (w)

H(w)

Beachte, dass nach Satz 2.13 jedes zu einem regulir langsamen Gewicht G

¢lim sup < ||C'¢||i.e < lim sup < 00
w /T ’ w T

gebildete H ebenfalls reguldr langsam ist, so dass obiger Satz fiir jeden Berg-
manraum A% mit reguliir langsamem G greift. Fiir Beispiele derartiger Ge-
wichte siehe (2.11).

Beweis: Wegen |||, =|-llp,g nach Satz 1.31 sowie lim. v H(z) =0
und der Subharmonizitét von H nach Satz 1.34 folgt der Satz mit Ausnah-
me der Endlichkeitsbehauptung aus Theorem 4.7, sobald wir nachgewiesen
haben, dass es eine entsprechende Funktion f gibt. Dazu wihlen wir nach

Voraussetzung meN und re(0, 1), so dass G;Z — monoton wachsend in [r, 1)
ist. Dann gilt fir f(2) := (1-2)™ und f, := ———(1-wS,)™ nach

H(w)
Satz 2.14, dass  limsup,, 7 ||fullp,m < oo  (beachte die Monotonie von
H:GE0 nach Satz 1.34), und weiterhin fiir n€Nj

L (wl—1)" ™ (uf?) = n! (’Z) A= wl)™ wor

H(w) H(w)
Wie benétigt gilt damit  f, — 0 bei w /T nach Satz 4.11.
Zum Nachweis der Endlichkeit bemerken wir, dass £-=-2— monoton fallend

Gr TH_,
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in (0,1) ist nach Satz 1.34 und G*H :G2H71 gim’l monoton wachsend in

2m—1 Tom—1

[r,1) nach Wahl von m und r. Bezeichnet K, die Anzahlfunktion zu G3,,_,,

so gilt somit fiir weD\p(rD):

Ky (w) _ > H(zn(w))  Gop1(w) Gonpi (2n(w))
H(w) G (Zn(w))  H(w) G5, (w)

n: [z (w)]<|w]

H(zn(w)) H 1(w) H (20 (w))
2 H_y(zn(w)) H(w) H-1(w)

+
n: |20 (w)|2|w]

G5y (Zn(w H 4 (zp(w
) (2n(w)) ) (2n(w))

< " +
G B
L Rw) VW)
- Ggm—l(w) H—l(w)
ooy |\ 2™ 0w
[S1, S<.397] log 2(0)—w log 2(0)—w
< — +—
log |17| log ﬁ
Die behauptete Endlichkeit folgt nun aus
1—¢(0)
log‘ w(g)(,);”‘ [2,5.188] 1 4 |,o(0)|
lim sup ————— < — O
TP log )]

4.2 Die essentielle Norm und Winkelderivierte

Wir wollen im Folgenden darauf verzichten, die Winkelderivierten (s. [CM,
S. 50]) einer holomorphen Selbstabbildung mit der ganzen dahinterstehenden
Theorie einzufiihren, denn die fiir die Untersuchung von Kompositionsopera-
toren auf Stetigkeit und Kompaktheit entscheidende Grofle ist die folgende:

Definition 4.13 (s. [KM, S. 765]) Zu einer holomorphen Selbstabbildung ¢
von D definieren wir

— liminf L PG
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Es sei hier nur bemerkt, dass 3(¢) nach dem Julia-Carathéodory-Theorem
das Minimum der Betriige der Winkelderivierten von ¢ ist (vgl. [CM, S.n 51
u. 55]). Insbesondere bedeutet 3(p)=00, dass ¢ in keinem Punkt aus T eine
(endliche) Winkelderivierte besitzt.

Wie bereits im letzten Abschnitt erkldrt, kann man bei C, umso eher mit
Stetigkeit oder gar Kompaktheit auf Bergmanrdumen rechnen, je langsamer
sich ¢(z) der Einheitskreislinie nihrt bei z T, also — indem wir unsere neue
Grofe ins Spiel bringen — je groBer 3(p) ist, und es wurde von Anfang an
versucht, Charakterisierungen fiir die Stetigkeit oder Kompaktheit von C,
mittels 3(p) zu geben. In dem Extremfall ||p]|oo <1 beispielsweise ist 8(p)=00
und — wie in Satz 4.6 gesehen — C, kompakt auf jedem Bergmanraum. Wir
fassen einen Teil der bisherigen, in den Bereich der Bergmanriume fallenden
Ergebnisse in dem folgenden Theorem zusammen, das wir nicht beweisen

werden:

Theorem 4.14

(s. [S2, Abschnitte 3.3, 3.5 u. 10.2]) Notwendig, aber nur bei injektivem ¢
und nicht im Allgemeinen hinreichend fiir die Kompaktheit von C, auf dem
ungewichteten Hardyraum H? ist 3(p)=00.

(s. [CM, Th. 3.22]) Der Kompositionsoperator C,, ist genau dann kompakt auf
einem Standardbergmanraum, wenn B(p)=occ.

(s. [CM, Th. 3.22]) Der Kompositionsoperator C,, ist genau dann kompakt auf
einem Bergmanraum zu einem reguliren schnellen Gewicht, wenn B3(p)>1.
(s. [CM, S. 198]) Ist C, stetig auf einem Hardyraum 12, bei dem

lim, 00 (n+1)p, =0 [p=(pn)] fir alle v>0, so gilt B(p)>1.

(s. [CM, S. 211]) Ist C,, kompakt auf einem Hardyraum H?, bei dem Y p%
=00 [p=(pn)], so gilt B(p)>1.

AuBer dem ungewichteten Hardyraum A2 fallen nach Satz 1.14 auch séimtliche
Bergmanridume unter die im letzten Teil des Theorems charakterisierte Klasse
von Hardyridumen. Die im vorletzten Teil charakterisierte Klasse von Hardy-
rdumen umfasst alle Bergmanrdaume zu schnellen Gewichten. Denn ist p ein

schnelles Gewicht und H%pn):Ai, so gilt nach Definition der schnellen Ge-
Pn
Pan
fiir alle a€(—1, 00) und damit limsup,,_, . (n+1)"p, =0 fiir alle y>0.

wichte, Satz 2.1 und (2.5) limsup,,_, . (n+1)**'p, = limsup,,_, ., < 00
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Da bei einer iiber D hinaus holomorphen Selbstabbildung ¢ von D die ge-
wohnliche Ableitung und die Winkelderivierte in allen Punkten n€T mit
|o(n)|=1 iibereinstimmen, ist nach (2.1) B(S,) = ﬁ_—l‘zl‘ ,
mit a€D\{0} auf jedem Bergmanraum zu einem schnellen Gewicht unstetig

so dass jedes Cg,

ist.
Um nun weitere Ergebnisse zu erhalten, miissen wir die im letzten Abschnitt

als wichtig erkannte Grofie limsup,, ~r Ié"’(gff;) auf verschiedenen Raumen

miteinander verkniipfen:

Lemma 4.15 Zu zwei stetigen Gewichten G und G sowie einer holomorphen
Selbstabbildung ¢ von D mit ||¢||=1 seien die Anzahlfunktionen K, bzw. K,
gemdfS Definition 3.2 gebildet. Dann gilt mit E::%

f(w (w)

lim sup Ko (w) < lim sup Mlim sup —
woT GW) Ty oT 1<ngnw) Ew)  wor G(w)

falls das rechte Produkt definiert ist.

Bemerkungen: Wegen ||¢]|co=1 gibt es wi€p(ID) mit wi /T bei k—o0, und
fiir diese gilt n(wy)>0. Damit ist der mittlere lim sup definiert.

Fiir ¢ mit ||¢||co<1 ist ein Vergleich der Anzahlfunktionen wegen K, (w) =
K,(w) =0 fiir weD mit |w|>]|¢||o uninteressant.

% = 00, so ist entweder das Produkt nicht
By (w))
X E(w)

beliebig, aber fest und dazu r€(0, 1) gewiihlt mit E(g?is;)) < C fiir jw|e(r, 1)

Beweis: Ist limsup,,

definiert, oder es ist nichts zu zeigen. Sei also (' > limsup,, »r

und 1<n<n(w). Dann gilt fiir diese w

n(w) -~ ~ n(w) ~
Eow) _ Y% Ben@)Gn) YR Glantw) _ o Klw)
Gw) =  EwdG(w) — G(w) G (w)
was wegen der Wahlmoglichkeiten fiir C' das Lemma beweist. a

Man kann nun sowohl mittels des ersten als auch des zweiten lim sup auf der
rechten Seite Kriterien fiir Stetigkeit und Kompaktheit von Kompositions-
operatoren herleiten. Wir gehen hier den zweiten Weg und verweisen fiir den
ersten auf [KM]. Unser erster Satz auf diesem Weg stellt eine Verallgemeine-
rung von [CM, Cor. 5.7] dar:
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Satz 4.16 Es seien D;G ein Dirichletraum, fir den das zu G gemdf (1.33)
definierte E monoton fallend in [r,1) ist fir ein r€(0,1), und ¢ eine holo-
morphe Selbstabbildung von D. Ist B(p)>1, so ist Cy, stetig auf D;G.

Beweis: Tst [|¢|lo<1, so ist C, sogar kompakt auf D? , nach Korollar 4.6
wegen @EHCCH? QD;G nach den Sitzen 2.17 und 2.3. Sei also im Folgenden
l¢lloo=1. Angenommen, es gibe wi€D mit wg T bei k—oo und dazu ny

mit 1<ni<n(wy), so dass |wg|>|zn, (wi)|. Dann wiirde auch z,, /T gelten,

so dass

R el (2G| R 1 — |wg|

=liminf —————= <liminf ——— <1.
ﬂ(s@) z /T 1-— |Z| T k—oo 1-— |an (’wk)| -
Dabher gilt |w|<|z,(w)]| fiir w nahe T und 1<n<n(w), also
E
lim sup M <1.
w T, 1<n<n(w) E UJ)

Wendet man Lemma, 4.15 mit G=H_; an, so erhélt man

K N, N,

lim sup o (1) < lim sup o (w) = lim sup M

w T G(w) w /T H—l(w) w T logﬁ

und daraus mit Theorem 4.3 die Stetigkeit von C, auf D;G, da der rechte
lim sup wegen

lo ‘ 1—p(0)w ‘
lim sup Y2 CF i o e | B2 S 1 14 [o(0)]
woT l0g e = wor log oy - 1-p(0)]
endlich ist. a

Waihrend obiger Satz ein sehr einfaches und universelles Stetigkeitskriterium
darstellt, wenden wir uns nun der Frage nach Kompaktheit zu. Hier sind
wir nunmehr in der Lage, den von Kriete und MacCluer in [KM] erwihnten
Eindruck, dass Kompaktheit bei Bergmanrdumen umso leichter zu erreichen

sei, je grofer der Raum ist, formal fassen zu kénnen:

Satz 4.17 Der Dirichletraum (D), p, |- ||p,#) sei entweder gleich (H?, ||-[|(1))

oder als normierter Raum ein Bergmanraum, wobei H dann reguldir langsam
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sei. Ist Dg,G ein weiterer Dirichletraum, fiir den es ein re(0,1) gibt, so dass
E::% monoton fallend in [r, 1) ist, so gilt: Ist Cy, kompakt aung,H, so auch
auf D} .

Beachte, dass aus der Monotonie von % nach Satz 2.3 insbesondere
D> yCD3 , folgt.

Beweis: Ggf. mit Satz 1.14 gilt fiir (p,) mit || - [|p,) = || - |lp,zr , dass
Z;’;O p% = oo . Damit folgt nach dem letzten Teil von Theorem 4.14 aus

der Kompaktheit von C, auf D ;;, dass 3(¢)>1. Daraus folgert man wie im

Beweis des vorangegangenen Satzes limsup,, Igf(—%) < limsup,, ~p K"’(—(Jf))
(trivialerweise auch falls ||| <1), wobei K, und K, die Anzahlfunktionen

zu G bzw. H bezeichnen. Weiterhin folgt mit Satz 4.12 bzw. (4.8) aus der

Kompaktheit von Cy, auf D) 5, dass limsup,, 11(;(_51@]”)) = 0, womit auch
lim sup,, Ié"’(gff;) = 0. Wegen p€D? ;CD? , erhilt man daraus mit Theo-
rem 4.3 die Kompaktheit von C\, auf D? . a

Fiir Standardbergmanrdume hat man das sehr einfache Kriterium, dass C,
genau dann kompakt ist, wenn 8(p)=00, d. h. wenn ¢ in keinem Punkt aus T
eine (endliche) Winkelderivierte besitzt; und im H2-Fall weifl man, dass obiges
Kriterium fiir injektive ¢ gilt (s. Theorem 4.14). Allgemein ist C,, kompakt
auf H?, wenn ¢(D) Teilmenge eines in D einbeschriebenen Polygons ist (s.
[S2, S. 27]). Mittels des vorangegangenen Satzes erhilt man daraus auch

Kriterien fiir weitere Dirichletrdume:

Korollar 4.18 Ist C, kompakt auf H?, so ist C, kompakt auf jedem Di-
richletraum D;G, fiir den das zu G gemdf$ (1.33) definierte E monoton fallend
in [r,1) ist fir ein r7€(0,1).

Ist ¢ eine holomorphe Selbstabbildung von ID mit 3(yp)=00, so ist C, kompakt
auf jedem Dirichletraum Dia, fiir den es ein a€(l,00) gibt, so dass (%
monoton fallend in [r,1) ist fir ein r€(0,1).

Ist C, kompakt auf einem Bergmanraum .Ai, fiir den das gemajf$ Satz 1.31
gebildete Gewicht H regulir langsamen ist, so gilt B(p)=00.

Ist insbesondere das zu einem Bergmanraum Ai gemifl Satz 1.31 gebildete

Gewicht H reguldr langsam und gibt es ein a€(1, 00), so dass G—hl monoton
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fallend in [r, 1) ist fiir ein r€(0,1), so ist die Kompaktheit von C, auf A2,
gleichbedeutend mit 3(p)=o00c. Beispiele derartiger Bergmanriume sind durch
(2.11) gegeben.

Beweis: Die erste Aussage ist eine direkte Anwendung von Satz 4.17.

Gibt es ein a€(1,00) und ein re(0,1), so dass (% monoton fallend in [r, 1)

ist, so gibt es wegen Lemma 2.12 auch ein o’€(—1,a—2) und ein r'€[r, 1), so

G _ G Ga
dass H, —Ga H,

a

mit der Kompaktheit von C\, auf A% | ist, folgt auch die zweite Aussage aus
Satz 4.17.

Wihlt man bei der dritten Aussage gemifl der Definition der reguléiren Lang-

samkeit ein a€(1,00), so dass Gi monoton wachsend ist, so folgt nochmals

monoton fallend in [r’, 1) ist. Da B(p)=00 gleichbedeutend

mit Satz 4.17 aus der Kompaktheit von C, auf Ai, dass C, auch kompakt auf
dem Standardbergmanraum D , ist [s. (2.6)], woraus wiederum §(p)=o00
folgt. a

Dieses Korollar wirft selbstverstindlich die Frage auf, ob aus §(¢)=00 nicht
folgt, dass C, kompakt auf jedem Bergmanraum ist oder allgemeiner auf
jedem Dirichletraum D} , fiir den E(z) monoton fallend gegen Null geht bei
2| ~1. (Hat man lim, 7 E(z) >0, so ist D) ;=H?>, und damit gibt es auf
D2 . nicht-kompakte C,, mit 3(¢)=00 nach Theorem 4.14.) Die Antwort auf

diese Frage ist maximal negativ und wird gegeben von unserem

Satz 4.19 Zu jedem auf H> nicht-kompakten Kompositionsoperator C, gibt

es einen Bergmanraum, auf dem C, ebenfalls nicht kompakt ist.

Beweis: Aus der nicht-Kompaktheit von C,, auf H? folgt mit (4.8)

lim sup,, % > 0 . Daher und wegen der Endlichkeit des limsup [s.

den Beweis von (4.16)] konnen wir w, €D wihlen mit |w,|, 71 und

N, n — . N,
(i) 2 e/ imsup, o 7 M

Nun setzen wir r9:=ng:=0 und bestimmen r;€(0,1) und ng, m; €N induktiv
fiir k=1,2, 3, ... wie folgt:

nE>ng_1 mit |wp, |, [21(wn, )| >re—1 (2)
[21 wie in Kapitel 3, beachte w,€@(D) wg. N, (wy,)>0 sowie ¢(D)5w T =
z1(w) /T ]

mEN mit my<n(wn, ) [beachte n(wy, )>0 wg. w,€p(D)] und
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ZT:kl H_1(2n(wn,)) > 28_1/kNép(wnk) (3)
rk>\/ Tk—1, |wnk |v |ka (wnk)| mit (4)

Vn=1,...,my Vt€[ry,1) 1  H_y(wpn, )H_1(2n(wn,)) — H_1(wy, )H_1(t)
> e VE[Hoy(wny ) Ho1 (20 (wny,) = Ho1 (20 (w0, ) H-1 (1)] ()

[beachte lim, ~; H_1(r) =0
Damit ist die induktive Definition abgeschlossen, und wegen (2) und (4) gilt

|wnk |7 |Zl (wnk)|7 ) |ka (wnk)| € (rkflark) fiir keN (6)
sowie T > /T_1 > ... > r%lfk — 1. Nun definieren wir das Gewichtsmaf
pdurch =377 27k, . (7)

Bestimmt man dazu p und H gemif Satz 1.31, so gilt fiir ke N und n=1, ..., m

_ / [H_1(2n(wny ) — Ho1 ()] dii(t)
[lzn (wny)[,1)

w 3 - w Zn (W - w r;
= H—l(wnk).§2 [H,l( nk)Hfl( n( nk)) H,l( nk)Hfl( ])]
O SRS
. H—l(wnk)

22 I H_1(wny ) H-1 (zn(wny, ) — Ho1 (20 (wn,, ) H_1(75) ]

@D M—I/I@ ) A
H_|(w,,) e /[wnkl)[H_l( ne) — H_1(t) ] dia(t)

_ Hfl(zn(wnk))e—l/k w

Daraus folgt fiir die zu H und ¢ gebildete Anzahlfunktion K,

K@(wnk) > ilc: H(Zn(wnk o 1/k Z Zn wnk )
H(w'ﬂk) n=1 H(wnk) H— wnk

¢ o—2/k 2N (Wn, ) = e 2/k=t/m. limSllp2 )
- H_l(wnk) B w T H_l(w)
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also wegen limy_, o, e~ 2/k=1/me =1

K 2N,
lim sup M > lim sup o(w)

>0.
w T H(U}) w T H*l(w)

Um zu beweisen, dass C, nicht kompakt auf Ai ist, zeigen wir, dass wir Satz
4.12 auf Ai anwenden konnen, d. h. dass H regulér langsam ist: Wegen

Hmzﬁwfﬁwmzfmmm%

und (8) ist H in (ry_1,71) stetig differenzierbar mit

d_H@) _ =55 0) +10r [ s 1)

dr (1-r2)5 (1-r2)6

Fiir re(rg_1, k) gilt wegen (6) und (7)

a(r,1) = ——27" < 2—— — f1([s, 1)) —
r r T Tyl —T s

4 1— 72 L ds
< 2m/r M([Sal))?

2(1-1-7“)(\/7_“+r) -r/l ds

1—1r2 1—1r2 1—r2 1 /r’““ ds

- alls, 1)

Wegen  2lim, ~ W# =8 < 10 gibt es somit ein kg€N, so dass
der Quotient G% monoton wachsend ist in [rg_q, 7] fir k>ko, d. h. G% ist

monoton wachsend in  [rg,, 1) = UpZy, 41 [re—1,74] - ad

Dass dieser Satz Giiltigkeit besitzt, ist eine Folge davon, dass H#? zwar der
Schnitt {iber alle Bergmanridume ist, jedoch nicht der Schnitt iiber alle Stan-
dardbergmanriume (s. Satz 2.17), denn dieses bedeutet ja gerade, dass es
Bergmanriume gibt, die H2? niher kommen als die Standardbergmanriume,
und damit auch eher die Eigenschaften von #H? iibernehmen.
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Anhang

A.1 Zum Beweis von Satz 1.34

In diesem Abschnitt schlieen wir die Liicke im Beweis von Satz 1.34. Dieser
fehlende Teil ist rein technisch und wurde hierhin ausgelagert, damit er vorne
den Lesefluss nicht unterbricht.

Sei also H stetig, positiv, rotationsinvariant und subharmonisch in D\ {0} mit

Hi_lgq und lim, ~p Hff(lz()z) = 0. Zu zeigen ist, dass H als Funktion in (0, 1)
linksseitige Ableitungen besitzt, die linksseitig stetig sind mit frl H' (t)dt =
—H(r) [r€(0,1)] und fiir die rH’ (r) monoton wachsend in r ist mit —2¢ <

rH' (r) <0 [re(0,1)]und lim, ~ rH' (r) =0.

Beweis: Wegen der Subharmonizitdt von H ist das gemif (1.8) definierte
myr(r) konvex in logr fiir r€(0,1) [Du, Bem. zu 1.6.], und wegen der Rota-
tionsinvarianz gilt my=H, d. h. h:=Hoexp ist konvex in (—o00,0). Dar-
aus folgt nach [H6, Cor. 1.1.6. u. Th. 1.1.7.], dass h in kompakten Teil-
mengen von (—oo,0) Lipschitz-stetig ist sowie dass A’ in (—o00,0) existiert
und linksseitig stetig und monoton wachsend ist. Damit ist H als Funk-
tion in (0,1) in kompakten Teilmengen von (0, 1) Lipschitz-stetig, H' exi-
stiert in (0,1) und ist linksseitig stetig und rH' (r) ist monoton wachsend
in . Wegen der Lipschitz-Stetigkeit existiert die Ableitung H'(r) fiir fast
alle r€(0,1), stimmt dann natiirlich mit H’ (r) iiberein, und fiir 0<r<s<1
gilt [°H'(t)dt = H(s)— H(r) . LaBt man s gegen 1 gehen, so folgt wegen
lim, 4 H(s) =0 (da lim,n g =0) 1 HL(t)dt = —H(r) .

Wére rH! (r) >0 fir ein 7, so wire H' >0 in [r,1) wegen der Monotonie
von 7H' (r) und damit H(s) = —fsl H' (t)dt <0 fiir s€[r,1) im Wider-
spruch zur Positivitit von H. Wire rH' (r) < —y < —2¢q fiir ein r€(0, 1),
so hiitte man wegen der Monotonie tH' (t) < —vy fiir t€(0,r] und damit

1 r
H(s):—/ H’_(t)dtZ/ %dt:y(log%—log%)
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fiir s€(0,r]. Daraus wiirde im Widerspruch zur Voraussetzung

logl —logt
lim sup > ~ylim sup -

Y
ETERRY >5>4q
o H_1(s) AN 210g% 2

folgen. Also gilt rH' (r) > —2q fiir r€(0,1). Wegen der Monotonie und
Negativitét existiert lim, »~ rH' (r) und ist nicht-positiv. Wire er gleich

—~v<0, so hitte man wie eben
1 Ly
H(r) = —/ H' (t)dt > / ?dt =~vlog?
r T

fiir r€(0,1) und damit mit limsup, % > 3 >0 wiederum einen
Widerspruch zur Voraussetzung. Somit gilt lim, ~ rH' (r) =0 . ad

A.2 Unstetigkeit der Nevanlinnaschen Anzahl-

funktion

Da es zwar eine Standardaussage der Literatur ist, dass die Nevanlinnasche
Anzahlfunktion nicht stetig zu sein braucht, wir jedoch nirgendwo ein Beispiel

dafiir finden konnten, geben wir im Folgenden ein solches:

Mit  ¢(z) = exp(£H)  gilt fiir r(0,1)

— i I i(0+2km
P~ ({re}) = {125:1igeigkﬁgi3 keZ} ,

wobei jedes Urbild einfach ist, also

o0

; logr +i(0+2km) — 1
Ny(re'?) = 1
o(re") >, o logr + i(0+2k7) + 1

k=—o00

1 & 1—logr)? 2k)?
_ 1 Z log( ogr)® + (0+2km)
2~ (14+logr)? + (6+2km)?

fiir rei? £p(0)=e~'. Zu v€(0, 1) findet man ein x9>1, so dass logz > y(z—1)
fiir z€[1, zo], und dazu wegen

(1—1logr)? + (6+2km)?
(1+1logr)? + (0+2km)?

< (1-1logr)? ™0
~ (1+logr)?

1<
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ein Re(0,e™!) mit

(1—logr)? + (0+2km)? S (1-logr)® + (8+2km)*
& Trlogr)? + (0+2kn)2 = (11 log )2 + (01 2km)?
4~ log%
(14+logr)? + (6+2km)?

fiir r€(0, R). Beschrinkt man sich auf diese r und normiert #€[0,2r), so

erhélt man
N,(rel?) > 2ylogl i L
¢ = r = (I+logr)? + (0+2km)?
2ylog L ( L 1 = 1 )
= 1 Z 0+2km + Z 0+2km
(log 7 —1)? e (%)2 im0 LT (#2@:7")2
4ylogl [ 1
> 1 ! 1 glr 2 / 1 2 \2 dx
(log =—1)% J4 +(1+10g7«)
4ylog L logl —1 o 1 2nd
Z ,Y 1 g - ) _1 + g r / 2rx 2 ﬂ; .
(log;—l) 2T 0 1+(T0g7“) IOgF_]'
log L logl o
= —4 r I— —= 0+7.
’Y(log%—l)2 ’ylog% -1 7
Wegen der Wahlmaoglichkeiten fiir v gilt somit
llqu;Blwa(w) >1.
Andereseits liefert die Littlewoodsche Ungleichung 3.6
lim sup N, (w) < limsup log %‘ =1
w—0 w—0

so dass limy_ Ny(w) =1, obwohl N, (0)=0.
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Symbolverzeichnis

In der gesamten Arbeit bezeichnet bei Abbildungen der Exponent —1 die Um-

kehrabbildung, wihrend nicht-negative Exponenten die entsprechende Potenz
(und nicht die Verkettung) anzeigen. Weiterhin steht z /T fiir z€D, z—T.
Bei normierten Riumen (F,||-||1) und (Fs, || ||2) steht streng nach Definition
Fy=F, fiir die Gleichheit als Mengen und  (F1, || - |[1) = (F2,|| - |]2) fiir die

Gleichheit als normierte Riume.

Mengen und Abbildungen

B(y)

die Menge der natiirlichen Zahlen: N={1,2,...}
die Menge der nichtnegativen ganzen Zahlen: No={0,1,2,...}
die Menge der ganzen Zahlen

die Menge der reellen Zahlen

die Menge der komplexen Zahlen

die offene komplexe Einheitskreisscheibe: D = {z€C: |z|<1}
die offene Kreisscheibe mit Radius >0 um a€C:

B, (a) = {z€C: |z—al<r}
die komplexe Einheitskreislinie: T = {z€C: |z|=1}
der Vektorraum der in ID holomorphen Funktionen
eine Indikatorfunktion

der Identitétsoperator auf H(D): I HD)—-H(D), f—f
die Identitdt in ID: id: D—D, z—z
eine holomorphe Selbstabbildung von D

die reduzierte Abbildung zu ¢ und r€(0, 1]: pr(2)=p(rz)
Blp) = liminf, »p 17150 72
die Anzahl der w-Stellen von ¢ 44
die Urbilder von w unter ¢ bei nicht-konstantem ¢ 44

die bijektive holomorphe Selbstabbildung von ID zu
a€D mit S,(a)=0 und S,(0)=a 34
der Kompositionsoperator zu ¢: Cy: HD)—-H(D), f=fop
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Mafle und Gewichte

p=(pn) eine Gewichtsfolge 13
Oy das Diracmaf auf [0, 1) zu r€[0,1)
A das normalisierte Lebesguemaf auf D: dA(z) = Ldzdz
W,V ein Gewichtsmafl 7
v das mit p bzw. v assoziierte Maf3 7
G ein stetiges Gewicht 7
G die mit G assoziierte Funktion 7
G, das Standardgewicht zu a>—1 10
G, Gewicht zu a>—1 mit A%, =A? . 31
H stetiges Gewicht, das die Darstellung eines Bergmanraums als

Dirichletraum erlaubt 23
H das stetige Gewicht, das die Darstellung von H? als

Dirichletraum erlaubt 23
E Vergleichsfunktion zwischen einem stetigen Gewicht und H_; 24
K, Anzahlfunktion zu ¢ und einem stetigen Gewicht 47
K, , reduzierte Anzahlfunktion zu ¢, r€(0,1] und einem stetigen

Gewicht 47
N, die Nevanlinnasche Anzahlfunktion zu ¢ 48

normierte Riume

HOO

die Supremumsnorm auf D: I fllco = sup{|f(z)]: zeD}
der Raum der in ID beschrénkten und holomorphen Funktionen:
H> = {feH(D): ||flloc<oo}

der ungewichtete Bergmanraum 10
der Bergmanraum zu dem Gewichtsmaf} p 9
der Bergmanraum zu dem stetigen Gewicht G 9
der Dirichletraum zu ¢>0 und dem Gewichtsmaf} p 21
der Dirichletraum zu ¢>0 und dem stetigen Gewicht G 21
der ungewichtete Hardyraum 14
der Hardyraum zu der Folge o 13

reproduzierender Kern zu b€D und einem Hardyraum 7—[2:
(kYo = F(B) 14
(fikp)p = f'(b) 15
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Anzahlfunktionen ...... ... ... .. il 47, 50, 51, 52, 56, 72
TedUzZIerte ... ...t e 48, 52, 56
Bergmanraum, ungewichteter ......... .. ... . i 10
Bergmanrdume ........... ..o 9, 15, 18, 23, 24, 29, 41
Standard- ... . 10, 17, 31, 65, 73
Dirichletraum, ungewichteter .......... .. .. . i i 21
Dirichletrume ........ ... ... 21, 21, 23, 24, 29
Standard- ... 21, 31
Gewichte ... 7, 10, 13, 28
holomorphe ... .. .. 7, 10, 68
(reguldr) langsame ....... ...l 36,41, 71
(reguldr) schnelle ...... ... i 36, 73
Standard- ... 10, 21, 31, 36
StetIge i e 7, 8,10, 30,
Gewichtsfolgen ....... .. .. 13, 15, 28
Gewichtsmafle ....... ... . 7,10, 19, 22, 28
Hardyraum, ungewichteter ....................... 14, 17, 23, 31, 41, 65, 73
Hardyrdume ......... .o 13, 14, 15, 18, 21, 28
Kerne, reproduzierende .......... ... . ..o 14, 15, 17
Kompaktheit eines Kompositionsoperators ...................... 58, 71, 73
hinreichende Kriterien ........... ... oo it 62, 65, 75
notwendige Kriterien ....... ... .. . 66, 73
Kompositionsoperator ............ooiiiiiiiiii it 47, 58
Littlewood-Paley-Identitat ......... .ot 22
Littlewoodsche Ungleichung ........ ... .. i 48
verallgemeinerte ... ... .. 50

Nevanlinnasche Anzahlfunktion ........... ... ... ..o o .L. 48, 55, 82
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Standardgewichte ........ ... .. 10, 21, 31, 36
Standardbergmanriume ........ ... ... o ool 10, 31, 17, 65, 73
Standarddirichletrume ......... ... .. i i 21, 31
Stetigkeit eines Kompositionsoperators ...........c.oeiiiiiieiiiane.... o8
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