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Kapitel 1

Einleitung

Die Orr-Sommerfeld-Gleichung
(&D? + o) u+iaR[V(eD? + a®)u+ V"'u] = A(eD? +a)u  (1.1)

ist eine der zentralen Gleichungen aus der Stabilitdtstheorie inkompres-

sibler, reibungsbehafteter Stromungen.

Sie beschreibt die zeitliche (oder rdumliche) Stabilitidt oder Instabilitét
einer gegebenen Grundstromung V' gegeniiber Stérungen der Wellenzahl
a > 0. Weiter bezeichne R > 0 die Reynoldszahl des stréomenden Medi-
ums und D = %. Betrachtet man Kanalstromungen, wie die Couette-
oder Poiseuillestromung, so ist das Gebiet, auf dem (1.1) zu erfiillen ist,
ein kompaktes Intervall. In dieser Arbeit soll die Stabilitéat des Blasiuspro-
fils als Grenzschichtstromung mathematisch untersucht werden. Das zu
betrachtende Grundgebiet ist dann die Halbgerade [0, 00), und zu (1.1)
kommen die Randbedingungen

u(0) = «'(0) = lim u(z) = lim u/(z) =0 (1.2)

Z2—0Q Z2—00

hinzu. Das Blasiusprofil V ist definiert als Ableitung der Lésung der nicht-

linearen Randwertaufgabe

W"” +WW"”=0 in[0,00),

. (1.3)
W(0)=W(©0)=0, lim W(z)=1.

Zur Herleitung dieser Gleichungen und zum physikalischen Hintergrund

siehe etwa [9], [28]. Die Hauptaussage der Orr-Sommerfeld-Gleichung ist



folgende: Liegen (fiir festes o, R) alle Eigenwerte von (1.1), (1.2) in der
rechten Halbebene (haben sie also positiven Realteil), so ist die betrach-
tete Grundstromung V stabil; gibt es jedoch mindestens einen Eigenwert

mit negativem Realteil, so ist die Grundstrémung instabil.

Numerische Untersuchungen [12], [14], [16] legen die Vermutung nahe, daf|
das Blasiusprofil fiir gewisse Parameter o, R (z. B. fiir o = V2.0.179, R =
\/§~580; der Faktor v/2 tritt in der Literatur durch eine andere Skalierung
der Gleichung (1.3) hdufig nicht auf) instabil ist. Die bestimmte Naherung
fiir einen Eigenwert mit negativem Realteil liegt allerdings sehr nahe der
imaginédren Achse, so daf} es sich moglicherweise nur um numerische Un-
genauigkeiten handelt. Experimentelle Untersuchungen (siche [28]) haben
die Instabilitdt jedoch ebenfalls bestitigt, und der erste mathematische

Beweis wird mit dieser Arbeit geliefert.

Fine naheliegende Hilbertraum-Realisierung von (1.1), (1.2) liefert ein

nichtselbstadjungiertes Eigenwertproblem in der Form
Alu] = ABJu] (1.4)

mit linearen Operatoren A und B,

A:DA) =Y,
Alu] = (&D? + a®)?u+ iaR[V(eD? + ab)u + V4] (L5)
B:X —Y, '

Blu] := (&D* + o*)u ,

wobei Y 1= Ly(0,00), X := Hs(0,00)N H{(0,00) und D(A) := H4(0, 00)
N HI(0,00) gesetzt wird. In D(A) sind die in (1.2) geforderten Rand-
bedingungen bereits beriicksichtigt. Fiir den Beweis der Instabilitdt des
Blasiusprofils mufl die Existenz eines Eigenwertes von (1.4), (1.5) mit
negativem Realteil nachgewiesen werden. Die bekannten Verfahren von
Rayleigh-Ritz, Temple-Lehmann-Goerisch und auch Weinstein oder Kato
zur EinschlieBung von Eigenwerten, die allesamt auf Variationscharakte-
risierungen der Eigenwerte beruhen, sind hier wegen der Nichtselbstad-

jungiertheit des Operators A nicht anwendbar.

Das Verfahren von Plum [27] zum Nachweis von Existenz, lokaler Ein-

deutigkeit und zur EinschlieBung von Loésungen nichtlinearer (parame-



terabhéngiger) Zweipunkt-Randwertaufgaben in der Nahe von Umkehr-
punkten wird in Kapitel 2 auf Eigenwertaufgaben der Form (1.4) mit
abgeschlossenem Operator A und beschrianktem B iibertragen. Aufler
den Voraussetzungen der Abgeschlossenheit bzw. Beschranktheit sind A
und B beliebig; der bewiesene Satz ist also vollig unabhéngig vom Bei-
spiel der Orr-Sommerfeld-Gleichung. Das resultierende Verfahren kann in

3 Schritte eingeteilt werden:

1. Bestimmung einer “guten” Naherungslosung (w, i) des gegebenen
Problems; seine Giite wird am Defekt ||A[w] < pB[w]|]ly gemessen.
Der Néherungseigenwert p darf dabei nicht im Inneren des Rest-

spektrums von (1.4) liegen.

2. Bestimmung einer positiven unteren Schranke fiir das Gesamtspek-
trum (d. h. fiir den kleinsten Eigenwert bzw. das wesentliche Spek-
trum) eines selbstadjungierten Eigenwertproblems in Bilinearform-
gestalt (siehe (2.4)): (L[f], L))y = M/[, 9)xxc fir alle ¢ € D(L)
mit £ als einer Linearisierung des gegebenen Problems (1.4) (der
Term AB[u] auf der rechten Seite von (1.4) wird dabei als Nicht-

linearitédt aufgefafit, (1.4) also als nichtlineares Randwertproblem).

3. Erfiilllen die zuvor bestimmten Konstanten eine einfache Unglei-
chung, so ist die Existenz einer (eindeutigen) Lésung (U, A) in einer
kleinen, explizit angebbaren Umgebung der Naherung (w, ) bewie-

Sell.

Fiir die Orr-Sommerfeld-Gleichung mit Blasiusprofil ist nun Instabilitat

nachgewiesen, falls fiir alle (ﬁ,X) aus dieser Umgebung real(X) < 0 gilt.

Erganzend wird in Kapitel 2 ein Satz bewiesen, der Aussagen iiber die
lokale Eindeutigkeit des Eigenwertes (anstelle des Eigenpaares (U, X)) lie-
fert sowie ein weiterer Satz, der FigenwertausschlieBungen liefert, also
Gebiete angibt, in denen keine Eigenwerte von Problemen der Form (1.4)

liegen.

Bei der Durchfithrung des Verfahrens fiir die Orr-Sommerfeld-Gleichung
mit Blasiusprofil erweist sich Schritt 2 — die Behandlung der Eigenwert-



aufgabe (2.4) bzw. (3.15) — als besonders aufwendig, denn fiir die Anwen-
dung der bekannten Verfahren zur Bestimmung unterer Eigenwertschran-
ken ist die Kenntnis einer (groben) unteren Schranke fiir einen héheren
Eigenwert notwendig. Diese kann mit der Homotopiemethode von Plum
[25] und Goerisch [13] bestimmt werden. Die Aufstellung geeigneter Ver-
gleichsprobleme (auf denen die Homotopie beruht) fiir die konkrete Ein-
ordnung (1.5) der Orr-Sommerfeld-Gleichung ist der wesentliche Inhalt
von Kapitel 3. Zunéchst wird ein Vergleichsproblem angegeben, das statt
des Operators £ im Banachraum X x C einen Differentialoperator L vier-
ter Ordnung in X benutzt. Danach wird hierzu ein Vergleichsproblem an-
gegeben, das auf einem kompakten Intervall [0, 2] zu betrachten ist (statt
auf dem unbeschrankten Intervall [0, c0) fiir L und £). Dieses Problem
wird durch eine weitere Homotopie auf ein Eigenwertproblem mit kon-
stanten Koeffizienten im Intervall [0, zg] zuriickgefithrt. Die Eigenwerte
dieses letzten Vergleichsproblems lassen sich als Nullstellen einer parame-
terabhéngigen 8 x 8 Determinante mit Hilfe von Intervall-Bisektion oder

des Intervall-Newton-Verfahrens bestimmen.

Die beiden Probleme auf dem Intervall [0, #¢] (das mit konstanten bzw.
das mit nichtkonstanten Koeffizienten) liegen in gewissem Sinne weit ent-
fernt voneinander, d. h. die Homotopie zwischen ihnen erfordert viele (in
der GroBenordnung 100) Einzelschritte. Um den Rechenaufwand zu ver-
ringern, wird ein neuer Algorithmus zur Durchfiithrung der Homotopie-

methode vorgeschlagen.

AufBlerdem wird in Kapitel 3 ein Verfahren zur Bestimmung von Néhe-
rungseigenpaaren des Problems (1.4) angegeben und die Losung der Bla-
siusgleichung (1.3), die nicht in geschlossener Form angebbar ist, einge-
schlossen. Hierzu werden das Galerkin-Verfahren und Monotoniemetho-

den verwendet.

Ein wichtiger Aspekt des vorgestellten EinschlieBungsverfahrens ist, dafl
sdmtliche Voraussetzungen - nach erfolgter Einordnung der konkreten
Aufgabe - weitgehend automatisch auf dem Computer iiberpriift werden
konnen. Rundungsfehler werden dabei durch Intervallarithmetik (wie C-
XSC [19] oder wie in Mathematica [33] vorhanden) kontrolliert, so daff

man verifizierte Ergebnisse erhilt. Fiir diese Arbeit wurde eine Kombi-



nation von C-XSC und Mathematica gewihlt. Der gréfite Teil der Algo-
rithmen - vor allem die Handhabung von Ansatzfunktionen und Skalar-
produkten - ist in Mathematica-Programmen realisiert, wiahrend Matrix-
Probleme per MathLink an C-XSC iibergeben werden, um so die Rechen-
zeiten zu verkiirzen. Programmierung und Rechnungen wurden haupt-
sichlich auf einer IBM RS/6000 Mod 43P-140, 332 MHz durchgefiihrt.
Auf Einzelheiten der programmtechnischen Realisierung wird in Kapitel
4 eingegangen. Dort finden sich auch Ergebnisse der Beispielrechnungen
(und damit der Beweis der Instabilitdt des Blasiusprofils) sowie ein Ver-
gleich mit einer in [14] angegebenen “hochgenauen” Losung, die in [12]

als “exakte” Referenzlosung verwendet wird.

In [12] werden auerdem (fiir die dort gewdhlten Ansatzfunktionen) Aus-
sagen liber die Konvergenz des Galerkin-Verfahrens fiir die Orr-Sommer-
feld-Gleichung gemacht; bisher sind jedoch keine Fehlerschranken be-
kannt. Bei dem in [12] beschriebenen Vorgehen kann das folgende Problem
auftreten: Das Galerkin-Verfahren liefert bei Verwendung von N € IN An-
satzfunktionen N Ndherungen fiir Eigenwerte; es ist jedoch nicht klar, ob
tatsichlich entsprechend viele Eigenwerte des Problems (1.4) existieren.
Fiir die Orr-Sommerfeld-Gleichung mit Blasiusprofil ist in [24] gezeigt,
daf nur endlich viele Eigenwerte existieren. Das Galerkin-Verfahren kann
also Scheinlésungen liefern, so daf zur Uberpriifung ein Satz wie der in

dieser Arbeit bewiesene Satz 2.1 herangezogen werden sollte.

Mein besonderer Dank gilt Herrn Prof. Dr. M. Plum, der diese Arbeit
gemeinsam mit Herrn Prof. Dr. F. Goerisch angeregt hat. Er gab mir
stets hilfreiche Hinweise und gewahrte mir eine vorziigliche Betreuung.
Herrn Prof. Dr. J. Albrecht danke ich neben der Ubernahme des Korre-
ferats insbesondere fiir die Unterstiitzung, die ich durch ihn iber viele
Jahre erfahren habe.

Herrn Prof. Dr. G. Alefeld danke ich fiir die freundliche Aufnahme in

Karlsruhe und die Ubernahme des Korreferats.






Kapitel 2

Existenz, Eindeutigkeit und EinschlieSung von

Lésungen nichtselbstadjungierter Eigenwertprobleme

Im ersten Abschnitt wird ein Satz von Plum iiber Existenz, lokale Ein-
deutigkeit und EinschlieBung von Figenpaaren nichtselbstadjungierter Fi-
genwertprobleme vorgestellt. Im zweiten Abschnitt wird gezeigt, wie man
hieraus (mit gewissen zusétzlichen Informationen) auch lokale Eindeutig-
keitsaussagen fiir die Eigenwerte dieser Probleme erhalten kann. Ergéan-
zend hierzu beschiftigt sich der néachste Abschnitt mit der (lokalen) Aus-
schlieBung von Eigenwerten. Im letzten Abschnitt wird eine Einordnung
der Orr-Sommerfeld-Gleichung mit Blasiusprofil in diesen allgemeinen

Rahmen angegeben.

2.1 Existenz, Eindeutigkeit und EinschlieBung von Eigenpaa-

ren

Der folgende Satz liefert Aussagen zur Existenz, lokalen Eindeutigkeit
und EinschlieBung von Eigenpaaren (U, A) nichtselbstadjungierter Eigen-

wertprobleme der Form

Suche u € D(A)\{0} und A €C

(2.1)
mit Alu] = AB[u] ,

wobei X, Y komplexe Banachrdume seien und A : D(A) — Y, B :
X — Y lineare Operatoren mit einem Unterraum D(A) C X. A sei
abgeschlossen und B beschrankt.



Zunichst werden einige Bezeichnungen eingefiihrt und Hilfsgrofien fest-
gelegt. Auf die konkrete Bestimmung dieser Gréflen wird im weiteren

Verlauf der Arbeit im Detail eingegangen.

e Berechne ein N&herungseigenpaar (w, ) € D(A) x C von (2.1), wo-
bei p kein innerer Punkt des Restspektrums ogest(A, B) von (2.1)
sei (oRest(A, B) := {A € C : X ist kein Eigenwert von (2.1) und
der Wertebereich W(A < AB) = (A <AB)[D(A)] ist nicht dicht
in Y}); in der Regel konnen bekannte numerische Verfahren zur

Bestimmung von (w, ) verwendet werden;

e berechne § > 0 mit ||A[w] @ pB[w]|ly < 4, d. h. § sei eine obere

Schranke fiir den Defekt des Ndherungseigenpaares;

e wihle einen Skalierungsparameter v € C\{0} und ¢ € X’ mit

p(w) # 0;

e setze
Y := Y xC mit der Norm H (u) =/|ull3 + |of?,
o/ lly
X = X xC mit der Norm H (u) =/lull% + 1o]?
—— 0- X
D(A) = D(4)xC, X
X = {ueX:p(u)=0},
)?0 = Xo x C s
DL) = DANK,,
L : DL)—=Y, [ [(u)] .= A[u] ©pBu] ©yoBlw] ;
o
e berechne K > 0 mit
H (“) <K|cC [(“)] fiir alle (“) eDL); (22
o)z o)y o

falls ein solches K nicht existiert (£ also keine stetige Inverse be-
sitzt) oder nicht bestimmt werden kann, so sind die im folgenden

dargestellten Verfahren nicht anwendbar;



e berechne b > 0 mit

[|Blu]|ly < b|lu||x fir alle uw € X .

Der zentrale FinschlieBungssatz lautet nun:

Satz 2.1 [26] Es gelte 5 := (26 < 1. Dann existiert ein Eigenpaar
(U,X) € D(A) von (2.1) mit o(U ©w) =0 und

( (U ow ) <ot
A - 1+/T&B
Ist (U /\) (A) ein weiteres Eigenpaar mat go(U Sw) =0 und
(U ow) 2
— * 1
( Aeu ) KV T

50 giltﬁ:U, X=A
SchlieBlich ist X ein einfacher Eigenwert, und es gilt B[U] ¢ W(A <AB).

~

Bemerkungen zu Satz 2.1:

a) Die Konstanten aus Satz 2.1 lassen sich auch schreiben als

o — 1 8 1@\/
Abl—i—\/ Ab

Kb o Kb ’

bzw.

b) Die Eindeutigkeitsaussage liefert lokale Eindeutigkeit bzw. Aus-
schlieungen von Eigenpaaren, jedoch nicht fiir Eigenwerte. Siehe
dazu Abschnitt 2.2.

¢) Die letzte Aussage des Satzes 2.1
B[U] ¢ W(A<AB)

besagt, dafl nicht nur die geometrische, sondern auch die (verall-
gemeinerte) algebraische Vielfachheit des Eigenwertes A gleich eins

1st.



d) Die Bestimmung der Konstanten K, die (2.2) erfiillt, ist im Falle
von Hilbertrdumen X, Y dquivalent zur Bestimmung einer positiven

unteren Schranke fiir

K1 = inf{w [E<)]> é>[><?]>y : (Zf) € D(ﬁ)\{(g)}} . (23)

In Satz 3.3 und Folgerung 3.1 wird gezeigt werden, daBl x; gleich

dem Infimum des Gesamtspektrums (siehe Definition 3.1) des fol-

genden selbstadjungierten Eigenwertproblems ist:

Suche (2‘_) € DL\ { (8)} und A€ R
(A € e

fiir alle (“) e D(L) .
P

e) Voraussetzungen und Aussage von Satz 2.1 sind eng verwandt mit

dem Satz von Newton-Kantorovich [31].

Fiir den Beweis von Satz 2.1 werden die folgenden zwei Lemmata bend-

tigt.

Lemma 2.1 Sind die obigen Voraussetzungen erfilll und ist pp & ogest,

so gilt

entweder: p ist ein einfacher Eigenwert von (2.1), und fir jedes (es gibt
nur ein linear unabhdingiges) zugehérige Figenelement u gilt p(uw) # 0;

auflerdem ist Blw] ¢ W(A <uB)

oder: p ist kein Eigenwert von (2.1), L[D(L)] =Y und L71:Y — X st
beschrinkt (wegen (2.2) ist L injektiv).

Beweis: Sei zunichst p ein Eigenwert von (2A1) Fiir jedes zugehorige
Eigenelement @ gilt ¢(@0) # 0, denn sonst wire (§) € D(£) und £ [(g)] =
0 im Widerspruch zu (2.2). Daher kann es keine zwei linear unabhingigen
Figenelemente geben (sonst liefie sich ein weiteres Figenelement 4 als

Linearkombination angeben mit ¢(u) = 0).



Wire Blw] € W(A <uB), so gibe es eine Folge (vy) in D(A) mit (A <
uB)vy, — Blw], und im Widerspruch zu (2.2) wiirde gelten

L

5

()] 0 fir = v Slp(n) /(@]

(fiir die so gewdhlten u, gilt (") € D(L)).

==

Nun sei p kein Eigenwert von (2.1). Da g nicht zum Restspektrum gehéort,
gilt

W(AeuB) =Y . (2.5)

Mit A ist auch £ abgeschlossen, denn ist ((Z;‘)) eine Folge in D(L) mit

(o) = (o) et (0] =
on o on
so folgt Blu,] — Blu] (da B beschriankt) und somit

Alup] — v + puBu] + voBlw] .

Da A abgeschlossen ist, folgt hieraus u € D(A4) und Afu] = v+ pB[u] +
vo Blw]. Da ¢ stetig ist auf X, gilt ¢(u) = 0. Insgesamt folgt (%) € D(L)
und £ [(Y)] = v.

Nach (2.2) ist £ injektiv und £=1: W(L) — Y beschrinkt. Da auerdem
mit £ auch £~1 abgeschlossen ist, muBl W(£) (= D(L£~1!)) abgeschlossen

seln.

Es bleibt zu zeigen, dafl W(L) =V gilt. Dazu sei » € Y beliebig vorge-
geben. Wegen (2.5) existiert eine Folge (u,) € D(A) mit

(A uB)uy] —r (2.6)

und eine weitere Folge (v, ) in D(A) mit (A <uB)[v,] — yBlw]. Es gilt
¢(vn) 7+ 0 (sonst wiirde fiir wy, := v, & (vn)/p(w)]w gelten () € D(L)
und £ [(%)] = (ASuB)fon] 7 Ble] &lp(om)/o(@)(A SuB)] — 0im
Widerspruch zu (2.2)).



Gegebenenfalls durch Ubergang zu einer Teilfolge der Folge (vn), wobei

die Folge der (uy) unverdndert bleibt, kann erreicht werden, daf

p(va)| 2 >0 (Vn € IN) o
p(un)|[(A S pB) o] &7B]lly — 0. '

Mit o, := Sp(un)/p(vy) und zp, = uy + opv, gilt (i’;) € D(L) und
£[()] = (AeuB)un]+0n (4 pB)on] ©7Bl]). Wegen (2.6, (2.7)
gilt also £ [(;’;)] — r und somit r € W(L) = W(L). O
Lemma 2.2 Neben den allgemeinen Voraussetzungen dieses Abschnitis
sei € > 0 mit Kbe < 1 und (we,pe) € D(A) mit p(w, ©w) =0 und

(7(:;5__;)) H)? <e. Dann gilt fir alle () € D(L):

0], =

Bewels: Fir (

[/7

< |4l e Blu] <90 Blclly

X
)€ A) mit ¢(u) = 0 gilt

14[u] &uBlu] @70 BLu]lly
1A[u] 41 Blul 570 Bl + (e ) Blu] + 70 B, <wllly

< 1ALu] 5pae Blu] 570 Blec]lly
b e <l lullx + . <)lx lo])
< 1AL s Bl o el +02 | (1]
X

nach (2.2) also

)=
7/ 1x

woraus wegen Kbe < 1 die Behauptung folgt.

[u] pe Blu] <yo Blwe]|ly + Kbe

O

Bewels von Satz 2.1:

Der Beweis wird in mehreren Teilschritten gefithrt. Zunichst werden un-

ter der zusitzlichen Voraussetzung p € oRest

a) die Existenz- und Einschliefungsaussage,



b) die Eindeutigkeitsaussage und
¢) die Aussage zur Einfachheit von A

aus Satz 2.1 bewiesen. Im Anschlufl daran wird der Beweis fiir den Fall

gefiihrt, daB & € oRest gilt (1 aber kein innerer Punkt von opest ist).

Sei also zunichst u & oRest-

Zu a) (Existenz- und EinschlieBungsaussage)
Ist p bereits ein Eigenwert von Problem (2.1), so gilt nach Lemma
2.1 p(u) # 0 fiir das einzige linear unabhéngige Eigenelement .
Setze U := (p(w)/e(u))u. Es gilt (7(5_;‘))) € D(L)und £ [(7(}7—;}))]
= <y(Alw] ©puB[w]), nach (2.2) also

H( (U sw)

706 <o

< K|y |Alw] e@uBlw]|ly £ K
WO < mithaw susta

Nun sei p selbst kein Eigenwert von Problem (2.1). Nach Lemma
2.1ist W(£)=Y und £L71:Y — X beschrinkt. Zur Anwendung

des Banachschen Fixpunktsatzes sei

T : Xo — Xo, T(lf) := Lo Bu] ©v(Alw] <uBw])] ,

()5 [ =)

Wie unten bewiesen werden wird, gilt

T(D)C D, (2.8)

[7(r) =1 ()] =aevi=a | () = (2)).
firalle () () ep (2.9)
() () er

so dafl der Banachsche Fixpunktsatz die Existenz eines Fixpunktes
(Y) € D von T liefert. Fiir diesen gilt dann also (%) € D(£) und

Alu] ©pBlu] &0 Blw] = e Blu] ©y(Alw] ©pBw]),



d. h.
Afu) (i + 0) Blu] = & (Al] & (0 + o) Bl] )
Fiir
1
U=w+—-u, Ai=pu+o
v
gilt daher A[U] = AB[U] und wegen (%) € D ferner (7(3__}:‘))) H ~

a* und (U <w) = 0, d. h. insbesondere ¢(U) = p(w) # 0, also
U +0.

Nachweis von (2.8):

Fiir (4) € D gilt T(¥) € D(£) und

e|r ()] = onta erald @nnle)

o
also
(7
lelr (]| = et nsta + bl 14k <ty

Y
< lel bl + ol
< 5|l -
< 5=
< 2o+ b=

wobei die letzte Gleichheit direkt aus der Definition von o und g
folgt. Mit (2.2) ergibt sich ||T(% )||A <a* also T(%) € D.

Nachweis von (2.9):

Fiir (), (32) € D gilt

o1 Blu1] <02 Blus]

= (o1 C}O’z)B[%(Ul +u2)] + %(01 + 02) Bluy ©us]



also 1st
llo1 Blu1] <02 Bluo]||y

1 1
<t (|ol o0l |12 + o) x + [ sl (2o + oz>|)

<by/lor Soal? + s Sual}

1 1

¢||§(U1+U2)||§(+|§(01+02)|2 (2.10)
=3(0)+ Gl 1) = ()

2 || \o1 o2) || % o1 a3
(o) =(22)

01 g9
Wegen o1 B[u1] <oaBlus] = L [T(gi) @T(gj)] folgt mit (2.2)

() oGl =] () = (2)
o1 02/ \lx 01 02

wobel Kba* = 1e/1&8 < 1.

~

X

< ba”

~

X

bl

~

X

Zu b) (Eindeutigkeitsaussage)
Es sei (ﬁ, X) ein weiteres Eigenpaar mit den in Satz 2.1 geforderten
Eigenschaften. Fir @ := 'y(ﬁ Sw), 7= X ep gilt (%) € D(L) und

|(3)]

v ((A SuB)[U cw @aB[w])

7 ((F e BT &(AeuB)] ©58L])  (211)
= 0B[u] &y(A epB)l],

also nach (2.2):

I

IN

K (el I1Blullly + [ [(A enB)W]lly )

1 u
Kb—
73 H (3)

Folglich gilt ||(%)||)? ¢ (w1, 22), wobei x1, x5 die beiden Nullstellen
des Polynoms %Kbxz <u + K|y]6 bezeichnen. Man rechnet leicht

X
2

+ K
X

IN

716




Zu ¢)

~

)

nach, dafl 1 = o, x5 = a™ + %\/1 &4, Da
gesetzt wurde, folgt

u

-

Mit dem bereits nachgewiesenen Eigenpaar (U, A) sei u := y(U <
w), 0 := A&, Analog zu (2.11) gilt £ [(¥)] = o Blu]ey(AcuB)w]

und auflerdem || (Z) ||)? < a*. Subtraktion der ersten Gleichung von

‘A < X VOoraus-
X

<a'.
X

o~

(2.11) liefert C [(%) @(u)] = o Blu] <o Blu]. Zusammen mit (2.2)

und (2.10) folgt
- =
o o

IG) =)l =
o o )A(

wegen Kba* < 1 also u = u, ¢ = ¢ und schliefilich U="U, X =

& B[d] <o Blu]|| < Kba* ,

~

X

(Einfachheit von A)
Lemma 2.2 liefert mit ¢ := o” und w, = U, p. = A (beachte

Kba* = B/(1+V1&P) =11 &p):

)

[u] ©@AB[u] ©yoB[U][ly

K
T~ Viep
fiir alle (“) € D(L) .
o

Wenn man K modifiziert, gilt (2.2) also auch mit (U, A) anstatt
(w, ). Ersetzt man (w, u) durch (U, A) (auch in £), so gilt eine zu
Lemma 2.1 analoge Aussage. Da A Eigenwert ist und damit inshe-

sondere A ¢ oRest, liegt die entsprechende erste Alternative vor und

es folgt die Einfachheit von A sowie B[U] ¢ W(A <AB).

Jetzt wird die zusitzliche Annahme p ¢ ogest fallengelassen.

Nach Voraussetzung ist ¢ aber dennoch kein innerer Punkt von oges; und

es existiert eine Folge (py) in C mit py, € oRest und

En = |ptn Spul — 0.



OBdA gelte Kbe, < 1 (n € IN). Lemma 2.2 liefert mit p. := py, und
w, = w fiir alle (Z) € D(L)

u .
1(9)]. < 8ot Bl <011,
X
mit K, := K/(1 < Kbey,). Aulerdem gilt
|Alw] Spn Blw]|ly < 6n =0 +en||Blw]lly

Setzt man 3, = (26, so gilt B, — 3 < 1 wegen K, — K und
8, — 6. OBdA sei die ganze Folge (5,) von 1 wegbeschrankt.

Mit «, = ﬂﬂ% ergibt sich wegen «,, — a* und p,, — p die Existenz
von N € IN mit

2
> . .
Knb\”@ﬁn (neN, n>N) (2.12)

Samtliche Voraussetzungen von Satz 2.1 sind nun mit den n-abhéngi-

an Soap + |y Sptn

gen GroBen pu,, Kp, 6n, Bn, oy erfillt und zusitzlich gilt p, & orest. Aus
dem bereits Bewiesenen folgt die Existenz einer Folge von Eigenpaaren

(Un, An) mit (U, ©w) =0 und

H( (U ) <ap (2.13)
An Spn /I3
und falls (ﬁ,X) ein weiteres Eigenpaar ist mit go(ﬁ <w) =0 und
U w) 2
Y nt V1 n o 2.14
(x\@un)A<a+Knbv =8 (2.14)

so gilt U = U, A= An. Desweiteren sind alle A, einfach und es gilt
B[U,] ¢ W(A <A, B). Wendet man (2.13) mit n := N an, so folgt aus
(2.12) fiir m > N

( UN W )
/\N@/Jm

Fir n > N ist (2.14) mit U :=Uy, X = Ay erfiillt und es folgt U, =
Un =:U, Ay = An =: A. Der Grenziibergang n — oo in (2.13) liefert fiir
(U, A) die behauptete Abschitzung.

2
ASO[N+|NN¢>/'Lm|<am+ﬂ\/1C>6m .

X




Ist (ﬁ X) ein weiteres Eigenpaar mit den in Satz 2.1 geforderten Eigen-
schaften, so gllt fiir hinreichend grofles n > N auch (2.14) und es folgt
U=U, = U, X=X, = A, d. h. die behauptete Eindeutigkeitsaussage.

Die Behauptungen iiber die Vielfachheit von A folgen direkt aus den ent-
sprechenden n-abhéngigen Aussagen und der Konstanz der Folge (U, Ap)
firn > N. O
2.2 Lokale Eindeutigkeit von Eigenwerten

Sei (ﬁ, X) ein weiteres Eigenpaar des gegebenen Problems (2.1) mit go(ﬁ@
w) = 0 und X in der Nihe eines nach Satz 2.1 bereits nachgewiesenen
Eigenwertes A mit zugehdrigem Eigenelement U. w, p seien wie in Satz
2.1 gew&hlt; w sei normiert durch ¢(w) € Ry, ||w||lx = 1. Ziel dieses
Abschnitts ist der Beweis einer lokalen Eindeutigkeitsaussage, die (unter
gewissen zusitzlichen Voraussetzungen) X = A nachweist. Eine derartige

Aussage folgt nicht direkt aus dem Eindeutigkeitsteil von Satz 2.1.

Man betrachtet das Problem (siehe auch (3.29) und die Bemerkung im
folgenden Abschnitt 2.3)

(Lxlu], Ly[v])y + ea(u,v)x = r{u,v)x firalleve D(Ly)  (2.15)
mit D(Lz) = D(A), Ly[u] := (A &AB)[u] und ¢4 > 0.

Das Spektrum von (2.15) ist durch ¢4 nach unten beschrankt und U ist
Eigenfunktion zum Eigenwert c4. Ist ¢4 ein einfacher Figenwert und setzt

man
Av = L5 + eallwllx (2.16)

so gilt nach einem Satz von Mertins [23, S. 232]

Jo o D)xT|" < (A <A) (2.17)
Ao /\1

wobei ¢4 = A1 < A2 < ... die Eigenwerte von (2.15) bezeichnen und

I I (1 L5 u ||Y—|—C4||u||X) fiir w € D(Ly). Hierbei wird vorausgesetzt,

dafl mindestens zwei Eigenwerte Ay, Az von (2.15) mit Ay < Az < inf o,

existieren (diese Voraussetzung ebenso wie die Einfachheit von Ay = ¢4



wird im Laufe der spiter geschilderten Homotopien automatisch iiber-
priift). U sei eine durch ||U]|x = 1, {w,U)x > 0 normierte Eigenfunktion

zum Eigenwert Aq; also ein Vielfaches von [7, somit U = %ﬁ (sofern
©

p(U) #0).
Das Ziel der folgenden Uberlegungen ist, fiir X nahe bei it eine obere

Schranke fiir |jw ¢>[7||X = |jw @WE;))UHX anzugeben, um mit Hilfe der

Eindeutigkeitsaussage aus Satz 2.1 zu zeigen, daf3 A=A gilt.

Satz 2.2 Ist ¢ > 0 mat

o oo, D x O lx <2 < 2L (2.18)
llellx a

50 1st gp(ﬁ) #0 und

£.

. 1
o0 < 14—
o(U) ( o(w) C}E)

el x a

Beweis: Aus (2.18) folgt zunichst {(w, ﬁ)X # 0, also {w, ﬁ)x > 0 auf-
grund der gewdhlten Normierung. Weiter gilt

N . PO
o0) 1| el Ol oal _ clielse )
plw) e, U)x p(w){w, U)x plw)lw, U)x
Wegen (2.18) ist die rechte Seite von (2.19) kleiner als = daher muf}
w,U)x
e(U) # 0 gelten.
Fir0<r<a, zeC gilt
1 a r
|Z¢>a|§r A4 ;QGZ @7’2 a2 @7’2
Mit &, ”wl(lx)d: ¢ < 1 folgt aus (2.19):
—1 ut
¥ = 4 ~— &—4
WUk  (WwU% WUk (WwU%



also

pw)  (w, O)x| _ ifw, U)x
o(U) 168 1 <67
und somit
Sp(f) @(w, ﬁ)X
e(U)
U 82 .
= SD((ﬁ) @(W, >2X 1 2<w,U>X
o(U) 1 <67 1 <67
(2.20)
<61(w,U)X 82w, U)x
- 1o 1 <67
61 - 61 9
= < = .
14 o, Uhx < 14 T
Tl x
Insgesamt ergibt sich
2
w ¢>S0((ﬁ) ﬁ
e(U) |lx
2
= |lo < {w, T)x T @(Wi) &{w, ﬁ)X) U
e(U) x
5 2
- Hw o, ﬁ)XﬁH +2Y) i Y5
e(U)
2 real ( P@) i, )y ) (welw, 0 xU, U)x
e(U) ~

2
<2y &
=€ o) o | O
Tellx e



Satz 2.3 Gilt

Ao N p(w)

gi= v (A eul||Blw]lly +6) <

o (Pl 1By +8) < 2=
und
2 1 2 Y 2 ’ * 2
(14— ) 2 R’ | <o’ + /168

(2l o) Kb
ol x o

(mit b, 0", K, b, 3 aus Satz 2.1), so folgt X=A
Beweis. Mit ||ul|x < \/% Iul, cqg = A1 und (2.17) folgt

1 Aa

U\ x U < Ay A2
H“ C><W’U>XUHX S VaVn o, Med)
2 AR s X8|
= ——— w w
A (A A1) Y
< A2 (IX =ul | BWlly +||Alw] ©uBw]lly)
U eE— w w w
> Mz SAr) H Y H Y
< e.

Ist € < ||i|(|2)¢’ so folgt mit Satz 2.2 und der Eindeutigkeitsaussage aus

Satz 2.1 die Behauptung. 0

2.3 EigenwertausschlieBungen

Zum Nachweis der Instabilitdt des Blasiusprofils mufl die Existenz eines
Eigenwertes in der linken Halbebene nachgewiesen werden. Fiir den Nach-
weis der Stabilitdt (fiir Reynoldszahlen unterhalb der kritischen Rey-
noldszahl) mufl hingegen gezeigt werden, dafi es keinen Eigenwert mit
negativem Realteil gibt. In diesem Abschnitt wird ein Satz vorgestellt,
der (zunichst lokale) Eigenwertausschliefungen liefert. Hieraus 148t sich
leicht ein Verfahren konstruieren, das fiir beliebige beschrankte Teilmen-
gen von C EigenwertausschlieBungen liefern kann. Zusammen mit der im
folgenden Abschnitt angegebenen EinschlieBung des Gesamtspektrums
der Orr-Sommerfeld-Gleichung mit Blasiusprofil ist so der Weg fiir einen
Stabilitdtsbeweis bereitet.



Satz 2.4 Ist B injektiv, p € C und & > 0 eine (positive!) untere Schranke

fiir den kleinsten Figenwert (bzw. das Gesamispektrum) von

Suche u € D(A)\ {0} und A € IR
mit (A <uB)u], (AeuB)[v])y = MB[u], B[v])y fiir alle v € D(A) ,

50 besitzt das Problem (2.1) keinen Eigenwert X mit |A ©p| < /k.

Beweis: Ist A ein Figenwert von (2.1) mit zugehorigem Eigenelement wu,
so folgt aus A[u] = AB[u] sofort, daB

(A AB)[u], (A <AB)[v]))y = A(B[u], Bv]))y fiir alle v € D(A)

als kleinsten Eigenwert Ay = 0 besitzt. Aus der Variationscharakterisie-

rung dieses Eigenwertes folgt weiter

s o IASAB)]|ly

venIB]lly
S I(A <uB)]lly <ll(p <) B[]y
T oven |1 B[¥]lly
D e HAeuB)lly
= <A+ inf ————————
Slp oA &b [BL]lly
> VEelou.

C

Bemerkung:

a) Ein &hnlicher Satz kann unter der Voraussetzung der Beschrankt-

heit (statt Injektivitdt) von B bewiesen werden.

b) Die Bestimmung der geforderten Konstanten « (und der im vorher-
gehenden Abschnitt bendtigten Eigenwertschranken fiir die ersten
beiden Eigenwerte A1, Ay von (2.15)) kann entsprechend dem Vorge-
hen in Abschnitt 3.3.3 (sieche (3.28) bzw. (3.29)) erfolgen. Der hier
erweiterte Definitionsbereich (D(A) statt D(A) N Xy) mufl dabei
durch einen weiteren Homotopieschritt (siehe Kapitel 3) beriicksich-
tigt werden. Dies bereitet keine Schwierigkeiten, denn die Eigenwer-
te der beiden Probleme mit den verschiedenen Definitionsbereichen

liegen “abwechselnd verzahnt”.



¢) Wie auch bei anderen Problemstellungen ist der Aufwand fiir die
AusschlieBung von Lésungen — und damit fiir den Stabilitdtsbeweis
— wesentlich grofer, als fiir eine (lokale) Einschliefung von Lésun-
gen, d. h. fiir den Instabilitdtsbeweis. Fiir die in diesem Abschnitt
geschilderte Methode zur EigenwertausschlieBung durch die Uber-
deckung eines vorgegebenen kompakten Teils der komplexen Ebene
mit Kreisscheiben gemifl Satz 2.4 bedeutet dies, dafl fiir jede ein-
zelne! Kreisscheibe (fast) derselbe Rechenaufwand notwendig ist,

wie fiir eine LosungseinschlieBung nach Satz 2.1.

Leider erwiesen sich die fiir eine verifizierte Behandlung erforderlichen
Rechenzeiten als so grof3, dal bislang keine verifizierten Ergebnisse vorlie-
gen. Numerische Experimente (mit Eigenwertnaherungen anstatt unteren
Schranken) liefern jedoch vielversprechende Ergebnisse. Man kann davon
ausgehen, dafl der Beweis der Stabilitdt des Blasiusprofils fiir gewisse Pa-
rameter o, R auf die in diesem Abschnitt dargestellte Art moglich ist,

sobald entsprechende Rechenleistung zur Verfiigung steht.

2.4 Einordnung der Orr-Sommerfeld-Gleichung mit Blasius-

profil

Zur Einordnung der Orr-Sommerfeld-Gleichung mit Blasiusprofil (siehe
Kapitel 1) in den allgemeinen Rahmen aus Abschnitt 2.1 setzen wir (s.

auch [21])

Y = L(0,00),

X = Hy(0,00) N HY(0,00) , (u,v)x = (Blul, Bll)y |
B: X =Y, Blu] = (&D? + a?)u

D(A) := Hy(0,00) N HI(0,00) ,

Afu] = (&D? + o) u +iaR [V(eD? + o®)u + V'] .

AuBerdem wihlen wir ¢ : X — €, ¢(u) := [ u(z) e”*dz mit einem

festen xy > 0. Die Griinde fiir diese Wahl von ¢ werden in Abschnitt

1Je nach Werten der Parameter o, R werden fiir einen vollstindigen StabilitAtsbe-

weis einige hundert Kreisscheiben benétigt.



3.3.4 deutlich. Wegen ||u||x = [|B[u]||y kann b = 1 gewahlt werden (siche

die Voraussetzungen von Satz 2.1).

Offensichtlich sind A, B linear, B beschrinkt, und nach [21] ist A abge-
schlossen. Die konkrete Wahl der weiteren zu Beginn des Abschnitts 2.1
eingefiihrten Grofen wird in den folgenden Kapiteln beschrieben. Hier
sei nur erwahnt, dafl die Bedingung “p kein innerer Punkt von ogest”
keinerlei Einschrankung fiir die Wahl von p bedeutet, da ores; Teilmenge
des in [21] bestimmten wesentlichen Spektrums o, der Orr-Sommerfeld-
Gleichung ist, also in einer Halbgeraden enthalten ist und somit leeres

Inneres hat:
ORest COe =X EC: A=v 4o’ +iaR, vE[0,00)}.

In [21] ist ebenfalls gezeigt, dafi simtliche Eigenwerte der Orr-Sommer-
feld-Gleichung (im Fall V"' < 0, was fiir das Blasiusprofil erfiillt ist) in
der Menge

R
M = [Ozz, OO) + ia R [Vinin, Vinax) + §|V/|maX AN
enthalten sind. Dabei seien Vinin, Vinax, | V' |max 80 gewéhlt, dafl
Vinin < V(2) < Vinax, [V (2)] < |V |max  fur alle z € [0, 00) ,

und A7 :={w e C: |w| <1, imag (w) < 0}. Abbildung 2.1 illustriert

die Lage von wesentlichem Spektrum und Eigenwerten.



CaRV,FU2RV|

RV nax /o oA,B)

a1/2 R%

Abbildung 2.1: Spektrum der Orr-Sommerfeld-Gleichung

mit Blasiusprofil






Kapitel 3

Anwendung des zentralen Einschlielungssatzes auf

die Orr-Sommerfeld-Gleichung

In diesem Kapitel wird ndher auf die Wahl bzw. die konkrete Bestim-
mung der im zentralen Satz 2.1 ben6tigten Grofien eingegangen. Es wer-
den Verfahren zur Bestimmung von N&herungseigenpaaren und zur Ein-
schlieBung des Blasiusprofils (auf dem Intervall [0, 00)!) vorgestellt. Als
besonders aufwendig erweist sich die verifizierte Bestimmung der Kon-
stanten K im dritten Abschnitt dieses Kapitels. Fiir die Durchfiihrung
der hierzu verwendeten Homotopiemethode wird im letzten Abschnitt
ein neuer Algorithmus vorgeschlagen, der die erforderlichen Rechenzeiten

erheblich verkiirzt.

3.1 Approximation von Eigenpaaren

Zur Bestimmung eines Niherungseigenpaares wird in [12] eine exponenti-
elle Transformation des Intervalls [0, 00) auf ein kompaktes Intervall und
eine anschlieBende Galerkin-Approximation vorgeschlagen (siehe auch
[14], [30]). Die Ansatzfunktionen werden dabei so gewahlt, daf} sie das-
selbe asymptotische Verhalten haben, wie die Figenfunktionen zu Eigen-
werten mit negativem Realteil (nur diese sind fiir die Untersuchung der

Instabilitdt von Interesse), namlich e=%* [12].

Fiir das weitere Vorgehen (s. Abschnitt 3.3.4) wird das Intervall [0, c0)
in zwei Teilintervalle ([0, zg] und [zg, 00) mit einem zg € (0, 00)) zerlegt.

Aus Griinden der Programmstruktur (s. Abschnitt 4.1) werden schon hier



abschnittsweise definierte Ansatzfunktionen verwendet:

() = 22 Py(2) (2 €10, 20])
#il7) { e Qi(e™**) (2 € (g, 0) ) .

Dabei werden die Polynome P; und ); so gewihlt, dafl die Ansatzfunk-
tionen ¢; in D(A) = H4(0,00) N HI(0,c0) liegen.

Das Galerkin-Verfahren liefert nun Eigenwertndherungen und zugehorige

Né&herungseigenfunktionen als Linearkombination der Ansatzfunktionen:

Der Ansatz
N
w(z) =Y ripi(2)
i=1
fithrt mit den Bestimmungsgleichungen

<A[w]a30i>Y = A(B[w],goﬁy (i:l,...,N)

auf ein komplexes, nichthermitesches Matrixeigenwertproblem, das mit
Standardmethoden der Numerischen Mathematik behandelt werden kann.
Ist (2, A) ein Naherungseigenpaar mit @ = (z1,...,zy) als (Ndherungs-)
N
Figenvektor des Matrixproblems, so kann (w,A) mit w = > 2;¢; als
i=1
Néherung fiir ein Eigenpaar des gegebenen Problems (2.1) aufgefafit wer-

den.

3.2 Einschlielung des Blasiusprofils

Ein Satz von Plum erlaubt, eine FinschlieBung des Blasiusprofils V', d. h.
der Ableitung V' = W’ der Losung der Blasiusgleichung

W (x) + W)W (x) =0 (0<z< o),

W(0)=Ww'(0)=0, (3.1)
leH;o W'(z)=1

auf dem ganzen Intervall [0, c0) anzugeben, falls eine Einschliefung der

Losung U des folgenden Anfangswertproblems auf einem Intervall! [0, b]

1Die in diesem Abschnitt verwendete Konstante b ist nicht identisch mit derjenigen

aus Satz 2.1.



mit hinreichend groflem & bekannt ist
U"(x) + U(2)U"(x) =0 (0 <2< o0),
U0)=U'0)=0, (3.2)
U’y=1.

Satz 3.1 (Plum [4, S. 126])

a) Die Lisung U von (3.2) existiert auf [0,00); ¢ = limy_.oo U'(2)
existiert und ist positiv; U U’ U" sind positiv auf (0, 00).

b) Die Randwertaufgabe (3.1) wird eindeutig gelost durch

Wiz) = 1 U(@ z) (0<z<o00). (3.3)

o

¢) Setzt man
Ws) = 2/:o e~ (=N gy = ¢ (ﬁﬁg/ose—ﬁdt) ,
F(a) = U'(z)+ U”(x))¢( Ulz) )

20 (x 20 (x)
o) = e s @) U(z)
a(x) U'x) + % (z) ¢( 2E(x))

mit 0 < 8,2 < 00, so gilt lim,_.o 7(2) = limg oo o(2) = o und fiir
alle x € (0, 00):
o(x) <o < 7). (3.4)
Ferner gilt firb <z < oo
max{U’(b)(z <b) + U(b), o(x <b) + U(b) <e(b)}
< U(@) < ofe )+ U()
Uty <U'(z) <o, (3.5)

0 < U"(x) <U"(b) exp (@@(1‘ &b)? U (b)(x @b))

= U U(b) U(b)
0= Ty (1{:) 2U’(b)¢( 2U’(b))) '




EinschlieBungen fiir U, U’, U" auf [0, 5] konnen mit dem Verfahren von
Brunk [4], Lohner’s AWA [22] oder Monotoniemethoden (siehe unten)
bestimmt werden. Ist b grofl genug, so liegen o(b) und @(b) nahe beiein-
ander und man erhalt mit (3.4) zunéchst eine EinschlieBung fiir 0. (3.3)

und (3.5) liefern dann Schranken fiir W, W', W auf [b, 00) mit b := \/cb.
Fir W(x \/>U \/7 ) folgt aus der ersten Gleichung in (3.5)

max{%U’(b)(x </ob) + @U(b), (r &/ob) + @U(b) @\/EE(I))}
(3.6

< W) < (o) +/ 000
analog folgt fiir W/(x) = %U’(\/gx)

U'(b) < W'(x) < 1 (3.7)

und fiir W () = (/22 U7/ 20)

0< W (z) <
<Wi@) < (3.8)

(@)BU“(I)) exp( C0) o by ﬁf l‘ﬁfb))

(jeweils fiir z € [INJ, o0)).

Setzt man

A = %U/(b) ;
B = @(@U’(b)b +U(b)) ,
¢ = v [Lom e,

D = cx/Eb—i—@U(b),

U'(b)
2¢ '
1

=\ (U(b) =bU'(B))



so folgt

max{Az+ Bx+C} <W(x)<z+D,

AW (x)< 1,

0< W"(x) < Gexp(<(Fe 4+ F)?) < Gexp(<(Eb+ F)?)
fir z > b.

Auflerdem folgt fiir W' (z) = W (2)W" (x)
&z + D)Gexp(e(Br + F)*) <W"(x) <0.

Die Funktion auf der linken Seite ist (mit den Werten fiir 4,..., G, die
sich in den konkreten Rechnungen ergeben haben) monoton wachsend,

d. h. es gilt
&b+ D)G exp(SA(Eb+ F)*) < W(2) <0

fir z > b.

Damit sind hinreichende Informationen iiber W und seine Ableitungen
auf dem Intervall [b, o0) bereitgestellt. Der Rest dieses Abschnitts behan-
delt die EinschlieBung von U bzw. W mitsamt Ableitungen im Intervall
[0,6] bzw. [0, b].

Da das Blasiusprofil in dieser Arbeit als Eingangsgréfie, namlich als einer
der Koeffizienten in dem Operator A, verwendet wird, ist neben der hohen
Genauigkeit der Einschliefung von V' = W’ (und seinen Ableitungen) die
Einfachheit der Darstellung im Hinblick auf eine programmtechnische
Realisierung von besonderer Bedeutung. Lohner’s AWA liefert stiickweise
polynomiale Einschlieungen, jedoch aus zu vielen Teilstiicken bestehend.
Hier empfiehlt sich die Anwendung der klassischen Monotoniemethoden,
wie z.B. in [32, 1.4.VIII] beschrieben. Als Beispiel wird dort wie in (3.2)
die Blasiusgleichung als Anfangswertaufgabe behandelt:

(3.2) ist dquivalent zu der Integralgleichung

u(t) = K (u)(t) = exp (@% /Ot(t @T)%(T)dr) (3.9)



fiir v = U” mit dem monoton fallenden Integraloperator K. Startet man

die Tteration vgp41 = K(vg) mit vg = 0, so 148t sich leicht nachrechnen,

daf

3

vp<vy =1, vpLvp=e" T

wobei die Ungleichungen punktweise auf ganz IR4 zu verstehen sind. Es
folgt (mit vy < u < vy):

voSvp <y <. <u<. . <vs <z < v

auflerdem konvergieren die v; gegen die Losung u von (3.9) [32].

Bei der praktischen Durchfiihrung der Iteration st6ft man jedoch bald
auf Probleme, da sich bereits vz nicht mehr in geschlossener Form dar-
stellen 148t. Fiihrt man die Iteration im ¢-ten Schritt, d. h. bei der Be-
stimmung von v;41, mit v; statt v; fort, wobei v; < v; falls 7 gerade und
¥; > v; falls @ ungerade, so bleibt die Ungleichung v;y1 := K(9;) > u
bzw. v;41 1= K(%;) < u bestehen. Man darf die v; also durch “einfache-
re” Funktionen nach unten bzw. oben (je nachdem, ob ¢ gerade bzw. un-
gerade) abschitzen und die Iteration fortfiihren?. Betrachtet man (3.2)
bzw. (3.9) auf einem kompakten Intervall [0, b] statt [0, o) und wahlt @;
als Polynom, so 148t sich v;41 := K(%;) in geschlossener Form angeben;
es ist v;41 = exp(P) mit einem Polynom P. Ein derartiges Vorgehen
wurde in einem Mathematica—Notebook realisiert. Nach 11 Iterationen
bzw. Abschitzungen kénnen Polynome U,, Us vom Héchstgrad 35 an-
gegeben werden mit U, < U < U, und ||U, ¢>Uz||oo,[0,b] < 7-10-10
fir b = 6. Durch zweimalige Integration und Ausnutzen der Differenti-
algleichung konnen hieraus EinschlieBungen fir U, U’ und U’ gewonnen
werden. In dem bereits angesprochenen Mathematica—Notebook werden
Naherungen Uy, Uy, Us, Us fiiv U, U’, U, U bestimmt mit

U ©Uolleo oy <1-1078,

10" T lloo o,y < 41077, (3.10)
HU// <:>[72||007[07b] <T7- 10710 ) |

U =Us||co oy < 1-1075.

?In [1] ist angegeben, wie fiir diese modifizierte Iteration Monotonieaussagen er-
halten werden kénnen. Dazu sind zusétzliche Ungleichungen zu tiberpriifen und es ist

abzuwigen, ob sich der zusitzliche Rechenaufwand rentiert.



Am Ende dieses Abschnitts werden mit Hilfe der soeben bestimmten
Groflen Einschlieungen fiir W und seine Ableitungen ermittelt. Zuvor
wird noch beschrieben, wie Ungleichungen der Form exp(P) < @ auf [0, 4]
mit Polynomen P, ) nachgewiesen werden kénnen. Dieser Nachweis ist
wesentlicher Bestandteil der oben beschriebenen modifizierten Iteration.
Offensichtlich ist die Bestimmung einer oberen Schranke fiir || exp(P) <
Q||oo,[0,5) ausreichend. Ein Satz von Ehlich-Zeller besagt

Satz 3.2 [11] Fs sei P ein Polynom von Héchstgrad n und m € IN; m >

n. xi,...,%T, seien die Nullstellen des m-ten Tschebyscheff—Polynoms,
T, = cos (2‘;”_1171') (u=1,...,m). Dann gilt

max |P(x,)|.
:1,...,77’7,

-1
1Ploc o1 < (cos )

2m

Ist exp(z) = S(x)+ R(x) die Taylorentwicklung vom Grad s mit Restglied
R der Exponentialfunktion, so folgt exp(P)<Q = So P <@+ Ro P und

welter

llexp(P) Qoo o) < (150 P Qoo 0, + [[ 20 Plleo,[0,5]

Cmax[so P(3,) ©Q@E)| +IRo Pl (311
Cmax | exp(P(F,) ©Q(E,)| + (1+ O)|Ro Pll o

IN

IN

mit C' gemif Satz 3.2 und entsprechend gebildetem max, wobei die Stiitz-
stellen Z, auf das Intervall [0, b] transformiert sind.

Falls @ eine gute N&herung (etwa mit Hilfe Gaufischer Approximation
bestimmt) fiir exp(P) ist, wird der erste Summand auf der rechten Sei-
te klein sein. Es ist noch zu klaren, wie grofi der Grad s des (Taylor-)
Polynoms S gewahlt werden muf, damit das Restglied Ro P auf [0, b] hin-
reichend klein wird. Hierfiir erweist es sich als giinstig, das Intervall [0, 6]
in mehrere Teilintervalle zu zerlegen und (3.11) in jedem der Teilinterval-
le anzuwenden. Es sei [a,b] ein solches Teilintervall. Ist y; < P(z) < yo
fiir @ € [a, b] (was sich ebenfalls mit Satz 3.2 {iberpriifen 148t), so gilt fiir
y = P(x) mit z € [a, b]

exp(P(x)) = exp(y)

~ (y y)’ yeyp)tt
= exp(yo) Z ( . ) 4 el ( ot 1))' mit einem 7 € [y, yo] -
i=0




Der Betrag des Restglieds 148t sich also nach oben abschétzen (y; < y <
yo!) durch

ly1 ¢>yo|s+1

(s+ 1!

Zu bemerken ist, daf§ das Taylorpolynom S wegen der letzten Zeile in

HROPHoo,[a,b] < Yo (3.12)

(3.11) nur von beweistechnischem Interesse ist, bei der praktischen Um-
setzung aber nicht konkret aufgestellt werden muf. Nur sein Grad s muf
nach (3.12) bestimmt werden, da er zusammen mit der zu wihlenden

Anzahl n von Stiitzstellen 2, die Konstante C' bestimmt.

Um aus den Grofien [70, Ul, [72, Ug mit zugehorigen Fehlerschranken wie in
(3.10) Naherungen und Fehlerschranken fiir W, W’ W" W' zu bestim-
men, verwendet man selbstverstdndlich (3.3) und setzt zundchst Nihe-

rungen fest durch

=t
o
Vo
=
p—
Il
! Q| —
iy
Ve
OQz
Ve
qxlﬁla‘
& =
- =
p—

%z
[3v]
—~
3]
s
[l
q[\‘)|,_x TN e
S
Py v
S w
Q| — h
B N
N
3]
s

Ws(z) =

mit einer Naherung ¢ fiir o.
Wo, Wy, Wa, Ws sind genau wie Uy, Uy, Us, Us Polynome, und mit Hilfe

des Satzes von Ehlich—Zeller erhalt man Schranken fiir
IW = Woll oo 0.7 »

denn

W (@) &Wo(z)| = ‘@U(ﬁl‘) (:)@UO(@JC)
o ot Bl o Tt o
< @HU SUolloo, 0,07 + @ﬁO(ﬁl‘) @@%(@l’)




Der letzte Summand ist ein Polynom und kann an gegebenen Stiitzstellen
ausgewertet werden, wenn man die bereits bekannten Einschliefungen fiir
o verwendet. Analog erhilt man auch Fehlerschranken fiir Wl, Wz und
Wt

W & Wolluo oy <3 1075

W' Wil o < 4-107°

- (3.13)
W ©Walloo s < 21077,
[W*"" < Wsl|oo 0,5 < 51077

Mit dem groBeren Wert b = 8 und hoherem Polynomgrad (60) wurde mit
(3.4) die (gegeniiber [4] verbesserte) EinschlieBung fiir o erhalten:

1.655190360230826 < o < 1.655190360230839 .

3.3 Eigenwertschranken zur Bestimmung der Konstanten K

Wie in der Bemerkung im Anschluf an Satz 2.1 erwdhnt, wird zunéchst
in Satz 3.3 und Folgerung 3.1 bewiesen, daf (falls X und ¥ Hilbertraume

sind) die Bestimmung der Konstanten K > 0 mit

)= <L)

Aquivalent ist zur Bestimmung des Infimums x; (oder einer positiven

<K

 fiiralle (Z_) € D(L) (3.14)

unteren Schranke hierfiir) des Gesamtspektrums des selbstadjungierten

FEigenwertproblems (vgl. (2.4))

Suche()ED \{()}und/\EIR
w2 (0] 2 [G)]r=242) (s

fiir alle (p) e D(L).

(3.15)

Zur Bestimmung einer unteren Schranke fiir k1 konnen verschiedene Ver-
fahren angewandt werden, etwa die von Weinstein [6], Kato [17], Temple
oder Lehmann-Goerisch [2], [34]. Im néchsten Abschnitt 3.3.1 sollen die



Verfahren von Rayleigh-Ritz zur Bestimmung oberer Eigenwertschranken
und die von Temple bzw. Lehmann-Goerisch zur Bestimmung unterer
Schranken beschrieben werden. In den folgenden Abschnitten wird eine

FEinordnung von (3.15) angegeben.
Es zeigt sich, dafi die von Plum [25] und Goerisch [13] entwickelte Ho-

motopiemethode in Zusammenhang mit der Bestimmung unterer Eigen-
wertschranken selbstadjungierter Probleme herangezogen werden muf.
Diese Methode wird ebenfalls vorgestellt und angewandt. Ziel ist die Be-
stimmung einer unteren Schranke fiir den kleinsten Eigenwert von (3.15),
eines Eigenwertproblems im Banachraum L, (0, 00) xC mit dem Operator
L (Abschnitt 3.3.2). Hierzu wird in Abschnitt 3.3.3 ein erstes Vergleichs-
problem angegeben, das statt £ einen Differentialoperator L in L2(0, c0)
benutzt. Da sich dieses Problem ebenfalls nicht in geschlossener Form
16sen 148t, wird es im Abschnitt 3.3.4 auf ein weiteres Vergleichsproblem
in L2(0,2) zuriickgefiithrt. Zur “Verbindung” dieser beiden Aufgaben
wird in Abschnitt 3.3.5 eine Einordnung in die Homotopiemethode an-
gegeben. Auch das zweite Vergleichsproblem wird durch eine Homoto-
pie (Abschnitt 3.3.8) auf ein weiteres Vergleichsproblem zuriickgefiihrt
(Abschnitt 3.3.6). Dieses Problem verwendet einen Differentialoperator
achter Ordnung mit konstanten Koeffizienten in L3(0, zg), und seine Fi-
genwerte kénnen als Nullstellen einer parameterabhéngigen 8 x 8 Deter-
minante bestimmt werden (Abschnitt 3.3.7).

Der folgende Satz 3.3 fiihrt die Bestimmung der Konstanten K mit (3.14)
auf das selbstadjungierte Eigenwertproblem (3.15) zuriick. Dazu bendti-
gen wir den Begriff des Spektrums selbstadjungierter Eigenwertprobleme

in Operatorgestalt und in Bilinearformgestalt.

Definition 3.1 Sind X,Y kompleze Banachriume und A : D(A) C
X — Y ein abgeschlossener linearer Operator, sowie B : X — Y ein

beschrinkter linearer Operator, so bezeichne
p(A,B) :={AeC: A<AB: D(A) — Y ist bijektiv}
die Resolventenmenge des Figenwertproblems Alu] = AB[u], sowie

(A, B) :=C\p(4, B)



das Gesamtspektrum,
op(A,B) ={A€C: AcAB: D(A) — Y ist nicht injektiv}
die Menge der Eigenwerte und

(A, B) :={A €C: X ist Hiufungspunkt von o(A, B)}
U{A € C 1 X ist Bigenwert unendlicher (geometrischer) Vielfachheit}

das wesentliche Spektrum.

Fiir Aufgaben in Bilinearformgestalt
M(u,v) = AN (u,v) fir alle v € D(M) | (3.16)

wobei M bzw. N hermitesche Sesquilinearformen iiber dem komplezen
Vektorraum D(M) bzw. dem normierten Vektorraum (D(N),|.||) seien,
mit D(M) dicht in D(N) und N(-,-) positiv definit, bezeichne p((3.16))
die Menge derjenigen A € C, fiir die gult
M(u,v) AN (u,v) = N(r,v) fir alle v € D(M)
ist eindeutig losbar fir jedes r € D(N)
und es gilt ||u|| < C|r||

(mit einer von v unabhdingigen Konstanten C),
sowie 0,((3.16)) die Menge derjenigen A € C, fiir die
M(u,v) = AN (u,v) fir alle v € D(M)

nichttriviale Losungen u besitzt. o((3.16)) und o.((3.16)) sind wie zuvor

erkldrt.
Satz 3.3 Fs seien X, Y Hilbertriume, H := D(L) ,

M(u,v) = (Llu], L))y + (u,v) 5 firu,v€ H,

N(u,v) = (u,v) 5 firu,ve i,

D(M) := D(N) := H versehen mit der durch M erzeugten Norm und
M(v,v)

i = inf sup Mo o)

V CH Unterraum 0ZveV
dim V=¢



Dann gilt:
Ist das Spektrum von (3.15) anfangsdiskret,

A1 ((3.15)) < Ao((3.15)) < ... < A((3.15)) < inf 0.((3.15)) ,

so gilt M;((3.15)) = 1 firi=1,... k.

Ist das Spektrum von (3.15) nicht anfangsdiskret, so gilt
inf o((3.15)) = inf 0. ((3.15)) = 1 1.

Bewels:

Da £ abgeschlossen ist, wird (H, M(-,-)) zum Hilbertraum. Man betrach-
te das zu (3.15) um 1 spektralverschobene Problem

Suche u € H\{0} und A € IR
(3.17)
mit M(u,v) = AN (u,v) fur allev € H .

Dann existiert ein beschrankter selbstadjungierter Operator B:H—H

(siehe [18, V.2.1]) mit
M(éu,v) = N(u,v) fir alle u,v € H .

Da N(-, ) positiv definit ist, besitat B eine selbstadjungierte Inverse A=
B~lin H. (3.17) ist dquivalent zu

Suche u € H\{0} und A € IR
(3.18)

mit Au = Au

und es gilt 0 < inf 0'(2) (denn die Eigenwerte von A und (3.17) stimmen
(einschlieBlich Vielfachheiten) iiberein, ebenso die Resolventenmengen,

also auch die wesentlichen Spektren).

Hat A mindestens k Eigenwerte unterhalb des wesentlichen Spektrums,
so gilt fiir ¢+ = 1,..., %k nach der bekannten Variationscharakterisierung
[3], [10] dieser Eigenwerte



dbme:  O#uEV M(u’ u)

~ -1
_ @( ol sup %)

. M(u, u)
= inf sup @ ———=—"
di‘r/nCVPI:z 0#uevV. M Bu,u)
. M(u, u)
= inf sup —————— = fi; .
S omuev Nouw)

Ist das Spektrum von A nicht anfangsdiskret, so liefern der Spektrale
Abbildungssatz ([18, I11.6.3]) und die Figenschaften der Rayleigh-Extre-
malwerte [3], [10, XI.1]

inf Ue(g) = <finf Ue(ﬁé))_l

~ -1
. M(eBu,u)
@(Oﬁgﬂ M(u, u) )

mf MW
oguerr N(u,u) 1 O

Folgerung 3.1 Die Konstante k1 aus (2.3) ist gleich dem Infimum des
Gesamispektrums von (2.4) bzw. (3.15).

3.3.1 Die Verfahren von Rayleigh-Ritz, Lehmann-Goerisch
und Temple

Betrachtet werden Figenwertprobleme in Bilinearformgestalt
M(u,v) = AN (u,v) fir alle v € D(M) | (3.19)

wobei M bzw. A hermitesche Sesquilinearformen iiber den komplexen
Vektorraumen D(M) bzw. D(N') seien. N sei positiv definit und M

positiv semidefinit. Man bezeichnet

i = inf sup (3.20)

UCD(M) Unterraum 0ZfeU
dim U=1¢



als i-ten Rayleigh-Extremalwert von (3.19).
Ist (D(M), M(-,)) ein Hilbertraum und D(N) = D(M)3, so ist in [34]

gezeigt?, dafl das Eigenwertproblem (3.19) #quivalent ist zu dem eines
selbstadjungierten Operators A; siehe hierzu auch den Beweis von Satz

3.3. Die Charakterisierung der Eigenwerte von A durch Variationsprinzi-
pien ([3], [10, XI.1]) (wie im Beweis von Satz 3.3) liefert:

o~

a) Ist p; < info.(A4) =info.((3.19)), so ist (3.19) anfangsdiskret, be-
sitzt mindestens ¢ Eigenwerte (A1 < Ag < ... < A, der Vielfachheit
entsprechend oft aufgefiihrt) unterhalb des wesentlichen Spektrums,
und es gilt A; = ;.

o~

b) Ist y; = infeo.(A) = info.((3.19)), so besitzt (3.19) hochstens i <1
Figenwerte unterhalb des wesentlichen Spektrums, und es gilt y; =

p; fir alle j > 2.

Im Verfahren von Rayleigh-Ritz wird in (3.20) D(M) durch einen n-
dimensionalen Teilraum D, (M) C D(M) ersetzt und man erhilt obere
Schranken Agn) fir p;. Sind w1, ..., v, linear unabhingig und spannen
diese den Raum D,, (M) auf, so sind die Agn) (i =1,...,n) charakterisiert

als Eigenwerte des Matrixeigenwertproblems
mit den hermiteschen n x n-Matrizen

Ay = (M(vi, ve)ik=1, .

(3.22)
Ay = (N(vg,01))i k=1, 0 -

Zur Bestimmung unterer Schranken fiir Eigenwerte unterhalb des we-

sentlichen Spektrums sollen die Verfahren von Lehmann-Goerisch und

3In der Literatur wird dieser Fall als “linksdefiniter Fall” bezeichnet.

4Tn [34] wird auch gezeigt, daBl eine analoge Aussage gilt, falls (D(N),N(-,-))
ein Hilbertraum ist und D(M) dicht in D(A). Dieser Fall wird als “rechtsdefini-
ter Fall” bezeichnet. Die Voraussetzung der Semidefinitheit von M(-,-) 148t sich hier
abschwichen zu: Es existiere ein > 0, so dal M(-,-) +n N (-, ) positiv (semi-)definit

ist.



Temple verwendet werden (die Bezeichnungen sind an die in [2] ange-
lehnt; die Voraussetzungen der Verfahren entstammen [34], wo Aufgaben

mit wesentlichem Spektrum eingeordnet werden kénnen).

Zunachst wird die Methode von Lehmann-Goerisch fiir linksdefinite Auf-
gaben vorgestellt. Dazu sei (D(M), M(-,-)) ein separabler, komplexer

Hilbertraum und es gelte

(LO) (Xg,B(:,-)) sei ein komplexer Hilbertraum und T : D(M) — Xg
eine Isometrie, d. h. B(T'f,Tgq) = M(f, g) fir alle f,g € D(M).

(L1) v1,...,v, € D(M) seien wie fiir das Verfahren von Rayleigh-Ritz

linear unabhéngig gewahlt.

(L2) Fir wi,...,w: € Xg gelte B(Tf,wf) = N(f,v;) fir alle f €
D(M).

L3) Fiir ein m € IN seien linear unabhingige w?,...,w% € Xg so
glge wy

gewiihlt, daB gilt B(Tf,w!) = 0 fiir alle f € D(M).

Zusitzlich zu den in (3.22) definierten Matrizen werden drei weitere er-
klart:

Ay = (Bw], wy))ik=1,..n ,
Bg = (B(w, wg))i,k:y..,m 5
o= (B(w;‘,U@))i:ly,..,n;k:l,...m .

Auflerdem wihlt man einen Spektralparameter p > 0 und C' € C**™. Ist
die Matrix

Ag ©2pA1 + pX(As + CF + FO' +CBgC')

positiv definit und bezeichnen py, ..., pty, die (der Grofie nach aufsteigend

geordneten) Eigenwerte von
(Ao ©pA1)r = (Ao ©2pA1 + p2(As + CF + FC' + CBaC e

so besagt Satz 6 aus [2], dafi das Intervall [p @%ﬂj,p) mindestens j
Eigenwerte des Ausgangsproblems (3.19) enthilt, falls j < n und p; < 0.



Hat ein Problem (3.19) wenigstens N + 1 Eigenwerte unterhalb ¢.((3.19))

und ist a priori bekannt, dafl
An < p < /\N+1 , (323)

so 148t sich hieraus leicht (s. [2]) ein Algorithmus konstruieren, der untere
Schranken fiir Ay, ..., Ay liefert. [2, Satz 7], erklart, warum fiir C' eine

Né&herung fir ¢>FB§1 verwendet werden sollte.

Das bekannte Verfahren von Temple fiir linksdefinite Aufgaben ist in
obigen Ausfiihrungen als Spezialfall enthalten. Zum Abschlufl dieses Ab-
schnitts wird die Methode vom Temple fiir rechtsdefinite Probleme vor-

gestellt® [2], [34, Corollary 1.5, § 4]:

(D(N), N(+,-)) sei ein separabler, komplexer Hilbertraum. v € D(M)\{0}
wird zunéchst beliebig gewihlt (um gute Schranken fiir den N-ten Eigen-
wert Ay von (3.19) zu erhalten, wahlt man v als “gute” N&herung eines

Figenelementes zu Ay).

w € D(N) wird so bestimmt, daf
M(f,v) = N(f,w) fur alle f € D(M) .

Gilt

M(v,v)
—— < p< A ,
N(v,v) P ANHL
so folgt

N(w, w) <pM(v,v)
M(v,v) ©pN(v,v)

<Ay .

3.3.2 Die Konstante K

Zur Bestimmung von Eigenwertschranken fiir das Problem (3.15) mit den
im vorhergehenden Abschnitt dargestellten Methoden wird mit den be-
reits in Abschnitt 2.4 festgelegten Gréflen (siehe auch Anhang A) folgende

5Ebenso wie im linksdefiniten Fall gibt es auch im rechtsdefiniten Fall eine Verall-
gemeinerung des Temple-Verfahrens von Lehmann und Goerisch, die wir jedoch aus

Griinden der einfacheren Darstellung hier nicht angeben.



Einordnung gewahlt:

@)=
() G)) = e[ )] Gl et GE)- s

Xg =Y xY xC,

N

M

fi g ;
B f2 3 {13 = <f1ag1>Y+c<<fz)a<:Zz)>?a

I g3

T:D(L) — X T(C‘_)) =| Bl
o

Die Konstante ¢ > 0 bewirkt eine Spektralverschiebung (alle Eigenwerte
des Problems (3.19) sind um ¢ grofler als die von (3.15)) und sollte in
derselben Groflenordnung wie der kleinste Eigenwert von (3.15) gew&hlt
werden. D(M) wird mit M(+, -) zum Hilbertraum, wobei die Vollstandig-
keit aus der Abgeschlossenheit von £ folgt. Zur Behandlung als “linksde-
finites” Problem setzt man D(A') := D(M) und fiir den “rechtsdefiniten”
Fall D(N) := (Xo N HJ(0,00)) x € mit dem bereits angegebenen inne-
ren Produkt N (-, ). (Xg, B(-, ")) ist wie (D(M), M(+,-)) ein Hilbertraum
und T : D(M) — X¢ erfiillt die Bedingungen (L0).
Fiir Ansatzfunktionen w; bzw. w! mufl gemaf (L2), (L3) gelten

s(r () ()=~ () ()

fiir alle (?) € D(L)

2

(3.24)

w1

mit gegebenem (Z;) € D(L) fir wf = ( Wa ) bzw. v; = va = 0 fiir

w3
o_ [ wd
w; = 2 .
w3



Zur Behandlung der Gleichung (3.24) und im weiteren Fortgang der Ar-
beit empfiehlt sich die Einfiihrung weiterer Operatoren (siehe auch An-
hang A)

By HY0,00) — Ls(0,00),
BY : Hz(0,00) — Ly(0,00) , (3.25)
Blu] = (&D*+o*)u (Be{B, B} .

Die Bestimmung der verwendeten adjungierten Operatoren (mit * ge-

kennzeichnet) ist in Anhang B dargestellt.
Fiir gegebenes (V}) € D(L) gilt

V2

s(r () () =+ (()-(2)

fiir alle (?) € D(L)

2

e (5)] e (%) b = ) (s
fiir alle (2) € D(L)
= (3 ets e (2)- (B
() (55w ()

& L w] + c(BT [MZ]) = (BTBl [Ul]) +k (g’) mit & €C |

w3 V2

=

falls wy € D(L*),wy € D(B7). Der Term /f(‘é’) in der letzten Zeile er-

gibt sich durch die Forderung der Orthogonalitiat auf ¢ in D(L) = {u €
H4(0,00) N HY(0,00) : {u,¢)L,(0,00) = 0}

7u v; = (Z’;) kann also
Ty

gewdhlt werden.



muf} gelten

crne") ()

d. h. man setze w;; = w3 = 0 und bestimme w; 2 aus B [w1,2] = ¢;
wa1 = wa3z = 0 und wy (%) = e~ (= Bjlws2] = 0); fiir ¢ > 3 wihle
man w; 1 € D(L") und bestimme dazu (3’2) mit

(BT [wz’,z]) — @%ﬁ*[wm] ;

w; 3

. 0 Wi 1
Fir w; = | Wiy
Wi, 3

)

N

der noch verbleibende freie Parameter in w; » ist dabei geeignet festzule-

gen.

Da Gréflen p, N mit (3.23) nicht ohne weiteres angegeben werden kénnen,
wird zu deren Bestimmung die von Goerisch [13] und Plum [25] ent-
wickelte Homotopiemethode verwendet. Sie basiert auf dem folgenden
Vergleichssatz fiir Rayleigh-Extremalwerte (und damit fiir Eigenwerte
unterhalb des wesentlichen Spektrums) und fiihrt die Bestimmung von
p, N auf ein Vergleichsproblem zuriick. Ist dieses Vergleichsproblem sei-
nerseits nicht lésbar (d. h. kénnen keine “guten” Schranken fiir seine
Figenwerte angegeben werden), so ist ein weiterer Homotopieschritt, also
der Ubergang zu einem weiteren Vergleichsproblem notwendig. Es ergibt
sich so eine Schar von Vergleichsproblemen, bis man zu einem geschlos-

sen® l6sbaren Problem gelangt.

Satz 3.4 (Vergleichssatz) [2, Theorem 10] Es seien die zu Beginn von
Abschnitt 3.3.1 bzw. in der Fufinote auf Seite 42 aufgefihrten Vorausset-
zungen fir M, N, D(M), u; und analog fiir M,N, D(M), f; mit D(M) C
D(M) erfillt. Auflerdem gelie

M1 ]) M)
N~ N
fiir alle f € D(M) mit f # 0.
Dann gilt ji; < p; (i € IN).

6Es geniigt, wenn hinreichend gute Schranken fiir die Eigenwerte dieses Problems

angegeben werden kénnen.



Beweis: Die Aussage folgt direkt aus Definition (3.20).

3.3.3 Das erste Vergleichsproblem

Es wird ein Vergleichsproblem zu (3.15) angegeben, mit dessen Hilfe ein
geeigneter Wert des Spektralparameters p (siche (3.23)) bestimmt werden

kann. Dazu wird der Vergleichssatz 3.4 verwendet’.

Satz 3.5 M, N, D(M) seien wie in Abschnitt 3.3.2 gewdhlt. Wahlt man
¢1 >0 und setzt DIMD) .= DM), NO(f, 9) :=N(f,9),

D(L,):=DA)NXy, Luul:=AeuB)ul, (3.26)

M ((fl), (gl)) = (L) (Lulfi], Luloal)y

J2 g2

1
+ (1 Qa) 1?1 Bl f2 7o + C((g)’ (il)b? ’

so sind die Voraussetzungen von Satz 3.4 erfillt (mit M(l), /V“),

D(M(l)) statt M, N, D(M)) und es gilt ﬁgl) < (t€IN).

Beweis: Fir (2) € D(M) = D(M(l)) gilt

o) G = =L ()
= 4l @uBl] B + | (1)
= Wealill + szl + o] ()]

<2real((yf2Blw], Lulfi])v)

7 f2Blllly [[Lx[A]lly
1,1
35 Iy f2 B + ex [|Lu LA

()

"Die Eigenwerte der beiden Probleme liegen “abwechselnd verzahnt”, so daf das

2

X
2

~

X

IN

IN

1 2
> (Leer) [|ILuAllly + (1 @a) Iy f2Blw]lly + ¢

X

neue Problem direkt als Vergleichsproblem verwendet werden kann.



Bemerkung:

a) Fiir einen Eigenwert A; von

w62 () 6)

(3.27)
fiir alle (gl) e D(MWD)
92
gilt
3 1 2 2
b= (o hPIBLIR + ¢
oder
N\ = (lea)dj+e
mit einem Eigenwert A; von
(Luul], Lu[v])y = Mu,v)x fir allev € D(L,) . (3.28)

Zum Nachweis sei (2) Eigenelement zum Eigenwert X von (3.27).

Aus (3.27) folgt fiir g1 € D(A) N Xy, g2 =0

(L en)(LulA), Lulg)y +c{f1, 01)x = Mf1,91)x

also ist (A<¢)/(1 ;) Eigenwert von (3.28), falls f; # 0. Ist dage-
gen fi =0, so folgt aus (3.27) sofort A = (1@%) Iv|? | Blw]||3 + c.
Diese Uberlegungen gelten ebenso bei Beriicksichtigung der Viel-

fachheiten der Eigenwerte.

b) Der Grenziibergang ¢; — 0+ liefert die fiir die numerische Anwen-
dung entscheidende Beziehung p;41((3.15)) > p;((3.28)) fiir ¢ € IN.



3.3.4 Das zweite Vergleichsproblem

Geméf der Bemerkung am Ende von Abschnitt 3.3.3 miissen die Eigen-

werte von (3.28), ndmlich
MDDy, v) = X N (u,v) fiir alle v € D(MD) (3.29)
mit

DMWDY = DA)N X,

)
MG (u,0) = (Lufu], Loy
DNWY = XN HY(0,00),
)

(1)(u v) = {(u,v)x

bestimmt werden (oder “gute” Einschliefungen hierfiir). Dies geschieht
mit Hilfe eines weiteren Vergleichsproblems, das es ermdglicht, das auf ei-
nem unbeschriankten Intervall betrachtete Problem (3.29) auf ein Problem
in dem kompakten Intervall [0, ] zurlickzufiithren. Hierzu wird die Tdee
des “Neumann Decoupling” von B. Davies [8] aufgegriffen, d. h. das un-
beschrankte Intervall [0, o0) wird an einer Stelle 2 > 0 aufgeteilt und der
zugrunde liegende Funktionenraum vergréflert, indem bei zy kein glatter
(H4—)Ubergang gefordert wird, sondern Neumannsche Randbedingungen,
die bei Formulierung in Bilinearformgestalt nicht explizit auftreten. Das

zweite Vergleichsproblem lautet:

M (u,v) = X NP (u,v) fiir alle v € D(MP) (3.30)
mit
DMP)) = {f € L2(0,00): flioea) € Ha(0,29), F(0) = f(0) =0,
f|(x0,oo) € H4(l‘0, OO), Qp(f) = 0} )
MPD(u,v) = (LPTul0,.00)], L] 0,00)]) L2(0,00)

HL ] (0,000 LY 0] (20,000]) La(a,co) »
DN = ([ flo,e0) € H2(0,20), £(0) = f'(0) =0,
Flizo,00) € Ha(xo,00), (f) = 0};,
N, v) = (BY[ulo.e0)], BV [0](0,00)]) La(0,00)
H(B 1l (29,000, B [0l(w0,00)]) La(wo,00) -



Die Operatoren B, L, mit hochgestelltem ({) oder () sind in offensicht-
licher Weise durch Einschrinkung des Definitionsbereiches ihrer Argu-
mente (Teilmengen von La(0,2g) baw. La(zg, 00) statt La(0,00)) aus
den Operatoren B, L, hervorgegangen. Fiir die exakten Definitionen sie-
he Anhang A. Das Funktional ¢ ist in Abschnitt 2.4 eingefiihrt wor-
den. Wegen D(MW) c D(M®) ist nach Definition (3.20) klar, daB
alle Rayleigh-Extremalwerte von (3.30) (und damit alle Eigenwerte un-
terhalb des wesentlichen Spektrums) kleiner oder gleich denjenigen von
(3.29) sind. Das somit gefundene Vergleichsproblem (3.30) kann getrennt

auf den Intervallen [0, z¢] und [xg, o0) betrachtet werden, denn es gilt mit

D(M(zvl)) = {f & H4(0 ) : ( ) = f/(o) = 0} )
DM®M) = {f € Hu(zo, ) : 9(f) = 0},
DNGDY = {f € Ha(0,20) : f(0) = f/(0) =0},
DNGTY = {f € Ha(xg,00) : p(f) =0},
M0 () = (L], TP 1ao,0) »
MED(w,v) = (LT, L) e co)
NED vy = (BO], BO[]) L3(0,x0)
NCww) = (O], B o
und ﬂgz) bzw. ugz’l) und ugw als Rayleigh-Extremalwerten von (3.30)
bzw.
/\/l(z’l)(u, v) = A N(zyl)(u, v) fir alle v € D(M(Z’l)) (3.31)
und
M) (w,v) = AN (u,v) fiir alle v € D(MZ7) (3.32)
Satz 3.6

{pg ZE]N}—{u(zl) ZE]N}U{u(zr) ieIN}.

Beweis: Fiir i = (2),(2,0),(2,7) ist (D(N?),N(-,-)) ein Hilbertraum
und D(M?) liegt dicht in D(N?). Es gilt DN () = DNED)@ DN ),



Fiir die analog zum Vorgehen im Beweis von Satz 3.3 erhaltenen zu-
gehorigen Operatorformulierungen A, AW A yon (3.30) bzw. (3.31)
und (3.32) folgt damit nach [10, IX.5] Ue(g) = Ue(g(l))UO'e(g(r)), Up(g)
= Up(g(l)) U Up(g(’")). Aufgrund der in Abschnitt 3.3.1 dargestellten Ei-
genschaften der Rayleigh-Extremalwerte folgt hieraus die Behauptung.

Siehe auch [8, § 2]. O

Bemerkung:

a) Die Aussage von Satz 3.6 gilt auch bei Beriicksichtigung der Viel-
fachheiten der Eigenwerte (der Beweis erfolgt analog): Es gibt zwei
Teilfolgen /1(%,%3 von ﬂf) mit p(?l)) = ﬂgcz’l), ﬂ§(22)) = /JECZ’T) fiir

'k 'k 'k 'k
k € IN und {igcl) ckeNtuU {igcz) :k € N} = IN, sowie igcl) # i;z)
fir k,j5 € IN.

b) Der Beweis von Satz 3.6 beruht entscheidend auf der Wahl von ¢.
Anschaulich gesprochen darf ¢ nur Funktionswerte “rechts von zy”
verwenden, damit D(N(Z)) wie angegeben in die direkte Summe

zweler Teillrdume zerlegt werden kann.

Problem (3.31) wird in Abschnitt 3.3.6 mit Hilfe der Homotopiemethode

auf ein weiteres Vergleichsproblem zuriickgefiihrt.

Die Rayleigh-Extremalwerte fiir das Problem (3.32) auf dem Intervall
[xg, 00) werden nicht exakt bestimmt, sondern im folgenden nach unten

abgeschétzt.
Fiir f € DM®7)) gilt

(M(Z’”(f, f)) :
NEO(f, )

L L L (oo,00)
B 2000

1A @ﬂB(T))[f]HLz(WvOO)
BT La(wo00)

(AT BN Eatwo o)
IBO A Lot o)

(3.33)

||f||L2(l‘0,00)
IBU Lo c0)

@gl C}gz



fiir
ADf(z) = AV [f)() + 21(2) B () + £2(2) f(=)
und
llelloo,(zo,00) < €15 llE2lloo (20,00) < €2 -

Bezeichnet Agr) den Operator, in dem das Blasiusprofil V' durch sei-
nen asymptotischen Wert (= 1) und V” durch 0 ersetzt werden, so gilt
g1(z) = iaR(V(z) <), ea(x) = ia RV () und &1, &5 sind klein, falls zg
hinreichend grof gewahlt wird.

Lemma 3.1 Fir f € D(B") gilt

||f||L2(l‘0,00) < i
1Bl La(ea,co) —

Beweis: Bezeichnet p; den ersten Rayleigh-Extremalwert von

(B, BU gD £ e0,00) = AFs 9) Lo, 00)

(3.34)
fir alle g € D(B(T)),

so gilt

||f||L2(l‘0,00) < 1
1Bl Lagea,0) — VAT

Ist (3.34) nicht anfangsdiskret, so gilt g1 = inf ¢, = a?, denn das wesent-
liche Spektrum von (3.34) ist gleich dem von B*B [10, Theorem 1X.9.6],

da letzteres Problem eine endlichdimensionale Stérung von (3.34) ist. Ei-
4

ne einfache Rechnung® zeigt, daf es keine Eigenwerte unterhalb von o

gibt (man beachte die Bedingung o(f) = 0 fiir f € D(B(")). Es folgt

1
(r) —_
0 < I lnatoncer / 1B Ut < 5 - 5

8Siehe Anhang C fiir die Aquivalenz von starker und schwacher Formulierung der

auftretenden Probleme.



(

Bezeichnen ﬁiz’r) die Rayleigh-Extremalwerte von

(A @ pB) ], (AT S pB)0]) 1y 00) =

(3.35)
A N(Z’T)(u, v) fur allev € D(/\/l(z’r)) ,
so gilt nach (3.33) und Lemma 3.1 fiir ¢ € IN:
iy L ~(2,r)\ L ~ 1 ~
() 2 ) et e gE (3.36)

Man bestimmt zunichst das wesentliche Spektrum von (3.35) und zeigt
dann, daf} es aufler dem einfachen Eigenwert A = 0 keine weiteren Eigen-
werte von (3.35) gibt.

Satz 3.7 Das wesentliche Spekirum von (3.35) ist enthalten in der Menge
[(aR ssimag(n))?, )

Beweis: In diesem Beweis bezeichne [|.|| die Norm ||.||1,(z0,00) und (., .)
das innere Produkt (., ~>L2(x0,oo)~ Man betrachtet zundchst die Resolven-

tenmenge von (3.35):

A€ p((3.3))

& (A euBO) ], (AY @pBT) ) ©XBC [u], BO)
= (B")[r], B"[v]) fiir alle v € D(M*7)
ist eindeutig losbar fiir jedes r € D(AV(>7))
und es gilt ||BY[u][| < C|| BT[]

& ((AY) euB)u], (AT <uB)[)
= (BU)[r + Au), B[]) fiir alle v € D(M37))
ist eindeutig lsbar fiir jedes r € DN 7))
und es gilt ||BY[u][| < C|| BT[]

Setzt man w := BU)[v] und T := (Aér)cmB(’"))(B(’”))_l, s0 ist dies wegen
D(T) = BU)(D(MZ7))) (siche Beweis von Lemma 3.2) dquivalent zu

(AY) ©uBO) ], Tlw]) = (BT [r + A, w)



fiir alle w € D(T)
ist eindeutig lésbar fiir jedes » € D(N(37))
und es gilt ||BY[u][| < C|| BT[]

& (A euBM)u] € D(T*) und
T*(AY) ouB™)u] = B[r + Au]
ist eindeutig lésbar fiir jedes » € D(N(37))
und es gilt [|B)[u]]| < CIBOR]

Mit % := BU[u] fir v € D(B")) und wegen D(M>7)) c D(B™M)
baw. D(T) = BU")(D(MZ7))) folgt weiter Aquivalenz zu

% e D(T*T) und T* T[] <At = B"[r]
ist eindeutig 16sbar fiir jedes r € D(N "))
und es gilt [|u|| < C||B(’”)[r]|| .

Wegen B (D(N7)Y)) = Ly(xg, 00) ist dies dquivalent mit A € p(T*T),
insgesamt gilt also p((3.35)) = p(T*T).

Mit Hilfe dhnlicher Umformungen (mit » = 0 und anderen Quantoren),
folgt, dafl die Eigenwerte von (3.35) gleich denen von T*7T sind (siehe
auch Folgerung 5.1). Das wesentliche Spektrum von (3.35) ist folglich

gleich dem wesentlichen Spektrum von 7*7T'. Bevor dieses bestimmt wer-

den kann, werden noch einige Aussagen iiber den Operator T bendtigt.

Wegen D(T') = Ha(xg, 00) (siche Lemma 3.2) und Tu] = (&D? + a?)u+
(fa R <p)u ist

D(T*) = H(xg,00) und T*[u] = (&D? 4+ o?)u + (iaR Sp)u .
Nach [10, Theorem I1X.9.6] ergibt sich
o (TT)
= {((&” + %) + (iR op)(&£7 + a”) + (iaR <p)) : £ € R}

2

C [(«R <imag(u))*, o) .



In der letzten Zeile gilt Gleichheit, wenn nur Werte von g mit real(p) < o?

betrachtet werden?.

O

Lemma 3.2 Fiir den Operator T aus dem Beweis von Satz 3.7 mit
T[u] = (AEJT) C}ﬂB(T))(B(T))_l[u] Fiir (B(r))—l[u] c D(./\/l(z’r))

gilt
D(T) = Hz(l‘o, OO) .

Beweis: Wegen D(B")) D D(M7)) gilt D(T) = BU(D(MZ)), Tst
nun # € D(T), so existiert also u € D(M>7)) mit B [u] = r. Wegen
D(/\/l(z””)) C Hy(xo,00) folgt r € Ha(wg, o0).

Ist umgekehrt » € Hs(xg,00), so existiert ein u € Ha(zg, 00) N HY(xg, 00)
mit (&D? + a?)u = r (da speziell r € La(zg,0)). Wegen r € Ha(xg, 00)
folgt u € Ha(xg,00) N HY(xg,00) und fiir

U= u @70% ¢>L2(x0’oo) 0]

<¢a ¢>L2(x0,oo)

(beachte o(w) = (1, 6) 1,z 00) ilt TE DIMD), sowie B[] = r.

Nun miissen noch die Eigenwerte von (3.35) unterhalb des wesentlichen

Spektrums bestimmt werden.

Satz 3.8 Im Intervall [0, (« R<imag(p))?) besitzt das Eigenwertproblem
(3.35) nur den einfachen Eigenwert A = 0.

Beweis: Man betrachtet die Formulierung des Problems in Operatorge-

stalt. Diese hat formal die Form!?

(AT B (AT epB ) u] = ABT*BO U] + k¢, (3.37)

9Fiir die Untersuchung von Stabilitit bzw. Instabilitit der Orr-Sommerfeld-
Gleichung sind nur Werte von p mit real(u) < 0 von Interesse. Im Fall real(u) > o?

ist die untere Schranke durch |a? 4+ iaR — p|? zu ersetzen.
10Der Term x¢ entsteht wie bei der Bestimmung von wi,ws in Abschnitt 3.3.2

wegen der Bedingung o(f) = 0 fiir f € D(M(2:7)),



d. h. es sind Loésungen A € R, k € C und u € Hg(#g, 00) gesucht mit den
Randbedingungen (wiederum durch partielle Integration mit Hilfe von

Mathematica erhalten):

Als Nullstellen des charakteristischen Polynoms
(€2 +a%) tiaR op) ((€£? + o) +iaR op) <A (<£7 +a?)?
von (3.37) (mit k = 0) erhdlt man £« als doppelte Nullstellen, sowie
)"
2 _

wobei fiir w € C\IR_- mit w? die eindeutige Losung v von v* = w

S5

+(a? oreal(y) £ (A (R <imag(p))?)

bl

real(v) > 0 bezeichnet wird, und fiir w € IR_ mit w? diejenige Losung v

von v? = w mit imag(v) > 0.

Fiir 0 < X < (R <imag(p))? liegen nur e~ ze=%% ef17 ef2? mit
)7
)

in Ly (%0, 00). Die Bedingung ¢(u) = 0 fiir w € D(M 7)) wird als zusitz-

liche (Rand-)Bedingung eingefiihrt und eine Losung qu der inhomogenen

S5
S5

pr = <o sreal(p) + (A ©(aR <imag(p))?)
pr = <o’ Sreal(p) () S(aR Simag(p))?)

S5
S5

(k # 0) Gleichung (3.37) zum Fundamentalsystem hinzugefiigt. Wegen
(&D? + a?)¢ = 0 und damit ((D? 4+ o?)? +iaR(<D? + a?))¢ = 0 muB
¢ (bis auf einen konstanten Faktor) der Gleichung (<D? + az)zqu = ¢

geniigen.

Bildet man die Matrix (R;[y;]); j=1,.. 5 mit R; als obigen Randbedingun-
gen (bzw. der Zusatzbedingung) und y; als den Elementen des erweiter-
ten Fundamentalsystems, so sind die gesuchten Eigenwerte A gerade die

Nullstellen der Determinante

d(A) = det((Rily;])i j=1,..5) -



Ein kurzes, aber rechenintensives Mathematica-Notebook liefert
1
d(X) = %0 A (Jp eiaR|? <)) exp(erg(da Sp1 Sp2))

Im Intervall [0, (a R <rimag(p))?) liegen also keine anderen Nullstellen
von d(A) als A = 0 und damit keine Eigenwerte von (3.35) aufier dem

einfachen Figenwert A = 0.

O

In Zusammenfassung der Resultate dieses Abschnitts erhdlt man:

Satz 3.9 Fir die Rayleigh-Extremalwerte u(»z) von (3.30) gilt:

u? >0
ug_zl_)l > ugz’l) fur alle # € IN mit

A
ﬂgz’l) (|aR¢>imag(u)|¢>€1 @;62) )

IN

Beweis: Die Aussage folgt aus Satz 3.6, (3.36) sowie den Sitzen 3.7 und

3.8. 0

3.3.5 Homotopie vom zweiten zum ersten Vergleichsproblem

Das zweite Vergleichsproblem (3.30) liefert untere Schranken fiir die Fi-
genwerte des Problem (3.29) (aus denen sich gemif der Bemerkung aus
Abschnitt 3.3.3 leicht untere Eigenwertschranken fiir das erste Vergleichs-
problem angeben lassen). Die Eigenwerte der beiden Probleme liegen je-
doch nicht geeignet abwechselnd verzahnt, so dafl (3.30) nicht direkt als
Vergleichsproblem verwendet werden kann, sondern die Verwendung der
Homotopiemethode [13], [25] notwendig ist. Hierfiir wird folgende Ein-

ordnung vorgeschlagen:

DMPY) = DM,
M (w,v) = (LD [uloe0)], LVl 0,00)]) La(0,00)
+<Lg>[u|(xu,oo)]aLEI)[M(M,OO)])Lz(xo,OO)
3
+5 3 (1D (202) SuD(21)) (0 (208) SvD(2o 1))
7=0

+e3 N (u, v)



mit ¢o > 0 als Spektralverschiebung, damit M§21> positiv definit wird,
5 € [0,00) und N wie in (3.30) definiert. Betrachtet wird das vom

Homotopieparameter s abhiangige Problem
MY (u,v) = ANP(u,v) fiir alle v € DMEY) . (3.39)

Fiir s = 0 ergibt sich das zweite Vergleichsproblem (3.30) und mit wach-
sendem s wachsen die Eigenwerte von (3.39) monoton, bleiben aber un-
tere Schranken fiir die Eigenwerte des Zielproblems (3.29) dieser Homo-
topie, da /\/lgm)(u, v) = MW (u,v) fiir alle u,v € DMD) C D(Mﬁzl)).
Zur konkreten Durchfiihrung des Homotopieverfahrens wird im folgenden
fiir beliebiges s € (0,00) eine Einordnung von (3.39) in das Lehmann-
Goerisch Verfahren angegeben und somit die Bestimmung unterer Eigen-

wertschranken erméglicht.

Man setzt

X = L(0,00) x L(0,00) x C*

fl qJ1
Bs 3 g = o) To R zo
(( % ) ( gg ) <f1|(07 ) g1|(0, )>L (0,20)

+ (fil(zo,00) 91l(20,00)) La(wa,00) T C2{F2(0,20)5 921(0,20)) L2(0,20)

+ cz<f2|(x0700)’g2|(l'0700)>L2(x0700) + s fg .53 ,

L‘(Llr)[u]
T D(LE}T)) — XG , T(u) = ( B(lr)[u] )
R[u]

mit R[u] := (4 (2, @u(i)(l‘o-l-))i:o,...,s ;

wobei die Operatoren B%) und LE}T) aus B und L, hervorgehen, indem
in deren Argumenten keine Glattheit im Punkt z, gefordert wird. Fiir

die exakten Definitionen siehe Anhang A.
Hat man linear unabhéngige Ansatzfunktionen v; (i € IN) mit v; €
D(/\/lgzl)) fiir das Verfahren von Rayleigh-Ritz gew&hlt, so muf} fiir die
Ansatzfunktionen w}, w? gemiB (L2), (L3) gelten
w
B, (T(f), ( gé )) = NO(f v) fiir alle f € D(MPD)

3



mit

. " wy
v=u; furw; = ws

w3

bzw.
w
v=>0 fﬁrw?:(wé) .
w3

Fiir gegebenes v € D(/\/lgzl)) gilt

B (T(f)a ( %% )) :N(Z)(f’ U) fiir alle f c D(ME;ZI))

3
& (LYFlow0], wilo,00)) La(0,00)
+ (L Fliwo,c0)s Wil 00)) La(wo,00)
+ 2 (BOf|(0,00))s w2l (0,00)) La(0,20)

+ c2<B(T) [f|(xu,oo)]a w2|(x0,oo)>L2(xD,oo) + SR(f)T W3

= <B(l) [f|(0,xu)]a B(l) [U|(va0)]>L2(0’xD)

+ <B(T)[f|(xu,oo)]a B(T)[U|(I‘D,OO)]>L2(Z‘D,OO)
fiir alle f € DMY) .
_ (21) P
Ist v = v; € D(M;") gegeben und w} = w2 ) € X¢ gesucht, so
3

setzt man
L por
wy; =0, ws =0, wo = —BY[v].
C2

w1

O=1( ws ) bestimmt, die obige Glei-

Im folgenden werden Funktionen w w
3

chung mit v = 0 erfiillen und auf [0, zg] bzw. [#g, oo] hinreichend glatt
sind. Dies erfordert eine sehr langliche Rechnung mit haufiger partiel-
ler Integration. Hierzu wurde ein Mathematica-Notebook entwickelt, mit
dessen Hilfe sich der Schreib- und Rechenaufwand erheblich reduzieren

148¢.



Man erhilt die Randbedingungen

(3.40)
= wi(zot+) = Sswsa,

]
o
L

(l

g
=~
~~

]
o
+
~—

(l

SWs3 3 .

sw3 2 20w (208 + Tw (104) Seaws(r0e) + W) (20w
+ iaRwi(2e=)V (2g) =0,

Gsws g + 207wy (vo+) STwi (o+) + caws(wo+) Sw (wo+)

C}ZaRwl(l‘o—i—)V(l‘o) =0,
(3.41)
swz1 + 202w (104 ST, (20 + cowh(20e) Sw!) (20e)

SiaRw| (2o V (20) SiaRwi(zo)V (z0) =0,

eswy 1 S20w) (zo+) + Fwl (zo+) Seawh(zo+) + w (zo+)
+ iaRw! (zo+)V (o) + ia Rwi (xo+) V' (z0) = 0

und folgende durch wy, ws zu erfiillende Differentialgleichungen (mit for-
malen Differentialoperatoren dargestellt, d. h. ohne Beachten der Defini-

tionsbereiche, sowie mit deren formalen Adjungierten):

L(l)*[w1| 0,20)] T c23(1)*[“’2| 0,00)] =0,
P (0,0) (0,20) (3.42)
L;T)*[wlkxu,oo)] + CZB(T)*[w2|(xDVOO)] = KM(“’OO) ’

mit & € {0,1} (denn fiir f € DM gilt o(f) = (f,6)La(0.00) = 0).
Wahlt man wy € D(LE}T)) mit wy(zge) = wy(ze+), wi(zes) = wi(zo+)

und bestimmt wa € L2(0, 00) mit

L(l)*[w1| 0,20)] + CzB(l)*[w2| 0,00)] =0,
o wilo,eo) (0,20) (3.43)
L;T)*[wlkxu,oo)] + CZB(T)*[wﬂ(xDvOO)] =0,

so kann man ws = (w31, w3 2, W3 3, w374)T € €* und die drei freien In-

tegrationskonstanten aus der Losung von (3.43) aus (3.40), (3.41) und



p(ws) = 0 bestimmen. (3.42) hat neben den so bestimmten Losungen
noch zwei weitere Losungstypen, die man erhilt, indem man wy = 0 setzt
und ws |z, 00) einmal aus B(’“)*[w2|(xuyoo)] = @l(zo,00) bestimmt (eindeu-
tige Losbarkeit dieser Gleichung kann z.B. durch die zusitzliche Forde-

-

rung ¢(ws) = 0 erzwungen werden) und einmal gleich ™% setzt. ws

und ws|(o,z,) bestimmt man wie zuvor aus (3.40), (3.41) und der ersten

Gleichung in (3.42).
Bemerkung:

a) Nach dem Ubergang von (3.42) durch Festlegung von x = 0 zu
(3.43) wird zunichst die Forderung ¢(wz) = 0 gestellt, um (3.43)
eindeutig 16sen zu konnen. Mit Hilfe der beiden anschliefend an-
gegebenen speziellen Lésungen wird dann versucht, “moglichst vie-
le” Losungen von (3.42) zu erhalten. Bei numerischen Rechnungen
zeigte sich, dafl diese entscheidenden Einfluff auf die Qualitdt der

erhaltenen Schranken haben.

b) Fiir das erste Vergleichsproblem aus Abschnitt 3.3.3 ist keine Ein-
ordnung in Verfahren zur Bestimmung von Eigenwertschranken an-
gegeben worden, da ein Problem aus der soeben beschriebenen Ho-
motopie mit hinreichend groflem Wert des Homotopieparameters s
(zumindest in allen Beispielen aus Kapitel 4) direkt als Vergleichs-
problem fiir das Ausgangsproblem aus Abschnitt 3.3.2 gewahlt wer-
den kann. Man beachte dabei die Transformation der Eigenwerte

gemif der Bemerkung im Anschlufl an Satz 3.5.

3.3.6 Das dritte Vergleichsproblem

In den vorhergehenden Abschnitten wurde das Eigenwertproblem (3.15)
zur Bestimmung der Konstanten K auf jeweils einfachere Eigenwertpro-
bleme (3.29), (3.31), (3.32) zuriickgefithrt und entsprechende Einordnun-
gen in die Homotopiemethode und das Verfahren von Lehmann-Goerisch
bereitgestellt. Doch auch das verbliebene Eigenwertproblem (3.31) - ein
Problem mit gewdhnlichen Differentialoperatoren auf einem kompakten
Intervall - kann nicht explizit geldst werden. In diesem Abschnitt wird

daher ein weiteres (letztes) Vergleichsproblem entwickelt, das zwar auch



nicht in geschlossener Form gelost werden kann, fiir das man aber hin-
reichend genaue FinschlieBungen der ersten n Eigenwerte (mit festem
n € IN) bestimmen kann. Dies ist hinreichend fiir ein Startproblem der

Homotopiemethode.

Fiir die Eigenwerte des aus (3.31) bekannten Problems
(LOT], LPWD £a00,.00) = MBUu], BO[]) 140,00 fiir alle v € D(LLD)

sollen untere Schranken gefunden werden. Nach dem Vergleichssatz 3.4
kann man dies erreichen, indem die Sesquilinearform auf der linken Seite

nach unten abgeschatzt wird:

Fiir v € D(LY) = {f € Hy(0,20) : f(0) = f/(0) = 0} gilt (in der
folgenden Rechnung bezeichne || - || die tibliche Norm in L2(0, zg); fiir die
Definitionen der Operatoren siehe Anhang A; fiir die Bestimmung deren

Adjungierter siche Anhang B):
ILPWN? = 1B BO ) pB D u] + ia RV B[] + ia RV"ul|?

1B, BOu] B u]||2 + laRV BO ]| + (o RVl
&2 || B BO ] &uBO ]| laRV B[]

<2 || B BOT] <uBO ]| laRV " ul|

&2 ||oRV B [u]|] ||a RV ul]

v

v

11 \
(1o ol ) 1B O] B
€12 €13

1
+ (1 ey @—) lla RV B [u]||?
€23

+ (1 <13 @623) ||OzRV”u||2

11 .
(1o el ) 1B B0 nB VL)
€12 €13

v

1
+ [(1 Sl @—) (aR)?||V|I%
€923

1
to (Lo QEzs)(aR)ZIIV”Ilio] 1B
3

11 1 )
(1@— @—) [(1@—) 1B BOu]||?
€12 €13 €4

v



+|u|2(1<:>64)||3<”[u]||2]
1 2 2
+ |l lece— ) (aR)V]%
€23

1
to (Lo ®623)(QR)2||V”II§O] I1BUL
3

Dabei wurde (der Reihenfolge der ersten Verwendung nach) benutzt:
o die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung,

o ab < 1(ea® + 1b?) fiir a,b € R mit ¢ > 0 (mehrfach angewendet

mit € = €12,€13,€23,€4),

® £19,£13, £93 seien so gewahlt, dafl 1@612@% < 0und 1&e138e93 <
0,

I BO[]|?/||ull* > C5 fiir alle w € D(LY) (3.44)
(zur Bestimmung von Cs siche Abschnitt 3.3.7).

Mit den Abkiirzungen

1 1 1
o = (1 LS @_) (1 @_) ,
€12 €13 €4
1 1 9
Cy = le—e— |/J| (1 @64)
€12 €13

1
+ (1 Sl @—) (aR)?||V|I%
€923

1
—1—0—3 (1 €13 @523)(04R)2||V“||io

schreibt sich das letzte Glied der Ungleichungskette als
il BO]|* + Col BO L]
Die Figenwerte des Problems

01<B§z)*3(1) [u], Bgl)*B(l) []) £a(0,00) + CQ(B“) [u], B(D[v])LQ(nyD)
(3.45)
= MBU[u], BO[]) 0,00 Fiir alle v € D(LLD)



sind demnach jeweils untere Schranken fiir die Eigenwerte aus (3.31). Sind
Schranken fiir Eigenwerte von (3.31) bis zur Gréflenordnung C' gesucht,
so kann die Anzahl der notwendigen Homotopieschritte (von (3.45) zu
(3.31)) minimiert werden, indem die Grofien €12, €13, €23 s0 gewihlt wer-
den, daB fiir einen Eigenwert A; von (3.45) mit méglichst kleinem(!) Index
J gilt: A; > C. Bei den konkreten Rechnungen (siehe Kapitel 4) wurde

hierfiir eine heuristische Vorgehensweise verwendet.

Im néchsten Abschnitt werden eine Konstante Cs mit der oben geforder-
ten Figenschaft und auflerdem enge EinschlieBungen fiir die Eigenwerte
von (3.45) mit Hilfe von Computeralgebra und Intervallarithmetik be-
stimmt. Im darauffolgenden Abschnitt wird eine Homotopie von (3.45)
nach (3.31) konkret realisiert. Dabei werden andere Methoden als die
bereits in Abschnitt 3.3.5 vorgestellten verwendet.

3.3.7 Losung zweier Eigenwertprobleme mit Mathematica

Die im vorhergehenden Abschnitt eingefiithrte Konstante C5 (3.44) kann

als untere Schranke fiir den kleinsten Eigenwert des Problems

BW* BO ] = Au mit w e D(B*BW) (3.46)
bestimmt werden. Dabei ist!!
D(BW*BWY = {f e Hy0,z0) : £(0) = f'(0) =0,

(&D? + a?)[f](w0) = D(&D? + a*)[f](z0) = 0} .

Es handelt sich um eine Eigenwertaufgabe mit konstanten Koeffizienten
auf einem kompakten Intervall und linearen, vom Eigenwertparameter
unabhéngigen Randbedingungen. Der Grad des Differentialoperators ist

vier; man kann also wie folgt vorgehen:

e Bestimmung eines Fundamentalsystems y1, ..., ya der Differential-
gleichung; dazu sind (A-abhingig) die Nullstellen eines Polynoms

vierten Grades zu bestimmen,;

e Bilden der Matrix M (A) := (Ri(y;))ij=1,. 4, wobei die R; die

Randbedingungen reprisentieren;

11 Zur Aquivalenz von starker und schwacher Formulierung sieche Anhang C.



o Aufstellen der Funktion d(A) := det(M(A)); die Nullstellen von d
sind die Eigenwerte von (3.46).

Dies wird mit Hilfe eines Mathematica-Notebooks realisiert. Bis ein-
schlieBlich des Aufstellens der Funktion d(\) ergeben sich keine Schwierig-
keiten, die verifizierte Bestimmung bzw. EinschlieSung der kleinsten Null-
stelle von d erfordert jedoch einigen Aufwand. Es werden analytische Me-
thoden sowie Intervallrechnung (Intervall-Bisektion oder Intervall-New-
ton-Verfahren) angewendet, um die kleinste (positive) Nullstelle von d
einzuschlieffen und zu zeigen, dafl unterhalb dieser keine weiteren Null-
stellen liegen. Letztendlich ergibt sich, dafl Cs = 0.008125 gewidhlt werden
darf.

Das ebenfalls noch zu l6sende Problem (3.45) 148t sich (nach Normierung
Cy — 1, C3 — 0) in dhnlicher Form schreiben (beachte Anhang C):

BB B By = ABW* BO[u] | (3.47)

wobei die Bestimmung der Randbedingungen mittels partieller Integrati-
on wie in Abschnitt 3.3.5 mit Hilfe vom Mathematica durchgefiithrt wer-
den kann. Man erhilt die z. T. von A abhidngigen Randbedingungen

Die gesuchten Eigenwerte von (3.47), (3.48) lassen sich ebenfalls mit Hil-
fe eines Mathematica-Notebooks verifiziert bestimmen. Das Problem ist
zwar achter Ordnung, es treten aber nur gerade Ableitungsordnungen auf,
so daBl ein Fundamentalsystem wie zuvor geschlossen angebbar ist. Die

Funktion d(A), deren Nullstellen die gesuchten Eigenwerte entsprechen,



ist problemlos aufstellbar. Die Ein- und AusschlieBung der bendtigten
Nullstellen von d(}) erfolgt mit &hnlichen Methoden wie im vorhergehen-
den Notebook.

3.3.8 Homotopie vom dritten zum zweiten Vergleichsproblem

Bei der praktischen Durchfithrung der Homotopie vom dritten Vergleichs-
problem (3.45) (des Problems mit konstanten Koeffizienten auf einem
kompakten Intervall) zum zweiten Vergleichsproblem (3.31) (mit nicht-
konstanten Koeffizienten auf demselben Intervall) zeigt es sich, daf die
Figenwerte von (3.45) weit unterhalb derer von (3.31) liegen. Dies macht
eine enorm grofle Anzahl von Homotopieschritten - bis zu 100 - notwendig.
In Abschnitt 3.4 wird beschrieben, wie der Rechenaufwand im Vergleich
zum bisher iiblichen Vorgehen bei der Durchfithrung der Homotopieme-
thode [4], [13], [25] erheblich reduziert werden kann. In diesem Abschnitt
soll analog zu Abschnitt 3.3.5 eine Einordnung in die Homotopiemethode
angegeben werden, d. h. es wird ein parameterabhédngiges Eigenwertpro-
blem aufgestellt, das (3.45) monoton wachsend in (3.31) tiberfiihrt. Da-
nach wird gezeigt, wie fiir jeden festen Wert des Homotopieparameters
untere Eigenwertschranken fiir einzelne Eigenwerte mit Hilfe des Verfah-

rens von Temple fiir rechtsdefinite Probleme bestimmt werden koénnen.

Mit s € [0,1] als Homotopieparameter kann die Homotopie realisiert

werden durch die Einordnung

DMPD) = D) = {f € Ha(0,z0) : £(0) = f/(0) = 0},
MP(u,v) = (1es)[C1 (B B, B BO]) £0.m0)
+Co(BU[u], BO[0]) Ly0,0)]
(L [u], L) Laomo) (3.49)
DY) = D(BW)={f € Ha(0,x0) : £(0) = f'(0) =0},
NG (uv) = (BOM], BO]) 100,00

und fiihrt auf die Schar von Eigenwertaufgaben

M) (u,0) = ANED(u,0) fiir alle f € DMEY) . (3.50)



Sind linear unabhéngige Ansatzfunktionen v; € D(/\/lg?’z)) (i € IN) fiir das
Verfahren von Rayleigh-Ritz gew&hlt, so miissen zur Bestimmung unte-
rer Eigenwertschranken gem&f der rechtsdefiniten Version des Temple-
Verfahrens Funktionen w; € D(N3?) gewihlt werden mit

MEBD(f v) = NOD(f ;) fiir alle f € D(MBD) (3.51)

Wie bereits mehrfach in der vorliegenden Arbeit wird auch hier partiel-
le Integration mit Hilfe von Mathematica durchgefiihrt und man erhalt
(ohne Beachtung der Definitionsbereiche der Operatoren) neben der for-

malen Differentialgleichung

(1 =s)[CyBO* B BIY* B[] 4+ ¢, BO* BU[]]

(3.52)
+sLiD* LD [w) = BO* BO[w]
die Randbedingungen
Ci(1es)(B?[])'(0) + s(Lu[0])'(0) = 0,
SC1(1<s)(B[v]) (w0) ©s(Lu[v]) (o) 0, (3.53)
«C1(1 ) B?[1](0) &sL,](0) = 0,
C1 (1 <s)B?[v](x0) + sLy[v)(xg) = 0,
20107 (1 <) B*[v](x0) ©Co(1 <) B[v](x0)
+C1(1es)(B?[v])"(x0) + s(F ©20%) Ly [v](x0)
+s(L[v])"(zo) + iaRsL[v](x0)V (zo) = <Blw](xg) ,
(3.54)

2C10%(1 ©5)(B*[v]) (x0) + Ca(1 ©s)(B[v]) (o)
SC1(L&s)(B*[v])"(x0) + 5(207 &) (L[v]) (o)
s(L[])" (w0) <iaRs(L[v]) (z0)V (20)
iaRs(L[v](20))V'(x0) = (Blw])(wo) -

Das bedeutet, daf die v; € D(/\/lg?’z)) zusétzlich die Randbedingungen
(3.53) erfiillen miissen, damit aus der Differentialgleichung (3.52) zu-
sammen mit den Randbedingungen (3.54) und w; € DN®?), d. h.
w;(0) = wi(0) = 0, entsprechende Funktionen w; konstruiert werden

K3

konnen. (3.52), (3.53), (3.54) sind hinreichend, jedoch nicht notwendig



fiir (3.51); daher sind die anschlieBend bestimmten Ansatzfunktionen v,
w; zulissig fiir das Verfahren von Temple. (3.51) kdnnte aber weitere
Losungen besitzen, bzw. andere v; zulassen, die moglicherweise entschei-
denden EinfluB auf die Qualitdt der erhaltenen Schranken haben. Ob
dieser Effekt fiir die konkrete Aufgabe von Bedeutung ist, kann im An-
schluf an (verifizierte) numerische Rechnungen festgestellt werden. Im
konkreten Fall konnten mit den hier bestimmten Lésungen von (3.51)
und den daraus resultierenden Ansatzfunktionen hinreichend gute Eigen-

wertschranken bestimmt werden (siehe Kapitel 4).

3.4 Ein neuer Algorithmus zur Durchfithrung der Homotopie-

methode

Aufgrund der Lage der Eigenwerte sind bis zu 100 Einzelschritte bei der
Durchfiihrung der Homotopie von (3.45) zu (3.31) notwendig. Dies erfor-
dert andere Algorithmen als bei kiirzeren Homotopiewegen, da die Re-
chenzeiten sonst sehr lang werden und numerische Schwierigkeiten beim
(verifizierten) Losen von Matrixeigenwertproblemen der Dimension 100

auftreten.

Im folgenden wird versucht, die Menge der benétigten bzw. zu berech-
nenden Informationen fiir einen Homotopieschritt, d. h. zur Wahl des
néchsten Wertes fiir den Homotopieparameter s, méglichst gering zu hal-
ten. In [4] muBten ebenfalls Homotopien mit grofer Anzahl von Homoto-
pieschritten durchgefiihrt werden. Der dort vorgeschlagene Algorithmus
[4, S. 73ff] erfordert jedoch die verifizierte Behandlung von Matrixeigen-

wertproblemen “der vollen Dimension”.

Fiir festen Parameter sy seien p € IR und N € IN bekannt mit p < /\5\8}0),

wobei /\gs) die (der GroBe nach geordneten) Eigenwerte von
M (u,v) = AN;(u,v) fur alle v € D(M) (3.55)
bezeichnen. Auflerdem gelte die allgemeine Voraussetzung

A <A s s <F



fiir die Eigenwerte von (3.55). Gesucht ist ein méglichst!? grofles s; > sg
mit

A, < p. (3.56)

Dann kann p als Spektralparameter in (3.55)5=5, verwendet werden und
mit Hilfe von Templeschen Quotienten (siche Abschnitt 3.3.1) eine veri-
fizierte untere Schranke fiir /\5\8}1_)1 bestimmt werden (denn es gilt /\5\8}1_)1 <
p < /\S\iu) < /\g\sfl)). Ist s1 bereits gleich 1, d. h. ist man bei dem Ziel-
problem der Homotopie angelangt, so hat man eine (garantierte!) untere
Schranke fiir /\5\1,)_1 erhalten und kann ebenfalls Schranken fiir alle klei-

neren Eigenwerte bestimmen.

Zur Bestimmung von s; mit (3.56) kann wie folgt vorgegangen werden?!3:

1. Wahle eine Anfangsschrittweite & (etwa 1/Anzahl der erwarteten
Homotopieschritte; oder eine aus vorangegangenen Homotopie-
schritten geeignet abgeleitete Schitzung fiir die zu erwartende neue
Schrittweite); wihle §; < 85 < 1 (etwa é; = 0.9, 2 = 0.95); setze

51 = 8p.
2. Wiederhole (51 := s1; s1 := s1 +6; 6 := 28) bis KS\S}I_)l > 81p.

(Fiir s € [0, 1] bezeichne KES) eine Naherung fiir Ags), den i-ten Ei-
genwert des nach Rayleigh-Ritz aus (3.55), erhaltenen Matrixeigen-
wertproblems A®)z = AB()z. Dazu muB natiirlich ein geeigneter
Teilraum D, C D(M,) mit p > N <1 gewidhlt werden. Zur (n&he-
rungsweisen ) Uberpriifung der Ungleichung KS\S}I_)l > 81p kann Satz

3.10 und die daran anschlieBende Bemerkung verwendet werden.)
3. Falls (KS\S}I_)l < 82p) weiter bei Schritt 6.
4. Setze sy, :=51; Sg := 51.

5. s1:= %(SL + sg);

falls (KE\S}I_)l > 82p) setze sp = s1, weiter bei 5;

12/\(1\’;1_)1 sollte dabei nicht allzu nahe bei p liegen, da die Methoden zur Bestimmung

unterer Eigenwertschranken sonst schlechtere Schranken liefern kénnen.
13Die Schritte 1 bis 5 kénnen in Gleitpunktarithmetik durchgefiihrt werden. Nur die

Ungleichung in Schritt 6 muf} verifiziert tiberpriift werden.



sonst: falls (KE\S}I_)l < 81p) setze sp := s1, weiter bei b;

sonst: weiter bei 6.

6. Priife (verifiziert; siche Satz 3.10 und die anschlieffende Bemer-

kung), ob
Ag\sfl_)1 <p.

Falls ja, so kann s; wegen /\5\8}1_)1 < AS\S}I_)l als neuer Wert des Ho-
motopieparameters s verwendet werden. Falls nein, so waren die in
2, 3, 5 durchgefiihrten Naherungsrechnungen (s. u.) zu ungenau.
Starte in diesem Fall den Algorithmus neu und wihle eine hohere

Genauigkeit oder/und andere Ansatzrdume D, in 2.

Der Algorithmus in obiger Form geht von gut separierten Eigenwerten
aus; er lafit sich jedoch ohne weiteres auf Probleme mit clustern von

Figenwerten erweitern (siehe [4], [25]).

Ziel des Algorithmus ist es, s so zu bestimmen, dafl 6;p < /\5\8}1_)1 < bap
gilt. Die Finhaltung dieser Bedingung wird allerdings nicht garantiert.
Mit Hilfe eines Bisektionsverfahrens wird s; zunéchst so lange vergréfiert
bis 61p < Kg\il_)l, wobei KE\S}I_)l als gute Naherung fiir /\5\8}1_)1 angenommen
wird. Danach wird s; wieder verkleinert, bis auch KE\S}I_)l < bap gilt. Im
letzten Schritt wird schlieBSlich verifiziert, ob p,s; und N die Bedingung

(3.56) erfiillent?.

Die Effizienz des vorgeschlagenen Algorithmus h&ngt wesentlich von dem
Aufwand fiir die niherungsweise oder verifizierte Uberpriifung von Be-
dingungen der Art AES) < v ab. Zunichst miissen hierzu die Matrizen
A®) und B() aufgestellt werden. Oftmals kénnen vom Parameter s un-
abhingige Basismatrizen bestimmt werden, aus denen sich A®*) und B(*)
fiir gegebenes s leicht berechnen lassen. Diese Basismatrizen brauchen fiir
die gesamte Homotopie nur einmal aufgestellt zu werden. Als néchstes
muf} fiir Matrixeigenwertprobleme der Art Az = ABx (verifiziert) be-

stimmt werden, ob der ¢-te Eigenwert kleiner als ein vorgegebener Wert

14 Auf die Verifikation von (3.56) kann auch verzichtet werden. Die Templeschen
Quotienten liefern (bei geeigneter Wahl von v, w) in diesem Fall immer noch untere

Schranken fiir /\(151_)1. Es kdnnen dann jedoch Eigenwerte “libersprungen” werden. Dies

fiithrt dazu, daB (spatestens) die Bestimmung einer unteren Schranke fiir /\(11) scheitert.



v ist, A; < v. Eine Moglichkeit, dies effizient zu iiberpriifen liefern der

folgende Satz und die anschlieBende Bemerkung (siche [2]).

Satz 3.10 [29] Sind A, B hermitesche ¢ x q-Malrizen, B posiliv defi-
nit und v € IR, so st die Anzahl der Eigenwerte von Az = ABz, die

klewner bzw. gleich bzw. grifier v sind gleich der Anzahl negativer bzw.

verschwindender bzw. positiver Figenwerte der Matriz A &vB.

Bemerkung:

a) Sind die Matrizen A und B kongruent, d. h. gibt es eine Matrix

d)

C mit A = C’EC’H, so haben A und B dieselbe Anzahl negativer
bzw. verschwindender bzw. positiver Eigenwerte. Z’ B und C seien

dabei quadratisch von derselben Grofle.

Der in [5] angegebene (exakte) LDLY-Zerlegungsalgorithmus kann
leicht auf hermitesche Matrizen (als LDLH-Zerlegung) erweitert
werden und 148t die Anzahl negativer bzw. verschwindender bzw.
positiver Eigenwerte von A = LDLH einfach an den Elementen der

Diagonalmatrix D ablesen.

Zur Uberpriifung von Bedingungen der Art Ags) < 7 miissen also
nicht simtliche Eigenwerte bestimmt werden, es geniigt, eine veri-
fizierte LDLY-Zerlegung durchzufithren. Dabei sollte die Parame-
terwahl im Homotopieverfahren so erfolgen, dafi die Werte Ags) und
7 nicht zu nahe beieinander liegen, um das Problem von Diagonal-

Intervallen in der Matrix D, die die Null enthalten, zu vermeiden.

Bedingungen der Art AES) > 7 koénnen analog iiberpriift werden.



Kapitel 4

Numerische Ergebnisse

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels werden die verwendeten Konzepte zur
konkreten Realisierung der bisher beschriebenen Verfahren dargestellt. Es
werden auch weitere theoretische Uberlegungen vorgestellt, die insheson-
dere einer einfacheren Realisierung und Verkiirzung des Rechenaufwands
dienen. Im zweiten Abschnitt werden die erhaltenen numerischen Ergeb-

nisse aufgefiihrt und diskutiert.

4.1 Realisierung

Als Werkzeuge zur Realisierung der Verfahren auf dem Computer werden
C-XSC [19] und Mathematica [33] verwendet. Das Computeralgebrasy-
stem Mathematica erlaubt es, auf einfache Weise (Ansatz-)Funktionen
zu definieren und die bendtigten Operationen (Addition, Multiplikation,
Differentiation, geschlossene Integration ...) anzuwenden. Eine Anderung
des Typs der Ansatzfunktionen, wie es in der Testphase haufig vorkommt,
erfordert keinen gréfleren Programmieraufwand, als die Anpassung der
Definition der Ansatzfunktionen (sofern in Mathematica bekannte Stan-
dardfunktionen verwendet werden). Bei einer Realisierung in einer kon-
ventionellen Programmiersprache erfordert ein Wechsel des Typs der ver-
wendeten Ansatzfunktionen erheblichen Programmieraufwand, da neue
Funktionalitit zum Umgang mit diesen bereitgestellt werden mufl (etwa
eine neue Funktionenklasse bei der Verwendung objektorientierter Spra-
chen, wie C+4). Daher ist in den Programmteilen, in denen Ansatz-

funktionen auftreten, Mathematica vor anderen Programmiersprachen



wie C/C++ bevorzugt worden. Es miissen jedoch Mafinahmen ergrif-
fen werden, um die Rechenzeiten nicht zu stark anwachsen zu lassen.
So wurde zur haufig auftretenden Berechnung der verschiedenen Skalar-
produkte nicht die Standardfunktion Integrate verwendet, sondern eine
neue Funktion Integrat, die zundchst die Linearitdt des Integrals aus-

nutzt

Integrat[b_Plus,c_] := Map[ Integrat[#, c] &, bl;
Integrat[Times[a_,b__]l,c___] /; FreeQla,z] :=
a Integrat[Times[bl,c];

die Integrale wichtiger Basistypen gesondert behandelt

Integrat [z "n_?NumberQ]l, {z,0,c_}] /; n>0 = ¢ " (n+1)/(n+1);
Integrat[E"(b___ z), {z,c_,Infinity}] /;
FreeQ[Times[b],z] := - (E~(b*c))/b;

und einmal berechnete Werte durch Regeln der Form

Integrat[E"(b___ z), {z,c_,Infinity}]/; FreeQ[Times[b],z] :=
( Integrat[E~(b z), {z,c,Infinity}] = - (E~(b*c))/b );

speichert und somit nicht mehrfach berechnen muf.

Mathematica beinhaltet auflerdem eine Langzahl- und Intervallarithme-
tik. Dies erlaubt die verifizierte Bestimmung der auftretenden Gréfien mit
vorgegebener Genauigkeit.

Da in Mathematica keine komplexen Intervalle vorhanden sind, wurden
diese auf reelle Intervalle zuriickgefiihrt und entsprechende Regeln fiir
den Umgang mit den Gréflen des neuen Typs ComplexInterval defi-
niert. Globale Regeln sind hierfiir ungeeignet, da deren Anwendbarkeit
zu hiufig gepriift wird und damit die Rechenzeiten extrem anwachsen.
Auch die Definition von explizit anzuwendenden Vereinfachungsregeln ge-

staltet sich schwierig, wie folgendes Beispiel zeigt:

$ math
Mathematica 3.0 for IBM RISC System/6000
Copyright 1988-97 Wolfram Research, Inc.

-— Motif graphics initialized —-



In[1]:

t[n_]:=Sum[ComplexInterval[Random[]], {i,1,n}];
In[2]:= ComplexIntervalRules :=
{c1_ComplexInterval+c2_ComplexInterval :>

ComplexIntervallc1[[1]] + <c2[[11]1] };

In[3]:

Timing[ t[12]//.ComplexIntervalRules; ]

Out[3]= {4.53 Second, Null}

In[4]:= Timing[ t[13]//.ComplexIntervalRules; ]
Out[4]= {14.01 Second, Null}
In[5]:= ComplexIntervalRules :=
{ComplexIntervallci_]+ComplexIntervallc2_] :>
ComplexIntervallcl + c2] 7};

In[6]:= Timing[ t[12]//.ComplexIntervalRules; ]

Out[6]= {0.01 Second, Null}

In[7]:= Timing[ t[13]//.ComplexIntervalRules; ]
Out[7]= {0. Second, Null}
In[8]:= Timing[ t[200]//.ComplexIntervalRules; ]

Out[8]= {0.21 Second, Null}

Trotz der Aquivalenz der soeben definierten Regeln sind die Rechen-
zeiten sehr unterschiedlich. Eine Erklarung dieses Effektes wurde leider
von den Mathematica-Entwicklern mit dem Hinweis auf Interna abge-
lehnt. Letztendlich haben sich Regeln mit Patternmatching analog zum

zweiten Beispiel bewédhrt, obwohl die Vereinfachung von Termen mit Da-



ten vom Typ ComplexInverval weiterhin einen Grofiteil der Rechenzeit
beansprucht. Die Implementierung des Datentyps ComplexInterval im
Kern von Mathematica wiirde zu einer erheblichen Verkiirzung der Re-

chenzeiten fithren.

Bei der Behandlung von Matrixeigenwertaufgaben in den Verfahren von
Rayleigh-Ritz und Lehmann-Goerisch zeigt sich - wie zu erwarten - ein
Nachteil in den Rechenzeiten der in Mathematica geschriebenen Pro-
gramme im Vergleich zu C-XSC Programmen. Mit Hilfe der MathLink
Schnittstelle, die die Einbindung von C/C++/C-XSC Routinen in Ma-
thematica erlaubt, wird daher die Behandlung von Matrixeigenwertpro-
blemen unter C-XSC realisiert. Da (noch) keine MathLink Routinen zum
gesicherten Austausch von Intervalldaten mit C-XSC zur Verfiigung ste-
hen, wurde dies - um eventuelle Fehler zu vermeiden und Rigorositit der
Ergebnisse zu gewihrleisten - auf N&herungsrechnungen in (Langzahl-)
Gleitkommaarithmetik beschrénkt. Die verwendeten Verfahren sind so
gewahlt, dafl aus bekannten (guten) Niherungen mit geringem zusétzli-
chem Aufwand FinschlieBungen bestimmt werden kénnen. Hierzu werden
die unter C-XSC bestimmten Ndherungen per MathLink dem Mathema-
ticaprogramm ilibergeben und dort die Rechnungen in Intervallarithmetik
fortgefiihrt.

Im folgenden werden spezielle Aspekte einiger Teilprobleme erldutert.

Wie bereits in Abschnitt 3.1 dargestellt, werden Ansatzfunktionen in

[0, 00) von der Form

() = 2 Pi(2) (z €10, 20))
#i(2) { e Qi(e™*) (2 € (wg,0))

gewdhlt, wobei die Polynome P; und @; so bestimmt werden, daf} die je-
weiligen Rand- und Ubergangsbedingungen erfiillt sind. Die Ansatzfunk-
tionen sind so gew&hlt, dafl alle bei der Bestimmung von Normen und
Skalarprodukten auftretenden Integrale in geschlossener Form von Ma-
thematica (mit der zuvor beschriebenen Routine Integrat) gelost werden
konnen. Die Konstante zp > 0 wird identisch derjenigen (ebenfalls mit
zg bezeichneten) aus Abschnitt 3.3.4 bzw. 2.4 gew&hlt.



Die Verfahren zur Bestimmung eines Ndherungseigenpaares sind in Ab-
schnitt 3.1 hinlédnglich beschrieben. Die ben6tigten Dimensionen, um klei-
ne Defekte zu erhalten, sind nicht allzu grof (siehe Abschnitt 4.2), so
daf} Standardverfahren zur Behandlung der hierbei auftretenden Matrix-
Eigen wertprobleme verwendet werden konnen. Ist aus einer Rechnung
mit kleinerer Dimension bereits eine Eigenwertndherung bekannt, so bie-

tet sich insbesondere Inverse Iteration an.

Fir das dritte Vergleichsproblem bzw. die Homotopie vom dritten zum
zweiten Vergleichsproblem (siehe Abschnitt 3.3.8) werden polynomiale
Ansatzfunktionen in [0, #¢] gewahlt. Die Randbedingungen (3.53) hdngen
vom Homotopieparameter s ab. Um zu vermeiden, daf fiir jeden Wert von
s alle Ansatzfunktionen und die Matrizen (d. h. die inneren Produkte)
in den Verfahren von Rayleigh-Ritz und Temple neu bestimmt werden
miissen, werden 8 neue Randbedingungen generiert, indem formal s = 0
und s = 1 in (3.53) gesetzt wird. Wahlt man Ansatzfunktionen, die diese
8 Randbedingungen erfiillen und ebenso 8 zusétzliche Ansatzfunktionen
@i (7=1,...,8) mit Ri(g;) = é&; (4,5 =1,...,8), wobel R; die neuen
Randbedingungen bezeichnen, so kénnen aus diesen Ansatzfunktionen fiir
jeden Wert von s auf einfache Weise Ansatzfunktionen erzeugt werden,
die (3.53) erfiillen; ebenso kénnen von s unabhingige Matrizen aufgestellt
werden, aus denen sich die entsprechenden Matrizen fiir spezielle Werte
von s einfach erzeugen lassen. Die Ansatzfunktionen &; (j = 1,...,8)
werden als Linearkombination von Ansatzfunktionen bestimmt, die die
geforderten Randbedingungen noch nicht erfiillen. Dazu muf} die Inverse
einer Matrix aus C®*® bestimmt bzw. eingeschlossen werden. Bezeichnet
M eine Niherung fiir die Inverse von A € €%, so gilt mit einer Defekt-
schranke 6 > ||[M A <I|| (||.|| bezeichne die Norm ||A|| := max; ; |as;]):

IM oA = (MAeDATH| <8614
< 88(|| M|+ [|M <A,
also
86
M eA™! M
1M A < o)

falls 86 < 1.



Die zu lésenden Differentialgleichungen (3.52), (3.54) haben eine einfache
Struktur (fiir gegebenes v) und koénnen von Mathematica automatisch
gelost werden. Mit Hilfe geeigneter Regeln wird die Linearitit beziiglich
der linken Seite von (3.52) ausgenutzt, so dafl die Differentialgleichung
(&D? + a?)?w = 1 nur fiir wenige verschiedene 1 geldst werden mus.
Auch hier werden einmal berechnete Ergebnisse in Regeln gespeichert,

um die Rechenzeiten zu reduzieren.

Die Wahl der einzelnen Homotopieschritte wird nach dem in Abschnitt
3.4 vorgeschlagenen Algorithmus vorgenommen. Da bei Fortschreiten der
Homotopie der Index des Eigenwertes, fiir den eine untere Schranke be-
stimmt werden muf}; abnimmt, sind von Schritt zu Schritt weniger An-
satzfunktionen notwendig. Dies wird durch Verkleinern (abhéngig von der
Differenz der bestimmten oberen und unteren Schranken) der eingangs
berechneten Matrizen bewerkstelligt und beschleunigt die Rechnungen

erheblich.

Fiir die Homotopie vom zweiten zum ersten Vergleichsproblem (siche Ab-
schnitt 3.3.5) konnen die Ansatzfunktionen v; € D(/\/lgzl)) unabhéngig
vom Homotopieparameter s gewéhlt werden. Bei den zugehdrigen w;
bzw. w{ ist nur die dritte Komponente von s abhingig (3.40), (3.41).
Auch hier werden allgemeine, von s unabhingige Funktionen @}, @) und
entsprechende innere Produkte einmal berechnet, aus denen sich die s-
abhéngigen Groéflen einfach bestimmen lassen. Da in jedem Homotopie-
schritt nur eine einzige untere Figenwertschranke verifiziert bestimmt
werden muf}, wird der gréfite Teil der Rechnungen in Gleitpunktarith-
metik durchgefiihrt und am Ende (unter Verwendung der bestimmten
Néherungen) ein Lehmann-Goerisch-Schritt der Dimension eins in Inter-

vallarithmetik.

Zuletzt ist noch das Ausgangsproblem zur Bestimmung der Konstanten
K (Abschnitt 3.3.2) zu behandeln. Dieses Problem ist nicht parameter-
abhéngig und kann direkt angegangen werden. Wie zuvor wird zunéchst
ein grofler Teil der Rechnungen in Gleitpunktarithmetik durchgefiihrt und

anschlieflend ein moglichst kleiner Teil in Intervallarithmetik.

In Abschnitt 3.2 ist dargestellt, wie EinschlieBungen fiir das Blasiusprofil

in [0, zg] bzw. [0,00) bestimmt werden kénnen. Zu einer polynomialen



Approximation des Blasiusprofils (und seiner ersten beiden Ableitungen)
konnten Fehlerschranken der Grofienordnung 107!° angegeben werden.
Versucht man, eine hieraus erhaltene, intervallbehaftete EinschlieBung
des Blasiusprofils im weiteren Verlauf der Rechnungen zu verwenden,
so bldhen sich die IntervalleinschlieBungen der zu berechnenden Gréflen
schnell auf und man erhélt keine brauchbaren Ergebnisse. Der folgen-
de Satz ermoglicht es, samtliche Rechnungen zur Bestimmung der Kon-
stanten K mit einer festen N&herung fiir das Blasiusprofil (bzw. einer
Punkteinschliefung hierfiir) durchzufithren und anschliefiend die bekann-
te Fehlerschranke der Ndherung zu verwenden, um die Konstante K fiir
das exakte Blasiusprofil zu erhalten. Er ermdglicht es auch, die Konstante

K fiir gedinderte (verbesserte) Werte von w, pt direkt abzuschétzen.
Satz 4.1 EsseiieC,5e X, V, 1:/ € C0,00) N Lo (0, 00) und
)] := Alu] ©JiBlu] ©yoB[&]
mat

D(A) = D(A), Au] := (D? + ¥ u + ia RV (<D + a®)u+ V.
Bezeichnen A; bzw. XZ die Rayleigh-Extremalwerte von

Q=) (e e ()<

bzw.

[N Q=) (e e () <o

so gilt fiir ¢ € IN:

>y

V>N o6
mat
N R =\’

2

+Hiyl? @Wdll%)



Beweis: Fiir i € IN gilt

\/,\_Z» = inf sup 141 <‘7> [y

UCD(éZ])mIént;erraum (g)#(")EU ( )|

LIy =1L L))y

v

inf sup

L ()15
E u
> ot s MRy
dim U= (g)#(;)EU ||<o‘)||5(\ ’

\/XT@HE @EH)?X .
AuBerdem gilt fir () € D(L) = D(L)
I =Dl

= JiaR(V 5V) (D + a®)u+ iaR(V" &V )u
S pBlu] ©yoBlw] + iBlu] + yo B@]|ly

IN

@RIV & Vlleo + 1 <Al [Jullx
+aR |V SV ellully + Iyllo| llw <5]1x
~ - R ~
< @RV S Vlleo + nehl+ —IIV SVl ullx
+1llw =ollx]o]

< S

O

Wie sich im zweiten Abschnitt dieses Kapitels zeigen wird, ist es zum
Vergleich der Ergebnisse mit der Literatur notwendig, irrationale Werte
fir @« und R zu wihlen; speziell o = \/504«, R = /2R, mit rationalen
ar, ;. Um die Definition von weiteren Integrationsregeln mit allgemei-
neren Typen von Exponenten als “Rationall[ , ] z” in Mathematica zu
vermeliden, werden die Rechnungen zunéchst mit rationalen Approxima-
tionen fiir & und R durchgefiihrt und mit dem folgenden Satz Schranken
fiir die Ergebnisse mit exaktem a und R bestimmt. Der Beweis benutzt
dieselben Methoden wie der von Satz 4.1.



Satz 4.2 Es sei L : D(E) = D(L) — Y definiert wie der Operator L,
jedoch mit « ersetzt durch & und R ersetzt durch R. Dann gilt fir die
analog Satz 4.1 definterten Rayleigh-Extremalwerte Ay bzw. Y (der zu L
bow. £ gehdrigen Probleme)

VA >N e
mat

1 2
by = [(2A2+A1||V||oo+§<A4+|ﬂ|A2+A1||V“||OO+A3>)

1/2
+ (A flwlly )]

wobet A1, Ao, Az, Ay € TR so gewdhlt seien, daff

laR<aR| < Ay,  |oPRedPR| < As,

|Oz2 ¢>&2| < A, |OZ4 @&4| < Ay

Fine zu Satz 4.1 analoge Aussage (mit demselben §;, jedoch mit w =
@ = 0) gilt fiir den Operator L, und eine Stérung Efﬁ hiervon (an
Stelle von £ und E) Dies erlaubt, sdmtliche Homotopien (vom dritten
bis zum ersten Vergleichsproblem) mit einem N&herungseigenwert p der
Orr-Sommerfeld-Gleichung und einer Ndherung V fiir das Blasiuspro-
fil durchzufiihren und daraus Schranken fiir die Eigenwerte des ersten
Vergleichsproblems mit anderem g und V' zu bestimmen. Dabei wird
zunéchst eine Naherung fiir V' mit einfacherer Darstellung (Polynomgrad
10; spéter bis zu 60) gewdhlt, um den Rechenaufwand im zweiten und
dritten Vergleichsproblem zu verringern. Danach konnen fiir das Problem
zur Bestimmung der Konstanten K verbesserte Ndherungen g und V
gewidhlt werden, und schlielich mit Satz 4.1 Schranken fiir K mit exak-
tem Blasiusprofil angegeben werden. Mit den so erhaltenen Ergebnissen
muf gepriift werden, ob die Voraussetzungen von Satz 2.1 erfiillt sind, um
entsprechende Existenz-, Eindeutigkeits- und EinschlieBungsaussagen fiir
die Orr-Sommerfeld-Gleichung mit Blasiusprofil zu erhalten. Liegt der be-
stimmte Naherungseigenwert p weit genug in der linken Halbebene und

ist der EinschlieBungskreis nach Satz 2.1 klein genug, so ist die Existenz



eines Figenwertes in der linken Halbebene - und damit die Instabilitit

der Grundstromung mit Blasiusprofil - bewiesen.

Analog zu den Abschitzungen der Eigenwerte fiir Storungen (durch ge-
dnderte Werte von o, R, pt,w, V, V") der Operatoren £ bzw. L in den
Satzen 4.1 und 4.2 werden auch Abschitzungen fiir die Defektschranke
6 mit 6 > ||Alw] puBw]lly = ||Lu[w]|ly bendtigt!. Fiir eine Stérung Efﬁ
von L, gilt

1Lalllly < [glwllly + 1Ly S Lallxy [lwllx - (4.1)

Schranken fiir ||EZ & L,|lx,v sind den Beweisen der Sitze 4.1 und 4.2
zu entnehmen. Damit kénnen sdmtliche Rechnungen zunéchst mit Néhe-
rungen fir o, R, V, V" durchgefiihrt werden und aus den so erhaltenen
Ergebnissen Schranken fiir die gesuchten Groflen (mit exakten Parameter-
werten) gewonnen werden. Wie bereits erwdhnt, konnen aufgrund der ge-
troffenen Wahl von Ansatzfunktionen und Naherung fiir das Blasiusprofil
samtliche Integrale und Normen in geschlossener Form bestimmt werden.
Daher ist insbesondere auch zur Bestimmung der Defektschranke é nach

(4.1) keine numerische Quadratur notwendig.

Auch bei der Realisierung von Abschnitt 2.2; der lokalen Eindeutigkeit
von Eigenwerten, muf} beriicksichtigt werden, dafl das exakte Blasiuspro-
fil nicht zur Verfiigung steht und ferner X nicht fest ist, sondern aus einer
Umgebung von p stammt. Es bezeichnen Aj, A2 die ersten beiden Eigen-

werte von (2.15). Nach Voraussetzung gilt Ay = ¢4 und fiir A gilt

el

wobei (gemaf Satz 4.1)

< Ly eLullxy

- - ~ R -
15 & Lullxy <aR[[V SV + ln Al + — [V &Vl -

Dabei bezeichne Eu den aus (2.15) bekannten Operator, jedoch mit
statt A und mit einer Néherung V fiir das exakte Blasiusprofil V', und

1Der einfacheren Darstellung halber wird hier in der Bezeichungsweise zwischen
dem bereits eingefiihrten Operator L, und seiner Erweiterung L, mit D(L,) = D(A4),
L,[u] := A[u] — uB[u] nicht unterschieden.



Xy den zweiten Figenwert von (2.15) mit L+ ersetzt durch Eu. Damit
ist eine obere Schranke fiir € in Satz 2.3 bestimmbar und dieser Satz
kann angewendet werden, um die lokale Eindeutigkeit von Eigenwerten

zu bewelsen.

Die Forderungen |jw||x = 1 und ¢(w) > 0 werden bereits bei der Bestim-
mung der Naherungslosung (w, pt) beriicksichtigt. AuBerdem wird zur An-
wendung von Satz 2.3 eine obere Schranke fiir die Operatornorm ||¢||x ¢

von ¢ bendtigt:

lo(u)]
||¢||X,®:SUP{ HU(H))( UEX\{O} )

wegen

w1 T Ielly (fd)

plu —az Fo

= u(z)e dz <

lulx ||B[u]||y/ R ]

st

1
[ee] 2

1 —2az _ 1 —azg
lellxe < — /6 =) =Zart (4.2)

o

In der Literatur finden sich viele Rechnungen zur Orr-Sommerfeld-Glei-
chung mit Blasiusprofil [12], [14], [15], [16]. Besonders interessant er-
scheint ein Vergleich mit einer in [14] auf 8 Nachkommastellen ange-
gebenen Niherung fiir einen Eigenwert in der linken Halbebene fiir o =

0.179, R = 580:

A

2-0.179 - 580 - («<0.00795972 + ¢0.36412286)
(4.3)

<1.6527562608 4 ¢ 75.6064706504 .

Dieser Wert wird in [12] als exakte Vergleichslosung zur Validierung von

Konvergenzresultaten verwendet.



Da im Vergleich zur hier verwendeten Skalierung der Blasiusgleichung
W"+Ww"” =0, W(0)=W'(0)=0, lim W' (z)=1 (4.4)
in der Literatur (so auch in [12], [14]) haufig

QW+ WW"” =0, W(0) =W'(0) =0, zlggo W'(z)=1 (4.5)
verwendet wird, miissen die Blasiusgleichung (4.5) und damit auch die
Orr-Sommerfeld-Gleichung transformiert werden (ist W Losung von (4.4),
80 ist W(x) =2 W(%) Loésung von (4.5)). Damit dndern sich auch
a, R und der Eigenwertparameter A. Die Werte von « und R aus der Li-
teratur sind mit /2 zu multiplizieren, derjenige von A mit 2 (siche auch
[7]). In (4.3) ist A bereits entsprechend transformiert.

4.2 Berechnete Ergebnisse

Wie in Abschnitt 3.2 beschrieben, bestimmt man Naherungen V des Bla-
siusprofils (Polynomgrad Ny ) mit folgenden Fehlerschranken (beziiglich
| - |oo) fiir V, V/ bzw. V" wobei V, V' und V" rechts von zq konstant?
(durch 1 bzw. 0) fortgesetzt werden:

Ny | Fehler in V' | Fehler in V' | Fehler in V" T
10 | 2.04-1073 6.69-10~4 1.59-1073 6.43
20 | 4.15-107¢ 7.18.10°7 2.40-10°° 6.43
40 | 7.32-107 | 5.44.10"1 | 7.03.10"1° 10.29
60 | 8.57-10715 | 3.64-107%% | 7.99-1071% | 10.29

Zu V mit Ny = 20 und zy = 6.43 ergeben sich fir a = V2 -0.179 und
R = /2 -580 mit Np Ansatzfunktionen folgende Niherungseigenpaare
(w, 1t) und Defektschranken ¢ fiir die Orr-Sommerfeld-Gleichung:

Np H To 6 <
54 | -1.652725394 + 75.606184021 | 6.43 | 0.7097023
74 | -1.652772126 + 75.606305601 | 6.43 | 0.0193871

2 Auch diese Konstante xo wird identisch derjenigen aus der Definition der Ansatz-
funktionen und derjenigen aus Abschnitt 3.3.4 gew&hlt. Dies ist jedoch nicht zwingend
erforderlich, sondern dient der Vereinfachung der Datenstruktur der Ansatzfunktio-

nen.



Wie im vorhergehenden Abschnitt beschrieben, wird fiir die Rechnun-
gen vom dritten bis zum ersten Vergleichsproblem V zu Ny = 10 und
pzu Np = 74 mit zp = 6.43 verwendet. Zunédchst werden rationale
Niherungen (mit Fehlerschranken kleiner 1071%) fiir o = /2 -0.179 und
R = /2 - 580 verwendet.

Die kleinsten positiven Eigenwerte des dritten Vergleichsproblems sind
Asa € [37126,37128] und Ags € [95942,95943], so dafl die Homotopie
vom dritten zum zweiten Vergleichsproblem knapp 85 Homotopieschrit-
te erfordert. Der beschriebene Algorithmus liefert folgende Werte s; des
Homotopieparameters als Stufen und zugehdrige untere Schranken fiir

(s0),
Al

il os Ja N ] s [ N>
0 |0.0188 | 84 | 86580 || 10 | 0.2481 | 74 | 61159
1 [0.0403 | 83 | 83363 || 11 [ 0.2722 | 73 | 59132
2 | 0.0621 | 82 | 80221 || 12| 02967 | 72 | 57714
3 | 0.0843 | 81| 77188 || 13| 03209 | 71 | 55463
4 | 0.1068 | 80 | 74310 || 14 | 0.3454 | 70 | 54024
5 | 0.1206 | 79 | 71643 || 15 | 0.3695 | 69 | 51990
6 | 0.1528 | 78 | 69198 || 16| 0.3933 | 68 | 49489
7 | 01763 | 77 | 67067 || 17 | 0.4175 | 67 | 48006
8 | 02001 | 76 | 65239 || 18 | 0.4414 | 66 | 46239
9 | 02243 | 75 | 63779 || 19 [ 04650 [ 65 | 44287
il os A i s g [

20 | 0.4882 | 64 | 42211 30 | 0.7021 | 54 | 28519
21 | 0.5111 | 63 | 40110 || 31 | 0.7207 | 53 | 27431
22 1 0.5345 | 62 | 39258 || 32 | 0.7390 | 52 | 26834
23 1 0.5567 | 61 | 37349 || 33 | 0.7564 | 51 | 25984
24 | 0.5787 | 60 | 35609 || 34 | 0.7730 | 50 | 24903
25 | 0.6004 | 59 | 34095 || 35 | 0.7892 | 49 | 24338
26 | 0.6218 | 58 | 32845 || 36 | 0.8046 | 48 | 23629
27 1 0.6428 | 57 | 31898 || 37 | 0.8192 | 47 | 22789
28 | 0.6629 | 56 | 30358 || 38 | 0.8330 | 46 | 21830
29 | 0.6827 | 55 | 29221 39 | 0.8460 | 45 | 20752




il os i i ] os [a[A >
40 | 0.8586 | 44 | 20090 50 | 0.9475 | 34 | 13682
41 | 0.8704 | 43 | 19345 51 | 0.9532 | 33 | 13224
42 1 0.8815 | 42 | 18510 52 | 0.9582 | 32 | 12591
43 | 0.8921 | 41 | 18008 b3 | 0.9628 | 31 | 12110
44 1 0.9019 | 40 | 17438 54 | 0.9671 | 30 | 11763
45 1 0.9111 | 39 | 16772 55 | 0.9711 | 29 | 11501
46 | 0.9194 | 38 | 15992 56 | 0.9744 | 28 | 11057
47 1 0.9273 | 37 | 15398 57 | 0.9775 | 27 | 10829
48 1 0.9347 | 36 | 14962 h8 | 0.9801 | 26 | 10382
49 1 0.9415 | 35 | 14401 59 | 0.9823 | 25 | 10086

il os [N s [ (AR
60 | 0.9828 | 24 | 9579 70 | 0.9926 | 14 | 9020
61 | 0.9843 | 23 | 9487 711 0.9927 | 13 | 8973
62 | 0.9861 | 22 | 9424 721 0.9928 | 12 | 8907
63 | 0.9877 | 21 | 9360 731 0.9935 | 11 | 8808
64 | 0.9891 | 20 | 9309 741 0.9946 | 10 | 8722
65 | 0.9902 | 19 | 9262 751 0.9965 | 9 8648
66 | 0.9911 | 18 | 9221 76 | 0.9983 | 8 8592
67 | 0.9917 | 17 | 9170 77| 1.0000 | 7 7781
6
5

68 | 0.9922 | 16 | 9123 78 | 1.0000 9473
69 | 0.9925 | 15 | 9070 79 | 1.0000 3169

Dabei wurden fiir sg = 0 zunédchst 150 Ansatzfunktionen verwendet, fiir

ss6 = 1 dagegen nur noch 40.
Fiir die entscheidende Grofle aus Satz 3.9 gilt:
1 2
<|aR Simag(p)| <81 S— 52) > 17100.
o

Die Homotopie vom zweiten zum ersten Vergleichsproblem (bzw. zu Pro-

blem (3.29); siche Abschnitt 3.3.5) startet bei s = 0 mit /\(650) > 3100



(man beachte die Verschiebung des Index um 1). Danach wahlt man fol-

gende s; und erhélt untere Schranken fiir /\gs’):

il s [ XY
0 0 6 3100
1107515 2850
2| 80 | 4 2518
3] 10° | 3 1823
3 10° | 2 595
30 10° |1 21

Fiir das Verfahren von Rayleigh-Ritz wurden 60 Ansatzfunktionen ver-
wendet, fiir das Lehmann-Goerisch-Verfahren 50 homogene Ansatzfunk-
tionen w!. Die Anzahl der Ansatzfunktionen ist so gewihlt, daB mit
moglichst geringem Aufwand brauchbare Eigenwertschranken fiir das
Problem zur Bestimmung der Konstanten K erhalten werden. Es ist nicht
das Ziel, moglichst gute, d. h. enge EinschlieBungen fiir die Eigenwerte
der Vergleichsprobleme zu erhalten. Daher erfolgt hier kein Vergleich von

oberen und unteren Eigenwertschranken.

Nach der Bemerkung im Anschluff an Satz 3.5 ergibt sich durch Grenz-
ibergang ¢; — 04 die grobe untere Eigenwertschranke fiir den dritten

Eigenwert des Zielproblems aus Abschnitt 3.3.2:
Az > 595 .

Diese Schranke gilt fiir die bisher verwendete Approximation V' des Bla-
siusprofils zu Ny = 10. Wird stattdessen V zu Ny = 20 verwendet, so

erhdlt man nach Satz 4.1 und der anschlieBenden Bemerkung
Az > 352,

Mit 50 Ansatzfunktionen fiir Rayleigh-Ritz und 40 fiir Lehmann-Goerisch

erhdlt man als untere Schranke fiir den ersten Eigenwert des Zielproblems

A1 > 19.8450 .



Dabei wurde v = R/20 und ¢ = ¢ = R?/2000 (Spektralverschiebungen
aus den Abschnitten 3.3.2 und 3.3.5) gewé&hlt.

Nach Satz 4.1 erhédlt man fiir das entsprechende Problem mit exaktem

Blasiusprofil und exakten Werten von o = v/2-0.179 und R = /2 - 580
A1 > 18.9218 .

Gemaf (4.1) erhélt man die Defektschranke § < 0.021 fiir den Defekt
der Ndherungslosung (w, pt) bezliglich des exakten Blasiusprofils und der
exakten Werte fiir o, R.

Der Zentrale Satz 2.1 (es gilt 8 < 0.0904 < 1) garantiert nun die Exi-
stenz eines Eigenpaares (U, A) € D/(Z) der Orr-Sommerfeld-Gleichung
mit Blasius-Strémungsprofil fiir Wellenzahl o« = v/2-0.179 und Reynolds-
zahl R = /2 - 580 mit (U) = ¢(w) und

<0.202.

( U@w)
Aspu 3

A liegt folglich in der linken Halbebene, d. h. die Instabilitdt des Blasi-

usprofils ist (fiir diese Parameterkonstellation) bewiesen.

Auflerdem kann es nach Satz 2.1 kein weiteres FEigenpaar (ﬁ,X) € D(A)
mit gp(ﬁ) = ¢p(w) und
('y(ﬁ @w))
X S

geben; der oben nachgewiesene Eigenwert A ist einfach.

< 8.498

~

Zum abschliefenden Nachweis der lokalen Eindeutigkeit des Eigenwertes

A nach Abschnitt 2.2 kann fiir |X¢>u| < 0.03 wegen ¢ < 0.0034 < 0.022 <
pw)

Tellxa Satz 2.3 angewendet werden, d. h. es kann kein weiteres Eigenpaar
(X, ﬁ) der Orr-Sommerfeld-Gleichung mit Blasiusprofil fiir die Wellenzahl
o =+/2-0.179 und die Reynoldszahl R = /2 - 580 mit go(ﬁ) = ¢(w) und
X < u| < 0.03 geben.

Zur Demonstration der Leistungsfihigkeit des vorgestellten Verfahrens

werden im folgenden deutlich engere EinschlieBungen fiir den “instabilen”



Eigenwert bei o = V2 -0.179 und R = /2 - 580 ermittelt. Dazu werden
mit groferer Anzahl Np von Ansatzfunktionen und V zu Ny = 60 mit
zg = 10.29 bessere Niherungen (w, ut) bestimmt®. Die Defektschranke 6

ist bereits beziiglich exaktem Blasiusprofil und exakten «, R angegeben:

i| Np | u To 6 <

1] 114 | -1.652756336792 10.29 | 2.58-1073
+ 75.606472219516 1

2 | 134 | -1.652756336777 10.29 | 5.62-107°
+ 75.606472219493 1

3| 154 | -1.652756336777 10.29 | 7.83-1077
+ 75.606472219493 1

4 | 174 | -1.652756336777 10.29 | 7.65-107°
+ 75.606472219493 1

5 | 194 | -1.652756336777 10.29 | 6.02-10~11
+ 75.606472219493 1

6 | 214 | -1.652756336777 10.29 | 4.24-10~12
+ 75.606472219493 1

Mit Hilfe von Satz 4.1 kann ohne(!) nochmaliges Rechnen sdmtlicher Ho-
motopien gezeigt werden, daff Ay > 17, also K < 0.242 fiir diese verbes-
serten Naherungen gilt. Satz 2.1 liefert die Existenz eines Eigenwertes A

mit

A epil <
2.6-1072
5.6-107*
7.8-107°
7.7-1078
6.0-10710
4.3.10~

S| OV W= [ Q| DO =] =

3Bei den durchgefiihrten Rechnungen zeigte sich, dafl bei weiterer ErhShung der
Anzahl der Ansatzfunktionen keine wesentlich kleineren Defekte zu erreichen sind.
Dies 148t sich durch Verwendung einer besseren Niherung bzw. EinschlieBung fiir das

Blasiusprofil beheben.



Die in der ersten Zeile von (4.3) angegebene Niherung ist demnach in

allen angegebenen Stellen korrekt, jedoch wire
A = 2-0.179-580 - (<0.00795972 + i 0.36412287)

der korrekt gerundete Wert.

Es folgen einige Ergebnisse fiir andere Parameter o, R. Wegen der grofien
Rechenzeiten fiir die Homotopie vom dritten bis zum ersten Vergleichs-
problem konnten diese Rechnungen erst vom ersten Vergleichsproblem an
verifiziert durchgefiihrt werden; aufgrund der erforderlichen heuristischen
Wahl des Spektralparameters p besitzen sie also nicht dieselbe Rigorositét

wie die bislang aufgefiithrten Ergebnisse.

a R 1 6 < |A opl <

0.25 | 426.59 | -0.000009327 3.83-1077 [ 3.1-10"8
+42.3111953177 1

0.2 | 500 |[-0.0622471354 2.23-1079 | 2.3-1078
+37.1835973223 1

0.2 | 1500 |-5.1130791417 8.15-1075 [ 1.1-1074
+96.1250646277 1

0.2 | 3000 |-7.2354492532 8.31-107*% | 1.8-102
+175.407270321 1

0.2 | 4000 | -4.8863887472 413-107% | 1.1-1072
+225.813011574 1

0.1 | 5000 |-10.202113420 8.11-107° | 2.8-107*
+114.984407775 1

0.1 | 10000 | -23.666502784 3.95-107% | 2.3.10"2
+207.439464400 1

0.1 | 15000 | -34.202444724 1.87-107% | 9.9.103
+293.760528163 1

Die erste Zeile liefert mit R = 426.59 eine obere Schranke fir die kritische
Reynoldszahl. In [7] ist hierfiir die Niaherung R = 426.585 angegeben

worden.



Kapitel 5

Anhang



A  Definition der Operatoren

In diesem Abschnitt werden die in der Arbeit verwendeten Operatoren

definiert. Viele der Operatoren unterscheiden sich nicht im Differential-

ausdruck, sondern lediglich im Definitionsbereich. Dies ist bei der Wahl

der Bezeichnungen beriicksichtigt worden.

Definition 5.1

H5(0, 00)
H3(0,00)
{u € Hs(0,20) : u(0) = u'(0)
HY(0, z0) ,

{u € Ha(wg,00) : ¢(u) =0},
(eD? + o*)u  fir B € {B,B;, BY, Bgl), B}

ﬂH?(O,oo),

bl

0}’

{u ELZ(Oa OO) : u|(0,xu) ED(B(I))a u|(xu,oo) ED(B(T))} )
B [w|(o,00)](z)  falls 2 € (0, %)
B(T)[U|(x0,oo)](2) falls z € (@, 00) ,

(0, 00) 0 (0, %)
{u € Ha(0,z0) : u(0)='(0) =0},
{u € Ha(wo,00) : p(u) =0},
(&D? + o) u+ iaR[V(eD? + a)u + V"]
fiir A e {4, AW Ay

{u € Ha(wo,00) : o(u) =0},
(&D? + o) ?u+iaR(eD? + a?)u

{u€ D(A) : p(u) = Lulu] = (A &pB)]
D(AD) L[] = (AD pBO)u],
{ue DAD)  p(u) = 0}, L[u] == (A7) &pB)u],
{u € La(0,00) : ul(0,0) € D(LY), tl(ag,00) € DY)},
{LEP [ulo,e)(z)  falls = € (0, 20)

L [ul(woy00))(2)  falls = € (0, 00)

0}’



D(g) = Ha(0,00) N HY(0,00), p(u) = / (e dz |

D(¢) = La(zo,00), @(u):= / u(z)e”**dz
0 1 0,
¢(Z) {e—az ]le;::([xoxi) , also go(u) = (u, ¢>L2(0,oo)

Gelegentlich wird mit ¢ auch die kanonische Fortsetzung von ¢ auf

L2(0,00) bezeichnet und ¢ mit ¢ identifiziert.

B Bestimmung der adjungierten Operatoren

In diesem Abschnitt werden, soweit bendtigt, die Adjungierten der zuvor

definierten Operatoren bestimmt.

Definition 5.2 FEs seien (H1,(.,.)1), (Ha, (., .)2) komplexe Hilbertriume,
D(T) dichter Unterraum von Hy und T : D(T) — Ha ein linearer Ope-

rator. Dann setzt man

D(T*):={g € Hy:3g" € Hy : (T[f],9)2 = (f,9")1 Vf € D(T)}
T°: DTy — Hy, T*[g]:=g",

und bezeichnet T™ als den zu T adjungierten Operator.

Fiir die konkreten Operatoren in dieser Arbeit setzt man Hy = Hs =
L2(0,00) bzw. La(0,zg) oder La(zg,00) mit dem entsprechenden Lo-
inneren Produkt. Die Bestimmung der Adjungierten erfordert mehrfache
partielle Integration, um den Differentialausdruck und die Randbedin-
gungen bestimmen zu kénnen. Um bei den zwar einfachen, aber teilweise
sehr langlichen Rechnungen Fehler zu vermeiden, wurden Mathematica-
Notebooks entwickelt, mit deren Hilfe solche partiellen Integrationen in-

teraktiv durchgefithrt werden kénnen. Die entscheidende Prozedur ist

PartInt[Integrateli_,{x,a_,b_}], fs_] :=
Module[{g=i/.fs->1,gs, £},
gs = D[g,x];
f = Integratel[fs,x];
If[fs g =!=i, Print["Fehler in PartInt!"]];



- Integratel[f gs, {x,a,b}]
+ (£ //.x>b) (g //. x=>b) - (£ //.x—>a) (g //. x—>a)
1;

Daneben werden weitere Prozeduren zur Vereinfachung von Zwischener-
gebnissen bendtigt.

Fiir die Operatoren B, By, ... ergibt sich

Integrate[B[f[x]] Conjugatelv[x]], {x,a,b}] =
<(Conjugate[v'[a]] fla]) + Conjugate[v'[b]] f[b]

b
—1—/ (alfa® Conjugate[v[z]] <>Conjugate[v” [«]]) flx]dx

+ Conjugate[v[a]] f'[a] <Conjugate[v[b]] f'[b] .

Es folgt
D(B") = D(B), B*[u] = Blu] ,
D(B;) = H3(0,00), Bi[u] = (&D* + a¥)u,
DBY*Y = Hy(0,20), BV [u] = (eD? + o)u ,
D(BW*) = {ue Ho(0,z0) : u(zo) = v (x0) = 0},

BU[u] = (&D? + o?)u.
Fiir die Operatoren A, A . ergibt sich

Integrate[A[f[x]] Conjugatelv[x]], {x,a,b}] =

fab flx] (alfa® Conjugate[v[z]] 2 alfa® Conjugate[v" [z]]+
Conjugate[vV[z]] + i alfa® RE Conjugate[v[z]] V[z]<
i alfa RE (Conjugate[v”[z]] V[z]+

2 Conjugate[v'[#]] V'[2]))dz+
(2 alfa® Conjugate[v[a]]<

Conjugate[v”[a]] + ¢ alfa RE Conjugate[v[a]] V]a]) f'[a]+
(<2 alfa® Conjugate[v[b]]+
Conjugately"[i] &i alfa RE Conjugatelo{s]] VIH) S+



fla] (Conjugate[v® [a]]<
alfa Conjugate[v'[a]] (2 alfa+i RE V]a])&
i alfa RE Conjugate[v[a]] V'[a])+
fb] (2 alfa® Conjugate[v’[b]] <Conjugate[v(3)[b]]+
i alfa RE Conjugate[v'[b]] V[b]+
i alfa RE Conjugate[v[b]] V'[b])+
Conjugate[v'[a]] f"[a] < Conjugate[v'[b
b

1 [b]@

[0]] f
Conjugate[vla]] £¥)[a] + Conjugatelu[s]] /&[]
Es folgt

D(A™) = D(4) ,

A*u] = (&D? + o*)?u 4 iaR[&V (D 4+ o) u+ 2V Du] .

Die Bestimmung von Lj, erfordert einen etwas allgemeineren Rahmen, da
D(L,) nicht dicht in L,(0, c0) ist:

Man setzt Hy := {u € L2(0,00) : ¢(u) = 0} und Hy := L2(0,00). Fiir
beliebiges v € D(L,) C Hy und v aus dem (noch unbekannten) Defi-
nitionsbereich von L7 gilt nach Lemma 5.1 (siche Anhang C) zunéchst
v € Hy(0,00) und

<Lu[u]av>L2(0,oo) = <(A C>/'LB)[U]’U>L2(0700)

(5.1)
= (u,(AeuB) v okrd)m, ,

wobei (AouB)* = A* <uB* und & so gewihlt werden musB, daf p((A<

uB)*[v] ©k¢) = 0 gilt, also
o — ((AeuB) [v], @) ra(0,00)

(@, 0)Lo(0,00)
(man beachte (u, ¢)r,(0,00) = 0 fiir w € Hy). Die bei der partiellen In-

tegration in (5.1) entstehenden Randterme miissen verschwinden, so dafl
v € D(A*) gefordert wird.

Insgesamt erhélt man

D(L},) = D(A™) = D(A)

Li[u] = (AouB)* [u] & ((AeuB) [ul, ¢)L.00,00) [ (#:O)La(0,00) " -



Analog erfolgt die Bestimmung von £*:
Man setzt Hy := {(Z) € L3(0,00) xC : p(u) = 0} und Ha := L2(0, 00).
Gilt (£ [(g)] s V) Ly(0,00) = ((Z),v*)Hl fiir alle (Z) € D(L), so folgt insbe-

sondere (fiir ¢ = 0), dal v € D(L},) und v] = L}[v] sowie (fiir u = 0),
daf v3 = &7 (B[w], v) L,(0,00) gilt, und man erhalt

D(L*) = D(L},) = H4(0,00) N HJ(0,00) ,

(@7(19[57%[3@(0,00)) .

C Regularitit von schwachen Lésungen

In Anhang B wurden die Definitionsbereiche der ben&tigten adjungierten
Operatoren mittels partieller Integration bestimmt. Dies setzt jedoch ei-
ne ausreichende Glattheit der entsprechenden Funktionen voraus, d. h.
fiir einen Differentialoperator t-ter Ordnung in La(a, b) mufl zunichst ge-
zeigt werden, dafl der Definitionsbereich des adjungierten Operators im

Sobolevraum Hy(a, b) enthalten ist.

Lemma 5.1 Ist T ein Differentialoperator t-ter Ordnung in La(a,b) mit
D(T) D H)(a,b), 0<a<b<oo,

Thl(e) = Y aj()ut(x)

j=0

und a; € Cj(a,b) (j=0,...,1), a; 20 auf (a,b), (a;)™' € Leo(a,b), ag»k) €
Leo(a, ) (k=0,...,75;, 7=0,...,1), so gilt

D(T*) C Hy(a,b) .
Bewels:
Ist ¢ € D(T™), so gilt

<T[f]ag>L2(a,b) = <fa T*[gDLg(a,b) (52)



fiir alle f € D(T), also insbesondere auch fiir alle f € H(a,b). Per
Definition liegt ¢ dann im Definitionsbereich von 7, dem Adjungierten
des sog. Minimaloperators Ty mit D(Tp) = HP(a,b), Tolu] := T[u].

Nach [10, IX.9 Gleichung (9.6)] ist D(T§) = Hy(a,b), also g € Hy(a,b).

Ll

Regularitéitsfragen spielen ebenfalls eine Rolle bei der mehrmals benutz-

ten Aquivalenz von Eigenwertproblemen in Bilinearformgestalt

Suche w € D(T) und A € IR

mit (T[u], T[v]) Loa,p) = AMS[u], S[v]) Lo(ap) flir alle v € D(T')
und der entsprechenden Operatorgestalt
T"T[u] = AS* Su (5.4)

(mit den gesondert bestimmten Randbedingungen). 7% und S* sind als

formal adjungierte Differentialoperatoren zu verstehen.

Dabei sei T' Differentialoperator der Ordnung ¢ = 2m mit {-mal stetig
differenzierbaren und - mitsamt ihren Ableitungen - beschrankten Koef-
fizienten. Der Differentialoperator S habe die Ordnung s < m; seine Ko-
effizienten mogen analogen Glattheitsbedingungen gentigen. Die (meist
mit Mathematica durchgefiihrte) partielle Integration - um die zu (5.4)
gehorigen Randbedingungen zu ermitteln - beruht wiederum auf der An-

nahme, daf fiir Losungen u von (5.3) gilt: v € Hay(a, b).

Lemma 5.2 Gilt Hi(a,b) D D(T) D HX(a,b) und ist D(T) C D(S), so
gilt fiir Losungen u von (5.3) bereits u € Hoy(a,b).

Beweis:
Fiir Losungen « von (5.3) gilt insbesondere

(T[], TI]) ey = (ST, STl ey fie alle v € HY(a,b)
also

(TTu), T[0]) £ogasy = MSES[u], v)y(ap) fiir alle v € HY(a,b)



mit Sp als dem zu S gehdrigen Minimaloperator (siche Beweis von Lemma
5.1), da D(S§S) D D(T). Damit liegt T[u] im Definitionsbereich von Tf,
Tu € Hi(a,b). Es folgt v € Ho(a,d). O

Folgerung 5.1 (5.3) und (5.4) haben dieselben Figenwerte mit jeweils
derselben Vielfachheit.

Lemma 5.3 Ist S die Identitit auf La(a,b) und D(T) D HP(a,b), so
sind die Resolventenmengen von (5.3) und (5.4) gleich.

Bewels:

Ist S = id, so steht in (5.4) tatsdchlich der Operator T*T mit D(T*T) =
{f € D(T) : T[f] € D(T*)}. (Fiir S # id ergibt sich beim Ubergang
von (5.3) zu (5.4) in der Regel ein anderer Definitionsbereich - evtl. mit

A-abhangigen Randbedingungen.) Fiir A € IR gilt
N e o((53)
& (T[], T[0]) Locap) MU, v) Logap) = {7, V) Lo(a,s) flir alle ve D(T')
ist eindeutig lsbar in D(T) fir jedes r € La(a,b)
mit [[ullya,p) < Cllrllzaca)
& (Tu], T]) Lyas) = (r+ Au,v)poap) Fir alle v € D(T)
ist eindeutig losbar in D(T') fir jedes r € La(a,b)
mit [[ullya,p) < Cllrllzaca)
< we D), Tul € D(T*) und T*Tu] = r+ Au
ist eindeutig losbar fir jedes r € La(a, b)

mit (Jull,(a,8) < CllllLogap) »
& (T*T < Aid) ist bijektiv mit beschrankter Inverser |

& Aep((54)). O

Folgerung 5.2 Unier den Voraussetzungen der Lemmata 5.2 und 5.3
haben (5.3) und (5.4) dieselben wesentlichen Spektren.
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