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Kapitel 1

Einleitung

Die folgende Einf�uhrung in einen wichtigen Teilbereich der aktuellen Forschung �uber die
Finite Elemente Methode (FEM) befa�t sich mit der Formulierung versteifungsfreier, ro-
buster, dreidimensionaler 8-Knoten Volumenelemente. Dabei werden die Motivation und
die Ziele der vorliegenden Arbeit dargestellt und es wird eine kurze Zusammenfassung des
Inhalts der einzelnen Abschnitte gegeben.

Ausgangspunkt dieser Arbeit �uber 3D Volumenelemente sind die Artikel von Simo, Ri-

fai [1990], Simo, Armero [1992] und Simo, Armero, Taylor [1993]. In diesen Artikeln
wurde eine neue Methode vorgestellt, die es erlaubt, die bekannten Versteifungse�ek-
te von Elementen mit bilinearen (4-Knoten Scheibenelement) und trilinearen (8-Knoten
Hexaeder) Ansatzfunktionen zu beseitigen oder abzuschw�achen. Diese sog.

"
Enhanced As-

sumed Strain\ Methode (EAS) bietet eine elegante M�oglichkeit das bew�ahrte 8-Knoten
Volumenelement bei der Berechnung inkompressibler Materialien oder der Simulation von
Strukturen einzusetzen, die durch Biegung beansprucht werden. Man schreibt in diesem
Zusammenhang auch von einer Beseitigung der Biegeversteifung und der volumetrischen
Versteifung des konventionellen 8-Knoten Verschiebungselementes. F�ur lineare Anwen-
dungen erwiesen sich die EAS-Elemente als �uberaus erfolgreich. Wenn in den numerischen
Simulationen geometrische und materielle Nichtlinearit�aten ber�ucksichtigt werden, zeigen
sich teilweise schwerwiegende Nachteile gegen�uber anderen,

"
klassischen\ Elementen f�ur

nichtlineare Berechnungen wie dem Q1P0- (Simo, Taylor, Pister [1985]) und dem SRI-
Element (Hughes, Malkus [1978]). Die geringe E�zienz der EAS-Elemente wird durch die
neun bis zw�olf inneren Elementparameter verursacht. Letztere m�ussen durch eine zeit-
aufwendige statische Kondensation, d.h. eine Inversion einer 9 � 9 bis 12 � 12 Matrix,
auf Elementebene eliminiert werden. Da die Elementfreiheitsgrade zur Spannungsberech-
nung ben�otigt werden, mu� hierf�ur zus�atzlicher Speicher reserviert werden. Dieser hohe
Aufwand im Vergleich zum Q1P0- und SRI-Element wird durch die bessere Erfassung
der Biegestei�gkeit solcher EAS-Elementformen gerechtfertigt, bei denen drei charakteri-
stische L�angen erheblich voneinander abweichen. Bei dieser Argumentation bleibt jedoch
unber�ucksichtigt, da� die eigentliche Herausforderung f�ur die Elemententwicklung das
(nahezu) inkompressible Deformationsverhalten vieler Werksto�e bei gro�en Verzerrun-
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4 KAPITEL 1. EINLEITUNG

gen darstellt. Die Simulation der Umformung elasto-plastischer Metalle wie der Verfor-
mung von hyperelastischen Materialien (z.B. Gummi) kann auch mit Elementen erfolgen,
die ausschlie�lich die volumetrische Versteifung unterdr�ucken. Eine weitere Eigenschaft
nichtlinearer EAS-Elemente ist das ausgepr�agte Auftreten von numerischen

"
hour-glass\

Instabilit�aten. Mit Hilfe spezieller Stabilisierungstechniken (Glaser, Armero [1997], Wrig-

gers, Reese [1996]) kann dieses Problem f�ur das Ogden-Materialgesetz gel�ost werden. Auch
bei anderen nichtlinearen Elementen (Q1P0-, SRI- und �F-Element) tritt

"
hour-glassing\

auf. Wie numerische Beispiele zeigen, sind diese aber erheblich weniger anf�allig f�ur einen
Rangabfall der Element- und Strukturstei�gkeitsmatrizen als EAS-Elemente und k�onnen
auf einfache Weise stabilisiert werden.

Nach den obigen Ausf�uhrungen ist es folgerichtig, sich auf die Beseitigung der volume-
trischen Versteifung bei 8-Knoten Hexaedern zu konzentrieren. Um den Blick auf das
Wesentliche der nichtlinearen Elementformulierung nicht zu verstellen, beschr�ankt sich
die vorliegende Untersuchung auf allgemeine hyperelastische Werksto�e. Damit k�onnen
Materialien modelliert werden, f�ur die eine VerzerrungsenergiedichteW = f(C) als Funk-
tion des rechten Cauchy-Green Tensors C existiert. Andere Materialmodelle wie Elasto-
Plastizit�at f�ur gro�e Deformationen k�onnen ohne Schwierigkeiten in die vorgestellten Ele-
mente eingebaut werden (siehe hierzu Dissertation Doll [1998]).

In Abschnitt 2 werden einige f�ur das Verst�andnis notwendige Grundlagen und Schreib-
weisen bereitgestellt. Da diese Arbeit nicht den Anspruch erhebt, ein Lehrbuch zu sein,
wird auf eine Wiedergabe allgemein bekannter Grundlagen der FEM und der Kontinu-
umsmechanik verzichtet.

In Abschnitt 3 wird die lineare EAS-Formulierung ausf�uhrlich dargestellt und untersucht.
Es werden verschiedene EAS-Elemente f�ur unterschiedliche Anforderungen entwickelt und
diskutiert. Unter dem Gesichtspunkt der E�zienz wird ein Weg vorgeschlagen, die Stei-
�gkeitsmatrizen von Hexaedern beliebiger Geometrie mit m�oglichst geringem Aufwand
zu berechnen. Die Auswirkung der Elementgeometrie auf die Qualit�at der EAS-Elemente
wird anhand von Quader, Parallelepiped und allgemeinem Hexaeder dargestellt. Einige
repr�asentative numerische Beispiele zeigen die M�oglichkeiten aber auch die Grenzen der
urspr�unglichen wie der modi�zierten EAS-Methode.

In Abschnitt 4 wird die EAS-Formulierung f�ur die Simulation nichtlinearer Probleme be-
schrieben. Leider gibt es keine M�oglichkeit, wie im linearen Bereich durch Modi�kationen
der originalen Methode nach Simo et al. [1992,1993] die E�zienz der Elemente zu stei-
gern. Besonderes Interesse gilt in diesem Abschnitt der Frage, wie die EAS-Methode die
Zwangsbedingung der Inkompressibilit�at punktweise erf�ullen kann.

In Abschnitt 5 werden die �F-Elemente vorgestellt und diskutiert. Hier wird gezeigt, wie
durch eine Modi�kation der Elementdilatation und damit des Deformationsgradienten
die volumetrische Versteifung beseitigt werden kann. Besonderer Wert wird auf die Her-
ausarbeitung der Unterschiede in der Stei�gkeitsmatrix und dem Elementkraftvektor zur
konventionellen Verschiebungsformulierung gelegt. Zwei konkrete �F-Operatoren und die
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zugeh�origen Elemente werden beschrieben. Beendet wird dieser Abschnitt durch die Un-
tersuchung einer sog. inkonsistenten �F-Formulierung, die zwingend zu einer unsymmetri-
schen Tangentenstei�gkeitsmatrix f�uhrt.

Abschnitt 6 zeigt den Zusammenhang zwischen dem Q1P0-Element, das auf einem 3-Feld
Funktional mit unabh�angigen Verschiebungen, Druck und Dilatation basiert, mit dem �F-
Formalismus.

In Abschnitt 7 werden die in Abschnitt 5 vorgestellten Elemente f�ur einen in der Praxis
wichtigen Spezialfall untersucht: hyperelastische Werksto�gesetze mit Entkopplung von
isochorem und volumetrischemVerformungsverhalten. Nicht nur aus Gr�unden einer e�zi-
enten Programmierung ist es sinnvoll, Elemente mit dieser Materialmodellierung in einem
eigenen Abschnitt zu untersuchen. Auch das in der Praxis der Simulation sehr wichtige
SRI-Element kann in die Untersuchung einbezogen und mit den �F-Elementen verglichen
werden.

Abschnitt 8 behandelt die numerische Instabilit�at von 8-Knoten Hexaedern bei homoge-
ner Kompression. Es wird beispielhaft anhand von SRI- und Q1P0-Element gezeigt, da�
die Instabilit�at durch Addition einer Stabilisierungsmatrix zur Elementstei�gkeitsmatrix
�uberwunden werden kann. Einige numerische Simulationen machen die Problematik deut-
lich, die beim Einsatz dieser Stabilisierung besteht, speziell das Problem der geeigneten
Wahl des Stabilisierungsparameters.

Abschnitt 9 beendet die vorliegende Arbeit mit einer Zusammenfassung und der Bewer-
tung der wesentlichen Ergebnisse. Ein Ausblick auf zuk�unftige Entwicklungen bei der
Elementformulierung soll einen Weg zeigen, De�zite derzeitiger

"
nichtlinearer\ 8-Knoten

Elemente zu beseitigen.



Kapitel 2

Grundlagen

Dieser Abschnitt soll kein Lehrbuch zur Kontinuumsmechanik oder zur Methode der Fi-
niten Elemente ersetzen. Eine ausf�uhrliche Wiedergabe allgemein bekannter S�atze, De-
�nitionen und Herleitungen erfolgt daher nicht. Auf eine Einf�uhrung isoparametrischer
Volumenelemente wird aus denselben Gr�unden verzichtet, wie auf die Grundlagen der
Tensorrechnung oder der Kontinuumsmechanik. Es werden nur Bezeichnungen und De-
�nitionen aus der Mechanik und der FEM kurz erl�autert, die f�ur das Verst�andnis und
eine leichte Lesbarkeit der folgenden Ausf�uhrungen erforderlich sind. F�ur eine intensi-
ve Besch�aftigung mit einzelnen Themenbereichen steht die einschl�agige Fachliteratur zur
Verf�ugung (z.B. die B�ucher von Betten [1993], Cris�eld [1991/96], Zienkiewicz, Taylor
[1989] und Simo, Hughes [1998]).

2

2

2

r

t

s

Z

X

Y

~x(r; s; t)

Abb. 1: Das isoparametrische Konzept

Die Verschiebungen ~u = (u; v; w)T und die Komponenten des Ortsvektors ~x = (x; y; z)T

werden im 8-Knoten Element durch Knotenverschiebungen ui, vi, wi bzw. Knotenkoordi-
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naten xi, yi, zi und die konventionellen trilinearen Form- oder Ansatzfunktionen

N i :=
1

8
(1 + ri r) (1 + si s) (1 + ti t) (i = 1:::8) (2.1)

dargestellt (siehe Abb 1.1). Dieses Vorgehen bedeutet eine Approximation der Verschie-
bungen und der Geometrie an den Elementknoten, sowie eine Interpolation im Element
mit den Knotenwerten von ~u und ~x als Interpolationsst�utzpunkten.
F�ur eine kompakte Darstellung werden die acht Formfunktionen im Vektor ~n und die
Knotenwerte der Verschiebungskomponenten in x-, y- und z-Richtung in den Vektoren
~un, ~vn und ~wn zusammengefa�t. Entsprechend werden aus den Ortskoordinaten der acht
Elementknoten drei Vektoren ~xn, ~yn und ~zn gebildet.

~n := (N1; :::; N8)T ; ~un := (u1; :::; u8)T ; ~xn := (x1; :::; x8)T ; (2.2)

Weiter k�onnen die Knotenverschiebungen und Knotenkoordinaten zu jeweils einem einzi-
gen Vektor mit je 24 Komponenten zusammengesetzt werden. Diese Darstellung wird bei
der Untersuchung des diskretisierten Verzerrungstensors verwendet.

~ue := (~uTn ; ~v
T
n ; ~w

T
n )

T = (u1; :::; u8; v1; :::; v8; w1; :::; w8)T ~ue 2 R
24 (2.3)

~xe := (~xTn ; ~y
T
n ;~z

T
n )

T = (x1; :::; x8; y1; :::; y8; z1; :::; z8)T ~xe 2 R
24 (2.4)

Mit den in (2.2), (2.3) und (2.4) de�nierten Knotenvektoren lassen sich das Verschiebungs-
und das Ortsvektorfeld in �ubersichtlicher Weise darstellen.

~u =

0
@ u

v
w

1
A =

8X
i=1

0
@ N i ui

N i vi

N i wi

1
A =

0
@ ~nT ~un

~nT ~vn
~nT ~wn

1
A =

2
4 ~nT ~oT ~oT

~oT ~nT ~oT

~oT ~oT ~nT

3
5 ~ue (2.5)

~x =

0
@ x

y
z

1
A =

8X
i=1

0
@ N i xi

N i yi

N i zi

1
A =

0
@ ~nT ~xn

~nT ~yn
~nT ~zn

1
A =

2
4 ~nT ~oT ~oT

~oT ~nT ~oT

~oT ~oT ~nT

3
5 ~xe (2.6)

Um Verzerrungen berechnen zu k�onnen, werden die Ableitungen der Verschiebungen
nach den kartesischen Koordinaten ben�otigt. Diese erh�alt man mittels der Jacobi-matrix
J. Gleichung (2.7) zeigt den Zusammenhang zwischen den Ableitungen einer beliebigen
Funktion f nach isoparametrischen und den Ableitungen nach kartesischen Koordinaten.
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0
BBBBBBB@

@f

@r

@f

@s

@f

@t

1
CCCCCCCA

=

0
BBBBBBB@

@x

@r

@y

@r

@z

@r

@x

@s

@y

@s

@z

@s

@x

@t

@y

@t

@z

@t

1
CCCCCCCA

0
BBBBBBB@

@f

@x

@f

@y

@f

@z

1
CCCCCCCA

= J

0
BBBBBBB@

@f

@x

@f

@y

@f

@z

1
CCCCCCCA

(2.7)

Nach Belytschko et al. [1984] k�onnen die Formfunktionen Ni in eine Summe aus einem
konstanten Term, drei in den kartesischen Koordinaten x, y und z linearen Polynomen
und vier sog.

"
hour-glass\ Funktionen gi entwickelt werden.

g1 = r s; g2 = r t; g3 = s t; g4 = r s t (2.8)

dargestellt werden (siehe hierzu auch Simo et al. [1993]). F�ur den Vektor ~n gilt deshalb
Gleichung (2.9).

~n = ~nc + x ~bx + y ~by + z ~bz + g1 ~
1 + g2 ~
2 + g3 ~
3 + g4 ~
4 (2.9)

In Gleichung (2.9) bestimmen die Vektoren ~bx, ~by und ~bz die konstanten Verzerrungen
im Element. Da (2.9) als eine Taylorreihenentwicklung von ~n um den Elementmittelpunkt
interpretiert werden kann, sind diese drei Vektoren die partiellen Ableitungen des Vektors
der Formfunktionen nach den kartesischen Koordinaten, ausgewertet an der Stelle r = 0,
s = 0 und t = 0.

(~bx; ~by; ~bz) =

�
@~n

@x
;
@~n

@y
;
@~n

@z

�
(r; s; t = 0)

(2.10)

Der Vektor der
"
Translationen\ ~nc { der Wert von ~n am Elementmittelpunkt { wird nach

der folgenden Gleichung berechnet.

~nc = ~e� (~eT ~xn) ~bx � (~eT ~yn) ~by � (~eT ~zn) ~bz ; ~e =
1

8
(1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1)T (2.11)

Die im Restglied der Taylorreihenentwicklung (2.9) auftretenden ~
-Vektoren sind die von
Belytschko eingef�uhrten sog. vier ~
-Projektionsvektoren.

~
 i = ~hi � (~h
T

i ~xn) ~bx � (~h
T

i ~yn) ~by � (~h
T

i ~zn) ~bz (i = 1::4) (2.12)

Falls die Jacobi-Matrix im Element konstant ist { das Element besitzt dann die Form
eines Quaders oder Parallelepipeds { reduzieren sich die ~
-Vektoren auf die einfacheren

"
hour-glass\ Vektoren ~h1:::~h4.
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h
~h1; ~h2; ~h3; ~h4

i
=

1

8

2
66666666664

+1 +1 +1 �1
�1 �1 +1 +1
+1 �1 �1 �1
�1 +1 �1 +1
+1 �1 �1 +1
�1 +1 �1 �1
+1 +1 +1 +1
�1 �1 +1 �1

3
77777777775

(2.13)

In der FEM wird gew�ohnlich die Vektor-Darstellung f�ur Tensoren zweiter Stufe benutzt.
Die sechs unabh�angigen Elemente eines symmetrischen Tensors, z. B. der Cauchysche
Spannungstensor �, werden dabei zu einem Vektor ~� zusammengefa�t.

� =

0
@ �xx �xy �xz

�xy �yy �yz
�xz �yz �zz

1
A ~� = (�xx; �yy; �zz; �xy; �xz; �yz)

T (2.14)

Der Vektor der sog. Ingenieurdehnungen ~�, der aus dem linearen oder in�nitesimalen
Verzerrungstensor � gebildet wird, besitzt die besondere Eigenschaft, da� statt der Sche-
rungen �xy, �xz und �yz die Gleitungen 
xy = 2 �xy, 
xy = 2 �xy und 
xy = 2 �xy verwendet
werden.

� =

0
@ �xx �xy �xz

�xy �yy �yz
�xz �yz �zz

1
A ~� = (�xx; �yy; �zz; 
xy; 
xz; 
yz)

T (2.15)

Der lineare Verzerrungstensor ist der symmetrische Anteil des Verschiebungsgradienten

� =
1

2
(grad ~u + gradT ~u)

und besitzt in einer kartesischen Basis die Matrixdarstellung (2.16). Da auch inkompatible
Verzerrungen (s. Abschnitt 3.1) bei der Formulierung von 8-Knoten Volumenelementen
benutzt werden, erh�alt der kompatible Verzerrungstensor den Index u.

� =
1

2

0
BBBBBB@

2
@u

@x

@u

@y
+

@v

@x

@u

@z
+
@w

@x

@u

@y
+

@v

@x
2
@v

@y

@v

@z
+
@w

@y
@u

@z
+
@w

@x

@v

@y
+
@w

@y
2
@w

@z

1
CCCCCCA (2.16)
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Der diskretisierte symmetrische Anteil des Verschiebungsgradienten wird durch die Ma-
trix B, die die Verzerrungen mit den Knotenverschiebungen verkn�upft, und die Knoten-
verschiebungen ~ue ausgedr�uckt. F�ur die Darstellung von B werden die De�nitionen in
Gleichung (2.17) verwendet.

N i
x :=

@N i

@x
; ~nTx :=

@~nT

@x
= (N1

x ; :::; N
8
x)

T (2.17)

Damit ergibt sich f�ur den Vektor der Ingenieurdehnungen die Darstellung in (2.18).

~� =

0
BBBBBB@

�xx
�yy
�zz

xy

xz

yz

1
CCCCCCA =

2
66666664

~nTx ~oT ~oT

~oT ~nTy ~oT

~oT ~oT ~nTz
~nTy ~nTx ~oT

~nTz ~oT ~nTx
~oT ~nTz ~nTy

3
77777775
2
4 ~un

~vn
~wn

3
5 = B ~ue ; B 2 R6�24 (2.18)

Statt (2.18) kann die B-Matrix auch aus 6� 3 Matrizen aufgebaut sein (Gl. (2.19). Diese

"
knotenorientierte\ Konstruktion erweist sich oft als vorteilhaft gegen�uber (2.18).

~� =
8X
i=1

2
6666664

N i
x 0 0
0 N i

y 0
0 0 N i

z

N i
y N i

x 0
N i
z 0 N i

x

0 N i
z N i

y

3
7777775
0
@ ui

vi

wi

1
A =

8X
i=1

Bi ~u
i
e ; Bi 2 R

6�3; ~uie 2 R
3 (2.19)

Aufgrund der Darstellung von ~n in (2.9) zerf�allt die B-Matrix der konventionellen Ver-
schiebungsformulierung in eine konstante MatrixBc und eine nichtkonstante, ortsabh�angi-
ge Matrix Bh.

~� = B~ue = (Bc +Bh) ~ue (2.20)

Mit der konstanten Matrix Bc werden im Element die homogenen Verzerrungsanteile be-
rechnet. Aus Konvergenzgr�unden m�ussen die konstanten Verzerrungen in allen Element-
formulierungen �ubereinstimmen (s. Zienkiewicz, Taylor [1989]).

BT
c =

2
64
~bx ~0 ~0 ~by ~bz ~0
~0 ~by ~0 ~bx ~0 ~bz
~0 ~0 ~bz ~0 ~bx ~by

3
75 (2.21)
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Die ortsabh�angige Matrix Bh der Verschiebungsmethode enth�alt die Terme, die die un-
erw�unschte volumetrische Versteifung und die Biegeversteifung verursachen (s. Abschnitt
3.2.1 und 3.2.2). Diese Matrix mu� deshalb in einer versteifungsfreien Formulierung wie
der EAS-Methode ver�andert werden. Die Matrix Bh dient auch als Stabilisierung f�ur die
Matrix Bc, denn eine Stei�gkeitsmatrix, die nur mit der homogenen Matrix Bc statt mit
B gebildet wird, besitzt den Rang 6. Damit keine numerischen Instabilit�aten auftreten,
mu� die Stei�gkeitsmatrix eines 8-Knoten Hexaeders den Rang 18 besitzen.

BT
h =

2
666664

@gk
@x

~
k ~o ~o
@gk
@y

~
k
@gk
@z

~
k ~o

~o
@gk
@y

~
k ~o
@gk
@x

~
k ~o
@gk
@z

~
k

~o ~o
@gk
@z

~
k ~o
@gk
@x

~
k
@gk
@y

~
k

3
777775 (2.22)

Die entscheidende kinematische Gr�o�e in geometrisch nichtlinearen Problemen ist der
Deformationsgradient. Dieser Tensor zweiter Stufe transformiert in�nitesimale Linienele-
mente in der Referenzkon�guration in in�nitesimale Linienelemente in der Momentankon-
�guration.

d~xt = Fd~xref

Gr�o�en die sich auf die Ausgangs- oder Referenzkon�guration beziehen, werden mit dem
Index ref und solche, die sich auf die aktuelle oder momentane Kon�guration beziehen,
werden mit dem Index t gekennzeichnet.

~xref

~xt

~U

O

Abb. 1.1: Abbildung der Referenz- in die Momentankon�guration
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Der Verschiebungsvektor ~u = ~xt�~xref stellt den Zusammenhang von F mit den Verschie-
bungsgradienten GRAD~u und grad~u her. Hier und im folgenden wird mit GRAD der
Gradientenoperator bzgl. Koordinaten der Ausgangsgeometrie und mit grad der Gradient
bzgl. Koordinaten der aktuellen Geometrie bezeichnet.

F = 1+GRAD ~u (2.23)

In einer kartesischen Basis wird F durch die Matrix in (2.24) repr�asentiert.

F =

2
66666664

1 +
@u

@xref

@u

@yref

@u

@zref

@v

@xref
1 +

@v

@yref

@v

@zref

@w

@xref

@w

@yref
1 +

@w

@zref

3
77777775

(2.24)

Die Diskretisierung der Matrix in (2.24) mittels (2.5) f�uhrt aufgrund der Unsymmetrie
von F in Analogie zu (2.18) und (2.19) auf eine 9� 24 Matrix bzw. acht 9 � 3 Matrizen.
Eine gro�e Bedeutung bei der Formulierung nichtlinearer Finiter Elemente (s. Abschnitt
4-7) besitzt das Verhalten von F f�ur Starrk�orperdrehungen. Wenn die Abbildung ~xt(~xref)
den Deformationsgradienten F besitzt, dann f�uhrt eine anschlie�ende Starrk�orperdrehung
des verformten K�orpers d~x0 = Qd~xt, mitQ�1 = QT und det(Q) = 1, zum Deformations-
tensor F0 = QF.

d~x0 = Qd~xt = QF d~xref = F0 d~xref =) F0 = QF (2.25)

Der mit F gebildete symmetrische, positiv de�nite rechte Cauchy-Green Tensor

C := FT F ;

der im Gegensatz zu F ein Verzerrungstensor ist, wird in den Abschnitten �uber die nicht-
linearen Elementformulierungen verwendet.
F�ur die Formulierung von Materialgesetzen und die Entwicklung von 8-Knoten Hexaedern
im geometrisch nichtlinearen Bereich werden auch der Cauchysche Spannungstensor �,
der Kirchho�sche Spannungstensor � und der zweite Piola-Kirchho�sche Spannungstensor
S verwendet. (2.26) zeigt den Zusammenhang dieser drei Spannungen.

� =
1

J
FSFT = J � ; J = det(F) (2.26)
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F�ur die Berechnung der Tangentenstei�gkeitsmatrizen in einer nichtlinearenFE-Simulation
werden au�er den Spannungen (2.26) auch objektive Zeitableitungen dieser Spannungen
bzw. objektive Spannungsraten ben�otigt (siehe hierzu Cris�eld [1997] und Simo, Hughes

[1998]). Die Truesdellsche Rate des Kirchho�schen und des Cauchyschen Spannungsten-
sors, gekennzeichnet durch den Index tr, sind in (2.27) und (2.28) de�niert. Ein Punkt
ohne Index bezeichnet die materielle zeitliche Ableitung der Spannungstensoren, die be-
kanntlich mit Ausnahme der Ableitung von _S nicht objektiv ist.

_� tr = F _SFT = _� � ( _FF�1) � � � ( _FF�1)T (2.27)

_�tr =
1

J
_�TR (2.28)

Der Zusammenhang zwischen den Spannungsraten und den zeitlichen �Anderungen der
Verzerrungen ist in (2.29) dargestellt. Die Gr�o�en C� und Cs sind Tensoren vierter Stufe,
die sog. Werksto�tensoren.

_S = Cs _C (2.29)

_� tr = C� d ; d =
1

2
( _FF�1 + F�T _F

T
)



Kapitel 3

Die lineare EAS-Methode

Der Ausgangspunkt f�ur die nachfolgenden Untersuchungen und die Entwicklung eines
neuen 3D Festk�orper Elements ist eine kurze Herleitung der allgemeinen linearen

"
enhan-

ced assumed strain\ (EAS) Formulierung, die von Simo, Rifai [1990] entwickelt wurde.
Ihr bahnbrechender Artikel hat eine ganze Flut von Beitr�agen zur FEM ausgel�ost und
ihre �Uberlegungen und Darlegungen sind auch heute noch grundlegend.
Erweiterte inkompatible Verzerrungen wurden von Simo et al. eingef�uhrt, um die De�-
zite des 8-Knoten Standardelementes zu beseitigen. Es handelt sich dabei einerseits um
die volumetrische Versteifung bei quasi-inkompressiblem Material und andererseits um
die Biegeversteifung. Die Auswirkungen der EAS-Terme auf die Kinematik der Verschie-
bungsformulierung k�onnen auf einfache und �ubersichtliche Weise anhand eines achsenpar-
allelen Quaders dargestellt und diskutiert werden. Daher besch�aftigt sich Abschnitt 3.2
zun�achst mit der Anwendung der EAS-Methode auf diese speziellen Hexaeder. Die aus der
statischen Kondensation der EAS-Freiwerte resultierenden ortsabh�angigen �Bh-Matrizen
(siehe Abschnitt 3.1) k�onnen f�ur achsenparallele Quader explizit und analytisch, d.h. als
Funktionen der Material- und Geometrieparameter berechnet werden. Dadurch wird eine
analytische Eigenwertuntersuchung der Elementstei�gkeitsmatrix m�oglich, was die theo-
retische Untersuchung der Vor- und Nachteile einer speziellen EAS-Formulierung erlaubt.
Ausgehend von der Formulierung von EAS-Elementen f�ur achsenparallele Quader werden
anschlie�end beliebig orientierte Quader und Parallelepipede in Abschnitt 3.3 untersucht.
Abschnitt 3.4 befa�t sich dann mit Hexaedern beliebiger Gestalt und Orientierung. Die
Jacobi-Matrix solcher Elemente ist ortsabh�angig und die H-Matrix daher vollbesetzt. Die
Konsequenz ist, da� sich die �Bh-Matrix nicht mehr geschlossen darstellen l�a�t. Es wird
sich auch zeigen, da� Modi�kationen an der urspr�unglichen EAS-Formulierung von Si-

mo, Rifai [1990] unumg�anglich sind, um f�ur allgemeine Hexaeder ein zuverl�assiges, d.h.
versteifungsfreies und nicht-kinematisches sowie e�zientes Element zu erhalten. Eine sol-
che Modi�kation wurde erstmals von Simo et al. [1993] vorgeschlagen. Darauf aufbauend
wird in Abschnitt 3.6 eine weitere Methode vorgeschlagen, um ein versteifungsfreies und
stabiles Element zu erhalten.

14
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3.1 Grundlagen

Die variationelle Grundlage der �Uberlegungen von Simo et al., die zu einer neuen Me-
thode f�ur die Formulierung von versteifungsfreien dreidimensionalen 8-Knoten Elementen
f�uhrt, ist das Hu-Washizu Funktional mit unabh�angigen Spannungen �, unabh�angigen
Verzerrungen �, unabh�angigen Verschiebungen ~u und dem symmetrischen Anteil des Ver-
schiebungsgradienten �u:

�HW =
1

2

nelmX
e=1

Z
Ve

� � C � dVe +

nelmX
e=1

Z
Ve

� � (�u � �) dVe +�ext(~u) (3.1)

�ext ist das Funktional der �au�eren Lasten, also das Funktional der Volumen- und Ober-

�achenkr�afte. Ve ist das Elementvolumen und der Tensor vierter Stufe C ist der Werksto�-
tensor. Nach dem �Ubergang zu der in der FEM �ublichen Matrix-Vektor Schreibweise wird
dieser Tensor durch die sog. Spannungs-Verzerrungsmatrix C ersetzt, die f�ur ein elastisch
isotropes Material die folgende Form besitzt:

C =

0
BBBBBB@

E1 E2 E2 0 0 0
E2 E1 E2 0 0 0
E2 E2 E1 0 0 0
0 0 0 G 0 0
0 0 0 0 G 0
0 0 0 0 0 G

1
CCCCCCA

Die Konstanten E1, E2 und G sind wie folgt de�niert:

E1 =
E(1 � �)

(1 + �)(1 � 2�)
; E2 =

E �

(1 + �)(1 � 2�)
; G =

E

2(1 + �)

Die einzigen Materialkonstanten in der linearen, isotropen Theorie sind der Elastizit�ats-
modul E und die Querkontraktionszahl oder Poissonzahl �.

Die Strategie von Simo, Rifai [1990] besteht darin, die Verzerrungen des konventionellen

Verschiebungselementes ~�u durch die sog. inkompatiblen Verzerrungen ~�(i) zu erweitern,
um damit die Darstellung der Verzerrungen bei gr�oberen FE-Diskretisierungen zu ver-
bessern. Die Gesamtverzerrungen setzen sich dann im linearen Fall additiv aus diesen
zwei Verzerrungen zusammen. Die Komponenten von ~�(i) sind im Element durch lokale
Elementparameter (zusammengefa�t imVektor ~'e) und Interpolationsfunktionen (zusam-
mengefa�t in der Matrix G) de�niert.

~� = ~�u +~�(i) = B ~ue +G ~'e ~'e 2 R
eas (3.2)
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Die Wahl der inkompatiblen Interpolationsfunktionen G und die Bestimmung der inter-
nen Elementparameter ~'e sind f�ur die Qualit�at eines EAS-Elements entscheidend. Aus
diesem Grunde m�ussen Wege gefunden werden, die Auswahl der Interpolationsfunktionen
systematisch vorzunehmen.

Setzt man das obige Verzerrungsfeld (3.2) der EAS-Methode in das Hu-Washizu 3-Feld
Funktional (3.1) ein, so erh�alt man das folgende Funktional:

�HW =
1

2

nelmX
e=1

Z
Ve

~�T C~� dVe +

nelmX
e=1

Z
Ve

~�T ~�(i) dVe +�ext(~u) : (3.3)

Dieses Funktional enth�alt noch die Spannungen ~�. Mit Hilfe der Orthogonalit�atsbedin-
gung Z

Ve

~�T ~�(i) dVe = 0 ; e = 1:::nelm (3.4)

k�onnen die Spannungen im Funktional eliminiert werden. Das Resultat ist ein 2-Feld
Funktional f�ur kompatible und inkompatible Verzerrungen bzw. f�ur das Verschiebungs-
und das inkompatible Verzerrungsfeld. Im Fall konservativer Probleme kann (3.5) als
verallgemeinerte potentielle Energie des elastischen K�orpers interpretiert werden.

� =
1

2

nelmX
e=1

Z
Ve

(~�u +~�(i))T C (~�u +~�(i)) dVe +�ext(~u) (3.5)

Die weitere Entwicklung der EAS-Methode wird von den Spannungen nicht mehr be-
ein
u�t. Da mit linear-elastischen FE-Simulationen aber in erster Linie die Spannungs-
verteilung analysiert werden soll, ist es von Interesse Spannungen so zu berechnen, da�
Gleichung (3.4) nicht nur f�ur homogene Spannungen erf�ullt wird, was immer m�oglich ist
(s.u.). Eine ausf�uhrliche Darstellung der Spannungsberechnung in Verbindung mit der
EAS-Methode �ndet sich bei Simo, Rifai [1990]. Andel�nger, Ramm [1993] und Bischo�,

Ramm [1998] untersuchten den Zusammenhang der EAS-Methode mit der Formulierung
nach Hellinger-Reissner, die auf der Unabh�angigkeit der Elementspannungen basiert, um
auf diese Weise variationell konsistente Spannungen zu erhalten.

Die Forderung nach Orthogonalit�at zwischen ~� und ~�(i) mu� zumindest f�ur beliebige
konstante Spannungszust�ande erf�ullt sein.

Z
Ve

~�(i) dVe = 0 ,

Z
Ve

G dVe = 0 (3.6)
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Die Gleichung (3.6) f�ur die Matrix G ist ein Kriterium, das �uber die Erf�ullung des sog.
Patch-Tests und damit �uber die Konvergenz einer speziellen EAS-Formulierung entschei-
det. Die Sicherheit mit einer auch im streng mathematischen Sinne konvergenten EAS-
Formulierung zu arbeiten, bietet ausschlie�lich eineG-Matrix, die f�ur beliebige Element-
geometrien Gleichung (3.6) erf�ullt.
Simo und Rifai [1990] haben ein Verfahren zur Konstruktion der Interpolationsmatrix G
vorgeschlagen. Danach wird in isoparametrischen Koordinaten in der nat�urlichen Basis
eine Matrix G� de�niert und diese dann mittels einer im Element konstanten Matrix Tc

in das globale kartesische Koordinatensystem transformiert.

G =
jc
j
TcG� (3.7)

Die Elemente von Tc bestehen aus Produkten der am Elementmittelpunkt ausgewer-
teten Jacobi-Matrix. Der Faktor jc=j, der Quotient aus der am Elementmittelpunkt
~�O = (0; 0; 0)T ausgewerteten Jacobi-Determinante jc und der am Ort ~� = (r; s; t)T be-
rechneten Jacobi-Determinante j, garantiert die Erf�ullung der Orthogonalit�atsbedingung
(3.6) f�ur beliebige Elementgeometrien.
Die innere Energie ist nach der Diskretisierung der Verzerrungsfelder durch B- und G-
Matrizen und nach der Diskretisierung von �ext durch den nachfolgenden Ausdruck ge-
geben.

���ext =
1

2

nelmX
e=1

~uTe

Z
Ve

BT C (B ~ue +G ~'e) dVe + (3.8)

1

2

nelmX
e=1

~'T
e

Z
Ve

GT C (B ~ue +G ~'e) dVe

Die Knotenverschiebungen ~ue und Verzerrungsparameter ~'e einer Gleichgewichtslage, die
sich unter den gegebenen Lasten und Randbedingungen einstellt, m�ussen das obige Poten-
tial minimieren. Die notwendige Bedingung f�ur ein Minimum ist durch das Verschwinden
der ersten Variation der potentiellen Energie �� = 0 gegeben. Da Knotenverschiebungen
~ue und EAS-Parameter ~'e unabh�angig voneinander variiert werden, liefert die Gleichung
�� = 0 zwei lineare Gleichungssysteme f�ur die beiden gesuchten Vektoren ~ue und ~'e.
Die zweite Gleichung mu� in jedem Element erf�ullt werden. ~Fext ist der Knotenvektor

der �au�eren Kr�afte und
nelm

A
e=1

in (3.9a) ist der FE-Assemblierungsoperator, der aus den

Elementmatrizen die Stei�gkeitsmatrix der Gesamtstruktur aufbaut.
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nelm

A
e=1

Z
Ve

BT CB dVe ~ue +
nelm

A
e=1

Z
Ve

BT CG dVe ~'e = ~Fext

Z
Ve

GT CB dVe ~ue +

Z
Ve

GT CG dVe ~'e = ~0 e = 1:::nelm

(3.9)

Unter Ber�ucksichtigung der additiven Aufspaltung der B-Matrix in einen konstanten und
einen ortsabh�angigen Summanden B = Bc + Bh und dem Verschwinden der �uber das
Elementvolumen gemitteltenG-Matrix (Gl. 3.6), liefert nur die ortsabh�angige Matrix Bh

einen Beitrag zu der Kopplungsmatrix in Gleichung (3.9).Z
Ve

(Bc +Bh)
T CG dVe =

Z
Ve

BT
h CG dVe ;

Z
Ve

G dVe = 0 (3.10)

Durch die Einf�uhrung der folgenden De�nitionen f�ur die Elementmatrizen im Gleichungs-
system (3.9):

K =

Z
Ve

BT CB dVe K 2 R24�24 (3.11)

H =

Z
Ve

GT CG dVe H 2 Reas�eas

L =

Z
Ve

GT CBh dVe L 2 Reas�24

kann (3.9) durch das �ubersichtlichere Gleichungssystem (3.12) ersetzt werden.

nelm

A
e=1

h
K ~ue + LT ~�e

i
= ~Fext =

nelm

A
e=1

~Fe (3.12)

L ~ue +H ~�e = ~o e = 1:::nelm

Die inkompatiblen Verzerrungen in der EAS-Methode sind dadurch charakterisiert, da�
den EAS-Parametern ~'e keine �au�eren Lasten entsprechen und die inkompatiblen Ver-
zerrungen aufgrund ihres lokalen Charakters nur im Element stetig sind. Diese Tatsache
kann daf�ur genutzt werden, die internen Elementfreiheitsgrade ~'e auf Elementebene zu
eliminieren.

~'e = �H
�1L ~ue (3.13)
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Die hierf�ur notwendige Inversion der MatrixH ist f�ur eine positiv de�nite Werksto�matrix
C und kleine Verzerrungen stets m�oglich. Probleme in diesemZusammenhang k�onnen aber
im geometrisch und/oder materiell nichtlinearen Bereich (s. Abschnitt 4 und de Borst et

al. [1995]) durchaus auftreten. Nach Einsetzen von Gleichung (3.13) in Gleichung (3.12)
erh�alt man eine e�ektive Elementstei�gkeitsmatrixKe.

Ke = K� LT H�1L (3.14)

=

Z
Ve

(B�GH�1L)T C (B�GH�1 L) dVe

=

Z
Ve

�B
T
C �B dVe �B := B�GH�1 L

Die Di�erenzen zwischen den verschiedenene EAS-Elementen und die Ver�anderung der
Kinematik der konventionellen Verschiebungsformulierung durch eine bestimmte Wahl
der G-Matrix kommt in der neu de�nierten �B-Matrix

�B = Bc +Bh �GH�1 L = Bc + �Bh (3.15)

deutlicher zum Ausdruck als in derH- und L-Matrix. Unterschiede bestehen insbesondere
bzgl. der E�zienz, d.h. dem Aufwand f�ur die Berechnung von �B und Ke. Die Berechnung
der Matrix �Bh erfordert die Invertierung der H-Matrix. F�ur eine e�ziente Elementfor-
mulierung ist es daher unumg�anglich, den damit verbundenen Rechenaufwand gering zu
halten. EAS-Parameter, die sich auf die Elementkinematik nicht auswirken, verursachen
nur vermeidbare Kosten und sind daher �uber
�ussig. Deshalb sollte der Anwender von
EAS-Elementen wissen, welche und wie viele Freiheitsgrade f�ur eine Unterdr�uckung der
Versteifungse�ekte bei gegebener Struktur und Lastverteilung gen�ugen. Die EAS-Methode
diesbez�uglich zu verstehen und dann systematisch inkompatible Verzerrungsterme zu
verwenden, ist das Ziel der n�achsten Abschnitte.

3.2 EAS-Formulierung f�ur Quader

Das einfachste dreidimensionale isoparametrische 8-Knoten Element ist ein Quader, des-
sen Kanten parallel zu den Basisvektoren des globalen kartesischen Koordinatensystems
ausgerichtet sind. Dieser Spezialfall bzgl. Lage und Form eines 8-Knoten Hexaeders be-
sitzt den Vorteil, da� die Eigenwerte der Elementstei�gkeitsmatrix nicht nur numerisch,
sondern auch analytisch in Abh�angigkeit der Materialparameter und der Quaderabmes-
sungen berechnet werden k�onnen. Der Grund f�ur diese bemerkenswerte Tatsache liegt in
der schwachen Besetzung der H-Matrix. Dann k�onnen f�ur die Elemente der InversenH�1

geschlossene Ausdr�ucke angegeben werden. Im Falle eines allgemeinen Hexaeders ist solch
eine Eigenwertuntersuchung nur numerisch m�oglich, wobei die Eigenmoden nicht mehr
einfachen Deformationszust�anden (wie etwa reiner Biegung) zugeordnet werden k�onnen.
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Die Jacobi-Matrix eines achsenparallelen Quaders ist konstant und diagonal. Das be-
deutet, da� die Ableitungen einer beliebigen Funktion f der Koordinaten r, s und t
proportional zu den Ableitungen nach den kartesischen Koordinaten x, y und z sind.

0
BBBBBBB@

@f

@x

@f

@y

@f

@z

1
CCCCCCCA

=

0
BBBBBBB@

2

a
0 0

0
2

b
0

0 0
2

c

1
CCCCCCCA

0
BBBBBBB@

@f

@r

@f

@s

@f

@t

1
CCCCCCCA

(3.16)

a,b,c: Kantenl�angen des Quaders in x-,y- and z-Richtung (s. Abb. 2.1)

Der nichtkonstante, ortsabh�angige Anteil Bh der Verzerrungs-VerschiebungsmatrixB be-
sitzt in dem dieser Untersuchung zugrunde liegenden Spezialfall eine sehr einfache und
�ubersichtliche Gestalt. Im Gegensatz zu einer verformten Elementgeometrie k�onnen die
Ursachen der Versteifung der Verschiebungsformulierung daher leicht erkannt werden.

Bh =0
BBBBBBBBBBB@

2
a
(s ~h1 + t ~h2 + st ~h4)

T ~oT ~oT

~oT 2
b
(r ~h1 + t ~h3 + rt ~h4)T ~oT

~oT ~oT 2
c
(r ~h2 + s ~h3 + rs ~h4)T

2
b
(r ~h1 + t ~h3 + rt ~h4)T

2
a
(s ~h1 + t ~h2 + st ~h4)T ~oT

2
c
(r ~h2 + s ~h3 + rs ~h4)T ~oT 2

a
(s ~h1 + t ~h2 + st ~h4)T

~oT 2
c
(r ~h2 + s ~h3 + rs ~h4)T

2
b
(r ~h1 + t ~h3 + rt ~h4)T

1
CCCCCCCCCCCA

(3.17)

~h1; :::; ~h4 sind die in der Einleitung (Abschnitt 2) de�nierten vier
"
hour-glass\ Vektoren.

Bevor spezielle EAS-Elemente vorgestellt werden, erfolgt ein �Uberblick �uber die Ursachen
der Biegeversteifung und der volumetrischen Versteifung des konventionellen Verschie-
bungselements.
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3.2.1 Biegeversteifung

Es ist anhand der Bh-Matrix (3.17) deutlich zu erkennen, da� diejenigen linearen Nor-
malverzerrungen, die bei Biegedeformationen aktiviert werden, mit linearen Scherungen
gekoppelt sind. Zum Beispiel der Term s (~h1 �~un) der Normalverzerrung �x und der Term

r (~h1 � ~un) der Scherung 
xy. Eine reine Biegeverformung des Quaders kann wegen die-
ser Kopplung vom klassischen Verschiebungselement nicht exakt dargestellt werden. Bei
d�unnen Elementen, deren Kantenl�angen stark unterschiedlich sind, wirkt sich diese Kopp-
lung besonders negativ aus. Es tritt die sog. Biegeversteifung auf.
Die Knotenverschiebungen ~un / ~h1; ~vn = ~o; ~wn = ~o, die einer Biegeverformung in x-
Richtung um die z-Achse entsprechen, verursachen das nachfolgende ortsabh�angige Ver-
zerrungsfeld ~�h = Bh ~ue.

~�h =
�

2
a
(~h1 � ~un) s; 0; 0; 2

b
(~h1 � ~un) r; 0; 0

�T
:

x

y

a

b

z

Abb. 2.1 : Biegung in x-Richtung um die z-Achse

Um die Biegeversteifung und die volumetrische Versteifung getrennt zu untersuchen, wird
vereinfachend angenommen, da� die Querkontraktionszahl � = 0 ist. Damit ergibt sich
f�ur die Verformungsenergie eine Summe von zwei Termen, den eigentlichen Biegeanteil �n

und den parasit�aren Anteil �s, der mit der Scherung verbunden ist.

�i =
1

2

Z
Ve

�x �x dVe

| {z }
=: �n

+
1

2

Z
Ve


xy �xy dVe

| {z }
=: �s

(3.18)

mit �n =
1

2

Z
Ve

E �2x dVe =
2

3
E
b c

a
(~h1 � ~un)

2

und �s =
1

2

Z
Ve

G
2xy dVe =
2

3
G
a c

b
(~h1 � ~un)

2

Mit zunehmendemVerh�altnis der Elementl�ange a zur Elementh�ohe b ist eine unbegrenzte
Zunahme der (Biege-) Energie verbunden. Aufgrund des Zusammenhangs von Verzer-
rungsenergie und Stei�gkeitsmatrix �i =

1
2
~uTeKe~ue existiert daher f�ur die sog.

"
Biege-

stei�gkeit\ ebenfalls keine obere Grenze. Bei festgehaltenen Verschiebungen ~un / ~h1 und
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damit vorgegebenen Elementverformungen, wird also die Biegeversteifung alleine durch
das falsche Anwachsen des Wertes der Scherung 
xy verursacht.

�s

�n
=

Ga2

E b2
b�a
�!1

Die Eigenwertuntersuchung derjenigen Elementformen, die ohne die Aktivierung der pa-
rasit�aren Scherungen reine Biegemoden darstellen w�urden, best�atigt die obige Aussage,
die aufgrund energetischer �Uberlegungen gewonnen wurde. Es ergeben sich die folgenden

"
Biegeeigenwerte\ des Verschiebungselementes (alle f�ur � = 0):

i) Biegung in x-Richtung um die z-Achse:

e1 =
1

6ab
(E c b2 +Gca2)

a�b;c
�! G c

6b
a �!1

ii) Biegung in x-Richtung um die y-Achse:

e2 =
1

6ac(E b c2 +Gba2)
a�b;c
�! G b

6c a �!1

iii) Biegung in y-Richtung um die z-Achse:

e3 =
1

6ab(E ca2 +Gc b2)
b�a;c
�! G c

6a b �!1

iv) Biegung in y-Richtung um die x-Achse:

e4 =
1

6c b(E a c2 +Ga b2)
b�a;c
�! G a

6c b �!1

v) Biegung in z-Richtung um die x-Achse:

e5 =
1

6ac(E ba2 +Gb c2)
c�b;a
�! G b

6a c �!1

vi) Biegung in z-Richtung um die y-Achse:

e6 =
1

6c b(E a b2 +Ga c2)
c�b;a
�! G a

6b c �!1

Die Interpretation erfolgt exemplarisch f�ur die ersten beiden Eigenwerte e1 und e2: Die
zugeh�origen Stei�gkeiten sind f�ur a � c; b proportional zu a. Obwohl die Biegestei�g-
keit des Kontinuums mit zunehmender L�ange a des Quaders in x-Richtung immer kleiner
wird, wird die entsprechende Stei�gkeit des Verschiebungselementes immer gr�o�er. Ein
Ziel bei der Anwendung des EAS-Formalismus mu� daher die Korrektur dieses falschen
Deformationsverhaltens sein.

3.2.2 Volumetrische Versteifung

Die volumetrische Elementversteifung, die im Zusammenhang mit quasi-inkompressiblen
oder vollst�andig inkompressiblen Werksto�en auftritt, wird durch fehlende Terme in den
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drei Normalverzerrungen verursacht. Die Folge ist, da� die Spur (abgek�urzt mit SP) des
diskretisierten Verzerrungstensors nicht verschwindet. Die mit der Inkompressibilit�at ver-
bundene Zwangsbedingung SP(�) = �x+ �y + �z = 0 kann von den ortsabh�angigen Antei-
len der Normalverzerrungen des konventionellenVerschiebungselementes nicht punktweise
erf�ullt werden. Die Konsequenz f�ur das Deformationsverhalten kann wieder mit Hilfe der
Verformungsenergie eines Elementes erkl�art werden.
Die Verzerrungsenergie � setzt sich additiv aus einem deviatorischen und einem volume-
trischen oder dilatorischen Term zusammen. Wegen des Zusammenhangs zwischen Ver-
formungsenergie und Stei�gkeitsmatrix �i =

1
2
~uTeKe~ue liefert die Untersuchung von �

auch Aufkl�arung �uber den relativen Beitrag von deviatorischen und volumetrischen Ver-
formungen zur Elementstei�gkeit.

�i = �dev +�vol (3.19)

= G

Z
Ve

�dev � �dev dVe +
3

2
K

Z
Ve

�vol � �vol dVe

= G

Z
Ve

�dev � �dev dVe +
K

2

Z
Ve

(SP(�))2 dVe mit K =
2

3

(1 + �)

(1� 2 �)
G

Der Kompressionsmodul K wird f�ur � ! 1
2 sehr gro�. Wenn SP(�) bei einer isochoren

Deformation dann nicht verschwindet, wird die Kompressionsstei�gkeit eines Elementes
oder einer Gruppe von Elementen sehr viel gr�o�er sein als die entsprechende Stei�gkeit
des Kontinuums.
Da die konstanten Verzerrungen im Element exakt erfa�t werden, kann die Versteifung
nur von den ortsabh�angigen Verzerrungsanteilen �h verursacht werden. Der Beweis dieser
Behauptung l�a�t sich durch die Betrachtung des zweiten Integrals in (3.20) erbringen.
Ber�ucksichtigt man, da� SP[�] die Summe aus einem konstanten Anteil SP[�c] und einem
ortsabh�angigen Anteil SP[�h] ist, so ergibt sich f�ur das Integral der folgende Ausdruck.Z

Ve

(SP[�])2 dVe =

Z
Ve

(SP[�c])
2 dVe +

Z
Ve

(SP[�h])
2 dVe + (3.20)

2 SP[�c]

Z
Ve

SP[�h] dVe

| {z }
�0

Der letzte Term in (3.20) ist identisch Null, da der Integrand eine lineare Funktion der
nat�urlichenOrtsvariablen r, s und t und das Integrationsgebiet ein Quader ist (

R
Ve
(�)dVe =

jc
R +1

�1

R +1

�1

R +1

�1
(�) drdsdt).

SP[�h] =
2

a
(s ~h1 + t ~h2 + st ~h4) � ~un +

2

b
(r ~h1 + t ~h3 + rt ~h4) � ~vn + (3.21)

2

c
(r ~h2 + s ~h3 + rs ~h4) � ~wn
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Der in SP[�h] quadratische Term in (3.20) ist dagegen auch f�ur Knotenverschiebungen,
die das Elementvolumen nicht ver�andern, positiv. Obwohl keine Volumen�anderung vor-
liegt, ist dann bei inkompressiblem Materialverhalten die Verformungsenergie �vol sehr
viel gr�o�er als �dev: �vol � �dev f�ur � !

1
2
. Beispiele f�ur die Auswirkungen dieser unphy-

sikalischen, rein numerisch bedingten Versteifung �nden sich bereits bei Naagtegal, Parks,
Rice [1974].

3.2.3 Unterdr�uckung der Versteifungse�ekte

Die vorstehend geschilderten unerw�unschten Versteifungsph�anomene des 8-Knoten Ver-
schiebungselementes k�onnen abgeschw�acht oder vollkommen unterdr�uckt werden. Das
Mittel hierbei sind die erweiterten Verzerrungen, die in Art (Normal- oder Scherverzer-
rung) und Anzahl dar�uber entscheiden, welche Versteifungen beseitigt werden. In den
nachfolgenden Abschnitten werden inkompatible Verzerrungsfelder und die zugeh�origen
�Bh-Matrizen einiger linearer EAS-Elemente vorgestellt und ihre Eigenschaften untersucht.

EAS/6S-Element

Innerhalb dieser Dissertation wurde ein Element entwickelt, das reine Biegung zumindest
f�ur � = 0 mit nur sechs inkompatiblen Scherungen exakt beschreibt. Der Ein
u� der
Poissonzahl � auf die Biegestei�gkeit des Elements mit dem Namen EAS/6S ist jedoch
sehr gering, was durch die Ergebnisse der numerischen Beispiele best�atigt wird (siehe Ab-
schnitt 3.6), so da� dieses Element auch f�ur Werte von 0 < � < 1

2 trotz einer geringen
Versteifung praktisch gut einsetzbar ist. Der Name f�ur dieses Element soll zum Ausdruck
bringen, da� die Verzerrungen des konventionellen Verschiebungselementes um 6 Sche-
rungsterme erweitert werden. Als Resultat wird an dieser Stelle die zugeh�orige �Bh-Matrix
angegeben.

�B
(6)
h;s =0

BBBBBBBBBBBB@

2
a
(s~h

T

1 + t~h
T

2 + st~h
T

4 ) ~oT ~oT

~oT 2
b
(r~h

T

1 + t~h
T

3 + rt~h
T

4 ) ~oT

~oT ~oT 2
c
(r ~h2 + s ~h3 + rs ~h4)T

2
b
(t ~h3 + rt ~h4)T

2
a
(t ~h2 + st ~h4)T ~oT

2
c
(s ~h3 + rs ~h4)T ~oT 2

a
(s ~h1 + st ~h4)T

~oT 2
c
(r ~h

T

2 + rs ~h4)T
2
b
(r ~h1 + rt ~h4)T

1
CCCCCCCCCCCCA

(3.22)
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Der zum vorgestellten Element zugeh�orige Vektor der inkompatiblen Scherungen ~�i6;s ist
abh�angig von den sechs Freiwerten '1:::'6, die beim Aufstellen der Elementstei�gkeits-
matrix durch die statische Kondensation eliminiert werden.

~�i6;s =

0
BBBBBB@

0
0
0

r '1 + s'2

r '3 + t '4

s'5 + t '6

1
CCCCCCA (3.23)

Damit sind Scherungen und Normalverzerrungen in den linearen Termen vollst�andig ent-
koppelt. Die Biegestei�gkeit ist noch von � abh�angig, weil die Normalverzerrungen der
Verschiebungsformulierung von den inkompatiblen Scherungen in keinster Weise beein-

u�t werden. Aus diesem Grund ist die volumetrische Versteifung im EAS/6S-Element
f�ur � ! 1

2
weiterhin vorhanden.

Die Eigenwerte der Biegeformen des EAS/6S-Elementes sind f�ur � = 0 exakt. Mit dem
6 Parameter Element modellierte schlanke Strukturen, die auf Biegung beansprucht wer-
den, zeigen im Gegensatz zum Verschiebungselement auch f�ur � > 0 nur eine geringe
Versteifung.

F�ur die Eigenwerte bedeutet das:

i) Biegung in x-Richtung : e1 = e2 =
E
6
b c
a

a�b;c
�! 0

ii) Biegung in y-Richtung : e3 = e4 =
E
6
a c
b

b�a;c
�! 0

iii) Biegung in z-Richtung : e5 = e6 =
E
6
a b
c

c�b;a
�! 0

Manchmal kann es durchaus erw�unscht sein, eine Platte oder zumindest Teile davon mit
Volumenelementen zu diskretisieren.Das EAS/6S-Element ist daf�ur aber ungeeignet. Nu-
merischeUntersuchungen haben ergeben, da� ein versteifungsfreies Deformationsverhalten
nur f�ur vollst�andige Entkopplung von Normalverzerrungen und Scherungen m�oglich ist.

EAS/12S-Element

Eine vollst�andige Entkopplung zwischen Normalverzerrungen und Scherungen ist nur mit
zw�olf inkompatiblen Scherungstermen m�oglich. Die �Bh-Matrix dieses sog. EAS/12S-
Elements ist durch den folgenden Ausdruck gegeben.
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�B
(12)
h;s =0

BBBBBBBBBBBB@

2
a
(s ~h1 + t ~h2 + st ~h4)

T ~oT ~oT

~oT 2
b
(r ~h1 + t ~h3 + rt ~h4)T ~oT

~oT ~oT 2
c
(r ~h2 + s ~h3 + rs ~h4)T

2
b
t ~h

T

3
2
a
t ~h

T

2 ~oT

2
c
s ~h

T

3 ~oT 2
a
s ~h

T

1

~oT 2
c
r ~h

T

2
2
b
r ~h

T

1

1
CCCCCCCCCCCCA

(3.24)

Die 6 inkompatiblen linearen Scherungen von EAS/6S werden bei EAS/12S um 6 bili-
neare Terme erweitert. Insgesamt ergibt sich ein von 12 inneren Freiheitsgraden abh�angiger
Vektor

~�i12;s =

0
BBBBBB@

0
0
0

r '1 + s'2 + r t '3 + s t '4

r '5 + t '6 + r s'7 + s t '8

s'9 + t '10 + r s'11 + r t '12

1
CCCCCCA : (3.25)

Wie man am Fehlen der bilinearen Terme rs, rt und st in den Scherungstermen in (3.24) er-
kennt, sind die in der Verschiebungsmethode vorhandenen Kopplungen zwischen Normal-
und Schubverzerrungen vollkommen beseitigt. Die Folge ist eine geringere Stei�gkeit die-
ses Elementes verglichen mit dem EAS/6S-Element in komplexeren Lastf�allen als reiner
Biegung { Belastungen, die etwa bei der Beanspruchung von Platten durch Einzelkr�afte
oder durch gleichf�ormig verteilte Lasten auftreten. Ein Nachteil von EAS/12S besteht
darin, da� die Normalverzerrungen des Verschiebungselementes nicht ver�andert werden.
Wie das EAS/6S-Element besitzt auch das EAS/12S-Element die volumetrische Ver-
steifung f�ur � ! 1

2. Eine d�unne Platte kann deshalb nicht bei � > 0 mit nur einer einzigen
Schicht von EAS/12S-Elementen �uber die Plattendicke modelliert werden.

Anmerkung:
Ein Element mit ausschlie�lich konstanten Scherungen k�onnte mit nur drei weiteren (also
insgesamt 15) inkompatiblen Verzerrungstermen konstruiert werden. Das Problem dabei
ist, da� die zugeh�orige �Bh-Matrix drei Nullzeilen enth�alt und als Konsequenz die Ele-
mentstei�gkeitsmatrix drei Null-Energiemoden oder

"
hour-glass\ Moden besitzt. Dieser

Rangabfall mu� dann durch Addition einer Stabilisierungsmatrix kompensiert werden. Es
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ist daher zu empfehlen, auf eine solche Modi�kation der Bh-Matrix des Verschiebungsele-
mentes zu verzichten.

EAS/6N-Element

Die volumetrische Versteifung kann nur durch Modi�kation der Normalverzerrungen des
Verschiebungselementes beseitigt werden. Ziel dieser Modi�kation ist, die Bedingung

SP(�h) = �x;h + �y;h + �z;h = 0 f�ur � ! 1=2

punktweise zu erf�ullen. Eine M�oglichkeit dieses Ziel zu erreichen, besteht darin, die
linearen Terme in den Normalverzerrungen zu vervollst�andigen und die bilinearen Terme
zu eliminieren. Die drei Normalverzerrungen sind dann lineare Polynome in r, s und t.
Mit dem inkompatiblen Verzerrungsfeld

~�i6;n =

0
BBBBBB@

r '1 + s t '2

s'3 + r t '4

t '5 + r s'6

0
0
0

1
CCCCCCA ; (3.26)

das von sechs Parametern '1:::'6 abh�angt, kann ein Element ohne volumetrische Verstei-
fung (aber mit Biegeversteifung)mit Hilfe der EAS-Methode erzeugt werden. Die statische
Kondensation der Freiwerte ergibt f�ur einen Quader die folgende �Bh-Matrix:

�B
(6)
h;n =0

BBBBBBBBBBBB@

2
a
(s ~h1 + t ~h2)T �2

b
�

1�� r
~h
T

1 �2
c

�
1�� r

~h
T

2

� 2
a

�
1�� s

~h
T

1
2
b
(r ~h1 + t ~h3)T �2

c
�

1�� s
~h
T

3

� 2
a

�
1�� t

~h
T

2 �2
b

�
1�� t

~h
T

3
2
c
(r ~h2 + s ~h3)T

2
b
(r ~h1 + t ~h3 + rt ~h4)T

2
a
(s ~h1 + t ~h2 + st ~h4)T ~oT

2
c
(r ~h2 + s ~h3 + rs ~h4)T ~oT 2

a
(s ~h1 + t ~h2 + st ~h4)T

~oT 2
c
(r ~h2 + s ~h3 + rs ~h4)T

2
b
(r ~h1 + t ~h3 + rt ~h4)T

1
CCCCCCCCCCCCA

(3.27)

Au�allend ist in (3.27) die Ver�anderung der Besetzungsstruktur gegen�uber der Bh-Matrix
(3.17). Bei EAS/6S und EAS/12S werden nur einzelne Terme von (3.17) eliminiert.
Ebenfalls neu ist, da� die �Bh-Matrix nun Werksto�parameter enth�alt und somit keine
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rein kinematische Gr�o�e mehr darstellt.
Es mu� nun noch bewiesen werden, da� der ortsabh�angige Anteil der Spur von � f�ur

� ! 1=2 verschwindet. Dazu wird �B
(6)
h;n auf den Vektor der Knotenverschiebungen ~uTe =

(~un; ~vn; ~wn) angewendet, und nachdem dadurch der Verzerrungsvektor berechnet wurde,
k�onnen die drei Normalverzerrungen addiert werden.

�x;h + �y;h + �z;h = s
2

a

�
1 � 2 �

1� �

�
(~h1 � ~un) + t

2

a

�
1 � 2 �

1� �

�
(~h2 � ~un) +

r
2

b

�
1� 2 �

1� �

�
(~h1 � ~vn) + t

2

b

�
1 � 2 �

1� �

�
(~h3 � ~vn) +

r
2

c

�
1� 2 �

1� �

�
(~h2 � ~wn) + s

2

c

�
1� 2 �

1 � �

�
(~h3 � ~wn)

�x;h + �y;h + �z;h =

�
s
2

a
(~h1 � ~un) + t

2

a
(~h2 � ~un) + r

2

b
(~h1 � ~vn)+

t
2

b
(~h3 � ~vn) + r

2

c
(~h2 � ~wn) + s

2

c
(~h3 � ~wn)

�
1� 2 �

1� �

Unabh�angig vom Ort und den Knotenverschiebungen sorgt der Faktor (1 � 2 �)/(1 � �)
f�ur die Einhaltung der Zwangsbedingung �h = 0 bei inkompressiblem Materialverhalten:

1� 2 �

1 � �
! 0 f�ur � !

1

2
�

EAS/9N-Element

Die zweite M�oglichkeit, die volumetrische Versteifung im Rahmen des EAS-Formalismus
zu beseitigen, ist die Konstruktion des sog. EAS/9N-Elements. Es handelt sich dabei
um ein Element mit inkompatiblen Normalverzerrungen, die von neun Parametern '1:::'9

abh�angen.

~�i9;n =

0
BBBBBB@

r '1 + r s'2 + r t '3

s'4 + r s'5 + s t '6

t '7 + r t '8 + s t '9

0
0
0

1
CCCCCCA (3.28)
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Die Bedingung f�ur Versteifungsfreiheit bei inkompressiblem Material wird nun dadurch
erreicht, da� die linearen und die bilinearen Terme in den Normalverzerrungen ver-

vollst�andigt werden. Die resultierende �B
(9)
h;n-Matrix besitzt dieselben Eigenschaften wie

die �B
(6)
h;n-Matrix des EAS/6N-Elementes.

�B
(9)
h;n = (3.29)
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BBBBBBBBBBB@
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a
(s ~h1 + t ~h2 + st ~h4)T �2

b
( �
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1��
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1��

s ~h1 + � st ~h4)T
2
b
(r ~h1 + t ~h3 + rt ~h4)T �2
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1��
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� 2
a
( �
1��

t ~h2 + � st ~h4)T �2
b
( �
1��

t ~h3 + � rt ~h4)T
2
c
(r ~h2 + s ~h3 + rs ~h4)T

2
b
(r ~h1 + t ~h3 + rt ~h4)T

2
a
(s ~h1 + t~h

T

2 + st ~h4)T ~oT

2
c
(r ~h2 + s~h

T

3 + rs ~h4)
T ~oT 2

a
(s ~h1 + t ~h2 + st ~h4)

T

~oT 2
c
(r ~h2 + s ~h3 + rs ~h4)T

2
b
(r ~h1 + t ~h3 + rt ~h4)T

1
CCCCCCCCCCCA

Der Beweis, da� die Bedingung SP(�h) = 0 f�ur � = 1=2 erf�ullt wird, verl�auft analog zum
Beweis bei EAS=6N und braucht deshalb nicht wiederholt zu werden.

EAS/12-Element

Die bisher vorgestellten Elemente beseitigen entweder nur die Biegeversteifung (wie die
ElementeEAS/6S und EAS/12S) oder nur die volumetrischeVersteifung (wieEAS/6N
und EAS/9N). Ein in praktischen Simulationen einsetzbares Element sollte aber bei-
de Arten von Versteifung zuverl�assig unterdr�ucken. Dies kann durch Addition der in-
kompatiblen Verzerrungen der beiden verschiedenen ElementfomulierungenEAS/6S und
EAS/6N oder EAS/12S und EAS/9N erreicht werden.
Das Element, das die Eigenschaften von EAS/6S und EAS/6N kombiniert und mit
EAS/12 bezeichnet wird, wurde zuerst von Simo et al. [1993] im Zusammenhang mit
gro�en Deformationen vorgestellt. Die zugeh�orige �Bh-Matrix f�ur einen Quader und linear-
isotropes Material ist durch den nachfolgenden Ausdruck gegeben.
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Die inkompatiblen Verzerrungen dieses EAS-Elementes

�
(i)
12 = �

(i)
6;s + �

(i)
6;n (3.32)

bewirken, da� keine Biegeversteifung auftritt und die Biegestei�gkeit unabh�angig von �
ist. Ein

"
locking\ bei der Aktivierung inhomogener Verzerrungen und inkompressiblem

Werksto�verhalten wie beim klassischen Verschiebungselement ist ebenfalls nicht vorhan-
den.

EAS/21-Element

Die Kombination der Elemente EAS/9N und EAS/12S liefert das Element der EAS-
Familie mit den besten Resultaten in numerischen Simulationen. Eine weitere Steigerung
der Anzahl der

"
enhanced assumed strain\ Terme wirkt sich beim Quader und beim

Parallelepiped nicht aus. Da mit Hexaedern allgemeiner Form gegen�uber Parallelepipeden
bekanntlich sehr viel schlechtereErgebnisse erzielt werden, kann eine Erh�ohung der Anzahl
der 'i �uber 21 hinaus auch f�ur diese Elemente aus E�zienzgr�unden kaum empfohlen
werden.
Die Addition der inkompatiblen Verzerrungen von EAS/9N und EAS/12S

�i21 = �i12;s + �i9;n (3.33)

vervollst�andigt die Polynome f�ur die Normalverzerrungen in den linearen und bilinearen
Termen und beseitigt die Kopplung mit den Scherungen. Das l�a�t sich an der resultieren-
den �Bh-Matrix erkennen.
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Eine Alternative zum EAS/21-Element, die Kombination von EAS/12S und EAS/6N,
die aufgrund ihrer E�zienz durchaus attraktiv erscheinen k�onnte, mu� verworfen werden.
Sie f�uhrt zu einer �Bh-Matrix, die den Vektor ~h4 nicht enth�alt. Die Folge ist, da� die
Stei�gkeitsmatrix dieses Elementes einen Rangabfall gen�uber der Stei�gkeitsmatrix des
Verschiebungselementes aufweist (mehr als sechs Null-Eigenwerte !). Dieser Rangabfall
m�u�te wieder durch eine Stabilisierung kompensiert werden.

TBW-Element

Der Vollst�andigkeit wegen mu� an dieser Stelle auch ein EAS-Element vorgestellt werden,
das mit Hilfe von inkompatiblen Verschiebungen bereits von Taylor, Beresford, Wilson

[1976] entwickelt wurde. Die 9 inkompatiblen Verschiebungsterme f�uhren zu den neun
Verzerrungstermen

~�i9 =

0
BBBBBB@

r '1

s'2

t '3

r '4 + s'5

r '6 + t '7

s'8 + t '9

1
CCCCCCA : (3.35)

An der zugeh�origen �Bh-Matrix kann man erkennen, da� die Kopplung zwischen Scherun-
gen und Normalverzerrungen in den linearen Termen aufgehoben ist und das Element
somit die Biegeeigenschaften von EAS/6S besitzt.
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(3.36)

Die volumetrische Versteifung ist aber nicht vollst�andig beseitigt. Nur wenn die ~h4-Terme
nicht aktiviert werden, ist die Bedingung SP(�h) = 0 bei � = 1=2 erf�ullt. Anderenfalls
ist SP(�h) eine bilineare Funktion der Ortskoordinaten, die nur am Elementmittelpunkt
verschwindet, d.h.:

SP(�h) =
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1� 2 �

1 � �

� �
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2
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SP(�h) ! s t (~h4 � ~un) + r t (~h4 � ~vn) + r s (~h4 � ~wn) f�ur � !
1

2

3.3 Parallelepipede

Der n�achste Schritt auf dem Weg zu einer e�zienten und zuverl�assigen linearen Element-
formulierung besteht in der Erweiterung der im vorigen Abschnitt vorgestellten EAS-
Elemente auf beliebig zur globalen Basis orientierte Quader und Parallelepipede. Die
Jacobi-Matrix J dieser Elemente ist wie beim achsenparallelen Quader konstant, aber
vollbesetzt. Die Folge ist, da� der Aufwand zur Berechnung der �Bh-Matrizen sehr viel
gr�o�er ist als f�ur die Elemente in Abschnitt 3.2 . Die H-Matrix ist keine Diagonalma-
trix mehr und die f�ur die Eliminierung der EAS-Parameter erforderliche Invertierung ist
mit einer gro�en Anzahl von Rechenoperationen verbunden. Es ist aber stets m�oglich,



3.3. PARALLELEPIPEDE 33

eine blockdiagonale H-Matrix zu erhalten. Erforderlich hierf�ur ist nur die Verwendung
einer geeigneten (s.u.) Interpolationsmatrix G und die Ber�ucksichtigung der Homoge-
nit�at von Jacobi-Matrix J und Werksto�matrix C im Element. Statt eine 6 � 6 Ma-
trix f�ur das Element EAS/6S zu invertieren, m�ussen dann nur 3 Matrizen der Dimen-
sion 2 � 2 invertiert werden. Diese Blockdiagonalgestalt von H ist aber ausschlie�lich
bei konstanter Werksto�matrix im Element gegeben! Die Eigenschaften bzgl. des Defor-
mationsverhaltens der EAS-Quaderelemente bleiben beim �Ubergang zu einem Element
mit Parallelepipedgestalt erhalten. Aufgrund der konstanten Jacobi-Matrix sind kompa-
tible und inkompatible Verzerrungen weiterhin aufeinander abgestimmt. Art und Anzahl
der EAS-Interpolationsterme brauchen deshalb nicht ver�andert zu werden, um die f�ur
einen achsenparallelen Quader erreichten Elementeigenschaften zu bewahren. Die folgen-
den Ausf�uhrungen beschr�anken sich auf das EAS/6S-Element. Die Vorgehensweise bei
der Herleitung der �Bh-Matrizen ist f�ur die anderen Elemente analog und bietet keine neu-
en Erkenntnisse �uber die EAS-Methode.

2

2

2

r

t

s

Abb. 2.2 : Das Parallelepiped

Der Schl�ussel zur Erlangung der Blockdiagonalgestalt der H-Matrix ist die Anordnung
von Spalten der Interpolationsmatrix G, die identische Polynomterme enthalten, neben-
einander.

G = Tc

0
BBBBBB@

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
r 0 s 0 0 0
0 r 0 0 t 0
0 0 0 s 0 t

1
CCCCCCA (3.37)
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Nach Einf�uhrung der Matrizen Tr, Ts, Tt 2 R
6�2 und Gr, Gs, Gt 2 R

6�2 kann G in
kompakter Weise dargestellt werden.

G =
�
rTr sTs tTt

�
=
�
Gr Gs Gt

�
(3.39)

Betrachtet man nun die De�nition der zu invertierenden H-Matrix

H :=

Z
Ve

GT CG dVe ;

setzt den obigen Ausdruck (3.38) f�ur G ein

H =

Z
Ve

2
4 GT

r

GT
s

GT
t

3
5 � CGr CGs CGt

�
dVe (3.40)

und ber�ucksichtigt die Konstanz der Werksto�matrix C, erh�alt man eine Matrix mit
Blockstruktur.
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Die Blockdiagonalgestalt ergibt sich aus der Tatsache, da� die Integrale �uber die bilinearen
Polynome wie r s bei konstanter Jacobi-Determinante jc verschwinden.

Z
Ve

r s dVe =

+1Z
�1

+1Z
�1

+1Z
�1

r s jc drdsdt (3.42)
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s t jc drdsdt = 0

Die Integrale �uber die quadratischen Terme k�onnen analytisch berechnet werden:
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3
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Damit bekommt die H-Matrix ihre endg�ultige blockdiagonale Form. Die Abk�urzungen
f�ur die Diagonalmatrizen Hr, Hs und Ht 2 R

2�2 dienen nur der �Ubersichtlichkeit bei der

Herleitung der �B
(6)
h;s-Matrix.
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An dieser Stelle mu� darauf hingewiesen werden, da� das obige Resultat f�ur die Matrix H
unter der Annahme einer im Element konstanten Werksto�matrix gewonnen wurde. Die
Besetzungstruktur der C-Matrix hat keinen Ein
u� auf das Ergebnis. Daher braucht das
Material auch nicht isotrop zu sein.
Die 2� 2 Blockmatrizen k�onnen unabh�angig voneinander invertiert werden. Die explizite
Aufstellung der �Bh-Matrix

�B
(6)
h;s = Bh �GH�1L (3.45)

ist deshalb ohne gro�en Aufwand m�oglich. Einsetzen des Ausdrucks (3.39) f�ur die Matrix
G in die Kopplungsmatrix L bzw. LT ergibt

LT =

Z
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h CG dVe =

Z
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�
Gr Gs Gt

�
dVe : (3.46)
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Mit Hilfe der folgenden De�nitionen f�ur die drei Matrizen Lr, Ls und Lt, aus denen L
besteht,

Lq :=

Z
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q CBh dVe = TT

q C

Z
Ve

qBh dVe 2 R2�24 q = r; s; t (3.47)

kann �B
(6)
h;s als Summe von vier Termen dargestellt werden.
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= Bh �GrH
�1
r Lr �GsH

�1
s Ls �GtH

�1
t Lt

Nach Einsetzen der De�nitionen von Lr, Ls und Lt und Gr, Gs, Gt ergibt sich der

endg�ultige Ausdruck f�ur �B
(6)
h;s.
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(3.50)

Eine weitere Reduzierung des Berechnungsaufwands kann durch Verzicht auf die im vor-
liegenden Fall nicht erforderliche numerische Integration der drei Matrizen vom TypR
Ve
Bh q dVe (q = r; s; t) erreicht werden. Diese Matrizen k�onnen ohne Probleme ana-

lytisch integriert werden, da die Integranden einfache Polynome in den nat�urlichen Koor-
dinaten r, s und t sind. Auf diese Tatsache wurde bereits von Belytschko, Wang [1987] bei
der Formulierung eines sehr e�zienten dreidimensionalen 12-Parameter Hellinger-Reissner
Elementes hingewiesen. Als Beispiel wird an dieser Stelle der Ausdruck f�ur

R
Ve
Bh r dVe
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wiedergegeben. Die beiden anderen Matrizen sind vollkommen analog aufgebaut.

Z
Ve

Bh r dVe =
8

3
jc

0
BBBBBBBBBBBBB@

j�112
~h
T

1 + j�113
~h
T

2 ~oT ~oT

~oT j�122
~h
T

1 + j�123
~h
T

2 ~oT

~oT ~oT j�132
~h
T

1 + j�133
~h
T

2

j�122
~h
T

1 + j�123
~h
T

2 j�112
~h
T

1 + j�113
~h
T

2 ~oT

j�132
~h
T

1 + j�133
~h
T

2 ~oT j�112
~h
T

1 + j�113
~h
T

2

~oT j�132
~h
T

1 + j�133
~h
T

2 j�122
~h
T

1 + j�123
~h
T

2

1
CCCCCCCCCCCCCA
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Die j�1kl in (3.51) sind die am Elementmittelpunkt berechneten Komponenten der inversen
Jacobi-Matrix.

Trotz der in diesem Abschnitt geschilderten Schritte, die E�zienz der EAS-Formulierung
zu steigern, ist die Anzahl der Operationen bei der Berechnung von �B-Matrix und Stei�g-
keitsmatrix sehr viel gr�o�er als beimVerschiebungselement oder beimEAS-Quaderelement.

Die 6 � 24 Matrizen Br, Bs und Bt und daher auch �B
(6)
h;s sind vollst�andig besetzt. Die

schwache Besetzung der Bh-Matrix der Verschiebungsformulierung geht auf diese Weise
vollkommen verloren. Dementsprechend verlangt die Berechnung der Stei�gkeitsmatrix
mehr Operationen und nimmt mehr Rechenzeit in Anspruch.
Der Vorteil der EAS-Formulierung besteht darin, da� die Eigenschaften der EAS-Elemente
beim �Ubergang von Quadern zu Parallelepipeden erhalten bleiben. Verantwortlich f�ur die-
ses g�unstige Verhalten ist die Konstruktionsvorschrift (3.7) f�ur die Interpolationsmatrix
der inkompatiblen Verzerrungen. Die Formulierung ist a priori invariant bzgl. Drehungen
und bzgl. homogener Verformungen der Quadergestalt. Um hingegen nur die Drehinvari-
anz zu sichern, ist in manchen �B-Elementen (z. B. Belytschko, Bindeman [1993]) explizit
die De�nition einer lokalen orthogonalen Basis erforderlich. Bzgl. dieser lokalen Basis wer-
den die Verzerrungen und die Stei�gkeitsmatrix berechnet und anschlie�end in die globale
Basis transformiert. Der Aufwand bei diesemVorgehen ist betr�achtlich. Abschlie�end mu�
noch erw�ahnt werden, da� f�ur die Elemente EAS/12S, EAS/12, EAS/9 und EAS/21
der Aufwand gegen�uber EAS/6S bei Parallelepipeden stark zunimmt. So erfordert die
Berechnung der �B-Matrix von EAS/21 die Invertierung von drei 4 � 4 und drei 3 � 3
Matrizen.

3.4 Hexaeder mit beliebiger Geometrie

Elemente, die weder die Gestalt eines Quaders noch die eines Parallelepipeds besitzen,
sind schwierig zu untersuchen. Die Jacobi-Matrix solcher Elemente ist ortsabh�angig, und
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als Folge davon ist die H-Matrix vollbesetzt. Die Berechnung der �Bh-Matrizen erfordert
je nach Elementtyp die Invertierung einer 6�6 (EAS/6S) bis 21�21 Matrix (EAS/21).
Dieser enorme Anstieg des Berechnungsaufwands wird durch keine Qualit�atssteigerung im
Deformationsverhalten der EAS-Elemente ausgeglichen, da die Genauigkeit der Ergebnis-
se sich generell, unabh�angig von der Elementformulierung, sehr rasch mit zunehmender
Abweichung von der Quader- bzw. Parallelepipedgestalt vermindert. Ein weiterer Nach-
teil speziell der EAS-Methode besteht darin, da� kompatible und erweiterte inkompatible
Verzerrungen f�ur allgemeine Elementgeometrien nicht mehr aufeinander abgestimmt sind.
Die Konsequenz davon ist das Auftreten von Versteifungse�ekten, die f�ur Parallelepipe-
de beseitigt werden k�onnen. Eine numerische Eigenwertanalyse verzerrter EAS-Elemente
mit quasi-inkompressiblem Material l�a�t die volumetrische Versteifung deutlich erkennen
(siehe Tabelle 1.2 in Abschnitt 3.6). Der Grund daf�ur liegt in der Transformationsvor-

schrift, mit der sich die inkompatiblen Verzerrungskomponenten �
(i)
ij bzgl. der globalen

kartesischen Basis aus den inkompatiblen kovarianten Verzerrungskomponenten e
(i)
ij bzgl.

der lokalen kontravarianten Basis berechnen. Diese Transformation erfolgt nicht punkt-
weise, sondern nur am Elementmittelpunkt, d.h. die Transformationsmatrix wird nur am
Elementmittelpunkt ausgewertet. Das entspricht einemWechsel von einer schiefwinkligen
ortsunabh�angigen Basis zu einer kartesischen Basis.
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c

(3.52)

In (3.52) sind die j�1ki (i,k=1..3) die Komponenten der inversen Jacobi-Matrix und der
Index c bedeutet, da� die entsprechende Funktion am Elementmittelpunkt ausgewer-
tet wird. Der Quotient jc=j aus der konstanten (jc) und der ortsabh�angigen (j) Jacobi-
Determinante ist f�ur das Transformationsverhalten unwesentlich. Dieser Faktor stellt nur
sicher, da� der sog.

"
Patch-Test\ erf�ullt wird.

Gleichung (3.52) kann �ubersichtlicher in Matrixform dargestellt werden. Hierzu werden
die kartesischen Komponenten in der Matrix E(i) und die kovarianten Komponenten in
der Matrix e(i) zusammengefa�t.

E(i) =
jc
j

�
J�1
�
c
e(i)

�
J�T

�
c

(3.53)

Der Verschiebungsgradient bzw. seine Transponierte, aus dem der kompatible Verzer-
rungstensor gebildet wird, kann sowohl in Komponenten bzgl. der globalen kartesischen
als auch einer lokalen, gemischt kartesisch-kontravarianten Basis dargestellt werden.

(r
 ~u)T =
@ui

@xk
~ei 
 ~ek =

@ui

@�l
~ei 
 ~gl (3.54)
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oder

(r
 ~u)T = Dik ~ei 
 ~ek = dil~ei 
 ~gl (3.55)

Die kontravarianten Basisvektoren in (3.54) besitzen die folgende Abh�angigkeit von den
kartesischen Basisvektoren.

~gl =
@�l

@xk
~ek = j�1kl ~ek (3.56)
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Abb. 2.3 : Die kovariante Basis

Die Matrix d, die die gemischten Komponenten enth�alt, wird mittels der inversen Jacobi-
Matrix in die Matrix D, die die kartesischen Komponenten enth�alt, transformiert.

D = dJ�T (3.57)

In der urspr�unglichen Formulierung von Simo, Rifai [1990] wurden die Komponenten des
transponierten Verschiebungsgradienten bzgl. einer gemischten kartesisch-kontravarianten
Basis mittels der inversen Jacobi-Matrix punktweise in Komponenten bzgl. der kartesi-
schen Basis transformiert. Die EAS-Interpolationsfunktionen werden in der kontravarian-
ten Basis ausgew�ahlt und dann nach (3.52) oder (3.53) in die kartesische Basis �uberf�uhrt.
Dieses unterschiedliche Transformationsverhalten f�uhrt zwangsl�au�g dazu, da� die Kom-
ponenten der beiden Tensoren in der kartesischen Basis nicht mehr im Hinblick auf die
Beseitigung der Versteifungen des Verschiebungsgradienten aufeinander abgestimmt sind.
Simo et al. [1993] schlugen aus diesem Grund eine Transformationsvorschrift f�ur die orts-
abh�angigen Komponenten des Verschiebungsgradienten vor, die sich an (3.52) orientiert.

D =
jc
j
d
�
J�T

�
c

(3.58)

Mit (3.58) kann die durch die Hexaedergeometrie verursachte Versteifung �uberwunden
werden, was durch die Eigenwertuntersuchung in dem Artikel von Simo, Armero, Taylor
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[1993] best�atigt wird. Diese Vorgehensweise hat aber die unerw�unschte Konsequenz, da�
das Element den

"
Patch-Test\ nicht exakt erf�ullen kann und daher bei Netzverfeinerung

Konvergenzprobleme auftreten k�onnen. Mit dieser Methode ist auch keine oder nur eine
sehr geringe E�zienzsteigerung, verglichen mit der urspr�unglichen Methode von Simo,

Rifai [1990], verbunden. Es sei zudem bemerkt, da� die H-Matrix allgemeiner Hexaeder
selbst f�ur eine homogene Werksto�matrix vollbesetzt ist, unabh�angig ob (3.58) oder (3.57)
benutzt wird.

3.5 Eine modi�zierte EAS-Formulierung

Die haupts�achliche Ursache f�ur den gro�en Bedarf an Rechenzeit, der f�ur die Berechnung
der Elementstei�gkeitsmatrix bzw. der �B-Matrix ben�otigt wird, ist die statische Konden-
sation der EAS-Parameter. Um den Aufwand, der mit der Elimination der EAS-Freiwerte
auf Elementebene verbunden ist, bei Hexaedern mit beliebiger Gestalt zu reduzieren,
reicht eine Modi�kation der H-Matrix alleine nicht aus. Dagegen f�uhrt die Vorgehens-
weise, eine blockdiagonale oder sogar diagonale H-Matrix bei der Berechnung der Stei-
�gkeitsmatrix zu verwenden, bei Hellinger-Reissner (HR) Elementen mit unabh�angigen
Ansatzfunktionen f�ur die Spannungen zu einer e�zienten und zuverl�assigen Element-
formulierung. Varianten dieses Verfahrens f�ur HR-Elemente wurden von Sze [1990] und
Belytschko, Wang [1987] beschrieben.

Die Grundidee bei der Entwicklung eines e�zienten und genauen linearen EAS-Elements
besteht darin, da� die Stei�gkeitsmatrix Ke;mod additiv zusammengesetzt wird aus ei-
ner Matrix Kconv , die die Konvergenz sichert, und einer Matrix Kstab, die die Stabilit�at
garantiert und die Versteifungen der Verschiebungsmethode unterdr�uckt.

Ke;mod =Kconv +Kstab (3.59)

Die Aufstellung der Stabilisierungsmatrix Kstab kann systematisch mit Hilfe der EAS-
Methode f�ur Parallelepipede erfolgen. Die Interpolationsmatrix Bh der ortsabh�angigen
kompatiblen Verzerrungen, die Interpolationsmatrix G der erweiterten inkompatiblen
Verzerrungen und die Integrationsvorschrift m�ussen f�ur eine e�ziente Formulierung so
ver�andert werden, da� die resultierende Hmod-Matrix Blockdiagonalgestalt besitzt. Wei-
ter m�ussen die modi�zierten Matrizen Bh;mod und Gmod, mit denen die Stabilisierungs-
matrix Kstab berechnet wird, aufeinander abgestimmt sein. Anderenfalls w�urden die in
Abschnitt 3.4 beschriebenen Versteifungen, die ausschlie�lich durch die Abweichung der
Elementgeometrie von der Parallelepipedgestalt bedingt sind, sich nachteilig auf das Ver-
formungsverhalten des Elementes auswirken.

Kstab =

Z
V e

h
�B
T
h;modC �Bh;mod

i
dV e (3.60)
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�Bh;mod = Bh;mod � LT
modH

�1
mod Lmod (3.61)

Die Gr�o�e V e ist nicht das durch die Knotenkoordinaten festgelegte Elementvolumen Ve.
Es handelt sich bei V e um ein �ktives Volumen, das nur zur Konstruktion von Kstab bzw.
�Bh;mod benutzt wird. Die Matrizen Lmod und Hmod sind in Gleichung (3.62) de�niert.

Lmod :=

Z
V e

GmodCBT
h;mod dV e ; Hmod :=

Z
V e

GT
modCGmod dV e (3.62)

Als L�osung, die die obigen Forderungen bzgl. E�zienz und Zuverl�assigkeit erf�ullt, bietet
sich daher an, f�ur die Berechnung von �Bh;mod und damitKstab die Jacobi-Matrix J und die
Jacobi-Determinante j nur am Elementmittelpunkt auszuwerten. Diese Methode kann als
Konstruktion der Stabilisierungsmatrix f�ur ein dem Hexaeder zugeordnetes Parallelepiped
interpretiert werden. Das Volumen V e ist deshalb gleich 8 jc.

V e =

Z +1

�1

Z +1

�1

Z +1

�1

jc drdsdt = 8 jc (3.63)

Die f�ur das �ktive Parallelepiped konstruierten �Bh;mod-Matrizen sind mit den in Abschnitt
3.3 beschriebenen �Bh-Matrizen f�ur Parallelepipede bis auf eine Ausnahme identisch. Da-
mit homogene Deformationszust�ande auch bei beliebiger Elementgeometrie exakt darge-
stellt werden k�onnen, m�ussen die ~h-Vektoren in den Bh;mod-Matrizen von 2.3 durch die
sog. ~
-Vektoren ersetzt werden.

Die vollst�andige Berechnung von Ke;mod erfordert neben der Kenntnis von Kstab auch
die Aufstellung der Matrix Kconv , die die Konvergenz der neuen Elementformulierung
garantiert. An dieser Stelle sei daran erinnert, da� das Elementvolumen von 8-Knoten
Hexaedern mit beliebiger Gestalt nicht allein durch den konstanten Anteil der Jacobi-
Determinante bestimmt wird. Auch verschwindet der �uber das gesamte Elementvolumen
gemittelte Wert der Matrix Bh nicht (siehe hierzu auch Belytschko, Bindeman [1993]).

Z
Ve

Bh dVe 6= O ; Ve 6= 8 jc (3.64)

Die Folge davon ist, da� der Knotenkraftvektor der inneren Spannungen ~Fint f�ur homoge-
ne Spannungszust�ande ~�c eine aufwendigere Berechnung verlangt als der entsprechende
Vektor f�ur das zweidimensionale 4-Knoten Element. Diese Tatsache wird in der Literatur
oft �ubersehen.
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~Fint =

Z
Ve

(BT
c +BT

h ) ~�c dVe = BT
c ~�c Ve +

Z
Ve

Bh dVe~�c (3.65)

Mit (3.64) folgt daher zwingend aus Gleichung (3.65):

~Fint 6= 8 jcB
T
c ~�c (3.66)

Eine konstante Verzerrungs-Knotenverschiebungsmatrix �Bc, mit der der Knotenkraftvek-
tor ~Fint exakt berechnet werden kann, wurde von Flanagan, Belytschko [1981] in ihrer
Untersuchung �uber das

"
uniform strain hexahedron\ vorgestellt:

�Bc = Bc +
1

Ve

Z
Ve

Bh dVe =
1

Ve

Z
Ve

B dVe : (3.67)

Mit dieser �Bc-Matrix kann nun die Rang-6 Matrix Kconv in einfacher und kompakter
Weise dargestellt werden.

Kconv = �B
T
c C

�Bc Ve =
1

Ve

Z
Ve

BT dVeC

Z
Ve

B dVe (3.68)

Wenn der Hexaeder Parallelepipedgestalt besitzt, d.h.
R
Ve
Bh dVe = O und Ve = 8 jc, re-

duziert sich Kconv auf die bekannte 1-Punkt unterintegrierte Stei�gkeitsmatrix.

K1�1
conv = 8 jcB

T
c CBc (3.69)
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3.6 Numerische Beispiele

Die folgenden Beispiele sollen die Vor- und Nachteile der in den Abschnitten 3.2 bis 3.5 be-
schriebenen Elementformulierungen anhand einiger einfacher, aber aussagekr�aftiger Bei-
spiele demonstrieren. Die Simulationen sind der einschl�agigen Fachliteratur entnommen.
Die folgenden Abk�urzungen werden in den numerischen Simulationen f�ur die Bezeichnung
der verschiedenen Elementtypen verwendet:

� DISP ist das konventionelle Verschiebungselement.

� HR ist ein 12 Parameter Hellinger-Reissner Elementmit unabh�angigen Ansatzfunk-
tionen f�ur Verschiebungs- und Spannungsfelder (siehe Andel�nger, Ramm [1993]).
Dieses Element zeichnet sich im linearen Bereich gegen�uber anderen Elementformu-
lierungen durch eine hohe Genauigkeit und gro�e Robustheit bzgl. der Elementgeo-
metrie aus (siehe Tabelle 3.2).

� EAS/6N,EAS/6S,EAS/12,EAS/12S,EAS/21 und TBW sind EAS-Elemente,
die in Abschnitt 3.2 beschrieben wurden.

3.6.1 Eigenwertanalyse verschiedener Elementformulierungen

Die Qualit�at einer linearen Elementformulierung f�ur inkompressibles Materialverhalten
kann durch die Betrachtung der Eigenwerte der Elementstei�gkeitsmatrix bestimmt wer-
den (siehe Simo et al. [1993] und Andel�nger, Ramm [1993]). Ein Element, das keine
volumetrische Versteifung besitzt, besitzt nur einen Eigenwert, der f�ur � �! 0:5 keine
obere Grenze besitzt: den Eigenwert der homogenen Dilatation des Elements. Die Anzahl
weiterer Eigenwerte, die unbeschr�ankt zunehmen, zeigt die St�arke der volumetrischen Ver-
steifung an.
Die Untersuchung beschr�ankt sich auf isotropes, linear elastisches Material mit Elasti-
zit�atsmodul E=100.0 N/mm2 und Querkontraktionszahl �=0.4999. In den Tabellen 3.1,
3.2 und 3.3 sind die sechs Nulleigenwerte, die den Starrk�orpermoden zugeordnet sind,
nicht aufgef�uhrt.

1 2

34

5 6

78

L=1mm L=2.5mm

1 2

34

5 6

78

Abb. 3.4: W�urfel (links) und verformter Hexaeder (rechts)
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Tabelle 3.1: Eigenwerte des W�urfels (E=100 N/mm2, �=0.4999)

Nr: DISP HR EAS=6N TBW EAS=12 EAS=21

7 5:6� 100 5:6 � 100 3:7 � 100 5:6� 100 3:7� 100 5:6� 100

8 5:6� 100 5:6 � 100 3:7 � 100 5:6� 100 3:7� 100 5:6� 100

9 1:7� 101 5:6 � 100 3:7 � 100 1:1� 101 3:7� 100 5:6� 100

10 1:7� 101 5:6 � 100 5:6 � 100 1:1� 101 5:6� 100 5:6� 100

11 1:7� 101 5:6 � 100 5:6 � 100 1:1� 101 5:6� 100 5:6� 100

12 2:2� 101 1:1 � 101 1:7 � 101 2:2� 101 1:1� 101 1:1� 101

13 3:3� 101 1:1 � 101 1:7 � 101 3:3� 101 1:1� 101 1:1� 101

14 3:3� 101 1:1 � 101 1:7 � 101 3:3� 101 1:1� 101 1:1� 101

15 3:3� 101 2:2 � 101 2:2 � 101 3:3� 101 2:2� 101 2:2� 101

16 3:3� 101 3:3 � 101 3:3 � 101 3:3� 101 3:3� 101 3:3� 101

17 3:3� 101 3:3 � 101 3:3 � 101 3:3� 101 3:3� 101 3:3� 101

18 9:2�104 3:3 � 101 3:3 � 101 3:3� 101 3:3� 101 3:3� 101

19 9:2�104 3:3 � 101 3:3 � 101 3:3� 101 3:3� 101 3:3� 101

20 9:2�104 3:3 � 101 3:3 � 101 3:3� 101 3:3� 101 3:3� 101

21 5:5�105 3:3 � 101 3:9 � 101 9:2�104 3:3� 101 3:3� 101

22 5:5�105 3:3 � 101 3:9 � 101 9:2�104 3:3� 101 3:3� 101

23 5:5�105 3:3 � 101 3:9 � 101 9:2�104 3:3� 101 3:3� 101

24 2:5� 106 2:5 � 106 2:5 � 106 2:5� 106 2:5� 106 2:5� 106

In Tabelle 3.1 sind die Eigenwerte eines W�urfels der Kantenl�ange 1mm dargestellt. Die
kritischen Eigenwerte, die auf eine volumetrische Versteifung hinweisen, sind fett gedruckt.
Die Eigenwerte der sechs homogenen Verzerrungszust�ande, die in allen Elementformulie-
rungen identisch sind, sind grau unterlegt. Diese Eigenmoden entsprechen drei Scherun-
gen, Zug in zwei orthogonalen Richtungen und einer Dilatation des Elementes.
Betrachtet man das Ergebnis der Eigenwertuntersuchung in Tabelle 3.1, so zeigen die Ele-
mente TBW und DISP die nach Abschnitt 3.2 zu erwartende volumetrische Versteifung: 6
Eigenwerte des DISP- und 3 des TBW-Elementes t�auschen inhomogene Dilatationsmoden
vor. Diese Versteifung ist aber alleine numerisch bedingt. Die Elemente EAS/6N, EAS/12
und EAS/21 besitzen dagegen nur die homogene Dilatationsform.

Die Tabellen 3.2 und 3.3 enthalten die Eigenwerte des
"
verzerrten\ Hexaeders (siehe Abb.

3.4). Im Gegensatz zu Tabelle 3.1 sind die Eigenwerte des konventionellen Verschiebungs-
elementes, das bereits bei Parallelepipeden schlechte Ergebnisse zeigt, nicht aufgef�uhrt.
Die Stei�gkeitsmatrizen der Elemente in Tabelle 3.2 wurden mit der konventionellen 8-
Punkt Integration nach Gauss berechnet. Bei den EAS- und HR-Elementen wurde die
volle statische Kondensation der inneren Parameter durchgef�uhrt. Im Gegensatz dazu
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sind in Tabelle 3.3 Eigenwerte modi�zierter Stei�gkeitsmatrizen aufgelistet. Das Vorge-
hen bei der Berechnung der Stei�gkeitsmatrizen wurde in Abschnitt 3.5 vorgestellt.

Tabelle 3.2: Eigenwerte des Hexaeders (E=100 N/mm2, �=0.4999)

Nr: HR EAS=6N TBW EAS=12 EAS=21

7 1:5 � 100 7:5� 100 2:4� 101 7:5� 100 9:3� 100

8 8:0 � 100 1:7� 101 2:6� 101 1:6� 101 1:1� 101

9 8:7 � 100 2:2� 101 3:4� 101 1:7� 101 2:1� 101

10 2:5 � 101 3:5� 101 4:2� 101 2:8� 101 2:5� 101

11 2:4 � 101 3:9� 101 4:5� 101 3:2� 101 2:9� 101

12 2:9 � 101 4:3� 101 5:2� 101 4:1� 101 3:4� 101

13 3:7 � 101 5:8� 101 7:1� 101 4:3� 101 3:8� 101

14 5:2 � 101 6:2� 101 7:6� 101 5:7� 101 4:8� 101

15 6:0 � 101 7:9� 101 8:6� 101 7:0� 101 6:3� 101

16 6:4 � 101 8:6� 101 1:2� 102 7:3� 101 7:0� 101

17 6:9 � 101 9:0� 101 1:3� 102 8:8� 101 8:4� 101

18 9:4 � 101 1:1� 102 1:5� 102 9:9� 101 8:7� 101

19 9:5 � 101 1:3� 102 2:1� 102 1:3� 102 1:2� 102

20 1:2 � 102 1:7� 102 5:3�104 1:5� 102 1:4� 102

21 1:4 � 102 3:1� 102 5:2�105 3:0� 102 1:6� 102

22 2:1 � 102 3:7� 102 5:4�105 3:5� 102 1:9� 102

23 2:4 � 102 1:2�105 1:2�106 1:2�105 1:2�105

24 7:4�106 7:4�106 7:4�106 7:4�106 7:4�106

Beim �Ubergang vom W�urfel zum Hexaeder tritt die in Abschnitt 3.4 beschriebene Ver-
steifung der EAS-Formulierung auf. Die

"
versteifungsfreien\ Elemente EAS/6N, EAS/12

und EAS/21 haben nun einen zweiten sehr gro�en Eigenwert, der eine Volumenver�ande-
rung des Elementes vort�auscht. Das TBW Element zeigt ein �ahnliches Verhalten. Eine
Ausnahme bildet dagegen das HR-Element: bei dieser Formulierung verursacht die von
der Parallelepipedgestalt abweichende Elementgeometrie keine volumetrische Versteifung.

Tabelle 3.3 zeigt deutlich die Auswirkung der Modi�kationen der Elementstei�gkeits-
matrizen nach Abschnitt 3.5. Der in Tabelle 3.2 beim Hexaeder gegen�uber Tabelle 3.1
auftretende zus�atzliche gro�e Eigenwert der EAS-Elemente ist beseitigt, d.h. die durch
die Geometrie bedingte volumetrische Versteifung tritt nicht mehr auf.



46 KAPITEL 3. DIE LINEARE EAS-METHODE

Tabelle 3.3: Eigenwerte f�ur den Hexaeder {
Elemente nach Abschnitt 2.5 modi�ziert

Nr: HR EAS=6N TBW EAS=12 EAS=21

17 6:9 � 101 8:5 � 101 1:2 � 102 6:9� 101 6:9� 101

18 9:1 � 101 9:2 � 101 1:5 � 102 9:1� 101 9:1� 101

19 9:1 � 101 1:0 � 101 1:7 � 102 9:1� 101 9:1� 101

20 1:2 � 102 1:2 � 102 2:0 � 102 1:2� 102 1:2� 102

21 1:5 � 102 1:7 � 102 1:8�105 1:5� 102 1:5� 102

22 1:7 � 102 1:8 � 102 1:8�105 1:7� 102 1:7� 102

23 2:0 � 102 2:1 � 102 4:2�105 2:0� 102 2:0� 102

24 7:4�106 7:4�106 7:4�106 7:4�106 7:4�106

3.6.2 Inkompressibler Block

Dieses f�ur die Boden- und Geomechanik typische Problem zeigt deutlich die negativen
Auswirkungen der volumetrischen Versteifung auf das Verschiebungsfeld. Biegung und
Scherung treten in diesem Beispiel, das von Andel�nger und Ramm [1993] vorgeschlagen
wurde, nicht auf.
Ein Quader der H�ohe H=50 mm und Seitenl�ange L=100 mm, der an seiner Grund
�ache
unverschieblich gelagert ist, wird durch eine homogene Drucklast q=250 N/mm2 auf einer
Fl�ache von 20�20 mm um den Mittelpunkt der Ober
�ache belastet. Aus Symmetrie-
gr�unden reicht es aus, da� nur ein Viertel des Quaders modelliert wird. Der Viertelqua-
der wird mit 5�5�5 8-Knoten Elementen vernetzt. Die Werksto�konstanten E=210000
N/mm2 und �=0.4999 garantieren inkompressible Deformationen des Quaders.

q

H

L/2

u

v
w

Abb. 3.5: inkompressibler Block (H=50 mm,L/2=50 mm)

Tabelle 3.4 enth�alt die Werte der Vertikalverschiebung des Mittelpunktes der Ober
�ache
des Blocks f�ur unterschiedlicheElementformulierungen.Die ElementeHR, EAS/12, EAS/21
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und die lineare Version des Selective Reduced Integrated (SRI) Elementes (s. Hughes,
Malkus [1978]), bei dem der volumetrischeAnteil der Stei�gkeitsmatrix des Verschiebungs-
elementes unterintegriert wird, sind erwartungsgem�a� versteifungsfrei. Hervorzuheben ist
das gute Ergebnis des Elementes EAS/6N, das gegen�uber den anderen EAS-Elementen
und auch dem HR-Element (12 interne Parameter) mit der geringen Anzahl von nur 6
inneren Freiheitsgraden die volumetrische Versteifung beseitigt. Das konventionelle Ver-
schiebungselement DISP und das TBW-Element verhalten sich sehr steif, was die Unter-
suchungen in Abschnitt 3.2 best�atigt.

Element HR DISP SRI EAS/6N TBW EAS/12 EAS/21
Wc 0.019 0.0016 0.0197 0.0186 0.011 0.019 0.019

Tabelle 3.4: Vertikalverschiebung Wc (in mm) des Ober
�achenmittelpunktes

a)

� = 0:49 � = 0:499 � = 0:49999
b)

Abb. 3.6: Kompression eines elastischen Blocks f�ur verschiedene Querkontraktionszahlen
a) Elemente mit volumetrischer Versteifung
b) Elemente ohne volumetrische Versteifung

Abb. 3.6 zeigt sehr deutlich, wie sich unterschiedliche Elemente bei zunehmender Inkom-
pressibilit�at in ihrem Deformationsverhalten unterscheiden. Die Bilder oben in Abb. 3.6
zeigen Netze f�ur die Elemente DISP, EAS/6S und EAS/12S. Darunter sind verformte Net-
ze der EAS-Elemente ohne volumetrische Versteifung, des HR- und des SRI-Elementes zu
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sehen. Die Elemente EAS/6S, EAS/12S und DISP versteifen f�ur Werte von � nahe 0.5
vollst�andig. Eine Verformung des Blocks ist f�ur � = 0:49999 nicht m�oglich (Bild oben
rechts). Die Deformationen der Elemente EAS/6N, EAS/12, EAS/21, HR und SRI hin-
gegen sind unabh�angig vom Wert der Querkontraktionszahl �.

3.6.3 3D-Elemente als Plattenelemente

Eine d�unne, fest eingespannte Platte mit Seitenl�ange 100 mm und Dicke 1.0 mm wird
durch eine vertikale Einzelkraft P=16.367 N im Plattenmittelpunkt belastet. Dieses Bei-
spiel dient dazu, die Qualit�at und die Grenzen des Einsatzes von 8-Knoten Volumenele-
menten in Plattenbiegungsproblemen zu bestimmen. Die Werksto�konstanten E=10000
N/mm2 und �=0.3 wurden so gew�ahlt, da� die mit der Kirchho� Theorie berechnete
Durchbiegung im Punkt P 1.0 mm betr�agt. Aus Symmetriegr�unden ist die Diskretisie-
rung einer Viertelplatte mit einem 2�2�1 Netz ausreichend. Die Verwendung nur einer
einzigen Elementschicht �uber die Plattendicke ist sinnvoll, da eine Bewertung der Ergeb-
nisse sich an 4-Knoten Plattenelementen orientieren mu�.

P

L/2

L/2

e

e

P

Abb. 3.7: Eingespannte Platte mit Einzelkraft (L/2=50 mm, e=10 mm)

In Tabelle 3.5 sind die Ergebnisse f�ur das unverzerrte Netz (Verzerrungsparameter e=0)
dargestellt. Das Hellinger-Reissner Element und die EAS-Elemente, die ausschlie�lich li-
neare Scherterme enthalten (die Elemente mit 12 inkompatiblen Schertermen EAS/12S
und EAS/21), liefern zufriedenstellende Resultate.

Element HR DISP EAS/6S EAS/12S EAS/12 EAS/21
Wc 0.888 0.0068 0.072 0.72 0.074 0.888

Tabelle 3.5: Vertikalverschiebung Wc (in mm) am Punkt P (e=0)



3.6. NUMERISCHE BEISPIELE 49

In Tabelle 3.6 werden f�ur das verzerrte Netz die Ergebnisse Wc (stand.), die mit den
konventionell unter Verwendung der 8-Punkt Integration nach Gau� berechneten Ele-
mentstei�gkeitsmatrizen gewonnen werden, mit den Resultaten Wc (mod.) der nach Ab-
schnitt 3.5 berechneten Elemente verglichen. Zwischen den Ergebnissen besteht kein si-

gni�kanter Unterschied. Der Genauigkeitsverlust gegen�uber den Werten in Tabelle 3.5
bei den Elementen HR, EAS/12S und EAS/21 ist alleine auf die Netzverzerrung zur�uck-
zuf�uhren. S�amtliche dreidimensionalen 8-Knoten Elemente sind emp�ndlich gegen�uber
der Abweichung der Elementgeometrie von der Parallelepipedgestalt. Diese Abh�angigkeit
kann selbstverst�andlich durch die in Abschnitt 3.5 vorgestellte Modi�kation nicht aufge-
hoben werden. Der Aufwand bei der Aufstellung der Stei�gkeitsmatrizen kann dadurch
aber erheblich reduziert werden.

Element HR DISP EAS/6S EAS/12S EAS/12 EAS/21
Wc (stand.) 0.57 0.0064 0.065 0.51 0.066 0.58
Wc (mod.) 0.57 0.0064 0.067 0.49 0.068 0.57

Tabelle 3.6: Vertikalverschiebung am Punkt P (e=10 mm)

Bemerkung:
Wenn in Beispiel 3.6.3 die Plattendicke bei konstanter Anzahl der Elemente verkleinert
wird, so ist die L�osung davon abh�angig, ob ein Netz aus Quadern (Abb. 3.7 links) oder
ein unregelm�a�iges Hexaedernetz (Abb. 3.7 rechts) verwendet wird. Das Verh�altnis der
Verschiebung in Plattenmitte zur Kirchho�-L�osung ist im ersten Fall unabh�angig von
der Dicke bzw. dem Verh�altnis von Dicke und Plattenl�ange. Das Ergebnis h�angt aus-
schlie�lich von der Elementformulierung ab. Im zweiten Fall hingegen ergibt sich eine
starke Abh�angigkeit der berechneten Verschiebung von der Plattendicke. Es tritt das sog.

"
thin mesh locking\ auf. Damit soll zum Ausdruck gebracht werden, da� die Hexaeder
mit abnehmender Dicke versteifen. Diese Versteifung besitzen die EAS-Elemente ebenso
wie das HR-Element. Sze, Ghali [1992] untersuchten dieses Problem ausf�uhrlich. Abhilfe
kann hier nur mit einer Skalierung der Scherungsterme bei der EAS-Methode bzw. der
Schubspannungsterme beim HR-Element erreicht werden.
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3.7 Diskussion und Ausblick

Die modi�zierte Elementstei�gkeitsmatrixKe;mod, die in Abschnitt 3.5 vorgestellt wurde,
ist eine gute Approximation der Elementstei�gkeitsmatrix Ke in (3.14), die mit 8-Punkt
Integration nach Gau� und vollst�andiger statischer Kondensation der EAS-Parameter be-
rechnet wird. Die Gestalt der Hexaeder sollte nur geringe Abweichungen von der Gestalt
eines Quaders oder Parallelepipeds aufweisen. F�ur stark von einem Parallelepiped ab-
weichende Elementgeometrien, die bei der Netzgenerierung m�oglichst vermieden werden
sollten, k�onnen keine Resultate erwartet werden, die qualitativ mit denen eines Quaders
oder Parallelepipeds vergleichbar sind. Diese starke Sensitivit�at der Berechnungsresultate
von der Elementgeometrie ist weitgehend unabh�angig von einer speziellen Elementfor-
mulierung: sie tritt sowohl bei EAS- und HR-Elementen als auch beim konventionellen
Verschiebungselement auf. Aufgrund der geringen Qualit�at allgemeinerHexaeder sollte der
Aufwand bei der Berechnung der Elementstei�gkeitsmatrix und des inneren Kraftvektors
so gering wie m�oglich sein, homogene Spannungs- und Deformationszust�ande sollten aber
ohne Fehler dargestellt werden k�onnen. Diese Forderungen werden von der in Abschnitt
3.5 vorgeschlagenen Elementformulierung erf�ullt.
Elementformulierungen, die auch f�ur beliebige Elementgeometrien zuverl�assige Ergebnisse
garantieren, basieren auf einer Extrapolation der f�ur Parallelepipede konstruierten Ver-
zerrungsfelder auf allgemeine Hexaeder. Diese Extrapolation ist aber mit erheblichem
zus�atzlichem Berechnungsaufwand verbunden. Als Beispiel dieser neuen Vorgehenswei-
se soll an dieser Stelle die sog.

"
assumed strain\ Methode von Stolarski, Chen [1998]

genannt werden. Das nach ihrer Methode konstruierte 8-Knoten Element liefert bei Bie-
gebelastung selbst f�ur stark verformte Elementgestalt noch hervorragende Ergebnisse. Ein
Nachteil bzgl. des Deformationsverhaltens ist, da� das Element nur f�ur Parallelepipede den
sog.

"
Patch-Test\ erf�ullt. Der Aufwand, den die Berechnung der Elementstei�gkeitsma-

trix erfordert, wird im wesentlichen durch die Invertierung von zwei vollbesetzten 24� 24
Matrizen bestimmt.



Kapitel 4

EAS-Elemente f�ur nichtlineare

Probleme

Eine vollst�andige Diskussion der
"
enhanced assumed strain\ Methode erfordert auch die

Darstellung der nichtlinearen Variante dieser Elementformulierung. Modi�kationen der
Elementstei�gkeitsmatrix, die im linearen Bereich ohne Qualit�atsverlust zu einer erheb-
lichen Steigerung der E�zienz der EAS-Elemente f�uhrten (siehe Abschnitt 3), existieren
im nichtlinearen Bereich bisher nicht. Man ist daher auf die im folgenden beschriebe-
nen 8-Knoten EAS-Elemente in ihrer Originalformulierung von Simo et al. [1992], [1993]
angewiesen.

4.1 Einf�uhrung

Von Simo, Armero [1992] und Simo, Armero, Taylor [1993] wurde das EAS-Konzept auch
zur Formulierung von Elementen zur Berechnung geometrisch und materiell nichtlinearer
Probleme erweitert. Ziel der �Uberlegungen f�ur ein nichtlineares EAS-Element war das
universell einsetzbare 8-Knoten Element: ein Element, das weder die sog. volumetrische
Versteifung f�ur quasi{inkompressible Werksto�e noch die Biegeversteifung besitzt. Da�
diese beiden Forderungen zugleich von einer nichtlinearen Elementformulierung erf�ullt
werden, ist keineswegs selbstverst�andlich. So existierten schon vor Ver�o�entlichung der
nichtlinearen EAS-Methode Formulierungen wie die Selektiv Reduzierte Integration (SRI)
(siehe Hughes, Malkus [1978]) oder das auf einer 3-Feld Hybrid Methode mit konstantem
Druck basierende Q1P0-Element (siehe Simo et al. [1985]). Diese Methoden unterdr�ucken
das sog.

"
incompressibility{locking\ in einer totalen Lagrange Formulierung zuverl�assig.

Die Versteifung von Elementen, die auf Biegung beansprucht und dadurch stark defor-
miert werden, konnte allerdings bis dahin durch kein Verfahren zufriedenstellend beseitigt
werden.
Der Aufwand f�ur die Berechnung des inneren Kraftvektors und der Tangentenstei�gkeits-
matrix der EAS-Elemente ist jedoch im Vergleich zum Q1P0- oder SRI-Element deutlich
h�oher. Der h�ohere Aufwand bezieht sich sowohl auf die Rechenzeit als auch den zus�atz-

51
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lichen Speicher, der f�ur die EAS-Parameter reserviert werden mu�. Je nach Elementtyp
m�ussen 9 oder 12 innere Freiheitsgrade f�ur jedes Element gespeichert werden. Aufgrund
dieses Nachteils der EAS-Elemente w�are es vorteilhaft, wenn sich der Anwender schon
vor der Diskretisierung einer Struktur Gedanken �uber die zu erwartenden Verformungen
macht. Bereiche, in denen mit Sicherheit keine Biegung auftritt, k�onnen mit den ver-
gleichsweise

"
billigen\ �F - 1 , SRI- oder Q1P0-Elementen vernetzt werden. Die Qualit�at

der berechneten Deformationen und Spannungen wird in den
"
biegefreien Zonen\ durch

die Wahl dieser Elemente nicht eingeschr�ankt. F�ur Simulationsgebiete mit homogenen
Deformationen ist sogar das Standard-Verschiebungselement ausreichend.
Ein weiterer Schwachpunkt der nichtlinearen EAS-Elemente ist das m�ogliche Auftreten
sog.

"
hourglass\ Verformungen. Diese sind mit einem Rangabfall der Elementstei�gkeits-

matrix verbunden, der nicht durch eine Material- oder Strukturinstabilit�at bedingt ist
(siehe Wriggers, Reese [1996]). Um diese unphysikalische Instabilit�at der EAS-Methode,
die bei homogenen Kompressionen und sog.

"
necking-bar\ Problemen auftritt, zu vermei-

den, m�ussen spezielle Techniken angewandt werden (siehe hierzu auch de Souza Neto et al.
[1995], Glaser, Armero [1997], Korelc, Wriggers [1996] und Vortr�age zu diesem Thema auf
dem EUROMECH-Kolloquium 371 in Bad Herrenalb [1997]).

"
Hourglass\-Deformationen

treten auch bei anderen versteifungsfreien Elementen auf, sie sind jedoch bei nichtlinearen
EAS-Elementen besonders stark ausgepr�agt.

4.2 Konstruktion des �F-Operators

Die kinematische Gr�o�e, die in der EAS-Methode im geometrisch nichtlinearen Bereich in
einer totalen Lagrange Formulierung ver�andert werden mu�, ist der Deformationstensor
F bzw. der Verschiebungsgradient bzgl. der Ausgangskon�guration GRAD ~u. Dieser setzt
sich zusammen aus einem homogenen AnteilFc und einem ortsabh�angigen AnteilFh : F =
Fc+Fh. Der F-Tensor der konventionellenVerschiebungsmethode wird durch die Addition
des nichtkonstanten Operators ~F erweitert. Das Resultat ist ein neuer Deformationstensor,
der sog. �F-Tensor.

�F = F+ ~F = 1+GRAD ~u + ~F bzw. Fh
mod = Fh + ~F (4.1)

Die Konstruktionsprinzipien f�ur den Tensor ~F wurden ausf�uhrlich von Simo, Armero,

Taylor [1993] beschrieben. An dieser Stelle ist daher eine Zusammenfassung der dort
vorgeschlagenen Vorgehensweise ausreichend.
Die Berechnung von ~F erfolgt in drei Schritten. Der erste Schritt ist die Auswahl der
EAS-Interpolationsterme, zusammengefa�t in der Matrix E�, anhand des F-Tensors eines

1Auch in der EAS-Methode wird ein sog. �F-Tensor verwendet. Im Unterschied zu den in Abschnitt 5

vorgestellten �F-Elementen h�angt dieser Tensor nicht alleine von den Verschiebungen ab. Der �F-Tensor der

in Abschnitt 5 beschriebenen Elemente kann explizit, d.h. ohne statische Kondensation innerer Parameter,

berechnet werden.
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parallel zur globalen kartesischen Basis ausgerichteten Quaders, d.h. eines Elementes mit
einer konstanten und nur auf der Diagonalen besetzten Jacobimatrix

J =

0
BBBB@

2

a
0 0

0
2

b
0

0 0
2

h

1
CCCCA

mit den Kantenl�angen a, b und h. Diese Methode zur gezielten Auswahl der EAS{Terme
ist analog zum Verfahren in der linearen Elastizit�at, in der der in�nitesimale Verzerrungs-
tensor bzw. die B-Matrix ver�andert wird. Der Tensor E� wird mittels der am Element-
mittelpunkt ausgewerteten Jacobi{Matrix Jc in die Referenzkon�guration transformiert.

E =
jc
j
J�1c E� J

�T
c (4.2)

Der Faktor jc=j, der Quotient aus der Jacobi-Determinante am Elementmittelpunkt und
am Ort �, garantiert zusammen mit der Bedingung

+1Z
�1

+1Z
�1

+1Z
�1

E� drdsdt = 0 (4.3)

die Erf�ullung des Patch-Tests f�ur beliebige Referenzgeometrien. Der letzte Schritt bei
der Aufstellung von ~F ist die Linksmultiplikation von E mit dem konstanten Tensor Fc.
Dadurch wird gew�ahrleistet, da� ~F und damit �F sich bei Starrk�orperrotationen wie der
konventionelle Deformationsgradient F verhalten.

~F = Fc
jc
j
J�1c E� J

�T
c = FcE (4.4)
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Abb. 3.1: Konstruktion des zweidimensionalen inkompatiblen ~F-Tensors
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Aufgrund der De�nition von �F sind die Eigenschaften des EAS-Elementes invariant bei
einer Drehung des Elementes gegen�uber dem globalen Koordinatensystem. Diese durch
die Konstruktionsvorschrift (4.4) gesicherte Drehinvarianz ist f�ur eine zuverl�assige geome-
trisch nichtlineare FE-Formulierung unbedingt erforderlich.
Der ortsabh�angige Anteil Fh des konventionellen Deformationstensors F f�ur einen achsen-
parallelen Quader enth�alt unvollst�andige lineare und bilineare Polynome in den isopara-
metrischenKoordinaten r, s und t. Diese Unvollst�andigkeit f�uhrt zu Kopplungen zwischen
Normalverzerrungen und Scherungen im rechten Cauchy oder imGreenschen Verzerrungs-
tensor. Die Biegeversteifung des Standard{Verschiebungselementes ist eine direkte Folge
dieser Kopplungen.

Fh =

2
4 sAu;1 + tAu;2 + s tAu;4 r Au;1 + tAu;3 + r tAu;4

sAv;1 + tAv;2 + s tAv;4 r Av;1 + tAv;3 + r tAv;4

sAw;1 + tAw;2 + s tAw;4 r Aw;1 + tAw;3 + r tAw;4

(4.5)

r Au;2 + sAu;3 + r sAu;4

r Av;2 + sAv;3 + r sAv;4

r Aw;2 + sAw;3 + r sAw;4

3
5

Mit den Konstanten :
Au;i := ~uTn

~hi, Av;i := ~vTn
~hi und Aw;i := ~wT

n
~hi (i=1..4).

Die Biegeversteifung kann, zumindest f�ur einen Quader oder ein Parallelepiped, durch
einen Deformationsanteil E� beseitigt werden, der die Terme enth�alt, die f�ur die linea-
re Vollst�andigkeit von Fh ben�otigt werden. Das damit verbundene 9 Parameter EAS{
Element entspricht in seinen Eigenschaften dem inkompatiblen Verschiebungselement von
Taylor, Beresford, Wilson [1976], das in dieser Dissertation mit TBW bezeichnet wird.

ETBW
� = '1

2
4 r 0 0
0 0 0
0 0 0

3
5+ '2

2
4 0 0 0

r 0 0
0 0 0

3
5+ '3

2
4 0 0 0
0 0 0
r 0 0

3
5 (4.6)

+ '4

2
4 0 s 0
0 0 0
0 0 0

3
5+ '5

2
4 0 0 0
0 s 0
0 0 0

3
5+ '6

2
4 0 0 0
0 0 0
0 s 0

3
5

+ '7

2
4 0 0 t
0 0 0
0 0 0

3
5+ '8

2
4 0 0 0
0 0 t
0 0 0

3
5+ '9

2
4 0 0 0
0 0 0
0 0 t

3
5

Ausgehend vom TBW -Element, das man in der Literatur auch unter dem Namen Q1E9
�ndet, entwickelten Wriggers, Korelc [1996] das sog. CG9-Element. Der wesentliche Un-
terschied zwischen diesen beiden EAS-Varianten ist die Struktur der Matrix E�:

ECG9
� =

�
ETBW
�

�T
(4.7)
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Beispielrechnungen zeigen, da� das CG9-Element robuster ist als das Q1E9 Element.

Da mit dem inkompatiblen Verschiebungselement die linearisierte Zwangsbedingung f�ur
inkompressibles Materialverhalten nicht erf�ullt werden kann, haben Simo, Armero, Taylor
[1993] ein 12 Parameter EAS-Element, abgek�urzt durch SAT , mit drei bilinearen Inter-
polationstermen vorgeschlagen.

ESAT
� = ETBW

� + '10 r s1+ '11 r t1+ '12 s t1 (4.8)

Diese Erweiterung des
"
klassischen\ inkompatiblen Verschiebungselementes um drei wei-

tere innere Freiheitsgrade wird gerechtfertigt durch die punktweise Erf�ullung der Zwangs-
bedingung SP(Fh + ~F) = SP(Fh

mod) = 0. In vielen F�allen wird mit 9 linearen und 3
bilinearen inkompatiblen Interpolationstermen die volumetrische Versteifung des konven-
tionellen Verschiebungselementes hinreichend unterdr�uckt.
Strukturen aus inkompressiblen Materialien k�onnen ausschlie�lich volumentreu verformt
werden. Da das Volumen nicht ver�andert werden kann, mu� die Determinante des Defor-
mationstensors gleich 1 sein. Det(�F)=1 ist daher die Zwangsbedingung f�ur nichtlineare
inkompressible Werksto�e. Ein vollkommen versteifungsfreies Element m�u�te deshalb so
konstruiert sein, da� die Determinante von �F nur vom versteifungsfreien konstanten Teil
des Verschiebungsgradienten abh�angt.

Det(�F) � Det (1+GRADc(~u)) (4.9)

Diese Bedingung kann nicht dadurch erf�ullt werden, da� die Spur des ortsabh�angigen Ten-
sors Fh

mod verschwindet. Mit Hilfe der folgenden Identit�at f�ur beliebige Tensoren zweiter
Stufe X

Det(1+X) = 1 + SP(X) +
1

2
([SP(X)]2 � SP(X)2)| {z }

= J2(X)

+Det(X) (4.10)

kann diese Aussage pr�azisiert werden. Nach Einsetzen von �F und unter Ber�ucksichtigung
von SP(Fh

mod)=0 ergibt sich f�ur Det(�F) der folgende Ausdruck.

Det(�F)� 1 = SP (GRADc(~u)) + J2 (GRADc(~u)) (4.11)

� 0:5 SP
�
GRADc(~u)F

h
mod + Fh

modGRADc(~u)
�

� 0:5 SP
�
Fh
mod F

h
mod

�
+ Det(GRADc(~u) + Fh

mod)

Es ist gut erkennbar, da� Det(�F) nicht nur von der zweiten und dritten Potenz von Fh
mod
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abh�angt. Die noch vorhandene lineare Abh�angigkeit der Determinante von Fh
mod kann sich

evtl. qualit�atsmindernd bei starken Deformationen auswirken. D.h. mit den vorliegenden
nichtlinearen EAS-Formulierungen ist die Konstruktion eines v�ollig versteifungsfreien Ele-
mentes nicht m�oglich. Die Sicherheit auch in diesen F�allen mit einem versteifungsfreien
Element zu arbeiten, bieten alleine die expliziten �F-Elemente oder das Q1P0-Element
(siehe Abschnitt 5).

4.3 Schwache Form des Gleichgewichts

F�ur eine Untersuchung der EAS-Methode bzgl. Nichtlinearit�at gen�ugt es, sich auf hyper-
elastische Werksto�modelle zu beschr�anken, da damit auch quasi-inkompressible Mate-
rialien modelliert werden k�onnen. Der Vorteil der Hyperelastizit�at besteht darin, da� eine

Verzerrungsenergiedichte W (�C) (�C := �F
T �F ist ein modi�zierter rechter Cauchy-Green

Tensor) existiert, aus der die Spannungen berechnet werden. Unter der Voraussetzung,
da� f�ur die �au�eren Lasten eine potentielle Energie �ext existiert, ist die Variation der
gesamten potentiellen Energie identisch mit der schwachen Form der Gleichungen des
mechanischen Gleichgewichts.

� = �int +�ext =

Z
Vref

W (�C) dVref +�ext(~u) (4.12)

Die Berechnung der Variation ��int + ��ext = 0 erfordert die Kenntnis der Abh�angigkeit
von ��C bzw. ��F von der Variation des Verschiebungsfeldes und der inneren Parameter
�'i. In den folgenden Ausf�uhrungen werden der Gradientenoperator bzgl. der Ausgangs-
kon�guration mit GRAD und bzgl. der Momentankon�guration mit grad bezeichnet. Der
Index c bedeutet, da� nur der konstante Anteil der entsprechenden Gr�o�e berechnet wird.

��F = �F+ �~F (4.13)

= GRAD(�~u) + GRADc(�~u)E+ Fc �E

= GRAD(�~u) + GRADc(�~u)E+ Fc

neasX
i=1

�'iEi

Die Berechnung der Variation der inneren Energie wird aus E�zienzgr�unden mit dem
Kirchho�schen Spannungstensor � vorgenommen. Diese Darstellung von ��int besitzt
Vorteile gegen�uber der Darstellung in der Referenzkon�guration: die Diskretisierung der
Operatoren �b und �e (s.u.) f�uhrt auf schwach besetzte Matrizen.

��int =

Z
Vref

2
@W

@ �C
�
1

2
��C dVref (4.14)
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=

Z
Vref

� � ��F �F
�1

dVref

=

Z
Vref

� � (�F+ �FcE) �F
�1| {z }

=: �b

dVref +

Z
Vref

� � Fc �E �F
�1| {z }

=: �e

dVref

Wegen der Unabh�angigkeit der Variationen �E und �~u entstehen zwei Systeme nichtlinea-
rer Gleichungen, von denen das erste auf Systemebene und das zweite auf Elementebene,
d.h. in jedem Element einzeln, erf�ullt werden mu�.

nelmX
e=1

Z
V e
ref

� � �b dV e
ref + ��ext(~u) = 0

Z
V e
ref

� � �edV e
ref = 0 e = 1::nelm

(4.15)

Die Diskretisierung des Operators �b ensteht durch Diskretisierung von �F und seines
konstanten Anteils �Fc.

�F = GRAD(�~u) = �~ui 
GRAD(N i) �~ui := (�ui; �vi; �wi)
T (4.16)

Setzt man den obigen Ausdruck in die De�nition von �b ein, ergibt sich ein Operator, der
dieselbe Struktur wie grad(�~u) besitzt.

�b =
8X
i=1

(�~ui 
GRAD(N i) + �~ui 
GRADc(N
i)E) �F

�1
(4.17)

=
8X
i=1

�~ui 
 �F
�T

GRAD(N i) + �~ui 
 �F
�T
ET GRADc(N

i)

Mit der De�nition des modi�zierten Gradientenoperators,

r = �F
�T

(GRAD+ET GRADc) (4.18)

kann �b in der folgenden, kompakten Weise dargestellt werden:

�b =
8X
i=1

�~ui 
rN
i =

8X
i=1

�bi :
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�bi =

2
4 �uir1N

i �uir2N
i �uir3N

i

�vir1N
i �vir2N

i �vir3N
i

�wir1N
i �wir2N

i �wir3N
i

3
5 (4.19)

Wegen der Symmetrie des Kirchho�schen Spannungstensors liefert nur der symmetrische
Anteil von �b einen Beitrag zum Skalarprodukt in (4.15a). Beim �Ubergang zur Matrix-
Vektor Darstellung mit �~uTe := (�~u1:::�~u8)Z

V e
ref

� � �bdV e
ref = �~uTe

Z
V e
ref

B
T
~� dV e

ref = �~uTe
~R
e

disp (4.20)

ergibt sich dann die sog. B-Matrix, die aus den acht 6 � 3 Blockmatrizen Bi aufgebaut
ist.

B
T

i =

2
4 r1N

i 0 0 r2N
i r3N

i 0
0 r2N

i 0 r1N
i 0 r3N

i

0 0 r3N
i 0 r1N

i r2N
i

3
5 i = 1::8 (4.21)

Die Diskretisierung von �e in (4.15b) ensteht durch die Diskretisierung des Tensors E:

�e =
neasX
i=1

Fc �'iE
i �F

�1
=

neasX
i=1

�'i �E
i

; mit �E
i
:= FcE

i �F
�1

(4.22)

Beim �Ubergang zur FE-�ublichen Matrix-Vektorschreibweise und unter Beachtung der
Symmetrie von � , wird der Operator �e durch den Vektor �'i~ei ersetzt.Z

V e
ref

� � �edV e
ref = �'i

Z
V e
ref

~eTi ~� dV
e
ref = �~'T

e
~R
e

eas (4.23)

~eTi =
�
�Ei
11

�Ei
22

�Ei
33

�Ei
12 + �Ei

21
�Ei
13 + �Ei

31
�Ei
23 + �Ei

32

�
(4.24)

Das Gleichungssystem in (4.15) mu� f�ur beliebige �~'e und �~ue erf�ullt sein. Nach der

Diskretisierung von ��ext, die direkt zum Knotenvektor der �au�eren Kr�afte ~Fext f�uhrt,
ergibt sich das folgende diskrete Gleichungssystem.

nelm

A
e=1

~R
e

disp = ~Fext

~R
e

eas = ~0 e = 1::nelm

(4.25)

nelm

A
e=1

in Gleichung (4.25a) ist der �ubliche FE-Assemblierungsoperator.
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Werden nur die EAS-Parameter '1:::'9 ber�ucksichtigt, reduziert sich E
SAT
� auf ETBW

� .

ETBW
� =

2
4 '1 r '4 s '7 t
'2 r '5 s '8 t
'3 r '6 s '9 t

3
5 = ~�1 
r�

~N1 + ~�2 
r�
~N2 + ~�3 
r�

~N3 (4.26)

Die M�oglichkeit die linearen Terme in ETBW
� als Ableitungen der sog. inkompatiblen

Formfunktionen

~N1 = 0:5 (r2 � 1); ~N2 = 0:5 (s2 � 1); ~N3 = 0:5 (t2 � 1)

nach den isoparametrischen Koordinaten r, s und t darzustellen, hat die Konsequenz, da�
�e dieselbe Struktur besitzt wie �b. Die M�oglichkeit dieser Darstellung von �e, die f�ur
eine e�ziente Programmierung genutzt werden sollte, ist nach Berechnung von

�E =
jc
j
Jc �E� J

�1
c =

�
jc
j
Jc �~�i

�

 J�Tc r�

~N i (4.27)

erkennbar.

�e = Fc �E �F
�1

=

�
Fc

jc
j
Jc �~�i

�

 �F

�T
J�Tc r�

~N i = ~�i 
rtbw
~N i (4.28)

Somit ergibt sich f�ur den Residuenvektor ~R
e

eas :

~R
e

eas =

Z
V e
ref

GT ~� dV e
ref ; G 2 R6�9 (4.29)

Die MatrixG besitzt die gleiche Struktur und schwache Besetzung wie die B-Matrix. Die-
ser rechentechnische Vorteil zeichnet das klassische 8-Knoten Element mit inkompatiblen
quadratischen Ansatzfunktionen von Taylor, Beresford, Wilson [1976] gegen�uber anderen
EAS-Elementen aus.

4.4 Linearisierung der nichtlinearen Gleichungen

Werden Newton-Verfahren zur L�osung des diskreten, nichtlinearen Gleichungssystems
(4.25) verwendet, ist es notwendig, die Elementvektoren ~R

e

eas und ~R
e

disp um einen durch
~'e und ~ue bestimmten Zustand zu linearisieren. Die Ableitungen dieser Vektoren nach den
Knotenverschiebungen sind die Stei�gkeitsmatrizen. Eine andere M�oglichkeit, die Stei�g-
keitsmatrizen zu berechnen, besteht darin, zuerst die kontinuierlichen Ausdr�ucke in (4.15)
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zu linearisieren und erst anschlie�end zu diskretisieren. Die letztere wird im folgenden dar-
gestellt.

�

Z
Vref

� � �b dVref =

Z
Vref

�� � �b dVref +

Z
Vref

� ��bT �b dVref (4.30)

+

Z
Vref

�e � � �b dVref

+

Z
Vref

� �eT � �FcF
�1
c dVref

Das objektive Inkrement der Kirchho� Spannungen �� = �F�S �F
T
ist linear abh�angig

von den Inkrementen �b und �e.

�� = Ct (�b+�e) (4.31)

Der Tensor vierter Stufe Ct ist der zum hyperelastischen Materialmodell geh�orige Werk-
sto�tensor.

�

Z
Vref

� � �b dVref =

Z
Vref

�b � Ct�b dVref +

Z
Vref

�b � Ct�e dVref (4.32)

+

Z
Vref

� ��bT �bdVref

+

Z
Vref

[�e� � �b+ � �eT � gradc(�~u)] dVref

Das Inkrement der zweiten Gleichung in (4.15) ist durch den folgenden Ausdruck gegeben,
der dieselbe Struktur wie (4.32) besitzt.

�

Z
Vref

� � �edVref =

Z
Vref

�e � Ct�edVref +

Z
Vref

�e � Ct�b dVref (4.33)

+

Z
Vref

� ��eT �edVref

+

Z
Vref

[�b� � �e+ � �eT � gradc(�~u)] dVref

Die Diskretisierung der Terme in (4.32) und (4.33) f�uhrt direkt zu den gesuchten Stei�g-
keitsmatrizen. Diese k�onnen unter Beachtung der allgemeinen Formel

A �r(~u) = A � [~ui 
rN
i] = ~uTi ArN

i (4.34)
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nach Armero [1996] in einer �ubersichtlichen und kompakten Form dargestellt werden. Aus
Gr�unden der �Ubersichtlichkeit werden nur Blockmatrizen angegeben, aus denen sich die
jeweiligen Elementmatrizen zusammensetzen. Auf den Index e an den Stei�gkeitsmatrizen
K';', Ku;' und Ku;u wird verzichtet, da diese Matrizen nur im Element de�niert sind.

Kij
';' =

Z
Vref

~eTi Ct~ej dVref +

Z
Vref

�Ei � � �Ej dVref (i; j = 1::neas) (4.35)

Kij
u;' =

Z
Vref

�Ej � rN
i dVref +

Z
Vref

� �E
T
j rcN

i dVref (i = 1::8; j = 1::neas)

Kij
u;u =

Z
Vref

BT
i CtBj dVref +

2
64 Z
Vref

rN i � �rN j dVref

3
75 1 (i; j = 1::8)

Die Taylorreihenentwicklung der Gleichung (4.25b) kann zur Elimination der inneren Pa-
rameter �~'e auf Elementebene mittels statischer Kondensation benutzt werden.

KT
u;'�~ue +K';'�~'e = ~R

e

eas =) �~'e = K�1
';' (~R

e

eas �K
T
u;'�~ue) (4.36)

Die Folge dieser sog. statischen Kondensation ist, da� die Dimension der globalen Stei�g-
keitsmatrix durch die Anzahl der Verschiebungsfreiheitsgrade bestimmt ist. Die globale
Stei�gkeitsmatrix und der globale Kraftvektor sind aus den e�ektiven Elementstei�gkeits-
matrizen bzw. den e�ektiven inneren Elementkraftvektoren aufgebaut.

K =
nelm

A
e=1

Ke =
nelm

A
e=1

�
Ku;u �Ku;'K

�1
';'K

T
u;'

�
~Fint =

nelm

A
e=1

~F
e

int =
nelm

A
e=1

h
~R
e

disp �Ku;'K
�1
';'

~R
e

eas

i (4.37)

Innerhalb eines Newton-Raphson Verfahrens kann die Berechnung der inneren Element-
parameter nach der i-ten Iteration ~'(i+1)

e auf zwei verschiedene Weisen erfolgen. In der
ersten Methode wird nach der Berechnung eines neuen Verschiebungsinkrementes (durch

L�osung des globalen linearen Gleichungssystems) f�ur jedes Element ein �~'(i)
e und damit

dann ~'(i+1)
e = ~'(i)

e + �~'(i)
e bestimmt (auf neudeutsch: ein sog. Update vollzogen). Der

Nachteil bei diesem Vorgehen besteht darin, da� die Matrizen K(i)
u;', K

(i)
';' und der Vektor

~R
(i)

eas aus der vorhergehenden i-ten Iteration neu berechnet werden m�ussen. Soll die daf�ur
notwendige Rechenzeit eingespart werden, so m�u�ten die entsprechenden Matrizen und
Vektoren eines jeden Elementes gespeichert werden.
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~'(i+1)
e kann aber auch durch eine lokale Iteration bestimmt werden. F�ur unver�anderliches

~u(i+1)
e ist die L�osung ~'(i+1)

e der Gleichung

~R
e

eas(~'e; ~u
(i+1)
e ) = ~0 (4.38)

gesucht. Das erstmals von Simo, Armero, Taylor [1993] vorgeschlagene Verfahren kann nur
dann wirtschaftlich sein, wenn die Anzahl der Iterationen zur Bestimmung des L�osungs-
vektors so gering wie m�oglich ist. Diese h�angt aber vom Startvektor ab. Es ist daher
vorteilhaft, als Startwert ~'(i)

e zu verwenden.

Die vorstehend geschilderten zwei Verfahrensvarianten werden auf den folgenden beiden
Seiten in

"
Flu�diagrammen\ in �ubersichtlicher Form dargestellt. Beim Leser und m�ogli-

chen Anwender von nichtlinearen EAS-Elementen soll dadurch auch ein �Uberblick �uber
den enormen Aufwand gegeben werden, der mit dem Einsatz der EAS-Methode verbunden
ist. Die Vektoren und Matrizen in den beiden Schaubildern sind ausschlie�lich Element-
gr�o�en. Auf den Index e kann deshalb verzichtet werden.
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Klassisches Verfahren zur Bestimmung
der Elementstei�gkeitsmatrix und des Elementkraftvektors

f�ur EAS-Elemente

neues Verschiebungsinkrement �~u(i)

+

berechne neue Gesamtverschiebungen
~u(i+1) = ~u(i) +�~u(i)

+

berechne mit ~u(i) und ~'(i):

K(i)
u;', K

(i)
';' und ~R

e;(i)

eas

+

berechne �~'(i) als L�osung des LGS:

K(i)
';'�~'(i) = ~R

(i)

eas �K(i)T
u;' �~u(i)

+

berechne ~'(i+1) = ~'(i) +�~'(i)

+

berechne �F
(i+1)

und damit Spannungen und Werksto�matrix
� (i+1);C

(i+1)
t

+

berechne mittels statischer Kondensation eine neue
e�ektive Elementstei�gkeitsmatrix:

K(i+1) = K(i+1)
u;u �K(i+1)

u;'

h
K(i+1)

';'

i�1
K(i+1)

u;'

T

und einen neuen e�ektiven inneren Kraftvektor:

~F
(i+1)

int = ~R
(i+1)

disp �K(i+1)
u;'

h
K(i+1)

';'

i�1
~R

(i+1)

eas

Tabelle 4.1



64 KAPITEL 4. EAS-ELEMENTE F�UR NICHTLINEARE PROBLEME

Verfahren mit lokaler Berechnung der EAS-Parameter

neues Verschiebungsinkrement �~u(i)

+

berechne neue Gesamtverschiebungen
~u(i+1) = ~u(i) +�~u(i)

+

Berechne durch Iteration ~'(i+1) aus der Gleichung
~Reas(~u

(i+1); ~'(i+1)) = ~0 f�ur festes ~u(i+1) :

Startwert ~'1 = ~'(i)

� = 0

DO � = � + 1

�~'� = K�1
';'(~'�) ~Reas(~'�)

~'�+1 = ~'� +�~'�

WHILE k ~Reas(~'�+1) k> Tol

~'(i+1) = ~'�+1

+

berechne �F
(i+1)

und damit Spannungen und Werksto�matrix
� (i+1);C

(i+1)
t

+

berechne mittels statischer Kondensation eine neue
e�ektive Elementstei�gkeitsmatrix:

K(i+1) = K(i+1)
u;u �K(i+1)

u;'

h
K(i+1)

';'

i�1
K(i+1)

u;'

T

und einen neuen e�ektiven inneren Kraftvektor:

~F
(i+1)

int = ~R
(i+1)

disp �K
(i+1)
u;'

h
K(i+1)

';'

i�1
~R

(i+1)

eas

Tabelle 4.2



Kapitel 5

�F-Methode

Die Diskussion der Vor- und Nachteile der EAS-Methode im Zusammenhang mit gro�en
Verzerrungen hat gezeigt, da� einzig durch die Modi�kation der Determinante des F-
Tensors der klassischen Verschiebungsmethode ein volumetrisch versteifungsfreies 8-Knoten
Element gew�ahrleistet werden kann (siehe Gleichung (4.10) in Abschnitt 4.2). Dies bedeu-
tet aber nicht, da� Simulationen mit EAS-Elementen bei quasi-inkompressiblenWerkstof-
fen und starken Deformationen vollkommen wertlos sind. In vielen F�allen, dokumentiert
durch Berechnungen in der Fachliteratur, kann man mit Hilfe der EAS-Methode zu zu-
verl�assigen Ergebnissen gelangen. Dennoch kann das Auftreten von Elementversteifungen
in einer Berechnung nie mit Sicherheit ausgeschlossen werden. Diese Sicherheit bei Simu-
lationen mit inkompressiblen Materialien bieten alleine die �F-Elemente, die im folgenden
n�aher untersucht werden sollen.

5.1 Grundlagen

Das Konzept der �F-Methode beruht im Gegensatz zur EAS-Methode in Gleichung (4.1)
auf der M�oglichkeit den konventionellen Deformationstensor F als Produkt aus seinem
isochoren Anteil Fiso, charakterisiert durch det(Fiso) � 1, und aus dem volumetrischen
und deshalb kugelsymmetrischen Anteil Fvol darzustellen. Die Determinante des letzteren
Operators ist gleich der Determinante des Deformationsgradienten F.

F = Fiso � Fvol

F = [det(F)]�1=3 F � [det(F)]+1=3
1

(5.1)

Da in diesemAbschnitt ausschlie�lich Strategien untersucht werden, die zur Unterdr�uckung
oder Abschw�achung des gerade f�ur 3D Elemente problematischen

"
incompressibility{

locking\ eingesetzt werden, wird der Operator Fiso nicht ver�andert. Die Modi�kation
beschr�ankt sich daher auf den die volumetrischen Deformationen beschreibenden Opera-
tor Fvol.

65
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Die Ursache der Versteifung des Verschiebungselementes liegt in der punktweisen Aus-
wertung der i.a. ortsabh�angigen Determinante J := det(F). Diese Determinante mu�,
um zu einer versteifungsfreien Elementformulierung zu gelangen, durch eine im gesamten
Element konstante Dilatation � ersetzt werden. Die Ortsunabh�angigkeit von � ist f�ur
den 8{Knoten Hexaeder mit trilinearen Ansatzfunktionen zur Erzeugung versteifungs-
freier Elemente zwingend. In Elementen mit h�oherer Ansatzordnung kann die Dilation
eine ortsabh�angige Funktion sein, was jedoch eine statische Kondensation der inneren
Elementparameter von � bei der Berechnung des Kraftvektors und der Tangentenstei�g-
keitsmatrix zur Folge hat (siehe Simo, Taylor [1991] und Simo et al. [1985]).
Der Austausch von J gegen � in Fvol f�uhrt zu einem neuen Operator �Fvol und mit diesem
zu dem eigentlich gesuchten �F-Operator. Die Determinante von �F ist die zun�achst noch
unbekannte Gr�o�e � (s.u.).

�F = Fiso � �Fvolz }| {
J�1=3F �

z }| {
�1=3 1

9=
; �! �F = Fiso � �Fvol =

�
�

J

�1=3

F (5.2)

Der nun eingef�uhrte �F{Operator bzw. � k�onnen aber nicht beliebig gew�ahlt werden.
Neben der Ortsunabh�angigkeit beim trilinearen Element mu� die Dilatation � aus phy-
sikalischen Gr�unden und aus E�zienzgr�unden weitere Anforderungen erf�ullen:

� � sollte explizit von den Verschiebungen abh�angen, um eine aufwendige Berechnung
zu vermeiden.

� Die Bedingung � > 0 mu� f�ur alle physikalisch m�oglichen Verschiebungsfelder
~u erf�ullt werden. Die Einhaltung dieser Bedingung ist jedoch nicht hinreichend
daf�ur, da� keine sog.

"
hourglass\ Instabilit�aten in einer Simulation aktiviert wer-

den k�onnen. Diese durch den Austausch von J gegen � bedingte Instabilit�at wird
durch einen Rangabfall in der Elementstei�gkeitsmatrix verursacht und genauer in
Abschnitt 8 untersucht.

� Der sog.
"
Patch{Test\ sollte erf�ullt werden, d.h. beliebige homogene Deformations-

bzw. Spannungszust�ande sollten exakt dargestellt werden. Diese Bedingung wird f�ur
eine spezielle �F{Formulierung, die wegen � = �̂(~u) auch als eine verallgemeinerte
Verschiebungsmethode interpretiert werden kann, durch einen Vergleich mit der
konventionellen Verschiebungsmethode �uberpr�uft (siehe Abschnitt 5.2).

5.2 Konvergenzbedingungen

Von einer im streng mathematischen Sinne konvergenten �F- Formulierung mu� gefor-
dert werden, da� beliebige homogene Spannungs- und Deformationszust�ande exakt dar-
gestellt werden. Diese Bedingung mu� f�ur beliebige Referenzgeometrien des Elementes
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erf�ullt werden. Die Frage ob, ein �F-Element diesen Anforderungen gen�ugt, kann durch
Vergleich mit dem konventionellen Verschiebungselement beantwortet werden. Das isopa-
rametrische 8-Knoten Verschiebungselement kann aufgrund seiner Konstruktion lineare
Verschiebungsfelder

~ulin = ~a0 + ~a1 x + ~a2 y + ~a3 z (5.3)

ohne Fehler darstellen. Der zugeh�orige Deformationsgradient ist im Element konstant,

F =

0
BB@

1 + @u
@x

@u
@y

@u
@z

@v
@x

1 + @v
@y

@v
@z

@w
@x

@w
@y

1 + @w
@z

1
CCA = Fc (5.4)

so da� die aus den Konstitutivgleichungen berechneten Ersten Piola{Kirchho�{ bzw. die
Kirchho�{Spannungen im Element ebenfalls homogen sind.

Pc =
@W

@F

����
Fc

bzw. � c = 2F
@W

@C
FT

����
Fc

(5.5)

Der �F-Deformationsoperator mu� bei einem vorgegebenen linearen Verschiebungsfeld
(5.3) konstant und gleich dem F-Deformationstensor in (5.4) sein. Eine Di�erenz in den
Werten von �F und F f�ur das Verschiebungsfeld (5.3) w�urde ansonsten aufgrund der Werk-
sto�gesetze zu unterschiedlichen Spannungswerten f�uhren. Die Gleichheit der beiden Ope-
ratoren f�ur ein lineares Verschiebungsfeld ist die erste Konvergenzbedingung. Aufgrund
der De�nition des �F-Operators ist diese Forderung �aquivalent mit der Gleichheit der Di-
latationen.

�F = Fc () � = Jc (f�ur ~u = ~ulin) (5.6)

�F bzw. seine Variation m�ussen noch eine weitere Bedingung erf�ullen, die in der Literatur
oft keine Beachtung �ndet: Bei einem vorgegebenen homogenen Spannungsfeld m�ussen die
Element{Kraftvektoren der beiden Methoden identisch sein. �Aquivalent dazu ist die For-
derung nach �Ubereinstimmung der Ausdr�ucke von ��int in beiden Elementformulierungen
f�ur einen konstanten Spannungstensor Pc.

Z
Vref

Pc � ��F dVref =

Z
Vref

Pc � �F dVref ; 8Pc 2 R
3�3 (5.7)

Diese Gleichung kann aber nur dann f�ur beliebige konstante Tensoren Pc erf�ullt werden,
wenn f�ur die Variationen der Deformationsoperatoren die folgende Identit�at gilt:
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Z
Vref

��F dVref �

Z
Vref

�F dVref : (5.8)

Wegen

��F =

�
�

J

�1=3

�F+
1

3

�
��

�
�

�J

J

�
�F (5.9)

und unter Beachtung von (5.6), ist die Bedingung (5.8) �aquivalent zu der Forderung

Z
Vref

�
��

�
�

�J

J

�
dVref = 0 : (5.10)

In der
"
Eulerschen\ Darstellung und nach der Diskretisierung der Verschiebungen und

Deformationen, kann (5.8) auch als eine Bedingungsgleichung f�ur die sog. �B-Matrix in-
terpretiert werden (s.u.).

Z
Vref

�B dVref �

Z
Vref

B dVref (5.11)

Zusammenfassend l�a�t sich feststellen, da� die zwei Kriterien (5.6) und (5.8) dar�uber
entscheiden, ob eine konkrete �F-Elementformulierung bei zunehmender Netzverfeinerung
konvergiert. Die Verletzung eines der beiden Kriterien hat zur Folge, da� der sog. Patch-
Test nicht erf�ullt wird.

Z
Vref

��F dVref =

Z
Vref

�F dVref 8 �~u

�F(~ulin) = F(~ulin) (5.12)

5.3 Der innere Kraftvektor

In der vorliegenden Arbeit werden ausschlie�lich 8{Knoten Hexaeder f�ur hyperelastische
Materialgesetze untersucht. Diese zeichnen sich durch die Existenz einer Verzerrungs-
energiedichte W (C) als Funktion des rechten Cauchy-Green Tensors C aus. Die Zweiten
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Piola-Kirchho� Spannungen S und die Kirchho�-Spannungen � berechnen sich durch Ab-
leitung der elastischen Energiedichte nach C:

S = 2
@W

@C
; � = 2F

@W

@C
FT : (5.13)

In der �F{Formulierung werden die Energiedichte W und die Spannungen mit dem Ope-

rator �C := �F
T �F berechnet, statt mit dem konventionellen rechten Cauchy-Green Tensor

C der Verschiebungsmethode.
Ausgangspunkt f�ur die Herleitung des Element{Kraftvektors und der Element{Tangenten-
stei�gkeitsmatrix ist die Variation des Potentials der inneren Kr�afte �int. Die Berechnung
dieser Variation

��int = �

Z
Vref

W (�C) dVref =

Z
Vref

@W

@ �C
� ��C dVref (5.14)

setzt die Kenntnis der Variation des Operators �C := �F
T �F voraus.

�C =

�
�

J

�2=3

FT F =

�
�

J

�2=3

C

=) ��C =

�
�

J

�2=3

�C+
2

3

�
�

J

�2=3 �
��

�
�

�J

J

�
C (5.15)

��C enth�alt sowohl die Variation von C

�C = (�F)T F + FT (�F)

= FT (�FF�1)T F+ FT (�FF�1)F

= FT
r

T (�~u)F+ FT
r(�~u)F

= 2FT ��F (5.16)

als auch die Variation der Determinante J

1

J
�J =

1

J
J 1 � �� = 1 � �� : (5.17)

Der in den Gleichungen (5.16) und (5.17) auftretende Tensor

�� :=
1

2
[gradT (�~u) + grad(�~u)] (5.18)
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ist der symmetrische Anteil des auf die Momentankon�guration bezogenen Gradienten
der Verschiebungsvariation. Setzt man die Ausdr�ucke f�ur �J und �C in Gleichung (5.15)
ein,

��C = 2 �F
T
�� �F �

2

3
�F
T
1 �F (1 � ��) +

2 ��

3�
�F
T
1 �F (5.19)

= 2 �F
T
(���

1

3
sp[��]1) �F+

2 ��

3�
�F
T
1 �F

= 2 �F
T
dev[��] �F+

2 ��

3�
�F
T
1 �F

= 2 �F
T
(dev[��] +

��

3�
1)| {z }

= ���

�F

ergibt sich nach Einf�uhrung der Gr�o�e ��� ein zu �C vollkommen analoger Ausdruck f�ur
die gesuchte Variation von �C .

��C = 2 �F
T
��� �F (5.20)

Unter Beachtung der Identit�at f�ur das Skalarprodukt von Tensoren zweiter Stufe

X �BT YB = BXBT �Y

und der De�nition des Kirchho�schen Spannungstensors � , ergibt sich nach Einsetzen von
(5.20) in (5.14) der nachfolgende Ausdruck f�ur die Variation der Form�anderungsenergie.

��int =

Z
Vref

@W

@ �C
� 2 �F

T
��� �F dVref =

Z
Vref

2 �F
@W

@�C
�F
T

| {z }
=:�

���� dVref (5.21)

Die Struktur von ��� und die Orthogonalit�atsbeziehung dev� � 1 = 0 erm�oglicht die Dar-
stellung von ��int als Summe eines Terms, der auch in der konventionellen Verschiebungs-
formulierung enthalten ist, und eines von der Dilatation � abh�angigen Extraterms.

��int =

Z
Vref

� � ���dVref (5.22)

=

Z
Vref

� � dev[��] dVref +

Z
Vref

(� � 1)
��

3�
dVref

=

Z
Vref

dev[� ] � dev[��] dVref +

Z
Vref

sp[� ]
��

3�
dVref
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Anmerkung:
Das Integrationsgebiet in der Integration des Skalarproduktes � � ��� in den obigen Glei-
chungen kann selbstverst�andlich auch das aktuelle Elementvolumen Vt sein. Das Volumen-
element dVref mu� dann nur durch das Volumenelement dVt = J dVref ersetzt werden.

Z
Vref

� � ��� dVref =

Z
Vt

�

J
� ��� dVt (5.23)

Der Tensor �=J darf dabei nicht mit dem Cauchy{Spannungstensor � verwechselt werden.
In einer konsistenten Formulierung ist � eine Funktion alleine von �F, d.h.

� =
2

det�F
�F
@W

@ �C
�F
T
=

2

�
�F
@W

@ �C
�F
T

: (5.24)

5.3.1 Diskretisierung

Nach der Diskretisierung des Verschiebungsfeldes ~umittels der Element{Knotenverschiebungen,
zusammengefa�t im Vektor ~ue 2 R24, und der konventionellen Element-Formfunktionen
des 8-Knoten Hexaeders N i (i = 1 : : : 8)

~u =

0
@ u

v
w

1
A =

8X
i=1

2
4 N i 0 0

0 N i 0
0 0 N i

3
5
0
@ ui

vi

wi

1
A =

8X
i=1

Ni ~ui =N ~ue (5.25)

erh�alt man die Diskretisierung des symmetrischen Operators ���, der aufgrund seiner De�-
nition sowohl vom Verschiebungsfeld und dessen Variation abh�angt. Die sechs unabh�angi-
gen Komponenten des diskretisierten Operators ��� werden in einem Vektor

�~�� = [���11; ���22; ���33; 2 ���12; 2 ���13; 2 ���23]
T (5.26)

zusammengefa�t. Der Vektor �~�� h�angt �uber die sog. �B{Matrix linear von den Variationen
der Knotenverschiebungen �~ue ab. Aufgrund der Blockstruktur des Knotenverschiebungs-
vektors (und seiner Variation) ~ue = [~uT1 ; � � � ; ~u

T
8 ] besitzt die sog. �B{Matrix ebenfalls

Blockstruktur.

�~�� = �B(~ue)
�~ue =

�
�B1; : : : ; �B8

�
�~ue �Bi 2 R

6�3 (5.27)
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Der Austausch des Skalarproduktes der Tensoren � ���� durch das Skalarprodukt der Vek-
toren �~�� und ~� := [�11; �22; �33; �12; �13; �23]T (der Vektor ~� enth�alt die sechs unabh�angigen

Komponenten des Tensors � ) f�uhrt dann direkt zum inneren Element-Kraftvektor ~f int.

��int =

Z
Vref

� � ��� dVref (5.28)

=

Z
Vref

(�B �~ue)
T ~� dVref

= �~uTe

Z
Vref

�B
T
~� dVref

= �~uTe
~f int

Die Blockstruktur von �B bedingt, da� ~f int ebenfalls eine solche Struktur besitzt.

~f int =

2
64
~f int;1
...

~f int;8

3
75 ; ~f int;i :=

Z
Vref

�B
T
i ~� dVref (i = 1 : : : 8) (5.29)

An dieser Stelle ist es wichtig darauf hinzuweisen, da� die �B-Matrix nicht wie bei geo-
metrisch linearen Problemen zur Berechnung der Elementverzerrungen verwendet wird.
Die hier vorgestellte Methode ist auch keine sog. �B-Methode, die auf einer Ratenfor-
mulierung f�ur Spannungen und Deformationen basiert (siehe z.B. Belytschko, Bindeman
[1993]). Die durch die Diskretisierung von ��� entstandene, auf einer sog. totalen Lagran-
ge Formulierung basierende �B-Matrix wird ausschlie�lich zur Aufstellung des inneren
Element-Knotenkraftvektors und der materiellen Stei�gkeitsmatrix (siehe Abschnitt 5.4)
verwendet.

5.4 Die Tangentenstei�gkeitsmatrix

In einem impliziten Verfahren zur L�osung der nichtlinearenGleichungen des mechanischen
Gleichgewichts, wie dem Newton{Raphson Verfahren, ist es notwendig ��int um die mo-
mentane Kon�guration zu linearisieren bzw. das Inkrement �(��int) zu berechnen. Das
Inkrement von ��int setzt sich additiv zusammen aus einem Term Smat, dessen Diskreti-
sierung die sog. materielle Stei�gkeitsmatrix ergibt, und einem Term Sgeo, der nach der
Diskretisierung zur geometrischen Stei�gkeit f�uhrt.
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�

Z
Vref

@W

@ �C
� ��C dVref =

Z
Vref

��C �

�
@2W

@ �C
2

�
��C dVref

| {z }
= Smat

+

Z
Vref

@W

@ �C
��(��C) dVref

| {z }
= Sgeo

(5.30)

Smat ber�ucksichtigt die �Anderung von ��int infolge von Spannungs�anderungen �� =
Ct���. Dieses Inkrement von � basiert auf der objektiven Truesdell-Spannungsrate (siehe
z.B. Cris�eld [1997]); der Tensor vierter Stufe Ct ist der zugeh�orige Materialoperator.

Smat =

Z
Vref

2 �F
T
��� �F �

�
@2W

@ �C
2

�
(2 �F

T
��� �F) dVref (5.31)

=

Z
Vref

��� � �F

�
4
@2W

@ �C
2

�
(�F

T
��� �F) �F

T
dVref

=

Z
Vref

��� � Ct��� dVref (5.32)

Smat tritt in �ahnlicher Form auch in der konventionellen Verschiebungsmethode auf. Der
Unterschied zu dem Ausdruck in der �F-Methode liegt ausschlie�lich in den verschiedenen
kinematischen Gr�o�en �� und ��� bzw. �� und (vgl. (5.19))

��� := (dev[��] +
��

3�
1) : (5.33)

Der wesentliche Unterschied im Berechnungsaufwand der Stei�gkeitsmatrizen zwischen
Verschiebungs{ und �F{Methode wird durch den geometrischen Stei�gkeitsterm Sgeo ver-
ursacht. Dieser ist auch der Grund daf�ur, da� es unzul�assig ist, die hier untersuchte Me-
thode als �B{Formulierung zu bezeichnen.
Die Berechnung von Sgeo erfordert zun�achst die Linearisierung der Variation des �C-
Operators.

�(��C) = �C
2

3

�
�

J

�2=3�
��

�
�

�J

J

�
+�C

2

3

�
�

J

�2=3�
��

�
�

�J

J

�
(5.34)
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�
�
�J

J

� �
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J2
�
�� ��
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�
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+ C
2

3

�
�

J

�2=3��(��)

�
�

�(�J)

J

�

+ �(�C)
2

3

�
�

J

�2=3

Der letzte Summand enth�alt das Inkrement von �C, das auf folgende Weise dargestellt
werden kann:

�(�C) = (�F)T �F+ (�F)T �F (5.35)

= FT [rT (�~u)r(�~u) +rT (�~u)r(�~u)]F :

Nach einer weiteren Umformung

�(��C) = 2 �F
T
�� �F

2

3

�
��

�
�

�J

J

�
+ 2 �F

T
�� �F

2

3

�
��

�
�

�J

J

�
(5.36)

+ 2 �F
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2
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�
��

�
�

�J

J

� �
��

�
�

�J

J

�

+ 2 �F
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1 �F

1

3

�
�J�J

J2
�

�� ��

�2

�

+ 2 �F
T
1 �F

1

3

�
�(��)

�
�

�(�J)

J

�
+ 2 �F

T
[rT (�~u)r(�~u)]sym �F

kann nun das Skalarprodukt im Integranden von Sgeo gebildet werden, das unter Ber�uck-
sichtigung der De�nition des symmetrischen Kirchho�schen Spannungstensors � in (5.21)
zu folgendem Ausdruck f�uhrt:

@W

@ �C
��(��C) = (� � ��)

2

3

�
��

�
�

�J

J

�
+ (� ���)

2

3

�
��

�
�

�J

J

�
(5.37)

+ (� � 1)
2

9

�
��

�
�

�J

J

� �
��

�
�

�J

J

�

+ (� � 1)
1

3

�
�J�J

J2
�

�� ��

�2

�

+ (� � 1)
1

3

�
�(��)

�
�

�(�J)

J

�
+ � �rT (�~u)r(�~u)

Die Integration des obigen Skalarproduktes liefert dann die gesuchte Gr�o�e Sgeo.
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Sgeo =

Z
Vref

� �rT (�~u)r(�~u) dVref (5.38)
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�
dVref

+
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3

Z
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�
�(��)

�
�

�(�J)

J

�
dVref

ZumVergleich sei an dieser Stelle der der Gr�o�e Sgeo entsprechendeAusdruck der Verschie-
bungsformulierung gegen�ubergestellt, der den mit der �F-Methode verbundenen Aufwand
bei der Berechnung der Tangentenstei�gkeit deutlich macht. Der Spannungstensor � ist
in der Verschiebungsformulierung im Gegensatz zu 5.38 eine Funktion des konventionellen
Deformationsgradienten F.

Z
Vref

@W

@C
��(�C) dVref =

Z
Vref

� (F) �rT (�~u)r(�~u) dVref (5.39)

Der Vergleich zeigt, da� der erste Summand in (5.38), bis auf die Berechnung der Span-
nungen, identisch ist mit dem Ausdruck in (5.39). Es ist daher naheliegend, die restlichen
Terme in (5.38) in demAusdruck Sgeo;2 zusammenzufassen und als geometrische Extrastei-
�gkeit zu interpretieren.

Sgeo = Sgeo;1 + Sgeo;2 (5.40)

Sgeo;1 =

Z
Vref

� (�F) �rT (�~u)r(�~u) dVref
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5.4.1 Diskretisierung

Nach der Diskretisierung des Verschiebungsfeldes und damit aller anderen kinematischen
Gr�o�en ergibt sich f�ur �(��int) folgender Ausdruck:

�(��int) = �~uTe K�~ue (5.41)

= �~uTe Kmat�~ue + �~uTe Kgeo;1�~ue + �~uTe Kgeo;2�~ue

Die Gr�o�e Smat ber�ucksichtigt die �Anderung von ��int infolge von Spannungs�anderun-
gen und f�uhrt nach der Diskretisierung des Verschiebungsfeldes und des �F{Operators
auf die materielle Stei�gkeitsmatrix Kmat. Die Gr�o�en Sgeo;1 und Sgeo;2 werden alleine
durch geometrische Nichtlinearit�aten wie gro�e Dehnungen bzw. Stauchungen oder gro�e
Rotationen verursacht. Diese zwei Stei�gkeiten f�uhren nach der Diskretisierung zu den
zwei geometrischen Stei�gkeitsmatrizenKgeo;1 undKgeo;2. Sgeo;2 verschwindet genau dann
nicht, wenn der gegen�uber der Verschiebungsmethode modi�zierte Deformationsgradient
keine lineare Abbildung in den Verschiebungen ist. Beispiele solcher Deformationsten-
soren sind die von Moran et al. [1990], de Souza Neto et al. [1996] und Nagtegaal et al.

[1974] entwickelten nichtlinearen �F{Operatoren f�ur schwach kompressible bzw. inkompres-
sible Werksto�e, bei denen Verschiebungselemente keine befriedigenden Resultate liefern.
In impliziten Simulationsverfahren, welche die Aufstellung der Elementstei�gkeitsmatrix
erfordern, ist die Berechnung der konsistenten Stei�gkeitsmatrix aufgrund der geometri-
schen Extrastei�gkeitsmatrix Kgeo;2 sehr aufwendig.
Aufgrund der Blockstruktur des Knotenverschiebungsvektors (s.o.) sind die Elementstei-
�gkeitsmatrix sowie die drei Teilmatrizen Kmat, Kgeo;1 und Kgeo;2 symmetrische Block-
matrizen, die aus jeweils 64 Matrizen der Dimension 3� 3 aufgebaut sind:

K =

2
6664
K11 K12 � � � K18

KT
12 K22 � � � K28
...

...
...

KT
18 KT

28 � � � K88

3
7775 Kij 2 R

3�3 (5.42)

Die Diskretisierung von Smat f�uhrt zur sog. materiellen Stei�gkeitsmatrixKmat:

Smat =

Z
Vref

��� � Ct��� dVref (5.43)

=

Z
Vref

(�B �~ue)
T Ct (�B�~ue) dVref

= �~uTe Kmat�~ue
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=
8X

i;j=1

[�ui; �vi; �wi] K
mat
ij

2
4 �uj

�vj
�wj

3
5

Kmat
ij =

Z
Vref

�B
T
i Ct

�Bj dVref (5.44)

Zu beachten ist, da� Ct in der diskretisierten Form von Smat statt eines Werksto�tensors
vierter Stufe eine symmetrische 6� 6 Matrix ist!

Die Komponenten des Verschiebungsgradienten bzgl. der Momentankon�guration r~u
werden in einem Vektor ~g angeordnet. Dieser h�angt �uber die Matrix G 2 R9�24 vom
Vektor der Knotenverschiebungen ~ue ab.

~g = G~ue =
8X
i=1

Gi

2
4 ui

vi
wi

3
5 (5.45)

mit Gi =

2
4 ~rN i ~0 ~0

~0 ~rN i ~0
~0 ~0 ~rN i

3
5 Gi 2 R

9�3 (5.46)

Die Stei�gkeitsmatrixKgeo;1 ensteht durch die Diskretisierung von Sgeo;1 mittels Gleichung
(5.45).

Sgeo;1 =

Z
Vref

� �rT (�~u)r(�~u) dVref (5.47)

=

Z
Vref

(G �~ue)
T

2
4 � 0 0
0 � 0
0 0 �

3
5

| {z }
[� ]

(G�~ue) dVref

= �~uTe Kgeo;1�~ue

=

8X
i;j=1

[�ui; �vi; �wi] K
ij
geo;1

2
4 �uj

�vj
�wj

3
5

Kij
geo;1 =

Z
Vref

GT
i [� ] Gj dVref [� ] 2 R9�9 (5.48)
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Die genaue Betrachtung der Blockmatrizen, aus denen die Matrix Kgeo;1 aufgebaut ist,
zeigt, da� diese proportional zur 3 � 3 Einheitsmatrix sind. Diese sehr einfache Struktur
bewirkt eine hohe E�zienz bei der Berechnung von Kgeo;1.

Kij
geo;1 =

2
4 geo 0 0

0 geo 0
0 0 geo

3
5 = geo

2
4 1 0 0
0 1 0
0 0 1

3
5 (5.49)

geo =

Z
Vref

( ~rN i)T � ~rN j dVref (5.50)

Leider geht dieser Vorteil der konventionellen Verschiebungsformulierung, in der Kgeo;1

die gesamte geometrische Stei�gkeitsmatrix darstellt, in der �F-Formulierung aufgrund
der vollbesetzten geometrischen Stei�gkeitsmatrixKgeo;2 verloren.

5.5 �F-Formulierung nach Moran

Moran et al. [1990] schlugen eine �F-Methode vor, in der die Dilatation � gleich der am
Elementmittelpunkt ausgewerteten Determinante J des Deformationstensors F ist.

�moran = Jc (5.51)

Der Index c an einer Gr�o�e bedeutet hier und den nachfolgenden Abschnitten den Wert
der entsprechenden Gr�o�e am Elementmittelpunkt.
Diese Wahl von � sichert zwar die Unterdr�uckung der volumetrischen Versteifung, verhin-
dert aber die Erf�ullung des Patch{Tests f�ur beliebige Referenzgeometrien des 8{Knoten
Elementes. F�ur volumetrisch und isochor entkoppelte Materialgesetze, die in den Anwen-
dungen eine gro�e Bedeutung haben, reduziert sich die Moransche �F-Methode auf die
weithin bekannte Selektiv Reduzierte Integration.

5.5.1 Patch-Test

Der Beweis daf�ur, da� die �F{Methode nach Moran et al. nur bedingt konvergent ist,
ist schnell erbracht. Es mu� lediglich gepr�uft werden unter welchen Bedingungen das
Konvergenzkriterium (5.10) erf�ullt wird. Voraussetzung f�ur die Auswertung von (5.10) ist
die Homogenit�at des Deformationsfeldes F = Fc. Damit ergibt sich f�ur die Variationen
�� und �J :

�� = Jc 1 � ��c (5.52)

�J = Jc 1 � (��c + ��nc)
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Das Einsetzen dieser beiden Ausdr�ucke in (5.10) ergibt dann Gleichung (5.53).

Z
Vref

�
��

Jc
�

�J

Jc

�
dVref =

Z
Vref

(1 � ��c � 1 � ��) dVref (5.53)

= Vref 1 � ��c � Vref 1 � ��c �

Z
Vref

1 � ��nc dVref

Die Bedingung (5.10) ist daher �aquivalent mit der Forderung:Z
Vref

1 � ��nc dVref = 0 : (5.54)

(5.10) oder (5.53) ist genau dann erf�ullt, wenn das Integral �uber die Spur des nichtkonstan-
ten Tensors ��nc verschwindet. Das ist aber nur f�ur den Spezialfall eines Parallelepipeds
als Ausgangsgeometrie des Elementes gew�ahrleistet. D.h. die Formulierung nach Moran
et al. erf�ullt den

"
Patch-Test\ nur f�ur derartige Elemente.

5.5.2 Kraftvektor und Stei�gkeitsmatrix

Die Aufstellung des inneren Elementkraftvektors und der materiellen Tangentenstei�g-
keitsmatrix setzt die Kenntnis des Operators

��� = dev[��] +
��

3�
1 (5.55)

= dev[��] +
1

3
(1 � ��c)

= ��+
1

3
(1 � ��c � 1 � ��)

und seiner Diskretisierung, der �B{Matrix voraus (�~�� = �B �~ue).

�Bi =
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y N i
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3
7777775 (5.56)
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Damit kann dann die Variation der inneren potentiellen Energie und aus dieser der innere
Elementkraftvektor berechnet werden.

��Moran
int =

Z
Vref

� � ��� dVref

=

Z
Vref

� � �� dVref +
1

3

Z
Vref

(1 � ��c � 1 � ��) dVref
(5.57)

Durch die Nichtlinearit�at des �F-Operators verursacht, setzt sich die Elementstei�gkeits-
matrix nicht nur aus der materiellen Kmat { allerdings mit der �B-Matrix statt mit der
konventionellen B{Matrix berechnet { und der gew�ohnlichen geometrischen Stei�gkeits-
matrix Kgeo;1 zusammen, sondern enth�alt auch die sog. Extrastei�gkeitsmatrix Kgeo;2.
Deshalb m�ussen erst die folgenden beiden Ausdr�ucke berechnet werden,

�� = Jc (1 ���c) (5.58)

�(��) = Jc (1 ���c) (1 � ��c)� Jc 1 �rc(�~u)rc(�~u)

um dann den Extraterm Sgeo;2 von �(��int) zu bestimmen.

SMoran
geo;2 =

2

3

Z
Vref

(� � ��) (1 ���c � 1 ���) dVref

+
2

3

Z
Vref

(� ���) (1 � ��c � 1 � ��) dVref

+
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9
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(� � 1) (1 ���c � 1 ���) (1 � ��c � 1 � ��) dVref

+
1

3

Z
Vref

(� � 1) [1 �r(�~u)r(�~u)� 1 �rc(�~u)rc(�~u)] dVref

(5.59)

Die Diskretisierung der einzelnen Summanden von SMoran
geo;2 f�uhrt dann zu den Termen, aus

denen sich die gesuchte Extrastei�gkeitsmatrixKgeo;2 der Formulierung von Moran et al.

[1990] zusammensetzt.

Kij
geo;2 =

2

3

Z
Vref

[Bi~� ]

h
~rcN

j � ~rN j
i
dVref (5.60)
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z N
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3
5 (5.61)

5.6 �F-Formulierung nach Nagtegaal

Nagtegaal et al. [1974] benutzten zur Konstruktion eines �F-Operators nicht die Determi-
nante des F{Tensors am Elementmittelpunkt, sondern es wird eine �uber das Elementvolu-
men gemittelte Dilation de�niert und mit dieser der Operator �F berechnet. Die Dilatation
�nagt ist in der Berechnung aufwendiger als �Moran. Die Nagtegaalsche Methode besitzt
aber bzgl. der Eindeutigkeit des Elementvolumens und der Erf�ullung des Patch{Tests Vor-
teile gegen�uber der Methode von Moran. Die Nagtegaalsche Formulierung hat au�erdem
den Vorteil eine variationelle Basis zu besitzen. Das 3{Feld Funktional der sog. Hybrid{
Methode (siehe Simo, Taylor [1991]) enth�alt unabh�angige Verschiebungs{, Druck{ und
Dilatationsfelder. F�ur den Spezialfall, da� Dilatation und Druck im Element konstant
gew�ahlt werden, ergibt sich aus den Variationsgleichungen f�ur die homogene Dilatation
gerade die gemittelte oder

"
mean dilatation\ �nagt.

�nagt =
Vt
Vref

=
1

Vref

Z
Vref

J dVref (5.62)

) ��nagt =
1

Vref

Z
Vref

J (1 � ��) dVref =
1

Vref

Z
Vt

(1 � ��) dVt (5.63)

In den folgenden Ausf�uhrungen wird eine abk�urzende Schreibweise

< (�) >:=
1

Vt

Z
Vt

(�) dVt (5.64)

f�ur die h�au�g vorkommenden Mittelwerte benutzt.
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5.6.1 Patch{Test

Im Gegensatz zur Formulierung von Moran et al. befriedigt ein 8-Knoten Element nach
der Methode von Nagtegaal et al. den Patch{Test f�ur beliebige Referenzgeometrien. Der
Beweis dieser Behauptung erfolgt wieder mit Hilfe des Konvergenzkriteriums (5.10). An
dieser Stelle sei daran erinnert, da� der Patch-Test ein homogenes Deformationsfeld vor-
aussetzt. Daher ist das aktuelle Elementvolumen gleich dem Produkt aus (konstanter)
Dilatation Jc und Referenzvolumen Vref .

Vt =

Z
Vref

J dVref = Jc Vref

Die Bedingung (5.10) lautet f�ur die Nagtegaal'sche �F-Formulierung:

Z
Vref

�
�Vt
Vt
�
�J

J

�
dVref =

Vref
Vt

Z
Vref

Jc 1 � ��dVt �

Z
Vref

1 � �� dVref (5.65)

=
Vref Jc
Jc Vref

Z
Vref

1 � ��dVref �

Z
Vref

1 � �� dVref

=

Z
Vref

1 � �� dVref �

Z
Vref

1 � �� dVref

= 0

Bei dem obigen Beweis wurden keine Anforderungen an die Geometrie der Ausgangskon-
�guration des Elementes gestellt. Der Patch-Test wird deshalb nicht nur f�ur Quader oder
Parallelepipede, sondern f�ur beliebige Elementgeometrien erf�ullt.

5.6.2 Kraftvektor und Stei�gkeitsmatrix

Die Aufstellung des inneren Elementkraftvektors und der materiellen Tangentenstei�g-
keitsmatrix setzt die Kenntnis des Operators

��� = dev[��] +
��

3�
1 (5.66)

= dev[��] +
1

3Vt

Z
Vt

(1 � ��) dVt1

= dev[��] +
1

3
< 1 � �� > 1

= ��+
1

3
(< 1 � �� > �1 � ��)1
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und seiner Diskretisierung, der �B-Matrix voraus (�~�� = �B �~ue).

�Bi =

2
6666664

N i
x 0 0
0 N i

y 0
0 0 N i

z

N i
y N i

x 0
N i
z 0 N i

x

0 N i
z N i

y

3
7777775+

1

3

2
6666664

< N i
x > �N

i
x < N i

y > �N
i
y < Nz >

i �N i
z

< N i
x > �N

i
x < N i

y > �N
i
y < Nz >

i �N i
z

< N i
x > �N

i
x < N i

y > �N
i
y < Nz >

i �N i
z

0 0 0
0 0 0
0 0 0

3
7777775 (5.67)

Damit kann dann die Variation der inneren potentiellen Energie und aus dieser der innere
Elementkraftvektor berechnet werden.

��Nagt
int =

Z
Vref

� � ��� dVref

=

Z
Vref

� � �� dVref +
1

3

Z
Vref

� (< 1 � �� > �1 � ��) dVref
(5.68)

Durch die Nichtlinearit�at des �F-Operators verursacht, setzt sich die Elementstei�gkeits-
matrix nicht nur aus der materiellen Kmat { allerdings mit der �B-Matrix statt mit der
konventionellen B{Matrix berechnet { und der gew�ohnlichen geometrischen Stei�gkeits-
matrix Kgeo;1 zusammen, sondern enth�alt auch die sog. Extrastei�gkeitsmatrix Kgeo;2.
Deshalb m�ussen erst die beiden folgenden Ausdr�ucke (5.69) und (5.70) berechnet wer-
den.

��

�
=

1

Vt

Z
Vt

(1 ���) dVt (5.69)

�(��)

�
=

1

Vt

Z
Vt

(1 ���) (1 � ��) dVt �
1

Vt

Z
Vt

1 �r(�~u)r(�~u) dVt

= < (1 ���) (1 � ��) > � < 1 �r(�~u)r(�~u) >

(5.70)

Dann kann der Extraterm Sgeo;2 von �(��int) bestimmt werden.
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SNagt
geo;2 =

2

3

Z
Vref

(� � ��) (< 1 ��� > �1 ���) dVref

+
2

3

Z
Vref

(� ���) (< 1 � �� > �1 � ��) dVref

+
2

9

Z
Vref

(� � 1) (< 1 ��� > �1 ���) (< 1 � �� > �1 � ��) dVref

+
1

3

Z
Vref

(� � 1) [1 �r(�~u)r(�~u)� < 1 �r(�~u)r(�~u) >] dVref

+
1

3

Z
Vref

(� � 1) [< (1 ���) (1 � ��) > � < 1 ��� >< 1 � �� >] dVref

(5.71)

Die Diskretisierung von Snagt
geo;2 ergibt dann die gesuchte geometrische Extrastei�gkeitsma-

trix Kgeo;2.

Kij
geo;2 +

2

3

Z
Vref

[Bi~� ]

h
< ~rN j > � ~rN j

i
dVref (5.72)

+
2

3

Z
Vref

h
< ~rN i > � ~rN i

i

 [Bj~� ] dVref

+
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Z
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(� � 1)
h
< ~rN i > � ~rN i

i


h
< ~rN j > � ~rN j

i
dVref

+
1

3

Z
Vref

(� � 1)Nij
d dVref

+
1

3

Z
Vref

(� � 1)Nij
int dVref

Die in Kij
geo;2 auftretenden Matrizen Nij

d und Nij
int sind durch die folgenden beiden Aus-

dr�ucke (5.73) und (5.74) gegeben:
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Nij
int :=

2
4 geox 0 0

0 geoy 0
0 0 geoz

3
5 geox :=< N i

xN
j
x > � < N i

x >< N j
x >

geoy :=< N i
y N

j
y > � < N i

y >< N j
y >

geoz :=< N i
z N

j
z > � < N i

z >< N j
z >

(5.74)

5.7 Eine Bemerkung zum Elementvolumen

Bei inhomogenen Deformationen eines �F-Elementes ist das aktuelle Elementvolumen nicht
mehr eindeutig de�niert. Diese Mehrdeutigkeit wird durch die Modi�kation der Deter-
minante des F-Tensors der Verschiebungsmethode verursacht. Das daraus resultierende
�ktive Elementvolumen, das sich i.a. bei der �F-Methode nicht vermeiden l�a�t, sollte je-
doch so gering wie m�oglich sein (siehe Nagtegaal, Fox [1996]). Ein Grund, dieses �ktive
Elementvolumen unter Kontrolle zu halten, ist, da� eine zu gro�e Di�erenz zwischen dem
aktuellen Elementvolumen Vt, das alleine durch das Verschiebungsfeld bestimmt ist, und
dem

"
�F-Volumen\ V t die sog. "

hourglass\-Moden aktivieren kann (siehe hierzu Bischo�

et al. [1998]).

Die Di�erenz zwischen Vt und �Vt betr�agt:

Vt � V t =

Z
Vref

det(F) dVref �

Z
Vref

� dVref

=

Z
Vref

det(F) dVref ��Vref : (5.75)

Aus der Gleichung (5.75) kann man erkennen, da� die Di�erenz f�ur den Spezialfall ho-
mogener Deformationen, die durch � = det(Fc) charakterisiert sind, verschwindet. F�ur
inhomogene Deformationen, die i.a. in einer numerischen Simulation auftreten, unterschei-
den sich die beiden Volumina Vt und V t.
Der Nagtegaalsche Ansatz bildet jedoch unter den �F-Methoden eine Ausnahme, da bei die-
ser Modi�kation der Verschiebungsformulierung die Eindeutigkeit des Elementvolumens
erhalten bleibt.

Vt � V t =

Z
Vref

[det(F)��nagt)] dVref (5.76)

=

Z
Vref

�
det(F)�

Vt
Vref

�
dVref

= Vt �
Vt
Vref

Z
Vref

dVref

= 0 �
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5.8 Inkonsistente Methode nach de Souza Neto [1996]

De Souza Neto et al. [1996] ver�o�entlichten ein ad hoc Verfahren zur Unterdr�uckung
des

"
incompressibility{locking\. Diese Formulierung kann nicht direkt als �F-Methode be-

zeichnet werden, jedenfalls nicht im Sinne der in den vorigen Abschnitten vorgestellten
�F-Methode. Sie wird daher als inkonsistente �F-Methode bezeichnet.
Es wird ein �F{Operator de�niert, der mit dem Operator von Moran et al. [1990] identisch
ist, und damit der Cauchy{Spannungstensor � berechnet.

�F =

�
J

Jc

�1=3

F �! �(�F) =
2

Jc
�F
@W

@ �C
�F
T
=

2

Jc
� (�F) (5.77)

Der Ausgangspunkt f�ur die Aufstellung des inneren Element{Kraftvektors und der Tan-
gentenstei�gkeitsmatrix in der inkonsistenten Methode ist nicht �int sondern die Variation
��int.

��int =

Z
Vt

�(�F) � �� dVt (5.78)

Das Integral in (5.78) ist mit der Variation der inneren potentiellen Energie in der konven-
tionellen Verschiebungsmethode, sieht man vom Spannungstensor � ab, identisch. Dies
bedeutet, da� die Kinematik des Elementes nicht ver�andert wird. Gerade hierin liegt die
Inkonsistenz der Methode, die eine unsymmetrische Stei�gkeitsmatrix zur Folge hat.
Das Inkrement von (5.78) kann als Summe von drei Termen dargestellt werden, von denen
der letzte mit dem geometrischen Stei�gkeitsterm der Verschiebungsformulierung iden-
tisch ist.

�(��int) =
1

3

Z
Vt

(� � ��) [1 ���� 1 ���c] dVt (5.79)

+

Z
Vt

�� � ��dVt

+

Z
Vt

� �rT (�~u)r(�~u) dVt

Das objektive Spannungsinkrement �� im zweiten Summanden von (5.79) wird wie �ublich
mit Hilfe des Werksto�tensors vierter Stufe Ct ausgedr�uckt.
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�� =
1

Jc
�F
T

�
2
@2W

@ �C
2 �

�C

�
�F (5.80)

=
1

Jc
�F
T

�
2
@2W

@ �C
2

�
(2 �F

T
��� �F) �F

= Ct���

Die spezielle Struktur von ���

��� = ��+
1

3
1 [1 ���c � 1 ���] dVt (5.81)

bedingt, da� der zweite Summand in (5.79) einen Term enth�alt, dessen Diskretisierung die
materielle Stei�gkeitsmatrix der konventionellen Verschiebungsformulierung ergibt, sowie
einen Extrastei�gkeitsterm.Z

Vt

�� � �� dVt =

Z
Vt

�� � Ct��� dVt (5.82)

=

Z
Vt

�� � Ct�� dVt +
1

3

Z
Vt

�� � [Ct1] [1 ���c � 1 ���]

Der endg�ultige Ausdruck f�ur �(��int) ergibt sich durch Einsetzen von (5.82) in (5.79)
und anschlie�ender Zusammenfassung gleichartiger Terme:

�(��int) =

Z
Vt

�� � Ct�� dVt

+

Z
Vt

� �rT (�~u)r(�~u) dVt

+
1

3

Z
Vt

�� � [Ct1� �] [1 ���c � 1 ���] dVt

(5.83)

Bei einem ober
�achlichen Vergleich von (5.83) mit dem entsprechenden Ausdruck f�ur
�(��int) in der konsistenten �F-Methode k�onnte man zu der Schlu�folgerung gelangen, da�
die inkonsistente Methode von de Souza Neto et al. [1996] f�ur praktische Anwendungen
geeigneter sei als die konsistente �F{Methode. Die Berechnung der Stei�gkeitsmatrix erfor-
dert tats�achlich weniger Aufwand als bei der FE-Formulierung nach Moran et al. [1990]
und Nagtegaal et al. [1974]. Die Extrastei�gkeitsmatrix, die durch die Diskretisierung des
dritten Summanden in (5.83) ensteht, ist aber nicht symmetrisch. Die Unsymmetrie der
Elementstei�gkeitsmatrix und deshalb auch der Gesamtstei�gkeitsmatrix der Struktur ist
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unabh�angig von einem speziellen Werksto�modell. F�ur die in dieser Dissertation betrach-
teten hyperelastischen Materialien ist die Folge der Unsymmetrie, da� der Aufwand zur
L�osung des nichtlinearen FE-Gleichungssystems erheblich gr�o�er ist als in der konsisten-
ten Methode.

Die Elementstei�gkeitsmatrix setzt sich aus der Stei�gkeitsmatrix der Verschiebungsfor-
mulierungKdisp und der Extrastei�gkeitsmatrix Kextra zusammen:

K = Kdisp +Kextra

Die Matrix Kextra ist aus 3� 3 Blockmatrizen

Kextra
ij =

Z
Vt

BT
i ~q


1

3
( ~rcN

j � ~rN j) dVt (5.84)

aufgebaut, wobei der Vektor ~q wie folgt de�niert ist:

~q :=

2
6666664

Ct;11+ Ct;12+ Ct;13 � �11
Ct;21+ Ct;22+ Ct;23 � �22
Ct;31+ Ct;32+ Ct;33 � �33
Ct;41+ Ct;42+ Ct;43 � �12
Ct;51+ Ct;52+ Ct;53 � �13
Ct;61+ Ct;62+ Ct;63 � �23

3
7777775 : (5.85)

Kextra ist aufgrund der Eigenschaft der Blockmatrizen:�
Kextra

ij

�T
6= Kextra

ji

nicht symmetrisch!

5.9 Vergleich zweier �F-Strategien

Der direkte Vergleich der konsistenten �F-Methode und der inkonsistenten Methode soll
den wesentlichen Unterschied in den beiden Verfahren deutlich machen. In beiden Ver-
fahren wird ein �F-Operator zur Unterdr�uckung oder zumindest Abschw�achung der volu-
metrischen Versteifung des 8-Knoten Elementes eingesetzt.

Bei der inkonsistentenMethode, wie sie von de Souza Neto et al. [1996] beschrieben wurde,
wird der �F-Operator aber nur f�ur die Berechnung der Cauchy-Spannungen verwendet. Der
so de�nierte Spannungstensor

� :=
1

�
�F
@W

@ �C
�F
T

; � = det(�F) (5.86)
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wird dann in ��int bzw. ~f int der konventionellen Verschiebungsformulierung eingesetzt.
Der Vorteil dieses Vorgehens besteht darin, da� die kinematischen Gr�o�en �� bzw. B des
8{Knoten Verschiebungselementes nicht ver�andert werden. Die E�zienz bei der Berech-
nung des inneren Knotenkraftvektors bleibt aufgrund der schwache Besetzungsstruktur
der B{Matrix erhalten.
In impliziten Verfahren wie etwa Newton{Raphson mu� die Tangentenstei�gkeitsmatrix
aufgestellt werden. Hier zeigt sich dann der gravierende Nachteil dieser Strategie: die
konsistente Linearisierung des inneren Kraftvektors f�uhrt zu einer unsymmetrischen
Stei�gkeitsmatrix. Diese Unsymmetrie ist unabh�angig von einem speziellen Materialge-
setz.

Bei der konsistenten Methode, wie sie in der vorliegenden Arbeit in den vorangegangenen
Abschnitten beschrieben wurde, wird ebenfalls der �F-Operator f�ur die Berechnung von
Cauchy-Spannungen verwendet. ��int bzw. ~f int werden aber mit dem Spannungstensor

� :=
1

J
�F
@W

@�C
�F
T

; J = det(F) (5.87)

und dem von �F abh�angigen Operator ��� bzw. der Matrix �B berechnet. Der Nachteil die-
ses Vorgehens besteht o�ensichtlich darin, da� die kinematische Gr�o�e �B die E�zienz bei
der Berechnung des inneren Knotenkraftvektors gegen�uber Verschiebungs- und inkonsi-
stenter �F-Formulierung herabsetzt. Der Grund hierf�ur ist die andere Besetzungsstruktur
der �B-Matrix. In impliziten Verfahren besitzt die konsistente Methode einen Vorteil: die
konsistente Linearisierung des inneren Kraftvektors f�uhrt bei Hyperelastizit�at und as-
soziativer Plastizit�at zu einer symmetrischen Tangentenstei�gkeitsmatrix. Es darf an
dieser Stelle aber nicht verschwiegen werden, da� bei anderen nichttrivialen Simulatio-
nen die M�oglichkeit besteht, diesen Vorteil einer symmetrischen Matrix gegen�uber der
inkonsistenten Methode zu verlieren. Werksto�modelle wie nicht{assoziative Plastizit�at
und bestimmte Kontaktmodellierungen haben auch in der konsistenten Methode unsym-
metrische Stei�gkeitsmatrizen zur Folge. Dann wirkt sich der Nachteil der Methode von
de Souza Neto et al. [1996] nat�urlich nicht negativ aus.
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Unterschiede zwischen

konsistenter und inkonsistenter Methode

konsistente �F{Methode

+

Berechnung der
Cauchy{Spannungen:

� =
1

J
� (�F)

Benutzung der Variation des
�F{Operators f�ur virtuelle innere

Arbeit:

��int =

Z
Vt

�(�F; J) � ��F �F
�1

dVt

+

konsistente Linearisierung:
symmetrische

Stei�gkeits{Matrix

inkonsistente �F{Methode

+

Berechnung der
Cauchy{Spannungen:

� =
1

det�F
� (�F)

Berechnung der virtuellen inneren
Arbeit mit unmodi�ziertem

F{Tensor:

��int =

Z
Vt

�(�F) � �FF�1 dVt

+

konsistente Linearisierung:
unsymmetrische
Stei�gkeits{Matrix

Tabelle 5.1: Vergleich zweier �F-Elementformulierungen
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Hybrid-Formulierung

Eine scheinbare Alternative zu den �F-Elementen ist das auf der sog. Hybridformulierung
basierende Q1P0-Element mit konstantem Elementdruck und konstanter Elementdilata-
tion. Die Hybridformulierung wurde von Simo, Taylor [1991] ausf�uhrlich dargestellt und
untersucht. Charakteristisch f�ur diese Methode ist, da� alleine das Verschiebungsfeld im
gesamten Diskretisierungsgebiet stetig ist. Druck- und Dilatationsfeld sind dagegen nur
im Element stetig. Die Freiwerte von Dilatation � und Druck P k�onnen daher auf Ele-
mentebene eliminiert werden.
Die folgenden Ausf�uhrungen beschr�anken sich auf einen f�ur die praktische Anwendung
sehr wichtigen Spezialfall der Hybridmethode: Druck P und Dilatation � werden im
Element als konstant angenommen. Es wird sich in der folgenden Untersuchung heraus-
stellen, da� dieses spezielle 8-Knoten Hybrid-Element, das sog. Q1P0-Element, und das
�F-Element nach Nagtegaal identisch sind. Wie in Abschnitt 6.2 gezeigt wird, zeichnet sich
die Nagtegaalsche Methode gegen�uber anderen �F-Methoden dadurch aus, da� f�ur sie ein
Hu-Washizu Funktional existiert, dessen Variation den in Abschnitt 5.6 ad hoc eingef�uhr-
ten Operator �Fnagt festlegt.

6.1 Beschreibung der Methode

Eine geeignete Methode zur Unterdr�uckung der volumetrischen Versteifung ist die Modi-
�kation des Deformationstensors F = 1+GRAD ~u der konventionellen Verschiebungsme-
thode. F wird durch den in (6.1) de�nierten �F Operator ersetzt (s. hierzu (5.2)).

�F =

�
�

J

�1=3

F; Det[�F] = � (6.1)

Die Determinante von �F ist nicht mehr die ortsabh�angige Dilatation J = Det[F], die f�ur
die Elementversteifung verantwortlich ist, sondern die Konstante �.

91
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Die hier vorgestellte Elementformulierung beschr�ankt sich auf die hyperelastischen Ma-
terialmodelle, f�ur die eine Verzerrungsenergiefunktion W (�C) existiert, aus der die Span-

nungen berechnet werden. �C = �F
T �F ist der mit dem �F-Operator gebildete modi�zierte

rechte Cauchy-Green Tensor.
Ausgangspunkt bei der Herleitung des Q1P0-Elements ist das Dreifeldfunktional �, das
sich aus dem Anteil �int und dem (konservative �au�ere Lasten vorausgesetzt) Potential
der �au�eren Lasten �ext zusammensetzt. Der Index e an den Elementgr�o�en P , � und
dem Elementvolumen wird fortgelassen, da keine Mi�verst�andnisse entstehen k�onnen.

�(~u;�; P ) =

nelmX
e=1

�int(~u;�; P ) + �ext(~u) (6.2)

�int(~u;�; P ) :=

Z
Vref

[W (�C) + P (J ��)] dVref

Die Variationsgleichung �� = ��int + ��ext = 0 liefert zwei Bestimmungsgleichungen f�ur
die zwei inneren Freiheitsgrade im Element, den Druck P und die Volumen�anderung �.

nelmX
e=1

Z
Vref

�
@W

@ �C
� ��C+ �P (J ��) + P (�J � ��)

�
dVref +�ext(�~u) = 0 (6.3)

Setzt man die Variationen von �C und J

��C =
2 ��

3�
�C+ 2 �F

T
dev [��] �F

�J = J (1 � ��)

�� :=
1

2
(r�~u+rT�~u) (6.4)

in (6.3) ein und ber�ucksichtigt, da� die Variationen �~u, �P und �� voneinander un-
abh�angig sind, erh�alt man ein System von drei Gleichungen. Die Gleichungen (6.6) und
(6.7) m�ussen dabei in jedem Element erf�ullt sein.

nelmX
e=1

Z
Vref

�
2
@W

@ �C
� �F

T
dev [��] �F+ P J (1 � ��)

�
dVref +�ext(�~u) = 0 (6.5)

Z
Vref

�
2
@W

@ �C
� �C

1

3�
� P

�
�� dVref = 0 (6.6)
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Z
Vref

[J ��] �P dVref = 0 (6.7)

Die Gleichungen (6.5) und (6.6) k�onnen mit Hilfe der De�nition des Kirchho�schen Span-
nungstensors �

� = �F 2
@W

@ �C
�F
T

(6.8)

in der folgenden kompakten Form (6.9) und (6.10) dargestellt werden.

nelmX
e=1

Z
Vref

[� � dev [��] + P J (1 � ��)] dVref +�ext(�~u) = 0 (6.9)

Z
Vref

�
� � 1

1

3�
� P

�
�� dVref = 0 (6.10)

Die Gleichungen (6.7) und (6.10) k�onnen f�ur beliebige �� und �P nur f�ur

� =
1

Vref

Z
Vref

J dVref =
Vt
Vref

(6.11)

und

P =
1

Vref

1

3�

Z
Vref

(1 � � ) dVref =
1

3Vt

Z
Vref

(1 � � ) dVref (6.12)

erf�ullt sein. W�ahrend die konstante Dilatation { unabh�angig von einer speziellen Werk-
sto�modellierung { durch den Quotienten aus dem momentanen Volumen Vt und dem
Referenzvolumen Vref gegeben ist, h�angt der Elementdruck P selbstverst�andlich von der
gew�ahlten Materialformulierung ab.

� =
Vt
Vref

; P =
1

3Vt

Z
Vref

(1 � � ) dVref (6.13)

Nachdem der Druck P und die Dilatation � bestimmt wurden, ist Gleichung (6.5) bzw.
(6.9) eine nichtlineare Gleichung zur Bestimmung des Verschiebungsfeldes.
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6.2 Vergleich: Hybrid- und �F-Methode

Nach den Ausf�uhrungen in Abschnitt 6.1 kann nun gezeigt werden, da� die �F-Methode
nach Nagtegaal unter allen m�oglichen Elementformulierungen, die einen Operator der
Form (6.1) f�ur die Beseitigung der volumetrischen Versteifung benutzen, einen Sonderfall
darstellt. Diese Methode ist die einzige, f�ur die ein 3-Feld Hu-Washizu Funktional exi-
stiert, das neben der Volumen�anderung � auch den hydrostatischen Druck P bestimmt.
Dieser Elementdruck berechnet sich nach (6.12), eine Beziehung, die nicht aus dem Ma-
terialgesetz hergeleitet werden kann.
Der Vergleich von (6.11) mit (5.62) in Abschnitt 5.6 zeigt, da� die �F-Operatoren des Q1P0-
Elements und des Nagtegaalschen Elements identisch sind. Mit der Wahl von (6.11) als
homogener Elementdilatation und f�ur einen beliebigen im Element konstanten Druck P ,
reduziert sich der Ausdruck f�ur �int in (6.2) auf die Form�anderungsenergie des Elements.
Einsetzen von �nagt in (6.2) ergibt (6.15).

�int =

Z
Vref

W (�C) dVref +

Z
Vref

P (J ��nagt) dVref (6.14)

=

Z
Vref

W (�C) dVref + P

Z
Vref

J dVref � P
Vt
Vref

Vref

=

Z
Vref

W (�C) dVref + P

�
Vt �

Vt
Vref

Vref

�

=

Z
Vref

W (�C) dVref + 0 (6.15)

(6.15) ist aber der Ausgangspunkt f�ur die Aufstellung der Elementvektoren und Matrizen
der �F-Elemente in Abschnitt 5. Wegen (6.15) und der Identit�at von (6.11) und (5.62)
besitzen das Q1P0-Element und das �F-Element von Abschnitt 5.6 den gleichen Kraft-
vektor und dieselbe Tangentenstei�gkeitsmatrix. Der Druck P , der aus der Variation des
vollst�andigen Hu-Washizu Funktionals folgt, ist durch (6.12) gegeben, d.h. nach Bestim-
mung der Verschiebungen und der Dilatation kann der Druck konsistent zu (6.2) berechnet
werden.

Ist � 6= �nagt, so reduziert sich (6.2) auch bei konstantem Druck nicht auf die Verfor-
mungsenergie (6.15), d.h. diese �F-Formulierungen besitzen keine variationelle Basis in der
Form von (6.2). Der hydrostatische Druck dieser Elemente ist nicht bekannt und mu� ge-
eignet de�niert (etwa nach (6.12) oder direkt aus dem Werksto�gesetz berechnet werden.
Die �F-Methode von Moran et al. [1990] soll an dieser Stelle als Beispiel f�ur eine solche
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versteifungsfreie Formulierung dienen.

�int =

Z
Vref

W (�C) dVref +

Z
Vref

P (J ��moran) dVref (6.16)

=

Z
Vref

W (�C) dVref + P

Z
Vref

J dVref � P Jc Vref

=

Z
Vref

W (�C) dVref + P (Vt � Jc Vref )

6=

Z
Vref

W (�C) dVref



Kapitel 7

Elemente f�ur volumetrisch-isochor

entkoppelte

Materialgesetze

Einfache und �ubersichtliche Verh�altnisse, besonders f�ur die Berechnung der Tangenten-
stei�gkeitsmatrix, ergeben sich f�ur Materialformulierungen, die in ihrem isochoren und
volumetrischen Verhalten entkoppelt sind. Die vielf�altigen Anwendungen dieser Klasse
von Materialgesetzen und die gegen�uber allgemeinen Sto�gesetzen (wie in Abschnitt 4-6)
e�zientere Programmierung der 8-Knoten Elemente rechtfertigt eine gesonderte Darstel-
lung und Untersuchung. Dar�uberhinaus wurde ein wichtiges versteifungsfreies Element
entwickelt, das SRI-Element, das entkoppelte Sto�gesetze voraussetzt.
Die Energiedichte W solcher Werksto�modelle setzt sich additiv aus einer alleine von
der Gestalts�anderung abh�angigen Anteil Ŵ und einem nur von der Volumen�anderung
abh�angigen Anteil U zusammen:W = Ŵ + U . Die Funktion Ŵ h�angt von einem modi�-
zierten rechten Cauchy{Green Tensor Ĉ := J�2=3C ab. F�ur die Determinante von Ĉ gilt
dann wegen det(C) = J2: det(Ĉ) � 1, unabh�angig vom Verschiebungsfeld. Die volumetri-
sche Verzerrungsenergiedichte U h�angt dagegen alleine von der skalaren Gr�o�e J ab. Die
Dilatation J ist gleich dem Quotienten der Volumenelemente in der Momentan- und der
Referenzkon�guration: J = dVt=dVref . U(J) ist daher die alleine mit der Volumen�ande-
rung verkn�upfte Energiedichte eines elastischen K�orpers. Bei der Simulation mechanischer
Belastungen nahezu inkompressibler Werksto�e kann U als eine Penalty-Energiedichte in-
terpretiert werden (siehe Liu, Hofstetter, Mang [1994]).
Die Herleitung der Gleichungen f�ur die Variation der Form�anderungsenergie ��int und f�ur
das Inkrement �(��int) erfolgt zun�achst f�ur die klassische Verschiebungsmethode.

96
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7.1 Verschiebungsmethode

Die Variation der Form�anderungsenergie eines Elementes, deren Diskretisierung direkt
zum inneren Elementkraftvektor f�uhrt,

��int = �

Z
Vref

[Ŵ (Ĉ) + U(J)] dVref (7.1)

setzt sich aufgrund der entkoppelten Verzerrungsenergiedichte aus zwei Termen zusam-
men, die unabh�angig voneinander berechnet werden k�onnen. Diese Tatsache wird sich bei
der Untersuchung der Methoden zur Abschw�achung des sog.

"
incompressibility-locking\

vorteilhaft auswirken.

��int =

Z
Vref

�Ŵ (Ĉ) dVref

| {z }
+

Z
Vref

�U(J) dVref

| {z }
= ��int

dev + ��int
vol

(7.2)

Eine Betrachtung der De�nition der Cauchy{Spannungen � ergibt, da� sich aufgrund der
Entkopplung der (elastischen) Verzerrungsenergie der Spannungstensor in einen deviato-
rischen Teil, der alleine von Ĉ abh�angt, und einen kugelsymmetrischen Teil, der von J
abh�angt, additiv aufspalten l�a�t. Der hydrostatische Druck ist in dieser Werksto�model-
lierung gleich dem kugelsymmetrischen Anteil des Cauchy-Spannungstensors.

� =
2

J
F

"
@Ŵ

@C
+

@U

@C

#
FT (7.3)

=
2

J
F

 
(J)�2=3

"
@Ŵ

@Ĉ
�

1

3
C�1

 
1 � F

@Ŵ

@Ĉ
FT

!#
+
@U

@J

J

2
C�1

!
FT

=
2

J

"
F̂
@Ŵ

@Ĉ
F̂
T
�
1

3
1

 
1 � F̂

@Ŵ

@Ĉ
F̂
T

!#
+
@U

@J
1

=
1

J
dev

"
F̂ 2

@Ŵ

@Ĉ
F̂
T

#
+
@U

@J
1

= dev[�̂] + P 1
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Voraussetzung f�ur die Berechnung der Variationen ��int
vol und ��int

dev ist die Kenntnis der
Variationen des rechten Cauchy-Green Tensors C und der Dilatation J = det(F) bzgl.
des Verschiebungsfeldes. Diese Ausdr�ucke wurden bereits in Abschnitt 5 berechnet.
Nach diesen Vorbetrachtungen kann nun ��int berechnet werden.

��int =

Z
Vref

@Ŵ

@C
� �C dVref +

Z
Vref

@U

@J
�J dVref

=

Z
Vref

1

J
F 2

@Ŵ

@C
FT � ��J dVref +

Z
Vref

@U

@J
J (1 � ��) dVref

=

Z
Vt

dev[�̂] � �� dVt +

Z
Vt

P (1 � ��) dVt

(7.4)

��int =

Z
Vt

(dev[�̂] + P1) � �� dVt (7.5)

In einem impliziten Verfahren zur Bestimmung der statischen Gleichgewichtslage ist es
notwendig, die Ausdr�ucke ��int

dev und ��
int
vol um die momentane geometrische Kon�guration

zu linearisieren. Die Inkremente dieser Linearisierungen werden im folgenden mit �(��int
dev)

und �(��int
vol) bezeichnet.

�(��int) =

Z
Vref

�(�Ŵ ) dVref +

Z
Vref

�(�U) dVref

= �(��int
dev) + �(��int

vol)

(7.6)

Bei der Berechnung von �(��int
dev) bzw. �(�Ŵ) tritt das objektive Inkrement ��̂ des

Deviators des Cauchy-Spannungstensors auf

��̂ =
4

J
F

"
@2Ŵ

@C2

#
(FT ��F)FT ; (7.7)

das nach Einf�uhrung des Werksto�tensors Cdev (Tensor vierter Stufe) auch als ��̂ =
Cdev �� dargestellt werden kann.
Die Linearisierung von ��int

dev ergibt auf direktem Wege zwei Terme, von denen der erste
die materiellen und der zweite die geometrischen Nichtlinearit�aten zum Ausdruck bringt.
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Z
Vref

�(�Ŵ ) dVref =

Z
Vref

�C �

"
@2Ŵ

@C2

#
�C dVref (7.8)

+

Z
Vref

@Ŵ

@C
��(�C) dVref

Nach Einsetzen der Ausdr�ucke f�ur �C, �C und �(�C) aus (5.16) und (5.36)Z
Vref

�(�Ŵ ) dVref =

Z
Vref

1

J
(FT��F) �

"
4
@2Ŵ

@C2

#
(FT��F)J dVref (7.9)

+

Z
Vref

2

J

"
F
@Ŵ

@C
FT

#
� gradT (�~u) grad(�~u)J dVref

und Verwendung der De�nitionen von dev[�̂] und ��̂, erh�alt man schlie�lich f�ur das
Inkrement von ��int

dev als Endergebnis:

�(��int
dev) =

Z
Vt

�� � Cdev �� dVt +

Z
Vt

dev[�̂] �
�
gradT (�~u) grad(�~u)

�
dVt (7.10)

Auf vollkommen analoge Weise kann das Inkrement der von U(J) abh�angigen Variation
��int

vol berechnet werden.

Z
Vref

�(�U) dVref =

Z
Vref

@2U

@J2
J (1 ���)J (1 � ��) dVref (7.11)

+

Z
Vref

@U

@J
J (1 ���) (1 � ��) dVref

�

Z
Vref

@U

@J
J 1 � grad(�~u) grad(�~u) dVref

Z
Vref

�(�U) dVref =

Z
Vt

�
@2U

@J2
J +

@U

@J

�
�� � [1
 1]�� dVt (7.12)

�

Z
Vt

@U

@J
1 � grad(�~u) grad(�~u) dVt
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Der zweite Term in (7.12) kann mit Hilfe der folgenden Formel (I ist der Einheitstensor
4ter Stufe) umgeformt werden.

� 1 � grad(�~u) grad(�~u) = +1 � gradT (�~u) grad(�~u)� 2 �� � I�� (7.13)

In dem durch diese Umformung enstehenden Ausdruck f�ur �(��int
vol) erscheint der Mate-

rialoperator Cvol.

Z
Vref

�(�U) dVref =

Z
Vt

�� �

��
J
@2U

@J2
+
@U

@J

�
1
 1 � 2

@U

@J
I

�
| {z }

= Cvol

�� dVt (7.14)

+

Z
Vt

@U

@J
1 � gradT (�~u) grad(�~u) dVt

Der Tensor vierter Stufe Cvol ist der Tangentenoperator, der den Deformationsgeschwin-
digkeitstensor (bzw. dessen Inkrement �� = 1

2(grad(�~u) + gradT (�~u)) mit der objekti-
ven Truesdell-Rate des Druckes (bzw. dem Druckinkrement �P ) verkn�upft (siehe hierzu
ausf�uhrlich Cris�eld [1997]).

�P 1 = Cvol�� =

��
J
@P

@J
+ P

�
1
 1 � 2P I

�
�� (7.15)

Das Endergebnis f�ur �(��int
vol) ist somit die Summe eines durch die materiellen und eines

durch die geometrischen Nichtlinearit�aten verursachten Terms.

�(��int
vol) =

Z
Vt

�� � Cvol�� dVt +

Z
Vt

P [1 � gradT (�~u) grad(�~u)] dVt (7.16)

In den folgenden Abschnitten werden Methoden vorgestellt, die die punktweise Auswer-
tung von J und damit von P und Cvol vermeiden. Auf diese Weise kann die f�ur das
8-Knoten Verschiebungselement charakteristische Versteifung bei der Verformung inkom-
pressibler bzw. quasi-inkompressibler Werksto�e unterdr�uckt werden. Diese Modi�katio-
nen an der Verschiebungsformulierung ver�andern aber nur �(��int

vol) und ��int
vol. Die Terme

�(��int
dev) und ��int

dev sind in allen folgenden Formulierungen identisch. Diese Folge der
Aufspaltung der Verzerrungsenergiedichte in einen isochoren und einen volumetrischen
Anteil vereinfacht somit auch die Herleitung der Tangentenstei�gkeitsmatrizen.
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7.2 Selektiv Reduzierte Integration (SRI)

Das konventionelle 8{Knoten Verschiebungselement ist aufgrund der Versteifung bei in-
kompressiblenWerksto�en nur sehr begrenzt einsetzbar. Diese unerw�unschte Versteifung,
das sog.

"
incompressibility{locking\, wird von den ortsabh�angigen Anteilen des diskreti-

sierten Deformationstensors bzw. Verschiebungsgradienten verursacht. Diese im Element
inhomogenen Anteile bewirken, da� die Zwangsbedingung J � 1 = 0 bei isochoren De-
formationen nicht eingehalten werden kann. Am Elementmittelpunkt dagegen, wo nur
homogene Deformationsanteile berechnet werden k�onnen, wird die Zwangsbedingung f�ur
inkompressibles Materialverhalten erf�ullt. Es ist daher naheliegend die volumetrischen
Anteile in ��int und �(��int) nur am Elementmittelpunkt auszuwerten. Da nur auf die
Integrale, deren Integrand den Druck P bzw. die Ableitung @P

@J
enthalten, die 1{Punkt

Integration angewendet wird, handelt es sich bei dieser Methode um eine selektiv redu-
zierte Integration. Diese

"
Selective Reduced Integration\ (SRI) Methode wurde zuerst

von Hughes, Malkus [1978] f�ur lineare Probleme entwickelt. Bei der
"
Uniformly Reduced

Integration\ (URI) Methode werden alle Terme unterintegriert. Auf diese Weise wird die
Elementversteifung bei Inkompressibilit�at ebenfalls unterdr�uckt, jedoch m�ussen speziel-
le Ma�nahmen ergri�en werden, um die Elementstabilit�at zu sichern (siehe z.B. Bonet,
Bhargava [1995]).

Nach den obigen Ausf�uhrungen ergibt sich somit f�ur ��int in der SRI-Methode

�
��int

�
SRI

= ��int
dev + Pc (1 � ��c)

Z
Vt

dVt ; (7.17)

wobei der Index c bedeutet, da� die entsprechenden Gr�o�en am Elementmittelpunkt be-
rechnet werden. Die Linearisierung von ��int

vol wird ebenfalls nur am Elementmittelpunkt
ausgewertet. Hierzu ist zu bemerken, da� bei Anwendung der selektiv reduzierten In-
tegration auf nur eine der Gr�o�en ��int

vol oder �(��int
vol) die Konvergenzrate in einem

Newton{Raphson Verfahren erheblich vermindert w�urde (siehe hierzu Liu, Hofstetter,

Mang [1994]).

�
�(��int)

�
SRI

= �(��int
dev) (7.18)

+ ��c � [Cvol]c ��c

Z
Vt

dVt

+ Pc [1 � grad
T
c (�~u) gradc(�~u)]

Z
Vt

dVt

Das aktuelle Elementvolumen Vt kann entweder auf analytischem Wege exakt bestimmt
oder wie in der urspr�unglichen SRI{Formulierung durch 8 jt(o) angen�ahert werden. Der
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Vorteil bzgl. der E�zienz bei der zweiten Methode liegt darin, da� die Determinante jt
der Jacobi{Matrix (der Transformation vom W�urfel der Kantenl�ange 2 zum Element in
der Momentankon�guration) nur am Elementmittelpunkt berechnet werden mu�.

Vt =

+1Z
�1

+1Z
�1

+1Z
�1

jt drdsdt � 8 jt(o) = 8Jc jref (o) (7.19)

Dies erfordert deutlich weniger Rechenoperationen und damit weniger Rechenzeit als die
Berechnung des exakten Elementvolumens. Allerdings wird mit zunehmender Abweichung
der momentanen Elementgeometrie von einem Parallelepiped die Di�erenz Vt�8 jt(o) im-
mer gr�o�er.

7.3 Kombination mit �F-Methoden

In einer �F-Formulierung wird der kompatible Deformationstensor durch einen Operator
mit konstanter Determinante ersetzt. Wie bereits ausf�uhrlich beschrieben wurde, wird auf
diese Weise alleine der volumetrische Anteil Fvol des Deformationstensors der Verschie-
bungsformulierung modi�ziert.

�F = �1=3 1| {z }
�Fvol

J�1=3F| {z }
Fiso

=

�
�

J

�1=3

F (7.20)

Im Gegensatz zur konventionellen Verschiebungsformulierung ist dann die Determinante
des Deformationstensors im Element konstant. Diese Determinante ist identisch mit der
Dilatation �:

det(�F) = � : (7.21)

Der Aufwand f�ur die Berechnung der Elementstei�gkeitsmatrix kann wesentlich gegen�uber
der allgemeinen Formulierung, d.h. der Formulierung f�ur allgemeine gekoppelte Werk-
sto�gesetze, gesenkt werden, wenn die spezielle Struktur der Energiedichte beachtet wird:
W = Ŵ + U . Die Funktion Ŵ h�angt alleine vom isochoren Anteil von �F bzw. �C ab. Der
Operator Fiso in Gleichung (7.20) beschreibt reine Gestalt�anderungen ohne Volumen�ande-
rungen und wird von der �F{Methode nicht ver�andert. Die Funktion Ŵ (Ciso), die Variation
��dev

int und das Inkrement �(��dev
int ) sind daher in der konventionellen Verschiebungs{ und

der �F{Formulierung identisch. Diese Tatsache erm�oglicht es, die folgende Untersuchung
auf die volumetrischen Anteile an der virtuellen Verformungsenergie und ihrer Linearisie-
rung zu beschr�anken.



7.3. KOMBINATION MIT �F-METHODEN 103

��int
vol =

Z
Vref

�U(�) dVref =

Z
Vref

@U

@�
�� dVref (7.22)

�(��int
vol) =

Z
Vref

�[�U(�)] dVref (7.23)

=

Z
Vref

��
@2U

@�2
�� dVref +

Z
Vref

@U

@�
�[��] dVref

Wegen der Ortsunabh�angigkeit im Element k�onnen die Integranden aus den Integralen
von ��int

vol und �(��int
vol) herausgezogen werden.

��vol
int =

@U

@�
��

Z
Vref

dVref (7.24)

�(��int
vol) = ��

@2U

@�2
��

Z
Vref

dVref +
@U

@�
�[��]

Z
Vref

dVref (7.25)

Das Referenzvolumen eines Elementes kann auf analytischem Weg exakt berechnet wer-
den. Es besteht deshalb kein zwingender Grund, das Elementvolumen n�aherungsweise zu
bestimmen. Ersetzt man die Integrale in den Gleichungen (7.24) und (7.25) durch das
Volumen der Ausgangskon�guration, so erh�alt man die nachfolgenden Gleichungen.

��vol
int =

@U

@�
��Vref

�(��int
vol) = ��

@2U

@�2
��Vref +

@U

@�
�[��]Vref

(7.26)
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7.3.1 �F-Methode nach Moran

Die allgemeinen Ausf�uhrungen zur �F{Methode werden nun beispielhaft auf die Formulie-
rung von Moran et. al [1990] angewandt. Das Wesentliche an dieser Vorgehensweise ist
die Auswertung der Dilatation nur am Elementmittelpunkt.

� = Jc = det(Fc) (7.27)

Die als hydrostatischer Druck de�nierte Gr�o�e P := @U
@� ist dann ebenfalls im Element

konstant. Nach der Berechnung der Variation von �

�� = �Jc = Jc (1 � ��c) (7.28)

kann mit Gleichung (7.26a) die Variation der volumetrischen Verformungsenergie be-
stimmt werden.

�(�vol
int) = P (1 � ��c)Jc Vref (7.29)

Das Inkrement von ��

�(��) = �Jc (1 � gradc(�~u) gradc(�~u)) + Jc (1 ���c) (1 � ��c) (7.30)

= +Jc (1 � grad
T
c �(~u) gradc(�~u)) + Jc ��c � (1
 1� 2I)��c

wird f�ur die Berechnung des Inkrementes von ��vol
int ben�otigt.

�(��vol
int) = Jc Vref P (1 � gradTc (�~u) gradc(�~u)) + (7.31)

Jc Vref ��c �

�
1
 1(

@U

@Jc
+ Jc

@2U

@J2
c

)� 2P I

�
| {z }

C
c

vol

��c

= Jc Vref Pc (1 � grad
T
c (�~u) gradc(�~u)) +

Jc Vref ��c � C
c
vol��c

Der Vergleich der Ausdr�ucke f�ur ��vol
int und �(��vol

int) in der SRI- und der �F-Formulierung
mit det(�F) = Jc zeigt, da� sich diese Ausdr�ucke nur geringf�ugig unterscheiden. Die Di�e-
renz ist letztlich nur durch die unterschiedliche Berechnung des momentanen Elementvo-
lumens bedingt. W�ahrend in der SRI{Methode das exakte Elementvolumen Vt berechnet
werden kann, wird dieses in der �F-Formulierung durch Jc Vref approximiert. Die N�aherung
stimmt f�ur homogene Deformationen, die durch einen konstanten Deformationstensor und
damit J � Jc charakterisiert sind, mit dem aktuellen Elementvolumen Vt exakt �uberein.
Der innere Knotenkraftvektor (��vol

int = �~uTe
~fvol) und die Tangentenstei�gkeitsmatrix
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(�[��vol
int] = �~uTe Kvol ~ue ) der beiden Formulierungen unterscheiden sich alleine in einem

Vorfaktor.

Ksri =
1

Jc

Vt
Vref

Kmoran
~f sri =

1

Jc

Vt
Vref

~fmoran (7.32)

7.4 Hybrid-Formulierung

Die Hybrid-Formulierung mit unabh�angigem Druck-, Dilatations- und Verschiebungsfeld
basiert auf dem Hu-Washizu Funktional �int

hybrid. Der Summand �int
dev ist identisch mit der

isochoren Verzerrungsenergie in Abschnitt 7.1 .

�int
hybrid = �int

dev +

Z
Vref

(U(�) + P (J ��)) dVref (7.33)

��int
hybrid = ��int

dev +

Z
Vref

�
@U

@�
��+ �P (J ��) + P (�J � ��)

�
dVref

Die Variation des Hu-Washizu Funktionals ergibt aufgrund der Unabh�angigkeit der Va-
riationen f�ur �, P und ~u ein System von drei Gleichungen.

��int
dev +

=��int
volz }| {Z

Vref

P (1 � ��)J dVref +��
ext(~u) = 0 (7.34)

Z
Vref

��

�
@U

@�
� P

�
dVref = 0

Z
Vref

�P (J ��) dVref = 0

Aus Gl. (7.34b) und (7.34c) kann der konstante Druck und die konstante Dilatation als
Funktion des Verschiebungsfeldes bestimmt werden.
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Z
Vref

@U

@�
� P dVref = 0 ) P =

@U

@�Z
Vref

(J ��) dVref = 0 ) � =
1

Vref

Z
Vref

J dVref

(7.35)

Ein iteratives Verfahren zur L�osung der nichtlinearen Gleichung (7.34a) verlangt die Be-
rechnung des Inkrements von ��int

vol.

�[��int
vol] = �P

Z
Vt

(1 � ��) dVt (7.36)

+ P

Z
Vt

�� � (1
 1 � 2I)�� dVt

+ P

Z
Vt

1 � gradT (�~u) grad(�~u) dVt

Nach Einsetzen des Ausdrucks f�ur das Druckinkrement

�P =
@2U

@�2
�� =

U 00

Vref

Z
Vt

(�� � 1) dVt mit 0 :=
@

@�
(7.37)

ergibt sich ein nur von den Verschiebungen und ihren Variationen abh�angiger Ausdruck
f�ur das Inkrement �[��int

vol] .

�[��int
vol] =

U 00

Vref

Z
Vt

�� dVt [1
 1]

Z
Vt

�� dVt (7.38)

+ P

Z
Vt

�� � (1
 1 � 2I)�� dVt

+ P

Z
Vt

1 � gradT (�~u) grad(�~u) dVt

Um den volumetrischen Anteil der Stei�gkeitsmatrix Kvol und des Knotenkraftvektors
~fvol explizit zu erhalten, mu� das Verschiebungsfeld diskretisiert werden. Kvol kann dann
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als Summe von drei Termen dargestellt werden, was f�ur die Stabilit�atsuntersuchungen in
Abschnitt 8 zweckm�a�ig ist.

Kvol =
U 00

Vref

Z
Vt

BT dVt [~e
 ~e]

Z
Vt

B dVt ~fvol = U 0
Z
Vt

BT ~e dVt

+ P

Z
Vt

BT (~e
 ~e� 2 I)B dVt

+ P

Z
Vt

GT G dVt

(7.39)

Die isochoren Anteile der Elementstei�gkeitsmatrix und des Elementkraftvektors sind
identisch mit den entsprechenden Gr�o�en des Standard-Elements (siehe Abschnitt 7.1)
und brauchen an dieser Stelle nicht wiederholt werden.

7.5 Die Methode von Cris�eld

Von Cris�eld [1997] stammt eine Element-Formulierung, die trotz eines anderen Ansatzes
nur einen Spezialfall des in Abschnitt 7.4 beschriebenen Q1P0-Elements darstellt.
Ausgangspunkt der �Uberlegungen von Cris�eld ist die Variation der Verformungsenergie.

��int = ��int
dev +

Z
Vref

P J (1 � ��) dVref

| {z }
=: ��int

vol

(7.40)

Der Unterschied zur konventionellen Verschiebungsformulierung besteht darin, da� der
hydrostatische Druck P in (7.40) zun�achst noch unbestimmt ist. Um die volumetrische
Versteifung zu vermeiden, wird der Druck nicht punktweise aus der Energiedichte U(J)
berechnet sondern aus der folgenden Nebenbedingung f�ur (7.40) bestimmt.

Z
Vref

[P �K (J � 1)] dVref = 0 (7.41)

Im Falle einer Elementformulierung mit konstantem Druck kann P aus (7.41) explizit
berechnet werden.
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P =
K

Vref

Z
Vref

(J � 1) dVref = K

�
Vt
Vref

� 1

�
(7.42)

Die Konstante K in Gleichung (7.41) und (7.42) entspricht dem Kompressionsmodul
eines quasi-inkompressiblen Werksto�s oder dem Penalty-Parameter f�ur inkompressibles
Materialverhalten.
Der Druck in (7.42) ist eine lineare Funktion des Quotienten � = Vt=Vref aus Momentan-
und Referenzvolumen. P kann daher als Ableitung einer in � quadratischen Funktion U
dargestellt werden.

U =
1

2
K (�� 1)2 =)

@U

@�
= K (�� 1) = P (7.43)

Der Vergleich von (7.43) mit (7.35) und von (7.40) mit (7.34) zeigt, da� die Methode von
Cris�eld kein neues Element liefert. Daher ist es auch nicht notwendig die volumetrische
Stei�gkeitsmatrix herzuleiten. Das Element, das ausgehend von (7.40) und (7.41) konstru-
iert werden kann, ist ein Q1P0-Element mit einer speziellen volumetrischen Energiedichte
gem�a� (7.43).

7.6 Eine Variante der Cris�eld-Methode

Die Vorgehensweise von Cris�eld bei der Formulierung eines versteifungsfreien 8-Knoten
Elementes besteht wie erl�autert darin, den Druck P in der Variation der Verzerrungs-
energie bzw. dem inneren Knotenkraftvektor der konventionellen Verschiebungsmethode
nicht punktweise aus der volumetrischen Energiedichte zu berechnen. Der Druck P wird
dagegen aus der Nebenbedingung in Gl. (7.41) bestimmt. Statt Gl. (7.41) bzw. (7.42), in
der der Druck von einer mittleren Dilatation Vt=Vref abh�angt, kann der Druck auch nach
der folgenden Gleichung berechnet werden.

P = K (Jc � 1) Jc := [ det(F) ]c (7.44)

Die Berechnung des im Element konstanten Elementdruckes erfordert dann nur die Aus-
wertung der Determinante des F-Tensors am Elementmittelpunkt. Der Berechnungsauf-
wand wird durch (7.44) gegen�uber dem Q1P0- und dem Cris�eld-Element erheblich redu-
ziert. Bei Verwendung mit einem expliziten Verfahren, f�ur das nur der Elementkraftvektor
aufgestellt wird, besteht der einzige Nachteil dieser Methode darin, da� der sog. Patch-
Test nicht f�ur beliebige Referenzgeometrien erf�ullt werden kann. Bei impliziten Verfahren
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hingegen wird auch die Tangentenstei�gkeitsmatrix ben�otigt. Diese ergibt sich aus dem
Inkrement von ��int

vol.

�(��int
vol) = �P

Z
Vt

(1 � ��) dVt (7.45)

+ P

Z
Vt

�� � (1
 1� 2I)�� dVt

+ P

Z
Vt

1 � gradT (�~u) grad(�~u) dVt

Nach Einsetzen des Ausdrucks f�ur das Druckinkrement �P = K Jc (1 � ��c) in (7.45)
erh�alt man die endg�ultige Form von �(��int

vol) .

�[��int
vol] = K Jc

Z
Vt

��dVt � [1
 1]��c (7.46)

+ P

Z
Vt

�� � (1
 1� 2I)�� dVt

+ P

Z
Vt

1 � gradT (�~u) grad(�~u) dVt

Der erste Term in (7.46) ist f�ur einen schwerwiegenden Nachteil verantwortlich, der auch
bei der sog. inkonsistenten Elementformulierung von de Souza Neto et. al [1996] auftritt:
die volumetrische Stei�gkeitsmatrix ist nicht symmetrisch. Nach der Diskretisierung des
Verschiebungsfeldes erh�alt man aus �(��int

vol) die volumetrische Elementstei�gkeitsmatrix
Kvol, die aufgrund des ersten Terms in (7.47) unsymmetrisch ist.

Kvol = K Jc

�Z
Vt

BT dVt

�
(~e
 ~e) Bc (7.47)

+ P

Z
Vt

BT (~e
 ~e� 2 I)B dVt

+ P

Z
Vt

GT G dVt

Da die volumetrische Stei�gkeitsmatrix nicht symmetrisch ist, ist die Elementstei�gkeits-
matrix und folglich die Gesamtstei�gkeitsmarix der Struktur unsymmetrisch. Der Auf-
wand f�ur die L�osung des nichtlinearen Gleichungssystems ist aus diesem Grund erheblich
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gr�o�er als beim Q1P0-Element. Nach der Au�assung von Cris�eld [1997] ist diese Ele-
mentformulierung nur ein Spezialfall der inkonsistenten Methode von de Souza Neto et

al. [1996]. D.h. diese Methode sollte bei praktischen Berechnungen nicht f�ur hyperelasti-
sche Materialformulierungen verwendet werden. Entstehen aber bei der Linearisierung der
�au�eren Kr�afte unsymmetrische Laststei�gkeitsmatrizen (siehe hierzu ausf�uhrlich Schwei-
zerhof [1982]), so ist die Strukturstei�gkeitsmatrix unabh�angig von der Elementformulie-
rung unsymmetrisch. In diesem Fall k�onnte die in Abschnitt 7.6 erl�auterte Variante des
Ansatzes von Cris�eld durchaus e�zient eingesetzt werden.



Kapitel 8

Stabilit�atsuntersuchung

Leider st�o�t man bei der Anwendung vielermoderner Finiter Elemente auf einige Schwach-
stellen, die sich oft erst bei Beispielberechnungen herausstellen. Ein besonders unange-
nehmer Gesichtspunkt der in dieser Dissertation vorgestellten nichtlinearen 8-Knoten
Elemente sollte daher nicht verschwiegen werden. Dies ist das im folgenden Abschnitt
diskutierte sog.

"
hour-glassing\. Es handelt sich dabei um einen Rangabfall der Element-

und Strukturstei�gkeitsmatrix bei bestimmten Deformationszust�anden, der nicht durch
eine physikalische Instabilit�at verursacht wird. Die Ursache der numerischen Instabilit�at
nichtlinearer versteifungsfreier Elemente, wie das SRI- und das Q1P0-Element, liegt al-
leine in dem von dem klassischen Verschiebungselement abweichenden Aufbau der Ele-
mentstei�gkeitsmatrix. Die genaue Betrachtung zeigt, da� die durch einen Rangabfall
der Stei�gkeitsmatrix verursachte Instabilit�at beim Standard-Verschiebungselement nicht
auftritt. Der Vergleich der Stei�gkeitsmatrizen von SRI- und Q1P0-Element mit der des
Verschiebungselements (im folgenden mit DISP abgek�urzt) f�uhrt dann aber auch zu einer
L�osung, mit der die Aktivierung des Rangabfalls verhindert werden kann.
Der hier gew�ahlte Ansatz unterscheidet sich grundlegend von demjenigen, den z. B.Wrig-

gers und Reese [1994], Korelc und Wriggers [1996] sowie Glaser und Armero [1997] ver-
wendeten. Sie untersuchten die numerische Instabilit�at von EAS-Elementen mit Hilfe ei-
ner symbolischen Eigenwertanalyse. Leider ist diese Vorgehensweise auf zweidimensiona-
le 4-Knoten Elemente beschr�ankt, da trotz moderner Computeralgebra-Programme wie
MAPLE oder MATHEMATICA der Aufwand bei der Berechnung der Eigenwerte und
der zugeh�origen Eigenformen f�ur 3D Volumenelemente sehr gro� ist: das ebene 4-Knoten
Element besitzt zwei Eigenwerte, die von den EAS-Parametern bein
u�t werden, das drei-
dimensionale 8-Knoten Element besitzt neun bzw. zw�olf solcher Eigenwerte.
F�ur die Einbeziehung des SRI-Elementes in die Stabilit�atsuntersuchung ist es notwendig,
sich ausschlie�lich auf Werksto�gesetze mit vollst�andig entkoppelten volumetrischen und
isochoren Anteilen zu beschr�anken. Die volumetrischen Stei�gkeitsmatrizen sind dann
f�ur den oben erw�ahnten Vergleich vollkommen ausreichend, da die isochoren Anteile der
Elementstei�gkeitsmatrizen der in diesem Abschnitt behandelten Elementformulierungen
(einschlie�lich der Standard-Methode) identisch sind. Um den Blick auf das Wesentliche
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nicht zu verstellen, ist die Diskussion auf Elemente beschr�ankt, die in der Referenzkon�gu-
ration Parallelepipede sind. Die Tangentenstei�gkeitsmatrizen sind f�ur diesen Spezialfall
einfach aufgebaut. Die Deformationen, bei denen

"
hour-glassing\ Verschiebungsmuster

besonders ausgepr�agt auftreten, sind homogene Kompressionen. Es gen�ugt daher, im fol-
genden homogene Verformungen zu betrachten.
In Abschnitt 8.1 wird zuerst das Q1P0-Element ausf�uhrlich untersucht. Anschlie�end er-
folgt eine Analyse des SRI-Elementes analog zumQ1P0-Element.Mit Hilfe der Ausf�uhrun-
gen in Abschnitt 8.1 und 8.2 kann dann eine f�ur praktische Zwecke geeignete Stabilisierung
konstruiert werden. Dieses Verfahren wird in den Abschnitten 8.31 und 8.4 in numerischen
Simulationen getestet.

8.1 Instabilit�at des Q1P0-Elements

Als erste Formulierung wird das auf der Hybrid-Methode basierende Q1P0-Element un-
tersucht. In der Tabelle (8.3) sind die drei Summanden vonKDISP

vol und KQ1P0
vol gegen�uber-

gestellt. Die Deformation im Element ist homogen (F = Fc, det(F)=Jc) und aufgrund
von

� =
Vt
Vref

= Jc
Vref
Vref

= Jc (8.1)

ist der Druck in KDISP
vol konstant und identisch mit dem Druck in KQ1P0

vol .

PDISP :=
@U

@J
� PQ1P0 :=

@U

@�
(8.2)

Der zweite und der dritte Term von KDISP
vol und KQ1P0

vol in (8.3) sind aufgrund der Gleich-
heit des Druckes in beiden Methoden identisch. Die beiden Formulierungen unterscheiden

sich dann einzig im ersten Term, der mit
�
KDISP

vol

�
1
bzw.

h
KQ1P0

vol

i
1
bezeichnet wird.

KDISP
vol = KQ1P0

vol =

Jc U
00

Z
Vt

BT [~e
 ~e]B dVt
U 00

Vref

Z
Vt

BT dVt [~e
 ~e]

Z
Vt

B dVt

+ +

Pc

Z
Vt

BT (~e
 ~e� 2 I)B dVt Pc

Z
Vt

BT (~e
 ~e� 2 I)B dVt

+ +

Pc

Z
Vt

GT G dVt Pc

Z
Vt

GT G dVt

(8.3)
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Die Ursache f�ur die numerische Instabilit�at der versteifungsfreien Methode ist die von�
KDISP

vol

�
1
abweichende Struktur der Matrix

h
KQ1P0

vol

i
1
. Deshalb mu� diese Matrix genau

analysiert werden.
Beachtetman, da� dieB-Matrix aus einem konstanten AnteilBc und einem in den nat�urli-
chen Koordinaten linearen Anteil Bh besteht, das Element in der Ausgangskon�guration
ein Parallelepiped und die Deformation homogen ist, d.h.Z

Vt

Bh dVt = 0 ; (8.4)

so folgt daraus: Z
Vt

(Bc +Bh) dVt = Bc Vt = Bc Jc Vref : (8.5)

Die Auswirkung von Gl. (8.5) auf die Matrizen
�
KDISP

vol

�
1
und

h
KQ1P0

vol

i
1
ergibt sich aus

der folgenden Gegen�uberstellung.

�
KDISP

vol

�
1

= Jc U
00 Vt BT

c [~e
 ~e]Bc + Jc U
00

Z
Vt

BT
h [~e
 ~e]Bh dVt (8.6)

h
KQ1P0

vol

i
1

= Jc U
00 Vt BT

c [~e
 ~e]Bc (8.7)

Die eingerahmte Teilmatrix von
�
KDISP

vol

�
1
in (8.6) ist die Di�erenz zwischen der Stei-

�gkeitsmatrix der Verschiebungsmethode und der Hybridmethode. Da sich die beiden
Formulierungen (unter den oben genannten Voraussetzungen) alleine in diesem Ausdruck
unterscheiden, mu� das Fehlen von

Kstab := Jc U
00

Z
Vt

BT
h [~e
 ~e]Bh dVt (8.8)

inKQ1P0
vol den Rangabfall der Element- und Strukturstei�gkeitsmatrix der Hybridmethode

verursachen.
Die Matrix Kstab soll nun explizit berechnet werden. Ziel ist es, (8.8) als eine sog.

"
hour-

glass\ Stabilisierungsmatrix darzustellen (siehe z.B. Belytschko, Bindeman [1993]). Diese
Matrizen, die urspr�unglich f�ur die

"
Uniform Reduced Integration\ Methode (Hughes, Mal-

kus [1978]) konstruiert wurden, sollen den Rang der Elementstei�gkeitsmatrix sichern. Im
vorliegenden Fall kann diese Matrix durch Auswertung von (8.8) systematisch gefunden
werden.
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Ber�ucksichtigt man die Blockstruktur der Matrix Bh und die Besetzungsstruktur der Ma-
trix ~e
 ~e

~e
 ~e =

2
6666664

1 1 1 0 0 0
1 1 1 0 0 0
1 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

3
7777775 ; (8.9)

so ergibt sich f�ur die 3�3 Blockmatrizen, aus denen sich die MatrixKstab zusammensetzt,
das folgende Resultat (i,j=1..8):

Kij
stab := Jc U

00

Z
Vt

BT
h;i [~e
 ~e]Bh;j dVt = Jc U

00

Z
Vt

rtN
i
h 
rtN

j
h dVt : (8.10)

Die Integration kann analytisch ausgef�uhrt werden, wenn der lineare Zusammenhang zwi-
schen dem Gradienten bzgl. aktueller Koordinaten rt und dem Gradienten bzgl. nat�urli-
cher Koordinaten r� beachtet wird (rref in (8.11) ist der Gradient bzgl. der Koordinaten
in der Ausgangskon�guration).

rtN
i
h = F�T rrefN

i
h = F�T J�1ref r�N

i
h = Dr�N

i
h (8.11)

Selbstverst�andlich ist diese lineare Beziehung nur unter der Voraussetzung gegeben, da�
die Deformation F homogen und die Jacobi-Matrix Jref konstant ist.
Der Gradient der linearen Formfunktionen r�N

i
h (i=1..8) ist eine Funktion der vier

"
hourglass\ Vektoren ~h1:::~h4.

r�N
i
h =

2
4 s

r
0

3
5 hi1 +

2
4 t
0
r

3
5hi2 +

2
4 0

t
s

3
5 hi3 +

2
4 st

rt
rs

3
5hi4 (8.12)

Setzt man (8.11) in (8.10) ein, so erh�alt man f�ur die Blockmatrix Kij
stab den Ausdruck in

(8.14).

Kij
stab = Jc U

00

Z
Vref

BT
h;i [~e
 ~e]Bh;j dVref (8.13)

= Jc U
00D

+1Z
�1

+1Z
�1

+1Z
�1

(r�N
i
h)
 (r�N

j
h) jref dr ds dt

| {z }
=: Hij

DT (8.14)
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F�ur die 3�3 BlockmatrixHij ergibt sich mit (8.12) und nach der Integration ein Ausdruck,

der Produkte der Komponenten der Vektoren ~h1::~h4 enth�alt und somit als die eigentliche
Stabilisierungsmatrix f�ur K

Q1P0
vol interpretiert werden kann.

Hij :=
8

3
jref � (8.15)

z }| {2
6666664
hi1 h

j
1 + hi2 h

j
2 + hi4 h

j
4=3 hi2 h

j
3 hi1 h

j
3

hj2 h
i
3 hi1 h

j
1 + hi3 h

j
3 + hi4 h

j
4=3 hi1 h

j
2

hj1 h
i
3 hj1 h

i
2 hi2 h

j
2 + hi3 h

j
3 + hi4 h

j
4=3

3
7777775

Somit zeigt sich, da� die Di�erenz der Tangentenstei�gkeitsmatrizen des konventionellen
Verschiebungs- und des Q1P0-Elements eine Hourglass-Stabilisierung darstellt.

Anmerkung:
Die Elementkraftvektoren des Q1P0- und des DISP-Elementes sind f�ur den hier betrach-
teten Spezialfall aufgrund von (8.2) identisch.

~F
int

Q1P0 � ~F
int

DISP = 0 (8.16)

Die Gleichheit der Kraftvektoren bedingt selbstverst�andlich nicht die Gleichheit der Ab-
leitungen nach den Knotenverschiebungen und damit der Tangentenstei�gkeitsmatrizen.
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8.2 Instabilit�at der SRI-Formulierung

Unter den gleichen Voraussetzungen wie in Abschnitt 8.1 wird das SRI-Element mit dem
DISP-Element verglichen. Die Gegen�uberstellung der Terme der Matrizen DISP

vol undKSRI
vol

zeigt, da� in KSRI
vol durch die 1-Punkt Integration ausschlie�lich die konstanten Anteile

der Matrizen B und G ber�ucksichtigt werden.

KDISP
vol = KSRI

vol =

Jc U
00

Z
Vt

BT [~e
 ~e]B dVt Jc U
00BT

c [~e
 ~e]Bc Vt

+ +

Pc

Z
Vt

BT (~e
 ~e� 2 I)B dVt PcB
T
c (~e
 ~e� 2 I)Bc Vt

+ +

Pc

Z
Vt

GT G dVt PcG
T
c Gc Vt

(8.17)

Die Di�erenz der volumetrischen Tangentenstei�gkeitsmatrizen KDISP
vol �KSRI

vol kann wie
in Abschnitt 8.1 f�ur die Stabilisierung der SRI-Methode herangezogen werden.

Kstab = Jc U
00

Z
Vt

BT
h [~e
 ~e]Bh dVt +

Pc

Z
Vt

BT
h (~e
 ~e� 2 I)Bh dVt +

Pc

Z
Vt

GT
h Gh dVt

(8.18)

Analog zu der Vorgehensweise in 7.1 k�onnen die Integrale in (8.18) analytisch ausgewertet
und die Matrix Kstab daher in geschlossener Form dargestellt werden. Der Aufwand ist
aber im Vergleich zu (8.8) erheblich gr�o�er.

8.3 Eine Stabilisierungsmethode

In den Abschnitten 8.1 und 8.2 wird die Stabilisierungsmatrix unter speziellen Bedin-
gungen analysiert und analytisch, nicht numerisch, berechnet. Diese Vorgehensweise be-
reitet bei Hexaedern allgemeiner Gestalt und inhomogenen Deformationen der Elemente
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Schwierigkeiten. In einer nichtlinearen konsistenten Elementformulierung mu� auch der
Elementkraftvektor ver�andert werden. Es stellt sich somit das Problem, zu einer vorgege-
benen Stabilisierungsmatrix einen konsistenten Stabilisierungsvektor zu bestimmen.

�~Fstab = Kstab�~ue

Unter den speziellen Voraussetzungen an die Elementgeometrie und die Verformung in
Abschnitt 8.1/8.2 ist wegen (8.16) der Nullvektor der zu (8.18) bzw. (8.8) konsistente
Stabilisierungsvektor.
Eine Alternative zu dem Verfahren in Abschnitt 8.1/8.2 ist die von Doll [1998] zun�achst
auf das SRI-Element angewandte sog. gemischte (

"
mixed\) Integration (8.19).

Kmix
vol = (1� #)KDISP

vol + #KSRI
vol 0 � # � 1 (8.19)

Die zun�achst ad hoc eingef�uhrte Methode ist ein spezielles Verfahren zur Stabilisierung
unterintegrierter Stei�gkeitsmatrizen.Der Zusammenhang von (8.19) mit der MatrixKstab

(8.18) kann durch die additive Aufspaltung der Stei�gkeitsmatrixKDISP
vol = KSRI

vol +Kstab

hergestellt werden.

Kmix
vol = KSRI

vol + (1� #)Kstab (8.20)

Diese Stabilisierung ist an keine Voraussetzungen gebunden und allgemein anwendbar.
Die Stabilisierungsmatrix kann mittels der 8-Punkt Integration nach Gau� berechnet
werden. (8.20) zeigt, da� zu der 1-Punkt integrierten Matrix KSRI

vol die mit dem Fak-
tor 1 � # multiplizierte Stabilisierungsmatrix addiert wird. Das Verfahren in (8.20) kann
selbstverst�andlich auch f�ur die Stabilisierung des Q1P0-Elementes und der �F-Elemente
verwendet werden.
Der Faktor # in (8.21) ist notwendig, da die blo�e Addition von Kstab zu KSRI bzw.
KQ1P0 die vollst�andige Stei�gkeitsmatrix KDISP des Verschiebungselementes ergibt. Der
Stabilisierungsparameter # mu� deshalb so gew�ahlt werden, da� einerseits der Rang der
Matrizen Kstab

SRI und Kstab
Q1P0 gesichert ist, andererseits die volumetrische Versteifung des

Verschiebungselementes zuverl�assig unterdr�uckt wird. Die geeignte Wahl des Parameters #
ist entscheidend f�ur den praktischen Einsatz des nach (8.20) stabilisierten Elementes. Lei-
der helfen theoretische Untersuchungen hier nicht weiter, da keine genauen Aussagen �uber
den Rang der Matrix Kmix

vol als Funktion des Stabilisierungsparameters # m�oglich sind.
Besonders in einer nichttrivialen Simulation wie dem

"
necking bar\ macht sich au�er der

Deformation auch der Ein
u� des elasto-plastischen Sto�gesetzes auf das Stabilit�atsver-
halten der Q1P0-, �F- und SRI-Elemente bemerkbar (siehe hierzu Doll [1998]). Mangels
einer Alternative mu� durch numerische Simulationen der kleinste Wert f�ur # ermittelt
werden, f�ur den kein hour-glassing auftritt. Ein gr�o�erer Wert f�uhrt unvermeidlich zu
einer Versteifung gegen�uber dem nichtstabilisierten Element. Diese Problematik wird in
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Abschnitt 8.4 anhand der Kompression eines hyperelastischen Klotzes deutlich gemacht.

Aufgrund der vorhergehenden Ausf�uhrungen kann die Di�erenz der Stei�gkeitsmatrizen
des Verschiebungselementes und des SRI- bzw. Q1P0-Elements als Stabilisierungsmatrix
Kstab verwendet werden. Die Addition von #Kstab (0 < # < 1) zuKSRI bzw.KQ1P0 ergibt
dann die Stei�gkeitsmatrix der stabilisierten Version der versteifungsfreien Formulierung.

Kstab
SRI = KSRI + # (KDISP � KSRI)

Kstab
Q1P0 = KQ1P0 + # (KDISP � KQ1P0)

(8.21)

In einer konsistenten nichtlinearen FE-Formulierung reicht es nicht aus, nur die Stei-
�gkeitsmatrizen zu modi�zieren. Wenn die asymptotische quadratische Konvergenz des
Newton-Verfahrens erhalten bleiben soll, dann m�ussen auch die inneren Kraftvektoren
von SRI- und Q1P0-Element ver�andert werden. Die Addition der Stabilisierungsvektoren
# (~FDISP � ~FSRI) (f�ur das SRI-Element) bzw. # (~FDISP � ~FQ1P0) (f�ur das Q1P0-Element)
zu den Elementkraftvektoren der versteifungsfreien Elemente ist deshalb in einer stabilen
und konsistenten Elementformulierung notwendig.

~F
stab

SRI = ~FSRI + # (~FDISP � ~FSRI)

~F
stab

Q1P0 = ~FQ1P0 + # (~FDISP � ~FQ1P0)

(8.22)

Die Bestimmung von # bedarf noch eingehender Untersuchung: die Abh�angigkeit vom
Materialgesetz der verformten Struktur, von der �au�eren Belastung und von dem in der
Simulation verwendeten Netz. In einer e�zienten Formulierung sollte # automatisch be-
rechnet und bei einer inkrementellen, schrittweisen Aufbringung der Belastung auch au-
tomatisch ver�andert werden.

8.3.1 Numerische Stabilit�atsuntersuchung

Die Aussagen der Abschnitte 8.1 bis 8.3 �uber numerische Instabilit�at und Stabilisierung
versteifungsfreier Elemente k�onnen an einem einfachen Beispiel demonstriert werden. Da
keine signi�kanten Unterschiede zwischen dem Q1P0- und dem SRI-Element auftreten,
werden nur die Resultate f�ur das letztere dokumentiert.
Ein W�urfel der Kantenl�ange 1mm wird durch vier gleiche Knotenkr�afte belastet (s. Abb.
8.1). Damit ein Rangabfall der Tangentenstei�gkeitsmatrix und damit negative Eigen-
werte des SRI-Elementes beobachtet werden k�onnen, mu� in diesem Beispiel mit Kraft-
steuerung gearbeitet werden. Die Verschiebungssteuerung f�uhrt beim SRI-Element im
Gegensatz zu EAS-Elementen (s. Wriggers, Reese [1996]) zu keiner Instabilit�at. In der
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Simulation wird ein um einen Penalty-Term erweitertes Neo-Hooke Material verwendet
(s. Liu, Hofstatter, Mang [1994]). Die elastische Energiedichte W

W = � (̂I1(C)� 3) +
1

2
K (J� 1)2; Î1(C) = J�2=3 (C11 + C22 + C33)

besitzt als Werksto�parameter die Neo-Hooke Konstante � und den Kompressionsmodul
K f�ur den volumetrischen Anteil der Energiedichte. Um nahezu volumentreue Verformun-
gen zu simulieren, erhalten diese Gr�o�en die Werte � = 102N=mm2 und K = 105N=mm2.

SRI #=0.01 DISP KOMPRESSION

30.20 48.39 48.92 3.2%
23.69 44.1 46.03 11.7%
19.68 41.67 44.39 16.5%
15.91 39.54 42.96 20.8%
0.118 32.20 38.14 36.0%

-1.223 31.68 37.82 37.1%
-2.527 31.19 37.51 38.2%

...
...

...
-62.99 13.27 30.96 80.0%

Tabelle 8.1: Eigenwertanalyse

F

F

F

F

Abb. 8.1: Einzelelement mit Kraftsteuerung

Die Tabelle 8.1 zeigt den jeweils kleinsten Eigenwert des Verschiebungselementes DISP,
des Selektiv Reduziert Integrierten (SRI) Elementes und des stabilisierten SRI-Elementes
f�ur # = 0:01. Der Tabelle kann entnommen werden, da� das SRI-Element schon bei
einer Kompression um ca. 37% einen negativen Eigenwert besitzt. Das

"
hour-glassing\

kann mit einem Stabilisierungsfaktor # = 0:01 zuverl�assig, d.h. bis zu einer Kompression
von fast 100%, beseitigt werden. Abb. 8.2 zeigt den kleinsten Eigenwert des stabilisier-
ten SRI-Elementes in Abh�angigkeit vom Stabilisierungsfaktor #. Die Kompression des
W�urfelelementes betr�agt 38.2%. Der kleinste Eigenwert beim unstabilisierten SRI-Element
(# = 0) betr�agt dann nach Tabelle 8.1 -2.527. Anhand der Abb. 8.2 wird deutlich, da� f�ur
# < 0:003 der Eigenwert sehr rasch gegen negative Werte (in Abb. 8.2 nicht angegeben)
strebt. Werte von # > 0:003 garantieren den richtigen Rang der Elementstei�gkeitsmatrix
und die Beseitigung von

"
hour-glass\ Verschiebungen des SRI-Elementes. Der Grenzwert

von # = 0:003 verschiebt sich jedoch bei zunehmender Kompression zu erheblich gr�o�eren
Werten.
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Abb. 8.2: Abh�angigkeit des kleinsten Eigenwertes bei einer Kompression
von 38.2% vom Stabilisierungsparameter #
(Eigenwert des SRI-Elements in diesem Zustand -2.53)

8.4 Simulation: Kompression eines W�urfels

Die folgende Simulation soll den Einsatz des SRI-Elementes und seiner stabilisierten Ver-
sion f�ur inhomogene nichtlineare Verformungen dokumentieren. Das Beispiel wurde der
Literatur entnommen (siehe z.B. Reese et al. [1998]), weil bei einer Vernetzung mit 8-
Knoten EAS-Elementen massiv

"
hour-glass\ Verschiebungen auftreten und daher zum

Test von Stabilisierungsmethoden f�ur EAS-Elemente verwendet wird. Es ist eine bemer-
kenswerte Tatsache, da� das SRI- und das Q1P0-Element in diesem Beispiel keine nume-
rischen Instabilit�aten aufweisen, d.h. eine Stabilisierung ist nicht notwendig.
Ein W�urfel der Kantenl�ange 1mm wird in der Umgebung des Mittelpunktes seiner Ober-

�ache nach Abb. 8.3 homogen belastet. Aufgrund der Symmetrie wird nur ein Viertel
des W�urfels mit einem 8�8�8 Netz diskretisiert. Der Block kann sich senkrecht zur Be-
lastungsrichtung frei ausdehnen. Als Material wird ebenso wie in Abschnitt 8.3.1 eine
Neo-Hooke Energiedichte mit volumetrischer Penalty-Energiedichte verwendet. Die Ma-
terialkenngr�o�en betragen � =10 N/mm2 und K=105 N/mm2. Die Belastung wird inkre-
mentell mit konstanten Lastschritten aufgebracht.
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F

C

Abb. 8.3: W�urfel aus Neo-Hooke Material (� = 10N=mm2, K = 105N=mm2)
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Abb. 8.4: Last-Verschiebungskurven f�ur ein Netz mit 8 � 8� 8 Elementen

NL: Anzahl der Lastschritte; Wc: Verschiebung in mm

In der Abb. 8.4 sind die Last-Verschiebungskurven f�ur das SRI-Element und das DISP-
Element dargestellt. Es ist deutlich zu erkennen, da� das Verschiebungselement DISP mit
zunehmender Belastung vollkommen versteift.
Abb. 8.5 zeigt das Netz aus SRI-Elementen nach 34 Lastschritten. Die Kompression bei
Punkt C in Abb. 8.3/8.5 betr�agt dann ca. 80%, d.h. der Block wird in der Mitte auf ein
F�unftel seiner urspr�unglichen L�ange zusammengepre�t.
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C

Abb. 8.5: Netz des deformierten W�urfels nach 34 Lastschritten

Obwohl in diesem Beispiel bei den SRI-Elementen kein Rangabfall auftritt, kann trotzdem
f�ur Elemente, die nach (8.21) und (8.22) konstruiert sind, die zunehmende Versteifung bei
wachsendem Stabilisierungsfaktor # demonstriert werden. Da es in

"
realen\ Anwendungs-

rechnungen schwierig oder gar unm�oglich ist, zwischen physikalischen und numerischen
Instabilit�aten zu unterscheiden, mu� bei Verdacht auf Rangdefekte die Stabilisierung nach
(8.21) verwendet werden. �Uber damit verbundene Versteifungse�ekte sollte sich der An-
wender anhand einfacher Beispiele informieren.
In der Abb. 8.6 sind die Last-Verformungskurven f�ur stabilisierte SRI-Elemente mit ver-
schiedenen Werten von # aufgezeichnet. # = 0 entspricht dem versteifungsfreien SRI-
Element und # = 1:0 dem konventionellen Verschiebungselement. Bei # = 0:01 ist die
Vertikalverschiebung am Punkt C schon um �uber 0.1 mm kleiner als f�ur das SRI-Element.
Dies entspricht einer relativen Abweichung von der SRI-Verschiebung um ca. 13%. Mit
wachsendemWert von # n�ahert sich die Verschiebung Wc monoton dem Resultat, der mit
dem Verschiebungselement erzielt wird.
Das Schaubild 8.6 macht deutlich, da� die Bestimmung des Stabilisierungsparameters
und eine evtl. erforderliche Ver�anderung dieses Faktors automatisch, unabh�angig vom FE-
Anwender erfolgen sollte. Ein beim Beginn einer nichtlinearenRechnung zu gro� gew�ahlter
Faktor garantiert die Stabilit�at des Elementes, f�uhrt aber zu schlechten Resultaten. Eine
vom FE-Programm durchgef�uhrte Berechnung von # ist derzeit nur in Ans�atzen erkennbar
und wird in der Zukunft noch viel Forschungsarbeit erfordern.
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Abb. 8.6: #-Sensitivit�at der Ergebnisse beim stabilisierten SRI-Element

NL: Anzahl der Lastschritte; Wc: Verschiebung in mm



Kapitel 9

Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Dissertation wird der Versuch unternommen, eine m�oglichst umfas-
sende Darstellung der Eigenschaften einiger moderner, versteifungsfreier dreidimensio-
naler 8-Knoten Volumenelemente zu geben. F�ur lineare elastische Probleme haben sich
die

"
enhanced assumed strain\ (EAS) Elemente bew�ahrt. Diese Elemente m�ussen hin-

sichtlich der Art und Anzahl der inneren Elementfreiheitsgrade optimiert werden, da
sonst die EAS-Elemente gegen�uber dem konventionellenVerschiebungselement einen deut-
lich gr�o�eren Berechnungsaufwand erfordern. Die systematische Untersuchung von EAS-
Quaderelementen bietet eine M�oglichkeit eine EAS-Formulierung zu erhalten, die auch
f�ur Hexaeder beliebiger Form zugleich versteifungsfreie Verformungen und eine e�ziente
Programmierung garantiert.
Der Einsatz von EAS-Elementen f�ur nichtlineare dreidimensionale Probleme mit gro�en
Deformationen ist nicht zu empfehlen. Die Gr�unde liegen nicht nur in dem gegen�uber an-
deren nichtlinearen Elementformulierungen erh�ohten Speicherbedarf f�ur die inneren Ele-
mentfreiheitsgrade. Es besteht auch keine M�oglichkeit die E�zienz der EAS-Elemente
analog dem linearen Fall zu steigern. Der Haupteinwand aber gegen einen Einsatz der
EAS-Formulierung liegt in der starken Anf�alligkeit f�ur das Auftreten von numerischen
Instabilit�aten.
Das Haupthindernis f�ur eine Verwendung des nichtlinearen, klassischen 8-Knoten Ver-
schiebungselementes sind die ausschlie�lich volumentreuen Verformungen vieler elasto-
plastischer und gummiartiger, hyperelastischer Werksto�e. Die volumetrische Versteifung
kann aber von vielen Elementformulierungen zuverl�assig und ohne die spezi�schen Nach-
teile der EAS-Elemente unterdr�uckt werden. Deshalb liegt der Schwerpunkt der Disserta-
tion auf der Untersuchung der sog. �F-Methoden. Die �F-Elemente zeichnen sich dadurch
aus, da� keine inneren Variablen explizit verwendet werden und damit auch keine stati-
sche Kondensation von Elementparametern durchgef�uhrt werden mu�. Spezialf�alle dieser
allgemeinen Methode sind das Q1P0- und das SRI-Element. Neben der im Vergleich zur
EAS-Methode gr�o�eren E�zienz sind �F-Elemente robuster, d.h. ein numerisch beding-
ter Rangabfall der Tangentenstei�gkeitsmatrix ist in viel geringerem Ausma� feststellbar.
Um die Instabilit�at zu unterdr�ucken, wird eine Methode beschrieben und getestet, die
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die gewichtete Di�erenz der Stei�gkeitsmatrizen vom Verschiebungselement und dem je-
weiligen versteifungsfreien Element als Stabilisierungsmatrix benutzt. Ein Schwerpunkt
zuk�unftiger Arbeit wird die automatische Berechnung des Stabilisierungsparameters sein.
Diesem kommt eine entscheidende Bedeutung zu, da ein zu gro�er Wert zwar die Stabi-
lit�at von SRI- oder Q1P0-Element garantiert, aber die Versteifung nicht mehr zuverl�assig
unterdr�uckt. Bei der Suche nach dem optimalen Wert k�onnen theoretische Eigenwert-
untersuchungen weiterhelfen, die vom Autor mit dem Programm MAPLE vorgenommen
wurden. Dabei werden die Eigenwerte der Stei�gkeitsmatrix eines stabilisierten Elementes
f�ur die homogene Kompression als Funktion der Deformation und des Stabilisierungsfak-
tors ermittelt. Die Resulate werden zu gegebener Zeit ver�o�entlicht werden.
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Liste der Bezeichnungen

Vektoren, Tensoren und Matrizen werden in der vorliegenden Arbeit mit Fettschrift dar-
gestellt. Ein Pfeil �uber einer Gr�o�e kennzeichnet Vektoren bzw. Spaltenmatrizen. Alle
verwendeten Bezeichnungen und Abk�urzungen werdem im Text erl�autert. Einige h�au�g
verwendete Schreibweisen sind in der folgenden Liste zusammengestellt.

nelm Anzahl der Elemente in einer FE-Diskretisierung

J Determinante des F-Tensors

SP Spur eines Tensors bzw. einer Matrix

det bzw. Det Determinante eines Tensors bzw. einer Matrix

I1, I2, I3 Invarianten eines Tensors bzw. einer Matrix

grad Gradientenoperator bzgl. der Momentankon�guration

GRAD Gradientenoperator bzgl. der Referenz�guration
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