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Kapitel 1

Einleitung

Die folgende Einfiihrung in einen wichtigen Teilbereich der aktuellen Forschung tiber die
Finite Elemente Methode (FEM) befafit sich mit der Formulierung versteifungsfreier, ro-
buster, dreidimensionaler 8-Knoten Volumenelemente. Dabei werden die Motivation und
die Ziele der vorliegenden Arbeit dargestellt und es wird eine kurze Zusammenfassung des
Inhalts der einzelnen Abschnitte gegeben.

Ausgangspunkt dieser Arbeit iiber 3D Volumenelemente sind die Artikel von Simo, Ri-
fai [1990], Simo, Armero [1992] und Simo, Armero, Taylor [1993]. In diesen Artikeln
wurde eine neue Methode vorgestellt, die es erlaubt, die bekannten Versteifungseffek-
te von Elementen mit bilinearen (4-Knoten Scheibenelement) und trilinearen (8-Knoten
Hexaeder) Ansatzfunktionen zu beseitigen oder abzuschwéchen. Diese sog. ,,Enhanced As-
sumed Strain“ Methode (EAS) bietet eine elegante Moglichkeit das bewdhrte 8-Knoten
Volumenelement bei der Berechnung inkompressibler Materialien oder der Simulation von
Strukturen einzusetzen, die durch Biegung beansprucht werden. Man schreibt in diesem
Zusammenhang auch von einer Beseitigung der Biegeversteifung und der volumetrischen
Versteifung des konventionellen 8-Knoten Verschiebungselementes. Fiir lineare Anwen-
dungen erwiesen sich die EAS-Elemente als iiberaus erfolgreich. Wenn in den numerischen
Simulationen geometrische und materielle Nichtlinearitéten berticksichtigt werden, zeigen
sich teilweise schwerwiegende Nachteile gegeniiber anderen, , klassischen® Elementen fiir
nichtlineare Berechnungen wie dem Q1P0- (Simo, Taylor, Pister [1985]) und dem SRI-
Element (Hughes, Malkus [1978]). Die geringe Effizienz der EAS-Elemente wird durch die
neun bis zwolf inneren Elementparameter verursacht. Letztere miissen durch eine zeit-
aufwendige statische Kondensation, d.h. eine Inversion einer 9 x 9 bis 12 x 12 Matrix,
auf Elementebene eliminiert werden. Da die Elementfreiheitsgrade zur Spannungsberech-
nung bendtigt werden, muf hierfiir zusétzlicher Speicher reserviert werden. Dieser hohe
Aufwand im Vergleich zum Q1P0- und SRI-Element wird durch die bessere FErfassung
der Biegesteifigkeit solcher EAS-Elementformen gerechtfertigt, bei denen drei charakteri-
stische Langen erheblich voneinander abweichen. Bei dieser Argumentation bleibt jedoch
unberiicksichtigt, dafl die eigentliche Herausforderung fiir die Elemententwicklung das
(nahezu) inkompressible Deformationsverhalten vieler Werkstoffe bei grofien Verzerrun-
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4 KAPITEL 1. EINLEITUNG

gen darstellt. Die Simulation der Umformung elasto-plastischer Metalle wie der Verfor-
mung von hyperelastischen Materialien (z.B. Gummi) kann auch mit Elementen erfolgen,
die ausschlieBlich die volumetrische Versteifung unterdriicken. Eine weitere Eigenschaft
nichtlinearer EAS-Elemente ist das ausgeprégte Auftreten von numerischen ., hour-glass®
Instabilitaten. Mit Hilfe spezieller Stabilisierungstechniken ( Glaser, Armero [1997], Wrig-
gers, Reese [1996]) kann dieses Problem fiir das Ogden-Materialgesetz gelost werden. Auch
bei anderen nichtlinearen Elementen (Q1P0-, SRI- und F-Element) tritt ,hour-glassing®
auf. Wie numerische Beispiele zeigen, sind diese aber erheblich weniger anfillig fiir einen
Rangabfall der Element- und Struktursteifigkeitsmatrizen als EAS-Elemente und kénnen
auf einfache Weise stabilisiert werden.

Nach den obigen Ausfithrungen ist es folgerichtig, sich auf die Beseitigung der volume-
trischen Versteifung bei 8-Knoten Hexaedern zu konzentrieren. Um den Blick auf das
Wesentliche der nichtlinearen Elementformulierung nicht zu verstellen, beschrankt sich
die vorliegende Untersuchung auf allgemeine hyperelastische Werkstoffe. Damit kénnen
Materialien modelliert werden, fiir die eine Verzerrungsenergiedichte W = f(C) als Funk-
tion des rechten Cauchy-Green Tensors C existiert. Andere Materialmodelle wie Elasto-
Plastizitat fiir grofle Deformationen kénnen ohne Schwierigkeiten in die vorgestellten Ele-
mente eingebaut werden (siehe hierzu Dissertation Doll [1998]).

In Abschnitt 2 werden einige fiir das Verstandnis notwendige Grundlagen und Schreib-
weisen bereitgestellt. Da diese Arbeit nicht den Anspruch erhebt, ein Lehrbuch zu sein,
wird auf eine Wiedergabe allgemein bekannter Grundlagen der FEM und der Kontinu-
umsmechanik verzichtet.

In Abschnitt 3 wird die lineare EAS-Formulierung ausfithrlich dargestellt und untersucht.
Es werden verschiedene EAS-Elemente fiir unterschiedliche Anforderungen entwickelt und
diskutiert. Unter dem Gesichtspunkt der Effizienz wird ein Weg vorgeschlagen, die Stei-
figkeitsmatrizen von Hexaedern beliebiger Geometrie mit moglichst geringem Aufwand
zu berechnen. Die Auswirkung der Elementgeometrie auf die Qualitdt der EAS-Elemente
wird anhand von Quader, Parallelepiped und allgemeinem Hexaeder dargestellt. Einige
reprasentative numerische Beispiele zeigen die Méglichkeiten aber auch die Grenzen der
urspriinglichen wie der modifizierten EAS-Methode.

In Abschnitt 4 wird die EAS-Formulierung fiir die Simulation nichtlinearer Probleme be-
schrieben. Leider gibt es keine Moglichkeit, wie im linearen Bereich durch Modifikationen
der originalen Methode nach Simo et al. [1992,1993] die Effizienz der Elemente zu stei-
gern. Besonderes Interesse gilt in diesem Abschnitt der Frage, wie die EAS-Methode die
Zwangsbedingung der Inkompressibilitdt punktweise erfiillen kann.

In Abschnitt 5 werden die F-Elemente vorgestellt und diskutiert. Hier wird gezeigt, wie
durch eine Modifikation der Elementdilatation und damit des Deformationsgradienten
die volumetrische Versteifung beseitigt werden kann. Besonderer Wert wird auf die Her-
ausarbeitung der Unterschiede in der Steifigkeitsmatrix und dem Elementkraftvektor zur
konventionellen Verschiebungsformulierung gelegt. Zwei konkrete F-Operatoren und die



zugehorigen Elemente werden beschrieben. Beendet wird dieser Abschnitt durch die Un-
tersuchung einer sog. inkonsistenten F-Formulierung, die zwingend zu einer unsymmetri-
schen Tangentensteifigkeitsmatrix fithrt.

Abschnitt 6 zeigt den Zusammenhang zwischen dem Q1P0-Element, das auf einem 3-Feld
Funktional mit unabhéngigen Verschiebungen, Druck und Dilatation basiert, mit dem F-
Formalismus.

In Abschnitt 7 werden die in Abschnitt 5 vorgestellten Elemente fiir einen in der Praxis
wichtigen Spezialfall untersucht: hyperelastische Werkstoffgesetze mit Entkopplung von
isochorem und volumetrischem Verformungsverhalten. Nicht nur aus Griinden einer effizi-
enten Programmierung ist es sinnvoll, Elemente mit dieser Materialmodellierung in einem
eigenen Abschnitt zu untersuchen. Auch das in der Praxis der Simulation sehr wichtige
SRI-Element kann in die Untersuchung einbezogen und mit den F-Elementen verglichen
werden.

Abschnitt 8 behandelt die numerische Instabilitdt von 8-Knoten Hexaedern bei homoge-
ner Kompression. Es wird beispielhaft anhand von SRI- und Q1P0-Element gezeigt, daf
die Instabilitdt durch Addition einer Stabilisierungsmatrix zur Elementsteifigkeitsmatrix
iiberwunden werden kann. Einige numerische Simulationen machen die Problematik deut-
lich, die beim Einsatz dieser Stabilisierung besteht, speziell das Problem der geeigneten
Wahl des Stabilisierungsparameters.

Abschnitt 9 beendet die vorliegende Arbeit mit einer Zusammenfassung und der Bewer-
tung der wesentlichen Ergebnisse. Ein Ausblick auf zukiinftige Entwicklungen bei der
Elementformulierung soll einen Weg zeigen, Defizite derzeitiger ,,nichtlinearer® 8-Knoten
Elemente zu beseitigen.



Kapitel 2

Grundlagen

Dieser Abschnitt soll kein Lehrbuch zur Kontinuumsmechanik oder zur Methode der Fi-
niten Elemente ersetzen. Eine ausfithrliche Wiedergabe allgemein bekannter Sétze, De-
finitionen und Herleitungen erfolgt daher nicht. Auf eine Finfithrung isoparametrischer
Volumenelemente wird aus denselben Griinden verzichtet, wie auf die Grundlagen der
Tensorrechnung oder der Kontinuumsmechanik. Es werden nur Bezeichnungen und De-
finitionen aus der Mechanik und der FEM kurz erldutert, die fiir das Verstdndnis und
eine leichte Lesbarkeit der folgenden Ausfithrungen erforderlich sind. Fiir eine intensi-
ve Beschéftigung mit einzelnen Themenbereichen steht die einschlagige Fachliteratur zur
Verfiigung (z.B. die Biicher von Betten [1993], Crisfield [1991/96], Zienkiewicz, Taylor
[1989] und Simo, Hughes [1998]).

Abb. 1: Das isoparametrische Konzept

Die Verschiebungen 4 = (u,v,w)? und die Komponenten des Ortsvektors X = (z,y, 2)"
werden im 8-Knoten Element durch Knotenverschiebungen u;, v;, w; bzw. Knotenkoordi-
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naten x;, y;, z; und die konventionellen trilinearen Form- oder Ansatzfunktionen

Nic=—(T4rmr)(L+ss)(1+841) (1=1..8) (2.1)

oo | —

dargestellt (siehe Abb 1.1). Dieses Vorgehen bedeutet eine Approximation der Verschie-
bungen und der Geometrie an den Elementknoten, sowie eine Interpolation im Element
mit den Knotenwerten von d und X als Interpolationsstiitzpunkten.

Fiir eine kompakte Darstellung werden die acht Formfunktionen im Vektor @i und die
Knotenwerte der Verschiebungskomponenten in x-, y- und z-Richtung in den Vektoren
U,, vV, und w, zusammengefalit. Entsprechend werden aus den Ortskoordinaten der acht
Elementknoten drei Vektoren X,,, ¥, und z, gebildet.

o= (N', ..., N®T W, = (u', .. u®)T, %, = (2!, ..., %7, (2.2)

Weiter kénnen die Knotenverschiebungen und Knotenkoordinaten zu jeweils einem einzi-
gen Vektor mit je 24 Komponenten zusammengesetzt werden. Diese Darstellung wird bei
der Untersuchung des diskretisierten Verzerrungstensors verwendet.

u, = (ﬁZ,VZ,VVZ)T = (u', .80 08wt L w®)T d e R (2.3)
X, 1= (if,yf,zf)T = (2% .25yt LS 2 AT R e R (2.4)

Mit den in (2.2), (2.3) und (2.4) definierten Knotenvektoren lassen sich das Verschiebungs-
und das Ortsvektorfeld in iibersichtlicher Weise darstellen.

u 8 N u' il 4, [ al &7 &' ]
i={ o | =) [ N = d"v, |=]08 ' & | i (2.5)
w =1 Nz wt ﬁT W/n =7 ST ST
x 8 N 2t nl %, sl &7 &' ]
%= y — Z Nz yi _ ﬁT }—;n _ 6T ﬁT 6T }—(»6 (26)
z =1 \ Nz il Z, 67 8" A |

Um Verzerrungen berechnen zu koénnen, werden die Ableitungen der Verschiebungen
nach den kartesischen Koordinaten benétigt. Diese erhélt man mittels der Jacobi-matrix
J. Gleichung (2.7) zeigt den Zusammenhang zwischen den Ableitungen einer beliebigen
Funktion f nach isoparametrischen und den Ableitungen nach kartesischen Koordinaten.



8 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

o\ 0y 0y [0 os
or dr Or Or Ox Ox
of | _ | 9 9y 0= af (41 o (2.7)
0s ds 0Js Os dy dy
or | oo || o os
ot ot ot ot 0z 0z

Nach Belytschko et al. [1984] kénnen die Formfunktionen N; in eine Summe aus einem
konstanten Term, drei in den kartesischen Koordinaten x, y und z linearen Polynomen
und vier sog. ,hour-glass® Funktionen ¢; entwickelt werden.

gL =7Ts, g =11, g3 = st, gy =rst (2.8)
dargestellt werden (siehe hierzu auch Simo et al. [1993]). Fiir den Vektor n gilt deshalb
Gleichung (2.9).

ﬁ:ﬁc‘|‘$6x‘|‘ygy‘|’zgz‘|‘gl:)’)1‘|‘92:)’)2‘|‘93'73‘|‘94:7)4 (2.9)

In Gleichung (2.9) bestimmen die Vektoren Bx, By und b, die konstanten Verzerrungen
im Element. Da (2.9) als eine Taylorreihenentwicklung von  um den Elementmittelpunkt
interpretiert werden kann, sind diese drei Vektoren die partiellen Ableitungen des Vektors
der Formfunktionen nach den kartesischen Koordinaten, ausgewertet an der Stelle r = 0,

s=0und t = 0.
(by, by, b.) = <8n7 8n7 an>
dx’ dy 0z (r,s,¢=0)

Der Vektor der ,, Translationen“ n. — der Wert von i am Elementmittelpunkt — wird nach

(2.10)

der folgenden Gleichung berechnet.

- - 1
. =€8<(& %,)b, =& ¥,)b, =& Z,)b. , €= g(1,1,1,1,1,1,1,1)T (2.11)

Die im Restglied der Taylorreihenentwicklung (2.9) auftretenden 4-Vektoren sind die von
Belytschko eingefithrten sog. vier 4-Projektionsvektoren.

5, =h; <, X,)b, <(h; y,)b, &(h, Z,)b, (1=1.4) (2.12)
Falls die Jacobi-Matrix im Element konstant ist — das Element besitzt dann die Form

eines Quaders oder Parallelepipeds — reduzieren sich die 4-Vektoren auf die einfacheren
yhour-glass® Vektoren hy...hy.



+1 +1 +1 <l
sl el 41 41
+1 <1 <1 &l
— — — — 1

hy, hy, hs, hy =3 f} i& :} ii (2.13)
s 41 el el
+1 +1 +1 +1
sl el +1 &l

In der FEM wird gew6hnlich die Vektor-Darstellung fiir Tensoren zweiter Stufe benutzt.
Die sechs unabhédngigen Elemente eines symmetrischen Tensors, z. B. der Cauchysche
Spannungstensor o, werden dabei zu einem Vektor & zusammengefaft.

Oz Ozy Ogz
.
_ _ T
o=\ oy 0y O O = (Ouzy Oyyy Trzy Oy Orzy Oy (2.14)
Opz Oyz Ozz

Der Vektor der sog. Ingenieurdehnungen €, der aus dem linearen oder infinitesimalen
Verzerrungstensor € gebildet wird, besitzt die besondere Eigenschaft, dafl statt der Sche-
rungen €, €, und ¢,, die Gleitungen v,, = 2 €,y Yoy = 2 €4y und 7y, = 2 ¢, verwendet
werden.

> T
€= €ry Cyy Cyz € = (€xay €yyy €22y Yays Yazs Vyz) (2.15)

Der lineare Verzerrungstensor ist der symmetrische Anteil des Verschiebungsgradienten

1
€=3 (grad @ 4 grad® @)

und besitzt in einer kartesischen Basis die Matrixdarstellung (2.16). Da auch inkompatible
Verzerrungen (s. Abschnitt 3.1) bei der Formulierung von 8-Knoten Volumenelementen
benutzt werden, erhélt der kompatible Verzerrungstensor den Index u.

ou ou Jdv Ju OJw
9r Oy oz 0z oz
1 ou  Ov Ov Jv  OJw
|t e wtay
ou Ow Jdv Jw ow

o oy "oy lo-

2

(2.16)
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Der diskretisierte symmetrische Anteil des Verschiebungsgradienten wird durch die Ma-
trix B, die die Verzerrungen mit den Knotenverschiebungen verkniipft, und die Knoten-
verschiebungen U, ausgedriickt. Fiir die Darstellung von B werden die Definitionen in
Gleichung (2.17) verwendet.

- ON? s ont
N = n, = —— = (N} NDT 2.1
x ax ? nx ax ( x ? x) ( 7)

Damit ergibt sich fiir den Vektor der Ingenieurdehnungen die Darstellung in (2.18).

r =T ST ST

€ n, o 0o
ol @l gt
Cyy y —
. (—)»\T (—)»\T ﬁT u,
€ = 2z = | 5 -p & v, | =Biu., B € R** (2.18)
Vo= n, o n,
o = ST ST
yz | o n, n, |

Statt (2.18) kann die B-Matrix auch aus 6 x 3 Matrizen aufgebaut sein (Gl. (2.19). Diese
~knotenorientierte“ Konstruktion erweist sich oft als vorteilhaft gegentiber (2.18).

N0 0
0 N, 0 ;
P - 0 0 Né ui ~1 6X3 =1 3
(—:—2:1 ) ;}) _;Biue, B; ¢ R @' € R (2.19)
N: 0 N
|0 NN

Aufgrund der Darstellung von i in (2.9) zerfallt die B-Matrix der konventionellen Ver-
schiebungsformulierung in eine konstante Matrix B. und eine nichtkonstante, ortsabhangi-

ge Matrix By,.
€e=Bu. = (B.+B,)u. (2.20)

Mit der konstanten Matrix B. werden im Element die homogenen Verzerrungsanteile be-
rechnet. Aus Konvergenzgriinden miissen die konstanten Verzerrungen in allen Element-
formulierungen {ibereinstimmen (s. Zienkiewicz, Taylor [1989]).

b, 0 0 b, b. 0
B = | 0 b, 0 b, 0 b, (2.21)
0 0 b. 0 b, b,
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Die ortsabhéngige Matrix By der Verschiebungsmethode enthilt die Terme, die die un-
erwiinschte volumetrische Versteifung und die Biegeversteifung verursachen (s. Abschnitt
3.2.1 und 3.2.2). Diese Matrix muf deshalb in einer versteifungsfreien Formulierung wie
der EAS-Methode verédndert werden. Die Matrix Bj, dient auch als Stabilisierung fiir die
Matrix B., denn eine Steifigkeitsmatrix, die nur mit der homogenen Matrix B, statt mit
B gebildet wird, besitzt den Rang 6. Damit keine numerischen Instabilitaten auftreten,
muf} die Steifigkeitsmatrix eines 8-Knoten Hexaeders den Rang 18 besitzen.

[ Ok -, 3 3 Igr 5 O9x - K |
- gk - - 9k - - 9k -
B! = 7 7 o - 2.22
h By k O Yk 0~ Yk ( )
e e 99 e Igr o 99 -
I 0~ Yk Or Yk dy Yk |

Die entscheidende kinematische Gréfle in geometrisch nichtlinearen Problemen ist der
Deformationsgradient. Dieser Tensor zweiter Stufe transformiert infinitesimale Linienele-
mente in der Referenzkonfiguration in infinitesimale Linienelemente in der Momentankon-
figuration.

d}_ft — F d)zref

Groflen die sich auf die Ausgangs- oder Referenzkonfiguration beziehen, werden mit dem
Index ref und solche, die sich auf die aktuelle oder momentane Konfiguration beziehen,
werden mit dem Index ¢ gekennzeichnet.

O

Abb. 1.1: Abbildung der Referenz- in die Momentankonfiguration
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Der Verschiebungsvektor i = X; &X,¢ stellt den Zusammenhang von F mit den Verschie-
bungsgradienten GRADU und gradd her. Hier und im folgenden wird mit GRAD der
Gradientenoperator bzgl. Koordinaten der Ausgangsgeometrie und mit grad der Gradient
bzgl. Koordinaten der aktuellen Geometrie bezeichnet.

F=1+GRADQ (2.23)

In einer kartesischen Basis wird F durch die Matrix in (2.24) reprasentiert.

r 4 ou ou Oou 7
O0yey 0Yyey 0%y
F— G ov (2.24)
O0yey 0Yyey 0%y '
ow ow 4 ow
L al‘ref ayref aZref J

Die Diskretisierung der Matrix in (2.24) mittels (2.5) fiithrt aufgrund der Unsymmetrie
von F in Analogie zu (2.18) und (2.19) auf eine 9 x 24 Matrix bzw. acht 9 x 3 Matrizen.
Eine grofie Bedeutung bei der Formulierung nichtlinearer Finiter Elemente (s. Abschnitt
4-7) besitzt das Verhalten von F fiir Starrkorperdrehungen. Wenn die Abbildung X (Xef)
den Deformationsgradienten F besitzt, dann fithrt eine anschliefende Starrkérperdrehung
des verformten Kérpers d¥’ = Q d%,, mit Q' = Q” und det(Q) = 1, zum Deformations-
tensor ' = QF.

d%' = Qd&, = QF d%,es = F'd%y = F' = QF (2.25)

Der mit F gebildete symmetrische, positiv definite rechte Cauchy-Green Tensor
C:=F'F,

der im Gegensatz zu F ein Verzerrungstensor ist, wird in den Abschnitten iiber die nicht-
linearen Elementformulierungen verwendet.

Fiir die Formulierung von Materialgesetzen und die Entwicklung von 8-Knoten Hexaedern
im geometrisch nichtlinearen Bereich werden auch der Cauchysche Spannungstensor o,
der Kirchhoffsche Spannungstensor 7 und der zweite Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor
S verwendet. (2.26) zeigt den Zusammenhang dieser drei Spannungen.

az%FSFT:JT, J = det(F) (2.26)
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Fiir die Berechnung der Tangentensteifigkeitsmatrizen in einer nichtlinearen FE-Simulation
werden aufler den Spannungen (2.26) auch objektive Zeitableitungen dieser Spannungen
bzw. objektive Spannungsraten benétigt (siehe hierzu Crisfield [1997] und Simo, Hughes
[1998]). Die Truesdellsche Rate des Kirchhoffschen und des Cauchyschen Spannungsten-
sors, gekennzeichnet durch den Index tr, sind in (2.27) und (2.28) definiert. Ein Punkt
ohne Index bezeichnet die materielle zeitliche Ableitung der Spannungstensoren, die be-
kanntlich mit Ausnahme der Ableitung von S nicht objektiv ist.

Fo=FSF! =+ &(FF )7 o7 (FF )T (2.27)
o= - (2.28)
= :

t 7 TR

Der Zusammenhang zwischen den Spannungsraten und den zeitlichen Anderungen der
Verzerrungen ist in (2.29) dargestellt. Die Gréfien C+ und Cg sind Tensoren vierter Stufe,
die sog. Werkstofftensoren.

S = CsC (2.29)
o = Crd . d=-(FF'4+F )

[N



Kapitel 3

Die lineare EAS-Methode

Der Ausgangspunkt fiir die nachfolgenden Untersuchungen und die Entwicklung eines
neuen 3D Festkorper Elements ist eine kurze Herleitung der allgemeinen linearen ,,enhan-
ced assumed strain“ (EAS) Formulierung, die von Simo, Rifai [1990] entwickelt wurde.
Ihr bahnbrechender Artikel hat eine ganze Flut von Beitrdgen zur FEM ausgel6st und
ihre Uberlegungen und Darlegungen sind auch heute noch grundlegend.

Erweiterte inkompatible Verzerrungen wurden von Simo et al. eingefithrt, um die Defi-
zite des 8-Knoten Standardelementes zu beseitigen. Fs handelt sich dabei einerseits um
die volumetrische Versteifung bei quasi-inkompressiblem Material und andererseits um
die Biegeversteifung. Die Auswirkungen der EAS-Terme auf die Kinematik der Verschie-
bungsformulierung kénnen auf einfache und tibersichtliche Weise anhand eines achsenpar-
allelen Quaders dargestellt und diskutiert werden. Daher beschéftigt sich Abschnitt 3.2
zunachst mit der Anwendung der EAS-Methode auf diese speziellen Hexaeder. Die aus der
statischen Kondensation der EAS-Freiwerte resultierenden ortsabhingigen Bj-Matrizen
(siehe Abschnitt 3.1) kénnen fiir achsenparallele Quader explizit und analytisch, d.h. als
Funktionen der Material- und Geometrieparameter berechnet werden. Dadurch wird eine
analytische Eigenwertuntersuchung der Elementsteifigkeitsmatrix moglich, was die theo-
retische Untersuchung der Vor- und Nachteile einer speziellen EAS-Formulierung erlaubt.
Ausgehend von der Formulierung von EAS-Elementen fiir achsenparallele Quader werden
anschlielend beliebig orientierte Quader und Parallelepipede in Abschnitt 3.3 untersucht.
Abschnitt 3.4 befait sich dann mit Hexaedern beliebiger Gestalt und Orientierung. Die
Jacobi-Matrix solcher Elemente ist ortsabhangig und die H-Matrix daher vollbesetzt. Die
Konsequenz ist, daB sich die Bj-Matrix nicht mehr geschlossen darstellen 1aBt. Es wird
sich auch zeigen, dafl Modifikationen an der urspriinglichen EAS-Formulierung von Si-
mo, Rifai [1990] unumginglich sind, um fiir allgemeine Hexaeder ein zuverlassiges, d.h.
versteifungsfreies und nicht-kinematisches sowie effizientes Element zu erhalten. Eine sol-
che Modifikation wurde erstmals von Simo et al. [1993] vorgeschlagen. Darauf aufbauend
wird in Abschnitt 3.6 eine weitere Methode vorgeschlagen, um ein versteifungsfreies und
stabiles Element zu erhalten.

14
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3.1 Grundlagen

Die variationelle Grundlage der Uberlegungen von Simo et al., die zu einer neuen Me-
thode fiir die Formulierung von versteifungsfreien dreidimensionalen 8-Knoten Elementen
fithrt, ist das Hu-Washizu Funktional mit unabhéngigen Spannungen o, unabhingigen
Verzerrungen €, unabhingigen Verschiebungen i und dem symmetrischen Anteil des Ver-
schiebungsgradienten €,:

1 Nelm Nelm .
HHW:§E/eoCedVe—l—2/0’0(6u<:>6)dve—|-ﬂext(u) (3.1)
e=ly, v,

II..; ist das Funktional der &ufleren Lasten, also das Funktional der Volumen- und Ober-
flachenkrafte. V. ist das Elementvolumen und der Tensor vierter Stufe C ist der Werkstofl-
tensor. Nach dem Ubergang zu der in der FEM iiblichen Matrix-Vektor Schreibweise wird
dieser Tensor durch die sog. Spannungs-Verzerrungsmatrix C ersetzt, die fiir ein elastisch
isotropes Material die folgende Form besitzt:

E, By Ey 0 0 0
E, By B, 0 0 0
a_| B B2 B0 0 0
0 0 0 G 0 0
0 0 0 0 G 0
0 0 0 0 0 G

Die Konstanten F;, Fy und G sind wie folgt definiert:

E(l &v) B Ev B D)
(1+v)(le2) 77 -

b= (1 + )1 =20)’ 21 +v)

Die einzigen Materialkonstanten in der linearen, isotropen Theorie sind der Elastizitéats-
modul £ und die Querkontraktionszahl oder Poissonzahl v.

Die Strategie von Simo, Rifai [1990] besteht darin, die Verzerrungen des konventionellen
Verschiebungselementes €, durch die sog. inkompatiblen Verzerrungen et
um damit die Darstellung der Verzerrungen bei gréberen FE-Diskretisierungen zu ver-
bessern. Die Gesamtverzerrungen setzen sich dann im linearen Fall additiv aus diesen
zwel Verzerrungen zusammen. Die Komponenten von € sind im Element durch lokale

zu erweitern,

Elementparameter (zusammengefafit im Vektor @, ) und Interpolationsfunktionen (zusam-
mengefafit in der Matrix G) definiert.

e=é, +e)=Bi.+Gg, @, € R (3.2)
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Die Wahl der inkompatiblen Interpolationsfunktionen G und die Bestimmung der inter-
nen Elementparameter @, sind fiir die Qualitat eines EAS-Elements entscheidend. Aus
diesem Grunde miissen Wege gefunden werden, die Auswahl der Interpolationsfunktionen
systematisch vorzunehmen.

Setzt man das obige Verzerrungsfeld (3.2) der EAS-Methode in das Hu-Washizu 3-Feld

Funktional (3.1) ein, so erhalt man das folgende Funktional:

1 Nelm T . Nelm T _)(2) .
HHW = 5 z; /6 C Ed‘/e + z; /0' € d‘/e + Hewt(u) . (33)
“=lv, T

Dieses Funktional enthilt noch die Spannungen &. Mit Hilfe der Orthogonalitatsbedin-
gung

/J-T eV, =0  Le=1l..num (3.4)

Ve

kénnen die Spannungen im Funktional eliminiert werden. Das Resultat ist ein 2-Feld
Funktional fiir kompatible und inkompatible Verzerrungen bzw. fiir das Verschiebungs-
und das inkompatible Verzerrungsfeld. Im Fall konservativer Probleme kann (3.5) als
verallgemeinerte potentielle Energie des elastischen Kérpers interpretiert werden.

Nelm
n=-Y /(gu + éNTC (e, + V) dV. + ., (d) (3.5)

e=1 V.

Die weitere Entwicklung der EAS-Methode wird von den Spannungen nicht mehr be-
einflufft. Da mit linear-elastischen FE-Simulationen aber in erster Linie die Spannungs-
verteilung analysiert werden soll, ist es von Interesse Spannungen so zu berechnen, daf
Gleichung (3.4) nicht nur fiir homogene Spannungen erfiillt wird, was immer maéglich ist
(s.u.). Eine ausfiihrliche Darstellung der Spannungsberechnung in Verbindung mit der
EAS-Methode findet sich bei Simo, Rifai [1990]. Andelfinger, Ramm [1993] und Bischolff,
Ramm [1998] untersuchten den Zusammenhang der EAS-Methode mit der Formulierung
nach Hellinger-Reissner, die auf der Unabhéngigkeit der Elementspannungen basiert, um
auf diese Weise variationell konsistente Spannungen zu erhalten.

(i)

Die Forderung nach Orthogonalitit zwischen & und €% mufl zumindest fiir beliebige

konstante Spannungszusténde erfiillt sein.

/E“') v,=0 & /dee =0 (3.6)
Ve

Ve
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Die Gleichung (3.6) fiir die Matrix G ist ein Kriterium, das iiber die Erfiillung des sog.
Patch-Tests und damit iiber die Konvergenz einer speziellen EAS-Formulierung entschei-
det. Die Sicherheit mit einer auch im streng mathematischen Sinne konvergenten EAS-
Formulierung zu arbeiten, bietet ausschliefllich eine G-Matrix, die fiir beliebige Element-
geometrien Gleichung (3.6) erfiillt.

Simo und Rifai [1990] haben ein Verfahren zur Konstruktion der Interpolationsmatrix G
vorgeschlagen. Danach wird in isoparametrischen Koordinaten in der natiirlichen Basis
eine Matrix Gg¢ definiert und diese dann mittels einer im Element konstanten Matrix T.
in das globale kartesische Koordinatensystem transformiert.

G="LT.G, (3.7)
J

Die Elemente von T. bestehen aus Produkten der am Elementmittelpunkt ausgewer-
teten Jacobi-Matrix. Der Faktor j./j, der Quotient aus der am FElementmittelpunkt
Eo = (0,0,0)T ausgewerteten Jacobi-Determinante j. und der am Ort E = (r,s,1)T be-
rechneten Jacobi-Determinante j, garantiert die Erfilllung der Orthogonalitatsbedingung
(3.6) fiir beliebige Elementgeometrien.

Die innere Energie ist nach der Diskretisierung der Verzerrungsfelder durch B- und G-
Matrizen und nach der Diskretisierung von Il.,; durch den nachfolgenden Ausdruck ge-
geben.

Nelm

1
Hel = 5 Zﬁ?/ B C(Bd. +G@,)dV. + (3.8)
e=1 €
1 Nelm T T . .
5 . VG CBiu.+Gg,)dV.
e=1 €

Die Knotenverschiebungen u, und Verzerrungsparameter @, einer Gleichgewichtslage, die
sich unter den gegebenen Lasten und Randbedingungen einstellt, miissen das obige Poten-
tial minimieren. Die notwendige Bedingung fiir ein Minimum ist durch das Verschwinden
der ersten Variation der potentiellen Energie 611 = 0 gegeben. Da Knotenverschiebungen
U, und EAS-Parameter @, unabhingig voneinander variiert werden, liefert die Gleichung
OIl = 0 zwei lineare Gleichungssysteme fiir die beiden gesuchten Vektoren u. und @,.

—

Die zweite Gleichung muf} in jedem Element erfiillt werden. F.,; ist der Knotenvektor

Nelm
der auBeren Krifte und A in (3.9a) ist der FE-Assemblierungsoperator, der aus den
e=1

Elementmatrizen die Steifigkeitsmatrix der Gesamtstruktur aufbaut.
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n

elm Nelm =

A /BTCBd\/e i + A /BTCdee p. = Fou

e=1 e=1
ve ve (3.9)
/GTCBdVe . + /GTCGdVe . = 0  e=1l.nun

Ve Ve

Unter Beriicksichtigung der additiven Aufspaltung der B-Matrix in einen konstanten und
einen ortsabhéngigen Summanden B = B. 4+ Bj, und dem Verschwinden der iiber das
Elementvolumen gemittelten G-Matrix (Gl. 3.6), liefert nur die ortsabhéngige Matrix By,
einen Beitrag zu der Kopplungsmatrix in Gleichung (3.9).

/(Bc—|-Bh)TCGdV6:/BZCGdVe : /deezo (3.10)
Ve

Ve Ve

Durch die Einfithrung der folgenden Definitionen fiir die Elementmatrizen im Gleichungs-
system (3.9):

K = /BTCBdVe K ¢ R*# (3.11)
Ve

H = /GTCGd‘/e Hc R easxeas
Ve

L = /GTCBh d‘/e L e Reasx24
Ve

kann (3.9) durch das {ibersichtlichere Gleichungssystem (3.12) ersetzt werden.

n n
elm = elm

A [Kﬁe+LT¢e = F.. = A F. (3.12)

e=1 e=1

]—_J]jl’\e—|—H(;§6 = 6 c = 1...nelm

Die inkompatiblen Verzerrungen in der EAS-Methode sind dadurch charakterisiert, dafl
den EAS-Parametern @, keine dufleren Lasten entsprechen und die inkompatiblen Ver-
zerrungen aufgrund ihres lokalen Charakters nur im Element stetig sind. Diese Tatsache
kann dafiir genutzt werden, die internen Elementfreiheitsgrade @, auf Elementebene zu

eliminieren.

g.=<H 'L, (3.13)
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Die hierfiir notwendige Inversion der Matrix H ist fiir eine positiv definite Werkstoffmatrix
C und kleine Verzerrungen stets méglich. Probleme in diesem Zusammenhang kénnen aber
im geometrisch und/oder materiell nichtlinearen Bereich (s. Abschnitt 4 und de Borst et
al. [1995]) durchaus auftreten. Nach Einsetzen von Gleichung (3.13) in Gleichung (3.12)

erhédlt man eine effektive Elementsteifigkeitsmatrix K..

K. = KeL'H'L (3.14)
= /(B@GH‘IL)TC(B@GH‘IL)dVe

— /BTCBdVe B=B=GH 'L

Ve

Die Differenzen zwischen den verschiedenene EAS-Elementen und die Verdnderung der
Kinematik der konventionellen Verschiebungsformulierung durch eine bestimmte Wahl
der G-Matrix kommt in der neu definierten B-Matrix

B=B.+B,&GH 'L=B.+B, (3.15)

deutlicher zum Ausdruck als in der H- und L-Matrix. Unterschiede bestehen insbesondere
bzgl. der Effizienz, d.h. dem Aufwand fiir die Berechnung von B und K.. Die Berechnung
der Matrix Bj, erfordert die Invertierung der H-Matrix. Fiir eine effiziente Elementfor-
mulierung ist es daher unumgénglich, den damit verbundenen Rechenaufwand gering zu
halten. EAS-Parameter, die sich auf die Elementkinematik nicht auswirken, verursachen
nur vermeidbare Kosten und sind daher iiberfliissig. Deshalb sollte der Anwender von
EAS-Elementen wissen, welche und wie viele Freiheitsgrade fiir eine Unterdriickung der
Versteifungseffekte bei gegebener Struktur und Lastverteilung geniigen. Die EAS-Methode
diesbeziiglich zu verstehen und dann systematisch inkompatible Verzerrungsterme zu
verwenden, ist das Ziel der nachsten Abschnitte.

3.2 EAS-Formulierung fiir Quader

Das einfachste dreidimensionale isoparametrische 8-Knoten Element ist ein Quader, des-
sen Kanten parallel zu den Basisvektoren des globalen kartesischen Koordinatensystems
ausgerichtet sind. Dieser Spezialfall bzgl. Lage und Form eines 8-Knoten Hexaeders be-
sitzt den Vorteil, dafl die Figenwerte der Elementsteifigkeitsmatrix nicht nur numerisch,
sondern auch analytisch in Abhéngigkeit der Materialparameter und der Quaderabmes-
sungen berechnet werden kénnen. Der Grund fiir diese bemerkenswerte Tatsache liegt in
der schwachen Besetzung der H-Matrix. Dann kénnen fiir die Elemente der Inversen H™*
geschlossene Ausdriicke angegeben werden. Im Falle eines allgemeinen Hexaeders ist solch
eine Eigenwertuntersuchung nur numerisch méglich, wobei die Eigenmoden nicht mehr
einfachen Deformationszusténden (wie etwa reiner Biegung) zugeordnet werden konnen.
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Die Jacobi-Matrix eines achsenparallelen Quaders ist konstant und diagonal. Das be-
deutet, dafl die Ableitungen einer beliebigen Funktion f der Koordinaten r, s und ¢
proportional zu den Ableitungen nach den kartesischen Koordinaten z, y und z sind.

af 2 af
ox a 00 or
of 2 af
- | = 0 = 0 L 3.16
dy b 0s (3.16)
of 0 o0 2 of
0z c ol

a,b,c: Kantenlangen des Quaders in x-,y- and z-Richtung (s. Abb. 2.1)

Der nichtkonstante, ortsabhéngige Anteil B, der Verzerrungs-Verschiebungsmatrix B be-
sitzt in dem dieser Untersuchung zugrunde liegenden Spezialfall eine sehr einfache und
iibersichtliche Gestalt. Im Gegensatz zu einer verformten Elementgeometrie konnen die
Ursachen der Versteifung der Verschiebungsformulierung daher leicht erkannt werden.

B, =
2 (5T +thy + sthy)” g’ g’
c’ 2 (rhy + ths + rthy)T c’
s s PrRshot gt
2(rhy 4 ths + rthy)?  2(shy +thy + sthy)? g’
2 (rhy 4 shy + rshy)” o’ 2 (shy 4 thy + sthy)T
g’ 2(rhy+ shy +rshy)” 2 (rhy +thy +rthy)”

Hl, s hy sind die in der Einleitung (Abschnitt 2) definierten vier ,hour-glass“ Vektoren.

Bevor spezielle EAS-Elemente vorgestellt werden, erfolgt ein Uberblick iiber die Ursachen
der Biegeversteifung und der volumetrischen Versteifung des konventionellen Verschie-
bungselements.
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3.2.1 Biegeversteifung

Es ist anhand der B,-Matrix (3.17) deutlich zu erkennen, da diejenigen linearen Nor-
malverzerrungen, die bei Biegedeformationen aktiviert werden, mit linearen Scherungen
gekoppelt sind. Zum Beispiel der Term s (Hl ou,) der Normalverzerrung e, und der Term
r (Hl o u,) der Scherung 7,,. Eine reine Biegeverformung des Quaders kann wegen die-
ser Kopplung vom klassischen Verschiebungselement nicht exakt dargestellt werden. Bei
diinnen Elementen, deren Kantenlangen stark unterschiedlich sind, wirkt sich diese Kopp-
lung besonders negativ aus. Es tritt die sog. Biegeversteifung auf.

Die Knotenverschiebungen u, oc Hl,\_f)n = 0,wW, = 0, die einer Biegeverformung in x-
Richtung um die z-Achse entsprechen, verursachen das nachfolgende ortsabhangige Ver-
zerrungsfeld €, = By, u..

. . T
_)h:<2(hloﬁn)s, 0, 0, %(hloﬁn)r, 0, 0>

a

L} X l |
7 a

Abb. 2.1 : Biegung in x-Richtung um die z-Achse

Um die Biegeversteifung und die volumetrische Versteifung getrennt zu untersuchen, wird
vereinfachend angenommen, dafl die Querkontraktionszahl v = 0 ist. Damit ergibt sich
fiir die Verformungsenergie eine Summe von zwei Termen, den eigentlichen Biegeanteil II,,
und den parasitdren Anteil I, der mit der Scherung verbunden ist.

1 1
Hi - §/ewawd‘/e+§/7$y Ul’l/d‘/e (318)
Ve Ve
=:1II, =: I,
. 1 2 be -
mit II, = §/Eeid\/6:§E;(hloun)2
Ve
d 1, = 2 Gz av =26 @ o,
un s  — 2 P)/lsy 6_3 b 1 n
Ve

Mit zunehmendem Verhéltnis der Elementlange a zur Elementhéhe b ist eine unbegrenzte

Zunahme der (Biege-) Energie verbunden. Aufgrund des Zusammenhangs von Verzer-
1=T

rungsenergie und Steifigkeitsmatrix II; = ju, K., existiert daher fiir die sog. ,Biege-

steifigkeit* ebenfalls keine obere Grenze. Bei festgehaltenen Verschiebungen d,, o h, und
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damit vorgegebenen Elementverformungen, wird also die Biegeversteifung alleine durch
das falsche Anwachsen des Wertes der Scherung ~,, verursacht.

HS . Ga2 ba
I, FEb?

Die Eigenwertuntersuchung derjenigen Elementformen, die ohne die Aktivierung der pa-
rasitdren Scherungen reine Biegemoden darstellen wiirden, bestatigt die obige Aussage,
die aufgrund energetischer Uberlegungen gewonnen wurde. Es ergeben sich die folgenden
»Biegeeigenwerte“ des Verschiebungselementes (alle fiir v = 0):

i) Biegung in x-Richtung um die z-Achse:
er= o5 (Ecb? + Gea?) Ugb—SCGG—Cba@H 00

ii) Biegung in x-Richtung um die y-Achse:
e2==(Ebc* + Gba?) gb—ﬁcGéa@H 00

iii) Biegung in y-Richtung um die z-Achse:
€5 = ﬁ(Eca2 + Gcbz) b<2—>>a—$c Géb<:>—> 00
iv) Biegung in y-Richtung um die x-Achse:
€4 = é(Eac2 + Gabz) b<2—>>a—90 G&b<:>—> 00

v) Biegung in z-Richtung um die x-Achse:

es = o= (Eba*+ Gbe?) gy GLess oo

vi) Biegung in z-Richtung um die y-Achse:

€6 = o5 (Lab’+ Gac?) gy G g c &= 00
Die Interpretation erfolgt exemplarisch fiir die ersten beiden Eigenwerte e; und ey: Die
zugehorigen Steifigkeiten sind fiir @ >> ¢,b proportional zu a. Obwohl die Biegesteifig-
keit des Kontinuums mit zunehmender Lange a des Quaders in x-Richtung immer kleiner
wird, wird die entsprechende Steifigkeit des Verschiebungselementes immer gréfler. Ein
Ziel bei der Anwendung des EAS-Formalismus mufl daher die Korrektur dieses falschen

Deformationsverhaltens sein.

3.2.2 Volumetrische Versteifung

Die volumetrische Elementversteifung, die im Zusammenhang mit quasi-inkompressiblen
oder vollstdandig inkompressiblen Werkstoftfen auftritt, wird durch fehlende Terme in den
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drei Normalverzerrungen verursacht. Die Folge ist, daff die Spur (abgekiirzt mit SP) des
diskretisierten Verzerrungstensors nicht verschwindet. Die mit der Inkompressibilitét ver-
bundene Zwangsbedingung SP(€) = ¢, + ¢, + ¢, = 0 kann von den ortsabhéngigen Antei-
len der Normalverzerrungen des konventionellen Verschiebungselementes nicht punktweise
erfiillt werden. Die Konsequenz fiir das Deformationsverhalten kann wieder mit Hilfe der
Verformungsenergie eines Elementes erklart werden.

Die Verzerrungsenergie II setzt sich additiv aus einem deviatorischen und einem volume-
trischen oder dilatorischen Term zusammen. Wegen des Zusammenhangs zwischen Ver-
formungsenergie und Steifigkeitsmatrix II; = %ﬁeTKeﬁe liefert die Untersuchung von II
auch Aufklarung iiber den relativen Beitrag von deviatorischen und volumetrischen Ver-
formungen zur Elementsteifigkeit.

Hi — Hdev + Hvol (319)
3
= G /edev O €dey d‘/e + 5 K /evol O €yol d‘/e
Ve Ve
K ) 2 (1+v)
= G ev ev dv SP Qd‘/e t [’7 = —-— 7
/ed 0€g + — 5 /( (€)) mit K 301220
Ve Ve

Der Kompressionsmodul K wird fiir v — 1 sehr groB. Wenn SP(€) bei einer isochoren
Deformation dann nicht verschwindet, wird die Kompressionssteifigkeit eines Elementes
oder einer Gruppe von Elementen sehr viel grofler sein als die entsprechende Steifigkeit
des Kontinuums.

Da die konstanten Verzerrungen im Element exakt erfafit werden, kann die Versteifung
nur von den ortsabhéngigen Verzerrungsanteilen € verursacht werden. Der Beweis dieser
Behauptung 148t sich durch die Betrachtung des zweiten Integrals in (3.20) erbringen.
Beriicksichtigt man, dafl SP[€] die Summe aus einem konstanten Anteil SP[e.] und einem

ortsabhéngigen Anteil SP[e] ist, so ergibt sich fiir das Integral der folgende Ausdruck.

/(SP[e])QdVe - /(SP[ec])dee—|—/(SP[eh])2dVe—|— (3.20)

Ve Ve Ve
2SP[e.] /SP[eh] dv.
NI

=0

Der letzte Term in (3.20) ist identisch Null, da der Integrand eine lineare Funktion der
natiirlichen Ortsvariablen r, s und ¢ und das Integratlonsgeblet ein Quader ist ( fv o)dV. =

go [5E (o) drdsdt).

2 4 - R 2 4 - R
SP[Eh] = E(Shl —|—th2 —|—Sth4) Oﬁn + Z(Thl —|—th3—|—rth4) O\_f)n + (321)

2 — — —
—(rhy+shs +rshy)ow,
c



24 KAPITEL 3. DIE LINEARE FAS-METHODE

Der in SP[ep,] quadratische Term in (3.20) ist dagegen auch fiir Knotenverschiebungen,
die das Elementvolumen nicht verdndern, positiv. Obwohl keine Volumenédnderung vor-
liegt, ist dann bei inkompressiblem Materialverhalten die Verformungsenergie II,,; sehr
viel groler als Iz, 11,0 > Iy, fiir v — % Beispiele fiir die Auswirkungen dieser unphy-
sikalischen, rein numerisch bedingten Versteifung finden sich bereits bei Naagtegal, Parks,

Rice [1974].

3.2.3 Unterdriickung der Versteifungseffekte

Die vorstehend geschilderten unerwiinschten Versteifungsphdnomene des 8-Knoten Ver-
schiebungselementes kénnen abgeschwicht oder vollkommen unterdriickt werden. Das
Mittel hierbei sind die erweiterten Verzerrungen, die in Art (Normal- oder Scherverzer-
rung) und Anzahl dariiber entscheiden, welche Versteifungen beseitigt werden. In den
nachfolgenden Abschnitten werden inkompatible Verzerrungsfelder und die zugehérigen
B)-Matrizen einiger linearer EAS-Elemente vorgestellt und ihre Eigenschaften untersucht.

EAS/6S-Flement

Innerhalb dieser Dissertation wurde ein Element entwickelt, das reine Biegung zumindest
fiir v = 0 mit nur sechs inkompatiblen Scherungen exakt beschreibt. Der Einfluf} der
Poissonzahl v auf die Biegesteifigkeit des Elements mit dem Namen EAS/6S ist jedoch
sehr gering, was durch die Ergebnisse der numerischen Beispiele bestétigt wird (siehe Ab-
schnitt 3.6), so daf dieses Element auch fiir Werte von 0 < v < £ trotz einer geringen
Versteifung praktisch gut einsetzbar ist. Der Name fiir dieses Element soll zum Ausdruck
bringen, daf} die Verzerrungen des konventionellen Verschiebungselementes um 6 Sche-
rungsterme erweitert werden. Als Resultat wird an dieser Stelle die zugehérige Bj,-Matrix

angegeben.
— (6
B, -
2 (sh, + thy + sthy) g7 g7
&7 2(rhy + thy + rthy ) &7
ol ol % (r Hg + s Hg +rs H4)T (3.22)
2 P =T 2 T VA T '
2 (ths + rthy) 2 (thy + sthy) o
% (s Hg +rs H4)T ol % (s Hl + st H4)T
ol % (r HQT +rs H4)T % (r Hl +rt H4)T
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Der zum vorgestellten Element zugehérige Vektor der inkompatiblen Scherungen ?:’é’s ist
abhéngig von den sechs Freiwerten ;...;06, die beim Aufstellen der Elementsteifigkeits-
matrix durch die statische Kondensation eliminiert werden.

o 3.23
66,5 T —I_SSOQ ( )

T3+ 1@y
sps +1ws

Damit sind Scherungen und Normalverzerrungen in den linearen Termen vollsténdig ent-
koppelt. Die Biegesteifigkeit ist noch von v abhéngig, weil die Normalverzerrungen der
Verschiebungsformulierung von den inkompatiblen Scherungen in keinster Weise beein-
fluBt werden. Aus diesem Grund ist die volumetrische Versteifung im EAS/6S-Element
fir v — % weiterhin vorhanden.

Die Eigenwerte der Biegeformen des EAS/6S-Elementes sind fiir v = 0 exakt. Mit dem
6 Parameter Element modellierte schlanke Strukturen, die auf Biegung beansprucht wer-
den, zeigen im Gegensatz zum Verschiebungselement auch fiir » > 0 nur eine geringe
Versteifung.

Fiir die Eigenwerte bedeutet das:

i) Biegung in x-Richtung : e; = e, = £L¢ 2l

ii) Biegung in y-Richtung : e5 = e, = £2¢ b2ee
iii) Biegung in z-Richtung : e5 = ¢g = £2¢ 2o g

Manchmal kann es durchaus erwiinscht sein, eine Platte oder zumindest Teile davon mit
Volumenelementen zu diskretisieren. Das EAS /6S-Element ist dafiir aber ungeeignet. Nu-
merische Untersuchungen haben ergeben, daf} ein versteifungsfreies Deformationsverhalten
nur fiir vollstdndige Entkopplung von Normalverzerrungen und Scherungen moglich ist.

EAS/12S-Flement

Eine vollstandige Entkopplung zwischen Normalverzerrungen und Scherungen ist nur mit
zwolf inkompatiblen Scherungstermen méglich. Die Bj-Matrix dieses sog. EAS/12S-
Elements ist durch den folgenden Ausdruck gegeben.
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R (12)
Bh,s =
2 (shy 4 thy + sthy)” g’ g’
c’ 2 (rhy + thy + rthy)T c’
o’ ol % (r Hg + s Hg +rs H4)T
o . . (3.24)
2th, 2th, o
=T =T
% sh, ol % sh,
—T T
ol % rh, % rh,

Die 6 inkompatiblen linearen Scherungen von EAS/6S werden bei EAS/12S um 6 bili-
neare Terme erweitert. Insgesamt ergibt sich ein von 12 inneren Freiheitsgraden abhéngiger

Vektor

0
0
& = ’ . (3.25)

TY1+ 8w+ rips+stoy
s +1lws+1spr+ stps
S@ogF+twiot+rseir +riem

Wie man am Fehlen der bilinearen Terme rs, rt und st in den Scherungstermen in (3.24) er-
kennt, sind die in der Verschiebungsmethode vorhandenen Kopplungen zwischen Normal-
und Schubverzerrungen vollkommen beseitigt. Die Folge ist eine geringere Steifigkeit die-
ses Elementes verglichen mit dem EAS/6S-Element in komplexeren Lastfillen als reiner
Biegung — Belastungen, die etwa bei der Beanspruchung von Platten durch Einzelkréfte
oder durch gleichformig verteilte Lasten auftreten. Ein Nachteil von EAS/12S besteht
darin, dafl die Normalverzerrungen des Verschiebungselementes nicht verédndert werden.
Wie das EAS/6S-Element besitzt auch das EAS/12S-Element die volumetrische Ver-
steifung fiir v — % Eine diinne Platte kann deshalb nicht bei v > 0 mit nur einer einzigen
Schicht von EAS/12S-Elementen iiber die Plattendicke modelliert werden.

Anmerkung;:

Ein Element mit ausschlielich konstanten Scherungen kénnte mit nur drei weiteren (also
insgesamt 15) inkompatiblen Verzerrungstermen konstruiert werden. Das Problem dabei
ist, daB die zugehorige Bj-Matrix drei Nullzeilen enthilt und als Konsequenz die Ele-
mentsteifigkeitsmatrix drei Null-Energiemoden oder ,hour-glass® Moden besitzt. Dieser
Rangabfall mufl dann durch Addition einer Stabilisierungsmatrix kompensiert werden. Es
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ist daher zu empfehlen, auf eine solche Modifikation der B;-Matrix des Verschiebungsele-
mentes zu verzichten.

EAS/6N-Element

Die volumetrische Versteifung kann nur durch Modifikation der Normalverzerrungen des
Verschiebungselementes beseitigt werden. Ziel dieser Modifikation ist, die Bedingung

SP(ep) =€xn+€yn+ €., =0 fir v—1/2

punktweise zu erfiillen. Eine Moglichkeit dieses Ziel zu erreichen, besteht darin, die
linearen Terme in den Normalverzerrungen zu vervollstdndigen und die bilinearen Terme
zu eliminieren. Die drei Normalverzerrungen sind dann lineare Polynome in r, s und ¢.
Mit dem inkompatiblen Verzerrungsfeld

R SR A
s34+ 1tps
&, =" S , (3.26)
0
0

das von sechs Parametern ;... abhdngt, kann ein Element ohne volumetrische Verstei-
fung (aber mit Biegeversteifung) mit Hilfe der EAS-Methode erzeugt werden. Die statische
Kondensation der Freiwerte ergibt fiir einen Quader die folgende Bj,-Matrix:

B -
2 (shy +thy)T @%ﬁyrﬁf @gliyrﬁj
<:>§1ZUSH1T %(TH1+tH3)T <:>%1ZUSH3T
S22 th, St th, 2(rBy + sho)” (3.27)
2By + B+t BT 2 (s 4 1Ry o+ st Ty)T ¢
%(TH2—|—8H3+TSH4)T 6" %(3H1+tﬁ2+5tﬁ4)T
ol %(TH2—|—8H3+TSH4)T %(TH1‘|‘tH3—|—TtH4)T

Auffallend ist in (3.27) die Verdnderung der Besetzungsstruktur gegentiber der Bj,-Matrix
(3.17). Bei EAS/6S und EAS/12S werden nur einzelne Terme von (3.17) eliminiert.
Ebenfalls neu ist, dafl die B,-Matrix nun Werkstoffparameter enthélt und somit keine
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rein kinematische Gréfle mehr darstellt.
Es mufl nun noch bewiesen werden, dafl der ortsabhéngige Anteil der Spur von e fiir

(6)

v — 1/2 verschwindet. Dazu wird ]_3h7n auf den Vektor der Knotenverschiebungen ﬁeT =
(Un, V,, W, ) angewendet, und nachdem dadurch der Verzerrungsvektor berechnet wurde,
kénnen die drei Normalverzerrungen addiert werden.

€z,h + €y.h + €z,h

€z,h + €y.h + €z,h

sg(ﬁloﬁn)—l—t%(ﬁzoﬁn)—l—r%(ﬁloff’n)—l—
12 (B0 %) 472 (y o) s (s 0, ] 11125

Unabhangig vom Ort und den Knotenverschiebungen sorgt der Faktor (1 &2v)/(1 ©v)
fiir die Einhaltung der Zwangsbedingung €, = 0 bei inkompressiblem Materialverhalten:

1&e2v
1 &v

— 0 fur

!
1% — [ ]
2

EAS/9N-Element

Die zweite Moglichkeit, die volumetrische Versteifung im Rahmen des EAS-Formalismus
zu beseitigen, ist die Konstruktion des sog. EAS/9N-Elements. Es handelt sich dabei
um ein Element mit inkompatiblen Normalverzerrungen, die von neun Parametern ¢...¢09

abhéngen.

re1rt+rses +ries
S@w4t+rsps+ stes
tor+rtps+ steg

0

0

0

(3.28)
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Die Bedingung fiir Versteifungsfreiheit bei inkompressiblem Material wird nun dadurch
erreicht, daf3 die linearen und die bilinearen Terme in den Normalverzerrungen ver-

(9)

vollstandigt werden. Die resultierende ]_3h7n—MatriX besitzt dieselben Eigenschaften wie
6

die Bg7i—MatriX des EAS/6N-Elementes.

B = (3.29)
%(3H1+tﬁg+stﬁ4)T @%(IZUTH1+I/TtH4)T @%(IZUTH2+I/TSH4)T
&2 (L shy+vsthy)? 2(rhy4thy+rihy)T 2 (2 shy+vrshy)’
@3(1ZUtH2+VStH4)T <:>%( ZytH3+VTtH4)T %(TH2—|—8H3+TSH4)T
2(rhy + thy +rthy)T 2(shy + By + sthy)T gr
2(r by + shy + rshy)” " 2 (shy + thy + sthy)T
ol %(TH2—|—8H3+TSH4)T %(TH1‘|‘tH3—|—TtH4)T

Der Beweis, dafi die Bedingung SP(e;) = 0 fiir v = 1/2 erfiillt wird, verlduft analog zum
Beweis bei EAS/6IN und braucht deshalb nicht wiederholt zu werden.

EAS/12-Element

Die bisher vorgestellten Elemente beseitigen entweder nur die Biegeversteifung (wie die
Elemente EAS/6S und EAS/12S) oder nur die volumetrische Versteifung (wie EAS /6N
und EAS/9N). Ein in praktischen Simulationen einsetzbares Element sollte aber bei-
de Arten von Versteifung zuverléssig unterdriicken. Dies kann durch Addition der in-
kompatiblen Verzerrungen der beiden verschiedenen Elementfomulierungen EAS/6S und
EAS/6N oder EAS/12S und EAS/9N erreicht werden.

Das Element, das die Eigenschaften von EAS/6S und EAS/6IN kombiniert und mit
EAS/12 bezeichnet wird, wurde zuerst von Simo et al. [1993] im Zusammenhang mit
grofen Deformationen vorgestellt. Die zugehérige Bj,-Matrix fiir einen Quader und linear-
isotropes Material ist durch den nachfolgenden Ausdruck gegeben.
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B\ = (3.30)
%(Sh1+th2)T <:>%1Zyrh1 <:>%1Zyrh2
@gliysﬁf %(TH1+tH3)T @%lzysﬁg
=T =T — —
<:>§ lzu th? <:>% liu th3 % (T h2 —I_ S hS)T (331)
2(1hs 4 rthy)”  2(0H, + sthy)T g
% (s Hg +rs H4)T ol % (s Hl + st H4)T
ol % (r Hg +rs H4)T % (r Hl + rt H4)T

613 = Gg;)s T n (3-32)

bewirken, daf} keine Biegeversteifung auftritt und die Biegesteifigkeit unabhéngig von v
ist. Ein ,locking® bei der Aktivierung inhomogener Verzerrungen und inkompressiblem
Werkstoffverhalten wie beim klassischen Verschiebungselement ist ebenfalls nicht vorhan-

den.

EAS/21-Element

Die Kombination der Elemente EAS/9N und EAS/12S liefert das Element der EAS-
Familie mit den besten Resultaten in numerischen Simulationen. Eine weitere Steigerung
der Anzahl der ,enhanced assumed strain® Terme wirkt sich beim Quader und beim
Parallelepiped nicht aus. Da mit Hexaedern allgemeiner Form gegeniiber Parallelepipeden
bekanntlich sehr viel schlechtere Ergebnisse erzielt werden, kann eine Erhéhung der Anzahl
der ; iiber 21 hinaus auch fiir diese Elemente aus Effizienzgriinden kaum empfohlen

werden.

Die Addition der inkompatiblen Verzerrungen von EAS/9N und EAS/12S
6;1 = 6;2,5 —I_ eé,n (333)
vervollstandigt die Polynome fiir die Normalverzerrungen in den linearen und bilinearen

Termen und beseitigt die Kopplung mit den Scherungen. Das 14t sich an der resultieren-
den Bj,-Matrix erkennen.
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14

2
<:>E(1—1/
Seiter

]—3221):
%(SH1+tH2—|—StH4)T @%(IZUTH1+VTtH4)T
SH1—|—I/StH4)T %(TH1+tH3—|—TtH4)T
tH2+VStH4)T @%(1ZUtH3+VTtH4)T
24 fry 24,
b 3 a 2
%SH?; ol
6! %THQT

2

&2

C

2

&2

C
2
C

(1
(

1

14

v

14

v

THQ +uvrs H4)T
SHg +uvrs H4)T

(TH2+SH3+TSH4)

(SN Q|

31

(3.34)

Eine Alternative zum EAS/21-Element, die Kombination von EAS/12S und EAS/6IN,
die aufgrund ihrer Effizienz durchaus attraktiv erscheinen kénnte, mufl verworfen werden.
Sie fithrt zu einer Bj-Matrix, die den Vektor H4 nicht enthilt. Die Folge ist, daf} die
Steifigkeitsmatrix dieses Flementes einen Rangabfall geniiber der Steifigkeitsmatrix des
Verschiebungselementes aufweist (mehr als sechs Null-Eigenwerte !). Dieser Rangabfall

miiflte wieder durch eine Stabilisierung kompensiert werden.

‘ TBW-Element ‘

Der Vollsténdigkeit wegen muf} an dieser Stelle auch ein EAS-Element vorgestellt werden,
das mit Hilfe von inkompatiblen Verschiebungen bereits von Taylor, Beresford, Wilson
[1976] entwickelt wurde. Die 9 inkompatiblen Verschiebungsterme fiithren zu den neun

Verzerrungstermen

©
|

7“991

8992

t s
T4+ Ses
rwe +ter
swg + 1wy

(3.35)

An der zugehérigen Bj,-Matrix kann man erkennen, daB die Kopplung zwischen Scherun-

gen und Normalverzerrungen in den linearen Termen aufgehoben ist und das Element
somit die Biegeeigenschaften von EAS/6S besitzt.



32 KAPITEL 3. DIE LINEARE FAS-METHODE

= (9
B} =
2 — T v ~T 2 v T
2 (shy +thy 4 sthy) i rhy i rhy
(:)gliysﬁlT %(TH1+tH3‘|‘TtH4)T <:%1:/‘9}_;5
T —~T * -~ N
St St Frhodshytrsh)t | g g
2 (1T + rt By 2 (thy + sthy)" 6"
2 (o 4 o)t o : (sFi 4 st
ol 2(r hy + rs H4)T 2 (r hy + rt H4)T

Die volumetrische Versteifung ist aber nicht vollstandig beseitigt. Nur wenn die hy Terme
nicht aktiviert werden, ist die Bedingung SP(€;) = 0 bei v = 1/2 erfiillt. Anderenfalls
ist SP(ey,) eine bilineare Funktion der Ortskoordinaten, die nur am Elementmittelpunkt

verschwindet, d.h.:

12 2 - 2 - 2 -
SP(Eh) = <1<:>VV> |:Sg(h10un)+t5(h20un)+rg(h1OVn)—I—

2 = 2 = 2 -
tg(h;go{fn)+r—(hgov_\7n)—|—3—(h3ov_\7n)
c c

+st(hyot,)+rt(hyov,)+rs(hyow,)

B, B, B, |
SP(ep) — st(hyou,)+rt(hyov,)+rs(hyow,) fur 1/—>§

3.3 Parallelepipede

Der nichste Schritt auf dem Weg zu einer effizienten und zuverlassigen linearen Element-
formulierung besteht in der Erweiterung der im vorigen Abschnitt vorgestellten EAS-
Elemente auf beliebig zur globalen Basis orientierte QQuader und Parallelepipede. Die
Jacobi-Matrix J dieser Elemente ist wie beim achsenparallelen Quader konstant, aber
vollbesetzt. Die Folge ist, daB der Aufwand zur Berechnung der B,-Matrizen sehr viel
grofer ist als fiir die Elemente in Abschnitt 3.2 . Die H-Matrix ist keine Diagonalma-
trix mehr und die fiir die Eliminierung der EAS-Parameter erforderliche Invertierung ist
mit einer groflen Anzahl von Rechenoperationen verbunden. Es ist aber stets moglich,
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eine blockdiagonale H-Matrix zu erhalten. Erforderlich hierfiir ist nur die Verwendung
einer geeigneten (s.u.) Interpolationsmatrix G und die Beriicksichtigung der Homoge-
nitdt von Jacobi-Matrix J und Werkstoffmatrix C im Element. Statt eine 6 x 6 Ma-
trix fiir das Element EAS/6S zu invertieren, miissen dann nur 3 Matrizen der Dimen-
sion 2 x 2 invertiert werden. Diese Blockdiagonalgestalt von H ist aber ausschliellich
bei konstanter Werkstoffmatrix im Element gegeben! Die Eigenschaften bzgl. des Defor-
mationsverhaltens der EAS-Quaderelemente bleiben beim Ubergang zu einem Element
mit Parallelepipedgestalt erhalten. Aufgrund der konstanten Jacobi-Matrix sind kompa-
tible und inkompatible Verzerrungen weiterhin aufeinander abgestimmt. Art und Anzahl
der EAS-Interpolationsterme brauchen deshalb nicht verdndert zu werden, um die fiir
einen achsenparallelen Quader erreichten Elementeigenschaften zu bewahren. Die folgen-
den Ausfithrungen beschranken sich auf das EAS/6S-Element. Die Vorgehensweise bei
der Herleitung der B,-Matrizen ist fiir die anderen Elemente analog und bietet keine neu-

en Erkenntnisse iiber die EAS-Methode.

1z

Abb. 2.2 : Das Parallelepiped

Der Schliissel zur Erlangung der Blockdiagonalgestalt der H-Matrix ist die Anordnung
von Spalten der Interpolationsmatrix G, die identische Polynomterme enthalten, neben-
einander.

000000
000000
000000
G=Tl . 0000 (3:37)
0 r 00 0
000 s 0t
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B Tc14 Tc15 T B Tc14 Tc16 T B Tc15 Tc16 T
Tc24 Tc25 Tc24 Tc26 Tc25 Tc26
T8 7 T84 6 755 7
G=|r 744 a5 S 744 6 l T45 46 (3-38)
TZ54 TZ55 TZ54 TZ56 TZ55 TZ56
T84 76 T84 766 765 766
T, T. T,

Nach Einfithrung der Matrizen T,, T,, T; € R°*? und G,, G,, G; € R**? kann G in
kompakter Weise dargestellt werden.

G=[rT, sT, T, ] =[G, G, G] (3.39)

Betrachtet man nun die Definition der zu invertierenden H-Matrix

H = / GIcaGgdav, |
Ve
setzt den obigen Ausdruck (3.38) fiir G ein
H = Gl | [CG, CG, CG, ]dV. (3.40)

und berticksichtigt die Konstanz der Werkstoffmatrix C, erhdlt man eine Matrix mit
Blockstruktur.

_TfCT,,/ rrdV, TZCTS/ rsdV, TfCTt/ ridv.
Ve Ve Ve

H= TSTCT,,/ srdV, TSTCTS/ ssdV, TSTCTt/ stdV. (3.41)
Ve Ve 1%

e

TtTCT,,/ trdv, TtTCTS/ tsdV, TtTCTt/ ttdv,
L Ve Ve Ve
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Die Blockdiagonalgestalt ergibt sich aus der Tatsache, daf} die Integrale tiber die bilinearen
Polynome wie r s bei konstanter Jacobi-Determinante j. verschwinden.

+1 +1 41

/rsaﬂ/6 = ///rsjcdrdsdt (3.42)

V. -1 -1-1
+1 +1 +1

= ///rtjcdrdsdt

-1-1-1
+1 41 41

= ///stjcdrdsdt:()

S121
Die Integrale iiber die quadratischen Terme kénnen analytisch berechnet werden:

+1 +1 41 +1 +1 41 +1 +1 41

///rzjc drdsdt = ///S2jc drdsdt = ///tzjc drdsdt = 2]0 (3.43)
G

-1-1-1 -1-1-1

Damit bekommt die H-Matrix ihre endgiiltige blockdiagonale Form. Die Abkiirzungen

fiir die Diagonalmatrizen H,, H, und H; € R?*? dienen nur der Ubersichtlichkeit bei der
Herleitung der Bg-MatriX.

T'CT, 8. 0 0 H 0 o0
H = 0 T/ CT,%;. 0 =| 0 H, 0 (3.44)
0 0 T/ CT.%;. 0 0 H,

An dieser Stelle muf} darauf hingewiesen werden, dafl das obige Resultat fiir die Matrix H
unter der Annahme einer im Element konstanten Werkstoffmatrix gewonnen wurde. Die
Besetzungstruktur der C-Matrix hat keinen Einflufl auf das Ergebnis. Daher braucht das
Material auch nicht isotrop zu sein.

Die 2 x 2 Blockmatrizen kénnen unabhéngig voneinander invertiert werden. Die explizite

]’L,S h ( )

ist deshalb ohne groflen Aufwand moglich. Einsetzen des Ausdrucks (3.39) fiir die Matrix
G in die Kopplungsmatrix L bzw. LT ergibt

LT:/BfCGdVe:/ch[GT G, G;]av. . (3.46)

Ve Ve
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Mit Hilfe der folgenden Definitionen fiir die drei Matrizen L,, Ly und L;, aus denen L
besteht,

L, ::/GqTCBthe:TqTC/thdVe eR¥>* =1 s, 1 (3.47)

Ve Ve
kann ]_3262 als Summe von vier Termen dargestellt werden.

H 'L,
B - B,=[G, G, G,] | H'L, (3.48)
H; 'L,

- B,=G H 'L oG,H'L, =G, H;' L,

Nach Einsetzen der Definitionen von L,, L; und L; und G,, G;, G; ergibt sich der
endgiiltige Ausdruck fiir ]_3262

(6

BY =B, & T, H'T/ C /BhrdVe (3.49)

Ve

e sT,H'TI C /Bhste

Ve

s tT,H'TI C /Bhthe

Ve
B — B,<rB,osB,otB,
mit B, = TqH‘quTC/thdVe (q=rs1) (3.50)
Ve

Eine weitere Reduzierung des Berechnungsaufwands kann durch Verzicht auf die im vor-
liegenden Fall nicht erforderliche numerische Integration der drei Matrizen vom Typ
fVe B, qdV. (q = r,s,t) erreicht werden. Diese Matrizen kénnen ohne Probleme ana-
lytisch integriert werden, da die Integranden einfache Polynome in den natiirlichen Koor-
dinaten r, s und ¢ sind. Auf diese Tatsache wurde bereits von Belytschko, Wang [1987] bei
der Formulierung eines sehr effizienten dreidimensionalen 12-Parameter Hellinger-Reissner
Elementes hingewiesen. Als Beispiel wird an dieser Stelle der Ausdruck fiir fVe B,rdV.
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wiedergegeben. Die beiden anderen Matrizen sind vollkommen analog aufgebaut.

T
J121h + J13 h o o
o’ Jzz h + Jas h a'
= =T =1 T 1 =T
8. o o Jz2 by + 53 h
/Bhrdve = 3 . L . P (351)
V. J221 h + Jas h J121 h + J1_31 h o
. =T - T
J321 h1 + J331 h, o J121 h + J13 h
" . T o7
g’ ]32 h + J33 h J221 h + J231 h

Die ji;' in (3.51) sind die am Elementmittelpunkt berechneten Komponenten der inversen
Jacobi-Matrix.

Trotz der in diesem Abschnitt geschilderten Schritte, die Effizienz der EAS-Formulierung
zu steigern, ist die Anzahl der Operationen bei der Berechnung von B-Matrix und Steifig-
keitsmatrix sehr viel grofier als beim Verschiebungselement oder beim EAS-Quaderelement.
Die 6 x 24 Matrizen B,, B, und B; und daher auch ]_3262 sind vollsténdig besetzt. Die
schwache Besetzung der Bj-Matrix der Verschiebungsformulierung geht auf diese Weise
vollkommen verloren. Dementsprechend verlangt die Berechnung der Steifigkeitsmatrix
mehr Operationen und nimmt mehr Rechenzeit in Anspruch.

Der Vorteil der EAS-Formulierung besteht darin, dafl die Eigenschaften der EAS-Elemente
beim Ubergang von Quadern zu Parallelepipeden erhalten bleiben. Verantwortlich fiir die-
ses glinstige Verhalten ist die Konstruktionsvorschrift (3.7) fiir die Interpolationsmatrix
der inkompatiblen Verzerrungen. Die Formulierung ist a priori invariant bzgl. Drehungen
und bzgl. homogener Verformungen der Quadergestalt. Um hingegen nur die Drehinvari-
anz zu sichern, ist in manchen B-Elementen (z. B. Belytschko, Bindeman [1993]) explizit
die Definition einer lokalen orthogonalen Basis erforderlich. Bzgl. dieser lokalen Basis wer-
den die Verzerrungen und die Steifigkeitsmatrix berechnet und anschlieflend in die globale
Basis transformiert. Der Aufwand bei diesem Vorgehen ist betrachtlich. Abschliefend muf3
noch erwahnt werden, daB fiir die Elemente EAS/12S, EAS/12, EAS/9 und EAS/21
der Aufwand gegeniiber EAS/6S bei Parallelepipeden stark zunimmt. So erfordert die
Berechnung der B-Matrix von EAS/21 die Invertierung von drei 4 x 4 und drei 3 x 3
Matrizen.

3.4 Hexaeder mit beliebiger Geometrie

Elemente, die weder die Gestalt eines Quaders noch die eines Parallelepipeds besitzen,
sind schwierig zu untersuchen. Die Jacobi-Matrix solcher Elemente ist ortsabhidngig, und
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als Folge davon ist die H-Matrix vollbesetzt. Die Berechnung der Bj-Matrizen erfordert
je nach Elementtyp die Invertierung einer 6 x 6 (EAS/6S) bis 21 x 21 Matrix (EAS/21).
Dieser enorme Anstieg des Berechnungsaufwands wird durch keine Qualitatssteigerung im
Deformationsverhalten der EAS-Elemente ausgeglichen, da die Genauigkeit der Ergebnis-
se sich generell, unabhéngig von der Elementformulierung, sehr rasch mit zunehmender
Abweichung von der Quader- bzw. Parallelepipedgestalt vermindert. Ein weiterer Nach-
teil speziell der EAS-Methode besteht darin, daff kompatible und erweiterte inkompatible
Verzerrungen fiir allgemeine Elementgeometrien nicht mehr aufeinander abgestimmt sind.
Die Konsequenz davon ist das Auftreten von Versteifungseffekten, die fiir Parallelepipe-
de beseitigt werden konnen. Eine numerische Eigenwertanalyse verzerrter EAS-Elemente
mit quasi-inkompressiblem Material 148t die volumetrische Versteifung deutlich erkennen

(siehe Tabelle 1.2 in Abschnitt 3.6). Der Grund dafiir liegt in der Transformationsvor-
(i)
ij ‘
kartesischen Basis aus den inkompatiblen kovarianten Verzerrungskomponenten eg) bzgl.
der lokalen kontravarianten Basis berechnen. Diese Transformation erfolgt nicht punkt-

bzgl. der globalen

schrift, mit der sich die inkompatiblen Verzerrungskomponenten e

weise, sondern nur am Elementmittelpunkt, d.h. die Transformationsmatrix wird nur am
Elementmittelpunkt ausgewertet. Das entspricht einem Wechsel von einer schiefwinkligen
ortsunabhéngigen Basis zu einer kartesischen Basis.

@ Je [0 &[98  de ricy @) -
L {&pk] K [@ . '] e '], (3.52)

In (3.52) sind die ji;' (i,k=1..3) die Komponenten der inversen Jacobi-Matrix und der
Index ¢ bedeutet, dafl die entsprechende Funktion am Elementmittelpunkt ausgewer-
tet wird. Der Quotient j./j aus der konstanten (j.) und der ortsabhéangigen (j) Jacobi-
Determinante ist fiir das Transformationsverhalten unwesentlich. Dieser Faktor stellt nur
sicher, daf} der sog. ,,Patch-Test* erfiillt wird.

Gleichung (3.52) kann {ibersichtlicher in Matrixform dargestellt werden. Hierzu werden
die kartesischen Komponenten in der Matrix E®) und die kovarianten Komponenten in
der Matrix el zusammengefaBt.

EO = £ [37] e [377] (3.53)
] C C

Der Verschiebungsgradient bzw. seine Transponierte, aus dem der kompatible Verzer-

rungstensor gebildet wird, kann sowohl in Komponenten bzgl. der globalen kartesischen

als auch einer lokalen, gemischt kartesisch-kontravarianten Basis dargestellt werden.

, ou' , ., out,
(V®U)T:a—;ei®ek:8—zlei®gl (354)
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oder
(Void) =Dpéoé&=d&od (3.55)

Die kontravarianten Basisvektoren in (3.54) besitzen die folgende Abhdngigkeit von den
kartesischen Basisvektoren.

& =5 €=Uy € (3.56)

Abb. 2.3 : Die kovariante Basis

Die Matrix d, die die gemischten Komponenten enthélt, wird mittels der inversen Jacobi-
Matrix in die Matrix D, die die kartesischen Komponenten enthélt, transformiert.

D=dJ 7 (3.57)

In der urspriinglichen Formulierung von Simo, Rifai [1990] wurden die Komponenten des
transponierten Verschiebungsgradienten bzgl. einer gemischten kartesisch-kontravarianten
Basis mittels der inversen Jacobi-Matrix punktweise in Komponenten bzgl. der kartesi-
schen Basis transformiert. Die EAS-Interpolationsfunktionen werden in der kontravarian-
ten Basis ausgewdhlt und dann nach (3.52) oder (3.53) in die kartesische Basis tiberfiihrt.
Dieses unterschiedliche Transformationsverhalten fithrt zwangslaufig dazu, dafl die Kom-
ponenten der beiden Tensoren in der kartesischen Basis nicht mehr im Hinblick auf die
Beseitigung der Versteifungen des Verschiebungsgradienten aufeinander abgestimmt sind.
Simo et al. [1993] schlugen aus diesem Grund eine Transformationsvorschrift fiir die orts-
abhdngigen Komponenten des Verschiebungsgradienten vor, die sich an (3.52) orientiert.

D= i—?d [377]. (3.58)

Mit (3.58) kann die durch die Hexaedergeometrie verursachte Versteifung iiberwunden
werden, was durch die Eigenwertuntersuchung in dem Artikel von Simo, Armero, Taylor
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[1993] bestétigt wird. Diese Vorgehensweise hat aber die unerwiinschte Konsequenz, daf
das Element den ,,Patch-Test“ nicht exakt erfiillen kann und daher bei Netzverfeinerung
Konvergenzprobleme auftreten kénnen. Mit dieser Methode ist auch keine oder nur eine
sehr geringe Effizienzsteigerung, verglichen mit der urspriinglichen Methode von Simo,
Rifai [1990], verbunden. Es sei zudem bemerkt, dafl die H-Matrix allgemeiner Hexaeder
selbst fiir eine homogene Werkstoffmatrix vollbesetzt ist, unabhangig ob (3.58) oder (3.57)
benutzt wird.

3.5 Eine modifizierte EAS-Formulierung

Die hauptsachliche Ursache fiir den groflen Bedarf an Rechenzeit, der fiir die Berechnung
der Elementsteifigkeitsmatrix bzw. der B-Matrix benétigt wird, ist die statische Konden-
sation der EAS-Parameter. Um den Aufwand, der mit der Elimination der EAS-Freiwerte
auf Elementebene verbunden ist, bei Hexaedern mit beliebiger Gestalt zu reduzieren,
reicht eine Modifikation der H-Matrix alleine nicht aus. Dagegen fithrt die Vorgehens-
weise, eine blockdiagonale oder sogar diagonale H-Matrix bei der Berechnung der Stei-
figkeitsmatrix zu verwenden, bei Hellinger-Reissner (HR) Elementen mit unabhéngigen
Ansatzfunktionen fiir die Spannungen zu einer effizienten und zuverléssigen Element-
formulierung. Varianten dieses Verfahrens fiir HR-Elemente wurden von Sze [1990] und

Belytschko, Wang [1987] beschrieben.

Die Grundidee bei der Entwicklung eines effizienten und genauen linearen EAS-Elements
besteht darin, daff die Steifigkeitsmatrix K. .4 additiv zusammengesetzt wird aus ei-
ner Matrix K,,,,, die die Konvergenz sichert, und einer Matrix K, die die Stabilitét
garantiert und die Versteifungen der Verschiebungsmethode unterdriickt.

Ke,mod — Kconv + Kstab (359)

Die Aufstellung der Stabilisierungsmatrix Ky kann systematisch mit Hilfe der EAS-
Methode fiir Parallelepipede erfolgen. Die Interpolationsmatrix Bj der ortsabhéngigen
kompatiblen Verzerrungen, die Interpolationsmatrix G der erweiterten inkompatiblen
Verzerrungen und die Integrationsvorschrift miissen fiir eine effiziente Formulierung so
verdndert werden, daf} die resultierende H,,,;-Matrix Blockdiagonalgestalt besitzt. Wei-
ter miissen die modifizierten Matrizen By, ,,0q und Gy,oq, mit denen die Stabilisierungs-
matrix Ky, berechnet wird, aufeinander abgestimmt sein. Anderenfalls wiirden die in
Abschnitt 3.4 beschriebenen Versteifungen, die ausschlielich durch die Abweichung der
Elementgeometrie von der Parallelepipedgestalt bedingt sind, sich nachteilig auf das Ver-
formungsverhalten des Elementes auswirken.

Kstab — / |:]_32;mod C Bh,mod dve (360)

Ve



3.5. EINE MODIFIZIERTE EAS-FORMULIERUNG 41

Bh,mod = Bh,mod <:>>:I—-13;LOC[H_1 Lmod (361)

mod

Die Grofe V. ist nicht das durch die Knotenkoordinaten festgelegte Elementvolumen V.
Es handelt sich bei V. um ein fiktives Volumen, das nur zur Konstruktion von K., bzw.
B moqd benutzt wird. Die Matrizen L,,,g und H,,,¢ sind in Gleichung (3.62) definiert.

mod

Lyoqd = / Groa CBL . 0dVe , Hyo = / GI CGqdV. (3.62)
V.

Ve

Als Losung, die die obigen Forderungen bzgl. Effizienz und Zuverlassigkeit erfiillt, bietet
sich daher an, fiir die Berechnung von maod und damit K, die Jacobi-Matrix J und die
Jacobi-Determinante j nur am Elementmittelpunkt auszuwerten. Diese Methode kann als
Konstruktion der Stabilisierungsmatrix fiir ein dem Hexaeder zugeordnetes Parallelepiped
interpretiert werden. Das Volumen V. ist deshalb gleich 8 j..

o +1 pl el
Ve = / / / Jodrdsdt =8 j, (3.63)
-1 J-1 J-1

Die fiir das fiktive Parallelepiped konstruierten maod—Matrizen sind mit den in Abschnitt
3.3 beschriebenen Bj-Matrizen fiir Parallelepipede bis auf eine Ausnahme identisch. Da-
mit homogene Deformationszustidnde auch bei beliebiger Elementgeometrie exakt darge-
stellt werden konnen, miissen die h-Vektoren in den By, p0a-Matrizen von 2.3 durch die
sog. 4-Vektoren ersetzt werden.

Die vollstandige Berechnung von K, .4 erfordert neben der Kenntnis von Ky, auch
die Aufstellung der Matrix K.,,,, die die Konvergenz der neuen Elementformulierung
garantiert. An dieser Stelle sei daran erinnert, dafl das Elementvolumen von 8-Knoten
Hexaedern mit beliebiger Gestalt nicht allein durch den konstanten Anteil der Jacobi-
Determinante bestimmt wird. Auch verschwindet der iiber das gesamte Elementvolumen
gemittelte Wert der Matrix By, nicht (siehe hierzu auch Belytschko, Bindeman [1993]).

/Bthe;ﬁO , V. #87. (3.64)

Ve

Die Folge davon ist, dafl der Knotenkraftvektor der inneren Spannungen F,, fiir homoge-
ne Spannungszustinde &. eine aufwendigere Berechnung verlangt als der entsprechende
Vektor fiir das zweidimensionale 4-Knoten Element. Diese Tatsache wird in der Literatur
oft tibersehen.
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Fi, = / (BT + Bl & . dv. =BT &, V. + /Bh dV.&. (3.65)

e

Ve
Mit (3.64) folgt daher zwingend aus Gleichung (3.65):
Fi.#85.B &, (3.66)

Eine konstante Verzerrungs-Knotenverschiebungsmatrix B., mit der der Knotenkraftvek-
tor F;,; exakt berechnet werden kann, wurde von Flanagan, Belytschko [1981] in ihrer
Untersuchung iiber das ,uniform strain hexahedron® vorgestellt:

_ 1 1
B.=B.+ — B,dV, = — BdV. . 3.67
+%Ah %/ (3.67)

Ve

Mit dieser B.-Matrix kann nun die Rang-6 Matrix K.,,, in einfacher und kompakter
Weise dargestellt werden.

C

_ _ 1
Kmﬁﬂ£0&%:Vi/§U%C/Bﬂé (3.68)
‘ Ve Ve
Wenn der Hexaeder Parallelepipedgestalt besitzt, d.h. fVe B, dV. =0 und V., = 8., re-

duziert sich K,,,, auf die bekannte 1-Punkt unterintegrierte Steifigkeitsmatrix.

K!X! =8;.B CB, (3.69)

conv



3.6. NUMERISCHE BEISPIELE 43

3.6 Numerische Beispiele

Die folgenden Beispiele sollen die Vor- und Nachteile der in den Abschnitten 3.2 bis 3.5 be-
schriebenen Elementformulierungen anhand einiger einfacher, aber aussagekraftiger Bei-
spiele demonstrieren. Die Simulationen sind der einschlégigen Fachliteratur entnommen.
Die folgenden Abkiirzungen werden in den numerischen Simulationen fiir die Bezeichnung
der verschiedenen Elementtypen verwendet:

e DISP ist das konventionelle Verschiebungselement.

e HR ist ein 12 Parameter Hellinger-Reissner Element mit unabhéngigen Ansatzfunk-
tionen fiir Verschiebungs- und Spannungsfelder (siehe Andelfinger, Ramm [1993]).
Dieses Flement zeichnet sich im linearen Bereich gegeniiber anderen Elementformu-
lierungen durch eine hohe Genauigkeit und grofie Robustheit bzgl. der Elementgeo-
metrie aus (siehe Tabelle 3.2).

e EAS/6N.EAS/6S, EAS/12, EAS/12S, EAS/21 und TBW sind EAS-Elemente,
die in Abschnitt 3.2 beschrieben wurden.

3.6.1 Eigenwertanalyse verschiedener Elementformulierungen

Die Qualitat einer linearen Elementformulierung fiir inkompressibles Materialverhalten
kann durch die Betrachtung der Eigenwerte der Elementsteifigkeitsmatrix bestimmt wer-
den (siehe Simo et al. [1993] und Andelfinger, Ramm [1993]). Ein Element, das keine
volumetrische Versteifung besitzt, besitzt nur einen Figenwert, der fiir v <— 0.5 keine
obere Grenze besitzt: den Eigenwert der homogenen Dilatation des Elements. Die Anzahl
weiterer Eigenwerte, die unbeschrankt zunehmen, zeigt die Starke der volumetrischen Ver-
steifung an.

Die Untersuchung beschrankt sich auf isotropes, linear elastisches Material mit Elasti-
zitatsmodul E=100.0 N/mm? und Querkontraktionszahl ©=0.4999. In den Tabellen 3.1,
3.2 und 3.3 sind die sechs Nulleigenwerte, die den Starrkérpermoden zugeordnet sind,
nicht aufgefiihrt.

L=1mm ' L=2.5mm

Abb. 3.4: Wiirfel (links) und verformter Hexaeder (rechts)
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Tabelle 3.1: Eigenwerte des Wiirfels (E=100 N/mm?, ©=0.4999)

[Nr.] DISP | HR | EAS/6N | TBW | EAS/12 | EAS/21 |
7] 5.6 x 10° [ 5.6 x 10° | 3.7 x 10° | 5.6 x 10° | 3.7 x 10° | 5.6 x 10°
8] 5.6 x 10° | 5.6 x 10° | 3.7 x 10° | 5.6 x 10° | 3.7 x 10° | 5.6 x 10°
9 1.7 x 10" | 5.6 x 10° | 3.7 x 10° | 1.1 x 10" | 3.7 x 10° | 5.6 x 10°

10 [ 1.7 x 10" | 5.6 x 10° [ 5.6 x 10° | 1.1 x 10" | 5.6 x 10° | 5.6 x 10°

11 [ 1.7 x 10" | 5.6 x 10° | 5.6 x 10° | 1.1 x 10" | 5.6 x 10° | 5.6 x 10°

12 22x 10" | 1.1 x 10" | 1.7 x 10" | 22x 10" | 1.Ix 10" | 1.1 x 10"

1333 x 10" | 1.1 x 10" | 1.7 x 10" | 3.3 x 10" | 1.1 x 10" | 1.1 x 10*
14|33 x 10" | 1.1 x 10" | 1.7 x 10" | 3.3 x 10" | 1.1 x 10" | 1.1 x 10*
15133 x 10" | 2.2 x 10" | 2.2 x 10" | 3.3 x 10" | 2.2 x 10" | 2.2 x 10¢
16 | 13.3 x 10 | 3.3 x 10* | 3.3 x 10! | [3.3 x 10 | 3.3 x 10' | 3.3 x 10!
171133 x 108 | 3.3 x 10" | 3.3 x 10* | 3.3 x 10! | 3.3 x 10" | 3.3 x 10!
181 9.2x10* | 3.3 x 10! | 3.3 x 10* | 3.3 x 10! | 3.3 x 10" | 3.3 x 10!
19| 9.2x10* | 3.3 x 10* | 3.3 x 10! | 3.3 x 10" | 3.3 x 10' | 3.3 x 10!
20| 9.2x10* | 3.3 x 10 | 3.3 x 10' | 3.3 x 10" | 3.3 x 10! | 3.3 x 10
21| 5.5x10° | 3.3 x 10" | 3.9 x 10! | 9.2x10* | 3.3 x 10" | 3.3 x 10*
22 | 5.5x10° | 3.3 x 10! | 3.9 x 10! | 9.2x10* | 3.3 x 10* | 3.3 x 10*
23| 5.5x10° | 3.3 x 10" | 3.9 x 10! | 9.2x10* | 3.3 x 10" | 3.3 x 10*
241125 x 10° | 2.5 x 10% | 2.5 x 10° | 2.5 x 10° | 2.5 x 10° | 2.5 x 10°

In Tabelle 3.1 sind die Eigenwerte eines Wiirfels der Kantenldnge 1mm dargestellt. Die
kritischen Figenwerte, die auf eine volumetrische Versteifung hinweisen, sind fett gedruckt.
Die Eigenwerte der sechs homogenen Verzerrungszustande, die in allen Elementformulie-
rungen identisch sind, sind grau unterlegt. Diese Eigenmoden entsprechen drei Scherun-
gen, Zug in zwei orthogonalen Richtungen und einer Dilatation des Elementes.
Betrachtet man das Ergebnis der Eigenwertuntersuchung in Tabelle 3.1, so zeigen die Ele-
mente TBW und DISP die nach Abschnitt 3.2 zu erwartende volumetrische Versteifung: 6
Eigenwerte des DISP- und 3 des TBW-Elementes tauschen inhomogene Dilatationsmoden
vor. Diese Versteifung ist aber alleine numerisch bedingt. Die Elemente EAS/6N, EAS/12
und EAS/21 besitzen dagegen nur die homogene Dilatationsform.

Die Tabellen 3.2 und 3.3 enthalten die Eigenwerte des ,,verzerrten* Hexaeders (siehe Abb.
3.4). Im Gegensatz zu Tabelle 3.1 sind die Eigenwerte des konventionellen Verschiebungs-
elementes, das bereits bei Parallelepipeden schlechte Ergebnisse zeigt, nicht aufgefiihrt.
Die Steifigkeitsmatrizen der Elemente in Tabelle 3.2 wurden mit der konventionellen 8-
Punkt Integration nach Gauss berechnet. Bei den EAS- und HR-Elementen wurde die
volle statische Kondensation der inneren Parameter durchgefithrt. Im Gegensatz dazu
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sind in Tabelle 3.3 Eigenwerte modifizierter Steifigkeitsmatrizen aufgelistet. Das Vorge-
hen bei der Berechnung der Steifigkeitsmatrizen wurde in Abschnitt 3.5 vorgestellt.

Tabelle 3.2: Eigenwerte des Hexaeders (E=100 N/mm?, v=0.4999)

[Nr.| HR [EAS/6N | TBW | EAS/12 | EAS/21 |

7

1.5 x 10°

7.5 x 10°

2.4 x 10!

7.5 x 10°

9.3 x 10Y

8

8.0 x 10Y

1.7 x 10!

2.6 x 10!

1.6 x 10

1.1 x 10

9

8.7 x 10Y

2.2 x 10!

3.4 x 10!

1.7 x 10!

2.1 x 10!

10

2.5 x 10!

3.5 x 10!

4.2 x 10!

2.8 x 10!

2.5 x 10!

11

2.4 x 10!

3.9 x 10!

4.5 x 10!

3.2 x 10!

2.9 x 10!

12

2.9 x 10!

4.3 x 10!

5.2 x 10!

4.1 x 10!

3.4 x 10!

13

3.7 x 10!

5.8 x 10*

7.1 x 10!

4.3 x 10

3.8 x 10*

14

5.2 x 10!

6.2 x 10!

7.6 x 10"

5.7 x 10"

4.8 x 10!

15

6.0 x 10*

7.9 x 10!

8.6 x 10"

7.0 x 10"

6.3 x 10"

16

6.4 x 10!

8.6 x 10"

1.2 x 102

7.3 x 10!

7.0 x 10"

17

6.9 x 10°

9.0 x 10"

1.3 x 102

8.8 x 10!

8.4 x 10!

18

9.4 x 10!

1.1 x 102

1.5 x 102

9.9 x 10"

8.7 x 10!

19

9.5 x 10*

1.3 x 102

2.1 x 102

1.3 x 102

1.2 x 102

20

1.2 x 10?

1.7 x 10?

5.3x10*

1.5 x 107

1.4 x 107

21

1.4 x 102

3.1 x 102

5.2x10°

3.0 x 102

1.6 x 102

22

2.1 x 10?

3.7 x 102

5.4x10°

3.5 x 102

1.9 x 102

23

2.4 x 10?

1.2x10°

1.2x10°

1.2x10°

1.2x10°

24

7.4x10°

7.4x10°

7.4x10°

7.4x10°

7.4x10°

Beim Ubergang vom Wiirfel zum Hexaeder tritt die in Abschnitt 3.4 beschriebene Ver-
steifung der EAS-Formulierung auf. Die ,versteifungsfreien® Elemente EAS/6N, EAS/12
und EAS/21 haben nun einen zweiten sehr grofien Eigenwert, der eine Volumenverande-
rung des Elementes vortauscht. Das TBW Element zeigt ein &hnliches Verhalten. Eine
Ausnahme bildet dagegen das HR-Element: bei dieser Formulierung verursacht die von
der Parallelepipedgestalt abweichende Elementgeometrie keine volumetrische Versteifung.

Tabelle 3.3 zeigt deutlich die Auswirkung der Modifikationen der Elementsteifigkeits-
matrizen nach Abschnitt 3.5. Der in Tabelle 3.2 beim Hexaeder gegeniiber Tabelle 3.1
auftretende zusatzliche grofile Eigenwert der EAS-Elemente ist beseitigt, d.h. die durch
die Geometrie bedingte volumetrische Versteifung tritt nicht mehr auf.
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Tabelle 3.3:  Figenwerte fiir den Hexaeder —
Elemente nach Abschnitt 2.5 modifiziert
[Nr.| HR [EAS/6N | TBW | EAS/12 | EAS/21 |

17 6.9 x 10! | 8.5 x 10" | 1.2 x 10* | 6.9 x 10' | 6.9 x 10*
18 19.1 x10' [ 9.2 x 10" | 1.5 x 10* [ 9.1 x 10" | 9.1 x 10*
19 19.1 x 10 | 1.0 x 10" | 1.7 x 10* [ 9.1 x 10" | 9.1 x 10*
20 [ 1.2 x 10* | 1.2 x 10% | 2.0 x 10* | 1.2 x 10* | 1.2 x 10?
21 [ 1.5 x 10* | 1.7 x 10* | 1.8 x10° | 1.5 x 10* | 1.5 x 10?
22 1.7 x 10* | 1.8 x 10* | 1.8 x10° | 1.7 x 10* | 1.7 x 10?
2312.0 x 10 | 2.1 x 10% | 4.2Xx10° | 2.0 x 10* | 2.0 x 10?
24| 7.4%x10°% | 7.4x10° | 7.4%x10° | 7.4x10°% | 7.4%x10°

3.6.2 Inkompressibler Block

Dieses fiir die Boden- und Geomechanik typische Problem zeigt deutlich die negativen
Auswirkungen der volumetrischen Versteifung auf das Verschiebungsfeld. Biegung und
Scherung treten in diesem Beispiel, das von Andelfinger und Ramm [1993] vorgeschlagen
wurde, nicht auf.

Ein Quader der Hohe H=50 mm und Seitenlénge L=100 mm, der an seiner Grundfliche
unverschieblich gelagert ist, wird durch eine homogene Drucklast q=250 N/mm? auf einer
Flache von 20x20 mm um den Mittelpunkt der Oberfliche belastet. Aus Symmetrie-
griinden reicht es aus, dafl nur ein Viertel des Quaders modelliert wird. Der Viertelqua-
der wird mit 5x5x5 8-Knoten Elementen vernetzt. Die Werkstoffkonstanten E=210000
N/mm? und v=0.4999 garantieren inkompressible Deformationen des Quaders.

L/2
Abb. 3.5: inkompressibler Block (H=50 mm,L/2=50 mm)

Tabelle 3.4 enthalt die Werte der Vertikalverschiebung des Mittelpunktes der Oberfliche
des Blocks fiir unterschiedliche Elementformulierungen. Die Elemente HR, EAS/12, EAS/21
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und die lineare Version des Selective Reduced Integrated (SRI) Elementes (s. Hughes,
Malkus [1978]), bei dem der volumetrische Anteil der Steifigkeitsmatrix des Verschiebungs-
elementes unterintegriert wird, sind erwartungsgeméaf} versteifungsfrei. Hervorzuheben ist
das gute Ergebnis des FElementes EAS/6N, das gegeniiber den anderen EAS-Elementen
und auch dem HR-Element (12 interne Parameter) mit der geringen Anzahl von nur 6
inneren Freiheitsgraden die volumetrische Versteifung beseitigt. Das konventionelle Ver-
schiebungselement DISP und das TBW-Element verhalten sich sehr steif, was die Unter-
suchungen in Abschnitt 3.2 bestatigt.

Element | HR | DISP | SRI | EAS/6N | TBW | EAS/12 | EAS/21
W, | 0.019 | 0.0016 | 0.0197 | 0.0186 | 0.011 | 0.019 | 0.019

Tabelle 3.4: Vertikalverschiebung W, (in mm) des Oberflichenmittelpunktes
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Abb. 3.6: Kompression eines elastischen Blocks fiir verschiedene Querkontraktionszahlen
a) Elemente mit volumetrischer Versteifung
b) Elemente ohne volumetrische Versteifung

Abb. 3.6 zeigt sehr deutlich, wie sich unterschiedliche Elemente bei zunehmender Inkom-
pressibilitdt in threm Deformationsverhalten unterscheiden. Die Bilder oben in Abb. 3.6
zeigen Netze fiir die Elemente DISP, EAS/6S und EAS/12S. Darunter sind verformte Net-
ze der EAS-Elemente ohne volumetrische Versteifung, des HR- und des SRI-Elementes zu
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sehen. Die Elemente EAS/6S, EAS/12S und DISP versteifen fiir Werte von v nahe 0.5
vollstandig. Eine Verformung des Blocks ist fiir ¥ = 0.49999 nicht moglich (Bild oben
rechts). Die Deformationen der Elemente EAS/6N, EAS/12, EAS/21, HR und SRI hin-

gegen sind unabhingig vom Wert der Querkontraktionszahl v.

3.6.3 3D-Elemente als Plattenelemente

Eine diinne, fest eingespannte Platte mit Seitenlange 100 mm und Dicke 1.0 mm wird
durch eine vertikale Einzelkraft P=16.367 N im Plattenmittelpunkt belastet. Dieses Bei-
spiel dient dazu, die Qualitdt und die Grenzen des Einsatzes von 8-Knoten Volumenele-
menten in Plattenbiegungsproblemen zu bestimmen. Die Werkstoffkonstanten E=10000
N/mm? und v=0.3 wurden so gewihlt, dal die mit der Kirchhoff Theorie berechnete
Durchbiegung im Punkt P 1.0 mm betragt. Aus Symmetriegriinden ist die Diskretisie-
rung einer Viertelplatte mit einem 2x2x1 Netz ausreichend. Die Verwendung nur einer
einzigen Elementschicht iiber die Plattendicke ist sinnvoll, da eine Bewertung der Ergeb-
nisse sich an 4-Knoten Plattenelementen orientieren muf.

L2

L/2

Abb. 3.7: Eingespannte Platte mit Einzelkraft (L/2=50 mm, e=10 mm)

In Tabelle 3.5 sind die Ergebnisse fiir das unverzerrte Netz (Verzerrungsparameter e=0)
dargestellt. Das Hellinger-Reissner Element und die EAS-Elemente, die ausschlielich li-
neare Scherterme enthalten (die Elemente mit 12 inkompatiblen Schertermen EAS/12S
und EAS/21), liefern zufriedenstellende Resultate.

Element | HR | DISP | EAS/6S | EAS/12S | EAS/12 | EAS/21
W, | 0.888 | 0.0068 | 0.072 0.72 0.074 | 0.888

Tabelle 3.5: Vertikalverschiebung W, (in mm) am Punkt P (e=0)
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In Tabelle 3.6 werden fiir das verzerrte Netz die Ergebnisse W, (stand.), die mit den
konventionell unter Verwendung der 8-Punkt Integration nach Gaufl berechneten Ele-
mentsteifigkeitsmatrizen gewonnen werden, mit den Resultaten W, (mod.) der nach Ab-
schnitt 3.5 berechneten Elemente verglichen. Zwischen den Ergebnissen besteht kein si-
gnifikanter Unterschied. Der Genauigkeitsverlust gegeniiber den Werten in Tabelle 3.5
bei den Elementen HR, EAS/12S und EAS/21 ist alleine auf die Netzverzerrung zuriick-
zufithren. Sémtliche dreidimensionalen 8-Knoten Elemente sind empfindlich gegeniiber
der Abweichung der Elementgeometrie von der Parallelepipedgestalt. Diese Abhangigkeit
kann selbstverstandlich durch die in Abschnitt 3.5 vorgestellte Modifikation nicht aufge-
hoben werden. Der Aufwand bei der Aufstellung der Steifigkeitsmatrizen kann dadurch
aber erheblich reduziert werden.

Element HR | DISP | EAS/6S | EAS/12S | EAS/12 | EAS/21
W, (stand.) | 0.57 | 0.0064 | 0.065 0.51 0.066 | 0.58
W, (mod.) | 0.57 | 0.0064 | 0.067 0.49 0.068 | 0.57

Tabelle 3.6: Vertikalverschiebung am Punkt P (e=10 mm)

Bemerkung:

Wenn in Beispiel 3.6.3 die Plattendicke bei konstanter Anzahl der Elemente verkleinert
wird, so ist die Losung davon abhéngig, ob ein Netz aus Quadern (Abb. 3.7 links) oder
ein unregelméfBiges Hexaedernetz (Abb. 3.7 rechts) verwendet wird. Das Verhéltnis der
Verschiebung in Plattenmitte zur Kirchhoff-Lésung ist im ersten Fall unabhédngig von
der Dicke bzw. dem Verhéltnis von Dicke und Plattenlange. Das Ergebnis héngt aus-
schlieBllich von der Elementformulierung ab. Im zweiten Fall hingegen ergibt sich eine
starke Abhangigkeit der berechneten Verschiebung von der Plattendicke. Es tritt das sog.
»thin mesh locking® auf. Damit soll zum Ausdruck gebracht werden, dafl die Hexaeder
mit abnehmender Dicke versteifen. Diese Versteifung besitzen die EAS-FElemente ebenso
wie das HR-Element. Sze, Ghali [1992] untersuchten dieses Problem ausfiihrlich. Abhilfe
kann hier nur mit einer Skalierung der Scherungsterme bei der EAS-Methode bzw. der
Schubspannungsterme beim HR-Element erreicht werden.
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3.7 Diskussion und Ausblick

Die modifizierte Elementsteifigkeitsmatrix K. ,,,04, die in Abschnitt 3.5 vorgestellt wurde,
ist eine gute Approximation der Elementsteifigkeitsmatrix K. in (3.14), die mit 8-Punkt
Integration nach Gaufl und vollsténdiger statischer Kondensation der EAS-Parameter be-
rechnet wird. Die Gestalt der Hexaeder sollte nur geringe Abweichungen von der Gestalt
eines Quaders oder Parallelepipeds aufweisen. Fiir stark von einem Parallelepiped ab-
weichende Elementgeometrien, die bei der Netzgenerierung moglichst vermieden werden
sollten, kénnen keine Resultate erwartet werden, die qualitativ mit denen eines Quaders
oder Parallelepipeds vergleichbar sind. Diese starke Sensitivitét der Berechnungsresultate
von der Elementgeometrie ist weitgehend unabhingig von einer speziellen Elementfor-
mulierung: sie tritt sowohl bei EAS- und HR-Elementen als auch beim konventionellen
Verschiebungselement auf. Aufgrund der geringen Qualitét allgemeiner Hexaeder sollte der
Aufwand bei der Berechnung der Elementsteifigkeitsmatrix und des inneren Kraftvektors
so gering wie moglich sein, homogene Spannungs- und Deformationszustédnde sollten aber
ohne Fehler dargestellt werden kénnen. Diese Forderungen werden von der in Abschnitt
3.5 vorgeschlagenen Elementformulierung erfiillt.

Elementformulierungen, die auch fiir beliebige Elementgeometrien zuverlassige Ergebnisse
garantieren, basieren auf einer Extrapolation der fiir Parallelepipede konstruierten Ver-
zerrungsfelder auf allgemeine Hexaeder. Diese Extrapolation ist aber mit erheblichem
zusitzlichem Berechnungsaufwand verbunden. Als Beispiel dieser neuen Vorgehenswei-
se soll an dieser Stelle die sog. ,assumed strain“ Methode von Stolarski, Chen [1998]
genannt werden. Das nach ihrer Methode konstruierte 8-Knoten Element liefert bei Bie-
gebelastung selbst fiir stark verformte Elementgestalt noch hervorragende Ergebnisse. Ein
Nachteil bzgl. des Deformationsverhaltens ist, dafl das Element nur fiir Parallelepipede den
sog. ,, Patch-Test* erfiillt. Der Aufwand, den die Berechnung der Elementsteifigkeitsma-
trix erfordert, wird im wesentlichen durch die Invertierung von zwei vollbesetzten 24 x 24
Matrizen bestimmt.



Kapitel 4

EAS-Elemente fiir nichtlineare
Probleme

Eine vollstdndige Diskussion der ,enhanced assumed strain“ Methode erfordert auch die
Darstellung der nichtlinearen Variante dieser Elementformulierung. Modifikationen der
Elementsteifigkeitsmatrix, die im linearen Bereich ohne Qualitétsverlust zu einer erheb-
lichen Steigerung der Effizienz der EAS-Elemente fithrten (sieche Abschnitt 3), existieren
im nichtlinearen Bereich bisher nicht. Man ist daher auf die im folgenden beschriebe-
nen 8-Knoten EAS-Elemente in ihrer Originalformulierung von Simo et al. [1992], [1993]
angewiesen.

4.1 Einfiihrung

Von Simo, Armero [1992] und Simo, Armero, Taylor [1993] wurde das EAS-Konzept auch
zur Formulierung von Elementen zur Berechnung geometrisch und materiell nichtlinearer
Probleme erweitert. Ziel der Uberlegungen fiir ein nichtlineares EAS-Element war das
universell einsetzbare 8-Knoten Element: ein Element, das weder die sog. volumetrische
Versteifung fiir quasi-inkompressible Werkstoffe noch die Biegeversteifung besitzt. Daf}
diese beiden Forderungen zugleich von einer nichtlinearen Elementformulierung erfiillt
werden, ist keineswegs selbstverstandlich. So existierten schon vor Verdffentlichung der
nichtlinearen EAS-Methode Formulierungen wie die Selektiv Reduzierte Integration (SRI)
(siehe Hughes, Malkus [1978]) oder das auf einer 3-Feld Hybrid Methode mit konstantem
Druck basierende Q1P0-Element (siehe Simo et al. [1985]). Diese Methoden unterdriicken
das sog. ,incompressibility—locking“ in einer totalen Lagrange Formulierung zuverlassig.
Die Versteifung von Elementen, die auf Biegung beansprucht und dadurch stark defor-
miert werden, konnte allerdings bis dahin durch kein Verfahren zufriedenstellend beseitigt
werden.

Der Aufwand fiir die Berechnung des inneren Kraftvektors und der Tangentensteifigkeits-
matrix der EAS-Elemente ist jedoch im Vergleich zum Q1P0- oder SRI-Element deutlich
héher. Der hohere Aufwand bezieht sich sowohl auf die Rechenzeit als auch den zusétz-
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lichen Speicher, der fiir die EAS-Parameter reserviert werden muf}. Je nach Elementtyp
miissen 9 oder 12 innere Freiheitsgrade fiir jedes Element gespeichert werden. Aufgrund
dieses Nachteils der EAS-Flemente wire es vorteilhaft, wenn sich der Anwender schon
vor der Diskretisierung einer Struktur Gedanken iiber die zu erwartenden Verformungen
macht. Bereiche, in denen mit Sicherheit keine Biegung auftritt, kénnen mit den ver-
gleichsweise ,billigen“ F - ' | SRI- oder Q1P0-Elementen vernetzt werden. Die Qualitit
der berechneten Deformationen und Spannungen wird in den ., biegefreien Zonen* durch
die Wahl dieser Elemente nicht eingeschrankt. Fir Simulationsgebiete mit homogenen
Deformationen ist sogar das Standard-Verschiebungselement ausreichend.

Ein weiterer Schwachpunkt der nichtlinearen EAS-Elemente ist das mogliche Auftreten
sog. ,hourglass® Verformungen. Diese sind mit einem Rangabfall der Elementsteifigkeits-
matrix verbunden, der nicht durch eine Material- oder Strukturinstabilitdt bedingt ist
(siehe Wriggers, Reese [1996]). Um diese unphysikalische Instabilitdt der EAS-Methode,
die bei homogenen Kompressionen und sog. ,necking-bar“ Problemen auftritt, zu vermei-
den, miissen spezielle Techniken angewandt werden (siehe hierzu auch de Souza Neto et al.
[1995], Glaser, Armero [1997], Korele, Wriggers [1996] und Vortrage zu diesem Thema auf
dem FUROMECH-Kolloquium 371 in Bad Herrenalb [1997]). ,,Hourglass“-Deformationen
treten auch bei anderen versteifungsfreien Elementen auf, sie sind jedoch bei nichtlinearen
EAS-Elementen besonders stark ausgeprégt.

4.2 Konstruktion des F-Operators

Die kinematische Gréfle, die in der EAS-Methode im geometrisch nichtlinearen Bereich in
einer totalen Lagrange Formulierung verdndert werden muf}, ist der Deformationstensor
F bzw. der Verschiebungsgradient bzgl. der Ausgangskonfiguration GRAD . Dieser setzt
sich zusammen aus einem homogenen Anteil F. und einem ortsabhédngigen Anteil ¥, : F =
F.+F}. Der F-Tensor der konventionellen Verschiebungsmethode wird durch die Addition
des nichtkonstanten Operators F erweitert. Das Resultat ist ein neuer Deformationstensor,
der sog. F-Tensor.

F=F+F=1+CGRADG+F| bzw. |F! ,=F,+F (4.1)

mod —

Die Konstruktionsprinzipien fiir den Tensor F wurden ausfiihrlich von Stmo, Armero,
Taylor [1993] beschrieben. An dieser Stelle ist daher eine Zusammenfassung der dort
vorgeschlagenen Vorgehensweise ausreichend.

Die Berechnung von F erfolgt in drei Schritten. Der erste Schritt ist die Auswahl der
EAS-Interpolationsterme, zusammengefaft in der Matrix E¢, anhand des F-Tensors eines

YAuch in der EAS-Methode wird ein sog. F-Tensor verwendet. Im Unterschied zu den in Abschnitt 5
vorgestellten F-Elementen héngt dieser Tensor nicht alleine von den Verschiebungen ab. Der F-Tensor der
in Abschnitt 5 beschriebenen Elemente kann explizit, d.h. ohne statische Kondensation innerer Parameter,
berechnet werden.
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parallel zur globalen kartesischen Basis ausgerichteten Quaders, d.h. eines Elementes mit
einer konstanten und nur auf der Diagonalen besetzten Jacobimatrix

S 2|
O >N O
> o O o

0

mit den Kantenléngen a, b und h. Diese Methode zur gezielten Auswahl der EAS-Terme

ist analog zum Verfahren in der linearen Elastizitét, in der der infinitesimale Verzerrungs-

tensor bzw. die B-Matrix verdndert wird. Der Tensor E, wird mittels der am Element-

mittelpunkt ausgewerteten Jacobi—-Matrix J. in die Referenzkonfiguration transformiert.
E=2J"EJ7 (4.2)

J
Der Faktor j./j, der Quotient aus der Jacobi-Determinante am Elementmittelpunkt und
am Ort ¢, garantiert zusammen mit der Bedingung

+1 +1 41

[ [ [ Beirdsi=o (43)

-1-1-1

die Erfilllung des Patch-Tests fiir beliebige Referenzgeometrien. Der letzte Schritt bei
der Aufstellung von F ist die Linksmultiplikation von E mit dem konstanten Tensor F..
Dadurch wird gewéhrleistet, dafl F und damit F sich bei Starrkorperrotationen wie der
konventionelle Deformationsgradient F verhalten.

F=F.2J'EJ7T=F.E (4.4)
J

Ausgangskonfig. Momentankonfig.

E

N -

E

Abb. 3.1: Konstruktion des zweidimensionalen inkompatiblen F-Tensors
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Aufgrund der Definition von F sind die Eigenschaften des EAS-Elementes invariant bei
einer Drehung des Elementes gegeniiber dem globalen Koordinatensystem. Diese durch
die Konstruktionsvorschrift (4.4) gesicherte Drehinvarianz ist fiir eine zuverldssige geome-
trisch nichtlineare FE-Formulierung unbedingt erforderlich.

Der ortsabhéngige Anteil F;, des konventionellen Deformationstensors F fiir einen achsen-
parallelen Quader enthélt unvollstandige lineare und bilineare Polynome in den isopara-
metrischen Koordinaten r, s und ¢. Diese Unvollstandigkeit fiihrt zu Kopplungen zwischen
Normalverzerrungen und Scherungen im rechten Cauchy oder im Greenschen Verzerrungs-
tensor. Die Biegeversteifung des Standard—Verschiebungselementes ist eine direkte Folge
dieser Kopplungen.

S Au,l + t Au,? + s t AuA r Au,l + t Au,3 +r t AuA
Fh = S AUJ + tA%Q + s t AUA r AUJ + tAU73 +r t AUA (45)
S Aw,l —I' t Aw,? —I' st AwA r Aw,l —I' t Aw,?) —I' rt AwA

r Au,? —I' S Au,3 —I' rs AuA
r AU,Q —I' S AU,S —I' rs AUA
r Aw,? —I' S Aw,?) —I' rs AwA

Mit den Konstanten :

Auﬂ' = l_l)z Hi, Avﬂ' = \_f)z HZ und Awﬂ' . V_\}z HZ (1:14)

Die Biegeversteifung kann, zumindest fiir einen Quader oder ein Parallelepiped, durch
einen Deformationsanteil E; beseitigt werden, der die Terme enthilt, die fiir die linea-
re Vollstandigkeit von Fj, benétigt werden. Das damit verbundene 9 Parameter EAS—
Element entspricht in seinen Eigenschaften dem inkompatiblen Verschiebungselement von
Taylor, Beresford, Wilson [1976], das in dieser Dissertation mit T'BW bezeichnet wird.

r 00 000 000
EP" = o |00 0| +¢ |7 0049|000 (4.6)
0 0 0 0 0 0 7 0 0 |
[0 s 0] [0 0 0] [0 0 0]

+ 04|00 0| +¢s |0 s 0] 4+9s |0 00
0 0 0 0 0 0 0 s 0|
[0 0 ¢t ] [0 0 0] [0 0 0]
+ pr |00 0| +@s |00 ¢ | +p |0 00
0 0 0 0 0 0 00 ¢ |

Ausgehend vom T'BW-Element, das man in der Literatur auch unter dem Namen Q1E9
findet, entwickelten Wriggers, Korelc [1996] das sog. CG9-Element. Der wesentliche Un-
terschied zwischen diesen beiden EAS-Varianten ist die Struktur der Matrix E,:

E{“ = [E[""]" (4.7)
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Beispielrechnungen zeigen, dafl das CG9-Element robuster ist als das Q1E9 Element.

Da mit dem inkompatiblen Verschiebungselement die linearisierte Zwangsbedingung fiir
inkompressibles Materialverhalten nicht erfiillt werden kann, haben Simo, Armero, Taylor
[1993] ein 12 Parameter EAS-Element, abgekiirzt durch SAT, mit drei bilinearen Inter-
polationstermen vorgeschlagen.

E?AT:EgBW—FgOl()TS]_—|—g0117"t1—|—g0128t1 (48)

Diese Erweiterung des ,klassischen® inkompatiblen Verschiebungselementes um drei wei-
tere innere Freiheitsgrade wird gerechtfertigt durch die punktweise Erfiillung der Zwangs-
bedingung SP(Fj, + F) = SP(F" _,) = 0. In vielen Féllen wird mit 9 linearen und 3
bilinearen inkompatiblen Interpolationstermen die volumetrische Versteifung des konven-
tionellen Verschiebungselementes hinreichend unterdriickt.

Strukturen aus inkompressiblen Materialien kénnen ausschlieflich volumentreu verformt
werden. Da das Volumen nicht verdndert werden kann, muf} die Determinante des Defor-
mationstensors gleich 1 sein. Det(F)=1 ist daher die Zwangsbedingung fiir nichtlineare
inkompressible Werkstoffe. Ein vollkommen versteifungsfreies Element miifite deshalb so
konstruiert sein, daf die Determinante von F nur vom versteifungsfreien konstanten Teil

des Verschiebungsgradienten abhangt.

Det(F) = Det (1 + GRAD.(d)) (4.9)
Diese Bedingung kann nicht dadurch erfiillt werden, daf die Spur des ortsabhéngigen Ten-
sors F" . verschwindet. Mit Hilfe der folgenden Identitit fiir beliebige Tensoren zweiter

Stufe X

Det(1+X) = 1 + SP(X) + % ([SP(X)]? ©SP(X)?) +Det(X)|  (4.10)

= J2(X)

kann diese Aussage prizisiert werden. Nach Einsetzen von F und unter Beriicksichtigung

von SP(F" =0 ergibt sich fiir Det(F) der folgende Ausdruck.

Det(F) <1 = SP(GRAD.(d)) + Jo (GRAD.()) (4.11)
& 0.5SP [GRAD.(d)F},, +F! ,GRAD.(T)]
& 0.5SP (FL, Fh . .)

+ Det(GRAD, (&) + F~_,)

Es ist gut erkennbar, daB Det(F) nicht nur von der zweiten und dritten Potenz von F” _,
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abhingt. Die noch vorhandene lineare Abhingigkeit der Determinante von F"  kann sich
evtl. qualitdtsmindernd bei starken Deformationen auswirken. D.h. mit den vorliegenden
nichtlinearen EAS-Formulierungen ist die Konstruktion eines vollig versteifungsfreien Ele-
mentes nicht moglich. Die Sicherheit auch in diesen Féllen mit einem versteifungsfreien
Element zu arbeiten, bieten alleine die expliziten F-Elemente oder das Q1P0-Element

(siehe Abschnitt 5).

4.3 Schwache Form des Gleichgewichts

Fiir eine Untersuchung der EAS-Methode bzgl. Nichtlinearitat gentigt es, sich auf hyper-
elastische Werkstoffmodelle zu beschrianken, da damit auch quasi-inkompressible Mate-
rialien modelliert werden kénnen. Der Vorteil der Hyperelastizitdt besteht darin, daf eine
Verzerrungsenergiedichte W(C) (C := F' F ist ein modifizierter rechter Cauchy-Green
Tensor) existiert, aus der die Spannungen berechnet werden. Unter der Voraussetzung,
daf fiir die dufleren Lasten eine potentielle Energie II..; existiert, ist die Variation der
gesamten potentiellen Energie identisch mit der schwachen Form der Gleichungen des
mechanischen Gleichgewichts.

=My o+ I,y = / W(C) dVies + (i) (1.12)

Vref

Die Berechnung der Variation 1Il;,, + d1l.,; = 0 erfordert die Kenntnis der Abhangigkeit
von 6C bzw. §F von der Variation des Verschiebungsfeldes und der inneren Parameter
dp;. In den folgenden Ausfithrungen werden der Gradientenoperator bzgl. der Ausgangs-
konfiguration mit GRAD und bzgl. der Momentankonfiguration mit grad bezeichnet. Der
Index ¢ bedeutet, dafl nur der konstante Anteil der entsprechenden Gréfie berechnet wird.

SF = 6F+F (4.13)
= GRAD(é1d) + GRAD.(éU)E + F.0E
= GRAD(1) + GRAD.(00)E + F. > dp, E
=1
Die Berechnung der Variation der inneren Energie wird aus Effizienzgriinden mit dem
Kirchhoffschen Spannungstensor 7 vorgenommen. Diese Darstellung von 61l;,; besitzt
Vorteile gegeniiber der Darstellung in der Referenzkonfiguration: die Diskretisierung der
Operatoren db und de (s.u.) fiihrt auf schwach besetzte Matrizen.

My = / 25503 Lse AVt (4.14)

ref
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- /Toaﬁﬁ—ldvmf

Vref
= /To(5F+5FCE)F_1 dV,es + /TOFC(SEF_l AT
N———
Vref = (Sb Vref =: (Se

Wegen der Unabhéngigkeit der Variationen dE und éu entstehen zwei Systeme nichtlinea-
rer Gleichungen, von denen das erste auf Systemebene und das zweite auf Elementebene,
d.h. in jedem Element einzeln, erfiillt werden mu$.

Nelm
Z/TO(deerf—l—(SHmt(ﬁ) =0
e=1+/c
Vres (4.15)
/Tocsed ,,eef =0 e=1..1nqgm
Vreef

Die Diskretisierung des Operators db ensteht durch Diskretisierung von dF und seines
konstanten Anteils 6F..

§F = GRAD(6%) = §d; ® GRAD(N') &4, := (Suy, Sv;, Sw;)T (4.16)

Setzt man den obigen Ausdruck in die Definition von db ein, ergibt sich ein Operator, der
dieselbe Struktur wie grad(du) besitzt.

8

§b = Y (5ii; © GRAD(N') + §ii; © GRAD.(N')E)F™' (4.17)
=1
8 . .
= Y su; @ F GRAD(N') + dii; @ F~' E” GRAD.(N')
=1
Mit der Definition des modifizierten Gradientenoperators,
V =F " (GRAD + E” GRAD,) (4.18)

kann db in der folgenden, kompakten Weise dargestellt werden:

8 8
§b = Zaﬁi@@vzvi = Zébi
=1

=1
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(SbZ == 51)2'?1]\” 5viv2Ni 5viv3Ni (419)

Wegen der Symmetrie des Kirchhoffschen Spannungstensors liefert nur der symmetrische
Anteil von db einen Beitrag zum Skalarprodukt in (4.15a). Beim Ubergang zur Matrix-
Vektor Darstellung mit 5ﬁ6T := (0U;...0Ug)

/ TodbdVy, = dd! / B' #dV:, = sil Ry, (4.20)
Vreef Vreef

ergibt sich dann die sog. B-Matrix, die aus den acht 6 x 3 Blockmatrizen B; aufgebaut
ist.

. V,Ni 0 0 izNi Vi Ni 0
B, = 0 VN 0 VN 0 V3N i=1.8 (4.21)
0 0 V3N 0 VN V,N!

Die Diskretisierung von de in (4.15b) ensteht durch die Diskretisierung des Tensors E:

o= F.opBF ' =Y 6pE |, mit B =F.EF
=1

=1

-1

(4.22)

Beim Ubergang zur FE-iiblichen Matrix-Vektorschreibweise und unter Beachtung der
Symmetrie von 7, wird der Operator de durch den Vektor dyp; €; ersetzt.

/ TodedVS, = dp; / & Fdve, =03 R, (4.23)
Vreef Vreef
éiT = [ Eil Eéz E:Z);?) Eiz + E%l Ei:& + Eél Eé:& + Eéz ] (4-24)

Das Gleichungssystem in (4.15) muf fiir beliebige é@, und du. erfiillt sein. Nach der
Diskretisierung von 6ll..;, die direkt zum Knotenvektor der dufleren Krifte ﬁext fiihrt,
ergibt sich das folgende diskrete Gleichungssystem.

Nelm e

R, — ]-361’
A Ry, ! (4.25)

e=1

R - 0 e =1..ngnm

Nelm

A in Gleichung (4.25a) ist der iibliche FE-Assemblierungsoperator.

e=1
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Werden nur die EAS-Parameter ¢;...qp9 berilicksichtigt, reduziert sich ESAT auf EgTBW.

1T pas pri . . . . S .
EPY = | gor pss wst | =B, 0 VN + 8,0 VeN? + B, @ VN (4.26)
©3T weS pol

Die Moglichkeit die linearen Terme in EéTBW als Ableitungen der sog. inkompatiblen
Formfunktionen

N' =052 el), N =05(s*el), N =05(2al)

nach den isoparametrischen Koordinaten r, s und ¢ darzustellen, hat die Konsequenz, daf}
de dieselbe Struktur besitzt wie db. Die Moglichkeit dieser Darstellung von de, die fiir
eine effiziente Programmierung genutzt werden sollte, ist nach Berechnung von

SE = %JcéEngl = (J7 JccSBZ) @I TV N (4.27)
erkennbar.
be=F.0EF = (F J;J 5@) OF TITTVN = & 0V N1 (4.28)
Somit ergibt sich fiir den Residuenvektor ﬁ;s

R, = / G'#dve, , GeR™ (4.29)
Vreef

Die Matrix G besitzt die gleiche Struktur und schwache Besetzung wie die B-Matrix. Die-

ser rechentechnische Vorteil zeichnet das klassische 8-Knoten Element mit inkompatiblen

quadratischen Ansatzfunktionen von Taylor, Beresford, Wilson [1976] gegentiiber anderen

FEAS-Elementen aus.

4.4 Linearisierung der nichtlinearen Gleichungen

Werden Newton-Verfahren zur Losung des diskreten, nlchthnearen Glelchungssystems
(4 25) verwendet, ist es notwendig, die Elementvektoren Reas und Rdwp um einen durch
¢, und U, bestlmmten Zustand zu linearisieren. Die Ableitungen dieser Vektoren nach den
Knotenverschiebungen sind die Steifigkeitsmatrizen. Eine andere Méglichkeit, die Steifig-
keitsmatrizen zu berechnen, besteht darin, zuerst die kontinuierlichen Ausdriicke in (4.15)
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zu linearisieren und erst anschlieend zu diskretisieren. Die letztere wird im folgenden dar-

gestellt.
A/Toabdwef = /Aroabdwef+ /ToAbTabdwef (4.30)
Vref Vref Vref
+ /Aerochdef
Vref

+ / + Ae’ o §F, Fc_1 dV,ey

Vref

Das objektive Inkrement der Kirchhoff Spannungen AT = F AS F' ist linear abhangig
von den Inkrementen Ab und Ae.

AT =C;(Ab + Ae) (4.31)

Der Tensor vierter Stufe C; ist der zum hyperelastischen Materialmodell gehorige Werk-
stofftensor.

A/Toabdwef - /5boCtAdemf—|—/5boCtAedV,,6f (1.32)
Vref Vref Vref
+ /ToAbTabdwef
Vref

+ / [AeT o b+ 7 Ael ograd (§6)] dV,.,

Vref

Das Inkrement der zweiten Gleichung in (4.15) ist durch den folgenden Ausdruck gegeben,
der dieselbe Struktur wie (4.32) besitzt.

A/TO(Sedef = /5eoCtAedV,,6f—|— /5e 0 C; AbdV,.¢ (4.33)

Vref Vref Vref

+ / TerTcsedef

Vref
+ / [AbT o e + 7 e’ o grad (AR)] dV,.;
Vref

Die Diskretisierung der Terme in (4.32) und (4.33) fithrt direkt zu den gesuchten Steifig-
keitsmatrizen. Diese kénnen unter Beachtung der allgemeinen Formel

AoV(i)=Ao[i;® VN ] =1 AVN' (4.34)
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nach Armero [1996] in einer tibersichtlichen und kompakten Form dargestellt werden. Aus
Griinden der Ubersichtlichkeit werden nur Blockmatrizen angegeben, aus denen sich die
jeweiligen Elementmatrizen zusammensetzen. Auf den Index e an den Steifigkeitsmatrizen
K. ., K, , und K, , wird verzichtet, da diese Matrizen nur im Element definiert sind.

KZZ’@ = / é)ZT Ct Ej d‘/,,ef + / EZ T O E]‘ d‘/,,ef (Z,] = 1..n6a5) (435)

Vref Vref

K, = /EijNid‘/ref—l_/TE?chid‘/ref (i=1.8,7 = l.ncas)

Vref Vref

K/, = /chtBjdwef+ /vNiorvadvmf 1 (4,7 =1.8)

Vref Vref

Die Taylorreihenentwicklung der Gleichung (4.25b) kann zur Elimination der inneren Pa-
rameter A@, auf Elementebene mittels statischer Kondensation benutzt werden.

€

K/ Al +K,, A3, =R, = A@ =K\ (R, oK/ Ad,) (4.36)

Die Folge dieser sog. statischen Kondensation ist, dal die Dimension der globalen Steifig-
keitsmatrix durch die Anzahl der Verschiebungsfreiheitsgrade bestimmt ist. Die globale
Steifigkeitsmatrix und der globale Kraftvektor sind aus den effektiven Elementsteifigkeits-
matrizen bzw. den effektiven inneren Elementkraftvektoren aufgebaut.

Nelm Nelm
-1 T
K = AK = A [Kuu <K K, K%w]
= = (4.37)
= Nelm e Nelm e _ —e
Fim‘ — Fmt = A_ |:Rdisp <:>Ku7@ Kap,lap Reas}
e=1 e=1

Innerhalb eines Newton-Raphson Verfahrens kann die Berechnung der inneren Element-

parameter nach der i-ten Iteration ¢(i+1)

o ) auf zwei verschiedene Weisen erfolgen. In der

ersten Methode wird nach der Berechnung eines neuen Verschiebungsinkrementes (durch

Losung des globalen linearen Gleichungssystems) fiir jedes Element ein AQBS) und damit
dann QB£Z+1) = 30 4 A@W bestimmt (auf neudeutsch: ein sog. Update vollzogen). Der

€ €

Nachteil bei diesem Vorgehen besteht darin, dafy die Matrizen ng)w, K(J?@ und der Vektor
= (0)

R, , aus der vorhergehenden i-ten Iteration neu berechnet werden miissen. Soll die dafiir

notwendige Rechenzeit eingespart werden, so miifiten die entsprechenden Matrizen und
Vektoren eines jeden Elementes gespeichert werden.
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(+1) kann aber auch durch eine lokale Iteration bestimmt werden. Fiir unverinderliches

1) st die Losung @Y der Gleichung

€

ﬁZas(SBe? ﬁ)(l—l—l)) = 6 (438)

€

gesucht. Das erstmals von Simo, Armero, Taylor [1993] vorgeschlagene Verfahren kann nur
dann wirtschaftlich sein, wenn die Anzahl der Iterationen zur Bestimmung des Losungs-
vektors so gering wie moglich ist. Diese hangt aber vom Startvektor ab. Es ist daher
vorteilhaft, als Startwert QBS) zu verwenden.

Die vorstehend geschilderten zwei Verfahrensvarianten werden auf den folgenden beiden
Seiten in ,Fluldiagrammen® in tibersichtlicher Form dargestellt. Beim Leser und mégli-
chen Anwender von nichtlinearen EAS-Elementen soll dadurch auch ein Uberblick iiber
den enormen Aufwand gegeben werden, der mit dem Einsatz der EAS-Methode verbunden
ist. Die Vektoren und Matrizen in den beiden Schaubildern sind ausschliefilich Element-
grofen. Auf den Index e kann deshalb verzichtet werden.
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Klassisches Verfahren zur Bestimmung
der Elementsteifigkeitsmatrix und des Elementkraftvektors
fiir EAS-Elemente

(1)

neues Verschiebungsinkrement Ad

4

berechne neue Gesamtverschiebungen

gl — 5O + Al
U

berechne mit @ und @'

KO KU und ﬁj(i)

Uy TR, as

U
berechne Agb’(i) als Losung des LGS:

i)

berechne g+ = @ 4+ A
U
berechne F(H_l)

und damit Spannungen und Werkstoffmatrix
1_(i-l—l) Cgi-l-l)

4

berechne mittels statischer Kondensation eine neue

6L

effektive Elementsteifigkeitsmatrix:

U, ¥,¥

KD — KO+ g 6+1) {K(i"‘l)} -1 K(¢+1)T
u (TR U,
und einen neuen effektiven inneren Kraftvektor:

gD _ ﬁ;:r;) oKD {K(m)}‘l RGO

int U, ©,p eas

Tabelle 4.1
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Verfahren mit lokaler Berechnung der EAS-Parameter

neues Verschiebungsinkrement Ag®?
U

berechne neue Gesamtverschiebungen
gl — 5O + Al
U

Berechne durch Iteration ¢ aus der Gleichung
Reas(ﬁ(l-l_l), QB(Z—H)) — 0 fiir festes a0

(1+1)

Startwert @, = 2"
v=2>0
DO v=v+1

berechne FY
und damit Spannungen und Werkstoffmatrix
F+) o)

4

berechne mittels statischer Kondensation eine neue
effektive Elementsteifigkeitsmatrix:

KO+ — nglq) <:>K£f‘;1) {K(i"'l)} -1 K(¢+1)T

@y Uyp

und einen neuen eflektiven inneren Kraftvektor:

MRS IR (R {K@'H)} RO

Uy R eas

Tabelle 4.2



Kapitel 5

F-Methode

Die Diskussion der Vor- und Nachteile der EAS-Methode im Zusammenhang mit grofien
Verzerrungen hat gezeigt, dafl einzig durch die Modifikation der Determinante des F-
Tensors der klassischen Verschiebungsmethode ein volumetrisch versteifungsfreies 8-Knoten
Element gewéhrleistet werden kann (siehe Gleichung (4.10) in Abschnitt 4.2). Dies bedeu-
tet aber nicht, dafl Simulationen mit EAS-Elementen bei quasi-inkompressiblen Werkstof-
fen und starken Deformationen vollkommen wertlos sind. In vielen Féallen, dokumentiert
durch Berechnungen in der Fachliteratur, kann man mit Hilfe der EAS-Methode zu zu-
verlassigen Ergebnissen gelangen. Dennoch kann das Auftreten von Elementversteifungen
in einer Berechnung nie mit Sicherheit ausgeschlossen werden. Diese Sicherheit bei Simu-
lationen mit inkompressiblen Materialien bieten alleine die F-Elemente, die im folgenden
naher untersucht werden sollen.

5.1 Grundlagen

Das Konzept der F-Methode beruht im Gegensatz zur EAS-Methode in Gleichung (4.1)
auf der Moglichkeit den konventionellen Deformationstensor F als Produkt aus seinem
isochoren Anteil F,,, charakterisiert durch det(Fi,,) = 1, und aus dem volumetrischen
und deshalb kugelsymmetrischen Anteil F,,; darzustellen. Die Determinante des letzteren
Operators ist gleich der Determinante des Deformationsgradienten F.

F = Fiso L] Fvol
(5.1)
F = [det(F)]'*F o [det(F)]™/" 1

Dain diesem Abschnitt ausschliefilich Strategien untersucht werden, die zur Unterdriickung
oder Abschwéchung des gerade fiir 3D Elemente problematischen . incompressibility—
locking® eingesetzt werden, wird der Operator F;,;, nicht verdandert. Die Modifikation
beschréankt sich daher auf den die volumetrischen Deformationen beschreibenden Opera-
tor F,,;.

65
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Die Ursache der Versteifung des Verschiebungselementes liegt in der punktweisen Aus-
wertung der i.a. ortsabhéngigen Determinante J := det(F). Diese Determinante muf,
um zu einer versteifungsfreien Elementformulierung zu gelangen, durch eine im gesamten
Element konstante Dilatation © ersetzt werden. Die Ortsunabhangigkeit von O ist fiir
den 8-Knoten Hexaeder mit trilinearen Ansatzfunktionen zur Erzeugung versteifungs-
freier Elemente zwingend. In Elementen mit hoherer Ansatzordnung kann die Dilation
eine ortsabhédngige Funktion sein, was jedoch eine statische Kondensation der inneren
Elementparameter von © bei der Berechnung des Kraftvektors und der Tangentensteifig-
keitsmatrix zur Folge hat (siehe Simo, Taylor [1991] und Simo et al. [1985]).

Der Austausch von J gegen O in F,,; fithrt zu einem neuen Operator F,,; und mit diesem
zu dem eigentlich gesuchten F-Operator. Die Determinante von F ist die zunichst noch
unbekannte Grofie © (s.u.).

F = Fiso o Fvol _ _ o) 1/3
pr—N— —— > F = Fiso L Fvol = <_> F (52)
JPE e 01 J

Der nun eingefithrte F-Operator bzw. © kénnen aber nicht beliebig gewéhlt werden.
Neben der Ortsunabhéngigkeit beim trilinearen Element muf} die Dilatation © aus phy-
sikalischen Griinden und aus Effizienzgriinden weitere Anforderungen erfiillen:

e O sollte explizit von den Verschiebungen abhdngen, um eine aufwendige Berechnung
zu vermeiden.

e Die Bedingung © > 0 muf} fiir alle physikalisch moglichen Verschiebungsfelder
u erfillt werden. Die Einhaltung dieser Bedingung ist jedoch nicht hinreichend
dafiir, dal keine sog. ,hourglass® Instabilitaten in einer Simulation aktiviert wer-
den koénnen. Diese durch den Austausch von J gegen © bedingte Instabilitdt wird
durch einen Rangabfall in der Elementsteifigkeitsmatrix verursacht und genauer in
Abschnitt 8 untersucht.

o Der sog. ,Patch—Test” sollte erfiillt werden, d.h. beliebige homogene Deformations-
bzw. Spannungszustande sollten exakt dargestellt werden. Diese Bedingung wird fiir
eine spezielle F-Formulierung, die wegen © = (:)(ﬁ) auch als eine verallgemeinerte
Verschiebungsmethode interpretiert werden kann, durch einen Vergleich mit der
konventionellen Verschiebungsmethode iiberpriift (siehe Abschnitt 5.2).

5.2 Konvergenzbedingungen

Von einer im streng mathematischen Sinne konvergenten F- Formulierung muf gefor-
dert werden, dafl beliebige homogene Spannungs- und Deformationszusténde exakt dar-
gestellt werden. Diese Bedingung muf} fiir beliebige Referenzgeometrien des Elementes
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erfiillt werden. Die Frage ob, ein F-Element diesen Anforderungen geniigt, kann durch
Vergleich mit dem konventionellen Verschiebungselement beantwortet werden. Das isopa-
rametrische 8-Knoten Verschiebungselement kann aufgrund seiner Konstruktion lineare

Verschiebungsfelder
Ujin =8+ a1 x+asy+az (5.3)

ohne Fehler darstellen. Der zugehérige Deformationsgradient ist im Element konstant,

Ju Ju Ju
L+ 355 5y 5
_ o v o | _
F = e 1+ 5y 5, =F. (5.4)
Jw Jw Jw
Em 5 1t3

so daf} die aus den Konstitutivgleichungen berechneten Ersten Piola—Kirchhoff— bzw. die
Kirchhoff=Spannungen im Element ebenfalls homogen sind.

oW oW
P, = —— bzw. 7,=2F — F7 .
OF |p. ZwW. T 3G F (5.5)

Der F-Deformationsoperator mufi bei einem vorgegebenen linearen Verschiebungsfeld
(5.3) konstant und gleich dem F-Deformationstensor in (5.4) sein. Eine Differenz in den
Werten von F und F fiir das Verschiebungsfeld (5.3) wiirde ansonsten aufgrund der Werk-
stoffgesetze zu unterschiedlichen Spannungswerten fiithren. Die Gleichheit der beiden Ope-
ratoren fiir ein lineares Verschiebungsfeld ist die erste Konvergenzbedingung. Aufgrund
der Definition des F-Operators ist diese Forderung dquivalent mit der Gleichheit der Di-
latationen.

F=F, < 0= J. (fur u= ﬁlin) (56)

F bzw. seine Variation miissen noch eine weitere Bedingung erfiillen, die in der Literatur
oft keine Beachtung findet: Bei einem vorgegebenen homogenen Spannungsfeld miissen die
Element-Kraftvektoren der beiden Methoden identisch sein. Aquivalent dazu ist die For-
derung nach Ubereinstimmung der Ausdriicke von 611;,; in beiden Elementformulierungen
fiir einen konstanten Spannungstensor P..

/PCO(SFdef: /Pcocstme, VP.c R*® (5.7)

Vref Vref

Diese Gleichung kann aber nur dann fiir beliebige konstante Tensoren P. erfiillt werden,
wenn flir die Variationen der Deformationsoperatoren die folgende Identitét gilt:



68 KAPITEL 5. F-METHODE

/(SFd‘/refE/(SFd‘/mf . (58)

Vref Vref
Wegen
o e\ 1 (50 8T\ =
OF = | = F+-|—<— | F .
<J> -|-3<®<:>J> (5.9)
und unter Beachtung von (5.6), ist die Bedingung (5.8) aquivalent zu der Forderung
00 6J
— o — | dV,., =0 . 5.10
[ (& F) 10
Vref

In der ,,Eulerschen® Darstellung und nach der Diskretisierung der Verschiebungen und
Deformationen, kann (5.8) auch als eine Bedingungsgleichung fiir die sog. B-Matrix in-
terpretiert werden (s.u.).

/de,efz /demf (5.11)

Vref Vref

Zusammenfassend 148t sich feststellen, dafi die zwei Kriterien (5.6) und (5.8) dariiber
entscheiden, ob eine konkrete F-Elementformulierung bei zunehmender Netzverfeinerung
konvergiert. Die Verletzung eines der beiden Kriterien hat zur Folge, dal der sog. Patch-
Test nicht erfiillt wird.

/ SF V. :/ SFdV,.; ¥ di
Vref Vref

Fliy,) = F(dm) (5.12)

5.3 Der innere Kraftvektor

In der vorliegenden Arbeit werden ausschliellich 8—~Knoten Hexaeder fiir hyperelastische
Materialgesetze untersucht. Diese zeichnen sich durch die Existenz einer Verzerrungs-
energiedichte W(C) als Funktion des rechten Cauchy-Green Tensors C aus. Die Zweiten
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Piola-Kirchhoff Spannungen S und die Kirchhoff-Spannungen 7 berechnen sich durch Ab-
leitung der elastischen Energiedichte nach C:

ow oW _r

S—Qac , T—ZFaCF . (5.13)
In der F-Formulierung werden die Energiedichte W und die Spannungen mit dem Ope-
rator C:= F F berechnet, statt mit dem konventionellen rechten Cauchy-Green Tensor
C der Verschiebungsmethode.
Ausgangspunkt fiir die Herleitung des Element—Kraftvektors und der Element—Tangenten-
steifigkeitsmatrix ist die Variation des Potentials der inneren Kréfte I1;,;. Die Berechnung
dieser Variation

(SHmf:(S/W(é)d‘/mf: / aa—IgO(Séd‘/mf (514)

Vref Vref

setzt die Kenntnis der Variation des Operators C := F' F voraus.

2/3 2/3
¢ - (2 Fr - (2 C
J J
5o = ()T seL 2 (0T[50 L] ¢ (5.15)
- \J 3\J 0 7 J '

5C enthalt sowohl die Variation von C

§C = (6F)'F +FT (6F)
= FITFF Y F+F (SFF)F
= FIVISHF+F' V(i) F
= 2FT§eF (5.16)

als auch die Variation der Determinante J

1 1
jch:leocse:lo&—: : (5.17)

Der in den Gleichungen (5.16) und (5.17) auftretende Tensor

Se = % (orad” (5F) + grad (5i1)] (5.18)



70 KAPITEL 5. F-METHODE

ist der symmetrische Anteil des auf die Momentankonfiguration bezogenen Gradienten
der Verschiebungsvariation. Setzt man die Ausdriicke fiir 6./ und 6C in Gleichung (5.15)
ein,

§C = 2F 1F (5.19)

= 2F (de &5 splde N F + S~ F

250
:2Fd & —F
ev[e] —|—3®

= 2F" (dev[de] + ;S—GG)) 1) F

= J€

ergibt sich nach Einfithrung der Groie d€ ein zu §C vollkommen analoger Ausdruck fiir
die gesuchte Variation von C .

§C = 2F" 6eF (5.20)
Unter Beachtung der Identitét fiir das Skalarprodukt von Tensoren zweiter Stufe

XoB"YB=BXB'oY

und der Definition des Kirchhoffschen Spannungstensors 7, ergibt sich nach Einsetzen von
(5.20) in (5.14) der nachfolgende Ausdruck fiir die Variation der Formadnderungsenergie.

ow ow
Ol = / 8—C02F SeEFdV,.; = / QFa—CFT 00EdV, (5.21)
Vref Vref =T

Die Struktur von é€ und die Orthogonalitdtsbeziehung devr o1 = 0 erméglicht die Dar-
stellung von 611;,; als Summe eines Terms, der auch in der konventionellen Verschiebungs-
formulierung enthalten ist, und eines von der Dilatation © abhdngigen Extraterms.

oL, = / T o d€EAV, .y (5.22)
Vies
= / T o dev[de] dV,.; + / (rol) 5—% dV,ey
Vies Vies ’

= / dev[r] o dev[de] dV, s + / sp[7] ;SGG)) dV,es

Vref Vref



5.3. DER INNERE KRAFTVEKTOR 71

Anmerkung:

Das Integrationsgebiet in der Integration des Skalarproduktes 7 o d€ in den obigen Glei-
chungen kann selbstverstéandlich auch das aktuelle Elementvolumen V; sein. Das Volumen-
element dV,.; mufl dann nur durch das Volumenelement dV; = J dV,.; ersetzt werden.

/TO(S(TZdef:/gO(SFZth (5.23)

Vre f Vi

Der Tensor 7/.J darf dabei nicht mit dem Cauchy-Spannungstensor o verwechselt werden.
In einer konsistenten Formulierung ist o eine Funktion alleine von F, d.h.

B 2
~ det

_ OW _r
F——F —
oC

b

_OW _r
F—=F . 5.24
0C ( )

g

)
@

5.3.1 Diskretisierung

Nach der Diskretisierung des Verschiebungsfeldes i mittels der Element-Knotenverschiebungen,
zusammengefafit im Vektor d. € R**, und der konventionellen Element-Formfunktionen

des 8-Knoten Hexaeders N° (1=1...8)

8 Nt 0 0 u' 8

U
i={ v |=)]0 N 0 ot | =) N =N, (5.25)
w i=1 0 0 N w i=1

erhilt man die Diskretisierung des symmetrischen Operators d€, der aufgrund seiner Defi-
nition sowohl vom Verschiebungsfeld und dessen Variation abhéngt. Die sechs unabhangi-
gen Komponenten des diskretisierten Operators € werden in einem Vektor

(Sg — [5611, 5622, 5633, 2 5612, 2 5613, 2 5623]T (526)

zusammengefafit. Der Vektor 6€ hingt iiber die sog. B-Matrix linear von den Variationen
der Knotenverschiebungen du, ab. Aufgrund der Blockstruktur des Knotenverschiebungs-
vektors (und seiner Variation) @, = [d],---,T.] besitzt die sog. B-Matrix ebenfalls

Blockstruktur.

=By, 0i. = [B,,...,Bg] di, B, e R® (5.27)
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Der Austausch des Skalarproduktes der Tensoren 706€ durch das Skalarprodukt der Vek-
toren 6 und 7 := [T11, T2z, T33, T12, T13, To3) T (der Vektor 7 enthilt die sechs unabhéngigen
Komponenten des Tensors 7) fithrt dann direkt zum inneren Element-Kraftvektor f,,.

(SHZ'mL = /TO(S(TZd‘/mf (528)

Vref

- / (Boi.)T #dV,

Vref

= i’ /BT?dvmf

Vref

—T Py
= (Su6 fint

Die Blockstruktur von B bedingt, daf} E’m ebenfalls eine solche Struktur besitzt.

fint,l

foe=1| : |, Fint,i::/BiT?dwef (i=1...8) (5.29)

—

fint,S Vies

An dieser Stelle ist es wichtig darauf hinzuweisen, daB die B-Matrix nicht wie bei geo-
metrisch linearen Problemen zur Berechnung der Elementverzerrungen verwendet wird.
Die hier vorgestellte Methode ist auch keine sog. B-Methode, die auf einer Ratenfor-
mulierung fiir Spannungen und Deformationen basiert (siehe z.B. Belytschko, Bindeman
[1993]). Die durch die Diskretisierung von J€ entstandene, auf einer sog. totalen Lagran-
ge Formulierung basierende B-Matrix wird ausschlieBlich zur Aufstellung des inneren
Element-Knotenkraftvektors und der materiellen Steifigkeitsmatrix (siehe Abschnitt 5.4)
verwendet.

5.4 Die Tangentensteifigkeitsmatrix

In einem impliziten Verfahren zur Losung der nichtlinearen Gleichungen des mechanischen
Gleichgewichts, wie dem Newton-Raphson Verfahren, ist es notwendig ¢11;,; um die mo-
mentane Konfiguration zu linearisieren bzw. das Inkrement A(é1l;,+) zu berechnen. Das
Inkrement von ¢11;,; setzt sich additiv zusammen aus einem Term S,,,;, dessen Diskreti-
sierung die sog. materielle Steifigkeitsmatrix ergibt, und einem Term Sg.,, der nach der
Diskretisierung zur geometrischen Steifigkeit fiihrt.
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oW — O*W oW
A — (SCdVr6 = oC ACdVT6 ~— o0 A(SC dV.. 5.30
[ S osca, = [ o[ac] i+ [ S o AGTI Ly (50

Vref Vref Vref

= “mat = Sgeo

Smat beriicksichtigt die Anderung von O1l;,, infolge von Spannungsdnderungen Ar =
C; A€. Dieses Inkrement von 7 basiert auf der objektiven Truesdell-Spannungsrate (siehe
z.B. Crisfield [1997]); der Tensor vierter Stufe C; ist der zugehorige Materialoperator.

Sat = /21?“ §eF o P _W] 2F" AeF)dV,., (5.31)
e
Vref
AT L LR
oC
Vref
- /5€0CtA€dVref (5.32)
Vref

Smat tritt in dhnlicher Form auch in der konventionellen Verschiebungsmethode auf. Der
Unterschied zu dem Ausdruck in der F-Methode liegt ausschlieBlich in den verschiedenen
kinematischen Groflen de und 6€ bzw. Ae und (vgl. (5.19))

AE := (dev[A€] + 29 1) . (5.33)
30

Der wesentliche Unterschied im Berechnungsaufwand der Steifigkeitsmatrizen zwischen
Verschiebungs— und F-Methode wird durch den geometrischen Steifigkeitsterm S,., ver-
ursacht. Dieser ist auch der Grund dafiir, dafl es unzuldssig ist, die hier untersuchte Me-
thode als B-Formulierung zu bezeichnen.
Die Berechnung von S,., erfordert zunichst die Linearisierung der Variation des C-
Operators.

2/3
A(SC) = % ( > <A®® @Aj‘]> + AC % (g) (%G) @%) (5.34)
(7)) (%) (59)
9\ J S) J © " J
2 /6
3\J

SIAJ A0
e g GE

+ C
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cH3)" (oo

+ A(SC) % (g)m

Der letzte Summand enthélt das Inkrement von dC, das auf folgende Weise dargestellt

werden kann:

A(6C) = (§F)TAF + (AF)' 6F (5.35)
= FT[VT(6d) V(AG) + VI (AG) V(§d)| F

Nach einer weiteren Umformung

_ AO  AJ 50 §J
A(SC) = 2F76eF = - ( = J>—|—2F AeF (@ @7> (5.36)
o _92/AO AJ\ (50 ST
oFT1F 2 (=2 i
+ 9( (:)J> (@ @J>
 aETs Fl(c&]AJ A®5®>
3
o1 5J)
2 F 1T =
- 3( )
n V7 (6%) V(AT) SWF

kann nun das Skalarprodukt im Integranden von S, gebildet werden, das unter Beriick-
sichtigung der Definition des symmetrischen Kirchhoffschen Spannungstensors 7 in (5.21)
zu folgendem Ausdruck fiihrt:

aa—lg 0 A(6C) = (70de€) % (% @%) + (1 0 Ae€) % (%9 <:>57J> (5.37)
o 2(80.,80) (50 a0y
9\ © J o J
L (ro1) 1 <5JAJ <:>A®<SG)>
3\ J? 0?2
L (A(6O) A(SJ)
+ (Tol)§< o 7 >
+ 10 VI(§E) V(AR)

Die Integration des obigen Skalarproduktes liefert dann die gesuchte GréBe Sg...
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Sgeo = /TOVT(éﬁ)V(Aﬁ)dV,,ef (5.38)
Vref
+ 1'05(—: 20 AJ) dV,ey
0
ref
2
+ 3 Ter ( >dV,,6f
ref
2 AJ 00  46J
3 /<T°1> (E@T> (6%) WVres
Vref
1 0JAJ ABOO
+ g /(TO]_)( J2 A= @ ) d‘/ref
Vref
1 A(0© A(0J
P CUC R P
Vref

Zum Vergleich sei an dieser Stelle der der Grole S, entsprechende Ausdruck der Verschie-
bungsformulierung gegeniibergestellt, der den mit der F-Methode verbundenen Aufwand
bei der Berechnung der Tangentensteifigkeit deutlich macht. Der Spannungstensor 7 ist
in der Verschiebungsformulierung im Gegensatz zu 5.38 eine Funktion des konventionellen
Deformationsgradienten F.

Z—ZoA((SC)deJr: /T(F)OVT(éﬁ)V(Aﬁ)dV,,ef (5.39)

Vref Vref

Der Vergleich zeigt, dafi der erste Summand in (5.38), bis auf die Berechnung der Span-
nungen, identisch ist mit dem Ausdruck in (5.39). Es ist daher naheliegend, die restlichen
Termein (5.38) in dem Ausdruck Sy, 2 zusammenzufassen und als geometrische Extrastei-
figkeit zu interpretieren.

Sgeo = Sgeo,l + Sgeo,? (540)

St = [ 7F)o V(5 V(S Vi

Vref
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5.4.1 Diskretisierung

Nach der Diskretisierung des Verschiebungsfeldes und damit aller anderen kinematischen

Grofen ergibt sich fiir A(é11;,;) folgender Ausdruck:

A(0Tl,) = il KA, (5.41)
= 60 Koo Al + 667 Kooy Al + 607 Koo A,

Die Grofie S,,4¢ beriicksichtigt die Anderung von 6ll;,; infolge von Spannungsdnderun-
gen und fithrt nach der Diskretisierung des Verschiebungsfeldes und des F-Operators
auf die materielle Steifigkeitsmatrix K,,,;. Die Gréfen Sye,1 und S, 2 werden alleine
durch geometrische Nichtlinearitaten wie grofie Dehnungen bzw. Stauchungen oder grofie
Rotationen verursacht. Diese zwei Steifigkeiten fithren nach der Diskretisierung zu den
zwel geometrischen Steifigkeitsmatrizen K., 1 und Kye, 2. Syeo2 verschwindet genau dann
nicht, wenn der gegeniiber der Verschiebungsmethode modifizierte Deformationsgradient
keine lineare Abbildung in den Verschiebungen ist. Beispiele solcher Deformationsten-
soren sind die von Moran et al. [1990], de Souza Neto et al. [1996] und Nagtegaal et al.
[1974] entwickelten nichtlinearen F-Operatoren fiir schwach kompressible bzw. inkompres-
sible Werkstoffe, bei denen Verschiebungselemente keine befriedigenden Resultate liefern.
In impliziten Simulationsverfahren, welche die Aufstellung der Elementsteifigkeitsmatrix
erfordern, ist die Berechnung der konsistenten Steifigkeitsmatrix aufgrund der geometri-
schen Extrasteifigkeitsmatrix K., 2 sehr aufwendig.

Aufgrund der Blockstruktur des Knotenverschiebungsvektors (s.o.) sind die Elementstei-
figkeitsmatrix sowie die drei Teilmatrizen K, ¢, K1 und K., 2 symmetrische Block-
matrizen, die aus jeweils 64 Matrizen der Dimension 3 x 3 aufgebaut sind:

Kll K12 te K18
K. Ky -+ K

K=| 2 7 ” K; € R™® (5.42)
K1T8 Ksz e K88

Die Diskretisierung von 5,,,; fithrt zur sog. materiellen Steifigkeitsmatrix K,

Smat = /&?:octAédvmf (5.43)

Vref

=T —
= ou, K,,.. Au,
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8 A
= > [dui, 6vi, dwi] KT | Av;
i,i=1 Aw;
K = /chtBjdwef (5.44)
Vref

Zu beachten ist, dafl C; in der diskretisierten Form von 5,,,; statt eines Werkstofftensors
vierter Stufe eine symmetrische 6 x 6 Matrix ist!

Die Komponenten des Verschiebungsgradienten bzgl. der Momentankonfiguration Vu
ROx24

werden in einem Vektor g angeordnet. Dieser hiangt iiber die Matrix G € vom
Vektor der Knotenverschiebungen . ab.
Uy
g=Gi. =) G| v (5.45)
=1 Ww;
VNI 0 0
mit G=| 6 VN 0 G; € R%® (5.46)
6 6 VN

Die Steifigkeitsmatrix K., 1 ensteht durch die Diskretisierung von S, mittels Gleichung
(5.45).

Sgeon = / 70 VI(6d) V(AGR) V., (5.47)
Vref

T 0 O
= /(Géﬁe)T 0 7 0 | (GAG.)dV,
0O 0 7

Vref

T —
= ou; Ky, Au,

8 - Auj
= > [dui,bvi, dw] KL, | Av
ij=1 ij
Ki,, = / GT [r] G;dViey  [r] € R (5.48)

Vref
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Die genaue Betrachtung der Blockmatrizen, aus denen die Matrix K., ; aufgebaut ist,
zeigt, daf} diese proportional zur 3 x 3 Einheitsmatrix sind. Diese sehr einfache Struktur
bewirkt eine hohe Effizienz bei der Berechnung von K., ;.

- geo 0 0 10 0
K., B = 0 geo O =geo | 0 1 0 (5.49)
0 0 geo 0 0 1
geo = /(6Ni)T1-6Nf'dvmf (5.50)
Vref

Leider geht dieser Vorteil der konventionellen Verschiebungsformulierung, in der K.,
die gesamte geometrische Steifigkeitsmatrix darstellt, in der F-Formulierung aufgrund
der vollbesetzten geometrischen Steifigkeitsmatrix K, o verloren.

5.5 F-Formulierung nach Moran

Moran et al. [1990] schlugen eine F-Methode vor, in der die Dilatation © gleich der am
Elementmittelpunkt ausgewerteten Determinante J des Deformationstensors F ist.

®m07’an — Jc (551)

Der Index ¢ an einer Grofle bedeutet hier und den nachfolgenden Abschnitten den Wert
der entsprechenden Gréfie am Elementmittelpunkt.

Diese Wahl von © sichert zwar die Unterdriickung der volumetrischen Versteifung, verhin-
dert aber die Erfiilllung des Patch—Tests fiir beliebige Referenzgeometrien des 8—Knoten
Elementes. Fiir volumetrisch und isochor entkoppelte Materialgesetze, die in den Anwen-
dungen eine grofe Bedeutung haben, reduziert sich die Moransche F-Methode auf die
weithin bekannte Selektiv Reduzierte Integration.

5.5.1 Patch-Test

Der Beweis dafiir, daB die F-Methode nach Moran et al. nur bedingt konvergent ist,
ist schnell erbracht. Es muf} lediglich gepriift werden unter welchen Bedingungen das
Konvergenzkriterium (5.10) erfiillt wird. Voraussetzung fiir die Auswertung von (5.10) ist
die Homogenitét des Deformationsfeldes F = F.. Damit ergibt sich fiir die Variationen

60 und 6J:

00 = J.1loJde, (5.52)
0 = J.1lo(de.+ dey)
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Das Einsetzen dieser beiden Ausdriicke in (5.10) ergibt dann Gleichung (5.53).

) )
/ <J® <:>7J> AV, = /(105ec S1od€)dV,.s (5.53)

Vref Vref

— w’eflo(sec@‘/ref]-o(sec@/lo(sencd‘/ref
Vref

Die Bedingung (5.10) ist daher &quivalent mit der Forderung:

/ lode,.dV,.y =0 . (5.54)

Vref

(5.10) oder (5.53) ist genau dann erfiillt, wenn das Integral {iber die Spur des nichtkonstan-
ten Tensors d€,. verschwindet. Das ist aber nur fiir den Spezialfall eines Parallelepipeds
als Ausgangsgeometrie des Elementes gewéhrleistet. D.h. die Formulierung nach Moran
et al. erfiillt den ,,Patch-Test“ nur fiir derartige Elemente.

5.5.2 Kraftvektor und Steifigkeitsmatrix

Die Aufstellung des inneren Elementkraftvektors und der materiellen Tangentensteifig-
keitsmatrix setzt die Kenntnis des Operators

60
0€ = dev|[d —1 3.55
£ = devlic] + 00 (5.59
= dev[de] + %(1 o J€,)
= 56—|—%(1056c<:>1056)

und seiner Diskretisierung, der B-Matrix voraus (6€ = B 61, ).

[N, 0 0 ] [ N..&N. N..&N. N &N
0 N, 0 N, &N, N, &N, N &N
- | 0 0 N l | N..eN, N, &N, N &N
Bi=lni noo0 |13 0 0 0 (5.56)
N 0 N 0 0 0
| 0 N N | .0 0 0 |
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Damit kann dann die Variation der inneren potentiellen Energie und aus dieser der innere
Elementkraftvektor berechnet werden.

STMoran /Toaedvmf

wnt

Vret | (5.57)
= /TocSedef—l—g /(105ec<:>lo5e)d\/,,ef
Vref Vref

Durch die Nichtlinearitit des F-Operators verursacht, setzt sich die Elementsteifigkeits-
matrix nicht nur aus der materiellen K,,,; — allerdings mit der B-Matrix statt mit der
konventionellen B-Matrix berechnet — und der gew6hnlichen geometrischen Steifigkeits-
matrix Ky, 1 zusammen, sondern enthélt auch die sog. Extrasteifigkeitsmatrix K, 2.
Deshalb miissen erst die folgenden beiden Ausdriicke berechnet werden,

AO = J.(1oAe.) (5.58)

A(60) = J.(loAe)(lode.) =J.10 V. (5d)V.(Ad)

um dann den Extraterm Sy, o von A(S1l,,:) zu bestimmen.

Satoran = % / (T ode) (1oAe. <10 Ae) dV,.y

Vies

+ % / (T 0A€) (1ode. <10de) dV,y
5 (5.59)

+ 9 (tol)(loAe.<10A€) (10de. 1ode) dV,.y

Vies
+ % / (tol1)[1oV(U)V(AU) 10 V. (0)V.(AT)] dV,;

Vies

Die Diskretisierung der einzelnen Summanden von S%jg“”
?

denen sich die gesuchte Extrasteifigkeitsmatrix K., o der Formulierung von Moran et al.
[1990] zusammensetzt.

fiihrt dann zu den Termen, aus

. 9 L L
Ki - = /[Bﬁ]@{vczw SVN| dv,.; (5.60)

geo,2 3
Vref
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2 S o
+ 5 / VN @VN| @ [B7] Vi
Vref
+ 9 /(Tol) {VCNZ @VNZ} ® |:VCN] SVNI| dV,ey
Vref
1 i
+ 3 (rol)N} dV,..;
Vref

,C

) NIN.&NJ N., NIN &N/ N,
. Vg e Ve - Vy e Yy
Ny := | NJN.&N] N.. NN, &N] N,

,C

5.6 F-Formulierung nach Nagtegaal

NIN. &Nj N,

Ny No &Ny N,
) ) 7 7 ) )

NZJ Nx<:>Nz],ch,c NZJ Ny <:}]\/Yz],c]\/vy,c NZJNZ <:>NZJ,CNZ,C

81

(5.61)

Nagtegaal et al. [1974] benutzten zur Konstruktion eines F-Operators nicht die Determi-
nante des F-Tensors am Elementmittelpunkt, sondern es wird eine iiber das Elementvolu-
men gemittelte Dilation definiert und mit dieser der Operator F berechnet. Die Dilatation
O,.4g¢ 18t in der Berechnung aufwendiger als ©pzoq,. Die Nagtegaalsche Methode besitzt
aber bzgl. der Eindeutigkeit des Elementvolumens und der Erfiilllung des Patch—Tests Vor-
teile gegeniiber der Methode von Moran. Die Nagtegaalsche Formulierung hat auflerdem
den Vorteil eine variationelle Basis zu besitzen. Das 3—Feld Funktional der sog. Hybrid—
Methode (siehe Simo, Taylor [1991]) enthdlt unabhédngige Verschiebungs—, Druck— und
Dilatationsfelder. Fiir den Spezialfall, dafl Dilatation und Druck im Element konstant
gewahlt werden, ergibt sich aus den Variationsgleichungen fiir die homogene Dilatation

gerade die gemittelte oder ,mean dilatation® ©,,,4.

Vi 1
®na = 3, = Jd‘/re
TV T Vg / I

Vref

1 1
Tef /J(]_O(SG)dwef:‘/ref /(1056)6[‘/75

Vre f Vi

= 00,44

In den folgenden Ausfithrungen wird eine abkiirzende Schreibweise

< (o) >:= % (o) dV,

Vi

fiir die haufig vorkommenden Mittelwerte benutzt.

(5.62)

(5.63)

(5.64)
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5.6.1 Patch—Test

Im Gegensatz zur Formulierung von Moran et al. befriedigt ein 8-Knoten Element nach
der Methode von Nagtegaal et al. den Patch—Test fiir beliebige Referenzgeometrien. Der
Beweis dieser Behauptung erfolgt wieder mit Hilfe des Konvergenzkriteriums (5.10). An
dieser Stelle sei daran erinnert, dafy der Patch-Test ein homogenes Deformationsfeld vor-
aussetzt. Daher ist das aktuelle Elementvolumen gleich dem Produkt aus (konstanter)
Dilatation J. und Referenzvolumen V..

‘/t: /Jd‘/ref:t]c‘/ref

v;ef

Die Bedingung (5.10) lautet fiir die Nagtegaal’sche F-Formulierung:

sV, 8J Vies
/(7:@7> Veep = = /Jclo5ed\/,g<:>/lo5edv,,ef (5.65)

v;ef v;ef v;ef

‘/7’ef Jc

= Vs /locsed\/,,ef@/locsedvmf

v;ef Lfref

_ /1oaedvmf<:>/1o<sedmf

v;ef v;ef
= 0

Bei dem obigen Beweis wurden keine Anforderungen an die Geometrie der Ausgangskon-
figuration des Elementes gestellt. Der Patch-Test wird deshalb nicht nur fiir Quader oder
Parallelepipede, sondern fiir beliebige Elementgeometrien erfiillt.

5.6.2 Kraftvektor und Steifigkeitsmatrix

Die Aufstellung des inneren Elementkraftvektors und der materiellen Tangentensteifig-
keitsmatrix setzt die Kenntnis des Operators

€ = dev[de] + g—g 1 (5.66)

= dev[de] + 3LV7: /(1 o de) dV;1

Vi

1
= dev[cge]—l—g <lode>1

= 56—|—%(<105€><:>1056)1
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und seiner Diskretisierung, der B-Matrix voraus (J€ = B §ii.).

N0 0 [ <N, >&N, <N;>&N, <N,> &N}
0 N, 0 <N, >N, <N;>eN, <N,> &N}
_ o 0 N 1 | <Ni>eN <N >aN < N,> aN!
- ) ) z - r r Yy Yy z
Bi=l N noo0 | T3 0 0 0 (5.67)
Nt 0 N 0 0 0
0 NN I 0 0 0 |

Damit kann dann die Variation der inneren potentiellen Energie und aus dieser der innere
Elementkraftvektor berechnet werden.

wnt

STVast — / T 0 0€dV, s
Vref

= /Tocsedvmf—l—% /T(<lo5e><:>1056)d\/,,ef

Vref Vref

(5.68)

Durch die Nichtlinearitit des F-Operators verursacht, setzt sich die Elementsteifigkeits-
matrix nicht nur aus der materiellen K,,,; — allerdings mit der B-Matrix statt mit der
konventionellen B-Matrix berechnet — und der gew6hnlichen geometrischen Steifigkeits-
matrix Ky, 1 zusammen, sondern enthélt auch die sog. Extrasteifigkeitsmatrix K, 2.
Deshalb miissen erst die beiden folgenden Ausdriicke (5.69) und (5.70) berechnet wer-

den.

A 1
?G) = v /(1 o Ae)dV; (5.69)
Vi

200 L [ ag(oseydv o i/mvmﬁ)wm)dw
g Vi Vi

Vi Vi
= < (loAe€)(lode)> & <1oV(du)V(Ad) >

(5.70)

Dann kann der Extraterm Sy, 2 von A(d1l;,;) bestimmt werden.
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Speol % /(r 0d€) (< 1oAe > <10 Ae) dV,g
Vies
+ % /(TOA(—:) (< 1lode>«<lode) dV,.y
2Vref
+ 9 (trol)(<1loAe>«&1oA€) (< 1lode>«<lode) dV,y 5.71)
Vies
g /(T 01)[10 V(5E)V(AG)S < 10 V(5T)V(AG) >] dVi.,
Vies
+ % (trol)[<(loA€)(lode)><=<1loAe><1ode >]dV,.s
Vies

Die Diskretisierung von 579, ergibt dann die gesuchte geometrische Extrasteifigkeitsma-

geo,2
trix Kgeo 2.
g 9 L o
K., . + 3 / [B; 7] ® {< VN’ > @VNJ} A (5.72)

Vref

9 L L
+ 3 / {< VNZ>(:>VNZ}®[B]F] Ve

Vref

+ 9 /(To 1) {< VN' > @VNZ} ® {< VN > &SV N7 dV,;

Vref
1 y
+ g /(T ] I)NZI] d‘/ref
Vref

1 y
+ 3 [ronNg av,

Vref

Die in Kéjo , auftretenden Matrizen Nilj und ijt sind durch die folgenden beiden Aus-

eo, n

driicke (5.73) und (5.74) gegeben:

. NINie< NIN.> N/Ne<NIN,> N/N&< NN >
Ny :=| NJN.&<N/N.> N/N << N]N, > N/ Ni&<N)N. > | (573)
NI Nie< NIN.> N!Ne<NIN,> N/N&< N/ N>
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- geo, 0 0 geoy ;=< N NJ > &< N! >< NJ >
N = 0 geo, O geoy ;=< N, N; > &< N, >< Ny > (5.74)
0 0 geo, geo, ;=< N! N > &< N >< N/ >

5.7 Eine Bemerkung zum Elementvolumen

Bei inhomogenen Deformationen eines F-Elementes ist das aktuelle Elementvolumen nicht
mehr eindeutig definiert. Diese Mehrdeutigkeit wird durch die Modifikation der Deter-
minante des F-Tensors der Verschiebungsmethode verursacht. Das daraus resultierende
fiktive Elementvolumen, das sich i.a. bei der F-Methode nicht vermeiden 1i8t, sollte je-
doch so gering wie maoglich sein (siehe Nagtegaal, Fox [1996]). Ein Grund, dieses fiktive
Elementvolumen unter Kontrolle zu halten, ist, daf} eine zu grofle Differenz zwischen dem
aktuellen Elementvolumen V;, das alleine durch das Verschiebungsfeld bestimmt ist, und
dem ,, F-Volumen* V; die sog. ,hourglass“-Moden aktivieren kann (siehe hierzu Bischoff

et al. [1998]).

Die Differenz zwischen V, und V, betragt:

Vv &V, :/ det(F)dVref<:>/ O dVe;
Vref Vref

- / det(F) dVi., <0 V.., . (5.75)
Vref

Aus der Gleichung (5.75) kann man erkennen, daff die Differenz fiir den Spezialfall ho-
mogener Deformationen, die durch © = det(F,) charakterisiert sind, verschwindet. Fiir
inhomogene Deformationen, die i.a. in einer numerischen Simulation auftreten, unterschei-
den sich die beiden Volumina V; und V.

Der Nagtegaalsche Ansatz bildet jedoch unter den F-Methoden eine Ausnahme, da bei die-
ser Modifikation der Verschiebungsformulierung die Eindeutigkeit des Elementvolumens
erhalten bleibt.

VieV, = / [det(F) <0,0,:)] dV,s (5.76)

Vref

- / [det(F)@VVt } AV,

ref
Vref

Vi
= Vi d‘/re
t<:>‘/ref / d

Vref
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5.8 Inkonsistente Methode nach de Souza Neto [1996]

De Souza Neto et al. [1996] verdffentlichten ein ad hoc Verfahren zur Unterdriickung
des ,incompressibility-locking“. Diese Formulierung kann nicht direkt als F-Methode be-
zeichnet werden, jedenfalls nicht im Sinne der in den vorigen Abschnitten vorgestellten
F-Methode. Sie wird daher als inkonsistente F-Methode bezeichnet.

Es wird ein F-Operator definiert, der mit dem Operator von Moran et al. [1990] identisch
ist, und damit der Cauchy—Spannungstensor o berechnet.

1/3
P <i> F oo off) = EF L (5.77)

Der Ausgangspunkt fiir die Aufstellung des inneren Element—Kraftvektors und der Tan-
gentensteifigkeitsmatrix in der inkonsistenten Methode ist nicht 11;,,; sondern die Variation

5Hint-

Ml = /0'(_) o dedV, (5.78)

Vi

Das Integral in (5.78) ist mit der Variation der inneren potentiellen Energie in der konven-
tionellen Verschiebungsmethode, sieht man vom Spannungstensor o ab, identisch. Dies
bedeutet, dafl die Kinematik des Elementes nicht verandert wird. Gerade hierin liegt die
Inkonsistenz der Methode, die eine unsymmetrische Steifigkeitsmatrix zur Folge hat.
Das Inkrement von (5.78) kann als Summe von drei Termen dargestellt werden, von denen
der letzte mit dem geometrischen Steifigkeitsterm der Verschiebungsformulierung iden-
tisch ist.

A(0l;,,) = % /(0' 0 d€)[1 o Ae =10 Ae.]dV, (5.79)

Vi
+ /AO' o dedV;
Vi
+ /cr o VI(6d) V(AG) dV,
Vi

Das objektive Spannungsinkrement Ao im zweiten Summanden von (5.79) wird wie {iblich
mit Hilfe des Werkstofftensors vierter Stufe C; ausgedriickt.
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L or [LO*W 2] =
Ao = —F |2 AC| F 5.80
M { ilon ] >50)
1 = 2 _ _
= —F' zaYZ 2F AeF)F
Je aC
— Ct Ag
Die spezielle Struktur von A€
1
AE = Ae+ 3 1[10Ae. 10 A€ dV, (5.81)

bedingt, daf der zweite Summand in (5.79) einen Term enthélt, dessen Diskretisierung die
materielle Steifigkeitsmatrix der konventionellen Verschiebungsformulierung ergibt, sowie
einen FExtrasteifigkeitsterm.

/AO' odedV, = /5(—: oC,; ANedV, (5.82)
Vi Vi
1
= /5eoCtAeth—|—§/5eo[Ct1][lerc<:>ler]
Vi Vi

Der endgiiltige Ausdruck fiir A(61l;,;) ergibt sich durch Einsetzen von (5.82) in (5.79)

und anschliefender Zusammenfassung gleichartiger Terme:

A(0L,,) = /5(—: oC;AedV,
Vi
+ /cr o VI(6d) V(AG) dV, (5.83)
Vi
+ % /5(—: o[Ci1 &o][loAe. &1 0 A€]dV,

Vi

Bei einem oberflachlichen Vergleich von (5.83) mit dem entsprechenden Ausdruck fiir
A(811;,¢) in der konsistenten F-Methode kénnte man zu der Schlufifolgerung gelangen, daf
die inkonsistente Methode von de Souza Neto et al. [1996] fiir praktische Anwendungen
geeigneter sei als die konsistente F-Methode. Die Berechnung der Steifigkeitsmatrix erfor-
dert tatsdchlich weniger Aufwand als bei der FE-Formulierung nach Moran et al. [1990]
und Nagtegaal et al. [1974]. Die Extrasteifigkeitsmatrix, die durch die Diskretisierung des
dritten Summanden in (5.83) ensteht, ist aber nicht symmetrisch. Die Unsymmetrie der
Elementsteifigkeitsmatrix und deshalb auch der Gesamtsteifigkeitsmatrix der Struktur ist
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unabhédngig von einem speziellen Werkstoffmodell. Fiir die in dieser Dissertation betrach-
teten hyperelastischen Materialien ist die Folge der Unsymmetrie, dafl der Aufwand zur
Losung des nichtlinearen FE-Gleichungssystems erheblich gréfler ist als in der konsisten-
ten Methode.

Die Elementsteifigkeitsmatrix setzt sich aus der Steifigkeitsmatrix der Verschiebungsfor-
mulierung Ky;,;, und der Extrasteifigkeitsmatrix K., zusammen:

K = Kdisp + Ketra

Die Matrix K., ¢4 1st aus 3 X 3 Blockmatrizen

1 = . 4
Ko = /Bfﬁ@ §(VCNJ &V NY)dV; (5.84)

Vi

aufgebaut, wobei der Vektor q wie folgt definiert ist:

Ciir+ Ciaz+ Ciaz &013
Cio1 4 Ciaz+ Cras 02
Cia1+ Cisz+ Cizz &033
Crar 4 Craz + Craz 012
Cisi+ Cisz+ Ciss &013
Cie1+ Cioz + Cios 023

(5.85)

L1
i

K..to st aufgrund der Figenschaft der Blockmatrizen:
exrira T exrira
(K5)" # K5

nicht symmetrisch!

5.9 Vergleich zweier F-Strategien

Der direkte Vergleich der konsistenten F-Methode und der inkonsistenten Methode soll
den wesentlichen Unterschied in den beiden Verfahren deutlich machen. In beiden Ver-
fahren wird ein F-Operator zur Unterdriickung oder zumindest Abschwichung der volu-
metrischen Versteifung des 8-Knoten Elementes eingesetzt.

Bei der inkonsistenten Methode, wie sie von de Souza Neto et al. [1996] beschrieben wurde,
wird der F-Operator aber nur fiir die Berechnung der Cauchy-Spannungen verwendet. Der
so definierte Spannungstensor

L 5 OW &r

°C . O =det(F) (5.86)

g =

o)
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wird dann in 61l;,; bzw. f_')mt der konventionellen Verschiebungsformulierung eingesetzt.
Der Vorteil dieses Vorgehens besteht darin, daf§ die kinematischen Gréflen de bzw. B des
8—Knoten Verschiebungselementes nicht verandert werden. Die Effizienz bei der Berech-
nung des inneren Knotenkraftvektors bleibt aufgrund der schwache Besetzungsstruktur
der B-Matrix erhalten.

In impliziten Verfahren wie etwa Newton—Raphson muf} die Tangentensteifigkeitsmatrix
aufgestellt werden. Hier zeigt sich dann der gravierende Nachteil dieser Strategie: die
konsistente Linearisierung des inneren Kraftvektors fiihrt zu einer unsymmetrischen
Steifigkeitsmatrix. Diese Unsymmetrie ist unabhéngig von einem speziellen Materialge-
setz.

Bei der konsistenten Methode, wie sie in der vorliegenden Arbeit in den vorangegangenen
Abschnitten beschrieben wurde, wird ebenfalls der F-Operator fiir die Berechnung von
Cauchy-Spannungen verwendet. 11;,; bzw. f;,, werden aber mit dem Spannungstensor

J = det(F) (5.87)

und dem von F abhingigen Operator J€ bzw. der Matrix B berechnet. Der Nachteil die-
ses Vorgehens besteht offensichtlich darin, daf die kinematische Gréfie B die Effizienz bei
der Berechnung des inneren Knotenkraftvektors gegeniiber Verschiebungs- und inkonsi-
stenter F-Formulierung herabsetzt. Der Grund hierfiir ist die andere Besetzungsstruktur
der B-Matrix. In impliziten Verfahren besitzt die konsistente Methode einen Vorteil: die
konsistente Linearisierung des inneren Kraftvektors fiihrt bei Hyperelastizitat und as-
soziativer Plastizitdt zu einer symmetrischen Tangentensteifigkeitsmatrix. Es darf an
dieser Stelle aber nicht verschwiegen werden, dafl bei anderen nichttrivialen Simulatio-
nen die Moglichkeit besteht, diesen Vorteil einer symmetrischen Matrix gegeniiber der
inkonsistenten Methode zu verlieren. Werkstoffmodelle wie nicht—assoziative Plastizitat
und bestimmte Kontaktmodellierungen haben auch in der konsistenten Methode unsym-
metrische Steifigkeitsmatrizen zur Folge. Dann wirkt sich der Nachteil der Methode von
de Souza Neto et al. [1996] natiirlich nicht negativ aus.
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Unterschiede zwischen

konsistenter und inkonsistenter Methode

konsistente F—-Methode

inkonsistente F—Methode

Berechnung der
Cauchy—Spannungen:

1 _
o= jT(F)

Benutzung der Variation des
F-Operators fiir virtuelle innere

Arbeit:

Sy = /a(F,J) o SEF " aV,

Vi

Berechnung der
Cauchy—Spannungen:

1
o= _
detF

(F)

Berechnung der virtuellen inneren
Arbeit mit unmodifiziertem
F-Tensor:

5Hmt:/o-(]?‘)o<$FF‘1th

Vi

konsistente Linearisierung:
symmetrische
Steifigkeits—Matrix

konsistente Linearisierung:
unsymmetrische
Steifigkeits—Matrix

Tabelle 5.1: Vergleich zweier F-Elementformulierungen




Kapitel 6

Hybrid-Formulierung

Eine scheinbare Alternative zu den F-Elementen ist das auf der sog. Hybridformulierung
basierende Q1P0-Element mit konstantem Elementdruck und konstanter Elementdilata-
tion. Die Hybridformulierung wurde von Simo, Taylor [1991] ausfithrlich dargestellt und
untersucht. Charakteristisch fiir diese Methode ist, daf} alleine das Verschiebungsfeld im
gesamten Diskretisierungsgebiet stetig ist. Druck- und Dilatationsfeld sind dagegen nur
im Element stetig. Die Freiwerte von Dilatation © und Druck P kénnen daher auf Ele-
mentebene eliminiert werden.

Die folgenden Ausfiithrungen beschréanken sich auf einen fiir die praktische Anwendung
sehr wichtigen Spezialfall der Hybridmethode: Druck P und Dilatation © werden im
Element als konstant angenommen. Es wird sich in der folgenden Untersuchung heraus-
stellen, daf} dieses spezielle 8-Knoten Hybrid-Element, das sog. Q1P0-Element, und das
F-Element nach Nagtegaal identisch sind. Wie in Abschnitt 6.2 gezeigt wird, zeichnet sich
die Nagtegaalsche Methode gegeniiber anderen F-Methoden dadurch aus, daf fiir sie ein
Hu-Washizu Funktional existiert, dessen Variation den in Abschnitt 5.6 ad hoc eingefiihr-
ten Operator Fmgt festlegt.

6.1 Beschreibung der Methode

Eine geeignete Methode zur Unterdriickung der volumetrischen Versteifung ist die Modi-
fikation des Deformationstensors F = 1+ GRAD U der konventionellen Verschiebungsme-
thode. F wird durch den in (6.1) definierten F Operator ersetzt (s. hierzu (5.2)).

F = (g)l/g F, Det[F] = © (6.1)

Die Determinante von F ist nicht mehr die ortsabhéingige Dilatation J = Det[F], die fiir
die Elementversteifung verantwortlich ist, sondern die Konstante O.
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Die hier vorgestellte Elementformulierung beschréankt sich auf die hyperelastischen Ma-
terialmodelle, fiir die eine Verzerrungsenergiefunktion W(C) existiert, aus der die Span-

nungen berechnet werden. C = F'F ist der mit dem F-Operator gebildete modifizierte
rechte Cauchy-Green Tensor.

Ausgangspunkt bei der Herleitung des Q1P0-Elements ist das Dreifeldfunktional II, das
sich aus dem Anteil II;,; und dem (konservative duflere Lasten vorausgesetzt) Potential
der dufleren Lasten Il.,; zusammensetzt. Der Index e an den Elementgroflen P, © und
dem Elementvolumen wird fortgelassen, da keine Miflverstdndnisse entstehen kénnen.

Nelm

1(d, Z i (6, ©, P) + (W) (6.2)

L (W, 0, P) = /[W((‘:)+P(J<:>®)]dmf

Die Variationsgleichung 611 = §11;,; + 1., = 0 liefert zwei Bestimmungsgleichungen fiir
die zwei inneren Freiheitsgrade im Element, den Druck P und die Volumenénderung ©.

3 / {Z_‘g 00C + 6P(J <0O)+ P(6J @5@)} dViey + eze(60) = 0 (6.3)

Setzt man die Variationen von C und .J

~ 200

60 = J(1ode)

Se = %(wmv%ﬁ) (6.4)

in (6.3) ein und beriicksichtigt, dal die Variationen du, 6P und §O voneinander un-
abhéngig sind, erhdlt man ein System von drei Gleichungen. Die Gleichungen (6.6) und
(6.7) miissen dabei in jedem Element erfiillt sein.

Z / [2 2 o F dev [5e] F+ P J(10d€)| dVipes + e (68) =0 (6.5)

1
= Vref

ow  _ 1
/ |:26—COC%<:>P:| 5®d‘/7’6f =0 (66)

Vref
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/ [J ©0] 6PV, =0 (6.7)

Vref

Die Gleichungen (6.5) und (6.6) konnen mit Hilfe der Definition des Kirchhoffschen Span-

nungstensors 7

_ _OW 1
T e (6.8)

in der folgenden kompakten Form (6.9) und (6.10) dargestellt werden.

Z / [T odev[de] + PJ(1ode€)] dV,es 4 Tl.p(0d) =0 (6.9)
6:1Vref
/ rol—— ep|s0dv., =0 (6.10)
30 el '
Vref

Die Gleichungen (6.7) und (6.10) kénnen fiir beliebige 6© und 6 P nur fiir

1 Vi
0= JdV,.; = 6.11
‘/7’ef / d ‘/7’ef ( )
Vref
und
Pt [aeray ! /(1 )dv, (6.12)
= — oT ref = ——+ oT re .
Vs 30 T3y, g
Vref Vref

erfiilllt sein. Wahrend die konstante Dilatation — unabhéngig von einer speziellen Werk-
stoffmodellierung — durch den Quotienten aus dem momentanen Volumen V; und dem
Referenzvolumen V,.; gegeben ist, hangt der Elementdruck P selbstverstdndlich von der
gewahlten Materialformulierung ab.

0 = ; P=—— 1 dV,. 6.13
e s [ emav (6.13

Vref

Nachdem der Druck P und die Dilatation © bestimmt wurden, ist Gleichung (6.5) bzw.
(6.9) eine nichtlineare Gleichung zur Bestimmung des Verschiebungsfeldes.



94 KAPITEL 6. HYBRID-FORMULIERUNG

6.2 Vergleich: Hybrid- und F-Methode

Nach den Ausfithrungen in Abschnitt 6.1 kann nun gezeigt werden, dafi die F-Methode
nach Nagtegaal unter allen méoglichen Elementformulierungen, die einen Operator der
Form (6.1) fiir die Beseitigung der volumetrischen Versteifung benutzen, einen Sonderfall
darstellt. Diese Methode ist die einzige, fiir die ein 3-Feld Hu-Washizu Funktional exi-
stiert, das neben der Volumenédnderung © auch den hydrostatischen Druck P bestimmt.
Dieser Elementdruck berechnet sich nach (6.12), eine Beziehung, die nicht aus dem Ma-
terialgesetz hergeleitet werden kann.

Der Vergleich von (6.11) mit (5.62) in Abschnitt 5.6 zeigt, daB die F-Operatoren des Q1P0-
Elements und des Nagtegaalschen Elements identisch sind. Mit der Wahl von (6.11) als
homogener Elementdilatation und fiir einen beliebigen im Element konstanten Druck P,
reduziert sich der Ausdruck fiir I;,; in (6.2) auf die Formanderungsenergie des Elements.
Einsetzen von 0,4 in (6.2) ergibt (6.15).

1L, = /W((_j)d‘/ref—l- / P(J@@nagt)d‘/mf (614)
v;ef v;ef

= /W((_J)d\/,,ef—l—P /Jdvmfﬁpvivmf
v;ef v;ef ref

— Vi
- /W(C)dVref—l-P (vt@V—’fvm)
ref
v;ef

_ / W(C) Vi, + 0 (6.15)

ref

(6.15) ist aber der Ausgangspunkt fiir die Aufstellung der Elementvektoren und Matrizen
der F-Elemente in Abschnitt 5. Wegen (6.15) und der Identitét von (6.11) und (5.62)
besitzen das Q1P0-Element und das F-Element von Abschnitt 5.6 den gleichen Kraft-
vektor und dieselbe Tangentensteifigkeitsmatrix. Der Druck P, der aus der Variation des
vollstandigen Hu-Washizu Funktionals folgt, ist durch (6.12) gegeben, d.h. nach Bestim-
mung der Verschiebungen und der Dilatation kann der Druck konsistent zu (6.2) berechnet
werden.

Ist @ # 0,44, so reduziert sich (6.2) auch bei konstantem Druck nicht auf die Verfor-
mungsenergie (6.15), d.h. diese F-Formulierungen besitzen keine variationelle Basis in der
Form von (6.2). Der hydrostatische Druck dieser Elemente ist nicht bekannt und muf} ge-
eignet definiert (etwa nach (6.12) oder direkt aus dem Werkstoffgesetz berechnet werden.
Die F-Methode von Moran et al. [1990] soll an dieser Stelle als Beispiel fiir eine solche
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versteifungsfreie Formulierung dienen.

o = [ W@yt [ P 50w Ve

Vref Vref

= /W((_J)d\/,,ef—l—P /JdV,,ef <:>PJCV,»5f

Vref Vref

= / W((_j)d‘/ref—l'P(‘/t <:>Jc‘/ref)

Vref

£ [ W,

Vref

95
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Elemente fiir volumetrisch-isochor
entkoppelte
Materialgesetze

Einfache und tibersichtliche Verhéltnisse, besonders fiir die Berechnung der Tangenten-
steifigkeitsmatrix, ergeben sich fiir Materialformulierungen, die in ihrem isochoren und
volumetrischen Verhalten entkoppelt sind. Die vielfdltigen Anwendungen dieser Klasse
von Materialgesetzen und die gegeniiber allgemeinen Stoffgesetzen (wie in Abschnitt 4-6)
effizientere Programmierung der 8-Knoten Elemente rechtfertigt eine gesonderte Darstel-
lung und Untersuchung. Dariiberhinaus wurde ein wichtiges versteifungsfreies Element
entwickelt, das SRI-Element, das entkoppelte Stoffgesetze voraussetzt.

Die Energiedichte W solcher Werkstoffmodelle setzt sich additiv aus einer alleine von
der Gestaltsdnderung abhéngigen Anteil W und einem nur von der Volumenédnderung
abhingigen Anteil U zusammen: W = W + U. Die Funktion W hangt von einem modifi-
zierten rechten Cauchy—Green Tensor C := J=2/3C ab. Fiir die Determinante von C gilt
dann wegen det(C) = J2: det(C) = 1, unabhiingig vom Verschiebungsfeld. Die volumetri-
sche Verzerrungsenergiedichte U héngt dagegen alleine von der skalaren Grofie J ab. Die
Dilatation J ist gleich dem Quotienten der Volumenelemente in der Momentan- und der
Referenzkonfiguration: J = dV;/dV,.;. U(J) ist daher die alleine mit der Volumenande-
rung verkniipfte Energiedichte eines elastischen Kérpers. Bei der Simulation mechanischer
Belastungen nahezu inkompressibler Werkstoffe kann U als eine Penalty-Energiedichte in-
terpretiert werden (siehe Liu, Hofstetter, Mang [1994]).

Die Herleitung der Gleichungen fiir die Variation der Form#nderungsenergie SII"* und fiir
das Inkrement A(SI1") erfolgt zunichst fiir die klassische Verschiebungsmethode.
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7.1 Verschiebungsmethode

Die Variation der Forméanderungsenergie eines Elementes, deren Diskretisierung direkt
zum inneren Elementkraftvektor fiihrt,

S = § /[W(é) + U(J)] dV,es (7.1)

Vref

setzt sich aufgrund der entkoppelten Verzerrungsenergiedichte aus zwei Termen zusam-
men, die unabhéngig voneinander berechnet werden kénnen. Diese Tatsache wird sich bei
der Untersuchung der Methoden zur Abschwichung des sog. ,incompressibility-locking*
vorteilhaft auswirken.

St = / SW(C)dV,ey + / SU(J)dVyes
Vref Vref (72)

= SIIE, + SILL

vol

Eine Betrachtung der Definition der Cauchy—Spannungen o ergibt, dafl sich aufgrund der
Entkopplung der (elastischen) Verzerrungsenergie der Spannungstensor in einen deviato-
rischen Teil, der alleine von C abhéngt, und einen kugelsymmetrischen Teil, der von J
abhéngt, additiv aufspalten 1a83t. Der hydrostatische Druck ist in dieser Werkstoffmodel-
lierung gleich dem kugelsymmetrischen Anteil des Cauchy-Spannungstensors.

2 oW au
= ZF | +—-——|F' :
7 = 7% %3¢ Tac (7.3)
ow 1 oW ou J
- °F 23| a0 [ 1o F—F"T - c ' F"
() oCc 3 oC 0J 2
_ 2 Wr Lo peT | L 2
J oC oC aJ
= ldlev FZaI/I/FT —I—a—Ul
J oC aJ
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Voraussetzung fiir die Berechnung der Variationen 11" und ST ist die Kenntnis der
Variationen des rechten Cauchy-Green Tensors C und der Dilatation J = det(F) bzgl.
des Verschiebungsfeldes. Diese Ausdriicke wurden bereits in Abschnitt 5 berechnet.
Nach diesen Vorbetrachtungen kann nun §II"* berechnet werden.

. oW U
STt = 2 sy, o 5 dv,
50 0 Vier + 97 JdV,c¢
Vref Vref
1 oW, oU
= / jF28—CF odeJdV,.; + WJ(loée)def (7.4)
Vref Vref
= /dev[&] o de dV; + /P(lo&e) dV;
Vi Vi
ST = /(dev[ﬁ'] + P1) o dedV; (7.5)
Vi

In einem impliziten Verfahren zur Bestimmung der statischen Gleichgewichtslage ist es

notwendig, die Ausdriicke SII7 und §TI"*! um die momentane geometrische Konfiguration

zu linearisieren. Die Inkremente dieser Linearisierungen werden im folgenden mit A(J115%)

dev
und A((SH“”) bezeichnet.

vol

A(SIT™) = / AW dV,e; + / A(SUY dV,ey
Vref Vref

= AQIE) o+ A

vol

(7.6)

Bei der Berechnung von A(SII

dev

) bzw. A(5W) tritt das objektive Inkrement Aé des

Deviators des Cauchy-Spannungstensors auf

4 oW
A6 =—F
7777 a2

(FT AeF)FT | (7.7)

das nach Einfithrung des Werkstofftensors Cy., (Tensor vierter Stufe) auch als Ag =
Cy., A€ dargestellt werden kann.

Die Linearisierung von §I17 ergibt auf direktem Wege zwei Terme, von denen der erste
die materiellen und der zweite die geometrischen Nichtlinearitdten zum Ausdruck bringt.
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. 0*W
A(OW)dV,.; = 6Co ok ACdV,; (7.8)
Vref Vref
oW
+ a—C o] A((SC) d‘/,,ef
Vref
Nach Einsetzen der Ausdriicke fiir 6C, AC und A(6C) aus (5.16) und (5.36)
l 1 T aQW T
AOW)dV,.; = 7 (F'0eF)o |4 5C? (F"AeF)JdV,.; (7.9)
Vref Vref
5 .
+ / 5 F aa—lg F'| o grad”(6@) grad(Ad) J dV,.;
Vref

und Verwendung der Definitionen von dev[e] und Ae, erhdlt man schliefllich fiir das

Inkrement von §II7" als Endergebnis:

A((Sﬂmt

dev

) = /5(—: 0 Cyey AedV; + /dev[&] o (grad’ (61) grad(AQ)) dV; (7.10)

Vi Vi

Auf vollkommen analoge Weise kann das Inkrement der von U(.J) abhéngigen Variation

51_[273 berechnet werden.

2
/ AOU)dV,.; = / %J(ler)J(locse)deJr (7.11)
Vref Vref
+ /Z—(jJ(ler)(loée)def
Vref
ou . "
& 37 J 1 ograd(dd) grad(Ad) dV,.;
Vref
*U ou
/ AOU)dV,.; = / (WJ—I_ W) deo[1® 1] AedV, (7.12)
Vref Vi

& / Z—[j 1 o grad(dd) grad(Ad) dV;
Vi
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Der zweite Term in (7.12) kann mit Hilfe der folgenden Formel (Z ist der Einheitstensor
4ter Stufe) umgeformt werden.

&1 o grad(6id) grad(Al) = +1 o grad” (6d) grad(Aw) ©25e 0 T Ae  (7.13)

In dem durch diese Umformung enstehenden Ausdruck fiir A(ST1") erscheint der Mate-
rialoperator C,;.

0J*  dJ 0J
= Cvol
+ / Z—[j 1 0 grad” (61) grad (A@d) dV;
Vi

2
/A(cSU)def = /5(—:0 {(Ja—U—I—a—U> 1®1<:>28—UI AedV, (7.14)

Vre f Vi

Der Tensor vierter Stufe C,,; ist der Tangentenoperator, der den Deformationsgeschwin-
digkeitstensor (bzw. dessen Inkrement Ae = (grad(Ad) + grad” (A@)) mit der objekti-
ven Truesdell-Rate des Druckes (bzw. dem Druckinkrement A P) verkniipft (siehe hierzu
ausfithrlich Crisfield [1997]).

AP1=2C,,;Ae = [(JZ—?—I—P) 1®1<:>2PI] Ae (7.15)

Das Endergebnis fiir A(SI1") ist somit die Summe eines durch die materiellen und eines

durch die geometrischen Nichtlinearitaten verursachten Terms.

vol

A((Sﬂim) = /5(—: 0 C,o AedV, + / Pllo gradT(5ﬁ) grad(Au)] dV; (7.16)

Vi Vi

In den folgenden Abschnitten werden Methoden vorgestellt, die die punktweise Auswer-
tung von J und damit von P und C,, vermeiden. Auf diese Weise kann die fiir das
8-Knoten Verschiebungselement charakteristische Versteifung bei der Verformung inkom-
pressibler bzw. quasi-inkompressibler Werkstoffe unterdriickt werden. Diese Modifikatio-
nen an der Verschiebungsformulierung verindern aber nur A(SI1'") und §11°*. Die Terme

vol vol*

AT ) und MY sind in allen folgenden Formulierungen identisch. Diese Folge der

dev dev
Aufspaltung der Verzerrungsenergiedichte in einen isochoren und einen volumetrischen

Anteil vereinfacht somit auch die Herleitung der Tangentensteifigkeitsmatrizen.
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7.2 Selektiv Reduzierte Integration (SRI)

Das konventionelle 8-Knoten Verschiebungselement ist aufgrund der Versteifung bei in-
kompressiblen Werkstoffen nur sehr begrenzt einsetzbar. Diese unerwiinschte Versteifung,
das sog. ,,incompressibility—locking®, wird von den ortsabhéngigen Anteilen des diskreti-
sierten Deformationstensors bzw. Verschiebungsgradienten verursacht. Diese im Element
inhomogenen Anteile bewirken, dafl die Zwangsbedingung J <1 = 0 bei isochoren De-
formationen nicht eingehalten werden kann. Am Elementmittelpunkt dagegen, wo nur
homogene Deformationsanteile berechnet werden kénnen, wird die Zwangsbedingung fiir
inkompressibles Materialverhalten erfiillt. Es ist daher naheliegend die volumetrischen
Anteile in ST und A(SI1**) nur am Elementmittelpunkt auszuwerten. Da nur auf die
Integrale, deren Integrand den Druck P bzw. die Ableitung % enthalten, die 1-Punkt
Integration angewendet wird, handelt es sich bei dieser Methode um eine selektiv redu-
zierte Integration. Diese ,Selective Reduced Integration® (SRI) Methode wurde zuerst
von Hughes, Malkus [1978] fiir lineare Probleme entwickelt. Bei der , Uniformly Reduced
Integration“ (URI) Methode werden alle Terme unterintegriert. Auf diese Weise wird die
Elementversteifung bei Inkompressibilitdt ebenfalls unterdriickt, jedoch miissen speziel-
le Mainahmen ergriffen werden, um die Elementstabilitat zu sichern (siehe z.B. Bonet,

Bhargava [1995]).

Nach den obigen Ausfithrungen ergibt sich somit fiir §II*** in der SRI-Methode

(6117 ¢y = 1L + P (1 0 de,) / dvi (7.17)

Vi

wobei der Index ¢ bedeutet, dafl die entsprechenden Gréflen am Elementmittelpunkt be-
"t wird ebenfalls nur am Elementmittelpunkt
ausgewertet. Hierzu ist zu bemerken, dafl bei Anwendung der selektiv reduzierten In-

i ooder A(SIT") die Konvergenzrate in einem

rechnet werden. Die Linearisierung von 4§11

tegration auf nur eine der Groflen 11
Newton—Raphson Verfahren erheblich vermindert wiirde (siehe hierzu Liu, Hofstetter,

Mang [1994]).

(AT = A(SII) (7.18)
+ 5€co[cvol]c Aec/d‘/t
Vi
+ P.[10ograd’ (6i) grad (Ai)] /th
Vi

Das aktuelle Elementvolumen V; kann entweder auf analytischem Wege exakt bestimmt
oder wie in der urspriinglichen SRI-Formulierung durch 8 j;(0) angendhert werden. Der
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Vorteil bzgl. der Effizienz bei der zweiten Methode liegt darin, dafl die Determinante j;
der Jacobi-Matrix (der Transformation vom Wiirfel der Kantenldnge 2 zum Element in
der Momentankonfiguration) nur am Elementmittelpunkt berechnet werden mu$.

+1 +1 41

Vi = ///]t drdsdt ~ 8 j;(0) = 8.J. jres(0) (7.19)

-1-1-1

Dies erfordert deutlich weniger Rechenoperationen und damit weniger Rechenzeit als die
Berechnung des exakten Elementvolumens. Allerdings wird mit zunehmender Abweichung
der momentanen Elementgeometrie von einem Parallelepiped die Differenz V; <8 j;(0) im-
mer grofer.

7.3 Kombination mit F-Methoden

In einer F-Formulierung wird der kompatible Deformationstensor durch einen Operator
mit konstanter Determinante ersetzt. Wie bereits ausfithrlich beschrieben wurde, wird auf
diese Weise alleine der volumetrische Anteil F,,; des Deformationstensors der Verschie-
bungsformulierung modifiziert.

_ 0 1/3
F=0'1 J7'°FE = <7> F (7.20)
Fvol Fiso

Im Gegensatz zur konventionellen Verschiebungsformulierung ist dann die Determinante
des Deformationstensors im Element konstant. Diese Determinante ist identisch mit der
Dilatation O:

det(F) =0 . (7.21)

Der Aufwand fiir die Berechnung der Elementsteifigkeitsmatrix kann wesentlich gegeniiber
der allgemeinen Formulierung, d.h. der Formulierung fiir allgemeine gekoppelte Werk-
stoffgesetze, gesenkt werden, wenn die spezielle Struktur der Energiedichte beachtet wird:
W=W + U. Die Funktion W héngt alleine vom isochoren Anteil von F bzw. C ab. Der
Operator Fy;, in Gleichung (7.20) beschreibt reine Gestaltdanderungen ohne Volumenéande-
rungen und wird von der F-Methode nicht verindert. Die Funktion W(Cm), die Variation
5Hdef und das Inkrement A(§T1¢?) sind daher in der konventionellen Verschiebungs— und
der F-Formulierung identisch. Diese Tatsache ermdglicht es, die folgende Untersuchung
auf die volumetrischen Anteile an der virtuellen Verformungsenergie und ihrer Linearisie-

rung zu beschranken.
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St = /5U(®)dvmf: g—gmdvmf (7.22)
Vref Vref
a@) = [ Alsve)av., (7.23)
Vref
O*U oU
= /5@WA®dvmf+ %Aw@]dvmf
Vref Vref

Wegen der Ortsunabhangigkeit im Element kénnen die Integranden aus den Integralen

von ST und A(ST1™) herausgezogen werden.

vo ou
St = 56 °© / dV,ey (7.24)
Vref
92U ou
A(STIT = 5®@A®/dwef+%A[5®]/dvmf (7.25)
Vref Vref

Das Referenzvolumen eines Elementes kann auf analytischem Weg exakt berechnet wer-
den. Es besteht deshalb kein zwingender Grund, das Elementvolumen ndherungsweise zu
bestimmen. Ersetzt man die Integrale in den Gleichungen (7.24) und (7.25) durch das
Volumen der Ausgangskonfiguration, so erhdlt man die nachfolgenden Gleichungen.

g = T 50V,

| o2 U
AGIL) = 60 225 AB Vs + =5 Al5O] Vi

(7.26)
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7.3.1 F-Methode nach Moran

Die allgemeinen Ausfithrungen zur F-Methode werden nun beispielhaft auf die Formulie-
rung von Moran et. al [1990] angewandt. Das Wesentliche an dieser Vorgehensweise ist
die Auswertung der Dilatation nur am Elementmittelpunkt.

O = J. = det(F.) (7.27)
Die als hydrostatischer Druck definierte Grofle P := % ist dann ebenfalls im Element

konstant. Nach der Berechnung der Variation von O
00 =6J.=J.(1ode.) (7.28)

kann mit Gleichung (7.26a) die Variation der volumetrischen Verformungsenergie be-
stimmt werden.

SNy = P (10 8€.) Je Vi (7.29)

wnt

Das Inkrement von 60
A(00) = &J.(1ograd.(du)grad, (Au)) 4+ J.(1 0 Ae.) (10 de.) (7.30)
= 4J.(1ograd?§(d) grad (AT)) + J.5e. 0 (1@ 1 <2T) Ae.

wird fiir die Berechnung des Inkrementes von §11%% benétigt.

A(SITYEY = J. Vs P(10grad? (68) grad, (A)) + (7.31)
oU O*U
Jc‘/ref(SGcO 1® ].(a—JC ‘|‘Jca—{]02) S2PT AEC
CC

vol

= J.Vies P.(1 0 grad? (5ii) grad (AG)) +

Jc ‘/7’ef 5€c oC, AEC

vol

Der Vergleich der Ausdriicke fiir §11%% und A(S11¥!) in der SRI- und der F-Formulierung
mit det(F) = J. zeigt, daB sich diese Ausdriicke nur geringfiigig unterscheiden. Die Diffe-
renz ist letztlich nur durch die unterschiedliche Berechnung des momentanen Elementvo-
lumens bedingt. Wéhrend in der SRI-Methode das exakte Elementvolumen V; berechnet
werden kann, wird dieses in der F-Formulierung durch J. V,.; approximiert. Die Niherung
stimmt fiir homogene Deformationen, die durch einen konstanten Deformationstensor und
damit J = J. charakterisiert sind, mit dem aktuellen Elementvolumen V; exakt iiberein.

Der innere Knotenkraftvektor (§I1¥°! = 5ﬁ6T Fvol) und die Tangentensteifigkeitsmatrix

it T
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AJSTIYY = §G7 K, u. ) der beiden Formulierungen unterscheiden sich alleine in einem
wnt e g
Vorfaktor.
1 V - 1 Vv -
Ksri e Kmoran fsri - fmoran .32
Jc ‘/7’ef Jc ‘/7’ef (7 k )

7.4 Hybrid-Formulierung

Die Hybrid-Formulierung mit unabhangigem Druck-, Dilatations- und Verschiebungsfeld

basiert auf dem Hu-Washizu Funktional H%tb”d. Der Summand Hiﬁi ist identisch mit der

isochoren Verzerrungsenergie in Abschnitt 7.1 .

e = i+ [ (00)+ P 20) Vi (739
Vref
int int aU

Vref

Die Variation des Hu-Washizu Funktionals ergibt aufgrund der Unabhéngigkeit der Va-
riationen fiir ©, P und U ein System von drei Gleichungen.

=ty
ST 4 / P(106€)J dVies +5T(d) = 0 (7.34)
Vref
oU
O —<P)dV,.; = 0
/ (ae) ) !
Vref

/5P(J<:>®)dwef = 0

Vref

Aus Gl (7.34b) und (7.34¢) kann der konstante Druck und die konstante Dilatation als
Funktion des Verschiebungsfeldes bestimmt werden.



106 KAPITEL 7. ELEMENTE FUR SPEZIELLE MATERIALGESETZE

g—g &SPdV..; = 0 =P= g—g
fres ) (7.35)
/(J<:>®)dwef =0 s0=— /Jdvmf
Vier Vier

Ein iteratives Verfahren zur Lésung der nichtlinearen Gleichung (7.34a) verlangt die Be-

rechnung des Inkrements von 11

vol

ABII™ = AP /(1 o Je) dV, (7.36)
Vi
+ P /560(1@1@21’)A6d\4
Vi
+ P /1 o grad” (%) grad (Ad) dV;

Vi

Nach Einsetzen des Ausdrucks fiir das Druckinkrement

0*U U’
AP =—A0 =
662 ‘/7’ef

/(Ae 01)dV, mit ':= % (7.37)

Vi

ergibt sich ein nur von den Verschiebungen und ihren Variationen abhéngiger Ausdruck

fiir das Inkrement A[SIT] .

vol

' o
AT = o /5e v, [19 1] /Ae dv; (7.38)
Vi Vi

+ P/&—:o(l@l@QI)Aeth
Vi
+ P / 1 0 grad” (61) grad (A@d) dV;

Vi

Um den volumetrischen Anteil der Steifigkeitsmatrix K,,; und des Knotenkraftvektors
f,o1 explizit zu erhalten, mufl das Verschiebungsfeld diskretisiert werden. K,,; kann dann
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als Summe von drei Termen dargestellt werden, was fiir die Stabilitdtsuntersuchungen in
Abschnitt 8 zweckmafig ist.

iZ2
K,, = g /BTth[E@@E]/Bth f,,, = U’/BTadw
ref Vt Vt Vt
+ P/BT((?@E(:)QI)Bth (7.39)

Vi
+ P / G' G dV,
Vi
Die isochoren Anteile der Elementsteifigkeitsmatrix und des Elementkraftvektors sind

identisch mit den entsprechenden Groflen des Standard-Elements (siehe Abschnitt 7.1)
und brauchen an dieser Stelle nicht wiederholt werden.

7.5 Die Methode von Crisfield

Von Crisfield [1997] stammt eine Element-Formulierung, die trotz eines anderen Ansatzes
nur einen Spezialfall des in Abschnitt 7.4 beschriebenen Q1P0-Elements darstellt.
Ausgangspunkt der Uberlegungen von Crisfield ist die Variation der Verformungsenergie.

S = ST + / PJ(106€)dV, (7.40)

Vref

—
Der Unterschied zur konventionellen Verschiebungsformulierung besteht darin, dafl der
hydrostatische Druck P in (7.40) zundchst noch unbestimmt ist. Um die volumetrische
Versteifung zu vermeiden, wird der Druck nicht punktweise aus der Energiedichte U(.J)
berechnet sondern aus der folgenden Nebenbedingung fiir (7.40) bestimmt.

/ [P &K (J &) dVe =0 (7.41)

Vref

Im Falle einer Elementformulierung mit konstantem Druck kann P aus (7.41) explizit
berechnet werden.
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K v,
V‘f /(J el)dVy = K (vt @1> (7.42)

ref

P =

Vref

Die Konstante K in Gleichung (7.41) und (7.42) entspricht dem Kompressionsmodul
eines quasi-inkompressiblen Werkstoffs oder dem Penalty-Parameter fiir inkompressibles
Materialverhalten.
Der Druck in (7.42) ist eine lineare Funktion des Quotienten © = V;/V,.s aus Momentan-
und Referenzvolumen. P kann daher als Ableitung einer in © quadratischen Funktion U
dargestellt werden.

ou

5= kKOel)=P (7.43)

1
U= 5]&"(@ s1)? =
Der Vergleich von (7.43) mit (7.35) und von (7.40) mit (7.34) zeigt, dafl die Methode von
Crisfield kein neues Element liefert. Daher ist es auch nicht notwendig die volumetrische
Steifigkeitsmatrix herzuleiten. Das Element, das ausgehend von (7.40) und (7.41) konstru-
iert werden kann, ist ein Q1P0-Element mit einer speziellen volumetrischen Energiedichte

gemaf (7.43).

7.6 Eine Variante der Crisfield-Methode

Die Vorgehensweise von Crisfield bei der Formulierung eines versteifungsfreien 8-Knoten
Elementes besteht wie erlautert darin, den Druck P in der Variation der Verzerrungs-
energie bzw. dem inneren Knotenkraftvektor der konventionellen Verschiebungsmethode
nicht punktweise aus der volumetrischen Energiedichte zu berechnen. Der Druck P wird
dagegen aus der Nebenbedingung in Gl. (7.41) bestimmt. Statt Gl. (7.41) bzw. (7.42), in
der der Druck von einer mittleren Dilatation V;/V,.; abhéngt, kann der Druck auch nach
der folgenden Gleichung berechnet werden.

P=K(J.el) J.=[det(F)], (7.44)

Die Berechnung des im Element konstanten Elementdruckes erfordert dann nur die Aus-
wertung der Determinante des F-Tensors am Elementmittelpunkt. Der Berechnungsauf-
wand wird durch (7.44) gegeniiber dem Q1P0- und dem Crisfield-Element erheblich redu-
ziert. Bei Verwendung mit einem expliziten Verfahren, fiir das nur der Elementkraftvektor
aufgestellt wird, besteht der einzige Nachteil dieser Methode darin, dafl der sog. Patch-
Test nicht fiir beliebige Referenzgeometrien erfiillt werden kann. Bei impliziten Verfahren
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hingegen wird auch die Tangentensteifigkeitsmatrix benétigt. Diese ergibt sich aus dem

Inkrement von 51_[2727;.

vol

A(SII™y = AP /(1oae)dw (7.45)
Vi
+ P /560(1@1@21’)A6d\4
Vi
+ P /logradT(5ﬁ)grad(Aﬁ) dV;
Vi

Nach Einsetzen des Ausdrucks fiir das Druckinkrement AP = K J.(1 o Ae.) in (7.45)
erhilt man die endgiiltige Form von A(SII") .

vol

vol

A[SIT™M] = K J. / SedV; o [1®1]Ae, (7.46)
Vi
+ P /560(1@1@21’)A6d\4
Vi
+ P /logradT(5ﬁ) grad(Au) dV;
Vi

Der erste Term in (7.46) ist fiir einen schwerwiegenden Nachteil verantwortlich, der auch
bei der sog. inkonsistenten Elementformulierung von de Souza Neto et. al [1996] auftritt:
die volumetrische Steifigkeitsmatrix ist nicht symmetrisch. Nach der Diskretisierung des

Verschiebungsfeldes erhilt man aus A(SII"*) die volumetrische Elementsteifigkeitsmatrix

K,.i, die aufgrund des ersten Terms in (7.47) unsymmetrisch ist.

Kvol = K Jc |:/ BT d‘/t:| (6®6) BC (747)
Vi

+ P/BT((?@E(:)QI)Bth
Vi

+ P/GTGth
Vi

Da die volumetrische Steifigkeitsmatrix nicht symmetrisch ist, ist die Elementsteifigkeits-
matrix und folglich die Gesamtsteifigkeitsmarix der Struktur unsymmetrisch. Der Auf-
wand fiir die Losung des nichtlinearen Gleichungssystems ist aus diesem Grund erheblich
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grofler als beim Q1P0-Element. Nach der Auffassung von Crisfield [1997] ist diese Ele-
mentformulierung nur ein Spezialfall der inkonsistenten Methode von de Souza Neto et
al. [1996]. D.h. diese Methode sollte bei praktischen Berechnungen nicht fiir hyperelasti-
sche Materialformulierungen verwendet werden. Entstehen aber bei der Linearisierung der
auferen Kréfte unsymmetrische Laststeifigkeitsmatrizen (siehe hierzu ausfithrlich Schwei-
zerhof [1982]), so ist die Struktursteifigkeitsmatrix unabhéngig von der Elementformulie-
rung unsymmetrisch. In diesem Fall kénnte die in Abschnitt 7.6 erlduterte Variante des
Ansatzes von Crisfield durchaus effizient eingesetzt werden.



Kapitel 8

Stabilitatsuntersuchung

Leider st6Bt man bei der Anwendung vieler moderner Finiter Elemente auf einige Schwach-
stellen, die sich oft erst bei Beispielberechnungen herausstellen. Ein besonders unange-
nehmer Gesichtspunkt der in dieser Dissertation vorgestellten nichtlinearen 8-Knoten
Elemente sollte daher nicht verschwiegen werden. Dies ist das im folgenden Abschnitt
diskutierte sog. ,hour-glassing®. Es handelt sich dabei um einen Rangabfall der Element-
und Struktursteifigkeitsmatrix bei bestimmten Deformationszusténden, der nicht durch
eine physikalische Instabilitdt verursacht wird. Die Ursache der numerischen Instabilitét
nichtlinearer versteifungsfreier Elemente, wie das SRI- und das Q1P0-Element, liegt al-
leine in dem von dem klassischen Verschiebungselement abweichenden Aufbau der Ele-
mentsteifigkeitsmatrix. Die genaue Betrachtung zeigt, daB die durch einen Rangabfall
der Steifigkeitsmatrix verursachte Instabilitdt beim Standard-Verschiebungselement nicht
auftritt. Der Vergleich der Steifigkeitsmatrizen von SRI- und Q1P0-Element mit der des
Verschiebungselements (im folgenden mit DISP abgekiirzt) fiihrt dann aber auch zu einer
Loésung, mit der die Aktivierung des Rangabfalls verhindert werden kann.

Der hier gewdhlte Ansatz unterscheidet sich grundlegend von demjenigen, den z. B. Wrig-
gers und Reese [1994], Korele und Wriggers [1996] sowie Glaser und Armero [1997] ver-
wendeten. Sie untersuchten die numerische Instabilitdt von EAS-Elementen mit Hilfe ei-
ner symbolischen Eigenwertanalyse. Leider ist diese Vorgehensweise auf zweidimensiona-
le 4-Knoten Elemente beschriankt, da trotz moderner Computeralgebra-Programme wie
MAPLE oder MATHEMATICA der Aufwand bei der Berechnung der Eigenwerte und
der zugehorigen Figenformen fiir 3D Volumenelemente sehr grof} ist: das ebene 4-Knoten
Element besitzt zwei Eigenwerte, die von den EAS-Parametern beinflufit werden, das drei-
dimensionale 8-Knoten Element besitzt neun bzw. zwolf solcher Eigenwerte.

Fiir die Einbeziehung des SRI-Elementes in die Stabilitdtsuntersuchung ist es notwendig,
sich ausschlieBlich auf Werkstoffgesetze mit vollsténdig entkoppelten volumetrischen und
isochoren Anteilen zu beschranken. Die volumetrischen Steifigkeitsmatrizen sind dann
fiir den oben erwdhnten Vergleich vollkommen ausreichend, da die isochoren Anteile der
Elementsteifigkeitsmatrizen der in diesem Abschnitt behandelten Elementformulierungen

(einschlieBlich der Standard-Methode) identisch sind. Um den Blick auf das Wesentliche

111
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nicht zu verstellen, ist die Diskussion auf Elemente beschréankt, die in der Referenzkonfigu-
ration Parallelepipede sind. Die Tangentensteifigkeitsmatrizen sind fiir diesen Spezialfall
einfach aufgebaut. Die Deformationen, bei denen ,jhour-glassing® Verschiebungsmuster
besonders ausgepragt auftreten, sind homogene Kompressionen. Es geniigt daher, im fol-
genden homogene Verformungen zu betrachten.

In Abschnitt 8.1 wird zuerst das Q1P0-Element ausfiihrlich untersucht. Anschlieflend er-
folgt eine Analyse des SRI-Elementes analog zum Q1P0-Element. Mit Hilfe der Ausfithrun-
gen in Abschnitt 8.1 und 8.2 kann dann eine fiir praktische Zwecke geeignete Stabilisierung
konstruiert werden. Dieses Verfahren wird in den Abschnitten 8.31 und 8.4 in numerischen
Simulationen getestet.

8.1 Instabilitit des Q1P0-Elements

Als erste Formulierung wird das auf der Hybrid-Methode basierende QQ1P0-Element un-
tersucht. In der Tabelle (8.3) sind die drei Summanden von K225 und K?()llpo gegeniiber-
gestellt. Die Deformation im Element ist homogen (F = F., det(F)=.J.) und aufgrund
von

‘Q ‘éef .

@zvf:vaf J. (8.1)
ist der Druck in Kfogsp konstant und identisch mit dem Druck in K?OIIPO.
oU oU
PDISP = W = Pleo = % (82)

Der zweite und der dritte Term von K2I57 und K9P0 i (8.3) sind aufgrund der Gleich-

vol
heit des Druckes in beiden Methoden identisch. Die beiden Formulierungen unterscheiden

sich dann einzig im ersten Term, der mit [KDISP] | bzw. {KQlPO} bezeichnet wird.
1

vol vol

KDP" = K™ =
U//
JCU”/BT[(?@E]Bth /BTth[E@@E]/Bth

Vi ref Vi Vi

- - (8.3)
PC/BT(6®6<:>21)BM PC/BT((?@E(:)QI)Bth
Vi Vi
+ +
P. | GTGaY, P. | GTGaY,
Vi Vi
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Die Ursache fiir die numerische Instabilitdt der versteifungsfreien Methode ist die von
[KDISP] , abweichende Struktur der Matrix {KQlPO} . Deshalb muf} diese Matrix genau
1

vol vol
analysiert werden.
Beachtet man, dafl die B-Matrix aus einem konstanten Anteil B, und einem in den natiirli-
chen Koordinaten linearen Anteil B, besteht, das Element in der Ausgangskonfiguration
ein Parallelepiped und die Deformation homogen ist, d.h.

/Bh dvy =0 (8.4)
Vi
so folgt daraus:

/(Bc + Bh) d‘/t = Bc‘/t = Bc Jc ‘/7’ef . (85)

Vi

Die Auswirkung von Gl (8.5) auf die Matrizen [K!/°"]
der folgenden Gegeniiberstellung.

, und {K?{}lpo} ergibt sich aus
1

vol

KPIP] = LUV, B[E0&B, 4| LU / B! 8 & B, 4V (8.6)
Vi

[KQ“’O} — J.U"V; BT[¢®é&B. (8.7)
1

vol

Die eingerahmte Teilmatrix von [K?JSP]I in (8.6) ist die Differenz zwischen der Stei-
figkeitsmatrix der Verschiebungsmethode und der Hybridmethode. Da sich die beiden
Formulierungen (unter den oben genannten Voraussetzungen) alleine in diesem Ausdruck

unterscheiden, mufl das Fehlen von

Ko = Je U”/ Bl [é® €| B, dV; (8.8)

Vi

in Kfollpo den Rangabfall der Element- und Struktursteifigkeitsmatrix der Hybridmethode
verursachen.

Die Matrix Kgp soll nun explizit berechnet werden. Ziel ist es, (8.8) als eine sog. ,,hour-
glass“ Stabilisierungsmatrix darzustellen (siehe z.B. Belytschko, Bindeman [1993]). Diese
Matrizen, die urspriinglich fiir die ,, Uniform Reduced Integration“ Methode (Hughes, Mal-
kus [1978]) konstruiert wurden, sollen den Rang der Elementsteifigkeitsmatrix sichern. Im
vorliegenden Fall kann diese Matrix durch Auswertung von (8.8) systematisch gefunden

werden.
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Beriicksichtigt man die Blockstruktur der Matrix Bj, und die Besetzungsstruktur der Ma-
trixe® e

o

&
o
I

(8.9)

jenilen Bl an Bl an BN en N e
jenilen Bl an Bl an BN en N e

O OO = =
O OO = =
O OO = =
[an RN e B e B an BN e B e

so ergibt sich fiir die 3 x 3 Blockmatrizen, aus denen sich die Matrix K, zusammensetzt,
das folgende Resultat (i,j=1..8):

KY  =J.U" /B{J (€@ € By,; dV, = J.U" /vtN,i @ VN dV, . (8.10)

Vi Vi

Die Integration kann analytisch ausgefiihrt werden, wenn der lineare Zusammenhang zwi-
schen dem Gradienten bzgl. aktueller Koordinaten V; und dem Gradienten bzgl. natiirli-
cher Koordinaten V¢ beachtet wird (V,.; in (8.11) ist der Gradient bzgl. der Koordinaten
in der Ausgangskonfiguration).

VN, =F TV, N =F T3}

.y VeN, =DV N} (8.11)

Selbstverstéandlich ist diese lineare Beziehung nur unter der Voraussetzung gegeben, daf
die Deformation F homogen und die Jacobi-Matrix J,.; konstant ist.
Der Gradient der linearen Formfunktionen VgN;; (i=1..8) ist eine Funktion der vier

yhourglass® Vektoren Hl .. .H4.

VeNp = | r | A+ | 0 |hy+ | ¢t |hs+ | rt | R (8.12)
0 r S TS

Setzt man (8.11) in (8.10) ein, so erhdlt man fiir die Blockmatrix Kzab den Ausdruck in
(8.14).

KY, = J.U" /Bfﬁi[é@@é]Bh,jdvmf (8.13)
Vref
+1 41 +1
= JCU"D///(vgNg)@(vgzvg)jmfdrdsdt D’ (8.14)
-1 -1-1

=. Hij
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Fiir die 3x3 Blockmatrix H;; ergibt sich mit (8.12) und nach der Integration ein Ausdruck,
der Produkte der Komponenten der Vektoren hy..h, enthélt und somit als die eigentliche
Stabilisierungsmatrix fiir Kfollpo interpretiert werden kann.

8

Hij = gjref X (815)
Ry R+ B B+ hi bl /3 hi ke, hi bl
hi b Ry R+ hi bl 4+ b k)3 ik}
) R ) ki, Ry bl 4+ hi by + b bl /3

Somit zeigt sich, dafl die Differenz der Tangentensteifigkeitsmatrizen des konventionellen
Verschiebungs- und des Q1P0-Elements eine Hourglass-Stabilisierung darstellt.

Anmerkung:
Die Elementkraftvektoren des Q1P0- und des DISP-Elementes sind fiir den hier betrach-

teten Spezialfall aufgrund von (8.2) identisch.

—int —int

Foipo =Fprsp =0 (8.16)

Die Gleichheit der Kraftvektoren bedingt selbstverstdndlich nicht die Gleichheit der Ab-

leitungen nach den Knotenverschiebungen und damit der Tangentensteifigkeitsmatrizen.
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8.2 Instabilitat der SRI-Formulierung

Unter den gleichen Voraussetzungen wie in Abschnitt 8.1 wird das SRI-Element mit dem
DISP-Element verglichen. Die Gegeniiberstellung der Terme der Matrizen 2157 und K25/

zeigt, daff in KSH! durch die 1-Punkt Integration ausschlieflich die konstanten Anteile
der Matrizen B und G beriicksichtigt werden.

S K =
JCU”/ B’ [é® & BdV; J.U'BT[€® é]B.V;
Vi
+ + (8.17)
PC/BT((?@E(:)ZI)Bth P.Bl (€@ €w21)B. V;
Vi
+ +
r. | GTGaV, P.GIG.V,
Vi

Die Differenz der volumetrischen Tangentensteifigkeitsmatrizen KP197 o K3 kann wie

in Abschnitt 8.1 fiir die Stabilisierung der SRI-Methode herangezogen werden.

Kstab = JCU// /Bg[é)@é)]Bhd‘/t +
Vi
P. /Bf(@@E@QI)Btht + (8.18)
Vi
P. Gl G, dV;

Vi

Analog zu der Vorgehensweise in 7.1 konnen die Integrale in (8.18) analytisch ausgewertet
und die Matrix Kg;,;, daher in geschlossener Form dargestellt werden. Der Aufwand ist
aber im Vergleich zu (8.8) erheblich grofler.

8.3 Eine Stabilisierungsmethode

In den Abschnitten 8.1 und 8.2 wird die Stabilisierungsmatrix unter speziellen Bedin-
gungen analysiert und analytisch, nicht numerisch, berechnet. Diese Vorgehensweise be-
reitet bei Hexaedern allgemeiner Gestalt und inhomogenen Deformationen der Elemente
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Schwierigkeiten. In einer nichtlinearen konsistenten Elementformulierung mufl auch der
Elementkraftvektor verdndert werden. Es stellt sich somit das Problem, zu einer vorgege-
benen Stabilisierungsmatrix einen konsistenten Stabilisierungsvektor zu bestimmen.

AFstab — Kstab Aue

Unter den speziellen Voraussetzungen an die Elementgeometrie und die Verformung in
Abschnitt 8.1/8.2 ist wegen (8.16) der Nullvektor der zu (8.18) bzw. (8.8) konsistente
Stabilisierungsvektor.

Eine Alternative zu dem Verfahren in Abschnitt 8.1/8.2 ist die von Doll [1998] zunéachst

auf das SRI-Element angewandte sog. gemischte (,mixed“) Integration (8.19).

K™ = (1) KPPP LK 0<9 <1 (8.19)

vol vol vol

Die zunéchst ad hoc eingefithrte Methode ist ein spezielles Verfahren zur Stabilisierung

unterintegrierter Steifigkeitsmatrizen. Der Zusammenhang von (8.19) mit der Matrix Kqp
(8.18) kann durch die additive Aufspaltung der Steifigkeitsmatrix Kfogsp = KM L K

vol
hergestellt werden.

K™ = K3 4 (1 20) K (8.20)

vol vol

Diese Stabilisierung ist an keine Voraussetzungen gebunden und allgemein anwendbar.
Die Stabilisierungsmatrix kann mittels der 8-Punkt Integration nach Gaufl berechnet
werden. (8.20) zeigt, daf zu der 1-Punkt integrierten Matrix K57 die mit dem Fak-
tor 1 <o multiplizierte Stabilisierungsmatrix addiert wird. Das Verfahren in (8.20) kann
selbstverstiandlich auch fiir die Stabilisierung des Q1P0-Elementes und der F-Elemente
verwendet werden.

Der Faktor ¢ in (8.21) ist notwendig, da die bloBe Addition von K zu Ksrr bzw.
Kogipo die vollstandige Steifigkeitsmatrix Kprsp des Verschiebungselementes ergibt. Der
Stabilisierungsparameter ¥ muf} deshalb so gewéhlt werden, daf} einerseits der Rang der
Matrizen K% und Kgﬁéo gesichert ist, andererseits die volumetrische Versteifung des
Verschiebungselementes zuverlassig unterdriickt wird. Die geeignte Wahl des Parameters o
ist entscheidend fiir den praktischen Einsatz des nach (8.20) stabilisierten Elementes. Lei-
der helfen theoretische Untersuchungen hier nicht weiter, da keine genauen Aussagen iiber
den Rang der Matrix K™ als Funktion des Stabilisierungsparameters ¥ moglich sind.
Besonders in einer nichttrivialen Simulation wie dem ,,necking bar® macht sich aufler der
Deformation auch der Einflul des elasto-plastischen Stoffgesetzes auf das Stabilitatsver-
halten der Q1P0-, F- und SRI-Elemente bemerkbar (siehe hierzu Doll [1998]). Mangels
einer Alternative mufl durch numerische Simulationen der kleinste Wert fiir ¥ ermittelt
werden, fiir den kein hour-glassing auftritt. Ein groflerer Wert fithrt unvermeidlich zu
einer Versteifung gegeniiber dem nichtstabilisierten Element. Diese Problematik wird in
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Abschnitt 8.4 anhand der Kompression eines hyperelastischen Klotzes deutlich gemacht.

Aufgrund der vorhergehenden Ausfithrungen kann die Differenz der Steifigkeitsmatrizen
des Verschiebungselementes und des SRI- bzw. Q1P0-Elements als Stabilisierungsmatrix
Ktap verwendet werden. Die Addition von ¢ Kgep (0 < ¥ < 1) 2u Kgpr bzw. Kgipg ergibt
dann die Steifigkeitsmatrix der stabilisierten Version der versteifungsfreien Formulierung.

Kit, = Ksrr + ¢ (Kpsp & Ksrr)
(8.21)
KST?DO = Kogiro + Y (Kprsp < Koiro)

In einer konsistenten nichtlinearen FE-Formulierung reicht es nicht aus, nur die Stei-
figkeitsmatrizen zu modifizieren. Wenn die asymptotische quadratische Konvergenz des
Newton-Verfahrens erhalten bleiben soll, dann miissen auch die inneren Kraftvektoren
von SRI- und Q1P0-Element verandert werden. Die Addition der Stabilisierungsvektoren
J (ﬁD[SP @ﬁSRI) (fiir das SRI-Element) bzw. 0 (ﬁD[SP @ﬁQlPo) (fiir das Q1PO-Element)
zu den Elementkraftvektoren der versteifungsfreien Elemente ist deshalb in einer stabilen
und konsistenten Elementformulierung notwendig.

- stab

Fopr = Fsrr + ﬂ(ﬁDISP < f‘sm)
(8.22)

- stab

Foipo = Foipo + ¥ (Fpisp < Foupo)

Die Bestimmung von ¥ bedarf noch eingehender Untersuchung: die Abhangigkeit vom
Materialgesetz der verformten Struktur, von der &ufleren Belastung und von dem in der
Simulation verwendeten Netz. In einer effizienten Formulierung sollte ¥ automatisch be-
rechnet und bei einer inkrementellen, schrittweisen Aufbringung der Belastung auch au-
tomatisch verandert werden.

8.3.1 Numerische Stabilititsuntersuchung

Die Aussagen der Abschnitte 8.1 bis 8.3 iiber numerische Instabilitat und Stabilisierung
versteifungsfreier Elemente kénnen an einem einfachen Beispiel demonstriert werden. Da
keine signifikanten Unterschiede zwischen dem Q1P0- und dem SRI-Element auftreten,
werden nur die Resultate fiir das letztere dokumentiert.

Ein Wiirfel der Kantenlange Imm wird durch vier gleiche Knotenkrifte belastet (s. Abb.
8.1). Damit ein Rangabfall der Tangentensteifigkeitsmatrix und damit negative Eigen-
werte des SRI-Elementes beobachtet werden kénnen, mufl in diesem Beispiel mit Kraft-
steuerung gearbeitet werden. Die Verschiebungssteuerung fithrt beim SRI-Element im
Gegensatz zu EAS-Elementen (s. Wriggers, Reese [1996]) zu keiner Instabilitat. In der
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Simulation wird ein um einen Penalty-Term erweitertes Neo-Hooke Material verwendet

(s. Liu, Hofstatter, Mang [1994]). Die elastische Energiedichte W

A

1 A
W=p(1(C) &3) + S K(J s L(C)=J73(Chy + Cyy 4 Csy)

besitzt als Werkstoffparameter die Neo-Hooke Konstante ¢ und den Kompressionsmodul
K fiir den volumetrischen Anteil der Energiedichte. Um nahezu volumentreue Verformun-
gen zu simulieren, erhalten diese Grofen die Werte pp = 10°N/mm? und K = 10°N/mm?.

F
SRI  9=0.01 DISP KOMPRESSION
30.20 48.39  48.92 3.2% F F
23.69 44.1 46.03 11.7%
19.68  41.67  44.39 16.5% Y
1591  39.54  42.96 20.8%
0.118 3220  38.14 36.0% e 1
-1.223 31.68 37.82 37.1% | L
-2.527 31.19 37.51 38.2% /
: : S Ve e
-62.99 13.27 30.96 80.0% K-
Tabelle 8.1: Eigenwertanalyse Abb. 8.1: Einzelelement mit Kraftsteuerung

Die Tabelle 8.1 zeigt den jeweils kleinsten Figenwert des Verschiebungselementes DISP,
des Selektiv Reduziert Integrierten (SRI) Elementes und des stabilisierten SRI-Elementes
fiir ¥ = 0.01. Der Tabelle kann entnommen werden, dafl das SRI-Element schon bei
einer Kompression um ca. 37% einen negativen Eigenwert besitzt. Das ,hour-glassing®
kann mit einem Stabilisierungsfaktor ¢ = 0.01 zuverlassig, d.h. bis zu einer Kompression
von fast 100%, beseitigt werden. Abb. 8.2 zeigt den kleinsten Eigenwert des stabilisier-
ten SRI-Elementes in Abhéngigkeit vom Stabilisierungsfaktor ¥. Die Kompression des
Wiirfelelementes betriagt 38.2%. Der kleinste Eigenwert beim unstabilisierten SRI-Element
(¥ = 0) betragt dann nach Tabelle 8.1 -2.527. Anhand der Abb. 8.2 wird deutlich, daf fiir
¥ < 0.003 der Eigenwert sehr rasch gegen negative Werte (in Abb. 8.2 nicht angegeben)
strebt. Werte von ¥} > 0.003 garantieren den richtigen Rang der Elementsteifigkeitsmatrix
und die Beseitigung von ,hour-glass® Verschiebungen des SRI-Elementes. Der Grenzwert
von ¥ = 0.003 verschiebt sich jedoch bei zunehmender Kompression zu erheblich grofieren
Werten.
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Eigenwert

32 ]

28

24

J = 0: SRI-Element
J = 1: DISP-element

20
16

12

S— v =0.003

0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 v

Abb. 8.2:  Abhéngigkeit des kleinsten Eigenwertes bei einer Kompression
von 38.2% vom Stabilisierungsparameter )
(Eigenwert des SRI-Elements in diesem Zustand -2.53)

8.4 Simulation: Kompression eines Wiirfels

Die folgende Simulation soll den Einsatz des SRI-Elementes und seiner stabilisierten Ver-
sion fiir inhomogene nichtlineare Verformungen dokumentieren. Das Beispiel wurde der
Literatur entnommen (siehe z.B. Reese et al. [1998]), weil bei einer Vernetzung mit 8-
Knoten EAS-Elementen massiv ,hour-glass® Verschiebungen auftreten und daher zum
Test von Stabilisierungsmethoden fiir EAS-Elemente verwendet wird. Es ist eine bemer-
kenswerte Tatsache, dafl das SRI- und das QQ1P0-Element in diesem Beispiel keine nume-
rischen Instabilitdten aufweisen, d.h. eine Stabilisierung ist nicht notwendig.

Ein Wiirfel der Kantenlange 1mm wird in der Umgebung des Mittelpunktes seiner Ober-
fliche nach Abb. 8.3 homogen belastet. Aufgrund der Symmetrie wird nur ein Viertel
des Wiirfels mit einem 8x8x8 Netz diskretisiert. Der Block kann sich senkrecht zur Be-
lastungsrichtung frei ausdehnen. Als Material wird ebenso wie in Abschnitt 8.3.1 eine
Neo-Hooke Energiedichte mit volumetrischer Penalty-Energiedichte verwendet. Die Ma-
terialkenngrofien betragen ¢ =10 N/mm? und K=10° N/mm?. Die Belastung wird inkre-
mentell mit konstanten Lastschritten aufgebracht.
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Abb. 8.3: Wiirfel aus Neo-Hooke Material (¢ = 10 N/mm?* K = 10° N/mm?)
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Abb. 8.4:
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Last-Verschiebungskurven fiir ein Netz mit 8 x 8 x 8 Elementen

Ny: Anzahl der Lastschritte; W: Verschiebung in mm
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In der Abb. 8.4 sind die Last-Verschiebungskurven fiir das SRI-Element und das DISP-
Element dargestellt. Es ist deutlich zu erkennen, dafl das Verschiebungselement DISP mit
zunehmender Belastung vollkommen versteift.
Abb. 8.5 zeigt das Netz aus SRI-Elementen nach 34 Lastschritten. Die Kompression bei
Punkt C in Abb. 8.3/8.5 betrdgt dann ca. 80%, d.h. der Block wird in der Mitte auf ein

Fiinftel seiner urspriinglichen Linge zusammengeprefit.
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Abb. 8.5: Netz des deformierten Wiirfels nach 34 Lastschritten

Obwohl in diesem Beispiel bei den SRI-Elementen kein Rangabfall auftritt, kann trotzdem
fiir Elemente, die nach (8.21) und (8.22) konstruiert sind, die zunehmende Versteifung bei
wachsendem Stabilisierungsfaktor ¥ demonstriert werden. Da es in ,realen® Anwendungs-
rechnungen schwierig oder gar unmoglich ist, zwischen physikalischen und numerischen
Instabilitédten zu unterscheiden, muf} bei Verdacht auf Rangdefekte die Stabilisierung nach
(8.21) verwendet werden. Uber damit verbundene Versteifungseffekte sollte sich der An-
wender anhand einfacher Beispiele informieren.

In der Abb. 8.6 sind die Last-Verformungskurven fiir stabilisierte SRI-Elemente mit ver-
schiedenen Werten von o aufgezeichnet. ¥ = 0 entspricht dem versteifungsfreien SRI-
Element und ¥ = 1.0 dem konventionellen Verschiebungselement. Bei ¢ = 0.01 ist die
Vertikalverschiebung am Punkt C schon um iiber 0.1 mm kleiner als fiir das SRI-Element.
Dies entspricht einer relativen Abweichung von der SRI-Verschiebung um ca. 13%. Mit
wachsendem Wert von ¥ nahert sich die Verschiebung W, monoton dem Resultat, der mit
dem Verschiebungselement erzielt wird.

Das Schaubild 8.6 macht deutlich, dafl die Bestimmung des Stabilisierungsparameters
und eine evtl. erforderliche Verdnderung dieses Faktors automatisch, unabhéngig vom FE-
Anwender erfolgen sollte. Ein beim Beginn einer nichtlinearen Rechnung zu grofy gewahlter
Faktor garantiert die Stabilitat des Elementes, fiihrt aber zu schlechten Resultaten. Eine
vom FE-Programm durchgefiihrte Berechnung von ¥ ist derzeit nur in Ansétzen erkennbar
und wird in der Zukunft noch viel Forschungsarbeit erfordern.
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Abb. 8.6:  J-Sensitivitdt der Ergebnisse beim stabilisierten SRI-Element
Ny: Anzahl der Lastschritte; W.: Verschiebung in mm
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Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Dissertation wird der Versuch unternommen, eine méglichst umfas-
sende Darstellung der Eigenschaften einiger moderner, versteifungsfreier dreidimensio-
naler 8-Knoten Volumenelemente zu geben. Fiir lineare elastische Probleme haben sich
die ,enhanced assumed strain® (EAS) Elemente bewdhrt. Diese Elemente miissen hin-
sichtlich der Art und Anzahl der inneren Elementfreiheitsgrade optimiert werden, da
sonst die EAS-Elemente gegeniiber dem konventionellen Verschiebungselement einen deut-
lich groBeren Berechnungsaufwand erfordern. Die systematische Untersuchung von EAS-
Quaderelementen bietet eine Moglichkeit eine EAS-Formulierung zu erhalten, die auch
fiir Hexaeder beliebiger Form zugleich versteifungsfreie Verformungen und eine effiziente
Programmierung garantiert.

Der Einsatz von EAS-Elementen fiir nichtlineare dreidimensionale Probleme mit grofien
Deformationen ist nicht zu empfehlen. Die Griinde liegen nicht nur in dem gegentiiber an-
deren nichtlinearen Elementformulierungen erhéhten Speicherbedarf fiir die inneren Ele-
mentfreiheitsgrade. Es besteht auch keine Moglichkeit die Effizienz der EAS-Elemente
analog dem linearen Fall zu steigern. Der Haupteinwand aber gegen einen Einsatz der
EAS-Formulierung liegt in der starken Anfélligkeit fiir das Auftreten von numerischen
Instabilitéten.

Das Haupthindernis fiir eine Verwendung des nichtlinearen, klassischen 8-Knoten Ver-
schiebungselementes sind die ausschlieilich volumentreuen Verformungen vieler elasto-
plastischer und gummiartiger, hyperelastischer Werkstoffe. Die volumetrische Versteifung
kann aber von vielen Elementformulierungen zuverlassig und ohne die spezifischen Nach-
teile der EAS-Elemente unterdriickt werden. Deshalb liegt der Schwerpunkt der Disserta-
tion auf der Untersuchung der sog. F-Methoden. Die F-Elemente zeichnen sich dadurch
aus, daf} keine inneren Variablen explizit verwendet werden und damit auch keine stati-
sche Kondensation von Elementparametern durchgefithrt werden muf}. Spezialfille dieser
allgemeinen Methode sind das Q1P0- und das SRI-Element. Neben der im Vergleich zur
EAS-Methode groBeren Effizienz sind F-Elemente robuster, d.h. ein numerisch beding-
ter Rangabfall der Tangentensteifigkeitsmatrix ist in viel geringerem Ausmaf feststellbar.
Um die Instabilitdt zu unterdriicken, wird eine Methode beschrieben und getestet, die
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die gewichtete Differenz der Steifigkeitsmatrizen vom Verschiebungselement und dem je-
weiligen versteifungsfreien Element als Stabilisierungsmatrix benutzt. Ein Schwerpunkt
zukiinftiger Arbeit wird die automatische Berechnung des Stabilisierungsparameters sein.
Diesem kommt eine entscheidende Bedeutung zu, da ein zu grofler Wert zwar die Stabi-
litdt von SRI- oder Q1P0-Element garantiert, aber die Versteifung nicht mehr zuverléssig
unterdriickt. Bei der Suche nach dem optimalen Wert kénnen theoretische Eigenwert-
untersuchungen weiterhelfen, die vom Autor mit dem Programm MAPLE vorgenommen
wurden. Dabei werden die Eigenwerte der Steifigkeitsmatrix eines stabilisierten Elementes
fiir die homogene Kompression als Funktion der Deformation und des Stabilisierungsfak-
tors ermittelt. Die Resulate werden zu gegebener Zeit verdffentlicht werden.



Literaturverzeichnis

1]

2]

3]

[4]

[10]

Andelfinger, U., Ramm, E., [1993], EAS-elements for two-dimensional, three-
dimensional, plate and shell structures and their equivalence to HR-elements, In-
ternational Journal for Numerical Methods in Engineering, Vol. 36, 1311-1337 .

Belytschko, T., Ong, J., Liu, W.K., Kennedy, J.M., [1984], Hourglass control in linear
and nonlinear problems, Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering,

Vol. 43, 251-276 .

Belytschko, T., Wang, X., [1987], An efficient flexurally superconvergent hexahedral
element, Engineering Computations, Vol. 4, 281-288 .

Belytschko, T., Bindeman, L.P., [1991], Assumed strain stabilization of the four-node
quadrilateral with one-point quadrature for nonlinear problems, Computer Methods

in Applied Mechanics and Engineering, Vol. 88, 311-340.

Belytschko, T., Bindeman, L.P., [1993], Assumed strain stabilization of the eight-node
hexahedral element, Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, Vol.
105, 225-260 .

Betten, J., [1993], Kontinuumsmechanik, Springer .

Bischoft, M., Ramm, E., Braess, D., A class of equivalent enhanced assumed strain
and hybrid stress finite elements, Computational Mechanics, Vol. 22, 443-449 .

Bonet, J., Bhargava, P., [1995], A uniform deformation gradient hexahedron element
with artificial hourglass control, International Journal for Numerical Methods in En-

gineering, Vol. 38, 2809-2828 .

Borst, R. de, Groen, A., [1995], Some observations on element performance in iso-
choric and dilatant plastic flow, International Journal for Numerical Methods in

Engineering, Vol. 38, 2887-2906 .

Crisfield, M.A., [1991/96], Nonlinear finite element analysis of solids and structures,
Vol. /11, Wiley .

126



LITERATURVERZEICHNIS 127

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

23]

Crisfield, M.A., [1997], Vortrag und persénliche Mitteilung an den Autor auf dem
EUROMECH COLLOQUIUM 371 in Bad Herrenalb, September 1997 .

Doll, S., [1998], Zur Behandlung grofier elastoviskoplastischer Deformationen bei
isochor-volumetrisch entkoppeltem Stoffverhalten, Dissertation, Universitat (TH)

Karlsruhe .

Flanagan, D.P., Belytschko, T., [1981], A uniform strain hexahedron and quadrilate-
ral with orthogonal hourglass control, International Journal for Numerical Methods

in Engineering, Vol. 17, 679-706 .

Freischlager, C., Schweizerhof, K., [1996], On a systematic development of trilinear 3D
volume elements based on Simo’s enhanced strain formulation, International Journal

of Solids and Structures, Vol. 33, 2993-3017.

Glaser, S., Armero, F., [1997], On the formulation of enhanced strain finite elements
in finite deformations, Engineering Computations, Vol. 14, 759-791 .

Hughes, J.R., Malkus, D.S., [1978], Mixed finite element methods - reduced and selec-
tive integration techniques: a unification of concepts, Computer Methods in Applied

Mechanics and Engineering, Vol. 15, 63-81 .

Kaliske, M., Rothert, H., [1997], On the finite element implementation of rubber-like
materials at finite strains, Engineering Computations, Vol. 14, 216-232 .

Korele, J., Wriggers, P., [1996], Consistent gradient formulation for a stable enhanced
strain method for large deformations, Engineering Computations, Vol. 13, 103-123 .

Liu, W.K., Belytschko, T., Chen, J.S., [1988], Nonlinear versions of flexurally su-
perconvergent elements, Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering,

Vol. 71, 241-258 .

Liu, W.K., Hu, Y.K., Belytschko, T., [1994], Multiple quadrature underintegrated
finite elements, International Journal for Numerical Methods in Engineering, Vol.

37, 3263-3289 .

Liu, C.H., Hofstetter, G., Mang, H.A., [1994], 3D finite element analysis of rubber—
like materials at finite strains, Engineering Computations, Vol. 11, 111-128 .

Moita, G.F., Crisfield, M.A., [1996], A finite element formulation for 3D continua
using the corotational technique, International Journal for Numerical Methods in

Engineering, Vol. 39, 3775-3792 .

Moran, B., Ortiz, M., Shih, C.F., [1990], Formulation of implicit finite element me-
thods for multiplicative finite deformation plasticity, International Journal for Nu-
merical Methods in Engineering, Vol. 29, 483-514.



128

[24]

[25]

[30]

31]

32]

[34]

[35]

LITERATURVERZEICHNIS

Nagtegaal, J.C., Parks, D.M., Rice, J.R., [1974], On numerically accurate finite ele-
ment solutions in the fully plastic range, Computer Methods in Applied Mechanics
and Engineering, Vol. 4, 153-177 .

Nagtegaal, J.C., Fox, D., [1996], Using assumed enhanced strain elements for large
compressive deformation, International Journal of Solids and Structures, Vol. 33, No.

20-22, 3151-3159 .

Pian, T.H., Sumihara, K., [1984], Rational approach for assumed stress finite ele-
ments, International Journal for Numerical Methods in FEngineering, Vol. 20, 1685-

1695 .

Schweizerhof, K., [1982], Nichtlineare Berechnung von Tragwerken unter verfor-
mungsabhéngiger Belastung mit Finiten Elementen, Dissertation, Universitat (TH)
Stuttgart .

Di, S., Ramm, E., [1994], On alternative hybrid stress 2D and 3D elements, Enginee-
ring Computations, Vol. 11, 49-68 .

Simo, J.C., Taylor, R.L., Pister, K.S., [1985], Variational and projection methods for
the volume constraint in finite deformation elasto—plasticity, Computer Methods in

Applied Mechanics and Engineering, Vol. 51, 177-208 .

Simo, J.C., Rifai, M.S., [1990], A Class of mixed assumed strain methods and the
method of incompatible modes, International Journal for Numerical Methods in En-

gineering, Vol. 29, 1595-1638 .

Simo, J.C., Taylor, R.L., [1991], Quasi-incompressible finite elasticity in principal
stretches. Continuum basis and numerical algorithms, Computer Methods in Applied

Mechanics and Engineering, Vol. 85, 273-310 .

Simo, J.C., Armero, F., [1992], Geometrically nonlinear enhanced strain mixed me-
thods and the method of incompatible modes, International Journal for Numerical

Methods in Engineering, Vol. 33, 1413-1449 .

Simo, J.C., [1992], Algorithms for static and dynamic multiplicative plasticity that
preserve the classical return mapping schemes of the infinitesimal theory, Computer

Methods in Applied Mechanics and Engineering, Vol. 99, 61-112 .

Simo, J.C., Armero, F., Taylor, R.L., [1993], Improved versions of assumed enhanced
strain trilinear elements for 3D finite deformation problems, Computer Methods in

Applied Mechanics and Engineering, Vol. 110, 359-386 .

Simo, J.C., Hughes, J.R., [1998], Computational Inelasticity, Springer .



LITERATURVERZEICHNIS 129

[36]

37]

38]

39]

[40]

[41]

[42]

de Souza Neto, E.A., Peric, D., Huang, G.C., Owen, D.R.J., [1995], Remarks on the
stability of enhanced strain elements in finite elasticity and elastoplasticity, Commu-
nications of Numerical Methods in Engineering, Vol. 11, 951-961 .

de Souza Neto, E.A., Peric, D., Dutko, M., Owen, D.R.J., [1996], Design of simple low
order elements for large strain analysis of nearly incompressible solids, International

Journal of Solids and Structures, Vol. 33, 3277-3296 .

Sze, K.Y., [1992], Efficient formulation of robust hybrid elements using orthogonal
stress-strain interpolants and admissible matrix formulation, International Journal
for Numerical Methods in Engineering, Vol. 35, 1-20 .

Sze, K.Y., Ghali, A., [1992], A two-field solid element suiting thin-mesh analysis by
admissible matrix formulation, Engineering Computations, Vol. 9, 649-668 .

Taylor, R.L., Beresford, P.J., Wilson, E.L., [1976], A non-conforming element for
stress analysis, International Journal for Numerical Methods in Engineering, Vol. 10,

1211-1219 .

Wriggers, P., Reese, S., [1996], A note on enhanced strain methods for large deforma-
tions, Computer Methods in Applied Mechanics and FEngineering, Vol. 135, 201-209.

Zienkiewicz, O.C., Taylor, R.L., [1989], The finite element method, Vol. I,
McGraw-Hill .



Liste der Bezeichnungen

Vektoren, Tensoren und Matrizen werden in der vorliegenden Arbeit mit Fettschrift dar-
gestellt. Ein Pfeil {iber einer Grofie kennzeichnet Vektoren bzw. Spaltenmatrizen. Alle
verwendeten Bezeichnungen und Abkiirzungen werdem im Text erldutert. Einige haufig
verwendete Schreibweisen sind in der folgenden Liste zusammengestellt.

Nelm Anzahl der Elemente in einer FE-Diskretisierung
J Determinante des F-Tensors
SP Spur eines Tensors bzw. einer Matrix

det bzw. Det Determinante eines Tensors bzw. einer Matrix

I, Iy, I3 Invarianten eines Tensors bzw. einer Matrix
grad Gradientenoperator bzgl. der Momentankonfiguration
GRAD Gradientenoperator bzgl. der Referenzfiguration
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