Forschungszentrum Karlsruhe
Technik und Umwelt

FZKA 5906

Biegeratcheting bei
parabolischer Verteilung
des Biegemoments
langs der Balkenachse

S. Bohmer

Institut fiir Reaktorsicherheit
Projekt Kernfusion

Mai 1997







Forschungszentrum Karlsruhe
Technik und Umwelt

Wissenschaftliche Berichte
FZKA 5906

Biegeratcheting bei parabolischer Verteilung

des Biegemoments lings der Balkenachse*

Stephan Bohmer

Institut fiir Reaktorsicherheit
Projekt Kernfusion

*Von der Fakultéit fiir Maschinenbau der Universitit Karlsruhe (TH)
genehmigte Dissertation

Forschungszentrum Karlsruhe GmbH, Karlsruhe

1997




Als Manuskript gedruckt
Fir diesen Bericht behalten wir uns alle Rechte vor

Forschungszentrum Karlsruhe GmbH
Postfach 3640, 76021 Karlsruhe

ISSN 0947-8620




Kurzfassung

Biegeratcheting bei parabolischer Verteilung des Biegemomentes entlang
der Balkenachse

Thermal Ratcheting, als eines von hohen zyklischen thermischen Belastungen und
gleichzeitig wirkenden mechanischen Lasten abhéingendes Strukturverhalten, bedarf
vor allem in der Ersten Wand der TOKAMAK-Fusions-Reaktoren einer genaueren
Untersuchung.

In dieser Arbeit wird ausgehend von den gegebenen Belastungen und Geometrien ein
dem Bree-Diagramm entsprechendes, einfaches Mittel zur Auslegung erstellt. Eine
analytische Lésung wird vorgestellt, welche einen tieferen Einblick in den Ablauf die-
ses speziellen Ratcheting-Mechanismus erlaubt.

Zur Herleitung der geschlossene LoOsung sind zahlreiche Vereinfachungen notwen-
dig, welche gleichzeitig Abweichungen vom realen Verhalten bedingen. Mit Hilfe von
Finite-Elemente-Rechnungen wird gezeigt, dafl der beschrittene Weg jedoch zu kon-
servativen Auslegungen fiihrt.

Abstract

Ratcheting of bending type with a parabolic distribution of the bending
moment over the beam

Thermal Ratcheting, as a mechanism occuring in structures submitted to high cyclic
thermal and simultaneously applied mechanical loads, has to be examined in the First
Wall of the TOKAMAK-Fusion-reactors.

In this thesis, proceeding from the given geometry and the loadings, a Bree like dia-
gram will be developed, yielding a simple design-tool. An analytical solution will be
presented, allowing a detailed insight into this particular ratcheting mechanism.
Many of the simplifications, being made to make an analytical solution possible,
lead to deviations from the actual behaviour. A comparison with Finit-Element-
computations however shows, that this will lead to a conservative design.
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation

Die Erste Wand eines TOKAMAK-Fusions-Reaktors ist eine der am héchsten bela-
steten Komponenten des Reaktors, gleichzeitig aber auch fiir seine Funktionsfahig-
keit von grofiter Bedeutung. Als Abschirmstruktur und als Warmesenke werden hohe
Anforderungen an ihre Integritéit gestellt. Die Auslegung der Ersten Wand erfolgt
anhand der iiblichen Codes (z.B. ASME, Anhang B). Da die Belastungen durch den
pulsierenden Plasmabetrieb zyklisch erfolgen, ist auch eine Auslegung gegen Versa-
gen bei zyklischen Beanspruchungen notwendig. Dazu gehort auch die Beachtung von
Ratcheting-Effekten.

Im ASME-Code ist fiir solche Fille das Bree-Diagramm vorgesehen. Dieses Diagramm
ist jedoch genau genommen nur fiir einen bestimmten Belastungsfall und die daraus
resultierenden Spannungen anwendbar. Abgeleitet wurde es fiir einen Behilter un-
ter Innendruck und einem zyklierendem Temperaturgradienten in der Behilterwand
(sieche dazu auch Anhang F.2). Dabei wurden einige Vereinfachungen angenommen,
so daf} die mechanische Spannung rein membranen Charakter besitzt, die thermische
Spannung Biegecharakter. Zudem sind beide Spannungsarten lings der Behélterwand
konstant.

In der Ersten Wand eines TOKAMAK-Reaktors mit den integrierten Kiihlkanélen
sind andere Bedingungen gegeben. Hier sind auch die mechanischen Spannungen Bie-
gespannungen. Sie sind auflerdem iiber der Kanalhthe verdnderlich. Das im ASME-
Code fiir zyklische Belastungen mit daraus folgenden plastischen Verformungen vor-
gesehen Bree-Diagramm ist deshalb nur unter Vorbehalt zu verwenden. Es ist zu
vermuten, daff der ASME-Code aufgrund des Biegespannungscharakters der mechani-
schen Spannung fiir diesen Fall eine konservative Auslegung liefert. Eine Einsparung
an Material in der Ersten Wand erscheint moglich, sofern eine geeignetere Beurtei-
lungsmoglichkeit vorliegt.
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Es ist deshalb wiinschenswert, ein dem Spannungs- und Belastungszustand in der Er-
sten Wand besser entsprechendes Hilfsmittel zur Hand zu haben. Ziel dieser Arbeit
ist es, ein entsprechend modifiziertes Bree-Diagramm bereitzustellen.

1.2 Was ist Ratcheting 7

Nach dem ASME Code - ASME boiler and pressure vessel Code [1] - ist Ratcheting
definiert wie folgt (siehe auch Anhang B):

Ratcheting ist eine fortschreitende inkrementelle inelastische Deforma-
tion oder Dehnung, welche in Komponenten auftreten kann, die Varia-
tionen mechanischer Spannungen, thermischer Spannungen oder beider
Spannungsarten ausgesetzt sind.

Bei der Betrachtung des Ratcheting-Verhaltens einer Struktur ist auch immer der
bekanntere Fall des Shakedown zu beachten, wobei es fiir dieses Verhalten der Kom-
ponenten bei zyklischen Belastungen unterschiedliche Definitionen gibt. Die Definition
des ASME-Code lautet:

Shakedown einer Strukur entsteht dann, wenn Ratcheting nach einigen
Lastzyklen authort. Die Antwort der Struktur auf die anschlieBenden Last-
zyklen ist elastisch oder elastisch-plastisch, wobei keine fortschreitende in-
krementelle inelastische Deformation ensteht. Elastischer Shakedown ist
der Fall, in dem die nachfolgende Antwort rein elastisch ist.

1.3 Die verschiedenen Ratcheting-Typen

1.3.1 Material-Ratcheting

Material-Ratcheting kann unter homogenen Belastungen auftreten und ist ein rei-
ner Werkstoffeffekt (siehe dazu auch Kapitel E). Material-Ratcheting ist nicht der
Gegenstand dieser Arbeit, soll hier aber kurz angesprochen werden, da in den FE-
Rechnungen verschiedene Stoffgesetze und temperaturabhingige Materialdaten be-
nutzt wurden, die diesen Effekt hervorrufen kénnen.

Eine Ubersicht tiber Werkstoffverhalten, welche zu Ratcheting fiihren konnen, gibt u.a.
Hiibel [2, 3]. Vor allem in den letzten Jahren wurden viele Untersuchungen zu die-
sem Problem durchgefiihrt. Erstes Ziel dabei ist es, das in Experimenten beobachtete
Ratcheting unter homogenen Belastungen in bestehende Stoffgesetze zu integrieren
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oder verbesserte Stoffgesetze zu entwickeln [4]. Verschiedene Stoffgesetze bieten die
Moglichkeit tiber die Variation mehrere Parameter das Materialverhalten an die expe-
rimentell erhaltene Daten anzupassen. So versucht z.B. Guionnet [5, 6] fiir zweiachsige
Spannungszustinde iiber eine Anpassung der Armstrong-Frederick Gleichung fiir die
kinematische Variable des viskoplastischen Modells von Chaboche [7] eine Anpassung
an experimentelle Ergebnisse zu erhalten. Diese Anpassung bezieht sich jedoch nur
auf einen austenitischen Stahl bei 600° C.

Chaboche und Nouailhas diskutieren anhand von experimentellen Daten mehrerer
Stihle die Fehlerquellen verschiedener Verfestigungsansétze bei der Beschreibung von
Ratcheting-Effekten [8, 9]. Ein solcher Ansatz wird z.B. fiir einen 9Cr — 1Mo Stahl
bei 550° C in [10] untersucht. Auch in [11] wird dieser Weg beschritten.

Einen anderen Weg beschreitet Takahashi [12]. Er kommt zu dem SchluB, daf die
grofiten Abweichungen vom beobachteten Racheting-Verhalten durch die kinemati-
schen Verfestigungterme induziert werden.

Verschiedene Stoffmodelle fiir einen Stahl bei 600°C werden in [13, 14] mit-
tels Benchmark-Tests und experimentell ermittelten Daten auf ihre Genauigkeit
beziiglich der Simulation elastisch-plastischen Verhaltens bei zyklischen Zug-Torsions-
Belastungen untersucht.

Fiir einen AISI Typ 304 Stahl wurden zyklische Zugversuche bei Raumtemperatur
durchgefiihrt und es wurde versucht das zyklische Materialverhalten und insbeson-
dere die Ratcheting-Effekte mittels eines viskoplastischen Stoffmodells nachzubilden
[15, 16, 17).

Sasaki und Ishikawa entwickeln ein Stoffgesetz fiir einen SUS 304 Stahl bei 550° C,
um u.a. ein- und mehrachsiges Ratcheting-Verhalten wiedergeben zu kénnen [18].
Fiir eine ganze Reihe von Werkstoffen entwickelt White u.a. ein isotrop-kinematisches
Verfestigungsmodell [19], welches sich jedoch auf zeitunabhingige und kleine Defor-
mationen beschrinkt.

1.3.2 Struktur-Ratcheting

Struktur-Ratcheting tritt nur bei inhomogenen Spannungszustinden auf. Es ist auch
bei isotropem, ideal-plastischem Material und temperaturunabhingigen Stoffwerten
zu beobachten.

Majumdar macht den Vorschlag, das thermische Struktur-Ratcheting in drei Klas-
sen einzuteilen [20, 21]. Als Kriterium gilt dabei die Art der mechanischen Span-
nung (Priméirspannung) und der thermischen Spannung (Sekundérspannung). Besit-
zen beide Spannungen einen Membran-Charakter, so spricht er von Typ-I Ratcheting.
Besitzt dagegen die thermische Spannung Biegecharakter, so wird die Bezeichnung
Typ-II Ratcheting eingefiihrt. Haben schlieBlich beide Spannungen Biegecharakter,
so ist vom Typ-III Ratcheting zu sprechen. Das bekannte Bree-Diagramm beschreibt
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somit Typ-II Ratcheting. Die hier durchgefiihrten Untersuchungen befassen sich da-
gegen mit Typ-III Ratcheting.

1.3.2.1 Typ-I Ratcheting

Das zuerst untersuchte thermische Ratcheting ist vom Typ-I , welcher im Anhang
F.1 beschrieben wird. Die Bezeichnung Ratcheting tritt zuerst bei Miller im Jahre
1959 auf [22]. Zuvor wurde das Problem unter der allgemeinen Bezeichnung des zy-
klischen plastischen Verhaltens von Werkstoffen behandelt. Auch die Bezeichnung
inkrementeller Kollaps ist in der Literatur zu finden, so z.B. bei Parkes [23] und Gill
[24]. Beruhend auf der Berechnung der Shakedown-Lasten untersucht letzterer das
Drei-Stab-Problem, allerdings unter rein mechanischen Belastungen. Ruiz untersucht
das Drei-Stab-Problem unter konstanter mechanischer Last und Temperaturzyklen,
wobei als eine weitere Variable das Flachenverhiltnis der Stdbe eingefiihrt wurde
[25]. In einem Experiment zum thermischen Ratcheting zeigt Uga [26] anhand des
Drei-Stab-Modells den EinfluB der Materialdaten auf das Ratcheting-Verhalten, eine
Uberlagerung des Struktur- und des Material-Ratchetings. Eine ebenfalls experimen-
telle Arbeit zum Typ-I Ratcheting wurde von Ainsworth durchgefiihrt [27]. Megahed
untersucht in zwei Arbeiten den Einfluf linearer Verfestigungsmechanismen und zykli-
scher Phénomene, einschlielich des Materialratchetings, analytisch und experimentell
[28, 29]. Unter Typ-I Ratcheting, auch wenn es sich hier nicht um thermisches Rat-
cheting handelt, fallen auch die Untersuchungen an diinnen, rohrférmigen Koérpern,
welche unter konstanter axialer Zugbelastung zyklischen Verdrehungen in der Quer-
schnittsebene ausgesetzt werden [30].

1.3.2.2 Typ-II Ratcheting

Typ-II Ratcheting fiihrte zu der Entwicklung des Bree-Diagramms, welches z.B. im
ASME-Code verwendet wird. Schon vor Bree wurden zu diesem Ratcheting-Typ zahl-
reiche Untersuchungen durchgefiihrt. Eine der ersten Quellen waren Untersuchungen
an den Tragflichen von Flugzeugen [31]. In diesem Fall bestehen die Belastungen aus
einer idealisiert konstanten Traglast und ihnen iiberlagerten Aufheizeffekten durch
aerodynamische Vorgédnge an der Tragflichenauflenseite. Weitere Untersuchungen zu
diesen Strukturen stammen von Ayers [32].

An Reaktorkomponenten wurde das Phénomen zuerst von Miller [22], Burgreen
[33, 34], Mulcahy [35, 36] und Bree [37] erkannt und diskutiert.

Miller [22] zieht Parallelen zwischen dem Zweistab-Modell des Typ-I Ratcheting (Ka-
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pitel F.1) und dem Lastfall des Typ-II Ratcheting. Er untersucht fiir einen diinnwan-
digen Zylinder mit linearem Temperaturgradienten und parabolischer Temperaturver-
teilung die Grenzen, von denen an zyklisches Wachstum einsetzt. Burgreen gelangt
zu diesem Ratcheting Typ tiber das oben beschriebenen Typ-I Ratcheting [33], in-
dem er die Zweistabanordnung durch den Ubergang tiber unendlich viele Stéibe unter-
schiedlicher Temperatur auf ein Kontinuum mit einem linearen Temperaturgradienten
tiberfiihrt [34]. Zusétzlich untersucht er den Effekt innerer Warmequellen in der Zy-
linderwand auf das Ratcheting, die eine parabolische Temperaturverteilung erzeugen.
Brees Ergebnisse fiihrten zum Bree-Diagramm, in welchem nicht nur das Verhéltnis
der Primair- zur Sekundirspannung, sondern auch viskose Effekte wie der des Krie-
chens berticksichtigt werden [38]. In [39] und [40] wird gezeigt, daf eine Grenze fiir die
Dehnungsakkumulation unter Einschluf} des Kriechens auch auf dem Konzept des ela-
stischen Kerns, also ohne Berticksichtigung plastischer Dehnungen, bestimmt werden
kann. Anderson fiihrte experimentelle Arbeiten hierzu durch [41]. Andere Untersu-
chungen konzentrierten sich auf die Bestimmung und Untersuchung von Residuen-
Spannungen, welche zu einem Shakedown von Strukturen fiihren kénnen [42, 43].
Einen diinnwandigen zylindrigen Korper untersuchen Wada u.a [44] und Igari u.a.
[45]. Als einzige Belastung tritt hier aber nur eine axial wandernde Warmequelle auf.
Edmunds und Beer untersuchen die Wirkung kleiner konstanter mechanischer Bela-
stungen bei hohen zyklierenden thermischen Belastungen. Einfache Strukturen werden
analytisch und experimentell behandelt [46].

Der Einflufl des Materialmodells auf das Ratcheting-Verhalten wird von Hardy u.a
diskutiert [47]. Ein Balken wird einer konstanten Zuglast und einem zyklierenden
Biegemoment ausgesetzt. Diese Art der Belastung wird experimentell auf einen Balken
aus einem Modell-Material aufgebracht und mit FE-Rechnungen mit verschiedenen
linearisierten Material-Modellen verglichen.

Eine linearisierte Theorie fiir Ratcheting bei Belastungen oberhalb der Shakedown-
Grenze fiir das Zweistabproblem, wie es Megahed schon besprochen hat, und fiir das
Bree-Problem wird von Ponter und Cocks entwickelt [48, 49].

Die gesamte Theorie von Bree fiir Typ-II Ratcheting gilt nur fiir diinnwandige
rohrférmige Strukturen. In dickwandigen Rohren dagegen ist schon die Entwicklung
der plastischen Zonen sehr verschieden, wie z.B. in [50] gezeigt wird. Es kommt hinzu,
dafl sich bei den nur kurzen Haltezeiten der Temperaturbelastung ein nicht-linearer
Temperaturgradient {iber der Wanddicke einstellt. Eine Untersuchung zu diesem Pro-
blem stammt von Breitbach u.a [51], in welcher allerdings der zyklischen Tempera-
turbelastung eine konstante axiale Zugkraft iiberlagert wird und dadurch eine axiale
Elongation mit der Zyklenzahl stattfindet - im Gegensatz zum Bree-Lastfall, bei dem
die Dehnungsinkremente in Umfangsrichtung entstehen.

Goodall und Cook [52] présentieren Ergebnisse, die mit einem Balken erreicht wur-
den, welcher gelenkig gelagert ist und bei dem die Warmespannungen durch zyklische
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Anderungen der Kriimmung ersetzt wurden. Sie zeigen, daB auch mit vereinfachten
Materialmodellen in der analytischen Lésung gute Ubereinstimmung mit den Experi-
menten erreicht werden kann.

Einige Vereinfachungen, welche der Betrachtungsweise von Bree zugrunde liegen, wer-
den von Chern und Pai [53] zuriickgenommen. Sie entwickeln ein Programm mit
welchem eine zweidimensionale Losung des Problems moglich ist. Zudem sind alle
Materialdaten temperaturabhingig. Neben dem Innendruck und dem Temperatur-
gradienten sind auch andere axialsymmetrische Temperaturverteilungen moglich und
ebenso axiale Spannungen und Oberflichenspannungen.

Eine Kopplung von Material- und Struktur-Ratcheting macht auch das Programm
von Hsu und Too moglich [54]. Mit diesem wurden bei verfestigendem Material mit
temperaturabhéingigen Materialdaten Ratcheting-Untersuchungen an Raktorkompo-
nenten durchgefiihrt. So auch an einem Reaktordruckbehilter mit einem grofleren
Verhiltnis von Wanddicke zu Durchmesser als es die analytische Ldsung nach der
Bree-Methode zuldfit.

1.3.2.3 Typ-III Ratcheting

Auch zum Ratcheting am Biegebalken wurde bereits eine Analyse durchgefiihrt
[20, 21]. Es wurde jedoch fiir notwendig erachtet, das Problem unabhéngig zu un-
tersuchen, um einige noch offene Fragen zu kléren und die vorhandene Loésung zu
tiberpriifen. Zur Ermittlung einer analytischen Losung wurden dhnliche Vereinfachun-
gen getroffen. Die Ansiitze wurden unabhéngig voneinander eingefiihrt und nur die
Notation wurde angeglichen um einen Vergleich der Ergebnisse zu vereinfachen. Es
zeigt sich, dafl sich auf zum Teil unterschiedlichen Lsungswegen ein gleiches Krite-
rium fiir die Belastungsgrenzen zum Ratcheting ergibt. Korrekturen ergaben sich fiir
andere Bereiche des Diagramms. In der vorliegenden Arbeit wird die Materialverfesti-
gung mittels FE-Rechnungen behandelt, ein Einflul der in [20, 21] nicht beriicksichtigt
wird.

Mit einer identischen Struktur, die aber durch Temperaturschocks belastet wird,
beschéftigen sich Wolters u.a. [55, 56]. In diesem Falle stellt sich durch die schnelle
Aufbringung des Wirmestromes und dessen kurze Haltezeit ein nichtlinearer Tem-
peraturgradient ein. Dieser flihrt selbst bei einem freigelagerten Balken zu einem
Ratcheting-Verhalten.
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1.3.2.4 Andere auf Ratcheting untersuchte Strukturen

Ratcheting-Untersuchungen an einer dicken kreisférmigen Platte, welche gelenkig ge-
lagert ist und eine radiale lineare Temperaturverteilung besitzt, werden in [57] durch-
gefiihrt. Fiir verschiedene Kombinationen von Druckbelastung und thermischen Span-
nungen werden FE-Ergebnisse vorgelegt und mit analytischen Ergebnissen verglichen.
Eine andere auf Ratcheting untersuchte Struktur sind Rohrwinkel. In [58] werden
Experimente an Rohrwinkeln unter konstantem Innendruck und niedrig-frequenten
Schwingungen in der Winkelebene durchgefiihrt. Die zyklischen Spannungen werden
hier nicht durch thermische Dehnungen sondern durch freie Endverschiebungen verur-
sacht. Die Ergebnisse wurden mit FE-Rechnungen extrapoliert und mit analytischen
Ermiidungsgesetzen verglichen. Ratcheting fiihrt hier zur Vergréflerung des Knickwin-
kels.

Das Ratchetingverhalten eines Rohrwinkels unter Innendruck und zyklischen Biegebe-
lastungen wird in [59] behandelt. Bei ldngeren Haltezeiten und hohen Temperaturen
kommt es dabei zum Kriech-Ratcheting, ein Effekt, der vor allem fiir die Schnelle-
Brut-Reaktoren von Interesse ist. Die Tests wurden auch zur Validierung komplexer
Finit-Elemente Modelle genutzt.

Komplexere, nicht mehr so einfach analytisch behandelbare Probleme sind nur durch
dem Problem angepafite FE-Codes zu berechnen. Ein Beispiel liefert Valanis [60] mit
einer gekerbten Platte unter zyklischen Zugdehnungen. Akel und Nguyen untersuchen
mit Hilfe numerischer Methoden elastisch-plastisches Verhalten am Beispiel einer ge-
lochten Platte unter Zug-Druck Belastung (Shakedown, plastische Zonen), bzw. einer
Platte mit Riss unter zyklierender Zugbelastung [61].

Eine wichtige Untersuchung fiir die Entwicklung plastischer Zonen in Schalen macht
Orcan [62]. Er beschreibt die Entwicklung der Zonen in Abhéngigkeit von den Last-
parametern und den Radii-Verhéltnissen bei einer sphéirischen Schale aus isotrop ver-
festigendem Material. Bei thermischer Belastung der Innenwand liegt ein zweidimen-
sionaler Spannungszustand vor.

1.3.3 Kriech-Ratcheting

Kriech-Ratcheting ensteht bei der Uberlagerung von Kriechvorgéngen bei hohen Tem-
peraturen, welche zyklisch auf eine Struktur wirken und lingere Standzeiten besitzen.
Als Auslegungskriterium gelten dann weder das reine Kriechen, noch eine Auslegung
gegen Shakedown, Kurzzeitermiidung oder Ratcheting, sondern eine Kombination aus
den beiden Schadensprozessen. Es ist damit sowohl ein Werkstoff- als auch ein Struk-
tureffekt. Zu erwdhnen ist es in diesem Zusammenhang deshalb, weil die Untersu-
chungen dieses Strukturverhaltens eng mit den Ratcheting-Untersuchungen an den
durch hohe Temperaturen belasteten Strukturen der Schnelle-Brut-Reaktoren ver-
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bunden sind.
Es soll nur kurz auf entsprechende Literatur verwiesen werden. Es wurden sowohl ver-
einfachte Design-Methoden und Kriterien entwickelt [63, 64] als auch entsprechende
Versuche durchgefiihrt [65, 66]. Die notwendigen Materialdaten fiir wichtige metal-
lische Werkstoffe stammen aus Versuchen, wie sie z.B. in Cambridge durchgefiihrt
wurden [67].

1.4 Losungsverfahren

Im Grunde gibt es zwei Vorgehensweisen, um zu einer Aussage iiber das Ratcheting-
Verhalten einer Struktur zu kommen: Eine Vereinfachung der Zusammenhinge,
um eine analytische Behandlung und damit ein tieferes Verstéindnis des Problems
zu ermoglichen, oder eine detaillierte numerische Betrachtung z.B. mittels Finit-
Elemente-Rechungen.

Eine wesentliche Schwierigkeit und auch der grofite Nachteil der analytischen Lésung
liegt in den zu treffenden Vereinfachungen und den daraus resultierenden Abweichun-
gen von den realen Gegebenheiten. Von Vorteil ist, dal Zusammenhénge anschaulich
beschrieben werden koénnen, Wirkungsweisen erkennbar und die Aussagen nachvoll-
ziehbar sind. Meist ist zudem eine graphische Darstellung moglich und sinnvoll.

Die numerische Betrachtung dagegen liefert mitunter zwar sehr detaillierte Auskiinfte
iber die Spannungszusténde, benétigt aber enormen Diskretisierungsaufwand und
grofle Rechenleistung. Weiterhin ist diese Art der Betrachtung immer nur auf den spe-
ziellen Belastungsfall anwendbar, was durch die Genauigkeit der gewiinschten Aussage
und damit verbunden genauen Diskretisierung impliziert wird.

Sinnvoll ist es in vielen Fallen beide Wege parallel zu beschreiten und die jeweiligen
Ergebnisse zu vergleichen. Dadurch konnen die Fehler, welche durch Vereinfachungen
auf analytischer Seite gemacht werden, klassifiziert und beurteilt werden, anderer-
seits konnen die numerischen Berechnungen im Zusammenhang mit der analytischen
Betrachtung besser bewertet und ihre Bedeutung fiir entsprechende Probleme ab-
geschétzt werden.

Auch in dieser Arbeit werden beide Wege beschritten. Zuerst wird das Problem des
Typ-11I Ratcheting analytisch behandelt, anschliefend wird die Zuverlissigkeit dieser
Losung anhand von FE-Rechnungen diskutiert.




Kapitel 2

Analytische Losung

2.1 Vereinfachung der Geometrie der FErsten
Wand

Die dem Plasma zugewandte Seite der Kiihlkanalstruktur bildet eine sehr langge-
streckte Platte, deren Einspannungen aus den Stegen zwischen den einzelnen Kanélen
bestehen. Ihren Abschluf bilden die Kriimmungen zu den Seitenflichen der Blanket-
module. Fiir einen zweidimensionalen Kérper ist aber eine geschlossene Losung des
hier vorliegenden Ratchetings nicht mdglich. Deshalb wird das Problem auf einen
Biegebalken und damit auf ein eindimensionales Problem reduziert. Durch die lang-
gestreckte Form der Platten erfafit diese Ndherung die Durchsenkung in einem wei-
ten Plattenbereich sehr gut. Bild 2.1 illustriert die geometrischen Vereinfachungen.
Ein radial-poloidaler Schnitt durch die Struktur der ersten Wand mit ihren Kiihl-
kandlen (Anhang A) zeigt die Geometrie mit den angrenzenden Kanilen und den
durch diese gegebenen Randbedingungen. Das Balkenproblem bezieht sich nun auf
die dem Plasma zugewandte Seite der Ersten Wand. Durch den gefiihrten Schnitt
entsteht an dieser Stelle ein Plattenstreifen - der Kiihlkanal 18uft in die Bildebene
hinein. In dem Plattenstreifen wird gegeniiber einem Biegebalken die Querkontrak-
tion behindert, wodurch eine scheinbare Vergréferung des Elastizitdtsmoduls auftritt
(Anhang C). Unter Beachtung dieses Effekts kann man die Untersuchungen an einem
festeingespannten Biegebalken durchfiihren.

Die idealisierte feste Einspannung ist eine weitere Vereinfachung der realen Struktur.
In dieser befindet sich der Balken zwischen zwei, die einzelnen Kiihlkanéle trennen-
den Stegen, welche durch ihre Materialeigenschaften weder einer starren Einspannung,
noch einer gelenkigen Lagerung entsprechen. Die Ndherung durch eine feste Einspan-
nung scheint aber durch die beidseitige Druckbelastung der Stege durch das Kiihl-
mittel und die nur geringen moglichen axialen Verschiebungen an den Balkenenden

9
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gerechtfertigt.
Desweiteren wird die mittlere Wirmedehnung der Gesamtstruktur vernachlissigt.
Diese entsteht z.B. schon beim Einbau der Erste Wand-Struktur und das anschlieflende

Erwérmen auf die Betriebstemperatur.

Wiarmedurchgang

poloidal-radialer Schnitt durch die Erste Wand

77777

/ Temperaturgradient —g—;(t)

Eindimensionales Balkenmodell:
e mittlere Warmedehnung wird vernachlssigt

e feste Einspannung des Balkens

Abbildung 2.1: Eindimensionales Modell fiir die Erste Wand
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2.2 Problemstellung

Ausgangspunkt der analytischen Betrachtung ist ein beidseitig fest eingespannter Bal-
ken mit einem Rechteck-Querschnitt aus einem homogenen, elastisch ideal-plastischen
Material mit temperaturunabhéngigen Materialdaten.

Da das gesamte System mit seinen Belastungen beziiglich der halben Balkenlinge
symmetrisch ist, wird in allen folgenden Betrachtungen nur der halbe Balken heran-
gezogen (Abbildung 2.2).

Die Geometriegrofien, Koordinaten, Belastungen und notwendigen Materialparameter
sind wie folgt definiert:

e Balkenlédnge [
Balkenh6he 2h

Balkentiefe b

Balkenlangskoordinate z

Richtung des wirkenden Biegemoments y

Richtung der Balkendurchsenkung z

Balkendurchsenkung w(zx)

Die Belastungen bestehen aus:

e Linienlast p

o Uber der Balkenhthe auftretender Temperaturgradient AT
Die Stoffwerte des Balkens sind:

e Elastizitdtsmodul £

¢ Temperaturunabhéngige, isotrope Fliefigrenze o,

e Temperaturausdehnungskoeffizient o

Der Balken steht von Anfang an unter der gleichmé#8ig tiber der Balkenléinge verteilten
mechanischen Belastung p auf der Balkenseite z=+h. Es sei ohne Einschrinkung des
Mechanismus angenommen, dafl die mechanische Belastung nur zu einer elastischen
Antwort des Balkens fiihrt, d.h. das Biegemoment in der Einspannung, dem Ort des
maximalen Biegemoments, soll kleiner sein als das EingangsflieBmoment. *

1Das EingangsflieBmoment oder auch elastisches Grenzmoment ist definiert als jene Momenten-
belastung, bei der im Balkenquerschnitt die dufleren Fasern die Fliefigrenze erreichen.
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2%
,

b

\X

Abbildung 2.2: Abmessungen und Belastungsgrofien des Balkens

Zusatzlich zur mechanischen Belastung wird in zyklischer Folge ein Temperaturgra-
dient der Grofle %;’: iiber der Balkenhdhe aufgebracht. Dabei ist zu beachten, dafl
keine Temperaturdehnungen in der Balkenachse auftreten sollen. Dies wird erreicht
durch eine Abkiihlung der Oberseite des Balkens (z = +h) und eine Aufheizung der
Unterseite (z = —h) bei einer unverdnderten Temperatur der neutralen Faser. Durch
den anschliefend aufgebrachten Temperaturgradienten soll lokal die FlieBgrenze tiber-
schritten werden.

Eine Verfestigung des Materials wird in der analytischen Ldsung nicht berticksichtigt.

2.3 FErlduterung des Ratcheting-Mechanismus

Die anfinglich aufgebrachte mechanische Belastung p erzeugt eine Biegemomenten-
Verteilung (durchgezogene Linie) und eine Biegelinie, d.h. eine Durchsenkung der Bal-
kenachse (gestrichelte Linie), nach Abbildung 2.3 a).

Dieser Biegemomenten- Verteilung wird durch den Temperaturgradienten ein {iber der
Balkenldngskoordinate konstantes Biegemoment {iberlagert. Der Temperaturgradient
soll in der folgenden Uberlegung allméhlich vergrofert werden, und damit auch das
iberlagerte Biegemoment. Auf die Biegelinie des Balkens hat dies jedoch keinen Ein-
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fluf, solange in keinem der Querschnitte das EingangsflieBmoment M, erreicht wird,
Abbildung 2.3 b).

Bei einer weiteren Erhohung des Temperaturgradienten iiber der Balkenhohe - im
folgenden auch als Aufheizen des Balkens bezeichnet - erreichen die dufleren Fasern
des Querschnittes in der festen Einspannung als erste die Fliegrenze und damit das
Biegemoment den Wert M,. Von nun an fihrt die Erh6hung des Temperaturgradien-
ten auch zu einer Zunahme der Balkendurchsenkung. Diese ist auf die Abnahme der
Balkensteifigkeit und der daraus resultierenden Zunahme der Kriimmung in den sich
lokal ausbildenden plastischen Bereichen zuriickzufiihren. Es gilt aber noch immer die
Randbedingung einer horizontale Tangente in den Einspannungen, Abbildung 2.3 ¢).

Erreicht die plastische Zone die neutrale Faser - als erstes geschieht dies natiirlich
in den am héchsten belasteten Querschnitten in der Einspannung - so entspricht dies
einem Biegemoment von 1,5 M, ?. Eine weitere Erhohung des Biegemoments ist nicht
mehr moglich, d.h. auch bei héheren Temperaturgradienten bleibt das Biegemoment
in der Einspannung auf diesem kritischen Wert (siehe dazu auch Abschnitt 3.5). In
der Einspannung hat sich ein plastisches Gelenk gebildet, das in der eindimensiona-
len Theorie einer punktférmigen gelenkigen Lagerung entspricht. Durch die weitere
Erhéhung des Temperaturgradienten verformt sich der Biegebalken nun mit einer Zu-
nahme des Neigungswinkels « in den Einspannstellen, Abbildung 2.3 d). Die dabei
auftretenden Verformungen werden den zuvor entstandenen Verformungen des beidsei-
tig fest eingespannten Balkens iiberlagert (Die gepunktete Linie zeigt die Verformung
mit horizontaler Tangente als Randbedingung, die gestrichelte Linie die iiberlagerte
Verformung). Ist der maximale Temperaturgradient erreicht, hat sich eine Neigung in
der Einspannung eingestellt, welche von der Differenz des zur Gelenkbildung notwen-
digen thermischen Momentes und dem auf elastischer Basis berechneten maximalen
thermischen Biegemoment bestimmt wird, Abbildung 2.3 d).

Sobald der Temperaturgradient abgebaut wird - im weiteren auch als Abkiihlen be-
zeichnet - sinkt das Biegemoment in der Einspannung unter das Biegemoment von
1,5M, und es liegt wieder eine feste Einspannung vor. Die zuvor entstandene Nei-
gung in der Einspannung bleibt also im folgenden erhalten. Die Abkiihlung fiihrt
unter dieser Randbedingung zu einem konstanten Absenken des Biegemomentes {iber
der Balkenlénge ohne eine Verdnderung der Biegelinie. Erst wenn das minimale Bie-
gemoment in der Balkenmitte zu plastischen Kriimmungen fiihrt, entsprechend einem
Biegmoment kleiner als —M,,, veréndert sich die Biegelinie. Aufgrund der zusétzlichen
plastischen Kriimmung in der Balkenmitte entstehen zusitzliche vertikale Verschie-

?Bei einem Balken mit Rechteckquerschnitt
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bungen. Wie auch wihrend des Aufheizvorganges besitzt das minimale Biegemoment
einen Grenzwert von —1,5M,. Findet daraufhin ein weiterer Abbau des Temperatur-
gradienten auf den Ausgangszustand von AT = 0 statt, so hat dies keine Verdnderung
der Biegemomentenverteilung zur Folge, denn jetzt liegt der Modus eines Balkens mit
beidseitig fester Einspannung und einem Gelenk in der Mitte vor. Ein Abkiihlen auf
den Ausgangszustand fiihrt somit zu einem Knick der Gréfie 20 in der Balkenmitte und
damit zur Uberlagerung weiterer plastischer Verformungen ®. Die Gréfle des Knicks 23
ist wieder definiert durch die Differenz zwischen dem maximalen, elastisch berechne-
ten Moment und dem in der Balkenmitte zur Gelenkbildung notwendigen thermischen
Moment, Abbildung 2.3 e)

Fiir jeden weiteren Temperaturzyklus akkumulieren die plastischen Durchsenkungen.
Das unbegrenzte Wachsen dieser Verschiebungen wird Ratcheting des Biegebalkens
genannt.

3Die spitere detaillierte Analyse wird jedoch zeigen, dafl das negative kritische Biegemoment von
-1,5M, nur asymptotisch erreicht wird und sich somit kein Knick, sondern nur eine lokal erhthte
Kriimmung einstellt.
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Abbildung 2.3: Phasen des Balkenratcheting

Gepunktete Linien zeigen die Biegelinie der vorangegangenen Phase
(a) Rein mechanische Belastung (Ausgangszustand)

b

)

) Zusédtzliche thermische Belastung durch iberlagerten Temperaturgradienten
(c) Ausbildung plastischer Zonen und dadurch zusétzliche Kriimmungen
(d) Bildung plastischer Gelenke in den Einspannungen (max. Temperaturgradient)
(e)

Bildung eines plastischen Gelenks in der Balkenmitte durch Abkiihlen auf Aus-
gangszustand

€
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Dieser Ratcheting-Mechanismus ist also durch das Verhalten der Biegmomentenver-
teilung, der Biegelinie und der Randbedingungen, d.h feste oder gelenkige Lagerung
oder Gelenk in der Balkenmitte, bedingt:

e Das Aufbringen eines thermischen Gradienten verschiebt bei einem beidseitig
fest eingespanntem Balken die Momentenlinie nach ”oben”, der Abbau des Gra-
dienten verschiebt sie nach "unten”.

e Ist das Biegemoment an jeder Stelle des Balkens geringer als das elastische
Grenzmoment (|M| < M,), so hat die Verschiebung der Momentenlinie keinen
Einflu} auf die Biegelinie.

e Uberschreiten die Maxima des Biegemomentes dagegen das elastische Grenz-
moment, M, < |M| < 1,5M,, so treten an diesen Stellen iiberproportionale
plastische Kriimmungen und damit eine zusitzliche Durchbiegung auf.

e Erreichen die Maxima den fiir den Rechteckquerschnitt kritischen Wert |M| =
1,5M,, so fiihrt dies an diesen Stellen zu einem Knick in der Biegelinie.

e Fiir den Balken mit gelenkigen Einspannungen, oder den Balken mit festen Ein-
spannungen und einem Gelenk in der Balkenmitte, fiihrt eine weitere Erhthung
des Temperaturgradienten, und damit eine iiber der Balkenlinge konstante
Erhshung des Biegemomentes, zu einer Anderung der Biegelinie.

e Sinkt das maximale Biegemoment unter den kritischen Wert |M| = 1,5M,, so
bleiben eventuelle Knicke in der Biegelinie erhalten.

o Sinkt das maximale Biegemoment unter das elastische Grenzmoment, so bleiben
die iiberproportionalen plastischen Kriimmungen erhalten.

e Durch den Wechsel der Einspannbedingungen des Balkens wihrend eines vollen
Lastzyklus addieren sich die plastischen Kriimmungen. Der Vorgang wiederholt
sich fiir jeden Lastzyklus. Die Durchsenkung nimmt schrittweise zu.
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2.4 Beschreibung des Problems mit der klassi-
schen Balkentheorie

2.4.1 Annahmen und Vereinbarungen

Wie in der klassischen Balkentheorie iiblich, wurden folgende Annahmen und Verein-
fachungen getroffen (siehe auch Anhang C):

e Der Balken ist in seinem Ursprungszustand gerade und unverformt.

e Alle Belastungen greifen in der neutralen Faser an. Bei einem Rechteckquer-
schnitt und homogenem Material ist diese gleich der Balkenachse.

e Die Deformation des Balkens wird durch die Verformung der neutralen Faser
charakterisiert.

e Die Verformungen seien klein g—’;’ < 1. Damit sind folgende Naherungen mdoglich:

— Die Vereinfachung der Kriimmungsgleichung von

auf

O*w

K= —
0x?

— Das Gleichgewicht der Kréfte und Momente wird immer am unverformten
Balken gebildet.

e Die Balkenquerschnitte, welche im unverformten Zustand eben sind und senk-
recht auf der neutralen Faser stehen, erfiillen diese Bedingungen auch im ver-
formten Zustand. Es findet keine Verwélbung statt.

e Es treten fiir reine Biegung keine Schubspannungen auf (Bernoulli-Hypothese).
Damit herrscht im Balken ein eindimensionaler Spannungszustand, beschrieben
durch die Balkenl&ngsspannung.

0:1::1:740) Oyy:Uzz:Tmy:Tmz:Tyz:O
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2.4.2 Allgemeine Gleichungen der Momenten- und Biegeli-
nie

Die folgenden Groflen sollen bei der Herleitung der das Problem beschreibenden Glei-
chungen verwendet werden:

M(x) Biegemoment an der Stelle z
My = M(0) Moment in der Einspannstelle
l
Mp = M (5) Moment in der Balkenmitte

M, = gcrybh2 EingangsflieBmoment
1 . :
M, = ﬁpl mechanisches Biegemoment
ElaAT
My = Zah thermisches Biegemoment
2 03 N N
I = gbh Flachentragheitsmoment

Ferner bedeuten die Bezeichnungen w”(z) = %Zﬁ die Kriitmmung der elastischen Linie
w(z) und w'(z) = 2 die Neigung der elastischen Linie.

Das Gleichgewicht am Balkenelement liefert die Biegemomentenverteilung (dimen-
sionslose Darstellung durch Normierung mit My):

M(z) My _M,|z (m)2
_Ma z_ (= 2.1
M, ~ M, °M, [z z 2.1)

Fiir elastische Bereiche des Balkens mit konstanter Linienlast und einem Temperatur-
gradienten iiber der Balkenhthe lautet die Momenten-Kriimmungs-Beziehung:
EI M(z) My

" — T\ 2'2
M, (=) M, M, (2:2)
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Abbildung 2.4: Plastische Zonen bei reiner Biegung

Im elastischen Fall des beidseitig fest eingespannten Balkens besitzt das Temperatur-
moment einen Einflufl auf die Grofle des Biegemomentes - in der Grofle M4 -, die
Krimmung ist jedoch davon unabhéngig.

Fiir diejenigen Bereiche, in denen die Fliefgrenze erreicht wird, gilt eine nicht-lineare
Beziehung zwischen dem Biegemoment und der Kriimmung. Diese Gleichung erhilt
man durch eine Erweiterung der elastischen Biegetheorie auf plastisches Verhalten
(siehe Anhang C):

E
B, 1My 23

w >
M, B(z) M,

wobei B(z) der Anteil des elastischen Restquerschnittes, mit 0 < 8(z) < 1, ist - siehe
dazu auch Abbildung 2.4. Dieser hingt mit dem Biegemoment in folgender Weise
zusammen (ebenfalls Anhang C):

M(z) _ 3 - ()

2.4
M, 2 24

Im speziellen bedeutet dies fiir die Einspannung:
My _3- b (2.5)

M, 2
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wobei mit §4 = ((0) der elastische Restquerschnitt in der Einspannung eingefiihrt
ist.

Im Bereich —f8h < z < Bh liegen die Spannungen unterhalb der Fliefispannung. Den
Wert 8(z) erhilt man aus den Gleichungen 2.1, 2.4 und 2.5 zu:

B(s) = \’ﬁi P25 (3)] 2.6

Der Ubergang zwischen dem elastischen und dem teilplastischen Balkenbereich in
Achsrichtung wird beschrieben durch die Ortskoordinate z;. Sie berechnet sich aus
der Bedingung:

M (371) = My
Mit der Gleichung 2.1 ergibt sich:

1 2 M, — M,
we ()

Mit der Gleichungen 2.5 erhdlt man daraus:

T = ! (1 — 41— éﬁ-ﬂ%(l - ﬁi)) (2.7)

2
Fir z; < % existiert immer ein elastischer Balkenbereich. Unter Beachtung von Glei-
chung 2.7 gilt dies fiir:

My 1- 6

M, 3
Damit sind alle notwendigen Gleichungen und Bedingungen fiir die Diskussion des
elastisch-plastischen Balkenverhaltens wéhrend des ersten Aufheizens gegeben. Die
fiir das weitere zyklische Verhalten notwendigen Gleichungen werden an gegebener
Stelle hergeleitet.

(2.8)

2.4.3 Erster Halbzyklus - Aufbau des Temperaturgradien-
ten

2.4.3.1 [FElastischer Balken

Der gesamte Balken wird nur elastisch beansprucht, wenn in jedem Bereich gilt:
M(z) < M,
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In diesem Falle gilt nur die Differentialgleichung 2.2. Als Randbedingungen werden
eine feste Einspannung an der Stelle = 0 und die Symmetrie der Biegelinie in der
Balkenmitte bei z = £ angenommen:

w'(0) = 0

Die Integration der Differentialgleichung unter Beachtung dieser Bedingungen liefert
als Grenze fiir das rein elastische Verhalten:

My = M, = M, + My (2.9)

Das Maximum des Biegemoments tritt in der Einspannung auf und entsteht durch
Superposition des thermischen Biegemomentes My und des mechanischen Biegemo-
mentes M,. Das minimale Biegemoment tritt in der Balkenmitte mit Mp = My —3M,
auf. Die diesem Fall entsprechende Biegemomentenverteilung zeigt Abbildung 2.5.

Mp=Mj -3/2M,

-M v

-1.5M y—

Abbildung 2.5: Grenze des Momentenverlaufs fiir elastisches Verhalten,
My = M,, Mp > —M,

Es soll noch der Fall diskutiert werden, dafl sowohl in den Einspannstellen als auch
in der Balkenmitte gleichzeitig das elastische Grenzmoment erreicht wird, d.h. in der
Einspannung ein Biegemoment von M4 = M,, in der Balkenmitte ein Biegemoment
von Mp = —M,, Abbildung 2.6.
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Aus einer Superposition der Momentenanteile in der Einspannung gemaf 2.9

und der aus Gleichung 2.1 stammenden Beziehung

3
Mp = My~ SM,

ergeben sich fiir diesen Grenzfall Werte von:

4
Mp = gMy

1
JWT = —gMy

Man sieht, daB fiir die Beschrankung auf ein positives thermisches Biegemoment, was
fiir die Erste Wand sinnvoll ist, dieser Fall nicht auftreten kann.

-My

Mg=Mj, -312M)

-1.5M y—

Abbildung 2.6: Grenze des Momentenverlaufs fiir elastisches Verhalten,
My = M,, Mp = —-M,
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2.4.3.2 Teilplastischer Balken

Jetzt soll der Fall betrachtet werden, daf8 nur ein Teil des Balkens durch gréflere Mo-
mente als M, belastet wird (Abbildung 2.7). Gleichung 2.8 zeigte:

M,  (1-63)

M, 3

Damit diese Bedingung auch fiir die Ausbildung eines plastischen Gelenks in der Ein-
spannung, d.h 84 = 0 noch erfiillt wird, muf} gelten:

El&
\%
QO =

plastischer elastischer Bereich
Bereich /

Abbildung 2.7: Ausdehnung der plastischen Zone in der Einspannung fiir den hier
beschriebenen Lastfall.
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Die Differentialgleichungen der Biegelinie sind gegeben durch 2.2 und 2.3. Als Rand-
bedingungen stehen nochmals die feste Einspannung und die Symmetrie in der Bal-
kenmitte zur Verfiigung:

Weiterhin wird verlangt, dafl die Neigung an der Stelle z; fiir den elastischen und
den plastischen Balkenteil identisch ist, d.h. kein Knick in der Balkenachse entsteht.
Schreiben 148t sich dieser Sachverhalt als:

lim v = lim o'
Tzl -zl

Die Integration der Differentialgleichung 2.2 unter Verwendung der Gleichung 2.1 er-
gibt fiir den Bereich z; < z < &

_Ewl(x) - Ew + const,

T, M,

EI _ My M 122 12°\ My
21 312

Fiir den plastischen Balkenteil, 0 < z < zy, gilt die Differentialgleichung 2.3. Unter
Verwendung der Gleichungen 2.1 und 2.4 ergibt die Integration:

EI |, M2 27 -1 My
_Ew (z) 120, arcsin T, + - M, x + consty
3M, 4

Die Konstanten lassen sich durch die Beachtung der Randbedingungen ermitteln. Die
Ubergangsbedingung fiihrt zur Verkniipfung der beiden Differentialgleichungen und
liefert folgende Gleichung:




2.4. BESCHREIBUNG DES PROBLEMS 25

My M, 1 \/1 - —y(l - 54)

—— = 4{—= |arcsin | ——=—=—=———— — arcsin
M, 3M, M, My gy 2 11
3M," 4 \ 3M (2.10)
1 V[ M Q
_ .___y_ _ _ _ My

In der so erhaltenen Gleichung 2.10 sind die drei unbekannten Gréflen M,, Mr und
B4 enthalten. Von Interesse fiir das elastisch-plastische Verhalten des Balkens ist die
Grofle B4. Es ist jedoch nicht moglich nach dieser aufzulésen. Lost man hingegen
nach dem thermischen Biegemoment auf, kann man fiir bestimmte Grenzfille, defi-
niert durch den elastischen Restquerschnitt in der Einspannung, das Balkenverhalten
fiir bestimmte Kombinationen der Belastungsgrofien M, und My diskutieren.

Es ist darauf zu achten, da§ Gleichung 2.10 nur fiir eln Verhiltnis des mechanischen
Momentes M, zum EingangsflieBmoment von ME > L 5 gilt. Andernfalls werden alle
Bereiche des Balkens plastisch beansprucht und anstelle der beiden oben abgeleiteten
Differentialgleichungen ist nur noch die Differentialgleichung 2.3 giiltig.

Diskussion der Grenzfille

1. In der Einspannung wird das elastische Grenzmoment erreicht, d.h. S4 — 1,
bzw. M4 — M,. Der Balken bleibt rein elastisch. Einsetzen dieser Werte in
Gleichung 2.10 ergibt:

My, My _

2.11
M, M, ™ (211)

Dieses Ergebnis bestétigt Gleichung 2.9 aus der rein elastischen Betrachtung des
Balkens. Die dazugehdrende Momentenverteilung zeigt Abbildung 2.5

2. In der Einspannung existiert ein plastischer Bereich 0 < 84 < 1, bzw. My > M,.
Gleichzeitig wird in der Balkenmitte das elastische Grenzmoment erreicht, also
B = 1, Mp — —M,. Mit Gleichung 2.1:
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wobel

und Gleichung 2.5 folgt fiir den elastischen Restquerschnitt:

3M
2 —p5- "2 2.12
/BA My ( )

FEingesetzt in Gleichung 2.10 erhilt man damit:

My M, . [3M, , \/Z 1 [474,
mad i 2 e ) R f 2.13
M, 3, aresin /& M, arcsin |/ - 3372, (2.13)

Das gleichzeitige Erreichen des elastischen Grenzmoments in der Einspannung
und in der Balkenmitte, also My = M, und Mp = —M,, 188t sich wie auch
schon fiir den elastischen Balken fiir den teilplastischen Balken untersuchen.
Wie zuvor erhilt man zunéchst:

4
M, =z M,

Einsetzen diese Wertes liefert den aus dem vorhergenden Abschnitt bekannten
Wert des thermischen Momentes von

1
IWT = —gﬂ/fy

Das Maximum des thermischen Biegemomentes ergibt sich fiir ein mechanisches
Biegemoment von M, = 3M,. Aus Gleichung 2.12 wird ersichtlich, daf dies die
Bildung eines plastischen Gelenks in der Einspannung bedeutet, also 54 = 0.
Das thermische Biegemoment betréigt in diesem Falle M7 ~ —0,091M,,.

Bei Beschriankung auf positive termische Biegemomente kann dieser Fall nicht
auftreten. Eine Biegemomentenlinie fiir diesen Fall ist in Abbildung 2.8 zu sehen.
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-My

Mg =M, -312M,
~1.5M y—

Abbildung 2.8: Grenze des Momentenverlaufs fiir die gleichzeitige Ausbildung eines
plastischen Gelenks in der Einspannung und plastischer Zonen in derBalkenmitte

3. In der Einspannung wird der Querschnitt vollplastisch, also 4 — 0, bzw
My — 3M,. In der Umgebung der Balkenmitte existieren rein elastische Be-
reiche.

Setzt man in Gleichung 2.10 den Wert 84 = 0 ein, erhdlt man das sogenannte
kritische Temperaturmoment:

My [M, ([« . M, M, (4 M,
_ T _aresingf1— v\ 1o M (4 M 2.14
M, = \3n, (2 arcsm 3Mp> Tloap\s ) W

Eine diesen Fall darstellende Momentenverteilung ist in Abbildung 2.9 zu se-
hen. Ist das kritische Temperaturmoment erreicht, fiihrt eine weitere Erhéhung
des Temperaturgradienten und damit des thermischen Biegemomentes zu keiner
Anderung der Biegemomentenverteilung. Es kommt zu einer tiberlagerten freien
Durchbiegung des Balkens, wie sie sich auch bei einem gelenkig eingespannten
Balken unter diesem zusitzlichen Temperaturgradienten einstellen wiirde. In
den Einspannstellen entstehen Neigungen mit einem Winkel o > 0, abhingig
von der Differenz des aufgebrachten thermischen Biegemomentes und des oben
berechneten kritischen Temperaturmomentes.

11 .
Q= -é—E-]-_ (IWT — ]V‘[T)
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Mg =Ma -3/2Mp

-M v

-1.5M y—

Abbildung 2.9: Grenze des Momentenverlaufs fiir Bildung eines plastischen Gelenks
in der Einspannung

4. In der Einspannung wird der Querschnitt vollplastisch, also 84 — 0, bzw M4 —
$ M,. In der Balkenmitte wird gerade das elastische Grenzmoment erreicht, d.h.
Bg — 1, bzw Mp — M,. Damit treten iiber der gesamten Balkenlinge bis auf
den Querschnitt bei z = £ plastische Verformungen auf.

Einsetzen der Groflen in Gleichung 2.1 liefert:

M, 3
und mit Gleichung 2.10 erhélt man in diesen Spezialfall fiir das kritische Tem-
peraturmoment:

Mr ™

M, 2

2.4.3.3 Vollplastischer Balken
Unter Beachtung von Gleichung 2.12 ergibt sich, daf fiir

M, e I
My = 3

der ganze Balken mit Momenten gleich oder grofler als das EingangsflieBmoment M,
belastet wird, Abbildung 2.10.

Es gilt nun nur die Differentialgleichung 2.3. Zusammen mit den beiden Randbe-
dingungen erhilt man durch Integration erneut eine Beziehung, die bei gegebenen




2.4. BESCHREIBUNG DES PROBLEMS 29

-M v

-1.5M y—

Abbildung 2.10: Der Balken wird iiber seiner ganzen Linge plastisch beansprucht

dufleren Belastungen den elastischen Restquerschnitt in der Einspannung (4, bzw.
das Biegemoment in der Einspannung M, festlegt:

%T = ‘/3]\]/{; arcsin ]\14 (2.15)
Y ? \//62 —2 41

TASM,

Wie auch schon in Gleichung 2.10 ist der elastische Restquerschnitt G4 die, das Balken-
verhalten charakterisierende Groéfe. Die Diskussion der Grenzfille erfolgt wie zuvor:

1. In der Balkenmitte ist das Biegemoment gleich dem EingangsflieBmoment, d.h.
Bp =1, bzw Mp = M,. Mit der Gleichung 2.5 und mit

Mp =M, =My~ gMp

folgt daraus fiir den elastischen Restquerschnitt in der Einspannung:

3M.
2 — 1 _ P
fa M,

Eingesetzt in Gleichung 2.15 ergibt sich:
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Mr M, . [3M,

— = — 2.16

i, i/ 3L arcsin 4 I, (2.16)
Anmerkung:

Gleichung 2.16 wird fiir ein Verhéltnis %:— = 0 unbestimmt. Streng genommen
gilt die Differentialgleichung 2.3 nur fiir ein {iber der Balkenlénge variable Mo-
mentenverteilung und damit fiir ein 3(z), welches nicht konstant ist. Der Fall
B(z) = const bildet einen Grenziibergang, der durch den beschriebenen Weg

nur durch eine Grenzwertbetrachtung erreicht werden kann:

lim — =1
M,
-M—f—m lwy

Diese Losung stimmt mit der rein elastischen Betrachtung zu Anfang dieses Ka-
pitels {iberein. Bei rein thermischer Belastung ist die Momentenverteilung tiber
dem ganzen Balken konstant, und somit wird die Flielgrenze in allen Balken-
querschnitten gleichzeitig erreicht. Fiir ein Verhéltnis von %4% = %, d.h. bei der
Ausbildung eines plastischen Gelenks in der Einspannung und gleichzeitigem Ez-
reichen des EingangsflieBmomentes in der Balkenmitte ergibt sich die Losung,

welche fiir den teilplastischen Balken gegeben wird mit:

My
M, 2

. In der Einspannung wird der Querschnitt vollplastisch, d.h 84 — 0, bzw

My — gMy. Das kritische Temperaturmoment erhélt man durch Einsetzen von
Ba = 0 in Gleichung 2.15 zu:

My« [ M,
M, 2\ 3M,

(2.17)

Man erkennt, daf sich ein plastisches Gelenk nur fiir ein tiber der Balkenlénge
variierendes Biegemoment ausbilden kann.

. In der Einspannung wird der Querschnitt vollplastisch, d.h 84 — 0, bzw M4 —

%My. In der Balkenmitte wird gerade das EingangsflieBmoment erreicht, also
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Bp = 1, bzw Mp = —M,. Fiir diesen Spezialfall 148t sich aus Gleichung 2.15
durch Einsetzen des Wertes

M, 1

M, 3

der Ubergang zu Fall 4 des teilplastischen Balkens erreichen mit dem thermi-

schen Grenzmoment von:

Mz
M?/

= g (2.18)

2.4.4 Zweiter Halbzyklus - Abbau des Temperaturgradien-
ten

2.4.4.1 Zur Bildung der plastischen Gelenke

Zur Bildung plastischer Gelenke in den Balkeneinspannungen

Das Hauptaugenmerk im ersten Halbzyklus galt dem plastischen Balkenverhalten in
den Einspannstellen. Erreicht das thermische Biegemoment den kritischen Wert M7,
so ergibt sich dort das maximale Einspannmoment 3 My — 3 . Dies bedeutet, dafl an
den Einspannstellen der elastische Restquerschnitt verschwmdet Ba =0, und sich an
diesen Stellen ein plastisches Gelenk ausbildet.

Uberschreitet das thermische Biegemoment den kritischen Wert M;, ergibt sich in
diesem Gelenk ein Winkel a4 > 0. In den Einspannstellen gilt jetzt nicht mehr die
Randbedingung der horizontalen Tangente, sondern es ist w'(z) # 0. Dieses Pro-
blem 148t sich durch die Uberlagerung zweier Lésungen, némlich der Losungen fiir
den beidseitig fest eingespannten Biegebalken und den beidseitig gelenkig gelagerten

Biegebalken behandeln. Fiir %5 = 2 ergibt sich fiir den Knickwinkel

X
K s "
oy = lim | w'(z)dz
A z—0 ( )
0

und unter Beachtung von Gleichung 2.3

M’m . _ My dz

Ma e (5 (57)]

K
aA_algl—m E]O \/3 )
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erhdlt man:
M, M2 (1 - 22) My
K _ i 2% |- y : 1 _
Oy Sm El 1szaurCSln T Myw
\' M, 3 M,

Fir %j = g und z — 0 entsteht ein Knickwinkel, dieser bleibt aber beschrinkt - es

gelte auch weiterhin M, > 0.

Zur Bildung eines plastischen Gelenks in der Balkenmitte

Das Hauptaugenmerk im zweiten Halbzyklus gilt dem plastischen Balkenverhalten
in der Balkenmitte. Existiert dort ebenfalls ein kritisches thermisches Biegemoment
My mit einem Biegemoment von 11\\_44? = —3, was auch dort zu einem plastischen Ge-
lenk fiihren wiirde?

Die Antwort ist anders als in den Balkeneinspannungen, denn in der Balkenmitte tritt
fiir den Grenziibergang AMJ;E — —3 ein nicht beschrénkter Knickwinkel in der Biegelinie

auf. Fiir den Knickwinkel gilt wieder:

1 . M, dz
gk = lim 2 |
e 2 \/3+2ﬂ—1‘§§+3ﬁp (1-22)
Damit ergibt sich fiir %’yi =&

1 . .. M, | M2 [(24M, 12M

Zof = lim — 2y v P, p

298 = LTI \1 12M, <Myl2 RV
Firx — % strebt der Knickwinkel %ag gegen Unendlich. Da in dem hier behandelten
Problem ein solcher Knick nicht auftreten kann, mufl

Mg 3

>
M, ~ 2
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sein. Daraus folgt, dafl in der Balkenmitte der elastische Restquerschnitt nicht ver-
schwindet und somit dort kein plastisches Gelenk nach der strengen Definition auf-
treten kann. Beziiglich der Balkenmitte existiert demnach kein kritisches thermisches
Biegemoment Mj. Die Biegelinie besitzt in der Balkenmitte stets eine horizontale
Tangente,

Auch wenn keine volle Plastifizierung des Querschnittes in der Balkenmitte stattfindet,
kann ein Ratcheting-Mechanismus auftreten, wie die folgenden Betrachtungen zeigen
werden. Die Bildung eines plastischen Gelenks wihrend des Abkiihlens ist also nicht
notwendig.

2.4.4.2 Herleitung der notwendigen Gleichungen

Fiir den Abkiihlhalbzyklus wird bei der Beschreibung des Biegemomentenverlaufs das
Biegemoment in der Balkenmitte, Mp, anstelle des Biegemoments in der Einspan-
nung, M4, verwendet. An die Stelle von Gleichung 2.1 tritt damit die Gleichung;:

M(z) Mp 3M, 22\ 2
Sl AP A B (Wi 2.19

i, M§+2Mg( z) (2.19)
Im plastischen Bereich gilt die zur Gleichung 2.4 analoge Gleichung:

M(z)  3-f(a)

= 2.20
i ; (2.20)

Die Grenze zwischen dem elastischen und dem plastischen Bereich wird jetzt durch
die Ortskoordinate x, beschrieben. Mit der Bedingung:

M(zy) = ~M,
und der Definition

8 = (L)

ergibt sich unter Verwendung der Gleichungen 2.19 und 2.20 fiir den Ubergang vom
elastischen zum plastischem Balkenteil *:

Ty = % [1 e (1- [3%2)J (2.21)

“Der Index, hier 2, beschreibt von jetzt ab nun die Nummer des jeweiligen Halbzyklus
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Fiir den elastischen Restquerschnitt in Abhéngigkeit vom Plastifizierungsgrad in der
Balkenmitte erhilt man unter Verwendung der Gleichungen 2.19 und 2.20:

= g 3 (g 20N
ﬁz(ﬂ:)—.\JﬂBg—F i, (1 z) (2.22)

2.4.4.3 Shakedown nach dem ersten Zyklus

Interessant fiir das Ratcheting-Verhalten ist hier nur das Verhalten des Balkens wenn
im vorausgegangenen ersten Halbzyklus plastische Gelenke in den beiden Einspann-
stellen entstanden sind. In diesem Fall betrdgt das Biegemoment am Ende des ersten
Halbzyklus in der Balkenmitte:

3 3
Mp, = My, — §Mp = §(My - Mp)

In diesem Bereich wird das Biegemoment bei der Entlastung als erstes in den Bereich
des Flieflens eintreten. Eine elastische Entlastung des Balkens erhélt man, wenn nach
dem Abkiihlen gilt:

Mp, > —M,

Ist diese Bedingung erfiillt, so ist die Momentendifferenz gleich dem zyklierenden ther-
mischen Moment und es gilt:

5
AM| = Mr < oM, ~ gMp (2.23)

In den Bereichen, in denen schon im ersten Halbzyklus die Fliegrenze erreicht wurde,
koénnen maximal Anderungen des Biegemomentes der Grofie

|AM| = My < 2M, (2.24)

elastisch aufgenommen werden, ohne erneut mit gegensinnigem plastischen Flieflen zu

reagieren.
Die Gleichungen 2.23 und 2.24 sind die Shakedown-Bedingungen des Balkens nach
dem ersten Zyklus. Alle nachfolgenden Belastungs-Zyklen fiihren nur noch zu einem
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elastischen Zyklieren. Es tritt keine Akkumulation plastischer Dehnungen auf. Fiir die
Versagensuntersuchung ist in diesem Fall nur die Materialermiidung von Bedeutung,
sofern die im ersten Halbzyklus erhaltene plastische Verformung tolerierbar ist.

Entstehen auch wihrend das Abkiihlvorganges plastische Verformungen, so sind ver-
schiedene Fille zu unterscheiden. Diese Félle werden charakterisiert durch die Lage
des Uberganges zwischen elastischen und plastischen Bereichen des Balkens, z; im
Aufheizhalbzyklus, respektive z, im Abkiihlhalbzyklus:

1. Der gesamte Balken zykliert plastisch - Im ersten Halbzyklus ist die Biegemo-
mentenbelastung iiber der gesamten Balkenléinge gréfier als My, im abgekiihlten
Zustand liegt sie {iber dem gesamten Balken unterhalb von —M,,. Es existieren
keine elastischen Zonen. Das bedeutet fiir die Ubergéinge zwischen elastischen
und plastischen Zonen, daf sie ihre Extremwerte erreichen:

!

1131:'2‘

$2:O

Moglich ist dies nur fiir den vollplastischen Balken. Unter der Voraussetzung
eines plastischen Gelenks in der Einspannung im ersten Halbzyklus also nur fiir:

g

£ <

=
&>
Wi

2. Ein Teil des Balkens wird in beiden Halbzyklen nur elastisch beansprucht, also:
Z1 < T
Dies ist nach den Gleichungen 2.7 und 2.21 immer dann erfiillt, wenn gilt:

M,
>
M, ~

2
3

3. Die Einspannung unterliegt plastischen Verformungen im Aufheizhalbzyklus,
elastischen Verformungen wihrend des Abkiihlens. Umgekehrt verhélt sich die
Balkenmitte. Ein Teil des Balkens wird in beiden Halbzyklen plastisch bean-
sprucht. Bedingung hierfiir ist:

l

—2‘>$1>$2>0




36 KAPITEL 2. ANALYTISCHE LOSUNG

Die beiden obigen Bedingungen fiir das mechanische Moment lassen sich zusam-
menfassen:

<

<-t<

W =
Wit

&

Im folgenden werden diese drei verschiedenen Verhalten des Zyklierens getrennt un-
tersucht. Die dazu notwendigen Differentialgleichungen lauten:

Fiir den elastischen Bereich:

2
—Zw(g) =2 422 (1 — —) (2.25)
Fiir den plastischen Bereich:

EI ___L
_M;w (z) = ) (2.26)

2.4.4.4 Die plastischen Zonen des Balkens sind durch einen elastischen
Bereich getrennt

In diesemn Fall gilt fiir die Ubergéinge von den plastischen zu den elastischen Balken-
bereichen:

1 < Ty

Mit den Gleichungen 2.7 und 2.21 gilt, %5 > %My. Ferner gilt das kritische thermi-
sche Biegemoment nach 2.14. Bei der Integration sind folgende Unterscheidungen zu
treffen:

Fiir den in diesem Halbzyklus elastischen Bereich, welcher jedoch beim Aufheizen
plastische Verformungen erfahren hat, 0 < z < z,, gilt die Differentialgleichung 2.25.
Sie beschreibt den elastischen Anteil, um den die bleibenden plastischen Verformungen
aus dem vorhergehenden Halbzyklus vermindert werden, siehe dazu auch Gleichung
2.3:

EI v _Mp _ 3Mp ( _ 2_“")2 1 3—ps) (2.27)
M, T, o, I 5:(2) 2

s ~

elastische Beanspruchung plastische Vorver formung
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Fiir den elastischen Bereich z; < x < x4 gelten die Gleichungen 2.2 und 2.25 mit der
elastischen Momenten-Kriimmungsbeziehung:

EI ,

B _ Mg 3M( 2.’1,‘)
M, M, 2M

1-22

z (2.28)

Fiir den in diesem Halbzyklus plastischen Bereich x5 < z < é gilt die Gleichung 2.26:

EI |, 1
e 2.29
M, Pa(z) ( )
Als Randbedingungen bei der Integration der drei Gleichungen sind einzusetzen:
EI , [ { My — My,
0 = (L0
“,Y 0 = 3 ( M,
EI 1
=0

/

M w )
Die erste Randbedingung gibt an, dafl es im ersten Halbzyklus in der Einspannung
durch eine Belastung iiber das zur Bildung plastischer Gelenke notwendige Biegemo-
ment M7 zu einem Knick in der Balkenachse kam.
Die zweite Randbedingung beschreibt die Symmetriebedingung in der Balkenmitte.
Als Ubergangsbedingungen zur Verkniipfung der Differentialgleichungen stehen zur
Verfiigung:

. ! . /
. ! _ /
ml}ﬂ;z w'(z) = m_lgnlmz w'(z)

Durch Integration der drei Differentialgleichungen und Einsetzen der entsprechenden
Groflen (Gleichungen 2.22, 2.21) erhélt man analog der Gleichung 2.10 eine das Bal-
kenverhalten charakterisierende Gleichung:

ﬁBz n (6 /BBz B 31\/[7,)
M \l a2, 2 2M,
,/ ) (5 ) (2.30)
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Damit ist erneut eine Beziehung zwischen dem elastischen Restquerschnitt, jetzt in
der Balkenmitte, und den gegebenen Belastungen aufgestellt. Auch diese Gleichung
188t sich nicht explizit nach der Gréfle Bp, auflosen.

Auch hier lassen sich wieder, abhingig vom elastischen Restquerschnitt in der Bal-
kenmitte, verschiedene Fille fiir das Verhalten des Balkens nach dem Abkiihlen auf
die Ausgangstemperatur unterscheiden:

1. In der Balkenmitte wird das elastische Grenzmoment erreicht, d.h. 8g — 1, bzw
Mp — —M,. Einsetzen des Wertes fg = 1 in Gleichung 2.30 liefert als Grenze
fiir eine elastische Entlastung im Abkiihlhalbzyklus:

Diese Bedingung stimmt mit dem Grenzfall aus der elastischen Betrachtung,
Gleichung 2.23, iiberein.

2. In der Balkenmitte geht der elastische Restquerschnitt gegen Null, 8p — 0,
bzw ¥2 — —2 Es bildet sich eine plastische Zone in der Balkenmitte. Fiir die

Bildunyg eines plastischen Gelenks miifite der elastische Restquerschnitt in der
Balkenmitte verschwinden, (g, = 0.

. Mr M, [ . l1-p 4] 3Mm
Boam0 M, finy 0 (\/ 3M, [a”smh\J /2 3| am, 0T

Dies ist fiir ein endliches Temperaturmoment nicht méglich. Es bedeutet, daf
eine Gelenkbildung in der Balkenmitte nach dem ersten Abkiihlhalbzyklus nicht
moglich ist, was schon gezeigt werden konnte.
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2.4.4.5 Die plastischen Zonen wihrend der beiden Halbzyklen iiberlappen
sich

Fiihrt man die gleichen Integrationen fiir ein Momentenverhaltms < M” < 2 5 durch,
so dndern sich die Differentialgleichung fiir den Bereich des Balkens der in jedem
Halbzyklus plastische Verformungen erfihrt, also im Bereich 2z, < z < z; Es ist
jedoch nicht mehr so einfach mdglich, fiir diesen Bereich eine beschreibende Differen-
tialgleichung aufzustellen, da das Flieflen wihrend des Abkiihlens nicht mehr bei dem
EingangsflieBmoment M, einsetzt, sondern schon bei einem Biegemoment, welches
betragsméfig geringer ist, Abbildung 2.11.

M/M,
15 b
a
1
3-p2
2
2
[+
: 1 Kiicy
d _______
ANV
<] 1
P
- -

~oy

Abbildung 2.11: Momenten-Kriimmungsbeziehung. Unbestimmte Beziehung im ge-
strichelten Bereich bei einer Momentenénderung gréfer als —2M,. Darunter die zu-
gehorigen Spannungsverteilungen
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Grund fiir die Schwierigkeiten ist die Ausbildung von Residuenspannungen in den
zuvor plastifizierten Querschnitten. In 2.11 sind von links nach rechts die Spannungs-
verteilungen zu bestimmten Zeitpunkten wahren des ersten Zyklus aufgetragen:

a) Spannungsverteilung bei Erreichen des elastischen Grenzmoments
b) Spannungsverteilung bei plastischer Beanspruchung
c¢) Spannungsverteilung bei entlastetem Querschnitt

d) Spannungsverteilung bei Erreichen des elastischen Grenzmomentes in Gegen-
richtung

Definiert ist aber die Differenz des Biegemoments, bei dem ausgehend von der im
ersten Halbzyklus erreichten Grofle des Moments ein Flielen in die entgegengesetzte
Richtung einsetzt. Dieser Wert betriigt wie auch schon im Fall 1 (vergleiche Gleichung
2.23):

My 5 _3M,
M, 2 2M,

Zur Losung bei plastischen Verformungen im Abkiihlhalbzyklus unter dieser Bela-
stungskonstellation wird auf die Shakedown-Theoreme verwiesen, siehe Abschnitt
2.4.8.

2.4.4.6 Vollplastischer Balken

Ein Sonderfall besteht fiir das Verhltnis %;i < 1. In diesem Fall wird der gesamte
Balken alternierend plastifiziert. Daraus folgt, da8 eine rein elastische Entlastung des
Balkens - der Shakedown - nur mdglich ist, solange die Bedingung:

My < 2M,

erfiillt ist (Siehe auch Gleichung 2.24).

Auch hier ist wieder nur die Momentendifferenz bestimmt, bis sich ein entgegenge-
setztes Flieflen in den teilplastischen Querschnitten des Balkens einstellt. Das Biege-
moment, bei welchem entgegengesetztes Flieen eintritt, ist wieder abhéngig von der
GroBe der plastischen Zone im jeweiligen Balkenquerschnitt.

Dieses Problem wird am Ende dieses Kapitels durch eine Betrachtung der Momen-
tenénderung mittels der Shakedown-Theoreme anstelle der Gleichgewichtsbetrach-
tung zum jeweiligen Zyklenende gelost.
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2.4.5 Dritter Halbzyklus - Aufheizen

Die Betrachtung der beiden folgenden Halbzyklen soll nur fiir Werte des mechani-
schen Biegemomentes M, > 2M, durchgefiihrt werden, d.h. ein Bereich des Balkens
wird nur durch Biegemomente kleiner als das elastische Grenzmoment belastet, d.h.:
Z1 < Zo. Nur fiir mechanische Momente oberhalb dieser Grenze ist eine inkrementelle
Betrachtungsweise, d.h. eine Beschreibung der Gleichgewichtszustinde am Ende der
Halbzyklen, moglich. Fiir kleinere mechanische Belastungen wird wieder auf Abschnitt
2.4.8 verwiesen.

Ahnlich wie beim vorhergehenden Abkiihlhalbzyklus gilt auch jetzt wieder, dafl drei
Balkenbereiche unterschieden werden miissen: Der Bereich der Einspannung, welcher
beim Aufheizen bleibende Verformungen erfihrt, der Mittelbereich des Balkens, wel-
cher wéhrend des Abkiihlens plastisch verformt wurde und im Falle von %3 > % einen
elastischen Bereich zwischen diesen beiden.

Beschrieben werden diese Bereiche durch die drei Differentialgleichungen:

Fiir den Bereich z < z; (plastischer Bereich):

EI , 1 My

—_) =
M, Bs(z) M,

Fiir den Bereich z; < & < z, (elastischer Bereich):

!

_EIw, My 6M, |z (ac)2 My
M, M, M,

= )|~

Fir den Bereich —;— > & > x5 (elastischer Bereich mit Vorverformung):

_BL,_ Ma_ 6% o
M, M, M,

z\? 1 3—p2(z) My
(7) ]\—ﬁz(a:) + 22 M,

plastischeVorver formung

Die Gréfe fB3(z) wird jetzt iiber die Grofle B4, definiert (vergleiche Gleichung 2.6).
Soll sich in der Einspannung wieder ein plastisches Gelenk bilden, so mufl 54, ver-
schwinden. Tritt dieser Fall nicht ein, so kann es nicht zu einem Ratcheting-Verhalten
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kommen.
Mit den neuen Randbedingungen:
EI | 1 ( My — My,
Y0 = 5( M,
EI |1
v G =0

und den Ubergangsbedingungen zwischen den beiden plastisch beanspruchten Berei-
chen und dem elastisch beanspruchten Bereich:

. ! . : /

ml}l—r%zl w (117) o :B—lir—}l—}nl w (37)
. ’ . : '

Am,wln) = v

ergibt sich als Bestimmungsgleichung fiir das thermische Biegemoment, unter welchem
erneut eine plastische Gelenkbildung in der Einspannung stattfindet:

MTa — _632 ﬁ%z —4
i, ’/ arsmh,’ 3 \/3114 - B%,) <—3~—> (2.31)

Diese Gleichung zeigt, dafl das thermische Grenzmoment fiir weitere Aufheizzyklen so-
wohl von dem nominellen Temperaturmoment My als auch von dem elastischen Rest-
querschnitt in der Balkenmitte 8 abhéngt. Bei einer vorgegebenen maximalen Tem-
peraturbelastung hingt das Ratchetingverhalten des Balkens also nur vom Fortschrei-
ten der plastischen Zone in der Balkenmitte wihrend des wiederholten Abkiihlens ab.
Im Abkiihlhalbzyklus ergab sich, dafl die Ausdehnung dieser Zone von der Randbedin-
gung in der Einspannung, x = 0, bestimmt wird. Es besteht eine rekursive Beziehung
zwischen den beiden Groflen der Neigung in der Einspannung und dem elastischen
Restquerschnitt in der Balkenmitte nach dem Abkiihlen.

Betrachtet man die folgenden Halbzyklen, so findet man, dafl die Gleichungen iden-
tisch sind bis auf die Randbedingung in der Einspannung, da dort die Neigung mit zu-
nehmender Zyklenzahl zunimmt. Mit dem Abnehmen des elastischen Restquerschnit-
tes in der Balkenmitte nimmt auch der Wert x5 kleinere Werte an, kann aber solange
das Verhaltnis mMTz > £ eingehalten wird, nicht kleiner als z; werden.

2.4.6 Vierter Halbzyklus - Erneutes Abkiihlen

Fiir einen erneuten Abkiihlhalbzyklus gelten die selben Unterscheidungen wie fiir den
ersten Abkiihlhalbzyklus. Es ist nur der Faktor §p, durch den Faktor Bp, zu er-
setzen, welcher das Fortschreiten der plastischen Zone mit zunehmender Zyklenzahl
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beschreibt, wobei gilt 3:

B, < Bg,

Die Beziehung zwischen den dufleren Belastungen und dem elastischen Restquerschnitt
in Balkenmitte nach dem Abkiihlen lautet-(siche Gleichung 2.30):

/ , — B3, 6 :BBn 3M,
arsmh :BBn -I- oM,

-3 (B (232

wobei dann wiederum gilt:

ﬁBn+2 < IBBn
solange es nicht zum Shakedown oder Finiten Ratcheting kommyt.
2.4.7 Folgezyklen

Die Neigungszunahme in der Einspannung im (n+1)-ten Halbzyklus berechnet sich
zu (aus Gleichung 2.31):

A/[T _ 1/ arsmhAI ﬂB" \/ 3];[/; (1-5%,) (_5_123_n_3_ 4)

(2.33)

mit

n>2

5Ungerade Indizes bedeuten Aufheizhalbzyklen, gerade Indizes Abkiihlhalbzyklen.
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Ratcheting ist abhéngig von einer Zunahme der Neigung in der Einspannung wéhrend
des Aufheizens. Es mufl deshalb gelten:

JWT - Iw;n 1

0
M,

Die Grofle 8p, ergibt sich aus Gleichung 2.32. Der Vergleich mit Gleichung 2.33 liefert:

M}n—%l — 6—-’6%71 _§%

M, 2 2 M,

Die Bedingung fiir Ratcheting ist, dafl diese Zunahme fiir jeden Aufheizzyklus statt-
findet. Damit gilt (fir n — oo):

My — M,

0
M,

oder, da M7 maximal das nominelle thermische Biegemoment My erreichen kann:

Mr _6-£  3M,

M,° 2 2MM,

Wird diese Bedingung nicht mehr erfiillt, so sprechen verschiedene Quellen entweder
von Shakedown (in dieser Arbeit: Shakedown fiir eine elastisches Entlasten schon im
zweiten Halbzyklus) oder von Finitem Ratcheting.

Wie schon oben gezeigt wurde, muf fiir das Erreichen des Wertes S5 = 0 das durch
den Temperaturgradienten induzierte Biegemoment gegen Unendlich streben. Nimmt
man jetzt aber an, dafl der Grenzwert des elastischen Restquerschnittes erreicht wer-
den kann und soll danach noch eine Zunahme der Neigung in der Einspannung mit
der Zyklenzahl stattfinden - eine Zunahme der Plastifizierung in der Balkenmitte ist
ja nicht mehr moglich -, so erhdlt man ein Kriterium fiir Infinites Ratcheting:

My _ ., _3M,

—_— — 2.34
TR Tt (2.54)
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2.4.8 Lo6sung fiir den plastisch zyklierenden Balken mit
Hilfe des Shakedown-Theorems

Fir ein Momentenverhéltnis von %3 < % kommt es zu plastischen Riickverformungen
iiber dem Balken, da zo < z,. Fiir % < 31- wird der gesamte Balken in jedem Halb-
zyklus iiber seiner gesamten Linge plastisch verformt.

Eine Betrachtung Zyklus fiir Zyklus ist in diesem Fall wegen der geschilderten Pro-
blemen nicht mehr moglich. Erfolgreich ist eine Betrachtung der Momenten- und
Kriimmungsénderungen durch das Aufbringen und Entfernen des thermischen Mo-
mentes. Dadurch ist die Anwendung von Shakedown-Theoremen mdglich, die aus-
gehend von einem zu findenden stationdren Zustand Aussagen iiber das Verhalten
des Balkens unter zyklischen Belastungen erlauben (Anhang G). Dieser stationire
Zustand ist definiert als ein Zyklus, in dem durch Aufbringen und Entfernen einer Be-
lastung keine Nettospannungséinderung mehr stattfindet [68]. Man kénnte auch von
einem eingeschwungenen Zustand sprechen.

Als erstes soll die Grenze fiir Ratcheting im Falle des elastisch zyklierenden Balken-
teils (MMf > 2) anhand einer Betrachtung der Momentenénderung untersucht werden,
im Gegensatz zur inkrementellen Berechnungen in Abschnitt 2.4.4.4. Betrachtet man
den ”eingeschwungenen” Zustand des Balkens, so kann die maximale Momenteninde-
rung, welche durch die Momentenbildung sowohl in den Einspannungen, als auch in
der Balkenmitte gegeben ist, von

AM = 3M, — gM,,

nur zu elastischen Kriimmungen fiihren, wenn gilt dafl

aM_ My,
M, M, =

was zu der Bedingung fiihrt:

M,
—2>
M, —

Wl b

Wird diese Bedingung erfiillt so folgt aus der Differentialgleichung fiir eine elastische
Kriimmungsénderung unter der gegebenen Momentendifferenz:

Bl = (3_3Mp\ _Mr
M, 2M, ) M,
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Eine elastische Anderung des Momentes hat keine Anderung der Kriimmung tiber
der Balkenlénge zur Folge und damit ergibt sich als Grenze zwischen Shakedown und
Ratcheting fiir den elastisch zyklierenden Balken:

Mz _ 3 3 M,
M, 2 M,

Dies ist das Ergebnis, welches sich auch aus den obigen inkrementellen Betrachtungen
ergeben hat.

Fiir einen Balken mit plastisch zyklierendem Anteil und einen vollplastischen Balken,
der obige Bedingung fiir die Grofle der mechanischen Momentenbelastung verletzt, ist
allein die Betrachtung iiber ein Shakedown-Theorem mdglich.

Wird fiir Belastungen in diesemn Bereich ebenfalls angenommen, da8 die maximale
Biegemomentenédnderung zu einer Gelenkbildung wihrend des Aufheizens und als
Grenzwert auch in der Balkenmitte wihrend des Abkiihlens fiihrt, so definiert der pla-
stisch zyklierende Bereich des Balkens das Verhalten des gesamten Balkens. Nach dem
Shakedown-Theorem von Frederick-Armstrong [68] stellt sich iiber dem Balken eine
konstante Schwingbreite des elastischen Restquerschnittes § ein. Das heifit, iberlagert
man die einzelnen Halbzyklen, hat sich tiber dem Balken ein konstanter elastischer
Restquerschnitt eingestellt. Jeder Querschnitt des Balkens zykliert mit dem gleichen
elastischen Restquerschnitt. Es gilt deshalb:

3M, o

oM, (3 A )
wobei [ eine konstante Gréfie und nicht wie bisher von der Balkenldngskoordinate
abhéngig ist. Aufgelost nach g ergibt sich:

54,

2.
2 M, (2:35)

8=
Fiir ideal-plastisches Material ist der Bereich fiir elastisches Zyklieren unabhingig
von der Verformungsvorgeschichte durch 20, begrenzt. Damit schreibt sich die
Momenten-Kriimmungs-Differentialgleichung fiir einen Aufheiz-Halbzyklus:
BL, . 2_ M

M, """ T8 M,

Die Integration mit der Randbedingung, dafl bei der maximalen Momentendnderung
keine Zunahme der Neigung in den Einspannungen stattfindet und in der Balkenmitte
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die horizontale Tangente erhalten bleibt, ergibt unter Beachtung von Gleichung 2.35
die Grenze fiir infinites Ratcheting:

=, [o2t (2.36)
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2.4.9 Graphische Darstellung der Ergebnisse

Die Gleichungen 2.11, 2.14, 2.16, 2.17, 2.23, 2.24, 2.34 und 2.36 lassen sich in einem
dem Bree-Diagramm #hnlichen Diagramm darstellen (Abbildung 2.12). Sie begrenzen
in diesem Diagramm die verschiedenen Bereiche des Balkenverhaltens.

‘1. Der Bereich E kennzeichnet das Gebiet des elastischen Zyklierens, ohne dafl
jemals plastische Dehnungen auftreten.

2. Im Bereich S’=(S1’+S2’) liegt ein Shakedown vor. Es kommt nur zu plasti-
schen Verformungen im ersten Halbzyklus, dem Aufheizen, ohne daf sich jedoch
ein plastisches Gelenk in den Einspannungen bildet, wobei

(a) im Bereich S1’ sich die plastischen Zonen nur in einem beschrénkten Ab-
schnitt um die Einspannung herum ausdehnen, wihrend

(b) im Bereich S2’ der gesamte Balken plastisch beansprucht wird.

3. Die Bereiche S=(S1+4S2) liegt ein Shakedown nach dem ersten Zyklus vor, mit
der Bildung plastischer Gelenke in den Einspannungen.

(a) Im Bereich S1 ist der Balken dabei nur in Teilbereichen plastisch bean-
sprucht worden, wogegen im

(b) im Bereich S2 wihrend des ersten Halbzyklus der gesamte Balken plastisch
verformt wurde.

4. Die Bereiche R’=(R1°4+R2’) kennzeichnen finites Ratcheting, bei dem es nach
einer undefinierten Anzahl von Zyklen zu einem Stillstand der Dehnungsakku-

mulation kommt. Unterteilt wird dieser Bereich durch die Gerade —};f—ly’- =1

(a) Im Bereich R1’ ist der Balken nur teilweise plastisch beansprucht.

(b) Im Bereich R2’ ist der Balken iiber seiner ganzen Liinge plastisch bean-
sprucht.

5. Im Bereich P zykliert der Balken iiber seiner gesamten Linge plastisch. So-
wohl beim Aufheizen als auch beim Abkiihlen wird er {iber seiner ganzen Linge
oberhalb des EingangsflieBmomentes beansprucht.
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6. Im Bereich R=(R1+R2) liegt ’infinites Ratcheting’ vor, bei welchem auch nach
einer vollstdndigen Plastifizierung des Mittelquerschnittes eine weitere Akkumu-
lation der plastischen Dehnungen mit der Zyklenzahl stattfindet. Unterteilt wird
dieser Bereich wieder in

(a) den Bereich R1 als Ratcheting mit begrenzten plastischen Zonen und

(b) den Bereich R2 als Ratcheting mit plastischen Zoenen iiber der ganzen
Balkenldnge.
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Abbildung 2.12: Breediagramm fiir den Biegebalken



Kapitel 3

FE-Rechnungen

3.1 Motivation

Um die analytischen Losungen fiir das hier beschriebende Ratcheting-Problem auf
ihre Zuverldssigkeit zu iiberpriifen, sind entweder Experimente oder detaillierte Finit-
Element-Rechnungen durchzufiihren.

Experimente werden dadurch problematisch, dafl nur unter hohem Aufwand thermi-
sche Gradienten erzeugt werden kénnen, die zum Effekt des Thermischen Ratcheting
fiihren kénnen. Dieses Problem kann man zum einen umgehen, indem man den Balken
aus zwei Materialen mit einem mdglichst grofien Unterschied in den Temperaturaus-
dehnungskoeflizienten aufbaut. Dieses Bimetall zeigt das Ratcheting-Phdnomen auch
bei einer homogenen Temperaturbeanspruchung. Im Rahmen dieser Arbeit wurde in
einem einfachen Modell ein solcher Bimetall-Balken konstruiert. Die plastischen Ge-
lenke wurden durch Reibgelenke ersetzt, welche bei einem kritischen Moment - analog
dem thermischen Grenzmoment in der Biegetheorie - von Haftreibung zu Gleitreibung
iibergehen und so einen Knick in der Balkenachse zulassen. Durch dieses Vorgehen
ist das Modell mehrmals verwendbar, was bei der Bildung wahrer plastischer Gelenke
nicht der Fall wére. Das Modell zeigte das Ratcheting-Phénomen, wie es in der ver-
einfachten Vorstellung mit je einem Gelenk in der Einspannung und einem weiteren
in der Balkenmitte erwartet worden ist.

In [69] wird ein Balkenratcheting gezeigt, bei dem die thermischen Sekundérspannun-
gen durch eine Endverschiebung ersetzt werden, indem einer konstanten mechanischen
Belastung eine zyklierende vertikale Verschiebung eines der Balkenenden tiberlagert
wird.

Bei Rechnungen mit der Finit-Element-Methode kdnnen selbst komplexeste Struktu-
ren auf Ratcheting untersucht werden. Es stellt sich dann natiirlich die Frage, warum

o1
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iiberhaupt analytische Modelle entwickelt werden miissen. Die Antwort auf diese Frage
liefert das hier untersuchte Problem:

Trotz sehr einfacher Geometrie und genau definierter Belastungen bendtigten die nu-
merischen Rechnungen sehr hohe Rechenleistungen und Speicherkapazitdten. Zudem
wurde erst durch die analytische Behandlung des Problems das notwendige Wissen fiir
eine sinnvolle Modellierung mittels Finiter Elemente gelegt. Auch die Beurteilung der
Ergebnisse ist ohne das Verstidndnis der Vorginge und eine gewisse Erwartunghaltung
nur unvollstindig mdoglich. Ein weiterer Grund ist die einfache Handhabung eines Dia-
gramms, wie es das Bree-Diagramm ist, was allerdings auch dazu fiihren kann, daf} es
auf Spannungfille angewandt wird, die bei seiner Erstellung eigentlich nicht Grund-
lage der Betrachtung waren. Die Aufgabe des Anwenders solcher einfacher Hilfsmittel
in der Entwurfsphase besteht also auch darin, sich ein Bild iiber den zu erwartenden
Belastungszustand und die Art der auftretenden Spannungen zu machen.

Je komplexer die zu behandelnden Strukturen, desto grofer ist natiirlich der Sprung
zur eindimensionalen Ldsung und um so grofler deren Fehlerpotential. In solchen
Fillen sollte man ausgehend von der Grobstruktur und den globalen Belastungen
eine Vereinfachung anstreben, welche einem der drei Typen des thermischen Rat-
cheting entspricht, um erste Aussagen machen zu kénnen. Treten lokale Spannungen
auf, die zu lokalem Ratcheting fiihren kénnen, so sind diese Detailstrukturen ebenso
zu untersuchen. Dabei kann keine Aussage iiber die Uberlagerung der Ratcheting-
Vorginge gemacht werden. Erschopfende Aussagen erhélt man in diesem Fall nur mit
einer detaillierten FE-Rechnung, mit allen oben genannten Nachteilen. FEine parallele
analytische Betrachtung sollte aber kritische Bereiche der Strukturen schon in der Ent-
wurfsphase verdeutlichen und Hinweise fiir Anderungen aufzeigen, die ein Ratcheting
der Struktur unterbinden.

3.2 Modellierung des Problems

Die FE-Berechnungen wurden mit dem FE-Paket ABAQUS durchgefiihrt [70]. Wie
auch in der analytischen Losung wurden die FE-Untersuchungen an einem Balken-
modell durchgefiihrt. Das Ziel ist dabei weniger eine genauere Untersuchung der
Ratcheting-Vorgénge in der Ersten Wand, als ein Vergleich mit der analytischen
Losung. Es ist selbstversténdlich moglich, einen Ausschnitt der Ersten Wand unter
den realen Belastungen mittels der FE-Methode zu berechnen. Inhalt dieser Arbeit
ist aber ein einfaches analytisches Mittel zur Beurteilung des Ratcheting-Verhaltens
bereitzustellen. Dieses muf} auf die Zuverléssigkeit seiner Annahmen {iberpriift wer-
den.

Durch die hier durchgefiihrten Rechnungen wird nur ein Vergleich der analytischen
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Balkenlosung und der FE-Berechnung des Balken-Ratchetings erreicht. Wie diese
Losung in Hinblick auf die reale Geometrie des Ersten Wand aussieht, vor allem im
Hinblick mehrerer benachbarter Kiihlkanéle und der Mehrdlmensmnahtat der Span-
nungen, kann auf diese Art nicht gezeigt werden.

Eine Modellierung des Balkenproblems, welches der analytischen Lésung zugrunde- -
liegt wirft mehrere Fragen auf:

e Die Wahl der Elemente und deren Verschiebungsansatz schrinken die Menge
der méglichen Losungen ein. Wird zum Beispiel ein Balkenelement verwendet,
so sind in diesem implizit die Verschiebungs- und Spannungsbedingungen der
Euler-Bernoulli- oder der Timoshenko-Balkenlésung vorgeschrieben [71].

e Die Art der Einspannung beeinflult die Gelenkbildung. Die Ausbildung der Ge-
lenke wiederum hingt von den Randbedingungen und den Materialeigenschaften
ab.

— Durch die Inkompressibilitit des Materials entstehen in der Einspannung
Spannungsanteile, welche in der eindimensionalen Theorie nicht bertick-
sichtigt werden kdnnen. Da die FlieBgrenze im allgemeinen dreidimensio-
nalen Fall aus der Vergleichsspannung berechnet wird, ist eine Abweichung
der Form des plastischen Gelenks von der vorhergesagten zu erwarten. Je
nsher dabei das Material die Bedingung der Inkompressibilitét erfiillt, de-
sto grofler die Abweichung. In fast allen Stoffgesetzen ist die Plastizitdt
mit vollkommener Inkompressibilitit verbunden. Dadurch liefert auch eine
Anpassung der Querkontraktionszahl an einen eindimensionalen Zustand
im elastischen Bereich (v = 0) keinen befriedigenden Ansatz.

— Die Theorie berticksichtigt bei der Bildung plastischer Bereiche nicht den
Einflu} des Querkontraktionsunterschiedes zwischen elastischem und pla-
stischem Material. In ihr wird angenommen, dafl auch das elastische Ma-
terial vollkommen inkompressibel ist (v = 0,5). Die durch den Unter-
schied erzeugten Schubspannungen werden so auch nicht beriicksichtigt.
Eine Gleichsetzung der Querkontraktionszahl im elastischen und im plasti-
schen Bereich ist unmoglich, da in der Steifigkeitsmatrix nicht berechenbare
Steifigkeiten entstehen.

— Die von Bernoulli gemachten Annahmen der Verw6lbungsfreiheit der Quer-
schnitte wird bei Bildung eines Gelenks in Verbindung mit einer iiber den
gesamten Balkenquerschnitt verschiebungslosen Einspannung stark ver-
letzt. (Die in der Timoshenko-Losung erlaubten Verwolbungen der Quer-
schnitte erlauben keine groflen Kriimmungen, wie sie im plastischen Gelenk
auftreten kénnen.)
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~ Durch die thermische Belastung werden in der festen Einspannung zusitz-
liche Spannungen durch die behinderte thermische Ausdehnung erzeugt.

¢ Die Bernoulli-Losung kann im strengen Sinne nur fiir einen sehr langen Balken
gelten. Je geringer das Verhéltnis der Linge zu den Querschnittsseiten ist, um
so grofBer werden die Abweichungen. In der FE-Rechnung kann man dieser Ein-
schrankung durch die Beriicksichtigung einer Schubspannnung im Querschnitt
gerecht werden (Balkentheorie nach Timoshenko).

Um diese Abweichungen zu eliminieren oder zumindest abzuschwéchen, wurden fol-
gende Schritte unternommen:

e Um eine moglichst uneingeschrinkte Aussage zu erhalten werden 3D-Elemente
mit 8 Knoten benutzt. Sie besitzen einen trilinearen Verschiebungsansatz und
einen trilinearen Ansatz fiir die Temperaturverteilung. *

e In der analytischen Losung wird die Fliegrenze nur durch die Balkenléngs-
spannung bestimmt, wihrend im dreidimensionalen Spannungszustand des FE-
Balkens die iibrigen Spannungkomponenten durch die Verwendung der v. Mi-
ses’schen Vergleichsspannung beriicksichtigt werden. Um auch hier einen Ver-
gleich zur eindimensionalen analytischen Losung zu ermdglichen, sollte ein ani-
sotropes Fliefigesetz - Hill Potential - verwendet werden. Eine dieses Ziel er-
reichende Anpassung der Parameter war aber aus numerischen Griinden nicht
moglich. Deshalb wurde auf diese Anndherung in der FE-Rechnung verzichtet
und das isotrope Fliegesetz nach v. Mises angewandt.

e Um die durch den Ubergang vom kompressiblen elastischen zum inkompressiblen
plastischen Bereich hervorgerufenen Schubspannngen zu minimieren, wurde in
der Einspannung eine elastische ”Pufferzone” eingefiigt, welche eine Querkon-
traktionszahl von v = 0,45 besitzt. Dadurch sollte der Ubergang vom plasti-
schen auf den elastischen Bereich ”verschmiert” werden. Auch Berechnungen
mit einer elastischen Querkontraktionszahl von v = 0,45 im gesamten Balken
wurden durchgefiihrt, die Abweichungen von den Ergebnissen fiir einen Wert
von v = 0,30 waren aber nur sehr gering.

Die Pufferzone wurde nur thermisch, nicht aber mechanisch belastet, wodurch
sie nicht zum eigentlichen Balken gehort.

In einem groberen Elementnetz wurden auch 20-Knoten Elemente mit einem triquadratischen
Verschiebungsansatz verwendet, welche aber zu fehlerhaften Ergebnissen bei den Spannungen fiihrten
(Elementtyp: C3D20HT , ABAQUS-Version 5.3)
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e Es wurden Berechnungen fiir Material mit isotroper und anisotroper Tempe-
raturdehnung (nur in Balkenldngsrichtung) durchgefiihrt. Dabei entspricht die
anisotrope Berechnung der analytischen eindimensionalen Losung.

¢ Der Balken wurde mit einem Lingen-Tiefen-Hb6hen-Verhéltnis von 25:5:1, wie
es der Geometrie in den Kiihlkandlen der Ersten Wand entspricht, und einem
Verhéltnis von 50:5:1, was einem ’schlankeren’ Balken entspricht, modelliert.

Im tibrigen wurden folgende Materialdaten [72] und Randbedingungen angesetzt:

¢ Um iiberlagerte Druckspannungen durch Wéirmedehnung im Balken zu vermei-
den, wurde eine homogene Ausgangstemperatur vorgeschrieben. Der Tempera-
turgradient ensteht durch Warmeleitung, indem die Oberseite des Balkens, jene
Seite, auf welche die mechanische Belastung wirkt, auf eine konstante niedrigere
Temperatur gesetzt wird und die Balkenunterseite durch einen Wirmestrom
belastet wird.

¢ Die mechanische Belastung wird durch einen tiber der Balkenlinge konstanten
Druck simuliert.

e Es wurden nur stiickweise lineare Stoffgesetze fiir einen Vergleich verwendet.
Beriicksichtigt wurden:
— Ideal-plastisches Material (Abb. 3.1 a))
— Verfestigendes Material mit Maximalspannung (Abb. 3.1 b))

* isotrop verfestigend
* kinematisch verfestigend

— Verfestigendes Material ohne Maximalspannung (Abb. 3.1 ¢))

% isotrop verfestigend
* kinematisch verfestigend

c a) c b) (e} c)
Omax
Oy Oy Oy
gy tA 8y £ Sy 1A

Abbildung 3.1: ”"bilineare” und " trilineare” Stoffmodelle
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¢ Der Elastizitatsmodul von 1,85 - 105M Pa entspricht dem des Stahles MANET
bei einer Temperatur von 470°C (fiir die Rechnungen mit temperaturunabhiingi-
gen Materialdaten).

e Der Temperaturausdehnungskoeffizient wurde in den Rechnungen mit tempera-
turunabhéngigen Materialdaten mit o = 12,0 107%% angesetat.

e Der Wirmeleitfihigkeit betridgt entsprechend MANET, bei Temperaturen um
470°, A = 26, 1.1%.

Die Grofilen der mechanischen und der thermischen Belastung kénnen als Vielfache
des EingangsflieBmomentes eingegeben werden. Dieses wird iiber die Flielspannung
ermittelt, welche im resultierenden Bree-Diagramm eine Variable, und somit frei wihl-

bar ist.

Abbildung 3.2 zeigt das Balkenmodell, wie es in den FE-Berechnungen Verwendung
gefunden hat.
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Abbildung 3.2: Balkenmodell: Balkenlinge = 50mm, Balkenhohe

Anzahl

tiefe =1mm, dargestellt ist nur der halbe Balken. Anzahl der Knoten: 3604,
der Elemente: 2496, Anzahl der freien Parameter (Freiheitsgrade): 14416. Die ther-
mische Belastung wirkt auf die untere Seite des Balkens, die obere Seite wird einer

Druckbelastung ausgesetzt. Die Pufferzone ist durch helle Elemente gekennzeichnet

und wird nur thermisch beansprucht.
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3.3 Ergebnisse

3.3.1 Biegelinie

Als deutlichstes Merkmal des Balkenverhaltens ist die Biegelinie anzusehen. In den
folgenden Diagrammen wird die Durchsenkung der Balkenachse in der Balkenmitte
iiber der Zyklenzahl aufgetragen, Abbildungen 3.3-3.8. Dabei bestehen die Zyklen
aus mehreren Recheninkrementen, bedingt durch die numerische Analyse. Eine Auf-
teilung der einzelnen Belastungszyklen ist notwendig, um ein Gleichgewicht in der
nicht-linearen Berechnung zu finden. Die Halbzyklen bestehen aus sieben Rechenin-
krementen wihrend der plastischen Phase und aus fiinf Recheninkrementen in der
elastischen Entlastung zum Ende der Rechnung. Die nach dieser Entlastung bleibende
Durchsenkung beschreibt die wihrend der Temperaturzyklen akkumulierte plastische
Verformung.

Man sieht, daf§ die Durchsenkung im ersten Autheizzyklus am gréfiten ist. Dies ist ein
Einschwingeffekt. Die in den Folgezyklen auftretenden Residuen-Spannungen reduzie-
ren die Verformung pro Halbzyklus.

Anhand der Abbildungen ist eine Unterscheidung der einzelnen Zonen des Bree-
Diagramms moglich:

e Der Fall des Shakedowns nach dem ersten Zyklus ist in Abbildung 3.3 zu
erkennen.
Die plastische Durchsenkung findet im ersten Halbzyklus statt. Anschliefend
finden nur noch elastische Schwankungen um diese plastische Verformung statt.

e Shakedown nach mehreren Zyklen, oder auch finites Ratcheting zeigen die
Abbildungen 3.4, 3.5 und 3.6.
Die erste Durchsenkung ist wiederum deutlich gré8er als die nachfolgenden.
In den Folgezyklen findet aber weiterhin eine Akkumulation der Verformungen
statt, wenn auch die Verformungsinkremente exponentiell abnehmen, bis der
Zuwachs der Durchsenkung nach einer gewissen Zyklenzahl, abhiingig von der
Grofle der Belastungen, vollstdndig zum Stillstand kommt. In Abbildung 3.6
ist zwar ein Shakedown-Zustand noch nicht erreicht, er ist aber anhand der
berechneten Zyklen abzusehen.

¢ Bei infinitem Ratcheting tritt auch nach unendlicher Zyklenzahl keine Ab-
nahme der Verformungsinkremente auf, Abbildung 3.7.
Der Mittelwert der Zunahme ist im idealen Fall vom zweiten Zyklus an kon-
stant. Tatséchlich zeigt sich hier eine Abnahme der Verformungsinkremente. Es
ist anhand der berechneten Zyklen nicht moglich eine eindeutige Aussage zu
treffen, ob es zu einem Shakedown kommen kann. Im Falle eines Versagens ist
wohl aber die Akkumulation der Dehnungen aus dem Ratcheting bestimmend.
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e In Abbildung 3.8 ist der Fall des plastischen Zyklierens dargestellt. Liegt das
mechanische Belastungsverhiltnis A—A% unterhalb von %, kann es zum Shakedown
mit anschliefendem plastischen Zyklieren oder ein dem Ratcheting tiberlagerten
plastischen Zyklieren kommen. In dieser Abbildung sind die durch das Ratche-
ting akkumulierenden Verformungsinkremente jedoch sehr viel geringer als jene,
die durch das plastische Zyklieren entstehen. Damit ist die Kurzzeit-Ermiidung
durch plastisches Zyklieren und nicht das Ratcheting der vorherrschende Versa-

gensmechanismus.
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Abbildung 3.3: Shakedown nach dem ersten Zyklus, 1‘—13& =
1,0, %’yﬂ = 1, 3, ideal-plastisches Materialverhalten
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Abbildung 3.4: Shakedown nach zwei Zyklen, % =

My
0, 83, %—% = 1,67, ideal-plastisches Materialverhalten
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Abbildung 3.5: Shakedown nach etwa 10 Zyklen, H‘S =
0,2, %f = 3, 5, ideal-plastisches Materialverhalten
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Abbildung 3.6: Shakedown nach mehreren Zyklen bei kin. Ver-
festigung, %—5— =1,0, %% = 2,0
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3.7: Ratchetingverhalten mit nahezu konstanter
M,

Zunahme des Verformungsinkrements = 1,0, ﬁ—% = 3,0,
ideal-plastisches Materialverhalten
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3.3.2 Uberpriifung der Vereinfachungen bei der Modellie-
rung

3.3.2.1 Anpassung des Modells an analytische Losung

Die Einfiihrung der Pufferzone zur Minimierung der inkompressiblen Einfliisse des
Materials und des Ubergangs vom elastischen zum plastischen Material besitzt auch
den Vorteil, daB dadurch eine realistischere Modellierung erreicht wird. Die Uberginge
der Winde auf die Stege zwischen den einzelnen Kiihlkanilen der ersten Wand werden
im Balkenmodel des analytischen Ansatzes als ideal starr angesehen. In Wirklichkeit
~verhalten sich aber auch diese Stege &hnlich der Pufferzone unter der Temperaturbe-
lastung, was bedeutet, daf} sie eine gewisse Verformung zulassen (Siehe Anhang A).
Der Einflufl der Querkontraktion und der Anisotropie in der Einspannung ist in Ab-
bildung 3.9 aufgetragen. Die Anpassung der elastischen Querkontraktion wurde aus
zuvor genannten Griinden unternommen. Es zeigt sich aber, dafl dieser Einflu} von
vernachlissigbarer Gréfle fiir das Ratchetingverhalten ist. Der Einflul auf die Durch-
senkung und die Gelenkbildung in der Einspannung ist vernachldssigbar. Weiterhin
ist zu erkennen, dafl die Querkontraktionszahl in der Einspannungen weniger stark
auf die Durchsenkung wirkt als die Modellierung der Anisotropie. Die aus diesen bei-
den Vereinfachungen resultierenden Abweichungen sind aber fiir die Betrachtung des
Balkenverhaltens von vernachlissigbarer Grofle.

3.3.2.2 Nicht-lineare Geometrie-Effekte und Verfestigung

In der Bernoulli-Hypothese werden kleine Verformungen vorausgesetzt. In der analy-
tischen Losung des Balkenratchetings wird das Gleichgewicht immer am unverformten
Balken gebildet. Eine Akkumulation der plastischen Dehnungen mit der Zyklenzahl
filhrt so zu einer grofleren Ungenauigkeit der Ergebnisse. Um eine Abschétzung der
Grofle dieser Abweichungen zu erzielen, wurden mit dem FE-Modell Berechnungen
mit linearem und mit nicht-linearem Verschiebungsansatz durchgefithrt. Damit sollte
die Beschriankung auf kleine Verschiebungen in der Bernoulli-Hypothese quantifiziert
werden. Ein Ergebnis fiir infinites Ratcheting ist in Abbildung 3.10 dargestellt. Da
die Abweichungen auch fiir grofere Zyklenzahlen vernachléssigbar sind, wurden die
Rechnungen im folgenden nur noch mit einem linearen Verschiebungsansatz durch-
gefiihrt, um Rechenzeit zu sparen.

Die geringen Unterschiede zwischen den beiden verfestigenden Materialien, ebenfalls
in Abbildung 3.10, lassen sich durch die geringen akkumulierten Dehnungen erkliren.
Da bei der thermischen Entlastung keine Gelenkbildung in der Balkenmitte auftritt,
konnen sich keine groflen plastischen Verformungen in Gegenrichtung zu der aus dem
Aufheizhalbzyklus bilden, wodurch der Unterschied zwischen den beiden Verfesti-
gungsarten nicht zum Tragen kommt.
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Abbildung 3.9: Abhédngigkeit des Ratcheting-Verhaltens von der Querkon-
traktion und der Isotropie der Temperaturdehnung in der Pufferzone. % =
My
1,0; 7\77; =2,0
1. Anisotrope Ausdehnung, v = 0,45
2. Anisotrope Ausdehnung, v = 0, 30 (verdeckt von Kurve 1)
3. Isotrope Ausdehnung, v = 0, 30

4. Isotrope Ausdehnung, v = 0,45
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Abbildung 3.10: Einflul der geometrischen Linearitdt und des Materialmodells auf das
Ratcheting-Verhalten. %’gﬁ =1,0; % =2,0

1. Elastisch ideal-plastisches Material, linearer Verschiebungsansatz
2. Elastisch ideal-plastisches Material, nicht-linearer Verschiebungsansatz
3. Kinematisch verfestigendes Material, linearer Verschiebungsansatz

4. Isotrop verfestigendes Material, linearer Verschiebungsansatz
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3.3.2.3 Einflufl der Materialparameter

Um den Einflufl der Materialparameter auf das Ratchetingverhalten des Balkens zu
untersuchen, wurden Rechnungen mit ideal-plastischem, kinematisch verfestigendem
und isotrop verfestigendem Material durchgefiihrt (Abbildung 3.10). Auch der Einfluf}
der inhomogenen Temperaturverteilung wurde durch die Abhingigkeit der Stoffwerte
von der Temperatur beriicksichtigt, Abbildung 3.11. Es zeigt sich, daf} die Parame-
ter sowohl qualitativ, als auch quantitativ verschiedene Einfliisse auf die Gréfle der
Durchsenkung besitzen - das Ratcheting-Verhalten, d.h. ob Shakedown oder nicht,
beeinflussen sie nicht.

Eine Verwendung von temperaturabhingigen Materialdaten, wie des Elastizitdtsmo-
duls E und der Querkontraktion v, fithren zu einer Abnahme der Dehnungsinkre-
mente, die Anpassung der Flieflspannung o,, der Warmeleitfahigkeit A und des Tem-
peraturausdehnungskoeffizienten o dagegen fiihren zu einer Zunahme der Dehnungsin-
kremente. Werden alle diese Grofen als temperaturabhéngig angesetzt, ergeben sich
etwa 5-10% groflere Durchsenkungen. Es ist deshalb bei einer genauen Berechnung
von Ratcheting-Effekten auf den Einflul des Materialratchetings zu achten. Da vor
allem die Fliespannung einen sehr grofien Einflufl besitzt, kann man in temperatu-
runabhéngigen Rechnungen zu besseren Aussagen kommen, setzt man die Fliefispan-
nung fiir die maximal auftretende Temperatur an. Dies gilt ebenfalls fiir die Werte
der Warmeleitfihigkeit und des Temperaturausdehnungskoeffizienten. Rechnet man
dagegen mit den Werten des Elastizitdtsmoduls und der Querkontraktion fiir die nied-
rigste auftretende Temperatur, so fiihrt die analytische Lésung zu einer konservativen
Aussage unter Berticksichtigung der Temperatureffekte.

Da in dieser Arbeit aber vor allem der Vergleich mit der vereinfachten analytischen
Losung im Mittelpunkt steht, wird nur darauf verwiesen, bei detaillierten Rechnungen
diese Effekte zu beriicksichtigen. (Anhang E).

Der Balken wurde sowohl mit anisotroper als auch mit isotroper Warmedehnung ge-
rechnet, um den Vergleich der eindimensionalen mit der dreidimensionalen Losung
vergleichen zu kénnen. Der Vergleich zeigt, dal auch diese Vereinfachung in der ana-
lytischen Losung keinen groflen Einflufl auf das Ergebnis besitzt, Abbildung 3.12.
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Abbildung 3.11: Einflul der Temperaturabhingigkeiten auf das Ratcheting Verhalten bei
ideal-plastischem Material, A—Aj[[f =1,0; %J;— =2,0.

1. konstante Stoffwerte

2. Flielspannung temperaturabhingig

3. Elastizitdtsmodul und Querkontraktion temperaturabhingig

4. Fliefspannung, Elastizitdtsmodul und Querkontraktion temperaturabhingig

5. Wirmeleitfihigkeit und Temperaturausdehnungskoeffizient temperaturabhéngig

6. Alle Stoffwerte temperaturabhingig
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3.12: Abhéngigkeit des Ratcheting-Verhaltens von der Isotropie des

Temperaturausdehnungskoefhizienten, %5 =1,0; %’ny = 2,0.
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3.3.2.4 Das plastische Gelenk

Im Unterschied zur eindimensionalen Theorie zeigen die FE-Berechnungen, dafl sich
das plastische Gelenk in der Einspannung keineswegs nur unmittelbar in der Einspan-
nebene ausbildet, sondern iiber einen Teil der Balkenlénge reicht. Deren Grofenord-
nung entspricht etwa der halben Balkenh6he, Abbildung 3.13. Dieser Effekt ist auch
als Endeffekt bekannt und wurde zuerst von Saint-Venant untersucht [73, 74].

Abbildung 3.13: Plastisches Gelenk in der Balkeneinspannung. Die Ausdeh-
nung des Gelenks in die Achsrichtung des Balkens entspricht etwa der halben
Balkenhohe - die dunkleren Bereiche sind die Bereiche, in denen die Fliefigrenze

erreicht wurde.
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Das Verhalten der plastischen Zonen in der Balkenmitte ist in den Abbildungen 3.14
und 3.15 zu sehen. Fiir Ratcheting mit plastisch zyklierenden Bereichen, oder den voll-
plastischen Balken, sagt das Shakedown-Theorem, daf} sich eine von der Balkenléngs-
koordinate unabhingige Anderung des elastischen Restquerschnitts 3 einstellt. Die
Abbildungen zeigen die Entwicklung des elastischen Restquerschnitts fiir einen Bela-

stungsfall von %’i = 0,5 und —f = 3,5 (Shakedown mit plastisch zyklierendem Teil-

bereich) fiir die Aufhelzhalbzyklen (Abbildung 3.14), bzw. fiir die Abkiihlhalbzyklen
(Abbildung 3.15). Man erkennt, da8 sich iiber den gréBten Teil des Balkens ein solch
konstanter Wert einstellt. In der Umgebung der Einspannung wird der Spannungszu-
stand vom plastischen Gelenk bestimmt. Die dunkleren Bereiche sind Bereiche plasti-
scher Verformungen. Man kann erkennen, daf sich mit zunehmender Zyklenzahl ein
stationdrer Zustand einstellt, ab dem keine VergréBerung dieser Bereiche stattfindet.
In den Abkiihlhalbzyklen 3.15 zeigt sich, daB, wie es auch die Shakedown-Theoreme
fordern, eine Angleichung des elastischen Restquerschnittes stattfindet. Ausnahme
hier ist das Gebiet der plastischen Verformungen in der Balkenmitte.

Eine Uberlagerung der Spannungsverteilung aus zwei zueinander gehérenden Halb-
zyklen zeigt eine Angleichung des elastischen Restquerschnitts {iber der gesamten
Balkenlidnge, Ausnahme ist nur der unmittelbare Einspannbereich.
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,E_, 1. Halbzyklus l:——a 3. Halbayklus E_. 5. Halbzyklus

L- 7. Halbzyklus L 9. Halbzyklus E—-' 11. Halbzyklus
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£—-—\ 13. Halbzyklus L—‘ 15. Halbzyklus L—x 17. Halbzyklus

Abbildung 3.14: Belastungsfall %-’y’ =0, 5; AMJS = 3, 5. Spannungsverteilung im Bal-
ken (Einspannung auf der linken Seite) zum Ende der Aufheizhalbzyklen. Mit zu-
nehmender Zahl stellt sich in den Aufheizhalbzyklen in den elastisch beanspruchten
Bereichen des Balkens ein konstanter Wert des elastischen Restquerschnittes ein. Es
kommt zum Shakedown.
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[—' 4 .Halbzyklus

4[——‘ 10. Halbzyklus

l'—* 16. Halbzyklus

L—‘ 6. Halbzyklus

[:—- 12. Halbzyklus
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Abbildung 3.15: Belastungsfall 22 = 0, 5; ¥z = 3 5. Spannungsverteilung im Balken
M,

M,

(Balkenmitte auf rechter Seite) zum Ende der Abkiihlhalbzyklen. Mit zunehmender
Zahl der Abkiihlhalbzyklen stellt sich in der Einspannung des Balkens ein konstanter
Wert des elastischen Restquerschnittes ein. Es kommt zum Shakedown.
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3.4 Verhalten bei kleinen mechanischen Momen-
ten

Bei kleinen mechanischen Biegemomenten kommt es im Uberlappungsbereich der pla-
stischen Zonen zum plastischen Zyklieren. Diese Schwankungen finden beim Shake-
down nach dem ersten Zyklus um einen, sich im ersten Zyklus eingestellten Wert der
plastischen Durchsenkung statt (Abbildung 3.16). (Kleine weitere Zunahmen der Net-
todehnung nach dem ersten Zyklus sind in dieser Abbildung noch zu erkennen. Diese
Belastungskombination liegt dicht an der Grenze zwischen Shakdown und finitem Rat-
cheting). Bei einem Shakedown nach einer endlichen Zyklenzahl, finites Ratcheting,
ist der Wert des Inkrements der Durchsenkung wihrend des Abkiihlens grofier, als der
der Riickverformung wihrend des Aufheizens (Abbildung 3.17).

Der hier auftretende Effekt der Riickverformung wihrend des Aufheizens kann von
der eindimensionalen Theorie nicht erklirt werden. Erwartet wiirde wie z.B. in Abbil-
dung 3.16 ein Ubergang der Durchsenkung in eine horizontale Gerade, in Abbildung
3.17 eine stufenweise weitere Durchsenkung mit einer Abnahme der Stufenhéhe und
anschlieBendem Ubergang in eine horizontale Gerade.
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Abbildung 3.16: Belastungsfall % = 0,05; %= = 3,5. Plastische Riick-
verformungen bei kleinen mechanischen Belastungen, nahe der Grenze
des Shakedowns nach dem ersten Zyklus. Plastisches Zyklieren.




3.4. VERHALTEN BEI KLEINEN MECHANISCHEN MOMENTEN

0.00 —

-0.02

-0.04 —

-0.06 —

-0.08 —

Durchsenkung [mm)]

-0.10

-0.12 —

0.14 T I I I T

3 6 9 12 15 18 21
Zahl der Halbzyklen

Abbildung 3.17: Belastungsfall %ﬂ =0,2; #* = 3, 5. Plastische Riickver-
formungen bei kleinen mechanischen Belastungen und finitem Ratcheting
und iberlagertem plastischen Zyklieren.
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3.5 Vergleich mit der analytischen Losung

In den Abbildungen 3.18, 3.19, 3.20, und 3.21 werden die auf analytischem und auf nu-
merischem Wege erzielten Ergebnisse fiir die Balkenbiegelinie verglichen. Dargestellt
wird die Durchsenkung der Balkenachse in der Balkenmitte, z = % Dieser Vergleich
ist nur moglich, wenn fiir die analytische Losung eine schrittweise Betrachtungsweise
vorliegt, in der jeweils die Gleichgewichtszustdnde nach den einzelnen Halbzyklen er-
mittelt wurden, hier also nur fiir mechanische Biegemomente gréfler als %My.

Der Vergleich zeigt, daf3 die eindimensionale Balkenlésung des Ratcheting-Problems
konservativ gegeniiber der dreidimensionalen FE-Rechnung ist. Sie sagt nicht nur
grofere Verformungen pro Zyklus voraus (Abb. 3.18), sondern ermittelt fiir den
Shakedown-Fall groflere Zyklenzahlen, bei denen ein eingeschwungener Zustand er-
reicht wird (Abb. 3.19, 3.20, 3.21).

Es wurde schon gezeigt, dafi die verschiedenen Vereinfachungen, welche fiir eine ana-
lytische Losung notwendig sind, keinen grofen Einflufl auf das Ratcheting-Verhalten
des Balkens besitzen. Die einzige Erklidrung fiir die unterschiedliche Gréfie der Durch-
senkung ist die Grofe des plastischen Gelenks in der Einspannung. In der dreidi-
mensionalen Rechnung zeigt sich, dafl der plastische Bereich grofler ist, als es die
Bernoulli-Hypothese erwarten 148t. Dadurch entstehen plastische Kriimmungen in ei-
nem grofleren Bereich der Einspannung, die insgesamt zu kleineren Durchsenkungen
tiber dem gesamten Balken fiihren.

In Abbildung 3.18 handelt es sich um eine Belastung, die im Bereich des infiniten
Ratcheting liegt. Es zeigt sich, daf8 die eindimensionale Betrachtungsweise fiir jeden
einzelnen Zyklus eine zu grofie Verformung ergibt.

Abbildung 3.19 zeigt das Balkenverhalten bei gleicher mechanischer Belastung fiir
ein geringeres thermisches Biegemoment. Es kommt in diesem Falle zum finiten Rat-
cheting nach der analytischen Losung, zum Shakedown nach der FE-Lésung. In der
FE-Berechnung ist schon nach dem zweiten Zyklus keine nennenswerte Zunahme der
Durchsenkung in Balkenmitte zu erkennen, wihrend eine Auswertung der analytischen
Betrachtung einen Shakedown erst nach dem 25ten Zyklus ergibt, wobei nennenswerte
Verformungen nur bis zum 5ten Zyklus auftreten.

Abbildung 3.20 und 3.21 zeigen zwei weitere Beispiele fiir finites Ratcheting.
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Abbildung 3.18: Belastungsfall —]N% =1,0; %;ﬂ = 2,0. Balkenlinie bei infiniter
Ratcheting-Belastung
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Abbildung 3.19: Belastungsfall 1—1‘;— = 1,0; ¥ = 1,3. Balkenlinie bei finiter
Ratcheting-Belastung/Shakedwon
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Abbildung 3.20: Belastungsfall %& = 0,7, -J‘;T: = 1, 8. Balkenlinie bei finiter
Ratcheting-Belastung
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Abbildung 3.21: Belastungsfall % =0,8; %f = 1,6. Balkenlinie bei finiter
Ratcheting-Belastung




3.6. UBERTRAGUNG DER FE-ERGEBNISSE IN DAS BREE-DIAGRAMM 81

3.6 Ubertragung der FE-Ergebnisse in das Bree-
Diagramm

Die Abbildungen 3.22 und 3.23 zeigen die mit ABAQUS berechneten Belastungskom-
binationen aus mechanischer und thermischer Belastung in dem Bree-Diagramm fiir
Ratcheting nach Typ-III. ‘

In den Abbildungen werden die verschiedenen Bereiche des Shakedowns, des finiten
Ratchetings und des infinten Ratchetings mit denen ihn zugeordneten Ergebnissen
aus der dreidimensionalen Berechnung dargestellt. Um eine konkrete Aussage iiber
das Verhalten des Biegebalkens unter den Belastungen zu erhalten, miifiten sehr viele
Lastfille berechnet werden. Aber selbst mit diesen ist es nicht mdglich die einzelnen
Bereiche sauber voneinander zu trennen. Hierin liegt der grofle Vorzug der analyti-
schen Losung.

Auch hier ist die Konservativitidt der analytischen Aussage zu sehen. Die Kurven zei-
gen die analytische Lisung, Punkte die FE-Ergebnisse. Lastkombinationen, welche
nach der analytischen Aussage schon zu Ratcheting fiihren miissten, liegen z.B. noch
im Bereich des Shakedown, Abbildung 3.22, Kombinationen aus dem Bereich des in-
finiten Ratchetings im Bereich des finiten Ratchetings, Abbildung 3.23. Die verschie-
denen Bereiche verschieben sich fiir eine dreidimensionale Auswertung zu héheren
Werten, d.h. die vereinfachte Annahme liefert fiir jede Belastungskombination eine
gewisse Sicherheit gegen die Grenzwerte. So liegt in Abbildung 3.23 die Grenze fiir
infinites Ratcheting deutlich oberhalb derer, welche die analytische Losung liefert. es
ist daran zu denken, dafl die FE-Ergebnisse fiir idealplastisches Material gelten. Eine
Verfestigung des Materials liefert ein zusétzliche Sicherheit.
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Abbildung 3.22: Grenze zwischen Shakedown-Bereich und Bereich des finiten Rat-
chetings
— Kurve als analytische Losung der Grenze zwischen dem Bereich des Shake-
downs/plastischen Zyklierens und dem Bereich des finiten Ratchetings

x Belastungskombinationen, die zu Shakedown fiithren

O Belastungskombinationen, die zu finitem Ratcheting fiihren
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Abbildung 3.23: Grenze zwischen Bereichen des finiten und des infiniten Ratchetings

— Kurve als analytische Losung der Grenze zwischen Bereich des finiten Ratchetings
und dem Bereich des infiniten Ratchetings

O Belastungskombinationen, die zu finitem Ratcheting oder plastischen Zyklieren
fithren

x Belastungskombinationen, die zu infinitem Ratcheting fithren







Kapitel 4

Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit ist es gelungen, einen neuartigen Typ des thermischen
Struktur-Ratchetings mit einem elastisch-plastischemn Balken-Modell zu beschrei-
ben. Den beiden bisher bekannten Ratcheting-Typen ist der Membran-Charakter der
zeitlich konstanten mechanischen Spannung gemeinsam. Beim Typ-I hat auch die zy-
klierende thermische Spannung Membran-Charakter, beim Typ-II dagegen besitzt sie
Biege-Charakter.

Bei dem hier vorgestellten neuen Typ-III haben sowohl die zeitlich konstante me-
chanische Spannung als auch die zyklierende thermische Spannung Biege-Charakter.
Dariiberhinaus variieren die mechanischen Spannungen lings der Balkenachse.

Das Problem wird an einem beidseitig fest eingespannten Biegebalken untersucht.
Die mechanische Spannung wird durch eine lings der Balkenachse konstante Linien-
last verursacht; die thermische Spannung entsteht durch einen zeitlich verénderlichen
Temperaturgradienten iiber der Balkenhohe.

Zu Beginn der vorliegenden Arbeiten waren dem Autor weder eine Beschreibung die-
ses Ratcheting-Typs noch eine Losung hierzu bekannt. Ende des Jahres 1993 wurde er
dann auf die Verdffentlichung von Majumdar [20] aufmerksam, in der die Existenz die-
ses Ratcheting-Typs bereits Anfang 1992 nachgewiesen und eine analytische Losung
vorgelegt wurde. Verdffentlichungen anderer Art hierzu sind bisher nicht bekannt.

In der vorliegenden Arbeit wurde ebenfalls eine analytische Losung des in Rede ste-
henden neuen Ratcheting-Typs hergeleitet. Ein bei Majumdar vorhandener Fehler
wurde eliminiert und ein mathematisches Problem in Zusammenhang mit der Balken-
einspannung wurde genauer diskutiert. Fiir bestimmte Belastungsverhéltnisse konnte
auflerdem eine inkrementelle Losung erzielt werden, die bei der Diskussion des Pro-
blems von Vorteil ist. Vor allem aber wurde die analytische Losung anhand von Finite-
Element-Berechnungen tiberpriift.

85




86 KAPITEL 4. ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK

Die Ergebnisse lassen sich in einem dem bekannten Bree-Diagramm entsprechenden
Diagramm darstellen. Ein Vergleich der Ergebnisse zeigt, dafl die Verwendung des
neuen Diagramms fiir Ratcheting vom Typ-III zu einer weniger konservativen reali-
stischeren Beurteilung fiihrt.

Die ebenfalls durchgefihrten FE-Berechnungen zeigen, dafl die analytische Ldsung
aber immer noch konservativ im Hinblick auf die Gesamtdehnungen ist. Die Zy-
klenzahlen bis zum Erreichen eines eventuellen Shakedowns werden iiberschétzt. Die
Beschrinkung auf ein elastisch ideal-plastisches Materialgesetz in der analytischen
Lésung ist ebenfalls konservativ, wie vergleichende FE-Berechnungen mit linear ver-
festigendem Material zeigen.

Anla8 fiir die durchgefiihrten Arbeiten waren Untersuchungen zur Ersten Wand von
TOKAMAK-Fusionsreaktoren. Die dort auftretenden Belastungen kénnten zu Rat-
cheting vom Typ-III fiihren. Eine Aussage allein mit FE-Rechnungen zu treffen wird
durch die Geometrie und die notwendigen zyklischen Rechnungen sehr problema-
tisch. Die vorgestellte analytische Losung an einem vereinfachten Modell ist hier lei-
stungsfiahiger. Sie zog zwar andere Unzulénglichkeiten nach sich, deren Einflufl aber
durch erginzende FE-Rechnungen bewertet werden konnte.

Bei der Ubertragung der Ergebnisse vom vereinfachten Modell auf die allgemeinen
Belastungen in den komplexeren Blanket-Strukturen wird es notwendig sein, ge-
nauere numerische Berechnungen durchzufiihren, sobald detaillierte Kenntnisse tiber
die Strukturen und deren Belastungen vorliegen. Vor allem ist der Aspekt der Uber-
lagerung lokaler und globaler Belastungen auf das gesamte Blanket und der damit
verbundenen Ersten Wand zu beriicksichtigen. Diese haben mehrachsige Spannungs-
zustdnde zur Folge, deren Einflufl auf das Ratcheting-Verhalten nicht vorausgesehen
werden kann. Die hier fiir die Erste Wand durchgefiihrte Untersuchung hat das Ergeb-
nis, dafl bei den gegenwéirtigen Geometrien, Belastungen und Materialen allein aus
den lokalen Belastungen kein Ratcheting im Normalbetrieb auftreten kann. Dies ist
fiir diverse Storfallszenarien, wie z.B. Plasmadisruptionen, noch nachzuweisen.

Fiir die analytische Losung ist es von Interesse, sie um den Einfluf} linearer Mate-
rialverfestigung zu erweitern. Es ist jedoch fraglich, ob dies in geschlossener Form
erreichbar ist.

Die Auswirkungen des strahlungsinduzierten Kriechens auf das Ratcheting-Verhalten
ist fiir die Auslegung zukiinftiger Leistungsreaktoren ebenfalls zu diskutieren. Die
dazu notwenige Datenbasis ist aber noch nicht verfiigbar.
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Anhang A
Die Erste Wand

Unabhéngig von den verschiedenen Blanketkonzepten, die fiir einen TOKAMAK-
Fusions-Reaktor verfolgt werden, liegen in der Ersten Wand, als die dem Plasma
unmittelbar benachbarte Struktur, die héchsten Belastungen.

Abbildung A.1 zeigt die Geometrie der Kiihlkanile in der Ersten Wand fiir das Dual-
Coolant Konzept und Abbildung A.2 das BOT-Konzept, zwei Blanketkonzepte fiir

den DEMO-Reaktor.
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Abbildung A.1: Geometriedaten der Ersten Wand des Dual Coolant Konzepts
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Abbildung A.2: Geometriedaten der Ersten Wand des BOT-Konzepts

Tabelle A gibt Auskunft tiber die Belastungen, denen die Erste Wand bei zwei Blanket-
Konzepten des DEMO-Reaktors ausgesetzt ist. Die Werte stammen aus [77], [78], [79]:
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Belastungen in den Kiihlkanilen

DC-Konzept BOT-Konzept Einheit
Outboard | Inboard | Outboard | Inboard

Kiihlmitteldruck 8 8 8 8 [MPa]
.maximale Kiihlmitteltemperatur 350 350 450 ] e
im Auslafl
fninimale Kiihlmitteltemperatur 950 950 950 i &)
im Einlaf
maximale Strukturtemperatur 490 i 590 ) &e
bei Normalleistung
maximale Strukturtemperatur 530 590 i i &)
bei Maximalleistung
mittlere Wirmestrombelastung 0.4 0.4 0.4 0.4 ALY
maximale Wirmestrombelastung 0.5 0.5 0.5 0.5 MY
maximale Primérspannung 190 i 56 2 } [MPa]
bei Normalbetrieb 1
maximale Gesamtspannung 441 ) 511 3 i [MPa]
bei Normalbetrieb!

Lnur lokale thermische Spannungen
2bei 400° C
3bei 500° C







Anhang B
ASME-Code

Alle folgenden Angaben beziehen sich auf druckfiihrende Komponenten in Spaltungs-
reaktoren nach dem ASME Boiler and Pressure Vessel Code: Code Cases:

Nuclear Components [1].

Sie sind damit anwendbar auf die Auslegungen nach Bree, nicht jedoch auf den Bie-
gebalken. Betrachtet werden Rohre und Leitungen, welche durch Innendruck, lokale
Krifte, AuBBendruck und Temperaturbelastungen beansprucht werden. Weitere Span-
nungen konnen dabei durch Einspannungen und Diskontinuitéten in der Struktur
entstehen. Im folgenden beschrénke ich mich hier auf die Belastungen, die auch im
Bree-Diagramm beriicksichtigt werden:

e Innendruck

e Temperaturgradient

B.1 Spannungs-Kategorien

Aus diesen beiden Belastungen konnen in den druckfiihrenden Strukturen folgende
Spannungskategorien induziert werden:

e Generelle primire Membranspannung £,

Lokale primdre Membranspannung P,

Primére Biegespannung P,
¢ Expansionsspannung P,

Sekundérspannung @
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e Spannungsspitzen F'

Von diesen Spannungskategorien sind durch die Vereinfachungen auf eindimensiona-
les Dehnungsverhalten im Bree-Diagramm nur noch P, und @ iibriggeblieben. Die
Intensitatsfaktoren By, Prund P, entfallen durch die Vernachléssigung der Endeffekte
und die eindimensionale Betrachtung. Spannungsspitzen durch lokale Diskontinuititen
oder lokale Warmespannungen werden nicht berticksichtigt.

B.1.1 Definition der Spannungskategorien

Primire Membranspannung: Primérspannungen sind alle Normal- oder Scher-
spannungen, welche durch eine aufgepragte Last hervorgerufen werden und not-
wendig sind fiir die Erfiillung des dufleren und inneren Gleichgewichts der Kréfte
und Momente.

Prim#rspannungen sind nicht selbstbegrenzend: Ein Uberschreiten der Flief-
spannung endet im Versagen oder wenigstens in grofien Verzerrungen. Thermi-
sche Spannungen sind keine Primérspannungen.

Man unterscheidet generelle und lokale primére Membranspannungen:

¢ Generelle primire Membranspannung:
Die Spannung ist in der Struktur so verteilt, dafl infolge des Flielens keine
Belastungsumverteilung auftritt.

e Lokale primire Membranspannung:
Diese entstehen, wenn eine Membranspannung durch Druck oder eine an-
dere mechanische Belastung in Zusammenhang mit einem Primér- oder
Diskontinuitétseffekt bei der Verlagerung der Last auf andere Teile der
Struktur iiberméflige Verzerrungen hervorruft.
Obwohl sie gemeinsame Charakteristiken besitzen, werden diese Spannun-
gen aus Griinden der Konservativitdt in der Beurteilung nicht als Se-
kundérspannungen betrachtet.
Die Spannung gilt dann als lokal, wenn die Ausdehnung der Zone, welche
eine Gréfle von 1.1, iiberschreitet, in meridionale Richtung nicht grofler
ist als 1.04/Rt, wobei R der minimale Kriimmungsradius und ¢ die mini-
male Dicke der betrachteten Region bedeuten. Bei der Auslegung ist darauf
zu achten, dafl der Abstand zwischen solchen Regionen einen bestimmten
Grenzwert nicht iiberschreitet. Dieser Mindestabstand ist abhéngig von der
Geometrie der Struktur.

Grobstruktur-Diskontinuitit: Eine geometrische oder materialabhéngige Diskon-
tinuitét, die die Spannungs- oder Verzerrungsverteilung iiber die gesamte Wand-
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dicke der druckfiihrenden Struktur beeinflufit. Spannungen durch solche Diskon-
tinuitdten sind Anteile der wahren Spannungsverteilung, welche Biegung und
Membrankraft-Resultierende ergeben, wenn sie iiber die Wanddicke integriert
werden.

Primire Biegespannung: Variabler Anteil der Normalspannung

Expansionsspannung: Spannungen, die durch die Behinderung von freien Endver-
schiebungen entstehen.

Freie Endverschiebungen: Relativverschiebung, welche enstehen wiirden, wenn
zwel Strukturen sich unter der Einwirkung von Lasten frei gegeneinander ver-
schieben kénnten.

Sekundirspannung ': Eine Normal- oder Scherspannung, die entweder aufgrund
einer Behinderung durch benachbartes Material oder durch Selbstbehinderung
in einer Struktur entsteht. Sekundirspannungen sind selbstbegrenzend. Lokales
FlieBen und kleinere Verzerrungen konnen die Randbedingungen erfiillen, durch
welche sie hervorgerufen werden, ohne dafl Versagen durch einmaliges Aufbrin-
gen der Spannung erwartet werden mu$.

Generelle thermische Spannungen sind Sekundéirspannungen.

Thermische Spannung: Eine Spannung im Selbstgleichgewicht, hervorgerufen
durch eine ungleichférmige Temperaturverteilung oder unterschiedliche Warme-
ausdehnungskoeffizienten. Thermische Spannungen entstehen immer dann, wenn
ein Korper daran gehindert wird, die bei der gegenwértigen Temperatur normale
Gro8e oder Form einzunehmen. Man unterscheidet zwei Formen:

1. Die generelle thermische Spannung ist mit Verzerrungen in der Struktur
verbunden. Wenn der Wert dieser Spannung das zweifache der Flieigrenze
iiberschreitet - ohne lokale Konzentrationen zu beachten -, ist die elasti-
sche Analyse unzuléssig und es kénnen inkrementelle Verformungen unter
zyklischer thermischer Belastung auftreten.

Beispiel: Spannung induziert durch radialen Temperaturgradienten.

2. Die lokale thermische Spannung ruft keine differentiellen Ausdehnung und
damit keine Verformungen hervor. Diese Art der Spannungen sollte nur bei
der Untersuchung des Ermiidungsverhalten beriicksichtigt werden.

1Zur Unterscheidung von Sekundirspannungen siehe auch [80]
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Spannungsspitzen: Ein Spannungsinkrement, das zu den Primér- und Se-
kundérspannungen addiert wird und durch lokale Diskontinuitédten oder lokale
Wiérmespannungen, einschlielich Spannungskonzentrationen, entsteht. Span-
nungsspitzen rufen keine erkennbaren Verformungen hervor und sind nur im
Zusammenhang mit Rif8bildung zu untersuchen.

B.1.2 Lastfall des Bree-Diagramms/Druckfithrende zylin-
drische Strukturen
Die Belastungen in den Brennstoffhiillrohren oder auch dem Reaktordruckbehélter

konnen aus folgender Tabellen entnommen werden, wobei diese Strukturen als ideale
Zylinder angenommen werden und keine Anschliisse besitzen.

Klassifikation der Spannungsintensitit in Behéiltern
Ort der Belastung | Belastungsart Spannungsart Klassifikation
Belastungen am Rohr | Innendruck generelle P,
ohne Endeffekte Membranspannung
Spannungsgradient Q
durch Wanddicke
Verbindung Innendruck Membran P
mit Abschluf} Biegung Q
Beliebig radiale dquivalente Q
Temperatur- | lineare Spannung
verteilung
nicht-linearer F
Anteil
Beliebig Beliebig Spannungs- F
konzentration
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Klassifikation der Spannungsintensitit in Rohren
Diskontinuititen
beriicksichtigt?
Ort der Belastung Belastungsart | Klassifikation | global | lokal
‘Rohr ohne Gabelung Innendruck P, nein nein
oder Abzweigung | P, und Q ja nein
F ja ja
Dauernde mech. P, nein nein
Lasten inkl. P, und Q ja nein
Eigengewicht F ja ja
Expansion P, ja nein
F ja ja
Expansion Q ja nein
F ja ja
Beliebig Nicht-linearer F ja ja
radialer
therm. Gradient
Linearer F ja nein
radialer
therm. Gradient
Bewegungen der Q ja nein
Befestigung

In den idealisierten Bedingungen des Bree-Diagramms werden nicht alle aufgefiihrten
Spannungsklassifikationen beriicksichtigt:

e Die Spannungskategorie P;, entfillt, wenn eine eindimensionale Betrachtung er-
folgt, wie es bei Bree geschieht. In ihr sind die Anteile enthalten, die durch den
Abschlufl der Zylinder entstehen, d.h. die Anteile, die durch eine Behinderung
der freien Biegung entstehen.

e Die Spannungskategorie F' wird vernachléssigt, da sie nur fiir elastisches
Ermiidungsverhalten von Belang ist. Andererseits sind im Bree-Diagramm
nur lineare Temperaturgradienten vorgesehen; Spannungskonzentrationen durch
z.B. lokale Temperaturerhbhungen treten nicht auf.

e Die Expansionsspannungen P, entfallen mit der Bedingung, da8 die zylindri-
schen Strukturen endlos sind, d.h. sie besitzen kein Abschliisse.
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e Anteile der Sekundérspannungen, welche durch Befestigungen oder das Eigen-
gewicht entstehen, werden bei Bree ebenfalls nicht berficksichtigt.

B.2 Spannungsanalyse und Spannungsbewertung

B.2.1 Spannungsintensititen

Unter Spannungsintensititsfaktoren versteht der ASME-Code die dquivalente Inten-
sitit der kombinierten Spannungen (eine Vergleichsspannung). In diesem Code ist es
der zweifache Wert der maximalen Scherspannung (Tresca-Fliefkriterium, Anhang
D). Die Spannungsintensitit ist somit die Differenz der algebraisch gré8ten und der
algebraisch kleinsten Hauptspannung. Diese Definition basiert auf der Theorie der
maximalen Schubspannung, welche die Fliefigrenze charakterisiert.

Die Spannungsbetrachtung ist fiir jeden Punkt durchzufiihren, solange nicht in allen
Punkten der gleiche Spannungszustand herrscht.

Die berechneten Spannungsintensitidten diirfen bestimmte Grenzwert nicht tiberschrei-
ten. Diese Grenzwerte differieren abhingig von der Art der Spannungskategorie.

Das Vorgehen bei der Berechnung der Intensititen ist wie folgt:

1. Man wéhle ein orthogonales Koordinatensystem (z.b. radial, longitidinal, tan-
gential).

2. Man bestimme die Spannungskomponenten fiir jede der auftretenden Belastun-
gen und teile sie in die verschiedenen Klassifikationen ein:
(a) Generelle primire Membranspannung P,
(b) Lokale primére Membranspannung Py,
(c) Primére Biegespannung B,
(d) Expansionsspannung P,
(e) Sekundérspannung Q
(f) Spannungsspitzen F'
3. Man berechne die algebraische Summe der Spannungskomponenten aus den ver-

schiedenen Belastungen fiir jede Spannungskategorie einzeln. Kombinationen
der Klassifikationen sind zu berticksichtigen.

4. Die Spannungskomponenten sind fiir jede Spannungskategorie in die Haupt-
spannungsrichtungen zu iibertragen.
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5. Man berechne die Spannungsdifferenzen S;; aus den Hauptspannungen der ein-
zelnen Kategorien:
Sij =0; — 05 mit Z,j = {1,3}
S = max{S’ij}
S ist dabei die Spannungsintensitét fiir die jeweilige Spannungskategorie, wobei
sich die Spannungsanteile aus den verschiedenen Belastungen zusammensetzen.

Fiir Spannungszyklen ist zu untersuchen, ob die Spannungsdifferenzen kleiner als ein
gegebener Grenzwert sind. Dabei unterscheidet man zwei Fille:

e Die Hauptspannungen besitzen eine konstante Richtung.

1. Die Hauptspannungen sind tiber der Zeit aufzutragen, wobei sowohl globale
und lokale Strukturdiskontinuititen, als auch thermische Spannungen zu
berticksichtigen sind.

2. Man bilde fiir die gesamte Betrachtungszeit die Differenzen der Hauptspan-
nungen und bezeichne diese mit: S;; = 0; —o; mit ,j = {1,3}

3. Aus diesen Werten finde man fiir jedes S;; den absoluten Maximalwert tiber
der Zeit und bezeichne diesen mit Sy;;. Der halbe Wert Sui; = 0.5 S5
ist die alternierende Intensitéit. Mit Sy = max{Su:i;} als grofitern dieser
Werte ist die Intensitédt gegeben.

e Die Richtungen der Hauptspannungen variieren (allgemeiner Fall).

1. Anstelle der Hauptspannungen miissen nun die einzelnen Spannungskom-
ponenten tiber ihrem Zeitverlauf aufgetragen werden.

2. Man identifiziere das Extremum des Lastzyklus der jeweiligen Komponente.

3. Man substrahiere dieses Extremum vom zeitlichen Verlauf der zugehoérigen
Spannungskomponente.

4. Die Hauptspannungen zu jedem Zeitpunkt werden aus dieser Substraktion
berechnet,.

5. Das folgende Vorgehen ist analog dem Vorgehen bei den Hauptspannungen
konstanter Richtung.
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B.3 Spannungsgrenzen

B.3.1 Elastische Analyse

Zu unterscheiden sind bei den Spannungsgrenzen zwischen Entwurfslasten, Betriebs-
lasten und Testlasten und damit auch zwischen den zugehdrigen Spannungsgrenzen.
In diesem Abschnitt wird nur auf die Entwurfs- und die Betriebslasten eingegangen,
wobei die Entwurfslasten zwar den hochsten Sicherheitsanspriichen gentigen, die Be-
trieblasten aber zusétzlich noch gegen Spannungen aus zyklischen Belastungen ausge-
legt werden miissen. In allen Féllen liegt der Spannungsbewertung eine elastische Be-
rechnung zugrunde. Untersucht man auch plastisches Verhalten, wie z.B. in der Limit-
Analyse oder Shakedown-Betrachtungen, so kénnen sich Abweichungen zu geringeren
Anforderungen an die Spannungsgrenzen ergeben. Bemessen werden die Spannungs-
grenzen an denen fiir das jeweilige Material zuldssigen Werten. So bedeuten:

( + Bruchfestigkeit
2 Streckgrenze
Sm=Minimum{ 3§ Zeitstandfestigkeit

1% thermisches Kriechen

5% bestrahlungsinduziertes Kriechen

B.3.1.1 Spannungsgrenzen fiir Entwurfslasten

e Generelle primdre Membranspannungsintensitét:
Abgeleitet aus der Spannungskomponente P, als durchschnittlicher Wert iiber
der Wanddicke ohne die Beriicksichtigung sekundérer Spannungen oder von
Spannungsspitzen. Der erlaubte Wert von .Sy, ist der der Auslegungstemperatur.

e Lokale Membranspannungsintensitét:
Abgeleitet aus der Spannungskomponente Pj ohne die Beriicksichtigung se-
kundirer Spannungen oder Spannungsspitzen. Der erlaubte Wert betragt 1.5 Sp,.

e Primire (lokale oder generelle) Membran- plus priméire Biegespannungsinten-
sitit:
Abgeleitet von Py, + P, ensteht diese Intensitit als Maximalwert der Membran-
spannung plus der Biegespannung, erzeugt durch mechanische Lasten ohne Se-
kundéirspannungen oder Spannungsspitzen. Fiir Rechteckquerschnitte betrégt
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der erlaubte Wert 1.5 S,,. Fiir andere Querschnitte ist der Faktor o das Verhélt-
nis der Belastungen, welche einen vollplastischen Querschnitt erzeugen, zu den
Belastungen, die Flielen in den extremen Fasern des Querschnitts hervorrufen.
Dabei darf « nicht den Wert fiir reine Biegung oder sogar 1.5 {iberschreiten.

In der folgenden Tabelle B.3.1.1 sind die Spannungskategorien, ihre Intensitdtsbe-
zeichnungen und die Grenzwerte gegeben.

Spannungsart Primé#rspannung
generelle lokale Biegespannung
Membranspannung Membranspannung
Mittlere Priméarsp. Mittl. Spannung tiber Linearer Anteil
iiber Querschnitt. Ohne | jeden Querschnitt. der Primé#rspannung
Diskontinuitdten und | Mit Diskontinuitdten Ohne
Konzentrationen. Nur aber ohne Diskontinuitéten
durch mech. Lasten Konzentrationen. Nur | und Konzentrationen
erzeugt. durch mech. Lasten Nur durch mech.
erzeugt. Lasten erzeugt.
Symbol P, P P,
Kombination ' I L ] L J
der Komponenten l
und Spannungs- P,
grenzen
Y -
A
PL —
1 — -
Y
Pr+ P —
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B.3.1.2 Spannungsgrenzen fiir Betriebslasten (Level A)

Die Level A Spannungsgrenzen stellen die héchsten Anforderungen an die Betriebs-
lastenbewertung. Sie miissen fiir alle als Betriebslasten spezifizierten Groflen erfiillt
werden.

e Primire Membran- und Biegespannungsintensitit:
Hier ist kein einzelner Grenzwert gegeben. Allerdings miissen die Spannungen,
die durch Primérlasten hervorgerufen werden, berechnet und mit den Auswir-
kungen anderer Lasten kombiniert werden. Sie miissen dann die obigen Grenz-
werte der Entwurfskriterien erfiillen.

e Primdire plus sekundire Spannungsintensitét:
Diese Grenze ist abgeleitet vom Maximum der Membranspannung, plus der Bie-
gespannung, plus der Sekundirspannungen, welche durch den Betriebsdruck,
spezifizierte mechanische Lasten und generelle thermische Spannungen hervor-
gerufen werden. Die Grenze fiir diese Spannung betrégt 3 .5,.

e Expansionsionsspannung (Nicht anwendbar auf Behilter):
Maximalwert der Spannung, der sich durch Behinderung freier Verschiebungen
einstellt, wobei Diskontinuititen unberiicksichtigt bleiben. Die Grenze liegt fiir
diese Intensitit bei 3 5,.

e Analyse fiir zyklischen Betrieb:

Fiir verschiedene gegebene Lasten (Gasdruck, Druckschwankungen, Tempera-
turdifferenzen und nicht-konstante mechanische Lasten) sind die Intensitéten
und Zyklenzahlen zu berechnen. Erfiillen diese gegebene Grenzwerte, so ist eine
zyklische Analyse nicht notwendig. Spitzenspannungen miissen die Ermiidungs-
kriterien erfiillen. Zusétzlich sind jedoch die Strukturen auf thermisches Ratche-
ting zu untersuchen.

Werden die aufgefiihrten Kriterien nicht erfiillt, wird ein Analyse fiir die zy-
klischen Belastungen notwendig. Zuséitzlich miissen die Spannungsgrenzen fiir
Level A Lasten erfiillt werden. Bei der Auslegung wird wie folgt vorgegangen:

— Spannungsdifferenzen S, bestimmen, wie vorgegeben.

— Lokale Strukturdiskontinuititen miissen anhand theoretischer, experimen-
teller oder numerisch ermittelter Spannungskonzentrationsfaktoren be-
stimmt werden.

— Mit den gegebenen Ermiidungskurven sind die kritischen Werte zu ermit-
teln.
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— Der Effekt des Elastizitdtsmoduls wird beriicksichtigt.

— Die Schadensakkumulation wird berechnet.

e Thermisches Ratcheting: Unter bestimmten Kombinationen von konstanten me-
chanischen und zyklierenden thermischen Belastungen konnen grofie Verzerrun-
gen entstehen.

Der Grenzwert um ein Anwachsen des Durchmessers einer achsensymmetrischen
Schale zu verhindern ist:

— Fall 1: Lineare Variation der Temperatur durch die Wand:
fiir 0<z<05 ¢y =1/z
fir 05<2<10 ¢ =4(1-1)

— Fall 2: Parabolische konstant ab- oder zunehmende Temperaturverteilung
iiber der Wanddicke:
fir 0615 <z <1.0 ¢y =5.2(1-2)
fiir z < 0.615 gendhert:
(z =0.3,y' =4.65), (z = 0.4,y' = 3.55), (x = 0.5,y = 2.70)

mit z = Mazimale M eglbranspannum

y
/ Mazimal erloubte thermische Spannung auf elastischer Basis
und ' = 3

Der Gebrauch der Flieﬁspannungy Sy anstelle der Proportionalitatsgrenze in den
Formeln erlaubt einen geringen Durchmesserzuwachs in den ersten Zyklen. Ist
25,(N = 10") < S, in den anwendbaren Ermiidungskurven, so ist dieser Wert
zu verwenden.

Siehe dazu auch Abbildung B.1.
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B.3.1.3 Anwendung der elastischen Analyse fiir Spannungen oberhalb der
Fliefigrenze

Der mit elastischen Ansétzen berechnete zuldssige Spannungwert kann die Flie8grenze
des Materials tiberschreiten. Die Grenze von 3.5, fiir die Summe aus Primér- und
Sekundérspannung ist so gewéhlt, dafl sie zu Shakedown nach wenigen Zyklen fiihrt,
solange keine lokalen Strukturdiskontinuititen oder lokale thermische Spannungen
vorliegen.

Diese beiden Faktoren werden aber nur in einer Ermiidungsuntersuchung betrachtet.

B.3.2 Anwendung plastischer Analyse

Wird eine plastische anstelle der elastischen Analyse herangezogen, so kann dies zur
Entschirfung der Spannungs-Grenzwerte fithren.

B.3.2.1 Limit Analyse

Wenn gezeigt werden kann, daf die Lasten nicht mehr als 2/3 der unteren Kollapslast
iiberschreiten, so miissen die Bedingungen der elastischen Grenzwerte aus den Ent-
wurfslasten nicht erfiillt werden. Als Flie8grenze ist hier 1.5 S,, anzusetzen.

Bei der Verwendung der 2/3 Kollapslast ist es notwendig Spannungskonzentrationen,
die z.B. zur Bildung plastischer Gelenke fiihren, zusétzlich auf Ermiidung, Ratcheting
und Beulen zu untersuchen.

B.3.2.2 Experimentelle Analyse

Wie bei der plastischen Analyse wird hier die Kollapslast als Bemessungsgrenze be-
trachtet. In diesem Fall ist der Grenzwert 2/3 der Test-Kollapslast.

B.3.2.3 Plastische Analyse

Anstelle der linearen Dehnungs-Spannungkurve, wie in der elastischen Analyse, wird
hier die wahre Dehnung-Spannungs-Kurve fiir die Berechnungen verwendet. Sie kann
sowohl nichtlinear in der Geometrie, als auch in der Verfestigung sein. Es ist zu zeigen,
daf§ die Lasten den Wert von 2/3 der durch plastische Analyse ermittelten Kollaps-
last nicht iiberschreiten. Lokale Spannungskonzentration, z.B. an Stellen, an denen
sich Gelenke ausbilden, missen einbezogen werden. Ebenso die Effekte dieser Kon-
zentrationen auf Ermiidung, Ratcheting und Beulen. Die minimale Wanddicke mufl
eingehalten werden.
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B.3.2.4 Shakedown-Analyse

Die Bedingungen, die durch eine Ratcheting-Untersuchung (s.0.) gestellt werden,
miissen nicht erfiillt werden, wenn folgende alternativen Bedingungen erfiillt werden:

e Die Spannungen werden auf elastischer Basis bestimmt.

e Die Konstruktion wird als akzeptabel angesehen, wenn anstelle der elastischen
Bedingungen sich nach wenigen Zyklen ein Shakedown einstellt, basierend auf
einer plastischen Spannungsanalyse.

e Bei der Berechnung der Spannungen fiir eine Ermiidungsgrenzenbestimmung
sollte die maximale Dehnungsweite in Hauptspannungsrichtung, welche nach
dem Shakedown eintritt, mit dem halben Elastizititsmodulus der mittleren
Zyklentemperatur multipliziert werden.

B.4 Vergleich der Awuslegung nach ASME mit
dem Balkenratcheting

Legt man die Balkenstruktur, wie sie in Abschnitt 2 beschrieben wird, nach den rein
statischen Anforderungen des ASME-Code aus, so zeigt sich, daf} ein plastisches Ver-
halten nicht ausgeschlossen werden kann. Das heifit, dafl eine Auslegung nach den
Vorgaben der Ratcheting-Auslegung (B.3.1.2) stattfinden mu8.

Im folgenden Diagramm fiir das Ratcheting-Verhalten des Biegebalkens sind grob
gestrichelt die Auslegung fiir Betriebslasten und fein gestrichelt die Ratcheting-
Auslegung nach dem ASME-Code eingezeichnet. Man erkennt, dafl bei Benutzung
des Grenzwertes S,, durchaus plastische Verformungen auftreten kdonnen. Auch die
Bildung eines plastischen Gelenks in der Einspannung nach dem ersten Halbzyklus
1st moglich. Legt man dagegen gegen zyklische Belastungen aus, d.h. man nimmt als
Spannungsintensitit den halben Wert der Gréfle .S, so 1463t man keinerlei plastische
Verformungen zu. Kann aber eine einmalige plastische Verformung toleriert werden,
kommt man zu einem zu konservativem Design in bezug auf die Shakedownlasten.
Bei einer Auslegung gegen Ratcheting ist fiir kleine thermische Momente keine Si-
cherheit gegeben. In diesem Fall unterschétzt die Auslegung das Eintreten plastischer
Verformungen, die zu diesem Versagenstyp flihren kénnen.

Fiir alle Auslegungen nach ASME, die Ratcheting nach dem Bree-Typ beriicksichti-
gen, werden die Primérlasten zu konservativ beurteilt, was auf den Biegespannungs-
charakter der Primérspannung des Typ-III Ratchetings zuriickzufiihren ist. Es ist
eine Erhthung der mechanischen Lasten mdglich, ohne dal Ratcheting oder selbst
eine Gelenkbildung eintreten kann.
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Abbildung B.2: Breediagramm fiir den Biegebalken mit zulidssigen Werten fiir Ausle-
gung nach ASME






Anhang C

Balkentheorie nach Bernoulli

C.1 Elastische Theorie

Ausgehend von der Untersuchung eines Balkens unter Biegung entdeckte Bernoulli,
dafl unter bestimmten Vereinfachungen und Annahmen die Kriimmung der elastischen
Linie proportional zur Biegebelastung ist:

1 w"(z)

") = R = TR ©1)

Die dafiir notwendigen Voraussetzungen sind:
e Der Balken ist in seinem Ausgangszustand gerade.
e Die dufleren Krifte greifen in der Symmetrieebene der Querschnitte an.
¢ Diese Krifte werden immer am unverformten Balken betrachtet.
e Die Deformationen werden durch die elastische Linie w(z) charakterisiert.

Die vor der Verformung ebenen, auf der Balkenachse senkrecht stehenden Quer-
schnitte sind auch nach der Verformung eben, d.h. sie erfahren keine Verwolbung,
und stehen auch nach der Verformung senkrecht auf der elastischen Linie
(Bernoulii-Hypothese)

Diese letzte Forderung ist wesentlich fiir die Balkenbiegung. Fiir die reine Biegung,
d.h. einen Balken, auf den keine Querkrifte einwirken, bildet die elastische Linie, oder
auch die Kriimmungslinie, einen Kreisbogen, womit die Bedingung der senkrechten
Querschnitte eindeutig erfiillbar ist. Treten jedoch Querkréfte auf, d.h. % =@ #0,
so miissen diese durch Schubspannungen {ibertragen werden. Dies bedingt aber zusam-
men mit der Feststellung, dafl die Schubspannungen an freien Oberflichen identisch
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0 sind, eine Verwdlbung der Querschnitte. Die Annahme, die Bernoulli seiner Balken-
hypothese zu grunde legt, vernachléssigt also den Einflul der Schubspannungen.

Nun zur Herleitung der Differentialgleichung der neutralen Faser. Die Forderung, dafl
die Querschnitte, welche im unverformten Zustand senkrecht auf der Balkenachse
stehen, auch nach der Verformung noch senkrecht auf ihr stehen, bedingt fiir zwei
unmittelbar benachbarte Querschnitte, dafl sich ihre Spuren im Kriimmungsmittel-
punkt der elastischen Linie w(z) schneiden. Die einzelnen Fasern des Balkens bil-
den dabei konzentrische Kreisbdgen. Die Fasern, welche in der neutralen Ebene der
Kriimmung liegen behalten ihr Linge, Fasern, welche auf der Zugseite liegen, erfahren
eine Verlingerung, wihrend jene auf der Druckseite eine Verkiirzung erfahren (Abbil-
dung C.1).

Abbildung C.1: Balkenbiegung mit ebenen Querschnitten

Mit den Bezeichnungen aus Abbildung C.1 148t sich schreiben:

ds' = (R + 2)da = ds + zdo
ds'—ds _ da _ z

ds  “ds R
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Die linke Seite der obigen Gleichung ist aber nichts anderes als ¢;, und mit dem
Hooke’schen Gesetz gilt:

oy = Eeg, = B = 04(, )

R(z)

Dieses Gesetz sagt nicht anderes, als dafl die Normalspannungen in jedem Querschnitt
eine lineare Verteilung tiber der Balkenhéhe besitzen. Die Spannungen sind also tiber
das Hook’sche Gesetz mit den Kriimmungen &(z) = g5 verbunden.

Die Lage der elastischen Linie, oder neutralen Faser, ergibt sich aus den Gleichge-
wichtsbedingungen (im folgenden soll nur Biegung um eine der Koordinatenachsen,
um die y-Achse berticksichtigt werden). Fiir die schiefe Biegung kénnen analoge Be-
trachtungen durchgefiihrt werden, siehe auch [81}):

A/amdA:%A/szzo

Das statische Moment [ 2z dA muf also beziiglich der y-Achse verschwinden. Die Bal-
A

kenachse ist demnach die neutrale Faser. Ihre Lage wird beschrieben durch w(z), ihre
Kriimmung durch x(z). Die Gleichgewichtsbedingung fiir das Biegemoment liefert:

E
MI(E)

mit dem Haupttrigheitsmoment (hier nur Biegung um einer der Haupttrigheitsachse)

M(z) =

I:A/z(a:)dA

Mit der Kriimmungsformel in C.1 erhilt man so die Differentialgleichung fiir die neu-
trale Faser oder auch elastische Linie zu:

k(z) = 1 = ;=

R(z) (14 w2(z))?
Fiir die Normalspannungen gilt:
M(z)
0z =7 ) z

Die Formel zeigt, dafl die Spannungen vom Material - dem Elastizitdtsmodul F - un-
abhingig sind und nur von der Querschnittsform - die Flichentrigheitsmomente I -




124 ANHANG C. BALKENTHEORIE NACH BERNOULLI

bestimmt werden. Die maximalen Spannungen treten an den beiden dufleren Fasern
des Balkens auf.

Die zweimalige Integration der Differentialgleichung, welche eine Beziehung zwischen
der duBeren Belastung durch das Biegemoment und der Kriimmung des Balkens dar-
stellt, ergibt die Biegelinie w(z):

dz + Cy

w(z) =/ o(z)
z V 1-— (p2(.’L‘)
mit

ola) = = [ M(a) dz +C,

bei von z unabhéngigem 1.
Die Losung der Gleichung ist nur fiir den Fall M(x) = M = const. trivial. Fir
beliebige Momentenverliufe greift man deshalb auf folgende Uberlegung zuriick:
Sind die Verformungen klein, so ist auch die Neigung, d.h. die erste Integration der
Kriimmung, klein. Man kann das Quadrat der Neigung gegeniiber 1 vernachléssigen
und fiir die Krimmungsgleichung C.1 schreiben:

dPw _ M(z)

w'(s) = 5 = == (C.2)

Diese Differentialgleichung 148t sich sehr einfach integrieren. Die Konstanten bestim-
men sich aus den Lagerungsbedingungen des Balkens, z.B. w(z) = 0 in einer Lagerung
und % = 0 in Symmetriepunkten oder festen Einspannungen.

Fiir den beidseitig fest eingespannten Balken unter konstanter verteilter Last, oder
auch Linienlast der Grofie p, ergibt sich z.B. als Biegelinie:

pl? [z 2?
wll(m) = ~—MA——2~‘<-Z“"—Z—2>
e = e PE(E 7
w'(z) = —Muyz 5 <2l P +Cy

T S L C A
’U}(fL) = A/_[A <6[ 12l2>+01.’1§'+02
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Mit den Randbedingungen:

w(0) = 0, w(0) = 0, und w’(%) —0

ergeben sich fiir das bisher unbekannte Randmoment M4 und die Integrationskon-
stanten:

Cl‘——Cg = 0

1
My = ——pl*
A 1217

Die nach Bernoulli benannte Biegetheorie kann durch die Berticksichtigung einiger
Erweiterungen an spezielle Gegebenheiten angepaflt werden, so u.a.:

e Einer Korrektur fiir Balken mit Querschnittsabmessungen b >> h (diinne Plat-
ten), welche auch auf Querdehnungsbehinderung in Einspannungen iibertragbar
ist.

e Das Prinzip von Saint-Venant, welches den Einflul von Lokalspannungen

durch Krafteinleitungspunkte definiert [81]:

In hinreichender Entfernung vom Angriffspunkt eines Kriftesystems
hingt dessen Wirkung nicht mehr merkbar von seiner Verteilung, son-
dern nur noch von seinen statischen Resultanten ab.

oder

Statisch dquivalente Kréftesysteme sind in hinreichender Entfernung
vom Angriffsbezirk auch elastisch dquivalent.

e Beriicksichtigung der Schubspannungen aus angreifenden Querkréften.

Diese Erweiterungen sind in verschieden starkem Umfang auch fiir das Ratcheting des
Biegebalkens zu beriicksichtingen (Kapitel 3).
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oA o=f(¢)
Of Locooos
/E ideall-plastisch
I
=Ee
- & Y :
- — T L -
! & €
i
|
i
YV ] - Gf

Abbildung C.2: Momenten-Kriimmungs-Beziehung im elastischen und plastischen Be-
reich

C.2 Erweiterung fiir plastisches Materialverhal-
ten

Fiir den elastischen Biegebalken gilt die lineare Momenten-Kriimmungs-Beziehung.
Sobald jedoch in den am hochsten belasteten Randfasern die Fliefigrenze des Materi-
als erreicht wird, gilt diese Beziehung nicht mehr. Unter Beibehaltung der Bernoulli-
Hypothese vom Ebenbleiben der Querschnitte und des Lastangriffes in der Symmetrie-
ebene, kommt man fiir immer noch kleine Verformungen einfach zu einem neuen
Zusammenhang.

Bei einer Belastung, die hoéher ist als jene, welche die dufleren Fasern plastisch be-
ansprucht, bilden sich plastische Bereiche aus. Diese Bereiche dehnen sich {iber die
Balkenhohe und in Balkenachsrichtung aus, bis sie die neutrale Faser erreicht haben.
Fir einen doppeltsymmetrischen Querschnitt geschieht diese Ausbreitung im Zug-
und im Druckbereich gleichzeitig. Die Momenten-Kriimmungs-Beziehung ist in Abbil-
dung C.2 fiir einen beliebiges Material und fiir ein ideal-plastisches Material qualitativ
wiedergegeben. Flielen setzt bei Spannungen von ofbzw. — oy und Dehnungen von
7 bzw. —¢&; ein. Die plastische Beziehung ist die noch unbekannte Funktion o = f(e).
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Zur Bestimmung dieser Beziehung stehen zur Verfiigung:

e Die Gleichgewichtsbedingung (mit o, = 0, = 7, = 0):

0o, n OTay n 0Tz

Ox oy 9z 0

e Die Spannungs-Dehnungsbeziehung fiir den elastischen Bereich:

Ep = ¥l Ey =€, = — 05 = —VEy

E

und fiir den plastischen Bereich mit dem Hencky’schen Gesetz, Anhang D':

1 1 1
> — 3—‘G;U:z:7 Eyp, =€z, = T4 0= —3Ep _

co » = 766G,

y

e Als Fliefigesetz gelte das verallgemeinerte v.Mises Gesetz:

oy = \/03 + 3(72, + 72,

Fiir eine Biegung nur um die y-Achse liegen die Trennflichen zwischen den elastischen
und plastischen Bereichen im Abstand z; = Sh von der zy-Ebene der neutralen Faser
(Abbildung C.3). Die Kontinuitéit verlangt, daB am Ubergang des elastischen zum
plastischen Bereich die Spannungen gleich grof sind. Fiir die Schubspannungen be-
deutet dies, daf} auch im elastischen Bereich fiir die Querkontraktion eine Gréfle von
v = 0.5 angenommen werden muf}. Dies gilt im strengen Sinne nur fiir inkompressibles
Material.

Da fiir ideal-plastisches Material die plastische Biegespannung o,, konstant bleibt,
und die Schubspannung 7,,, = 0 vernachldssigt wird, folgt aus der Gleichgewichts-
gleichung:

OTzz,

0z

Die Tatsache, dafi an den freien Oberflichen keine Schubspannungen enstehen kénnen,
bedeutet, dafl die Schubspannungen in den plastischen Bereichen verschwinden.

=0 (C.3)

1Die doppelte Indizierung mit p bezieht sich auf plastische Grofien
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&
plastische Zonen

Abbildung C.3: Spannungs- und Dehnungsverteilung bei plastischer Biegung

Die Bernoulli-Hypothese fordert fiir den gesamten Balkenquerschnitt:
z

" R()
In den elastisch-plastischen Grenzflichen gilt damit:

f  _ 9§

e4(, 2)

dA = b(z)dz = b(eR)Rd ¢

ergibt sich fiir das Kréftegleichgewicht

/ 0,dA = R f F(e)b(eR)de =0

A

wobei €; und &, die Dehnungen an der Ober- bzw Unterseite des Balkens sind. Die
Gleichung zeigt auch, da8 fiir nicht doppeltsymmetrische Querschnitte das statische
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Moment nicht mehr verschwindet, d.h. die neutrale Faser adndert ihre Position in
Abhéngigkeit von der Lage der plastischen Regionen. Fiir das Momentengleichgewicht
gilt:

31
M(z) = / ooz dF = R? / F(e)b(eR)ede (C.4)
A —&2
Zudem 148t sich schreiben:
2h
€1 = B €2

Damit 148t sich als dritte Gleichung zur Bestimmung der drei Unbekannten
R(z), €,(z) und &,(z) schreiben:

0w 1 1 Ef,  Efy
W SR S m et T,

C.2.1 Balken mit Rechteckquerschnitt

Fiir einen Balken mit Rechteckquerschnitt, zy, = 25, = 2y, aus ideal-plastischem Ma-
terial mit gleicher Zug- und Druck-Fliegrenze lautet die elastisch-plastische Flief-

funktion:

o= fle) =—-0p =—FEep fir £ < —¢&f
=EBe =FBerf fir —¢p<e <g (C.5)
=o0; =Fep i £ >e¢5

Die Symmetrie bedingt weiterhin, daf fiir die Randfaserdehung &, = g3 = ¢ ist.
Eingesetzt in die Gleichung fiir das Momentengleichgewicht C.4 ergibt sich mit gy = %:

_.3EI€f 1<€f)2
M(m)_—Z h {1 3 \¢&p

Mit der Einfiihrung des elastischen Grenzmomentes, oder auch EingangsflieBmomen-
tes, bei welchem die Randfasern die Fliefigrenze erreichen, M¢h = Elgy, und unter

Beachtung von —f-zo = 2L erhslt man schlieflich:
3 1 (z(z) 2
‘ =2 B e Al C.6
M(z) 2Mf {1 3 < 7 ) (C.6)

oder fiir die Grenzflichen der plastischen Zone:

2(2) _ oy M(x)
f—h———ﬁ(m)— 3—27%-—
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Damit lautet die Momenten-Kriimmungs-Beziehung fiir die plastischen Bereiche:

FPw e g 1
0z z(z) Blz)h 3 — oM(@)

M(x
My

C.2.1.1 Bestimmung der Schubspannungen

Wie schon oben gezeigt, entstehen in den plastischen Bereichen keine Schubspannun-
gen. In den elastischen Bereichen treten jedoch nach wie vor Schubspannungen auf.
Mit der Gleichgewichtsbedingung unter Vernachldssigung der Schubspannungen 7,
gilt:

0oy  OTy,

oz 0z

=0

Differenziert man das Stoffgesetz C.5 fiir den elastischen Anteil und ersetzt %’ aus
Gleichung C.6, so erhilt man einen Ausdruck fiir %, welcher eingesetzt in die Gleich-
gewichtsgleichung und durch Integration mit der Ubergangsbedingung am elastisch-
plastischen Grenzbereich 7., = 0 fiir die Schubspannung ergibt:

2
ok dM | [z
7-(37’ Z) B QZV[fo(iL”) dCE 1 Zf

Fir z; = % geht diese Gleichung in die bekannte Beziehung fiir den vollelastischen
Balken iiber.




Anhang D

Plastizitat

D.1 Flieigesetze

Der folgende kurze Uberblick iiber die Grundlagen der Plastizitét ist ein Auschnitt
aus der Plastizitdtstheorie, der hier Verwendung findet. Einen generellen Uberblick
findet man u.a. in [82, 83, 84, 85, 86].

Tresca erkannte dafi metallische Werkstoffe zu flieflen beginnen, wenn fiir die grofite
Schubspannung gilt:
1 1
Trnaz = 5(01 —03) = 5% (D.1)
falls, wie iiblich, die Hauptspannungen nach ihre Grofle indiziert werden: o1 > o9 >
03. Die Grofle oy, ist eine Materialkonstante und 148t sich aus dem einachsigen Zug-
versuch ermitteln. Die Gréfie oy ist dieser dquivalent, gilt aber fiir allgemeine Span-

nungszustinde und wird einachsige Vergleichsspannung genannt.

Eine neue Fliefbedingung stellte v.Mises auf:
(0'1 — 02)2 + (0’2 - 0'3)2 + (03 - 0’1)2 = 20’%/0 (D2)

Um eine Beziehung zwischen den plastischen Dehnungen und den Spannungen aufzu-
stellen sind einige Betrachtungen notwendig. Experimente haben gezeigt, daf} sich die
Gesamtdehnung in ihren elastischen und ihren plastischen Anteil zerlegen 148t:

E=¢€c+&p

Der hydrostatische Druck erzeugt in technischen Bereichen keine plastischen Dehnun-
gen. Es gilt also:

€py =0

131
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D.1.1 Der Spannungszustand

Zieht man vom Spannungstensor den hydrostatischen Spannungszustand ab, der ja
keinen Einflufl auf die plastischen Dehnungen besitzt, erhdlt man den Spannungsde-
viator:

S'=8—pl

mit p = %aii, I = Einheitstensor, S =Spannungstensor und S’ =Spannungsdeviator.
Der Spannungsdeviator 148t sich auch durch seine Hauptspannungen o}, o4, o%, dar-
stellen. Die Invarianten des Spannungstensors lauten:

J = a'+a'+a’:0

1 2 2 2
Jy = o a + aycrz + a <7‘my + 7, + 'rm)
/ i !
Oz Tay Taz
1 ’ / /
J; = Tym a,y Ty/z
Tox sz 0,

Die Spannungsinvariante J; kann man in Beziehung zur Oktaederschubspannung
setzen. In den Flichen eines Oktaeders, welche die Hauptspannungsachsen in glei-
cher Entfernung vom Ursprung schneiden, besitzen die Normalspannungen die Gréfie
0o = p und damit die Schubspannung die Gréfe 75 = \/——g‘;Jﬁ. Da, wie schon ge-
sagt, der hydrostatische Spannungszustand keinen Einflu8 auf die plastischen Verfor-
mungen hat, charakterisiert die zweite Invariante den allgemeinen dreidimensionalen
Spannungszustand.

Es bietet sich die Moglichkeit, den allgemeinen Spannungszustand in Relation zu den
experimentellen Ergebnissen des einachsigen Zug- oder Druckversuchs zu setzen:

3 1
O'V:ETOZ%\/V((H 2+(0'2—~0”3)2+ 0'3—0'1 \/‘3]’

D.1.2 Der Dehnungszustand

Auch den Verzerrungstensor kann man in einen Dehnungsdeviator und die mittlere
Dehnung e aufspalten. Fiir kleine Verformungen gilt:
1_ 1
e = §€ = g&ii
mit £ = Volumendilatation.
Der Deformationstensor 143t sich weiterhin in seinen elastischen und seinen plastischen
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Anteil aufspalten, so dafl man schreiben kann:
1
D=De—|—Dp:Dé+Dz’,+§§eI

Die Invarianten des Dehnungstensors lassen sich auf die gleiche Art und Weise be-
stimmen, wie fiir den Spannungstensor. Fiir die Oktaederfliche ergibt sich analog:

&y = €

2
W = e G e = -3

Als einachsige Vergleichsdehnung ergibt sich:

1 / 4
Ey = \/7 \/_\/ (&1 — £3)* + (62 — £3)? + (€3 —€1)? = “g*]elﬂ

D.1.3 Flieibedingungen

Zuerst soll nur eine Fliebedingung fiir ideal-plastisches Material gesucht werden. Ist
das Material isotrop, so ist die Fliebedingung von der Lage der Hauptachsen des
Spannungszustandes unabhiingig, also eine Funktion der drei Hauptspannungen. Da
nur der Spannungsdeviator plastische Verformungen hervorruft, mufl das Flie3gesetz
allein durch die Invarianten dieses Tensors zu beschreiben sein. Mit J; = 0 also:

F(Jor J3) = a1, 03, 03) = g(o1, 02, 03) = const.

Die Unabhéngigkeit vom hydrostatischen Spannungszustand bedingt, dafl die
Fliefifidche senkrecht zur Ebene o] + o4 + 04 = 0 offen sein muf}, im Hauptspan-
nungsraum also einen Zylinder bildet. Zu beachten sind deshalb nur noch die Span-
nungsanteile in dieser Ebene, die durch die Flielgrenzkurve begrenzt werden. Diese
Kurve muf, da sie eine Funktion der Invarianten ist, symmetrisch zu den Achsen sein,
und sie muf} bei isotropem Material zudem unabhiingig von der Spannungsrichtung
sein. Erfiillt werden diese Bedingungen sowohl vom gleichseitigen Sechseck als auch
vom Kreis.

Der Kreis ist die Fliefigrenzekurve, welche v.Mises benutzt. Die Fliefbedingung nimmt
dann die Form an:

1 1
FUR) = =Ty = 5(0 + 032 + o) = 2o,

D1es s\/gt nichts anderes, als dafl das Material bei einer Oktaederschubspannung von
= %oy, zu flieBen beginnt.
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Tresca entwickelt die FlieSbedingung fiir das Sechseck:

[(01 —03)% — O'VO] [(02 —03)% — GVO] [(03 —01)? ~ avo] =0
Flieflen setzt demnach ein, wenn die grofite Hauptspannungsdifferenz, welche der dop-
pelten maximalen Schubspannung entspricht, den Wert der einachsigen Vergleichs-
spannung erreicht. Neben diesen beiden Flielgesetzen existieren andere, zum Teil sehr
viel komplexere Gesetze, die hier aber nicht weiter Verwendung finden.

D.1.4 Spannungsdeformationsbeziehung

Das Elastizitétsgesetz 148t sich durch nur 2 Gleichungen darstellen:

S =2GD,

p= K¢

Im plastischen Bereich gibt es zum einen das finite Spannungs-Deformationsgesetz
nach Hencky, in welchem das Elastizitdtsgesetz formal iibertragen wird. Hierzu wird
der Gleitmodul G durch den plastischen Gleitmodul G, ersetzt, der mit der Oktaeder-
schubspannung verdnderlich angenommen wird. Hier sind der Spannungsdeviator und
der plastische Deformationstensor koaxial. Superposition mit dem elastischen Gesetz
ergibt:

1 4 1
2G, 2G
Ein differentielles Spannungs-Dehnungs-Gesetz stammt von De Saint-Venant,
Lévy-v.Mises und Prandtl-Reuss. Es schreibt sich als:

dD, = d\S'" |
wobei d\ = f(I})df > O eine skalare Grofle ist, die von der Vergleichsspannung

abhéngt. In diesem Gesetz sind also die plastischen Deformationséinderungen mit dem
Spannungsdeviator koaxial. Das Fliefigesetz lautet dann:

D’:D;+Dp:< )S’, p=Ks

/_i ! / —-__1_
dD —2Gd5 + S'dA, d5~de

Der unbekannte Proportionalitdtsfaktor d)\ 148t sich aus Betrachtungen zur Ge-
staltinderungsenergie herleiten, welche die Energie ist, die der Spannungsdeviator
am Deformationstensor verrichtet. Aus dem Vergleich der Energieanteile fiir den
allgemeinen Spannungszustand und den einachsigen Zugversuch errechnet man mit
ov = ¢(ey,) als experimentell gewonnener Beziehung:

3d€vp 3

dA = - =
2 oy 20’1/(,0/
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D.1.5 Verfestigungsarten

Bei verfestigenden Werkstoffen wird das Flieflgesetz der ideal-plastischen Theorie,
floij, k) = 0, durch das Gesetz g(oy5,¢5;, K) = 0 ersetzt. Dabei bedeuten f; die zu-
vor erreichten plastischen Dehnungen, womit die Belastungsgeschichte einen Einfluf3
auf den Spannungszustand hat, und K einen nicht konstanten Verfestigungsparame-
ter. Ein einfacher exponentieller Ansatz mit nur drei Paramatern zur Beschreibung
solchen Materialverhaltens stammt z.B. von Ramberg und Osgood [87], der aber zy-
klische Effekte (s.u.) nicht beriicksichtigen kann.

Die beiden einfachsten Verfestigungsmechanismen, die aber nie vollkommen getrennt
auftreten, sind die kinematische und die isotrope Verfestigung.

Bei der isotropen Verfestigung fiihrt eine Belastung oberhalb der Flieigrenze zu einer
isotropen Aufweitung der Fliekurve, d.h. sie behilt ihre Form und ihren Mittelpunkt
bei. Beschreiben 148t sie sich durch die Gleichung: g(oy;,€5;, K) = ®(03;) — K = 0,
mit K als monoton wachsender Funktion der plastischen Verzerrungsarbeit.

Bei der kinematischen Verfestigung fiihrt eine plastische Belastung zu einer Verschie-
bung der Fliekurve innerhalb der Ebene of 404403 = 0. Der Durchmesser der Kurve,
gegeben durch die Vergleichsspannung oy, bleibt dabei konstant. Die Fliegleichung
lautet fiir diesen Fall: g = f [(03; — ai;), k] = 0.

D.1.6 Zyklische Plastizitit

Fiir zyklisches Plastifizieren sind spezielle Stoffgesetze entwickelt worden, welche das
Strukturverhalten wie Shakedown oder Ratcheting beschreiben kénnen. Um diese be-
schreiben zu kénnen, wurden zahlreiche Materialtests durchgefiihrt und die Parameter
der Gesetze an das jeweilige Material angepaft. Einen Uberblick zu diesen Entwick-
lungen zeigt folgende Literatur: [88, 89, 90, 91, 92, 93, 5, 94, 95, 96, 97, 98]







Anhang E

Materialratcheting

Materialratcheting ist Ratcheting, welches bei homogener Beanspruchung auftritt und
ist damit ein reiner Werkstoffeffekt. Materialratcheting 148t sich am einfachsten im
Spannungsraum darstellen.

Fiir die vereinfachende Darstellung seien folgende Annahmen gemacht:

e Der Werkstoff sei isotrop.

Die Flieifliche sei nach Mises oder Tresca gewahlt.

e Das Werkstoffgesetz geniige den Stabilitétskriterien nach Drucker (bedingt eine
konvexe Fliefifliche).

Der hydrostatische Spannungszustand besitze keinen Einflul auf die Fliefigrenze,
so dafl diese nur durch den deviatorischen Spannungstensor beeinflufit wird.

Fiir ein assoziiertes Flielgesetz wird die Richtung des plastischen Dehnungsinkre-
mentes durch die Normale im zugehorigen Spannungsbildpunkt auf der Flieffliche
gegeben, Kapitel D. Ruft eine zyklische Belastung proportionale elastische Span-
nungsénderungen hervor, so fiihrt der Belastungsweg durch den Koordinatenursprung
des Spannungsraums.

Die Richtung der plastischen Dehnungsinkremente ist entgegengesetzt und bei einer
wechselnden Belastung auch gleich grof. Es werden also in einem Zyklus keine Net-
todehnungszunahmen hervorgerufen.

Fiir ein ideal-plastisches Material ist die Form und Lage der Fliefifiiche unverander-
bar. Ein verfestigender Werkstoff variiert bei isotroper Verfestigung die Grofle
der Flieffliche, bei kinematischer Verfestigung die Lage der Flieffliche im Span-
nungsraum. Dazwischen koénnen alle méglichen Kombinationen bestehn. Eine bela-
stungsinduzierte Anisotropie fiihrt zur Forménderung der Fliefisiche. Die verdnderte
Flie8fliche wird als Verfestigungs- oder Belastungsfliche bezeichnet.

137
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E.1 Auswirkung der Verfestigung

E.1.1 Isotrope Verfestigung

Bei reiner isotroper Verfestigung liegt eine Zunahme der zyklischen Streckgrenze mit
dem ersten Zyklus vor. Als Konsequenz nimmt das plastische Dehnungsinkrement
nach dem ersten Zyklus auf Null ab. Es kommt zu einem Shakedown.

E.1.2 Kinematische Verfestigung

Bei reiner kinematischer Verfestigung wird nach dem ersten Zyklus ein Zustand des
zyklischen Plastifizierens erreicht, bei dem die plastischen Dehnungsinkremente entge-
gengesetzt gleich groB sind. Eine Auslegung gegen Kurzzeit-Ermiidung ist notwendig.

E.1.3 Uberlagerte Verfestigungsmechanismen

Werden die beiden vorherigen Verfestigungsmechanismen iiberlagert, wie es bei realen
Metallen haufig der Fall ist, so stellt sich der Shakedownzustand oder der Zustand
zyklischen Plastifizierens erst nach einer gewissen Zyklenzahl ein. Das plastische Deh-
nungsinkrement nimmt mit der Zyklenzahl ab - die maximale Inkrementgréfie wird
nach dem ersten Zyklus erreicht.

E.2 Nicht iibereinstimmende Flie3- und Bela-
stungsflache

Es gibt experimentelle Ergebnisse, bei welchen nach einer anscheinend reversiblen
Entlastung nicht wieder die zuvor erreichte Fliespannung als Fliegrenze gilt, sondern
plastische Verformung schon bei einer niedrigeren Spannung einsetzt. Es liegt also eine
Diskrepanz zwischen Fliefifiiche und Belastungsfliche vor, in derem Inneren ja jede
Belastung reversibel sein sollte. Fiir die Modellierung dieses Phdnomens, welches bei
zyklisch schwellender Belastung zu einem Ratcheting-Effekt fiihrt, gibt es verschiedene
Ansétze:

¢ Trennung von Flie- und Belastungsfliche.
e Binfiihrung dynamischer Erholungsterme.

e Unterschiedliche FlieBgeschwindigkeiten abhéingig von der Uberspannungsrate.
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E.3 Temperaturabhingige Materialdaten

Ein Material mit bilinearem Verfestigungsverhalten werde einer zyklischen mecha-
nischen Belastung und phasenverschoben einer zyklischen Temperaturdnderung un-
terworfen. Es handelt sich um ein Material mit kinematischer Verfestigung, welches
bei isothermer mechanischer Beanspruchung kein Ratchetingverhalten aufzeigt. Die
mechanische Belastung sei eindimensional auf Zug.

E.3.1 Temperaturabhingige FlieBgrenze

Die Flielgrenze nehme bei zunehmender Temperatur ab. Zum Zeitpunkt fy besitze
das Material eine Temperatur 717, welches die héhere Temperatur sei.

Wird jetzt die Struktur mechanisch iiber seiner Fliegrenze beansprucht, so verschiebt
sich die Flieffliche entlang der zur Belastung proportionalen Spannungsachsrichtung
(im eindimensionalen Zug entlang einer der Hauptachsen) im Spannungsraum. Dabei
bleibt der Radius der (Mises-)Fliefifliche unverindert.

Ist die maximale Spannung (Zeitpunkt ¢;) erreicht, so wird die Temperatur bis zum
Zeitpunkt ¢ty auf den Wert T5 gesenkt. Dabei vergrofert sich der Radius der Fliefiflédche,
ihr Mittelpunkt bleibt unverdndert. Der zugehorige Spannungspunkt wandert dadurch
vom Rand der Flieffliche ins Innere der Flie3fliche.

Bei jetzt konstant niedriger Temperatur wird die Struktur entlastet. Bis zum FErrei-
chen der Flieffliche, d.h. bis zur Entlastung um Ao = —(oy, + oy, ) findet eine rein
elastische Verformung statt.! AnschlieBend verschiebt sich die Flieffiiche mit dem
Spannungsbildpunkt, bis dieser wieder seine urspriingliche Lage im Spannungsraum
eingenommen hat. Er liegt jetzt aber auf dem Rand der Fliefifliche. (Zeitpunkt ¢3)
Als néchstes werde die Struktur bis zum Zeitpunkt ¢4 auf die urspriingliche Tempera-
tur 77 angehoben, ohne mechanisch belastet zu sein. Der Spannungspunkt hélt seine
Lage auf der FlieBfliche bei, gleichzeitig verringert sich der Radius der Fliefliche.
Der Spannungsbildpunkt behélt seine Lage im Spannungsraum bei, wihrend plasti-
sche Dehnungen durch die Relativbewegung des FlieSkurvenmittelpunktes entstehen.
Im Gegensatz zur kinematischen Verfestigung bei isothermer Belastung ensteht hier
also im ersten Zyklus eine Nettodehnungszunahme. Das plastische Dehungsinkrement
bei thermischer Belastung wird gegeben durch:

E—-F
A5t3—t4 = *E‘Et“é (Uyk - Uyh)

Index h fiir hoehere, Index k fiir tiefere Temperatur
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E.3.2 Temperaturabhingiger Plastizitdtsmodul

Wird der gleiche Belastungsablauf wie oben bei einer Struktur aus Material mit tem-
peraturabhéngigem Tangentenmodul aufgebracht, so stellt sich infinites Ratcheting
ein.

Der Plastizitdtsmodul sei bei hdheren Temperaturen geringer. Daraus folgt, dafl bei
einer Entlastung bei niedriger Temperatur das plastische Dehungsinkrement geringer
ist, als jenes bei Belastung unter héherer Temperatur (Der elastische Anteil ist tem-
peraturunabhingig).

Die Nettozunahme der Dehnung fiir jeden Zyklus aufler den ersten ist:

E; — Ey,

o — 20
EtkEth ( max y)

Aé}wlast =

E.4 Form der FlieB3flache

Bei mehrachsigen Spannungszustinden konnen noch weitere Ratcheting-Arten un-
terschieden werden. Im folgenden wird angenommen, daf} sich die Spannungen pro-
portional dndern, d.h. im Spannungsraum liegen sie auf einer Geraden durch den
Koordinatenursprung. Hierbei spielt die Form der Fliefliche eine Rolle. Bei einer
Mises-Fliefifldche, wie sie den meisten Materialmodellen zugrunde liegt, zeigen sich
die folgenden Effekte nicht.

E.4.1 Strength-Differential-Effects

Besitzt das Material fiir Druck und Zug unterschiedliche Fliegrenzen, so entfallen
drei der Symmetrieachsen, welche die Tresca- oder auch die Mises- FlieSfliche defi-
nieren. Aus der sechseckigen Tresca-Fliefiflache kann so im Extremfall eine dreieckige
Flieffliche werden, deren Eckpunkte auf den Spannungsachsen liegen. Da eine be-
liebige Gerade durch den Koordinatenursprung jetzt die Seiten der FlieBfliche nicht
mehr normal schneidet, filhren plastische Dehnungsinkremente in jedem Zyklus zu
einem Dehungszuwachs normal zur Belastung. Das fiihrt z.B. bei einem Rohr unter
zyklischer Torsion zu einer Léngung.

E.4.2 Second-Order-Effects

Diese Effekte beschreiben geringe Abweichungen von der Flieffliche ohne die sechs
Symmetriebedingungen zu verletzten. Auch sie kénnen, wie SDE-Effekte zur Verlinge-
rung eines Rohres unter zyklischer Torsionsbelastung fiihren. Die Lingsdehnungen
liegen dabei aber nur in einer Gré8enordnung des Quadrats der Schubspannungen.
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E.5 Anisotropie

Auch Anisotropie fiihrt zur Verletzung der Symmetriebedingungen der FlieSfliche,
was bei mehrdimensionaler Belastung zu Ratcheting filhren kann.

E.5.1 Orthogonales Ratcheting

Ein mehrachsiger Spannungszustand muf nicht proportionalen Anderungen der Span-
nungskomponenten unterliegen. Wird z.B. eine zyklische Belastung der einen Span-
nungskomponente einer zweiten konstanten Spannungskomponente iiberlagert, so
fiihrt dies selbst bei einer alle sechs Symmetriebedingungen erfiillenden FlieBfliiche
zu Ratcheting.

Durch die Nichtproportionalitdt der Belastungen haben die plastischen Dehnungs-
inkremente einen Anteil normal zum Belastungsweg, der den Ratcheting-Effekt
begriindet. Bei ideal-plastischem Material wird dies zu einem infiniten Ratcheting
fiithren, d.h die plastischen Dehnungsinkremente besitzen fiir jeden Zyklus eine kon-
stant bleibende Grofle. Im Falle kinematischer Verfestigung dagegen verschiebt sich
der Mittelpunkt der FlieBfiiche auf die Belastungsgerade, so dafi die Normalkompo-
nente der plastischen Dehnungsinkremente fortfillt. In diesem Falle spricht man vom
infiniten Ratcheting oder vom Shakedown.







Anhang F

Strukturratcheting

F.1 Ratcheting am Zwei-Stab-Modell

PFin Ratcheting-Mechanismus mit ausschlieflich membranen Spannungskomponenten
148t sich an einem Zwei-Stab-Modell darstellen. Es wird angenommen, dafl die Stibe
aus ideal-plastischem Material bestehen und durch eine Traverse fest miteinander ver-
bunden sind. Im einfachsten Zwei-Stab-Modell besitzen die beiden Stibe den gleichen
Querschnitt und bestehen aus dem gleichen Material. Teilt man einen der beiden Stédbe
auf in zwei Stédbe gleicher Steifigkeit und ordnet diese auflerhalb des zweiten Stabes
an, erhilt man ein analoges Modell, welches durch seine Symmetrie den Biegeeinflufl
vermeidet, Abbildung F.1.

T1=T2=0 T2>T1=0 T2>Tkrit>T1=0 TI=T2=0

Belastung durch P Belastung durch Pund T Belastung durch Pund T Belastung durch P
elastisch elastisch Stab 1 plastisch bleibende plastische
Stab 2 elastisch Verformungen

Abbildung F.1: Stabmodell fiir Strukturratcheting

Die an der Traverse wirkende Kraft P wirke konstant und bewirke kein Flieflen in der

143
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Struktur. Als nichstes werden die beiden dufleren Stibe, Stab 2, um die Temperatur-
differenz AT iiber das Temperaturniveau,T’, des mittleren Stabes, Stab 1, aufgeheizt.
Als Folge der Aufheizung dehnt sich Stab 2 und es kommt zu einer Spannungsumver-
teilung vom diesem zu dem kélteren Stab 1. Erreicht dabei Stab 1 die Fliegrenze, so
erfahrt er eine plastische Dehnung von gleicher Gréfe, wie die tiber diesen Grenzzu-
stand hinausgehende Temperaturdehnung des Stabes 2.

Beim folgenden Abkiihlen wird Stab 2 von Stab 1 daran gehindert, seine urspriingli-
che Lange anzunehmen. Er erfihrt bei der dabei ablaufenden Spannungsumverteilung
eine zusitzliche Zugspannung, die so groff sein kann, daf§ auch er plastische (Zug-)
Dehnungen erfihrt. Sind diese Bedingungen erfiillt, so liegt fiir das ideal-plastische
Material Ratcheting vor: Fiir jeden Aufheiz- und Abkiihlhalbzyklus erfahren jeweils
Stab 1 bzw. Stab 2 bleibende Léingendehnungen, die sich iiber der Zyklenzahl addie-
ren.

Abhéangig von der GroBle der mechanischen Zugbelastung und der Temperaturdif-
ferenz der beiden Stibe, lassen sich andere zyklischen Verhaltensmuster der Stébe
unterscheiden: ?

o Liegt die Summe der elastischen Spannungen aus der mechanischen Belastung
durch die Kraft P und der thermisch induzierten Spannung unterhalb der Flie3-
grenze, entstehen keine plastische Dehnungen - die Struktur liegt im elastischen
Beanspruchungsbereich.

Es gilt immer:

(0"1 + 0"2)14 =P
&1 =¢&9
Vereinbart wird:
N
P 24
20't = FaAT

Fiir die Grenze des elastischen Bereiches gilt somit:

gg+aAT =¢g; = ¢,

Im folgenden bezeichnen die Indizes 1,2,y die Stiibe 1,2, bzw. die Flieigrenze
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und damit

op+ 0y < gy

o BErreicht beim Aufheizen der kaltere Stab 1 seine Flielgrenze und wird noch
einen gewissen Betrag durch die unbehinderte thermische Dehnung des Stabes
2 plastisch gedehnt, so kann diese plastische Dehnung nicht ausreichend sein,
um wihrend des Abkiihlens eine plastische Dehnung im Stab 2 zu induzieren.
Man spricht in diesem Falle vom Shakedown der Struktur.
Wird nach dem Erreichen der FlieBgrenze des Stabes 2 die Temperaturdifferenz
weiter erh6ht, so wird die Grofle, der in diesem Stab erreichten plastischen Deh-
nung gegeben durch:

P 20,
=— - T
E€1,pl i B + aA
Shakedown wird erreicht, wenn gilt:

1

o Uberschreitet die plastische Dehnung des Stabes 1 eine gewisse Grenze, so er-

reicht Stab 2 im Abkiihlhalbzyklus ebenfalls die FlieBgrenze und wird plastisch
gedehnt.
In allen folgenden Zyklen wird nun Stab 1 im Aufheizhalbzyklus und Stab 2
im Abkiihlhalbzyklus um einen konstanten Wert Ae,; gedehnt. Man spricht von
inkrementellen Kollaps oder Ratcheting. Die in Stab 2 beim Abkiihlen erreichte
plastische Dehnung hat den Betrag:

2P 4o,
Eapl = ﬂ - EJ + alAT
Mit der Bedingung der gleichen Dehnung ergibt sich somit fiir ein erneutes Auf-
heizen/Abkiihlen:
P o
Aeop = =7~ o

FEA E
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Die bisher beschriebene Struktur ist die einfachste dieses Ratcheting-Typs, bei dem
sowohl die Materialdaten, als auch die Querschnittsfliche der beiden Stébe identisch
sind. Man kann sich leicht vorstellen, dafl bei unterschiedlichen Querschnittsflichen
und/oder Materialdaten (Elastizitéitsmodul, FlieBgrenze unter Zug- und Druckbela-
stung, Wirmeausdehnungskoeffezient) ein von dieser Betrachtung abweichendes Er-
gebnis eintritt.

Ein Hauptunterschied bei einer solchen Struktur ist das Auftreten eines Bereiches
des alternierenden Plastifizierens eines der beiden Stébe. Dieser Effekt tritt dann auf,
wenn ein Stab elastisch zykliert und dabei durch seine elastischen Dehnungen den
zweiten, "schwicheren” Stab abwechselnd im Zug- und Druckbereich zu plastischen
Verformungen zwingt. Am einfachsten vorstellbar ist dies bei zwei Stiben aus dem
gleichen Material, jedoch mit einem grofien Querschnittsflichenunterschied. Im folgen-
den sei mit Stab 2 der Stab mit der gréfleren Querschnittsfliche bezeichnet, welcher
auch dem Temperaturzyklus ausgesetzt wird.

In Stab 2 sind die Spannungen wesentlich geringer als in Stab 1, wodurch dieser
beim Aufheizen des Stabes 2 auf Flieflen im Zug beansprucht wird. Ist die thermische
Dehnung in Stab 2 grof8 genug, so tritt beim Abkiihlen des Stabes 2 ein Flielen im
Druckbereich in Stab 1 auf. Stab 1 wird in allen folgenden Zyklen abwechselnd pla-
stisch gedehnt bzw. plastisch gestaucht, wobei die Nettozunahme der Dehnung nach
dem ersten Halbzyklus identisch Null ist: Stab 2 zykliert elastisch, Stab 2 zykliert
plastisch.

Der gleiche Effekt 148t sich erzielen durch unterschiedliche Materialeigenschaften bei
gleicher Querschnittsfiiche. Untersucht wurde dieses Strukturverhalten z.B. in [33].

Ein weiteres Verhalten solcher Zwei-Stab Strukturen wird durch kinematische Ver-
festigung des Materials beschrieben. Es kdnnen in diesem Fall noch weitere Verhal-
tensweisen des Systems unterschieden werden, die fiir ideal-plastisches Material nicht
auftreten. Behandelt wird dieser Fall unter anderem von S. Majumdar [20], [21] und
D.R. Miller [22]. D.R. Miller zeigt ein einfaches graphisches Losungsverfahren [22]
auf (Abbildung F.2), aus welchem die maximal auftretende Dehnung der Struktur
nach der Grenzzyklenzahl abgelesen werden kann - Ratcheting ohne Begrenzung der
Gesamtdehnung (infinites Ratcheting) tritt bei Verfestigung nicht auf.:

1. Als erstes wird die Spannungs-Dehnungs-Kurve aufgezeichnet.

2. Die Lastlinie fiir rein mechanische Belastung, bei der beide Stébe gleich bean-
sprucht werden, wird in das Diagramm eingetragen.

3. Die berechneten Punkte flir den ersten Halbzyklus, das Aufheizen, werden
auf der Spannungs-Dehnungs-Linie eingetragen (Punkte 0.5). Der horizontale
(Dehnungs-) Abstand der beiden Punkte betrigt aAT.
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4. Beim Abkiihlen soll Stab 1 elastisch entlastet werden. Im Diagramm entspricht
das einer Linie parallel zur Hooke’schen Geraden. Der Schnittpunkt dieser Li-
nie mit der an der Lastlinie gespiegelten Verfestigungsgeraden ist die Lage des
Stabes 1 im thermisch unbelasteten Zustand. (Die Spiegelung entsteht aus der
Bedingung, da8 die Summe der beiden Stabkrifte gleich der mechanischen Be-
lastung der Struktur sein mu$.)

In diesem Zustand besitzen beide Stdbe die gleiche Lange. Daraus 148t sich auch
die Lage des Stabes 2 leicht bestimmen. (Punkte 1)

5. Im folgenden Aufheiz-Halbzyklus findet erneut eine Spannungsumverteilung
statt, welche zu einer elastischen Entlastung des Stabes 2 fithrt und zu einer er-
neuten Plastifizierung des Stabes 1 bei einer jetzt hoheren Fliefigrenze. Der Deh-
nungsunterschied der beiden Stdbe wird wieder durch die thermische Dehnung
bestimmt. Man zeichne eine Gerade parallel zu der gespiegelten Verfestigungs-
Kurve durch den Punkt 0.5 fiir Stab 2. Auf dieser Geraden liegen alle Span-
nungspunkte fir den Stab 2 im aufgeheizten Zustand. Der Schnittpunkt die-
ser Geraden mit der Geraden, welche durch die elastische Entlastung ensteht,
beschreibt die Lage des Stabes 1 fiir diesen Halbzyklus. Mit dem gegebenem
Dehnungsunterschied 148t sich auch der entsprechende Punkt fiir Stab 1 kon-
struieren. (Punkte 1.5)

6. Wiirde die thermische Belastung von Stab 1 vollstdndig elastisch aufgenommen,

so wiirde dessen Spannung den Wert des Punktes (A) betragen. Die Dehnung an
dieser Stelle entspricht der Dehnung, welche Stab 1 nach dem Abkiihlen besitzt.
Dieses Vorgehen 148t sich fiir alle Folgezyklen wiederholen. Verbindet man nun
die Schnittpunkte der Vertikalen durch die beiden Spannungspunkte des ther-
misch entlasteten Zustandes mit Parallelen zur Hooke’schen Gerade, die durch
das Aufheizen des Stabes 1 entstehen, so erhilt man eine neue Gerade, deren
Schnittpunkt mit der Verfestigungskurve (B) wiederum die maximale Dehnung
des Stabes 1 im abgekiihlten Zustand beschreibt.
Ist dieser Zustand erreicht, zykliert Stab 1 in den folgenden Zyklen nur noch ela-
stisch (zwischen den Punkten B und C), und damit auch Stab 2. Eine Parallele
zur Hooke’schen Geraden durch den zur Maximaldehnung gehérenden Punkt
des Stabes 1 (E) schneidet die Verfestigungskurve im Punkt D, welcher die ma-
ximale Dehnung des Stabes 1 beschreibt.

Miller zeigt, dafl der Zustand des elastischen Zyklierens durch eine Exponentialfunk-
tion erreicht wird.
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Abbildung F.2: Graphisches Losungsverfahren fiir Ratcheting des Zwei-Stab-Modells
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S. Majumdar [20, 21] behandelt zudem noch verschiedene Belastungszyklen:

e Konstante Primérspannung und zyklische thermische Spannungen.

o

Konstante thermische Spannungen und zyklierende Primérspannungen.

Zyklierende thermische und Primérspannungen in Phase.

Zyklierende thermische und Primérspannungen phasenverschoben.

Es wird gezeigt, dafl Ratcheting nur fiir den Fall konstanter mechanischer Spannung
und zyklischer thermischer Spannungen existiert.

Dabei ist das plastische Dehnungsinkrement nach dem N-ten Halbzyklus gegeben
durch:

1 1(] 2
&:pz‘=————1_m2A5§,’2 [1—-6 11 m)N]

mit
O
 n+2
E -
n = —— = Verhéltnis Elastizititsmodulus/Tangentenmodulus
-

€2, = plastische Dehnung des Stabes 2 in Halbzyklus 2
N = Zahl des Halbzyklus
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F.2 Ratcheting bei druckfithrenden Strukturen

Dieser Typ des Struktur-Ratcheting liegt dem Bree-Diagramm zu Grunde. Als Struk-
tur betrachtet Bree einen zylindrischen Koérper unter Innendruck und einem Tempe-
raturgradienten in der Zylinderwand. Ausgangspunkt der Untersuchungen waren u.a.
Spannungs- und Lebensdaueruntersuchungen der Brennstoffbehélter in den Schnelle-
Brut-Reaktoren, welche unter vereinfachenden Annahmen den obigen Belastungen
ausgesetzt sind. Dabei ist der Innendruck, welcher durch Volumenénderung des Brenn-
stoffes und die Produktion von Gasen wihrend des Betriebs entsteht, als konstant
anzusehen. Er erzeugt einen dreiachsigen Spannungszustand in den diinnen Wénden
der zylindrischen Behé#lter. Beim An- und Abschalten des Reaktors werden diesem
konstanten Druck zyklierende thermische Belastungen in Form eines Temperaturgra-
dienten in der Behélterwand iiberlagert. Diese koénnen plastische Verformungen in
Teilen der Wand hervorrufen.

Zu diesem Ratcheting-Typ wurden zahlreiche Untersuchungen durchgefiihrt, am be-
kanntesten jedoch sind die Arbeiten von Bree [37]. Bree stellte seine Ergebnisse in
dem nach ihm benannten Bree-Diagramm dar, welches in einer einfachen Darstellung
die Lastkombinationen aufzeigt, unter welchen Ratcheting oder auch anderes plasti-
sches Verhalten der Strukturen auftreten kann. Im Gegensatz zu Burgreen [33, 34]
geht Bree den umgekehrten Weg. Ausgehend von der Geometrie des zylindrischen
Hiillrohres reduziert er die Spannungsverteilung auf einen eindimensionalen, analy-
tisch behandelbaren Zustand. Um diesen Ubergang machen zu kénnen, sind einige
Annahmen zu treffen:

e Die Linge des Zylinders ist sehr grofl im Vergleich zu seinem Durchmesser, und
dieser wiederum im Vergleich zur Wanddicke.

e Die Radialspannungen sind im Vergleich zu den Umfangs- und Axialspannunn-
gen vernachléssigbar klein.

e Kriimmungseinfliisse bleiben unberiicksichtigt.

e Die Axialspannung wird als vernachlédssigbar angesehen. Dies entspricht einer
vernachléssigbaren Membranspannung in Axialrichtung und einer unbehindert
Biegung in Axialrichtung, wodurch nicht nur die mechanische, sondern auch
die thermische Spannung zu Null wird !. Ng und Nadarajah untersuchen mit-
tels FE-Berechnungen den Einflufl der Vernachlissigung der Axial-Spannung auf
das Ratcheting-Verhalten und die GréBe der Umfangsdehnungen [99, 100]. Sie
kommen zu dem Schlu8, dafl die Betrachtung nach Bree zwar konservativ in be-
zug auf die Umfangszunahme ist, jedoch ein Ratcheting in Axial-Richtung nicht
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darstellt.

Jiang findet fiir das Rohr-Problem unter statischer Belastung eine geschlos-
sene Losung ohne auf eine eindimensionale Betrachtung zuriickgreifen zu miissen
[101, 102, 103, 104]. Das Verhalten unter zyklischer Belastung kann aber auch
er nur mit Hilfe numerischer Analysen bestimmen.

Bree zeigt auch den Einflul einer hoheren Fliefigrenze, die beim Abkiihlen des Zylin-
ders eintritt:

Die Bereiche des Ratcheting und plastischen Zyklierens werden unter der Annahme,
dafl die minimale FlieBgrenze als Ausgangsgréfle gilt und der Temperaturgradient
selbst keinen Einflufl auf diese Stoffgréfe besitzt, zu hoheren Belastungswerten ver-
schoben.

Um Aussagen tiber den Einfluf} eines linearen Verfestigungmechanismus machen zu
kénnen, greift Bree zu weiteren Vereinfachungen:

e Es wird angenommen, dafl nur Flielen auf Zug stattfindet, was dem Ratcheting
Fall 1 entspricht (Fall 2: Flieflen auf Zug in Bereichen niedriger Temperatur bei
gleichzeitigem FlieBen auf Druck in Bereichen hoher Temperatur).

e Der EinfluB der Druckspannung o, auf den Beginn zyklischen Plastifizierens
und den Bereich der plastischen Dehnungen ist vernachlissigbar, wenn man
annimmt, daff der Tangentenmodulus sehr klein ist gegeniiber dem elastischen
Modulus.

Als Ergebnis 148t sich sagen, daf selbst fiir niedrige Verfestigungen ein grofler Sicher-
heitsfaktor gegen Ratcheting entsteht, wenn man als Grenze eine maximal zuléssige
Dehnung annimmt.

Weiter zu beachten war vor allem bei den Betrachtungen am Schnellen-Brut-Reaktor,
daf es bei den sehr hohen Temperaturen zu Kriecheffekten kommen kann. Bree disku-
tiert den Einflufl des Kriechens wihrend der Hochtemperaturphase auf das plastische
Verhalten des Zylinders unter der Annahme konstanten Kriechens iiber der Wanddicke
- eine konservative Annahme. Durch das Kriechen des Werkstoffes erhéhen sich die
Residuen-Spannungen nach dem Aufheizen, so dafl wihrend des Abkiihlens grofiere
Abschnitte der Zylinderwand flieBen. Es wird gezeigt, dafl unter Berticksichtigung die-
ses Effekts Ratcheting selbst im Shakedown-Bereich des Bree-Diagramms auftritt, da
als Grenzbedingung fiir Kriech-Ratcheting gilt:

! Man kann diese doch sehr grobe Vereinfachung dadurch rechtfertigen, daff die Umfangsspannung
allein den Zylinderumfang anwachsen 148t, wihrend eine Axialspannung diesem entgegen wirkt.
Man erhilt auf diesem Wege also eine konservative Aussage {iber die Zunahme des Durchmessers bei
Ratcheting-Verhalten
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op + 0y > 0y (F.1)

Zum Bestrahlungs-Einflufl schliefit Bree aus Experimenten, da8 durch die Erh6hung
der Fliegrenze und die Abnahme der Duktilitat der Werkstoffe, die Grenzen gegen
Ratcheting durch obige Annahmen zwar konservativ sind, gleichzeitig aber der Zy-
klenzahl mehr Beachtung geschenkt werden mufl um Kurzzeitermiidung zu verhindern
(zyklische Plastizitit).

Mulcahy [35] entwirft analog Bree ein Diagramm fiir den eindimensionalen Stab mit
Temperaturgradient fiir linear kinematisch verfestigendes Material mit einem ideali-
sierten Bauschinger-Effekt. Er baut in seiner Arbeit auf Brees auf. Er erhdlt so ein
Bree-Diagramm fiir kinematisch verfestigendes Material. Detailliert werden hier die
Einfliisse der Verfestigung auf die akkumulierte plastische Dehnung untersucht.
Weitere umfassende Arbeiten wurden durchgefiihrt von Moreton und Ng [105, 106,
107). In diesen werden neben einer Ubersicht iiber Bree-Diagramme fiir verschiedene
Belastungsfille (siehe unten) auch die analytischen Aussagen mit experimentellen Er-
gebnissen [105] verglichen. Weitere experimentelle Ergebnisse zeigt [108].

Diese Ergebnisse wurden auf rein mechanischer Basis erzielt, ohne Temperaturbe-
lastungen aufbringen zu miissen. Als Test-Objekt wird ein Strang benutzt, welcher
iiber eine angetriebene Rolle gezogen und an seinen beiden Enden durch Gewichte
beschwert wird. Die Gewichte iibernehmen dabei die Rolle der konstanten Druck-
belastung. Durch zyklisches Drehen der Rolle wird der Strang um eine festgelegte
Kriimmung auf Biegung belastet, was der thermischen Belastung entspricht. Ver-
schiedene Biegebelastungen werden durch unterschiedliche Durchmesser der Rollen
erzielt. Als Material wurde ein AISI-316 Stahl (typischer Werkstoff fiir Reaktordruck-
behilter) benutzt, der ein nicht-lineares Verfestigungsverhalten zeigt und keine aus-
geprégte Fliegrenze besitzt. Ergebnisse, welche in der analytischen statischen Losung
nicht beschrieben werden konnten, sind:

e Der Einflul der Zyklendauer (Kaltkriechen, Viskoplastische Effekte).

e Ratcheting bei kinematisch verfestigendem Material ohne obere Grenze. Ein
konstantes, wenn auch geringes, plastisches Dehnungsinkrement wird selbst bei
hohen Zyklenzahlen noch gemessen.

e Nicht-lineare Verfestigung und Festlegung der Fliefigrenze als Abweichung vom
linear-elastischen Teil der Spannungs-Dehnungkurve.

Um diese Probleme zu 16sen wurden numerische Rechnungen durchgefiihrt, in welche
aus experimentellen Ergebnissen abgeleitete Stoffgesetze implemetiert wurden.
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Weitere experimentelle Ergebnisse mit einem #hnlichen Versuchsaufbau wurden von
Megahed u.a. [109, 110] erzielt. In einer weiteren Arbeit untersuchen Ng und More-
ton den Einflufl der Schwingungsbreite der Dehnungen bei alternierender Plastizitét
[111].

Aufbauend auf den Betrachtungen von Bree untersucht Goodman [112] die Grenze
fir das Ratcheting-Verhalten in Abhingigkeit von der Transientengeschwindigkeit.
Bei kleineren thermischen und héheren mechanischen Belastungen sinkt diese zu ge-
ringeren Werten der Lastkombination.

F.2.1 Analyse des Typ-1I Ratchetings
F.2.1.1 Elastische Analyse

Druckspannungen in einem diinnwandigen zylindrischen Korper rufen Spannungen in
Langsrichtung und in Umfangsrichtung hervor.
Die Spannung in Umfangsrichtung besitzt den Wert:

Die Spannung in Léngsrichtung hat den Wert:

1
Oy — ‘2"O'p
wobei:
pd
Op = —
P ot
mit
p = Innendruck
d = Durchmesser des Zylinders

t = Dicke der Zylinderwand

Die thermischen Spannungen in Achs- und Umfangsrichtung besitzen den Wert

EaAT

T2y
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unter der Annahme, dafl man den diinnwandigen Zylinder als diinne Platte betrach-
ten kann und er sowohl in Umfangs- als auch in Axialrichtung biegebehindert wird.
Der Maximalwert o; wird an der kilteren Auflenseite des Zylinders, der Minimalwert
—oy an der wirmeren Innenseite erreicht. Dabei wird die Temperaturdifferenz auf die
Temperatur in der Wandmitte bezogen.

Im Elastischen ergeben sich die Spannungskomponenten aus der Addition der jewei-
ligen thermischen und mechanischen Spannungskomponenten.

F.2.1.2 Vereinfachung auf eindimensionale Betrachtung

Eine Losung fiir den zweidimensionalen Fall kann nur mittels numerischer Betrach-
tungen erzeugt werden. Um eine geschlossene Losung zu ermoglichen, ist die Verein-
fachung auf einen eindimensionalen Spannungszustand notwendig. Nimmt man an,
dafl die thermische Belastung durch freie Biegung keine Spannungen in Axialrichtung
erzeugt (die Spannungen in Umfangsrichtung sind ohnehin dominant), so ergibt sich
mit der Umformung:

AT =

1-v)

als Temperaturdifferenz im eindimensionalen Modell als einzige Spannung (Spannung
in Umfangsrichtung):

2z
o=0p+ 7@

Dabei bezeichnet die Koordinate = die Koordinate in Radialrichtung durch die Wand,
mit ihrem Ursprung in Wandmitte.

Wird der jetzt eindimensionale Korper in seiner Biegung infolge des thermischen Gra-
dienten behindert, so gilt:

er =& + &, + oI = constant (F.2)
mit
ep = totale Dehnung
€, =  plastische Dehnung

ol = thermische Dehnung
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Die Gleichgewichtsbedingung liefert:

odzr=o0,t (F.3)

!
Nl S — e

Die zu beachtende FlieSbedingung fiir ideal-plastisches Material gibt vor:

lo| = o, im plastischen Bereich
o} < o, im elastischen Bereich (F.4)

F.2.1.3 Erster Halbzyklus

In diesern Halbzyklus ist der Behélter durch den Innendruck und die Temperaturgra-
dienten belastet. Die Spannungs-Dehnungsbeziehung F.2 lautet also:

2£CO't

= (F.5)

g

F.2.1.4 Zweiter Halbzyklus

In diesem Halbzyklus ist der Behéilter nur durch den Innendruck belastet. Die
Spannungs-Dehnungsbeziehung F.2 lautet jetzt:

g
E

Fiir alle Halbzyklen sind die Gleichungen F.5 und F.6 mit den Randbedingungen F.3,
F.4 und F.2 zu 16sen.

F.2.1.5 Diskussion der Zyklen

Abhéngig von der Grofle der thermischen Spannungen kann man zwei Fille der zykli-
schen Plastifizierung unterscheiden. Zum einen kann es bei einem grofilen Verhiltnis
von thermischen zu mechanischen Spannungen in einem Halbzyklus zu gleichzeitigen
Plastifizierungen an der Innen- und AuBenseite des Zylinders kommen, also sowohl
wihrend des Aufheizens als auch withrend des Abkiihlens (Fall 2). Bei einem kleinen
Verhéltnis dagegen, geschieht dies jeweils nur an einer Seite: Beim Aufheizen an der
Auflenseite, beim Abkihlen an der Innenseite des Zylinders (Fall 1). Definiert man
nun die Steigung der elastisch berechneten Spannung als den Steigungsfaktor K, so
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definiert dieser das Verhalten in den Belastungszyklen.

K = @ — 20}
t (b—a)
Dabei sind:
a der Abstand der plastischen Zone unter Zug,

gesehen von der Mittellinie der Wand
b der Abstand der plastischen Zone unter Druck,
gesehen von der Mittellinie der Wand

Unter der Annahme, dafl ein konstanter Zyklus (steady state) existiert, gilt fiir den
Spannungsverlauf:

Fall 1:
Fiir den Spannungsverlauf gilt:

t
o(z) =0y — K(a —x) fiir —5<z<-a
t
o(z) = o, fir —a<z<g
Einsetzen in F.3 liefert:

K )2
O"p:—g <a+—2—) +O’y (F7)
Die in einem konstanten Zyklus anfallende plastische Dehnung 148t sich berechnen zu:
2aK 20t
= 92
0= T

Mit der Gleichung F.7 ergibt sich die Koordinate a zu:

laf = -fj [1 - 2\/@] (F.8)

und damit die plastische Dehnung pro Zyklus zu:

Kt oy — 0p
— — F.
) 7 [1 2 o J (F.9)
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Fall 2:

Fiir die Spannungsverteilung in der Zylinderwand gilt jetzt:

£

o(z) = —o, fiir —é— <z <-—=b

o(z) = -0, + K(b+2z) fir —b<z<—a

o(z)=o0, fir —a<z<<

2
Einsetzen in F.3 liefert:
K
op = 2a0, + 5 (b—a)? (F.10)
Multiplikation mit 2K ergibt:
40,0, = 4o,Ka + K? (b — a)? (F.11)

Analog dem Vorgehen fiir Fall 1 148t sich die pro Zyklus akkumulierte plastische Deh-
nung fiir einen eingeschwungenen Zustand berechnen zu:

§=2 (E‘_e _ ﬁ) (F.12)

FE Oy O¢

Die Grenze fiir das Ratcheting nach Fall 1 findet sich durch Setzen von ¢ = 0 in F.9
Zu:

gt Jp
— F.13
do, oy ( )

Man erhélt das gleiche Resultat, wenn man in Gleichung F.8 die Grenze des plasti-
schen Bereiches a = 0 setzt. Diese Gleichung besagt nichts anderes als daf§ Ratcheting
nur dann auftritt, wenn die Mittellinie der Zylinderwand in jedem Halbzyklus pla-
stisch beansprucht wird.

Um die Ratcheting-Grenze flir den Fall 2 zu erhalten, mufl man nun in der Gleichge-
wichtsgleichung F.11 a = 0 setzen und erhilt damit:

(F.14)

— 2
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Die Grenze zwischen den beiden Ratchetingfille erhélt man, indem man in der Gleich-
gewichtsgleichung F.11 b = £ setat:

oy (ay — 0p) = 0% (F.15)
Die Grenze fiir rein elastisches Verhalten ergibt sich fiir den Wert a = £ eingesetzt in
die Gleichgewichtsgleichung F.7 zu:

op+ 01 =0y (F.16)

Der Fall der alternierenden Plastizitéit tritt dann auf, wenn die Spannungen auf der
Auflen- und auf der Innenseite die Fliefigrenze iiberschritten haben, die Wandmitte
aber noch elastisch ist. In diesem Falle flieflen die Auflenbereiche alternierend auf Zug
und Druck, ohne daf} eine Nettodehnung eintritt. Die auftretende Dehnung pro Zyklus
wird von Bree [37] gegeben als:

2= (l2 - ¢) (.17)

Et
wobei

c=2v4 (F.18)
O
die Eindringtiefe der plastischen Bereiche in das Material beschreibt. Die Grenze fiir
alternierende Plastizitit ist zu finden, in dem man z = 0 und ¢ = £ setzt:
Ot

=2 (F.19)

Oy

Dies ist die untere Grenze fiir alternierende Plastizitit nach dem ersten Zyklus. Im
ersten Zyklus werden plastische Verformungen schon fiir kleinere Temperaturspan-
nungen erzeugt. Der Bereich zwischen den Grenzen fiir alternierende Plastizitdt und
elastisches Verhalten ist der Bereich des Shakedown: Nur im ersten Zyklus treten pla-
stische Verformungen auf.

Durch die Anwendung der Gleichgewichtsgleichungen erhilt man so die zuerst von
Bree beschriebenen verschiedenen Grenzen fiir das Verhalten des Zylinders unter kon-
stantem Innendruck und einem zyklierenden Temperaturgradienten durch die Wand.
Diese Belastung entspricht dem urspriinglichen Bree-Diagramm, dargestellt in Abbil-
dung F.3.
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Weitere Lastfille sind in vielen Literaturstellen untersucht worden. Im folgenden wer-
den fiir ideal-plastisches Material die moglichen Lastkombinationen anhand der sich
daraus ergebenden Bree-Diagramme erldutert. Das Vorgehen ist dabei analog dem
oben beschriebenen:

Konstante thermische Belastung und zyklierender Innendruck
Der wesentliche Unterschied in diesem Belastungsfall ist, daf§ hier kein Ratcheting
auftritt. Es sind nur drei Bereiche zu unterscheiden:

1. Grengze fiir rein elastisches Verhalten:

Iy %ty (F.20)

Oy Oy

2. Grenze zwischen Fall 1 und Fall 2 Shakedown:
o o o, \?
il (1 —~ —”) = ( - —”) (F.21)
Oy Oy Oy
Dieser Lastfall ist dargestellt in Abbildung F .4

Phasenverschoben zyklierende thermische und mechanische Belastungen
Zu beachten ist hierbei die Forderung, daf jeweils die im Zyklus zuvor wirkende Last
vollsténdig zuriickgenommen wurde, bevor die neue Belastung aufgebracht wird. Da
es sich um eine rein statische Betrachtung handelt, kann zwischen den einzelnen Zy-
klen eine nicht ndher zu spezifizierende endliche Zeitspanne liegen.

Die Grenzen fiir die verschiedenen Bereiche sind:

1. Grenze fiir elastischen Bereich:

9t (F.22)
Oy

und
I _1 (F.23)
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Grenze fiir Fall 2 Shakedown (da ein Flieflen beider Auflenseiten einsetzt, ensteht
kein Fall 1 Shakedown):

9t _o9_ % (F.24)

Grengze fiir Fall 1 Ratcheting gegen Fall 1 Shakedown:

QGrenze zwischen Fall 1 und Fall 2 Verhalten:

g¢ 4
— = — F.26
o -2 o
Grenze zwischen Fall 2 Shakedown und Ratcheting-Verhalten:
2% g (F.27)
Ty Oy

Die Ergebnisse sind in Abbildung F.5 dargestellt. Es zeigt sich, dal ein Gebiet des
zyklischen Plastifizierens existiert, in welchem aber im Unterschied zum Lastfall mit
zyklischen thermischen und konstanten mechanischen Spannungen das Flielen nur
auf der Innenseite des Zylinders stattfindet.
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Abbildung F.3: Bree-Diagramm fiir konstante mechanische und zyklierende thermi-
sche Last
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” S2

St

Abbildung F.4: Bree-Diagramm fiir konstante thermische und zyklierende mechani-
sche Belastung
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In Phase zyklierende thermische und mechanische Belastungen

Der folgende Belastungsablauf ist jener, der am ehesten den Betriebsbedingungen
eines Reaktors entspricht, bei dem die Druckbelastungen mit den thermischen Bela-
stungen in Phase liegen.

Die einzelnen Regionen des Bree-Diagramms werden getrennt durch die Grenzen:

1. Elastische Grengze:

2t oy (F.28)
Oy Oy

2. Untere Grenze fiir Fall 1 Ratcheting;:

42t (1 - 39) = (1 - ﬁ) (F.29)
Oy oy oy

3. Grenze fiir Fall 2 Ratcheting:

9t% _ 9 (F.30)

Oy Oy
4. Begrenzung des Shakedowns, sowohl fiir Fall 1 als auch fiir Fall 2 ist:

g9 (F.31)

_@_( _ f_zg) _ (F.32)

In Abbildung F.6 sind die obigen Grenzen in einem Bree-Diagramm veranschaulicht.
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Abbildung F.5: Bree-Diagramm fiir phasenverschoben zyklierende mechanische und

thermische Last
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Abbildung F.6: Bree-Diagramm fiir in Phase zyklierende mechanische und thermische
Belastung







Anhang G

Shakedown-Theoreme

G.1 Grundlage der Theoreme

Die Shakedown-Theoreme sind im eigentlichen Sinne eine Erweiterung der Kollaps-
oder Tragfihigkeitsanalyse von Strukturen. Sie basieren daher im wesentlichen auf
zwei Sétzen [113]:

e Der statische Satz:
Die Traglastintensitdt ist grofler oder hochstens gleich einer beliebigen statisch

zuldssigen Lastintensitét:

My 2 Mg

e Der kinematische Satz:
Die Traglastintensitét ist kleiner oder hochstens gleich einer beliebigen kinema-

tisch vertriglichen Lastintensitét:

mp < Mg

Dabei sind my, mg und mg Parameter der Belastung, welche das Vielfache einer
statisch und kinematisch zuléssigen Belastung darstellen.

Ausgedriickt durch die Extremalprinzipien der Plastizititstheorie lassen sich die bei-
den Sétze auch darstellen als:

e Der statische Satz:
Die Intensitit der Last p; = mpy sei so gewéihlt, dafl in jedem Punkt des Korpers

die Bedingung gilt:
flo, k) <0

13?

167
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e Der kinematische Satz:
Kinematisch vertrigliche Spannungszustéinde sind dadurch gekennzeichnet, dafl
die Arbeit, welche durch die Last mgp;o wihrend der Verschiebung duf verrich-
tet wird, mindestens gleich grofi oder grofier ist als die innere Arbeit, die von
den Spannungen o}; bei den Verzerrungsinkrementen &f; geleistet wird.

my / pdufdS > / UfjdefjdV
Sy 4

Die beiden Sétze sind hier nur fiir ideal-(starr-)plastisches Material und eine einpa-
rametrige Lastschar dargestellt, sie gelten aber natiirlich ebenso fiir verfestigendes
Material und mehrparametrige und nicht-proportionale Belastungen.

G.2 Die Theoreme

Wie auch in den Sétzen der Tragfihigkeitsanalyse beruhen die Shakedown-Theoreme
auf dem Satz der virtuellen Verriickungen und der Minimierung der plastischen
Forménderungsenergie. Damit wird gezeigt, dafl, wenn eine mdgliche Lastkombina-
tion, ausgedriickt durch Lastvielfache, eine zu bestimmende Grenze nicht {iberschrei-
tet, es zu einem Shakedown mit anschliefendem elastischen - es gilt auch fiir plastisches
- Zyklieren kommt. Anstelle der Betrachtung einzelner Lastfélle steht die integrale Be-
trachtung der Menge aller méglichen Belastungsvielfachen. Es mufl dann nachgewiesen
werden, daf} fiir jeden Belastungspfad die plastische Dissipation begrenzt ist.

Bevor ein kurzer Einblick in die Entwicklung der Shakedown-Theoreme gegeben wird,
sollen zuerst die wichtigsten Aussagen zusammengefafit werden:

e Wird eine Struktur einer Variation von mechanischen und/oder thermischen
Spannungen unterworfen, welche sich zwischen vorgeschriebenen Grenzen bewe-
gen, so kann sich ein Zustand einstellen, in welchem keine plastischen Verfor-
mungen mehr auftreten. Man spricht dann von einem Shakedown-Zustand.

e Wenn ein solcher Shakedown-Zustand existiert, so stellt sich dieser in der Struk-
tur ein, unabhingig vom Ausgangszustand der Struktur.

Einer der Ersten, die ein Shakedown-Theorem aufstellten, war Melan [114]:

LaBt sich ein zeitunabhéngiger Figenspannungszustand i (x;) fin-
den, der auBer den Gleichgewichtsbedingungen unter Berticksichtigung
aller wihrend des Belastungsvorganges moglichen Lastkombinationen
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und Intensitédten in allen Punkten des Kérpers auch die Fliefibedingung
f [(afj + Dij» k] < 0 erfiillt, dann bildet der Korper einen, mit dem FEigen-
spannungszustand p;; nicht unbedingt identischen Restspannungszustand,
der das Einspielen (Shakedown) des Kérpers zur Folge hat, so daf8 bei
weiteren Belastungen nur noch elastische Verformungen auftreten.

Liegt kein solcher Spannungszustand vor, so ist das Einspielen des Kérpers
nicht mdglich. Dabei ist of; ein fiktiver, fiir einen linear-elastischen Kérper
berechneter Spannungszustand und p,; die Abweichung dieses Spannungs-
zustandes vom realen Spannungszustand.

Dieses Shakedown-Theorem wurde von Melan allerdings nur fiir ein Stabwerk bewie-
sen.

Melan’s Theorem bildet die Grundlage fiir mehrere Untersuchungen fiir dhnliche
Strukturen, wobei verschiedene Beweisfiihrungen angebracht wurden, siehe z.B. [115].
Ein allgemeineres Shakedown-Theorem fiir Kontinua wurde von Konig in [116] for-
muliert:

Existiert ein zeitunabhéngiges Residuen-Spannungsfeld p,; und eine
reale Zahl pp > 1, so daf

pyn; = 0 auf S
p; = 0 fir £>0

/ EupiipdV < o0
v

maz  maz f(of] +Di;) 1

zeVpEeQ k(z) "

so kommt es zum Shakedown der Struktur entlang jedes Belastungspfades
Bs, der im Belastungsbereich Q) enthalten ist.

Der letzte Term beschreibt die Begrenztheit der Dissipation bei plastischen Verfor-
mungen. Das heifit, da ein Endzustand mit einer Spannungsverteilung p;; erreicht
wird, unabhingig vom Ausgangszustand.

Mit diesem Theorem ist es méglich, fiir alle moglichen Belastungszustinde eine ela-
stische Analyse durchzufiihren. Zum anderen ist mit

maz maz | 52::1 [ﬁ 045° (%) + Py ($)] <
zeVBseN k(z) -

! Beweis siehe ebenfalls [116]




170 ANHANG G. SHAKEDOWN-THEOREME

die Konstruktion eines Residuen-Spannungsfeldes zur Minimierung der linken Seite
der obigen Gleichung mdoglich.

Ist das Residuenfeld bekannt, so kann man mit Hilfe dessen Grenzen fiir die Lastfille
berechnen, die zu einem Shakedown fiihren.

Ein speziell fiir zyklisch verfestigende Materialien geltendes Theorem stammt von
Ponter [117]. Er trifft eine Unterscheidung zwischen Fillen, in denen selbst bei ho-
hen thermischen Spannungen kein Ratcheting auftreten kann und solchen, bei denen
selbst bei kleinen mechanischen Spannungen die thermischen Spannungen zu die-
sem Effekt fiilhren kénnen. Das Bree-Problem gehort zur ersten Kategorie, wihrend
bei der zweiten Kategorie Versagen durch lokales anstelle des globalen Ratcheting
auftritt. Weiterhin zeigt er, daf8 selbst bei Annahme ideal-plastischen Materials die
Auslegung nach Bree zu nicht-konservativen Ergebnissen filhren kann. Auch fiihrt
die Beschriinkung auf diinne Schalen zur Vernachléissigung der Scherspannungen, was
vor allem bei FE-Berechnungen mit Schalenelementen zu falschen Ergebnissen fiihren
kann, da gezeigt wird, da8 diese zu einem lokalen Ratcheting fiihren konnen [118]. In
einer weiteren Arbeit beschéftigte Ponter sich mit dem Problem des Shakedown, auch
unter Beriicksichtigung des Kriechens [119)].

Ainsworth untersucht obere Schranken fiir kriechende Strukturen unter Ratcheting-
Bedingungen, sowohl fiir ideal-plastisches als auch fiir kinematisch verfestigendes Ma-
terial [120, 121].

Polizzotto unterscheidet zwischen elastischem und plastischem Shakedown, wobei der
plastische Shakedown nach der Ubergangsphase mit einer Akkumulation plastischer
Verformungen in den Zustand alternierender Plastizitdt {ibergeht. Im Unterschied
dazu ist der Endzustand beim elastischen Shakedown durch elastisches Zyklieren de-
finiert. Polizzotto stellt statische und kinematische Shakedown-Theoreme auch fiir
den Fall des plastischen Shakedowns auf und zeigt die Grenzen dieses Zustandes zum
Ratcheting-Verhalten [122, 123, 124, 125, 126].

Fiir den hier diskutierten Fall des Balken-Ratcheting ist vor allem die Formulierung
und Erweiterung von Frederick und Armstrong [68] wichtig. In dieser Arbeit wird
ein generelleres Theorem aufgestellt, welches sich mit der Konvergenz der internen
Spannungen beschéftigt:

o Unterscheiden sich zwei Kérper nur durch die urspriingliche Spannungsvertei-
lung, so werden sie in Bereichen des Kriechens oder plastischer Verformungen
eine identisch Spannungsverteilung anstreben, wenn sie den gleichen Variationen




G.3. ANWENDUNG DER THEOREME 17

von Lasten und Temperaturen unterworfen werden.

Auch fiir den Spannungszustand innerhalb eines Korpers wird eine Aussage iiber einen
Shakedown-Zustand gemacht:

e Das wiederholte Aufbringen eines Lastzyklus modifiziert die Spannungen in
einem Korper so, dafl sie zu einem konstanten zyklischen Spannungszustand,
steady state, konvergieren.

e Ein konstanter zyklischer Spannungszustand ist definiert als ein Zustand in wel-
chem die Spannungen vor und nach dem Aufbringen eines Lastzyklus die glei-
chen sind, d.h. es findet keine Anderung der Nettospannung statt.

In einer Arbeit von Panzeca [127] wird gezeigt, da8 dynamische Belastungen als
quasi-statisch betrachtet werden kénnen, ohne etwas an der Aussage des Shakedown-
Theorems zu &ndern. Ho [128] zeigt, dafl die Shakedown-Theoreme auch fiir dynami-
sche Probleme unter Beriicksichtigung der Trigheitseffekte giiltig sind.

Corradi und De Donato beriicksichtigen geometrische Effekte zweiter Ordnung [129].

Auch fiir zweidimensionale Probleme, wie z.B. fiir Schalen wurden spezielle
Shakedown-Theoreme hergeleitet und numerisch iiberpriift [130].

Zum anderen miissen, wie auch fiir die Beschreibung des Ratcheting-Verhaltens, die
Stoffgesetze so angepalit werden, daf sie fiir zyklisches Plastifizieren das Shakedown-
Verhalten richtig wiedergeben kinnen, siehe z.B. [131].

Einen Vergleich von Shakedown-Theoremen durch Aufteilung der Deformationen gibt
Referenz [132] wieder.

G.3 Anwendung der Theoreme

Bei der plastischen Analyse zur Auslegung von Bauteilen unter zyklischen Belastun-
gen ist die Shakedown-Analyse ein bekanntes Instrument, (Anhang B). Die Verwen-
dung dieser Analyse-Methode beruht auf den Shakedown-Theoremen, welche fiir un-
terschiedlichste Lastkombinationen hergeleitet wurden und zum Teil auch experimen-
tell verifiziert wurden. Sie geben die Moéglichkeit, eine Aussage {iber das zyklische
Verhalten einer Struktur zu machen, ohne eine inkrementelle Betrachtung erstellen
zu miissen. An deren Stelle tritt die Bestimmung eines Residuenspannungs-Feldes,
welches nach einer zu bestimmenden Zyklenzahl zu einem Shakedown der Struktur
fiihrt. Eine Moglichkeit zur Bestimmung dieses Feldes mittels elastischer Analysen
beschreibt [133].

Ist dieser Zustand erreicht spricht man von einem ”steady state”, einem Endzustand,
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in dem keine Netto-Zunahme der plastischen Verformungsinkremente stattfindet. Die-
sem voraus geht der Ubergangsbereich, in welchem sich die plastischen Verformungen
akkumulieren. Sie liefern damit eine Aussage iiber jene Lasten, welche nicht zu Rat-
cheting bzw. einem alternierenden Plastifizieren und damit zu Kurzzeit-Ermiidung
fiihren.

Die Shakedown-Theoreme finden vor allem in einfachen Geometrien Anwendung:
Cohn und Abdel-Rohman [134] nutzen numerische Methoden um zu einer Shakedown-
Aussage fiir elastisch-plastische Bégen unter proportionaler Belastung durch Biege-
momente und Axialkrifte zu kommen. Dafiir linearisieren sie sowohl die Geometrie,
als auch die Flieffliche. Zur Bestimmung der Shakedown-Lastfaktoren benutzen sie
das statische Theorem der Shakedown-Analyse. Mit dem gleichen Problem beschéftigt
sich auch Loi [135]. In einem weiteren Bericht beschreibt er eine numerische Methode
zur Anwendung der Theoreme durch eine Bestimmung der Flieflichen in Abhingig-
keit von der Lastzyklenzahl [136]. Nonaka [137] untersucht eine Rahmenstrukur unter
konstanter Vertikallast durch das Eigengewicht und tiberlagerter zyklischer Horizon-
talkréfte. Er beschrinkt sich dabei auf ideal-plastisches Materialverhalten.

Fiir Platten untersuchen Alwis und Grundy [138] sowoh! das Shakedown- als auch das
Ratcheting-Verhalten mittels numerischer Methoden.

Shakedown in Stdben, wie sie auch im Typ-I Ratcheting auftreten untersucht P.D.
Chinh [139]. Er berticksichtigt dabei auch die Temperaturabhéingigkeit der Flieffspan-
nung, welche die fiir die Shakedown-Betrachtungen wichtigen Spannungs-Residuen
beeinflufit.

Buckthorpe und White entwickeln auf der Grundlage der Shakedown-Theoreme eine
numerische Methode, welche implementiert in FE-Programme, zu einer Rechenerspar-
nis filhren kann, da schon mit wenigen Zyklen aus der Berechnung der Eigenspan-
nungen Vorhersagen {iber das Strukturverhalten nach grofien Zyklenzahlen gemacht
werden kdnnen [140].

Moreton und Moffat [141] verifizierten ihre Spannungs-Verformungs-Berechnungen
fiir drei Komponenten aus rostfreiem Stahl, welche einer zyklierenden Druckbean-
spruchung ausgesetzt wurden, anhand von Experimenten. Sie benutzten dazu ein
FlieBflichenmodell, welches aus Material-Tests des entsprechenden Stahles abgelei-
tet wurde. Sie erzielten damit eine Abweichung von nur 9% von den experimentellen
Ergebnissen bei einem Shakedown-Faktor - Verhédltnis des Shakedown-Druckes zum
Druck, der erstes Flielen veranlafit - von 1,66 bei einer 0,1%igen Dehngrenze.
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