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Kurzfassung

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Entwicklung eines ph�anomenologischen Materi-

almodells f�ur ferroelektrische Materialien, welches in ein Finite-Elemente-Programm im-

plementiert werden kann.

Im ersten Teil dieser Arbeit wurde die eindimensionale Formulierung eines solchen Modells

motiviert und veri�ziert. Hierzu wurden, neben Spannung, Dehnung, elektrischem Feld

und Polarisation, die remanente Polarisation sowie die remanente Dehnung als innnere

Variablen eingef�uhrt. Diese inneren Variablen werden durch gew�ohnliche Di�erentialglei-

chungen beschrieben, wobei keine Geschwindigkeitse�ekte ber�ucksichtigt wurden.

Die Modellantwort auf einachsige elektromechanische Belastungsgeschichten wurde mit

bekannten experimentellen Ergebnissen verglichen. Mittels einer bilinearen Approxima-

tion k�onnen die folgenden charakteristischen Ph�anomene der makroskopischen Ferroelek-

trizit�at dargestellt werden: dielektrische Hysterese, Schmetterlingshysterese, ferroelasti-

sche Hysterese, mechanische Depolarisation und feldabh�angige Koerzitivspannung.

Im zweiten Teil der Arbeit wurde die Verallgemeinerung auf eine dreidimensionale ten-

sorielle Formulierung vorgenommen. Damit konnte das Materialmodell in das Finite-

Elemente-Programm PSU implementiert werden. Die Finite-Elemente-Analyse erfolgt

hierbei in zwei Berechnungsschritten. Zuerst wird aufgrund der elektrischen Belastung

das rein dielektrische Randwertproblem f�ur das elektrische Potential gel�ost. Im zweiten

Schritt wird diese elektrische Potentialverteilung vorgegeben, so da� sich aus der elektro-

mechanisch gekoppelten Spannungsanalyse das mechanische Spannungsfeld ergibt. Damit

wurde der Polungsproze� eines Stapelaktuators simuliert. Hierbei stellt sich nach der Po-

lung im Bereich der Elektrodenspitze ein nichtverschwindendes elektrisches Potential ein,

das sich aus der bleibenden remanenten Polarisation ergibt. Im elektrisch passiven Bereich

des Aktuators, in dem die sogenannten Polungsrisse auftreten, konnte nach der Polung

senkrecht zu den Elektroden ein Zugeigenspannungszustand beobachtet werden. Mit dem

entwickelten Finite-Elemente-Werkzeug kann der Einu� von Geometrie und Materialpa-

rametern auf die Spannungen in den kritischen Bereichen von piezokeramischen Bauteilen

ber�ucksichtigt werden.



Abstract

Phenomenological Modeling and Finite Element Analysis of the

Nonlinear Electromechanical Coupling in Ferroelectrics

The objective is the construction of a phenomenological model for ferroelectric materials,

to be implemented in a �nite element code.

In the �rst part of this work, the one dimensional formulation of such a model is motivated

and veri�ed. This is done by introducing remanent polarization as well as remanent strain

as internal variables besides stress, strain, electric �eld and polarization. The internal

variables are governed by ordinary di�erential equations. Rate e�ects are not included.

The model response to uniaxial electromechanical loading histories will be discussed with

reference to known experimental results. By means of a bilinear approximation the follo-

wing characteristic phenomena of macroscopic ferroelectricity are represented: dielectric

hysteresis, buttery hysteresis, ferroelastic hysteresis, mechanical depolarization and �eld

dependent coercitive stress.

The second part deals with the generalization to a three dimensional tensorial formulation,

which has been implemented in the �nite element code PSU. The �nite element analysis

is carried out in a two step scheme. First, the purely dielectric boundary value problem is

solved for the history of the electric potential. Second, prescribing this electric potential

the coupled electromechanical stress analysis yields the mechanical stress �eld. Hence the

poling process of a multilayer actuator is simulated. A non-vanishing distribution of the

electric potential remains after poling in the neighbourhood of the electrode tip caused by

the remanent polarization. Concerning the residual stresses present after poling, a tensile

stress �eld perpendicular to the direction of the electrodes can be found in the electric

passive region of the actuator where so-called poling cracks are known to occur. It is

concluded that the �nite element tool is suitable for studying the inuence of geometry

and material parameters on the stresses in critical regions of piezoceramic devices.
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Notation und Operatoren

Tensoren erster Stufe (Vektoren) werden mit aufrechten Buchstaben und mit einem Pfeil

z.B. ~a; ~A, deren Komponenten geneigt und ohne Pfeil z.B. ai; Ai gekennzeichnet. Mit ge-

neigten Fettbuchstaben z.B. a;A werden dagegen Tensoren zweiter Stufe und ihre Kom-

ponenten mit aij; Aij bezeichnet. Zus�atzlich werden die Tensoren dritter Stufe mit einem

senkrechten Strich z.B. dl und die Tensoren vierter Stufe durch kalligra�sche Buchstaben

z.B. A;B dargestellt.

Alle Komponentendarstellungen tensorieller Gr�o�en beziehen sich auf ein kartesisches

Koordinatensystem mit den Basisvektoren ~ei(i = 1; 2; 3) und f�ur induzierte Gr�o�en gilt

die Einsteinsche Summationskonvention. Die verwendeten Rechenreglen k�onnen, sofern sie

hier nicht angegeben sind, den Lehrb�uchern de Boer [1] und Klingbeil [2] entnommen

werden.

Notation

Lateinische Buchstaben

~0 Nullvektor

0 Nulltensor zweiter Stufe

1 Einheitstensor zweiter Stufe (1 = �ij ~ei 
~ej)

I Einheitstensor vierter Stufe (I = �ik �jl ~ei 
~ek 
~ej 
~el)

cF Nichtnegative Materialkonstante in der Funktion f F

cP Nichtnegative Materialkonstante in der Funktion f P

C Elastizit�atstensor vierter Stufe

d Piezoelektrische Proportionalit�atskonstante

dk Piezomodul parallel zur Polungsrichtung

d? Piezomodul senkrecht zur Polungsrichtung

d
=

Schub-Piezomodul

dl Piezoelektrischer Modul

dl Piezoelektrizit�atstensor dritter Stufe

D Dielektrische Verschiebung

~ePi Normierter Einheitsvektor der remanenten Polarisation

E Elektrisches Feld

iii



iv

Ec Koerzitivfeldst�arke

f F Ferroelastische f F-Funktion

f P Ferroelektrische f P-Funktion

hF Ferroelastische hF-Funktion

hP Ferroelektrische hP-Funktion

m Positive Materialkonstante in bPsat

n Positive Materialkonstante in b�c
N

F Normierter Tensor der f F-Funktion zweiter Stufe

~NP Normierter Vektor der f P-Funktion

~p elektrisches Dipolmoment

P Polarisation

P i Remanente (irreversible) Polarisation

P r Reversible Polarisation

P rP Reversible ferroelektrische Polarisation

P
F Ferroelastischer Projektionstensor vierter Stufe

P
P Ferroelektrischer Projektionstensor zweiter Stufe

Psat S�attigungspolarisation

P� Remanente RestpolarisationbPsat Funktion der S�attigungspolarisation

S Dehnungstensor zweiter Stufe

S
i Remanenter Anteil des Dehnungstensors S

S
iF Remanenter ferroelastischer Dehnungstensor

S
iP Remanenter Dehnungstensors induziert durch remanente Polarisation

S
r Reversibler Anteil des Dehnungstensors S

S
rP Reversibler ferroelektrischer Dehnungstensor

T Spannungstensor zweiter StufebTc Tensorielle Darstellung der Funktion der Koerzitivspannung

t Zeit

�t Integrationsintervall

~u Verschiebungsvektor

Y Elastizit�atsmodul

Griechische Buchstaben

�ij Kronecker{Symbol

" Dehnung

" i Remanenter Anteil der Dehnung "

" iF Remanente ferroelastische Dehnung

" iP Remanente Dehnung induziert durch remanente Polarisation
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"r Reversibler Anteil der Dehnung "

"rP Reversible ferroelektrische Dehnung

"sat S�attigungsdehnung

� Dielektrische Konstante

� Dielektrizit�atstensor zweiter Stufe

"0 Dielektrische Feldkonstante

�P
f Proportionalit�atsfaktor der f P-Funktion

�P
h Proportionalit�atsfaktor der hP-Funktion

�F
f Proportionalit�atsfaktor der f F-Funktion

�F
h Proportionalit�atsfaktor der hF-Funktion

�P
f Proportionalit�atsfaktor der tensoriellen f P-Funktion

�P
h Proportionalit�atsfaktor der tensoriellen hP-Funktion

�F
f Proportionalit�atsfaktor der tensoriellen f F-Funktion

�F
h Proportionalit�atsfaktor der tensoriellen hF-Funktion

� Querkontraktionszahl

% Elektrische Ladungsdichte

� Spannung

�c Koerzitivspannungb�c Funktion der Koerzitivspannung

' Elektrisches Potentialb' Funktion des elektrischen Potentials �uber der Zeit
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Operatoren

divA Divergenz des Tensors A

grad' Gradient der skalaren Gr�o�e '

SpA = Aii Spur des Tensors zweiter Stufe A

A
D = A� 1

3
(SpA)1 Deviator des Tensors zweiter Stufe A

A
T Transponierte von A

dl
T23 Transponieren eines Tensors dritter Stufe dl durch

Vertauschung des zweiten mit dem dritten Index

~a �~b = ai bi Skalarprodukt zweier Vektoren

A : B = Aij Bij Skalarprodukt zweier Tensoren zweiter Stufe

A : B = Aijkl Bkl ~ei 
~ej Anwendung des Tensors vierter Stufe A auf den Tensor

zweiter Stufe B

~a
 ~b = ai bj ~ei 
~ej Dyadisches Produkt zweier Vektoren

A
B = Aij Bkl ~ei 
~ej 
~ek 
~el Dyadisches Produkt zweier Tensoren zweiter Stufe

jj~ajj =
p
~a �~a Norm des Vektors ~a

jjAjj =
p
A : A Norm des Tensors zweiter Stufe A

@A

@B
=

@Aij

@Bkl

~ei 
~ej 
~ek 
~el Partielle Ableitung von A nach BA
A

_
A = d

dt
A = d

dt
Aij ~ei 
~ej Totale Ableitung von A nach der Zeit t

h�i MacCauley-Klammer (F�oppel-Symbol)

b�e Indikatorfunktion



1 Einleitung

Als Ferroelektrika werden Materialien bezeichnet, die in einem gewissen Temperaturbe-

reich eine polare Struktur und eine spontane Polarisation aufweisen. Sie zeichnen sich

hierbei durch eine umorientierbare Polarisationsrichtung aus, wobei der Zusammenhang

zwischen Polarisation und elektrischem Feld einer Hysteresekurve folgt. Die besonderen

Eigenschaften dieser Sto�klasse stehen in Verbindung mit der spontanen Polarisation.

Erstmals wurden diese Ph�anomene von Pierre de la Seignette f�ur das nach ihm be-

nannten Seignettesalz beobachtet und bereits am Ende des vergangenen Jahrhunderts u.a.

durch die Gebr�uder Pierre und Jaques Curie beschrieben. Sie fanden lineare Zusam-

menh�ange zwischen den elektrischen und mechanischen Eigenschaften dieser Materialien.

In den zwanziger Jahren wurde fast gleichzeitig und unabh�angig voneinander in der ehe-

maligen Sowjetunion, in den USA und in Japan die Ferroelektrizit�at von Bariumtitanat

entdeckt. Als Folge dieser Forschungsarbeiten konnten erste technische Anwendungen rea-

lisiert werden. Zum Beispiel wurden durch Sintern Kondensatoren mit kleinen Abmessun-

gen und Piezoelemente f�ur die Elektroakustik hergestellt.

Mitte der f�unfziger Jahre wurden die ferroelektrischen Eigenschaften und ein starker piezo-

elektrischer E�ekt in gepolten Blei-Zirkonat-Titanat-Keramiken, den sogenannten PZT's,

durch Jaffe et al. [3] untersucht. Dies hatte weitreichende Fortschritte in der Entwicklung

von technischen Komponenten und eine Ausdehnung ihrer Anwendungen zur Folge.

In heutiger Zeit �ndet die Entwicklung vor allem auf dem Gebiet der Mikrostrukturen

statt. Mit der zunehmenden Miniaturisierung von elektromechanischen Bauteilen wer-

den immer h�ohere Anforderungen an die eingesetzten Materialien gestellt, so da� die

Annahme linearer Zusammenh�ange f�ur das elektromechanische Materialverhalten nicht

mehr ausreicht. Aufgrund der hier herrschenden hohen elektrischen Felder im Material

wird lokal der Bereich der Linearit�at verlassen. Die Zuverl�assigkeit von Aktuatoren und

Sensoren kann daher mit den zur Verf�ugung stehenden linearen Berechnungswerkzeugen

nicht beurteilt werden.

Bereits Ende der sechziger Jahre formulierten Allik und Hughes [4] ein dreidimensiona-

les Finite-Elemente-Modell zur Beschreibung des makroskopischen elektromechanischen

Materialverhaltens. Damit konnte der linear piezoelektrische E�ekt simuliert werden. Erst-

mals wurde von Chen et al. z.B. [5, 6, 7, 8] ein ph�anomenologisches Materialmodell f�ur

makroskopische Eigenschaften von Ferroelektrika aufgestellt. Dabei handelt es sich im

wesentlichen um einachsige Beziehungen, die sich auf die Belastung mit einem elektri-

schen Feld beschr�anken. Bassiouny und Maugin [9, 10] motivierten sp�ater ein ther-

modynamisch konsistentes Materialmodell mit 'plastischer' Deformation und remanenter

Polarisation als innere Variablen. Allerdings eignet sich die Form des Modells nicht zur Im-

1
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plementierung in ein Berechnungswerkzeug. Einen alternativen Weg beschritten Hwang,

Lynch und McMeeking [11, 12, 13, 14, 15], die das makroskopische Materialverhalten

der Ferroelektrizit�at mittels mikroskopischer Umklappprozesse betrachteten. Dabei wurde

das nichtlineare makroskopische Verhalten mit Hilfe energetisch begr�undeter Bedingun-

gen f�ur das Dom�anenumklappen simuliert. Jedoch ist dieses Vorgehen zur Simulation

einer gro�en komplexen Struktur, z.B. eines Aktuators, ungeeignet. Der Ansatz von Huo

und Jiang [16, 17] beruht auf einer mischungstheoretischen Beschreibung der Dom�anen-

prozesse, welcher jedoch eine zu gro�e Anzahl von mikroskopischen Materialparametern

erfordert.

In dieser Arbeit soll ein ph�anomenologisches Materialmodell vorgestellt werden, das die

nichtlinearen elektrischen und mechanischen Eigenschaften von Ferroelektrika beschreibt.

Insbesondere soll die ferroelektrische sowie ferroelastische Hysterese und die elektromecha-

nischen Kopplungsph�anomene der mechanischen Depolarisation sowie der feldabh�angigen

Koerzitivspannung ber�ucksichtigt werden. Das zu entwickelnde Materialmodell soll in ein

Finite-Elemente-Programm implementiert werden. Dabei mu� die numerische Berechnung

in e�ektiver Form realisiert werden, um beliebig komplexe makroskopische Strukturen in

akzeptabler Rechenzeit simulieren zu k�onnen.

Damit soll der Einu� der Nichtlinearit�aten, d.h. insbesondere der remanenten Polari-

sation und der remanenten Dehnung, durch strukturmechanische Analysen untersucht

werden. Von besonderem Interesse sind hierbei die Spannungen in den kritischen Mate-

rialbereichen. Auf der Basis dieser Ergebnisse kann das Verst�andnis bez�uglich der Versa-

gensursachen unter kombinierten elektromechanischen Belastungen erweitert werden.



2 Grundlagen

In diesem Kapitel werden fachliche Begri�e sowie prinzipielle Mechanismen erl�autert, auf

die im Rahmen dieser Arbeit zur�uckgegri�en wird. Hierbei werden nur jene Grundlagen

dargestellt, die f�ur das physikalische Verst�andnis sowie f�ur die Motivation der Material-

modellierung erforderlich sind.

2.1 Begri�serl�auterungen

Zwischen positiv und negativ geladenen Teilchen �ndet eine Wechselwirkung statt, die im

Zustand der Ruhe als Coulomb-Kraft bezeichnet wird. In dem Gebiet, in dem sie auftritt,

ist dann ein elektrisches Feld vorhanden. Die elektrische Feldst�arke ~E, oder auch kurz

elektrisches Feld, ist hierbei de�niert als:

~E :=
~F

QProbe

: (2.1)

Gleichung (2.1) ist zu verstehen als die Coulomb-Kraft ~F, die eine Ladung auf eine

m�oglichst kleine Probeladung QProbe aus�ubt. Elektrische Feldlinien stellen hierbei die

tangentiale Kurve an die r�aumliche Verteilung des elektrischen Feldvektors ~E dar.

Be�nden sich zwei Ladungen gleichen Betrages Q aber unterschiedlichem Vorzeichen in

einem Abstand j~lj, so wird

~p = Q ~l ; (2.2)

als elektrisches Dipolmoment bezeichnet. Beim �Ubergang dieser diskreten Betrachtung auf

das Kontinuum ergibt sich das elektrische Dipolmoment

~p =

Z
V

~P dV (2.3)

als das Integral �uber die Dichte des elektrischen Dipolmomentes ~P im Volumen V . ~P wird

hierbei auch als dielektrische Polarisation bezeichnet. Eine ausf�uhrliche und detaillierte

Darstellung kann Physiklehrb�uchern z.B. von Gerthsen et al. [18], Greiner [19] oder

Hoffmann [20] entnommen werden.

Ein Dielektrikum ist ein Isolator oder Nichtleiter, der keine freien Ladungstr�ager besitzt

und somit keinen Stromu� hindurch l�a�t. Er enth�alt polare Bausteine, so da� eine dielek-

trische Polarisation beobachtet werden kann. Solche dielektrischen Eigenschaften treten

in kristallinen Materialien auf. Sie sind periodisch aus Einheitszellen aufgebaut, die wie-

derum aus positiven und negativen Ionen zusammengesetzt sind. Die Summe der positiven

3
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und negativen Ladungen in der Einheitszelle werden jeweils durch einen positiven und ne-

gativen Ladungsschwerpunkt repr�asentiert. Liegt ohne eine �au�ere Einwirkung der positive

und der negative Ladungsschwerpunkt nicht aufeinander, d.h. es existiert zwischen ihnen

ein de�nierter Abstand, so besitzt die Einheitszelle eine spontane Polarisation Pspontan.

Da die Einheitszelle eine r�aumlich dreidimensionale Struktur besitzt, wird die spontane

Polarisation durch einen Vektor entlang der polaren Achse vom negativen zum positiven

Ladungsschwerpunkt im Inneren der Einheitszelle beschrieben. Hierbei ist zu beachten,

da� unter dem Begri� Richtung des Polarisationsvektors nur dessen polare Achse und un-

ter dem Ausdruck Orientierung des Polarisationsvektors zus�atzlich sein positives Pfeilende

zu verstehen ist.

Ferroelektrische Materialien stellen Polykristalle dar, die aus K�ornern mit unterschiedli-

cher Gitterorientierung aufgebaut sind. Ein Korn wiederum besteht aus vielen unterschied-

lich ausgerichteten Dom�anen, die jeweils einen Zusammenschlu� mehrerer Einheitszellen

darstellen. Innerhalb einer Dom�ane sind die Dipole der Einheitszellen homogen und ein-

heitlich orientiert, so da� ihr ein spontaner Polarisationsvektor zugeordnet werden kann.

Somit besitzt eine einzelne Dom�ane auch ein anisotropes Materialverhalten.

Eine aus Dom�anen aufgebaute makroskopische Struktur kann jedoch Isotropie aufwei-

sen, wenn die Orientierungen der Dom�anen gleichm�a�ig verteilt sind, so da� sich die

anisotropen Eigenschaften durch die Mittelung aufheben. Wird der Polykristall durch

ein elektrisches Feld oder eine mechanische Spannung hinreichend stark belastet, wird

die Orientierung jeder einzelnen Dom�ane beeinu�t und klappt unter der Belastung um

(siehe Abschnitt 2.3). Diese Umklappvorg�ange werden als Dom�anenprozesse bezeichnet

und f�uhren zu dem makroskopisch beobachtbaren nichtlinearen Materialverhalten. In Ab-

schnitt 2.4 werden die Ph�anomene des makroskopisch nichtlinearen Materialverhaltens

mit entsprechenden Orientierungen der Dom�anen aufgrund einer elektrischen bzw. me-

chanischen Belastung ausf�uhrlich erl�autert.

Perowskitstruktur

In dieser Arbeit werden ferroelektrische Materialien betrachtet, die in Form einer Perow-

skitstruktur mit der allgemeinen Zusammensetzung ABO3 kristallisieren. Eine kubische

Perowskitstruktur und eine tetragonale Einheitszelle ist in Bild 2.1 dargestellt. Da die

grundlegenden Mechanismen sehr anschaulich an Barium-Titanat (BaTiO3) gezeigt wer-

den k�onnen, wird im weiteren das Materialverhalten repr�asentativ an dieser Kristallstruk-

tur diskutiert.

BaTiO3 ist ein rein ionisch gebundener Mischkristall, wobei der A-Platz durch Ba
2+-Ionen

auf den acht Ecken der kubischen Einheitszelle (Bild 2.1a) besetzt ist. Der B-Platz wird

von einem raumzentrierten Ti
4+-Ion eingenommen, welches von �achenzentrierten Sauer-

sto�onen O
2� oktaedrisch umgeben ist.
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Ba
2+

Ti
4+

O
2�

a

a

a

c

a

a

a) b)

Bild 2.1: Einheitszelle von BaTiO3 oberhalb und unterhalb der Curietemperatur TCurie:

a) Oberhalb TCurie: Paraelektrische Phase mit kubischer Perowskitstruktur ohne

spontane Polarisation.

b) Unterhalb TCurie: Ferroelektrische Phase mit tetragonaler Struktur und spon-

taner Polarisation (Pfeil).

Oberhalb der Curietemperatur TCurie ist die paraelektrische Phase stabil und es liegt eine

kubische, nicht polare Einheitszelle mit der Kantenl�ange a vor. Da der positive und nega-

tive Ladungsschwerpunkt aufeinander liegen, besitzt diese Kristallstruktur keine spontane

Polarisation und zeigt daher keine Piezoelektrizit�at (Abschnitt 2.2.1), sondern nur Elek-

trostriktion (Abschnitt 2.2.2). Im Gegensatz zu einem elektrischen Feld, mit dem eine

reversible Trennung der Ladungsschwerpunkte erreicht werden kann, ist eine rein mecha-

nische Belastung nicht in der Lage, eine Polarisation zu erzeugen.

Die kubische Perowskitstruktur ohne polare Achse wandelt sich beim Unterschreiten der

Curietemperatur spontan in die ferroelektrische Phase mit tetragonaler Struktur um, wo-

bei sich das Ti4+-Ion in Richtung eines der �achenzentrierten Sauersto�onen verschiebt.

Hierbei sind sechs verschiedene, gleichwahrscheinliche Richtungen f�ur das Ion m�oglich.

Der positive und der negative Ladungsschwerpunkt der Einheitszelle liegen nun nicht

mehr aufeinander, so da� bei diesem Phasen�ubergang eine spontane Polarisation in der

Einheitszelle auftritt. Es ist eine polare Kristallstruktur ohne Symmetriezentrum entstan-

den, die sowohl einen piezoelektrischen als auch eine elektrostriktiven E�ekt zeigt. Die

spontane Polarisation ist temperaturabh�angig und ohne eine elektrische oder mechani-

sche Belastung bleibend bzw. remanent vorhanden. Mit dem Auftreten einer spontanen

Polarisation wird gleichzeitig auch eine entsprechende spontane Dehnung

"spontan :=
c� a

a
� 1% (2.4)

der Einheitszelle in Polarisationsrichtung induziert. Da in einem Kristall eine gro�e An-

zahl von Einheitszellen vorliegt und die spontanen Ausrichtungen der Polarisationsvekto-

ren beim Abk�uhlen in alle sechs Raumrichtungen gleich wahrscheinlich sind, heben sich
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ihre Wirkungen im Mittel gegenseitig auf. Makroskopisch betrachtet tritt keine spontane

bzw. bleibende Polarisation auf. Das Material ist nun 'thermisch depolarisiert' und besitzt

nach dem Herstellungsproze� durch Sintern einen makroskopisch ungepolten Ausgangs-

zustand. Aufgrund der vorliegenden ferroelektrischen Phase wird es als Ferroelektrikum

oder ferroelektrische Keramik bezeichnet.

2.2 Typische Eigenschaften von Ferroelektrika

Ferroelektrische Keramiken besitzen eine Vielzahl unterschiedlicher Eigenschaften, auf

deren Bedeutung hier im einzelnen nicht eingegangen wird. Es werden im folgenden nur

einige typische E�ekte und deren Mechanismen erl�autert, die im Zusammenhang mit der

ph�anomenologischen Modellierung von Interesse sind und dem allgemeinen Verst�andnis

dienen. F�ur eine ausf�uhrliche Darstellung der E�ekte siehe z.B. die B�ucher von Jaffe et

al. [21], Feldtkeller [22, 23] oder Tich�y und Gautschi [24] sowie beispielsweise die

Dissertationen von Endriss [25] und Hammer [26].

2.2.1 Piezoelektrizit�at

Unter der Piezoelektrizit�at ist die lineare elektromechanische Wechselwirkung zwischen

mechanischen und elektrischen Zustandsgr�o�en in Kristallen zu verstehen. Mathematisch

wird der lineare Zusammenhang zwischen diesen Zustandsgr�o�en mit dem piezoelektri-

schen Modul beschrieben.

Der piezoelektrische E�ekt wird in Materialien beobachtet, deren Einheitszellen eine oder

mehrere polare Achsen, jedoch kein Symmetriezentrum aufweisen und beruht auf einer

Verschiebung der Ladungsschwerpunkte entlang der polaren Achse unter mechanischer

oder elektrischer Belastung (siehe Bild 2.1b).

Der Begri� direkter piezoelektrischer E�ekt kennzeichnet jenes Kopplungsph�anomen, bei

dem eine mechanische Spannung von einer zu ihr proportionalen �Anderung der elek-

trischen Polarisation begleitet wird. Die Ursache hierf�ur ist die mit der mechanischen

Spannung induzierten Deformation der Einheitszelle und damit eine Verschiebung der

Ladungsschwerpunkte, so da� sich der Abstand der Ladungen zueinander und damit die

Polarisation �andert. Bei diesem Proze� werden elektrische Ladungen auf den Ober�achen

des K�orpers erzeugt, die zu hohen elektrischen Spannungen f�uhren.

Der inverse oder reziproke piezoelektrische E�ekt bedeutet das Auftreten einer Defor-

mation, die zum �au�eren angelegten elektrischen Feld proportional ist. Ist das elektrische

Feld in Richtung der Polarisation orientiert, werden die Ladungsschwerpunkte auseinander

gezogen und damit eine Verl�angerung der Einheitszelle beobachtet. Ein gegen die Polari-

sation orientiertes elektrisches Feld schiebt die beiden Ladungsschwerpunkte aufeinander

zu und bewirkt somit eine Verk�urzung.
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In Kristallen, die aus Einheitszellen mit einem Symmetriezentrum bestehen, z.B. die ku-

bische Struktur von BaTiO3 in Bild 2.1a, tritt kein piezoelektrischer E�ekt auf, da die

mechanische Belastung nicht in der Lage ist, die aufeinanderliegenden Ladungsschwer-

punkte zu trennen. Dies ist nicht zu verwechseln mit dem makroskopischen Verhalten

eines ferroelektrischen Materials mit einer tetragonalen Einheitszellenstruktur, welches

unter speziellen Voraussetzungen ebenso keinen piezoelektrischen E�ekt zeigt. Ein solcher

Materialzustand liegt nach dem Herstellungsproze� (thermisch depolarisiert) oder nach

einer vollst�andigen mechanischen Depolarisation vor (siehe Abschnitt 2.4.4; Bild 2.8). Es

handelt sich hier um den Sonderfall, da� sich durch die makroskopische Mittelung die

einzelnen piezoelektrischen E�ekte der Einheitszellen gegenseitig aufheben. Daher f�uhrt

nur die besondere Ausrichtung der Einheitszellen im Polykristall zu piezoelektrischem

Materialverhalten.

2.2.2 Elektrostriktion

Erfolgt aufgrund einer Belastung durch ein elektrisches Feld unabh�angig vom inversen pie-

zoelektrischen E�ekt eine Deformation, so wird dies als elektrostriktiver E�ekt bezeichnet.

Elektrostriktion tritt in allen Dielektrika unabh�angig von der Symmetrie der Einheitszelle

auf, ist jedoch aufgrund der sehr geringen induzierten Dehnung bez�uglich der Piezoelek-

trizit�at vernachl�assigbar. Oberhalb der Curietemperatur liegt keine Piezoelektrizit�at vor,

so da� hier nur elektrostriktives Verhalten beobachtet werden kann.

In der paraelektrischen Phase von Barium-Titanat (Bild 2.1a) liegen die Ladungsschwer-

punkte der Einheitszelle aufeinander. Die Belastung durch ein elektrisches Feld verschiebt

nun die Ladungsschwerpunkte, so da� eine �Anderung der Polarisation sowie begleitend

eine Dehnung induziert wird. Die Polarisation verh�alt sich hierbei in einem gro�en Bereich

linear zum elektrischen Feld. F�ur die Dehnung stellt sich ein zum Quadrat des elektrischen

Feldes proportionaler Wert ein, der unabh�angig vom Vorzeichen von E ist. F�ur h�ohere

elektrische Felder gehen die Polarisation sowie die Dehnung in einen S�attigungszustand

�uber (Hao et al. [27]). Unter dem Einu� einer rein mechanischen Belastung wird ein

linear elastisches Materialverhalten beobachtet, ohne da� hierbei eine Ladungstrennung

induziert wird. Experimentelle Untersuchungen elektrostriktiver Eigenschaften wurden

von Brown et al. [28] durchgef�uhrt und konnte mit einem Materialmodell von Suo et

al. [29] sowie Hom und Shankar [30] mathematisch beschrieben werden.

2.2.3 Ferroelektrizit�at

Der ferroelektrische E�ekt tritt in Kristallen auf, bei denen die Richtung der spontanen Po-

larisation durch ein hinreichend starkes elektrisches Feld bleibend ver�andert werden kann.

Hierbei orientieren sich die Dom�anen in Richtung der Wirkung des elektrischen Feldes

um, so da� sich bleibend ein ver�anderter Materialzustand einstellt. Das Materialverhal-
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ten zeigt hierbei Hysteresee�ekte mit einer remanenten Polarisation sowie remanenten

Dehnung. In der dielektrischen Hysterese wird die Polarisation �uber dem wirkenden elek-

trischen Feld (Abschnitt 2.4.1; Bild 2.5) und in der Schmetterlingshysterese die zugeh�orige

Dehnung (Abschnitt 2.4.2; Bild 2.6) dargestellt.

2.2.4 Ferroelastizit�at

Neben der Ferroelektrizit�at tritt auch h�au�g die Ferroelastizit�at auf, die das mechanische

Analogon dazu darstellt. Voraussetzung f�ur das Auftreten dieses E�ektes ist die Eigen-

schaft, da� in einem Kristall ohne elektrisches Feld und ohne mechanische Spannung meh-

rere stabile Orientierungszust�ande der Dom�anen vorhanden sind. Eine hinreichend starke

mechanische Belastung ist dann in der Lage, die Orientierung der Dom�anen eines Zustan-

des bleibend zu �andern. Hierbei kommt es zu der Ausbildung einer Hysterese bez�uglich

der mechanischen Belastung durch die Spannung und der induzierten Deformation (siehe

das Hystereseverhalten in Abschnitt 2.4.3; Bild 2.7).

2.3 Mikroskopische Ausrichtungsprozesse

Innerhalb einer Dom�ane sind die einzelnen spontanen Polarisationsvektoren der Einheits-

zellen einheitlich orientiert und die spontanen Polarisationen verschiedener Dom�anen wei-

sen in verschiedene Richtungen. Die Ursache der Dom�anenbildung ist in der Feldenergie

der Dom�anen selbst begr�undet. Bei einer Aufspaltung von wenigen gro�en in viele kleine

Dom�anen wird die r�aumliche Ausdehnung des elektrischen Feldes der Dom�anen und damit

ihre Feldenergie erniedrigt (Tich�y und Gautschi [24] sowie Sonin und Strukow [31]).

Dies f�uhrt zu einer sogenannten 'Kopf-zu-Fu�' Anordnung der spontanen Polarisations-

vektoren der Dom�anen und damit am Beispiel von Barium-Titanat in der tetragonalen

Phase zur Bildung einer 90�- und 180�-Dom�anenstruktur. In Smolenskij und Krajnik

[32] sind schematische Darstellungen und grundlegende Vorstellungen �uber die Dom�anen-

struktur von Barium-Titanat zu �nden und Fatuzzo und Merz [33] zeigen ange�atzte

Schli�bilder mit zugeh�origer Dom�anenstruktur.

Das Verhalten einer Dom�ane wird durch das kollektive Verhalten aller darin be�ndlichen

Einheitszellen bestimmt und kann anhand des Studiums �uber das prinzipielle Verhalten

einer einzelnen Einheitszelle (hier am Beispiel von BaTiO3) am einfachsten verstanden

werden. Barium-Titanat besitzt in seiner ferroelektrischen Phase eine tetragonale Struk-

tur mit sechs polaren Richtungen (siehe z.B. Jiang [34] und Hao et al. [27]). Unter der

Wirkung einer hinreichenden elektrischen oder einer hinreichenden mechanischen Bela-

stung kann die polare Ausrichtung der Einheitszelle ge�andert werden.
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2.3.1 Elektrisch induzierter Umklappproze�

Erst ein hinreichend starkes elektrisches Feld ist in der Lage, einen Umklappproze� aus-

zul�osen. Hierbei klappt die Einheitszelle immer in Richtung der Orientierung des elektri-

schen Feldes um, so da� sich der spontane Polarisationsvektor in Feld- bzw. Wirkungsrich-

tung orientiert. In Bild 2.2a ist die Auswirkung eines parallel der Polarisationsrichtung

entgegen gerichteten elektrischen Feldes E dargestellt.

E

E

a)

b)

Bild 2.2: Umklappvorgang induziert durch ein elektrisches Feld.

a) Elektrisches Feld E parallel, aber der Polarisationsrichtung entgegengesetzt.

b) Elektrisches Feld E senkrecht zur Polarisationsrichtung.

Der Pfeil in der Einheitszelle symbolisiert die Ausrichtung der spontanen Polarisation der

tetragonalen Zelle vom negativen zum positiven Ladungsschwerpunkt. Bei einem entge-

gen der spontanen Polarisation ausgerichteten elektrischen Feld �ndet ein 180�-Umklapp-

proze� statt (siehe Bild 2.2a), bei dem in Feldrichtung eine irreversible �Anderung der

Polarisation, jedoch keine Verzerrung der Einheitszelle statt�ndet.

Bild 2.2b zeigt ein senkrecht zur spontanen Polarisation der Einheitszelle orientiertes elek-

trisches Feld. Ist E hinreichend stark, klappt die Polarisation um und orientiert sich hierbei

in Feldrichtung. Bei diesem 90�-Umklappvorgang tritt sowohl eine bleibende �Anderung im

Polarisationszustand als auch eine entsprechende remanente Verzerrung der Einheitszelle

in Feldrichtung auf.

Polungsproze�

Nach dem Herstellungsproze� liegt in einer ferroelektrischen Keramik makroskopisch eine
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statistisch gleichverteilte Dom�anenstruktur vor. In diesem Zustand verh�alt sich das Ma-

terial makroskopisch isotrop und besitzt erst nach einem Polungsproze�, d.h. nach der

Umorientierung der Dom�anen in Feldrichtung, piezoelektrische Eigenschaften.

In Bild 2.3a ist schematisch ein nach dem Herstellungsproze� vorliegender Gef�ugeauf-

bau dargestellt. Vor der Polung besteht er aus K�ornern mit unterschiedlich orientierten

Dom�anen, die spontan polarisiert sind. Eine 90�- und 180�-Dom�anenstruktur ist zu er-

kennen.

E

a) b) c)

Bild 2.3: Schematische Darstellung der Ver�anderungen der Dom�anenstruktur w�ahrend ei-

nes Polungsprozesses.

a) Ausgangszustand mit K�ornern und Dom�anen.

b) Elektrisches Feld E induziert eine makroskopische Dehnung sowie makrosko-

pische Polarisation.

c) Verbleibende remanente Dehnung "sat und remanente Polarisation Psat nach

der Entlastung.

Durch ein hinreichend starkes elektrisches Feld klappen nahezu alle Dom�anen in Richtung

E um, so da� deren spontane Polarisationsvektoren m�oglichst parallel zum elektrischen

Feld verlaufen (Bild 2.3b). Hierbei �nden 90�- sowie 180�-Umklappprozesse statt. Unter

der elektrischen Belastung bildet sich eine maximal m�ogliche, makroskopische remanente

Polarisation (S�attigungspolarisation Psat) sowie eine makroskopische remanente Dehnung

(S�attigungsdehnung "sat) aus. Im Fall einer vollst�andigen und idealen Orientierung aller

Dom�anen w�urde die S�attigungspolarisation den Wert der spontanen Polarisation der ein-

zelnen Dom�anen erreichen und die S�attigungsdehnung einen oberen Grenzwert annehmen.

Dies ist jedoch in einer realen Struktur nie erreichbar, so da� stets f�ur die S�attigungspo-

larisation

Psat � Pspontan (2.5)
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und f�ur die S�attigungsdehnung

"sat � "spontan (2.6)

gilt.

Nach Entfernung des elektrischen Feldes behalten die Dom�anen in Bild 2.3c weitestgehend

die aufgepr�agte Orientierung bei und eine irreversible Polarisation sowie eine irreversible

Dehnung bleibt zur�uck. Als remanente Polarisation P i wird die verbleibende irreversi-

ble Polarisation und als remanente Dehnung " iP die zugeh�orige, verbleibende irreversible

Dehnung bezeichnet.

2.3.2 Mechanisch induzierter Umklappproze�

Umklappprozesse k�onnen nicht nur elektrisch, sondern auch mechanisch ausgel�ost werden.

Das Umklappverhalten in Bild 2.4 zeigt am Beispiel von Barium-Titanat eine repr�asen-

tative Einheitszelle, die mit einer hinreichenden mechanischen Druck- bzw. Zugspannung

belastet wird. Nur Druckspannungen parallel und nur Zugspannungen senkrecht zur Rich-

tung der spontanen Polarisation k�onnen Umklappprozesse ausl�osen. Das dabei beobach-

tete nichtlineare Materialverhalten wird als Ferroelastizit�at (Abschnitt 2.2.4) bezeichnet.

-�

-�

+� +�

a)

b)

Bild 2.4: Umklapppvorgang durch mechanische Belastung, bei dem nur 90�-Umklapppro-

zesse induziert werden k�onnen.

a) Druckspannung -� in Polarisationsrichtung.

b) Zugspannung +� senkrecht zur Polarisationsrichtung.
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In Bild 2.4a ist eine Druckspannung -� parallel zur Richtung der spontanen Polarisation

aufgebracht. Ist die mechanische Belastung hinreichend gro�, klappt die Einheitszelle und

damit die spontane Polarisation um 90� um. Hierbei nimmt sie eine von vier Positionen in

einer Ebene senkrecht zur Richtung der Druckspannung ein (rechte Seite des Bildes 2.4a).

Ist keine weitere mechanische und elektrische Belastung vorhanden, ist die Ausrichtung

der spontanen Polarisation rein zuf�allig und kann nicht vorherbestimmt werden. Damit

ist makroskopisch keine Polung induzierbar, so da� der ferroelastische E�ekt niemals eine

remanente Polarisation erzeugen kann. Lediglich eine vorhandene remanente Polarisation

kann eleminiert werden (siehe erg�anzend Bild 2.8).

Erf�ahrt ein makroskopisch gepoltes Material eine hinreichend gro�e mechanische Druck-

spannung in Polarisationsrichtung, klappen alle Dom�anen und mit ihnen die spontane

Polarisation gleichm�a�ig in eine dazu senkrecht liegende Ebene um. Dabei heben sich

aufgrund der makroskopischen Mittelung die zuvor gleich ausgerichteten spontanen Po-

larisationen der einzelnen Dom�anen gegenseitig auf, so da� jetzt makroskopisch keine

Polarisation mehr vorhanden ist. Dieser Proze� wird als mechanische Depolarisation be-

zeichnet.

Der Umklappproze�, induziert durch eine Zugspannung +� senkrecht zur Polarisations-

richtung, ist in Bild 2.4b dargestellt. �Uberschreitet die Zugspannung einen kritischen Wert,

klappt die spontane Polarisation der Einheitszelle in Richtung der Wirkung der mecha-

nischen Spannung um. Hierbei gibt es zwei gleichberechtigte Positionen, in die sich die

spontane Polarisation orientieren kann (rechte Seite des Bild 2.4b). In Spannungsrich-

tung ist eine entsprechende Verl�angerung und senkrecht hierzu eine Querkontraktion zu

beobachten.

Ein makroskopisch gepoltes Material, das senkrecht zu seiner remanenten Polarisation

mit einer Zugspannung belastet wird, erf�ahrt ebenfalls eine mechanische Depolarisation.

Hierbei klappen statistisch betrachtet gleich viele spontane Polarisationsvektoren in die

eine als auch in die andere Richtung um und ihre Wirkungen heben sich gegenseitig auf.

Mit einer rein mechanischen Belastung wird eine bleibende, irreversible Dehnung indu-

ziert, die aufgrund ihres mechanischen Ursprungs als remanente ferroelastische Dehnung

" iF bezeichnet wird.

2.4 Typische Ph�anomene der makroskopischen Fer-

roelektrizit�at und Ferroelastizit�at

Die aus der Mittelung der mikroskopischen Eigenschaften makroskopisch resultierenden

nichtlinearen Ph�anomene werden durch Umklappprozesse induziert. Die Umklappbarkeit

der spontanen Polarisation h�angt in ferroelektrischen Polykristallen mit dem Auftreten

der Dom�anen zusammen und wird als Dom�anenproze� bezeichnet.
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Nach dem Herstellungsproze� heben sich im makroskopischen Mittel die Beitr�age der

mikroskopischen spontanen Polarisation und die damit zusammenh�angenden mikrosko-

pischen piezoelektrischen Eigenschaften aus den unterschiedlich orientierten Dom�anen

gegenseitig auf. Das Material verh�alt sich in diesem Zustand makroskopisch isotrop und

stellt f�ur die im folgenden betrachteten, typischen Ph�anomene den isotropen Ausgangs-

zustand dar.

Anhand vier repr�asentativer Dom�anen werden typische Materialzust�ande im Kurvenver-

lauf explizit betrachtet. Hierbei charakterisieren die Pfeile die Orientierung der spontanen

Polarisation der Dom�anen, die sich im Laufe der Belastungsgeschichte durch Umklapppro-

zesse entsprechend �andern kann.

2.4.1 Dielektrische Hysterese

Unter Ferroelektrizit�at ist das Umklappen von Dom�anen unter der Wirkung eines hinrei-

chend starken elektrischen Feldes zu verstehen. Die elektrischen Ver�anderungen werden

in der dielektrischen Hysterese in Bild 2.5 dargestellt und zeigen die sich einstellende

Polarisation P , induziert durch ein zyklisches elektrisches Feld E.

P

E
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Ec Ec
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+E

1

2
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Bild 2.5: Schematische Darstellung der dielektrischen Hysterese mit der aus einem unge-

polten Zustand beginnenden Neukurve (gestrichelte Linie). Die Zust�ande der vier

betrachteten repr�asentativen Dom�anen sind an ausgew�ahlten Punkten skizziert.

Von dem ungepolten Zustand in Punkt 1 ausgehend, sind kleine �Anderungen des elek-

trischen Feldes nicht in der Lage, die Orientierung der Dom�anen zu ver�andern. Damit

heben sich die anisotropen dielektrischen Eigenschaften gegenseitig auf, so da� sich in

diesem Anfangsbereich die Polarisation proportional zum elektrischen Feld verh�alt. Ein

reversibles sowie linear dielektrisches Materialverhalten ist zu beobachten.
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W�achst die elektrische Feldst�arke weiter an und �uberschreitet einen kritischen Wert, klap-

pen die Dom�anen zunehmend in Feldrichtung um und induzieren hierbei einen zus�atzli-

chen Beitrag zur Polarisation. Dieser Proze� ist irreversibel und von nichtlinearem Ma-

terialverhalten begleitet. Sind alle Dom�anen einheitlich in Feldrichtung orientiert, ist das

Reservoir aller umklappbaren Dom�anen ersch�opft. Ein S�attigungszustand ist erreicht und

ein erneut reversibles, nahezu linear dielektrisches Verhalten stellt sich ein (Punkt 2).

Die erste Belastung aus dem ungepolten Ausgangszustand (gestrichelte Linie) wird als

Neukurve bezeichnet.

Verringert sich nun die Feldst�arke und verschwindet sie im Punkt 3 v�ollig, so wird bis

zu diesem Punkt eine n�aherungsweise reversible dielektrische Reduktion von P beob-

achtet. Da in diesem Entlastungsbereich praktisch keine Umklappprozesse statt�nden,

bleiben die Dom�anen in Feldrichtung orientiert und erzeugen damit f�ur E = 0 eine blei-

bende remanente Polarisation P i. Diese verbleibende makroskopische Polarisation nimmt

bei vollst�andiger Ausrichtung aller Dom�anen in Richtung von E den maximalen Wert

der S�attigungspolarisation Psat an. Eine im schematischen Kurvenverlauf zu erkennende

geringe Abweichung vom linearen Verhalten ist auf mikroskopische Ver�anderungen der

Dom�anenstruktur (siehe Bild 2.3) zur�uckzuf�uhren.

Findet eine weitere Belastung durch das elektrische Feld in entgegengesetzter Richtung

statt, so werden erneut Umklappprozesse von Dom�anen ausgel�ost. Hierbei verringert sich

die remanente Polarisation P i in Feldrichtung, so da� makroskopisch im Punkt 4 f�ur E =

Ec ein elektrisch depolarisierter Zustand erreicht wird (P = 0). Die Koerzitivfeldst�arke

Ec ist hierbei de�niert als dasjenige elektrische Feld, bei dem die Polarisation vollst�andig

verschwunden ist.

Eine weitere Erh�ohung der Belastung induziert ein erneutes Ausrichten der Dom�anen-

struktur in Feldrichtung, bis im Punkt 5 abermals eine S�attigung erreicht ist. Jetzt liegt je-

doch eine im Vergleich zu Punkt 2 vollst�andig entgegengesetzte Orientierung der Dom�anen

vor.

Wird nun die Feldst�arke in umgekehrter Richtung bis zum Punkt 2 erh�oht, stellt sich

ein qualitativ gleiches Materialverhalten ein (jedoch mit umgekehrten Vorzeichen) und es

resultiert eine vollst�andig geschlossene Hysterese.

2.4.2 Schmetterlingshysterese

Ein elektrisches Feld beeinu�t nicht nur den Polarisationszustand im Material, sondern

es wird begleitend dazu eine �Anderung im Dehnungszustand beobachtet. Der Zusammen-

hang zwischen der in Polungsrichtung auftretenden Dehnung " und dem elektrischen Feld

E wird in der Schmetterlingshysterese Bild 2.6 dargestellt.

Nach dem Sintern liegt im Punkt 1 ein makroskopisch ungepolter und isotroper Materi-

alzustand vor (alle Pfeile weisen in verschiedene Richtungen), so da� sich die anisotropen

piezoelektrischen Eigenschaften der spontanen Polarisation der Dom�anen im makrosko-
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Bild 2.6: Schematische Darstellung der Schmetterlingshysterese f�ur zyklische elektrische

Belastung sowie der Neukurve (gestrichelte Linie).

pischen Mittel aufheben. Die Belastung durch ein hinreichend kleines elektrisches Feld

ist nicht in der Lage, Umklappprozesse auszul�osen. Da weder eine makroskopische Pie-

zoelektrizit�at noch Dom�anenprozesse auftreten, kann das elektrische Feld keine Dehnung

induzieren. Es liegt ein von E entkoppeltes Dehnungsverhalten vor, so da� in dieser An-

fangsphase ein horizontaler Kurvenverlauf aus dem Ursprung zu beobachten ist.

Elektrische Feldst�arken oberhalb eines kritischen Wertes l�osen Umklappprozesse der

Dom�anen aus. Es bildet sich in Richtung von E eine positive Dehnung (Verl�angerung) aus,

die sich aus zwei Anteilen zusammensetzt. Ein Dehnungsanteil repr�asentiert das irreversi-

ble Umklappen und parallele Ausrichten der Dom�anen und die dabei induzierte spontane

Zunahme der Verzerrung " iP in Feldrichtung. Der andere Anteil resultiert aus dem pie-

zoelektrischen E�ekt. Aufgrund der mikroskopischen Umorientierung wird makroskopisch

eine zunehmend st�arkere piezoelektrische Kopplung zwischen dem elektrischen Feld und

der Dehnung aufgebaut. Dieser zweite Anteil nimmt stetig zu und induziert damit �uber den

inversen piezoelektrischen E�ekt eine entsprechende Dehnung. Haben sich alle Dom�anen

in Richtung des elektrischen Feldes orientiert, ist im Punkt 2 der S�attigungszustand er-

reicht und alle spontanen Polarisationsvektoren der Dom�anen zeigen in dieselbe Richtung

(" iP = "sat). Weiteres Umklappen kann nun nicht mehr statt�nden, so da� damit auch

kein weiterer spontaner Dehnungsanteil mehr induziert wird und die maximal m�ogliche

piezoelektrische Kopplung erreicht ist. Jetzt liegt ein linearer Zusammenhang zwischen

dem wirkenden elektrischen Feld und der Dehnung vor (inverser piezoelektrischer E�ekt).

Reduziert sich nun die Belastung durch das elektrische Feld, werden auch die reversiblen

Dehnungsanteile kleiner und das Materialverhalten ist nahezu linear reversibel. Bis zur

vollst�andigen Entlastung im Punkt 3 werden kaum weitere irreversible Umklappprozesse

beobachtet, so da� der Dom�anenzustand aus Punkt 2 erhalten bleibt. F�ur E = 0 haben

sich alle reversiblen Anteile abgebaut und die makroskopische Dehnung besteht nun nur

noch aus ihrem remanenten Anteil " iP. Da " iP seinen S�attigungswert erreicht hat, nimmt
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" im Punkt 3 den Wert der remanenten S�attigungsdehnung "sat an. Bis zu diesem Punkt

3 wird der Be- und Entlastungsproze� als Polungsproze� bezeichnet. Der damit erzeugte

Zustand dient aufgrund des jetzt vorliegenden nahezu linearen Zusammenhangs zwischen

der Dehnung und dem elektrischen Feld als Ausgangszustand f�ur technische Anwendun-

gen.

Nimmt das elektrische Feld nun negative Werte an, setzen erneut Umklappprozesse ein,

die die einheitliche Ausrichtung der Dom�anenstruktur verringern. Erreicht im Punkt 4

das elektrische Feld die Koerzitivfeldst�arke (jEj = Ec), ist der elektrisch depolarisierte

Zustand erreicht. Die Vektoren der spontanen Polarisation der Dom�anen zeigen nun wieder

in verschiedene Richtungen, so da� die Dehnung einen minimalen Wert einnimmt (" = 0)

und der piezoelektrische E�ekt verschwindet. Hierbei liegt im Punkt 4 nicht zwangsl�au�g

derselbe Ausrichtungszustand der Dom�anen wie im Punkt 1 vor. Dies ist auch der Grund

f�ur die im Experiment (z.B. Chen und Tucker [7]) beobachtete vertikale Verschiebung

der beiden spitz zulaufenden Minima bez�uglich des Startpunktes der Neukurve in der

Schmetterlingshysterese.

Eine weitere Belastung induziert eine erneute Ausrichtung der Dom�anen in Richtung

des anliegenden elektrischen Feldes und damit irreversible spontane Dehnungen. Somit

entwickelt sich makroskopisch erneut eine zunehmende piezoelektrische Kopplung, die

ebenfalls zu einem Dehnungsanteil in Feldrichtung f�uhrt. Im Punkt 5 ist schlie�lich der

vollst�andig orientierte Dom�anenzustand erreicht (bez�uglich des Punktes 2 in Gegenrich-

tung orientiert) und es liegt ausschlie�lich linear piezoelektrisches Materialverhalten mit

einem negativen piezoelektrischen Modul vor.

Ein wiederum verschwindendes elektrisches Feld (E = 0) l�a�t eine bleibende Verzerrung in

H�ohe der S�attigungsdehnung "sat zur�uck. Wird das elektrische Feld erneut �uber die Koer-

zitivfeldst�arke bis zum Punkt 2 gesteigert, l�a�t sich das bereits beschriebene nichtlineare

Materialverhalten beobachten, und eine vollst�andig geschlossene Schmetterlingshysterese

bildet sich aus.

Bei diesem Proze� stellt sich eine bez�uglich E = 0 symmetrische Hysterese ein. Der Grund

ist die vorzeichenunabh�angige Eigenschaft der beim Umklappproze� induzierten Dehnung,

die einzig von der Ausrichtung der spontanen Polarisationsvektoren der Dom�anen und

nicht von ihrer Orientierung abh�angt. Es stellt sich immer eine vom Vorzeichen des elek-

trischen Feldes unabh�angige Verl�angerung in Feldrichtung ein.

Senkrecht zum elektrischen Feld wird ein der Dehnung zugeordneter Quere�ekt beob-

achtet. Hierbei entwickelt sich makroskopisch eine negative Verzerrung, die den Verlauf

einer gestauchten Schmetterlingshysterese einnimmt. Nach experimentellen Untersuchun-

gen von Cao und Evans [35] sowie Lynch [36] entsprechen diese Quere�ekte volumen-

treuen Dehnungs�anderungen. Dieses inkompressible Materialverhalten ist sehr gut mit den

Vorstellungen �uber die mikroskopischen Umklappprozesse (Abschnitt 2.3) im Einklang.
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2.4.3 Ferroelastische Hysterese

Das nichtlineare Materialverhalten unter einer rein mechanischen Belastung wird in der

ferroelastischen Hysterese dargestellt. Hierbei wird ausgehend von einem thermisch depo-

larisierten Materialzustand eine mechanische Druck- und anschlie�end eine Zugspannung

aufgebracht und die Spannung � �uber der Dehnung " aufgetragen. In Bild 2.7 ist das

Materialverhalten schematisch dargestellt und die Orientierung der Dom�anenstruktur f�ur

verschiedene Belastungszust�ande mit ihren spontanen Polarisationsvektoren symbolisch

angedeutet.
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Bild 2.7: Schematische Darstellung der ferroelastischen Hysterese. Aufgrund fehlender ex-

perimenteller Informationen �uber das Kurvenverhalten im Zugspannungebereich

wurde der symbolische Hystereseverlauf mittels prinzipieller �Uberlegungen �uber

die Umklappprozesse der Dom�anen vervollst�andigt.

Zu Beginn heben sich im Punkt 1 die mikroskopisch anisotropen Anteile der Dom�anen

auf, die spontane Polarisation ist statistisch in jede Richtung gleichm�a�ig verteilt und ein

isotroper Materialzustand liegt vor. Hinreichend kleine mechanische Belastungen k�onnen

keine irreversiblen Umklappprozesse ausl�osen, so da� in dieser Phase linear elastisches

Materialverhalten auftritt.

Ist die mechanische Druckbelastung hinreichend gro� und �uberschreitet den Grenzwert der

Koerzitivspannung �c, werden Dom�anenprozesse ausgel�ost (j�j > �c). Unter der anliegen-

den Druckspannung klappen die parallel der Druckspannung ausgerichteten Dom�anen um

90� in eine Ebene, die senkrecht zur Wirkungslinie der Spannung steht und verursachen

damit das beobachtete nichtlinear irreversible Materialverhalten. Liegt keine zus�atzlich

�uberlagerte mechanische oder elektrische Belastung vor, gibt es hierbei f�ur die spontanen

Polarisationsvektoren keine bevorzugte Orientierungsrichtung in der betrachteten Ebene

(siehe Abschnitt 2.3.2). Da sich in jede Richtung gleich viele Dom�anen orientieren, wird
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bei diesen Umklappprozessen keine makroskopische Polarisation, sondern nur eine rema-

nente ferroelastische Dehnung " iF induziert. Die gesamte Dehnung setzt sich in diesem

nichtlinearen Bereich additiv aus einem linear reversiblen Dehnungsanteil sowie der rema-

nenten ferroelastischen Umklappdehnung zusammen. Im Punkt 2 ist die Dom�anenstruktur

vollst�andig senkrecht zur Druckspannung ausgerichtet (die mikroskopischen Polarisations-

anteile der einzelnen Dom�anen heben sich auf) und " iF hat einen maximalenWert erreicht.

Weiteres Umklappen �ndet in diesem ges�attigten Zustand nicht mehr statt und ein erneut

reversibler Bereich mit nahezu linear elastischem Materialverhalten stellt sich ein.

W�ahrend der mechanischen Entlastung bleibt die im Punkt 2 erhaltene Dom�anenordnung

weitestgehend erhalten und reversibles elastisches Verhalten ist zu beobachten. Sind alle

reversiblen Dehnungsanteile im Punkt 3 verschwunden, bleibt eine remanente Verzerrung

zur�uck.

Aufgrund der Vorstellungen �uber das mikroskopische Verhalten der Dom�anen des Ab-

schnittes 2.3.2 ist unter Zugspannungen das im folgenden erl�auterte, nichtlineare Materi-

alverhalten zu erwarten. Solange die mechanische Belastung durch die jetzt einsetzende

Zugspannung hinreichend klein ist, bleibt die Dom�anenordnung aus Punkt 3 erhalten

und ein n�aherungsweise reversibles Verhalten stellt sich ein. Erreicht die Zugbelastung

dann einen Grenzwert, beginnen sich Dom�anen neu auszurichten und induzieren zus�atz-

lich eine entsprechende remanente Verzerrung. Bei diesem Umklappproze� bildet sich in

Wirkungsrichtung der Spannung eine spontane Umklappdehnung, jedoch aufgrund der

gleichverteilten Orientierung der Dom�anen entlang der Zugachse keine makroskopische

Polarisation. Im Punkt 4 ist ein Materialzustand erreicht, der durch eine in Zugspan-

nungsrichtung vollst�andig ausgerichtete und ges�attigte Dom�anenstruktur gekennzeichnet

ist. Eine weitere Steigerung der Belastung l�ost keine weiteren Umklappprozesse aus, so

da� wieder nahezu linear elastisches Materialverhalten zu beobachten ist.

Reduziert sich die mechanische Belastung auf einen Spannungswert von null, bleibt im

Punkt 5 die Dom�anenordnung aus Punkt 4 erhalten. W�ahrend der Entlastung wurden nur

die reversiblen Dehnungsanteile abgebaut, so da� sich im Punkt 5 eine Dehnung einstellt,

die der S�attigungsdehnung "sat entspricht. Mittels einer erneuten Druckbelastung kann

dann eine vollst�andig geschlossene Hysterese erhalten werden.

Au��allig ist, da� es sich bei der ferroelastischen Hysterese um eine horizontal verscho-

bene Hysterese handelt. Mittels prinzipieller �Uberlegungen �uber die Umklappprozesse

der Dom�anen ist dieser E�ekt erkl�arbar und kann mittels eines 'Gedankenexperimentes'

diskutiert werden (vgl. auch z.B.Kamlah [37]). Hierzu wird das Verhalten der dreidimen-

sionalen Ausrichtungszust�ande der Dom�anenstruktur am Beispiel dreier repr�asentativer

Dom�anen betrachtet. Im thermisch depolarisierten und makroskopisch isotropen Aus-

gangszustand sind die spontanen Polarisationsvektoren der drei Dom�anen in jede der drei

Raumrichtungen orientiert. Bei einer Druckbelastung klappt nun diejenige Dom�ane in

eine Lage senkrecht zur Spannung um, die vorher parallel dazu ausgerichtet war. Damit
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wird in Belastungsrichtung ein Anteil an spontaner Umklappdehnung reduziert, die zu

einer Verk�urzung (negative Dehnung) f�uhrt. Wird vom Ausgangszustand aus eine Zugbe-

lastung aufgebracht, ist das Reservoir der umklappbaren Dom�anen doppelt so gro� als bei

der Druckbelastung. In diesem Belastungsfall richten sich zwei von drei Dom�anen parallel

zur Zugspannungsrichtung aus und induzieren dabei zwei Anteile an positiver spontaner

Umklappdehnung, so da� sich eine Verl�angerung einstellt.

Auch in der Schmetterlingshysterese ist, beginnend vom ungepolten Ausgangszustand

(Punkt 1 in Bild 2.6), ein Umklappproze� zu beobachten, bei dem sich zwei von drei

Anteilen der Dom�anen in Belastungsrichtung ausrichten. Rein elektrisch wird hierbei eine

makroskopische remanente Umklappdehnung in H�ohe der S�attigungsdehnung "sat (Punkt

3 der Schmetterlingshysterese in Bild 2.6) induziert. Zwischen diesen beiden Ausrich-

tungszust�anden der Dom�anen in der Schmetterlingshysterese und zwischen den Punkten

1 und 5 in der ferroelastischen Hysterese, wird derselbe Beitrag an makroskopischer Ver-

zerrung geleistet. Daher mu� sich im Punkt 5 der ferroelastischen Hysterese eine bleibende

Dehnung in H�ohe der S�attigungsdehnung "sat einstellen. Aufgrund dieser Vorstellungen

bez�uglich des mikroskopischen Umklappverhaltens der Dom�anen ist eine verschobene fer-

roelastische Hysterese, wie sie in Bild 2.7 schematisch dargestellt ist, zu erwarten.

In Experimenten kann das bis zum Punkt 3 in Bild 2.7 dargestellte ferroelastische Materi-

alverhalten festgestellt werden. Von Sch�aufele [38] sowieAlatsathianos [39] wurde an

ungepolten Hart- und Weich-PZT-Keramikproben1 das Materialverhalten unter rein me-

chanischer Druckspannung untersucht. Zugexperimente sind aufgrund der geringen Zug-

festigkeit sehr schwer durchf�uhrbar und wurden von Fett et al. [40, 41, 42] an ungepol-

ten sowie gepolten PZT's vorgenommen. Hierbei zerbrachen die Polykristalle weit bevor

sie ihren S�attigungszustand erreicht hatten. Kristallographische Untersuchungen zur An-

ordnung der Dom�anenstruktur von Materialien in ihrer ferroelastischen Phase sowie die

temperaturabh�angige Beschreibung der ferroelastischen Eigenschaften sind in Salje [43]

dargestellt.

Die Umklappprozesse der Dom�anen induzieren beim hier betrachteten ferroelastischen

Materialverhalten auch einen Querdehnung, die von Lynch [36] als eine inkompressible

Deformation identi�ziert wurde.

2.4.4 Mechanische Druckbelastung parallel zur Polarisation

Ein typischer Belastungsfall eines im Betrieb be�ndlichen Aktuators ist ein uniaxialer

Druck in Polungsrichtung. Bei dieser Art der Belastung ist aufgrund des maximal zur

Verf�ugung stehenden Reservoirs an Umklappprozesse eine gr�o�tm�ogliche Abweichung vom

1Hart- und Weich-PZT's unterscheiden sich darin, da� Hart-PZT eine h�ohere Koerzitivspannung als

Weich-PZT aufweist. Ebenso zeigt Hart-PZT im linear elastischen Anfangsbereich ein wesentlich steiferes

Materialverhalten als Weich-PZT aufgrund eines h�oheren Elastizit�atsmoduls.
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linearen Materialverhalten zu erwarten.

Nach einem vollst�andigen Polungsproze� (siehe Punkt 3 der dielektrischen Hysterese in

Bild 2.5) liegt ohne ein vorhandenes elektrisches Feld eine nahezu einheitliche Orien-

tierung aller spontanen Polarisationsvektoren der Dom�anen mit einer S�attigungspolari-

sation Psat und einer S�attigungsdehnung "sat vor. Diese Dom�anenanordnung dient als

Ausgangszustand f�ur die nun parallel zur Polungsrichtung angreifende Belastung durch

eine entsprechende Druckspannung. Bild 2.8 zeigt die Spannung -� �uber der �Anderung

der Polarisation P und der Dehnung " w�ahrend der Belastungsgeschichte.
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Bild 2.8: Schematischer Kurvenverlauf bei mechanisch induzierten Dom�anenprozessen f�ur

ein in Druckrichtung gepoltes Material.

a) Druckspannung -� �uber Polarisation P .

b) Druckspannung -� �uber Dehnung ".

Solange die angelegte Druckspannung hinreichend klein ist, werden keine Dom�anenpro-

zesse ausgel�ost und der gepolte Ausgangszustand im Punkt 1 des Bildes 2.8a bleibt erhal-

ten. Aufgrund der vorhandenen remanenten Polarisation Psat zeigt sich in dieser Anfangs-

phase ein nahezu linear reversibles Verhalten der Polarisation bez�uglich der Spannung,

das durch den direkten piezoelektrischen E�ekt hervorgerufen wird.

Erreicht die Druckspannung Werte um die Koerzitivspannung �c, beginnen Dom�anen un-

ter der Last umzuklappen. Hierbei richten sie sich statistisch gleichm�a�ig in eine Ebene

senkrecht zur Druckspannung aus (siehe Abschnitt 2.3.2). Damit reduziert sich die ma-

kroskopische Polarisation in Druckspannungsrichtung und somit auch die Wirkung des di-

rekten piezoelektrischen E�ektes, so da� sich ein nichtlinearer P -�-Verlauf einstellt. Sind

im Punkt 2 alle Dom�anen in die senkrechte Lage umgeklappt, heben sich die spontanen

Polarisationsvektoren gegenseitig auf. Jetzt ist die piezoelektrische Kopplung zwischen der
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Polarisation und der mechanischen Spannung vollst�andig abgebaut worden und ein von P

entkoppeltes Materialverhalten liegt vor. Dieser elektromechanische Proze�, der makro-

skopisch die vorhandene remanente Polarisation durch eine hinreichend hohe mechanische

Druckspannung bleibend eliminiert, wird als mechanische Depolarisation bezeichnet.

Wird nun die anliegende mechanische Druckspannung auf null zur�uckgenommen, bleibt

der in Punkt 2 erreichte Dom�anenzustand erhalten, da kein elektrisches Feld vorhanden ist,

in dessen Richtung sich die Dom�anen orientieren k�onnten. Somit bleibt bis zum Erreichen

des Punktes 3 die makroskopische Polarisation n�aherungsweise unver�andert null.

Der bei diesem mechanischen Depolarisationsproze� auftretende nichtlineare Verlauf der

Dehnung ist in Bild 2.8b dargestellt. Solange in der Anfangsphase keine Umklapppro-

zesse ausgel�ost werden, stellt sich aus dem Punkt 1 kommend ein linear reversibles und

elastisches Materialverhalten zwischen der Dehnung und der Spannung ein, das �uber die

Proportionalit�atskonstante des Elastizit�atsmoduls gekoppelt ist. Erst mit dem Einsetzen

der Dom�anenprozesse durch die hinreichend hohe Druckspannung wird zum elastischen

Dehnungsanteil eine remanente Verzerrung in Spannungsrichtung �uberlagert. Die Verrin-

gerung der remanenten Dehnung in Druckrichtung setzt sich hierbei aus zwei Dehnungs-

anteilen zusammen. Zum einen aus einem rein ferroelastischen Dehnungsanteil " iF, der

zu einer remanenten negativen Verzerrung f�uhrt und zum anderen aus der spontanen

Umklappdehnung " iP durch Umklappprozesse der Dom�anen. Letzterer Dehnungsanteil

wird mit steigender Druckspannung immer kleiner und sein Einu� verschwindet schlie�-

lich im Punkt 2 bei maximaler Druckbelastung. Der Kurvenverlauf n�ahert sich hierbei

asymptotisch einer elastischen Gerade mit der Steigung des Elastizit�atsmoduls.

Da bei mechanischer Entlastung keine Dom�anen mehr umklappen, ist bis zum Erreichen

des Punktes 3 ein elastisches Materialverhalten zu beobachten. Gekoppelt �uber den Ela-

stizit�atsmodul nimmt hierbei die Dehnung nahezu linear mit der Spannung zu.

Experimentell wurde das in den Bildern 2.8a und 2.8b schematisch dargestellte elektro-

mechanische Materialverhalten von Cao und Evans [35], Lynch [36], Sch�aufele und

H�ardtl [44, 38] sowie Alatsathianos [39] untersucht. Es wurden parallel zur Polarisa-

tion kompakte PZT- bzw. PLZT-Proben mit einer hinreichend hohen Druckspannung be-

lastet und die bleibende Reduktion der remanenten Polarisation beobachtet. Sch�aufele

und H�ardtl [44, 38] �uberlagerten dem Proze� der mechanischen Depolarisation zus�atz-

lich konstante, positive sowie negative elektrische Felder und konnten einen linearen Zu-

sammenhang zwischen der Koerzitivspannung und dem konstant �uberlagerten elektrischen

Feld feststellen.

Erg�anzend wurden von Cao und Evans [35] sowie Sch�aufele [38] eine mechanische

Druckspannung senkrecht zur Polarisationsrichtung gepolter PZT-Proben aufgebracht.

Sie konnten hierbei in Lastrichtung nahezu linear elastisches Verhalten feststellen.



3 Grundgleichungen f�ur das ph�anomenologi-

sche Materialmodell

Zur mathematischen Beschreibung eines materiellen K�orpers wird ein System von Glei-

chungen, die sogenannten Feldgleichungen, ben�otigt, welche zu gegebenen Randbedin-

gungen gel�ost werden m�ussen. Damit geben sie Informationen �uber den Materialzustand

im Inneren wieder. Diese Feldgleichungen k�onnen als System von Di�erentialgleichungen

formuliert werden und sind unabh�angig von den Eigenschaften des zu betrachtenden ma-

teriellen K�orpers. Erst durch die sogenannten Sto�gleichungen werden die besonderen

Eigenschaften und das Verhalten des Materials ber�ucksichtigt und das Gleichungssystem

mathematisch vollst�andig.

3.1 Elektromechanische Feldgleichungen

Unter der Annahme, da� der K�orper sich im statischen Gleichgewicht be�ndet und Volu-

menkr�afte vernachl�assigt werden k�onnen, ergibt sich aus der Impulsbilanz die Gleichge-

wichtsbedingung

divT = ~0 (3.1)

mit dem Spannungstensor T und aus dem Erhaltungssatz des Drehimpulses die Symme-

trie des Spannungstensors:

T = T
T : (3.2)

Die Deformation des K�orpers kann durch den Verschiebungsvektor ~u beschrieben werden,

der i.a. eine Funktion des Ortes ist. DerDehnungstensorS wird de�niert als symmetrischer

Anteil des Verschiebungsgradienten

S =
1

2

�
grad~u + (grad~u)T

�
(3.3)

und entspricht dem linearisierten Green'schen Verzerrungstensor. F�ur eine ausf�uhrliche

Herleitung der mechanischen Feldtheorie siehe z.B. Haupt [45].

Auf der anderen Seite beschreibt das Gau�'sche Gesetz

div ~D = 0 (3.4)

die Feldgleichung der Elektrostatik. Hierbei werden Fremdladungen im Nichtleiter ver-

nachl�assigt. Der dielektrische Verschiebungsvektor ~D ist de�niert als

~D := "0 ~E + ~P : (3.5)

22
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In (3.5) bezeichnen "0 die dielektrische Feldkonstante des Vakuums, ~E den elektrischen

Feldvektor und ~P den Polarisationsvektor. In den Grundlagenlehrb�uchern von Greiner

[19], Gerthsen et al. [18] oder Flie�bach [46] ist eine detaillierte Herleitung der Feld-

gleichung der Elektrostatik zu �nden.

Da es sich bei dem hier betrachtenden Material um einen idealen Nichtleiter handelt, ist

das elektrische Feld rotationsfrei (rot~E = 0) und kann daher als Gradient des sogenannten

elektrischen Potentials ' bestimmt werden:

~E = � grad' : (3.6)

3.2 Konstitutive Ausgangsgleichungen

Um das System der Di�erentialgleichungen eindeutig l�osen zu k�onnen, sind weitere so-

genannte Materialgleichungen erforderlich. Hierbei handelt es sich um ph�anomenologi-

sche Gesetzm�a�igkeiten, die die Eigenschaften des Materials makroskopisch gemittelt

wiedergeben. Diese konstitutiven Gleichungen sind gekoppelte Beziehungen, die die Span-

nung, die dielektrische Verschiebung, die Dehnung und das elektrische Feld miteinander

verkn�upfen1:

T (t) = F [S(�); ~E(�) ]
� � t

~D(t) = G [S(�); ~E(�) ] :
� � t

(3.7)

Da der Zugang zur Modellierung mittels (3.5) �uber den Zusammenhang

S(t) = H [T (�); ~E(�) ]
� � t

~P(t) = J [T (�); ~E(�) ]
� � t

(3.8)

anstatt (3.7) besser motiviert werden kann, wird im weiteren von einer Struktur der

Materialgleichungen wie (3.8) ausgegangen.

In Abschnitt 2.4 wurde das Materialverhalten aufgrund der �au�eren Belastung durch ein

elektrisches Feld bzw. eine mechanische Spannung diskutiert. Dabei zeigten sich Hyste-

resekurven, d.h. reversibles und irreversibles Materialverhalten. Um diese nichtlinearen

Eigenschaften des Materials zu ber�ucksichtigen, werden sogenannte innere Variablen und

ihre Abh�angigkeit von der Belastungsgeschichte eingef�uhrt. In Analogie zur Plastizit�at in

der Kontiniumsmechanik, in der die Dehnung in einen elastischen und einen plastischen

Anteil zerlegt wird, �ndet auch hier eine additive Aufspaltung der Dehnung

S = S
r + S

i (3.9)

1Siehe hierzu auch Ans�atze von Chen et al. [5, 7].
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sowie der Polarisation

~P = ~P r + ~P i (3.10)

in reversible und irreversible sogenannte remanente Anteile statt. Diese grundlegende

Annahme wurde schon in einem thermodynamisch motivierten Zugang von Bassiouny

und Maugin et al. [9, 10, 47] verwendet.

Analog dem elastischen Dehnungsanteil in der Plastizit�atstheorie verschwinden die beiden

reversiblen Anteile S r und ~P r mit den �au�eren Belastungen.

Die remanente Dehnung S i gibt das nichtlineare elektrische und mechanische Dehnungs-

verhalten des Materials wieder und ist als makroskopischer Mittelwert der mikroskopi-

schen spontanen Dehnungen zu verstehen, w�ahrend die remanente Polarisation ~P i die

makroskopisch gemittelte Gr�o�e der spontanen Polarisation repr�asentiert.

3.3 Beschreibung der reversiblen Anteile

Die reversible Dehnung S r und die reversible Polarisation ~P r repr�asentieren bei einer

homogenen Deformation hierbei jene Anteile des Materialverhaltens, die bei Entlastung,

d.h. bei verschwindender Spannung sowie verschwindendem elektrischen Feld, vollst�andig

wieder zur�uckgehen. Es liegt daher nahe, dieses reversible Verhalten in Anlehnung an die

Struktur der Gleichungen der linearen Piezoelektrizit�at

S
r = C

�1 : T + dl
T� ~E (3.11)

~P r = dl : T + � � ~E (3.12)

zu beschreiben. Hierbei bezeichnet dl den Piezoelektrizit�atstensor dritter Stufe, � den

Dielektrizit�atstensor zweiter Stufe und C den Elastizit�atstensor vierter Stufe.

Die materialabh�angigen Tensoren dl, � und C sind im allgemeinen Fall keine Konstanten

und besitzen in der Regel eine anisotrope Struktur. Um die Formulierung des Material-

modells so einfach und die Anzahl der Materialparameter so gering wie m�oglich zu halten,

wird f�ur die beiden Tensoren � und C Isotropie in der Form

� = � 1 (3.13)

C =
Y

(1 + �)

 
I +

�

(1� 2�)
1
 1

!
(3.14)

angenommen2, wobei 1 und I die Einheitstensoren zweiter bzw. vierter Stufe bezeichnen.

Das dielektrische Verhalten wird durch die nichtnegative dielektrischen Konstante � be-

schrieben. Analog zur klassischen Elastizit�atstheorie in Eschenauer und Schnell [51]

2Detaillierte experimentelle Untersuchungen der Elastizit�atskonstanten wurden von Fett und Munz

[48] an PZT-Keramiken erst in neurer Zeit durchgef�uhrt. In Pak [49] sowie in Datenbl�attern [50] weichen

die Konstanten zwischen der Polungsrichtung und senkrecht dazu meist nur um weniger als 10% ab.
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wird f�ur den elastischen Anteil ein isotroper Ansatz mit dem Elastizit�atsmodul Y und der

Querkontraktionszahl � gew�ahlt.

Struktur des dreidimensionalen Piezoelektrizit�atstensors

Im weiteren verbleibt noch die Formulierung des Piezoelektrizit�atstensors. Eine vereinfa-

chende Annahme, da� er ebenfalls von isotroper Struktur sei und einfach mit Hilfe einer

Materialkonstante angegeben werden k�onne, ist hier nicht mehr m�oglich.

Mit dem Piezoelektrizit�atstensor werden elektrische und mechanische Gr�o�en miteinan-

der verkn�upft. Liegt in einem Material makroskopisch keine Polarisation vor, so ist f�ur

eine kleine �Anderung des elektrischen Feldes keine Dehnung induzierbar. Erst mit dem

Auftreten einer remanenten Polarisation ~P i 6= ~0 ist eine Kopplung zwischen elektrischen

und mechanischen Gr�o�en vorhanden.3

Daraus kann geschlossen werden, da� der Piezoelektrizit�atstensor eine Funktion der re-

manenten Polarisation und damit auch ein Funktional der Belastungsgeschichte sein mu�.

Aufgrund der makroskopischen Betrachtung und der damit verbundenen globalen Mitte-

lung der mikroskopischen Eigenschaften kann der Tensor als transversal isotrop angenom-

men werden.

Zur Motivation der Struktur des Piezoelektrizit�atstensors wird im folgenden zun�achst der

lineare, inverse piezoelektrische E�ekt, d.h. die Wirkung eines elektrischen Feldes auf die

dabei induzierte reversible Dehnung

S rP
ij = dlTijk Ek (3.15)

untersucht.

In den beiden Bildern 3.1 sind, ausgehend von einem in x3-Richtung gepolten Material

(Richtung des remanenten Polarisationsvektors ~P i), die verschiedenen linear piezoelektri-

schen E�ekte dargestellt.

Es wird deutlich, da� eine parallel zur Polungsrichtung wirkende Komponente des elek-

trischen Feldes E3 �uber den parallelen Piezomodul dk die Dehnungskomponente

S rP
33 = dk E3 (3.16)

erzeugt.

Senkrecht zu dieser Belastung �ndet gleichzeitig eine Querkontraktion des Materials statt.

Die beiden Verzerrungskomponenten

S rP
11 = d? E3 , S rP

22 = d? E3 (3.17)

liefern damit einen entsprechenden Beitrag in x1- und x2-Richtung im Dehnungstensor

S
rP. Da die beiden Dehnungskomponenten in (3.17) ein negatives Vorzeichen besitzen

m�ussen, mu� der senkrechte Piezomodul d? ein negativer Materialparameter sein.

3Siehe hierzu die Schmetterlingshysterese Bild 2.6.
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Bild 3.1: Ein in x3-Richtung gepoltes Material erf�ahrt je nach Richtung eines wirkenden

elektrischen Feldes entsprechende Verzerrungen (inverser piezoelektrischer Ef-

fekt). Sie sind linear �uber die piezoelektrischen Konstanten dk, d? und d
=
mit

dem elektrischen Feld gekoppelt.

Es verbleibt die fehlenden Schubkomponenten anzugeben. Aus dem rechten Bild 3.1 wird

ersichtlich, da� die Wirkung der elektrischen Feldkomponente E2 ebenso wie eine E1-

Komponente eine entsprechende Schubverzerrung

S rP
23 = d

=
E2 , S rP

13 = d
=
E1 (3.18)

�uber den Schub-Piezomodul d
=
des Materials erzeugt.

Lediglich die Dehnungskomponente S rP
12 kann in diesem Beispiel durch ein angreifendes

elektrisches Feld nicht ver�andert werden. Somit gilt

S rP
12 = 0 : (3.19)

Die in den Gleichungen (3.16), (3.17) und (3.18) angegebenen Piezomodule

dk = d333 = d33 (Parallel)

d? = d311 = d31 (Senkrecht)

d
=

= d131 = 1

2
d15 (Schub)

(3.20)

entsprechen hierbei den aus der Literatur bekannten Piezoelektrizit�atskonstanten f�ur ein

in x3-Richtung gepoltes Material.

Mit der komponentenweisen Herleitung und unter Ausnutzung der Symmetrieeigenschaf-

ten l�a�t sich ein reversibler, elektrisch induzierter Verzerrungstensor f�ur ein in x3-Richtung

gepoltes Material

S
rP =

0BB@
d?E3 0 d

=
E1

0 d?E3 d
=
E2

d
=
E1 d

=
E2 dkE3

1CCA (3.21)

ermitteln.
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Durch die Einf�uhrung des normierten Einheitsvektors der remanenten Polarisation

~ePi :=
~P i

jj~P ijj
(3.22)

l�a�t sich ein transponierter piezoelektrischer Tensor dritter Stufe

dl
T = dk

jj~P ijj
Psat

~ePi 
~ePi 
~ePi +

d?
jj~P ijj
Psat

(1�~ePi 
~ePi)
~ePi +

d
=

jj~P ijj
Psat

�
(1
~ePi)

T23 + (~ePi 
 1) � 2~ePi 
~ePi 
~ePi
�

(3.23)

angeben, der f�ur ~ePi = (0 0 1)
T
verkn�upft mit einem elektrischen Feldvektor die ent-

sprechende Besetzung (3.21) des Dehnungstensors S rP im Fall eines vollst�andig gepolten

Zustandes liefert. Der Ausdruck jj~P ijj =Psat repr�asentiert hierbei den Grad der maximal

m�oglichen makroskopischen Polarisation des Materials und erreicht im voll gepolten Zu-

stand den Wert eins, wenn der Betrag der remanenten Polarisation gegen die S�attigungs-

polarisation Psat strebt. Unter dem Ausdruck (�)T23 ist die Transponierung des Tensors (�)
durch Vertauschung des zweiten mit dem dritten Index zu verstehen (de Boer [1]).

Analog zu den obigen Betrachtungen ist eine mechanische Spannung in der Lage, �uber

den Piezoelektrizit�atstensor eine entsprechende reversible Polarisation

P r
i = dlijk Tjk (3.24)

zu erzeugen (siehe hierzu den ersten Summanden in Gleichung (3.12)).

In Bild 3.2 ist ein in x3-Richtung gepoltes Material und der aufgrund der Wirkung einer

mechanischen Spannung induzierte reversible Polarisationsanteil dargestellt.

Verschiedene in paralleler, senkrechter und in Schub-Richtung orientierte mechanische

Spannungskomponenten induzieren �uber die drei Piezomodule dk, d? und d
=
den direkten

piezoelektrischen E�ekt. Der reversible Polarisationsvektor f�ur einen vollst�andig gepolten

Zustand ergibt sich somit zu

~P r =

0BB@
d
=
T12

d
=
T23

d? T11 + d? T22 + dk T33

1CCA : (3.25)

Daraus resultiert die tensorielle Schreibweise des piezoelektrischen Tensors

dl = dk
jj~P ijj
Psat

~ePi 
~ePi 
~ePi +

d?
jj~P ijj
Psat

~ePi 
 (1�~ePi 
~ePi) +

d
=

jj~P ijj
Psat

�
(1
~ePi) + (1
~ePi)

T23 � 2~ePi 
~ePi 
~ePi
�

:

(3.26)
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Bild 3.2: Eine reversible Polarisation kann durch eine mechanische Spannung induziert

werden (direkter piezoelektrischer E�ekt). Am Beispiel eines in x3-Richtung ge-

poltes Materials lassen sich die unterschiedlichen Ein�usse verschieden orientier-

ter mechanischer Spannungskomponenten auf den reversiblen Polarisationsvek-

tor untersuchen. Die Materialkonstanten dk, d? und d
=
sind die Proportiona-

lit�atsfaktoren dieser Kopplung.

Die Bedeutung der Piezoelektrizit�atskonstanten dk, d? und d
=
entspricht (3.20).

3.4 Beschreibung der irreversiblen Anteile

Unter irreversiblen Ver�anderungen werden hier jene Prozesse in einem Material verstan-

den, die nach einer homogenen Belastung und einer anschlie�enden Entlastung vom glei-

chen Betrag remanent im materiellen K�orper verbleiben. Eine solche Ver�anderung resul-

tiert aus einer mikroskopischen Umorientierung der Dom�anen, da sie eine �Anderung der

makroskopisch beobachtbaren remanenten Dehnung bewirkt. Wie in Bild 3.3 dargestellt,

lassen sich, ausgehend von einem makroskopisch ungepolten Materialzustand (mittleres

Bild), ein solcher Proze� durch eine rein elektrische, aber auch durch eine rein mecha-

nische Belastung induzieren, und damit werden irreversible Ver�anderungen im Material

erzeugt.

Ein �au�eres elektrisches Feld ~E ist in der Lage, die Dom�anen mit ihren spontanen Polari-

sationsvektoren in Belastungsrichtung neu auszurichten (linkes Bild). Dabei entsteht eine

makroskopisch remanente Polarisation (~P i 6= ~0) sowie eine ihr zugeh�orige, makroskopi-

sche remanente Dehnung S iP.

Zum anderen ist eine mechanische Belastung T in der Lage, die Dom�anen so umzuori-

entieren, da� eine makroskopisch remanente Dehnung S iF verbleibt (rechtes Bild). Bei

diesem Proze� �andert sich jedoch der makroskopisch ungepolter Materialzustand nicht

(~P i = ~0).

In beiden Belastungsf�allen stellt sich eine Dehnung ein, die nach Entlastung remanent im
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~E T

~P i 6=~0 ! S
iP ~P i=~0 ~P i=~0 ! S

iF

Bild 3.3: Ausgehend von einem makroskopisch ungepolten Zustand (mittleres Bild) kann

durch ein elektrischen Feld eine makroskopisch remanente Polarisation sowie

eine damit verkn�upfte bleibende Dehnung S iP induziert werden (linkes Bild).

Dagegen kann eine mechanische Belastung eine remanente Dehnung S iF, aber

keine makroskopische Polarisation erzeugen (rechtes Bild).

Material verbleibt. Dies motiviert die weitere additive Zerlegung der remanenten Dehnung

S
i = S

iP + S
iF (3.27)

in einen Anteil S iP, der durch makroskopische Polarisations�anderung induziert wird

(hochgestelltes P) und einen ferroelastischen Anteil S iF, der durch die mechanische Be-

lastung hervorgerufen wird (hochgestelltes F).

F�ur den Dehnungsanteil S iP ist noch eine entsprechende Funktion in Abh�angigkeit der re-

manenten Polarisation anzugeben. Aufgrund der beiden Mechanismen in Bild 3.3 k�onnen

die remanente Polarisation ~P i und die ferroelastische Dehnung S iF als voneinander un-

abh�angige Gr�o�en betrachtet werden. Um das System der Materialgleichungen zu ver-

vollst�andigen, m�ussen noch Entwicklungsgesetze f�ur diese beiden inneren Variablen ange-

geben werden.

Durch remanente Polarisation induzierte Dehnung

Die Wirkung eines �au�eren elektrischen Feldes f�uhrt �uber die Entwicklung einer ma-

kroskopisch remanenten Polarisation zu einer entsprechenden makroskopisch remanenten

Dehnung, f�ur die die folgende Beziehung angenommen wird:

S
iP =

3

2
"sat

jj~P ijj
Psat

�
~ePi 
~ePi � 1

3
1

�
: (3.28)

Hierbei ist nach Gleichung (3.22) ~ePi der Einheitsvektor der remanenten Polarisation und

der Tensor ~ePi 
~ePi repr�asentiert die makroskopische Polungsrichtung des Materials.
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In Richtung der remanenten Polarisation stellt sich hierbei die remanente Dehnungskom-

ponente

S iP
k = "sat

jj~P ijj
Psat

(3.29)

ein, die sich proportional zur Gr�o�e des remanenten Polarisationsvektors entwickelt. Im

vollst�andig gepolten Zustand

jj~P ijj = Psat (3.30)

erreicht der Betrag der remanenten Polarisation die S�attigungspolarisation Psat. Damit

ergibt sich die S�attigungsdehnung "sat in Richtung des wirkenden elektrischen Feldes.

Bei der Entstehung von ~P i wird eine entsprechende remanente Dehnung in Polarisations-

richtung, aber auch senkrecht hierzu, hervorgerufen. Aus (3.28) ergibt sich eine Querdeh-

nung von

S iP
?

= �1

2
"sat

jj~P ijj
Psat

= �1

2
S iP
k

: (3.31)

Dies entspricht einer rein volumentreuen Deformation, wie sie auch von Cao und Evans

[35] sowie Lynch [36] experimentell beobachtet wurde.



4 Eindimensionale Formulierung des ph�ano-

menologischen Materialmodells

Im vorigen Kapitel wurden die Grundgleichungen zur Modellierung in allgemeiner drei-

dimensionaler Form erl�autert. In der Literatur sind viele experimentelle Untersuchungen

zum eindimensionalen Verhalten von Ferroelektrika zu �nden, an denen das ph�anome-

nologische Materialverhalten studiert wurde. Es ist notwendig, die Materialmodellierung

daran zu orientieren. In diesem Kapitel wird daher ein eindimensionales Materialmodell

vorgestellt, dessen Struktur sich durch die aus der Literatur bekannten eindimensiona-

len Experimente motivieren l�a�t (z.B. Sch�aufele und H�ardtl [44, 38], Lynch [36],

Cao und Evans [35], Chen und Tucker [7] oder beispielsweise aus den Lehrb�ucher von

Feldtkeller [22, 23], Sonin und Strukow [31] sowie Sachse [52]).

In der klassischen Plastizit�atstheorie werden zur Beschreibung von Hysteresen im Materi-

alverhalten spezielle Konzepte herangezogen. Einen ausf�uhrlichen �Uberblick �uber grund-

legende Literatur zur Modellierung in der Plastizit�atstheorie ist beispielsweise in der Ein-

leitung von Tsakmakis [53] und den dort zitierten Ver�o�entlichungen dargestellt. Die

Grenze zwischen dem sogenannten elastischen und plastischen Bereich wird durch die

Einf�uhrung einer Flie�funktion beschrieben und der plastische Anteil unter Verwendung

innerer Variablen und deren Abh�angigkeit von der Belastungsgeschichte formuliert. Diese

Konzepte sowie der mathematische Formalismus �ndet auch hier, bei der Formulierung

des ferroelektrischen Materialmodells, seine Anwendung und wurde erstmals vonKamlah

und Tsakmakis [54] zur ph�anomenologischen Modellierung des nichtlinearen elektrome-

chanischen Verhaltens von Ferroelektrika angewendet.

4.1 Eindimensionale Darstellung der Ausgangsglei-

chungen

Da in diesem Kapitel eine vollst�andige eindimensionale Formulierung des ph�anomenolo-

gischen Materialmodells motiviert werden soll, werden zun�achst die konstitutiven Aus-

gangsgleichungen des letzten Kapitels in ihrer eindimensionalen Form dargestellt. Bei der

Formulierung werden im weiteren einachsige Spannungszust�ande sowie ein dazu parallel

wirkendes elektrisches Feld in x3-Richtung betrachtet. F�ur die einzigen nichtverschwin-

31
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denden Komponenten der Vektoren

~E 7! E := E3

~P 7! P := P3

~P r 7! P r := P r
3

~P i 7! P i := P i
3

(4.1)

sowie f�ur die Tensoren

T 7! � := T33

S 7! " := S33

S
r 7! "r := S r

33

S
i 7! " i := S i

33

S
iF 7! " iF := S iF

33

S
iP 7! " iP := S iP

33

(4.2)

wird im folgenden die angegebene Schreibweise verwendet, wobei Quere�ekte in den Deh-

nungstensoren nicht betrachtet werden.

Um ein vollst�andiges System zur L�osung der Feldgleichungen angeben zu k�onnen, sind

konstitutive Beziehungen zwischen der Dehnung " und der Polarisation P einerseits und

der Spannung � und dem elektrischem Feld E andererseits notwendig. Ausgangspunkt ist

die additive Zerlegung der Dehnung

" = "r + " i (4.3)

und der Polarisation

P = P r + P i (4.4)

in reversible ("r, P r) und irreversible sogenannte remanente (" i, P i) Anteile gem�a� Glei-

chung (3.9) und (3.10).

Aus (3.11) und (3.12) k�onnen die piezoelektrischen Grundgleichungen

"r =
1

Y
� + dl E (4.5)

P r = dl � + � E (4.6)

gewonnen werden, mit denen die reversible Dehnung "r und die reversible Polarisation

P r zu berechnen sind. Hierbei entspricht � der dielektrischen Konstanten und Y dem

Elastizit�atsmodul. Aus der dreidimensionalen Formulierung (3.26) ergibt sich f�ur den ein-

dimensionalen piezoelektrischen Modul dl die Form:

dl = d
P i

Psat

: (4.7)

Der Materialparameter d entspricht hierbei gerade dk (siehe Bild 3.1 und Bild 3.2).
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Da eine remanente Dehnung " i durch zwei unabh�angige Mechanismen induziert werden

kann (siehe hierzu Bild 3.3), l�a�t sie sich additiv in einen Anteil induziert durch Polari-

sations�anderung " iP und einen Anteil aufgrund ferroelastischer Belastung " iF zerlegen:

" i = " iP + " iF : (4.8)

Gem�a� Gleichung (3.28) induziert die remanente Polarisation P i eine ihr zugeh�orige re-

manente Dehnung

" iP = "sat
jP ij
Psat

: (4.9)

F�ur einen vollst�andigen Satz von Feldgleichungen und damit zu einer vollst�andigen Be-

schreibung des Materialverhaltens ist zus�atzlich die Entwicklung der remanenten Pola-

risation P i und der remanenten ferroelastischen Dehnung " iF anzugeben. Hierzu m�ussen

noch Evolutionsgleichungen formuliert werden, die die Belastungsgeschichte des Materials

ber�ucksichtigen.

4.2 Modellierung der Ferroelektrizit�at

In diesem Abschnitt wird das Materialverhalten modelliert, welches sich bei reiner elek-

trischer Belastung ergibt. Eine eventuell vorhandene, �uberlagerte mechanische Spannung

ist so gew�ahlt, da� sie keine irreversiblen Prozesse und auch keine mechanische Depo-

larisation ausl�ost. Sie �ubt daher nur einen 'moderaten' Einu� auf das ferroelektrische

Materialverhalten aus.

Wird an eine ungepolte ferroelektrische Keramik ein elektrisches Feld angelegt, so ist zu

Beginn ein rein reversibles Materialverhalten zu beobachten. Erst nachdem das elektrische

Feld einen Grenzwert �uberschritten hat, treten irreversible Ver�anderungen auf.

Dies motiviert die Vorstellung, da� ein reversibler Bereich existiert, in dem das angreifende

elektrische Feld nicht in der Lage ist eine bleibende, remanente Polarisation zu induzie-

ren. Daran schlie�t sich ein nichtreversibler Bereich an, in dem sich dann aufgrund der

Wirkung des elektrischen Feldes eine remanente Polarisation P i entwickeln kann. Durch

die Einf�uhrung der f P-Funktion

f P(E; P i) = jE � cP P ij � Ec ; (4.10)

k�onnen diese beiden Bereiche zum Zweck einer getrennten Formulierung voneinander se-

pariert werden. Hierbei sind die Koerzitivfeldst�arke Ec und cP nichtnegative Materialpa-

rameter. Zur Motivation der f P-Funktion ist in Bild 4.1 das Verhalten der remanenten

Polarisation P i aufgrund einer Belastung durch das elektrische Feld E dargestellt.

Solange das elektrische Feld kleiner als der Grenzwert Ec ist (Bereich A!B), stellt sich f�ur

f P ein Wert kleiner Null ein, so da� reversibles Materialverhalten durch die Bedingung

f P(E; P i) < 0 _ d

dt
f P(E; P i)

���� _P i = 0
< 0 (4.11)
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Bild 4.1: Entwicklung der remanenten Polarisation P i aufgrund der Belastung durch ein

elektrisches Feld E. Es sind drei Bereiche, ein reversibler Bereich A!B, ein ir-

reversibler Bereich B!C sowie ein ges�attigter Bereich C!D!E, unterscheidbar,

die mittels der beiden Funktion f P und hP voneinander separiert werden.

gegeben ist. Ist (4.11) erf�ullt, wird dies im folgenden mit Fall 1 bezeichnet, der dadurch

gekennzeichnet ist, da� sich keine remanente Polarisation

_P i = 0 (4.12)

entwickeln kann.

W�achst das angreifende elektrische Feld �uber den reversiblen Bereich hinaus (B!C), ent-

wickelt sich eine remanente Polarisation, die sich in Richtung zunehmenden elektrischen

Feldes, gekennzeichnet durch die Richtung der �au�eren Belastung @f P=@E, ver�andert.

Das entspricht einem Polungsproze�, bei dem sich die Dom�anen in Richtung der Wir-

kung des elektrische Feldes umorientieren. Die Entwicklung von _P i wird daher gem�a� der

Normalenregel

_P i = �P
f

 
@f P

@E

!
(4.13)

angenommen. Den zugeh�origen Proportionalit�atsfaktor �P
f liefert die Auswertung der Kon-

sistenzbedingung

d

dt
f P(E; P i) =

E � cP P i

jE � cP P ij
�
_E � cP _P i

�
= 0 (4.14)
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nach Elimination von _P i mit (4.13). Somit ergibt sich bei Erf�ullung der Belastungsbedin-

gung

f P(E; P i) = 0 ^ d

dt
f P(E; P i)

���� _P i = 0
� 0 ; (4.15)

die auch als Fall 2 oder als g�ultiges f P-Kriterium bezeichnet wird, die Evolutionsgleichung

_P i =
1

cP
_E : (4.16)

Im irreversiblen Bereich entwickelt sich daher ein Anteil cPP i, so da� sich aus f P = 0 im

Bereich B!C in Bild 4.1 der Zusammenhang E = cPP i +Ec ergibt. Bei (4.16) handelt es

sich um eine homogene Di�erentialgleichung ersten Grades in den Geschwindigkeiten, so

da� die Entwicklung von P i geschwindigkeitsunabh�angig ist.

Die Erh�ohung der Belastung durch das elektrische Feld induziert eine st�andige Zunahme

der remanenten Polarisation. Dies wird durch Umklappprozesse und der damit verbunde-

nen Umorientierung der einzelnen Dom�anen bewirkt und endet, sobald sich alle Dom�anen

in Richtung des elektrischen Feldes ausgerichtet haben. Das Material be�ndet sich dann

in einem vollst�andig gepolten Zustand. Dies entspricht in Bild 4.1 dem Punkt C. Eine wei-

tere Zunahme der remanenten Polarisation �uber den S�attigungswert jP ij = Psat hinaus

ist nicht m�oglich.

Diese Begrenzung motiviert die Einf�uhrung einer zweiten Funktion

hP(P i) = jP ij � Psat : (4.17)

Mit der f�ur den Fall 3 g�ultigen Bedingung bzw. dem hP-Kriterium

hP(P i) = 0 ^ d

dt
hP(P i)

���� _P i = _E=cP
> 0 (4.18)

wird P i durch Psat begrenzt und die Entwicklung von P i durch die Evolutionsgleichung

_P i = 0 (4.19)

gestoppt.

Mit der Normalenregel

_P i = �P
h

 
@hP

@P i

!
(4.20)

f�ur die hP-Funktion (4.17) und der Auswertung der Konsistenzbedingung

d

dt
hP(P i) =

P i

jP ij
_P i = 0 (4.21)

l�a�t sich nach Eliminierung von _P i gem�a� (4.20), der zugeh�orige Proportionalit�atsfaktor

�P
h bestimmen. Dabei ergibt sich gerade die in (4.19) angegebene Evolutionsgleichung f�ur

die remanente Polarisation.
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Die Entwicklung der remanenten Polarisation wird durch das f P-Kriterium (4.15) und

das hP-Kriterium (4.18) kontrolliert. Im Bereich B!C entwickelt sich P i nach (4.16) in

Richtung des belastenden elektrischen Feldes und ist f�ur jP ij = Psat (Bereich C!D!E)

ges�attigt. Nach der Entlastung (E = 0 im Punkt E in Bild 4.1) bleibt eine remanente

Polarisation vom Wert Psat zur�uck.

Es ist zu ber�ucksichtigen, da� das hP-Kriterium gegen�uber dem f P-Kriterium eine h�ohere

Priorit�at besitzen mu�. Ist die remanente Polarisation ges�attigt jP ij = Psat, ist das h
P-

Kriterium erf�ullt, das f P-Kriterium jedoch nicht mehr. Es mu� nun 'verletzt' werden,

so da� die f P-Funktion dabei Werte gr�o�er Null annimmt (C!D in Bild 4.1). Liegt die

Situation f P > 0 vor, mu� gew�ahrleistet sein, da� die Konsistenzbedingung f�ur die hP-

Funktion weiterhin erf�ullt bleibt.

Aus (4.12), (4.13) und (4.20) l�a�t sich eine Flie�regel f�ur die Entwicklung der remanenten

Polarisation aufstellen:

_P i =

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

0 : Fall 1

�P
f

 
@f P

@E

!
: Fall 2

�P
h

 
@hP

@P i

!
: Fall 3

(4.22)

Um eine geschlossene mathematische Darstellung der Evolutionsgleichung f�ur _P i mit ih-

ren unterschiedlichen Belastungsf�allen angeben zu k�onnen, werden folgende De�nitionen

eingef�uhrt:

bxe =

8<: 1 : x � 0

0 : x < 0
(4.23)

und
�

f P =
d

dt
f P
���� _P i = 0

,
�

hP =
d

dt
hP
���� _P i = F P _E=cP

(4.24)

sowie die logischen Vorfaktoren

F P := bf Peb
�

f Pe =

8<: 1 : Fall 2

0 : sonst
(4.25)

und

H P :=

�
b�

�

hPe � bhPe
�
b�f Pe =

8<: 1 : sonst

0 : Fall 3 _ f P > 0
(4.26)

F�ur die Entwicklung der remanenten Polarisation k�onnen somit die Gleichungen (4.12),

(4.16) und (4.19) zu

_P i = F P H P 1

cP
_E (4.27)
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zusammengefa�t werden.

Der Ausdruck F P in (4.25) repr�asentiert den Fall einsetzender remanenter Polarisation

und ergibt nur im Fall der g�ultigen Belastungskriterien nach Gleichung (4.15) den Wert

eins. Damit schaltet er f�ur alle Zust�ande, die dem f P-Kriterium widersprechen (im Fall 1

oder Fall 3), die rechte Seite der Evolutionsgleichung f�ur _P i aus.

Mittels des Terms H P in (4.26) wird das Einsetzen des hP-Kriteriums gesteuert. Nur

wenn der Fall 3 vorliegt, wird H P null und schaltet damit die Weiterentwicklung von _P i

aus.

Die komplexe Formulierung der Fallunterscheidung in (4.27) erweckt den Eindruck, als ob

hier die beiden Vorfaktoren F P und H P dieselben Ziele verfolgen. In einem g�ultigen Fall

3 wird die rechte Seite der Evolutionsgleichung gleichzeitig durch F P, aber auch durch

H P zu Null gesetzt. Im Hinblick auf sp�atere Erweiterungen der Evolutionsgleichungen

f�ur _P i ist diese Vorgehensweise jedoch durchaus sinnvoll, da H P das Einsetzen des hP-

Kriteriums und damit jenen Grenzwert, den die remanente Polarisation maximal erreichen

kann, steuert.

F�ur die im weiteren vorgestellten eindimensionalen Simulationen sind die zugeh�origen

Materialparameter der Tabelle 4.1 zu entnehmen.

Parameter Einheit Wert

Ec kV/mm 1.0

Psat mC/m2 300.0

d pm/V 1000.0

� mC/kVm 0.01

cP kVm/mC 2.0

P� mC/m2 100.0

Parameter Einheit Wert

�c MPa 50.0

"sat % 0.2

Y GPa 100.0

cF GPa 5.3

m MPa 50.0

n MPa 30.0

Tabelle 4.1: Verwendete Materialparameter f�ur die numerische Simulation des eindimen-

sionalen Materialmodells. Einige Parameter werden erst in den n�achsten Ab-

schnitten eingef�uhrt.

4.2.1 Dielektrische Hysterese

Das Antwortverhalten der bisher eingef�uhrten Materialgleichungen mit den Materialpara-

metern aus Tabelle 4.1 ist in Bild 4.2 dargestellt. Die bilineare Approximation der dielek-

trischen Hysterese in Bild 4.2a zeigt, ausgehend von einem ungepolten Materialzustand,

den Zusammenhang zwischen einem angelegten, zyklisch sich ver�anderndem elektrischen

Feld und der damit induzierten Polarisation.

Zu Beginn zeigt sich ein linear dielektrisches Verhalten, in dem f P < 0 ist. Erst wenn
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Bild 4.2: a) Bilineare Approximation der dielektrischen Hysterese.

b) Dielektrische Hysterese bei �uberlagerter konstanter mechanischer Spannung.

das elektrische Feld die Koerzitivfeldst�arke Ec �uberschreitet, ist das f
P-Kriterium erf�ullt

(f P = 0) und es kann sich nach Gleichung (4.16) eine remanente Polarisation entwickeln.

Dieses irreversible Verhalten endet, sobald die S�attigung der remanenten Polarisation

eingetreten ist (jP ij = Psat). In diesem erneut linear dielektrischen Bereich ist nun das

hP-Kriterium erf�ullt (hP = 0), das f P-Kriterium ist jedoch verletzt (f P > 0). Nach

Entlastung ergibt sich der Wert Psat als bleibende Polarisation.

Die Steigungen der Kurve im ersten und dritten Bereich sind identisch und entsprechen

dem Wert �, w�ahrend sich die Polarisation in der Zwischenphase proportional zum elek-

trischen Feld mit der Steigung (1 + cP �)=� verh�alt.

Der E�ekt einer zus�atzlich �uberlagerten mechanischen Spannung � auf die dielektrische

Hysterese ist in Bild 4.2b dargestellt. Die konstante mechanische Spannung ist hierbei

moderat, d.h. so klein gew�ahlt, da� sie im Experiment noch zu keinen irreversiblen Pro-

zessen f�uhren w�urde. Aus Gleichung (4.4) und (4.6) und mittels Gleichung (4.7) l�a�t sich

die gesamte Polarisation

P = � E + P i + d
P i

Psat

� (4.28)

in Abh�angigkeit des elektrischen Feldes E, der remanenten Polarisation P i und der me-

chanischen Spannung � ausdr�ucken.

Die Hysteresen zeigen hierbei den direkten piezoelektrischen E�ekt: Eine �uberlagerte

Zugspannung f�uhrt zu einer gr�o�eren maximalen Polarisation, w�ahrend eine �uberlagerte

Druckspannung diese verkleinert. Im vollst�andig gepolten Zustand ist die Di�erenz der ge-

samten Polarisation mit und ohne �uberlagerte Spannung aus Gleichung (4.28) ersichtlich

und ergibt sich zu d (P i=Psat) �.
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4.2.2 Schmetterlingshysterese

Mit den bisher eingef�uhrten Materialgleichungen wird auch das Dehnungsverhalten, auf-

grund einer Belastung durch das elektrische Feld in einer ferroelektrischen Keramik be-

schrieben. Das elektrische Feld induziert eine remanente Polarisation, die nach (4.9) eine

ihr zugeh�orige, proportionale Dehnung " iP hervorruft. Dem ist ein zweiter Dehnungsanteil

�uberlagert. Er ergibt sich aus der Kopplung des elektrischen Feldes mit dem piezoelek-

trischen Modul dl und wird als inverser piezoelektrischer E�ekt bezeichnet. Zus�atzlich ist

ein linear elastischer Dehnungsanteil �=Y vorhanden.

Mit diesen Dehnungsanteilen nach (4.3) l�a�t sich die gesamte Dehnung

" = "sat
jP ij
Psat

+ d
P i

Psat

E +
1

Y
� (4.29)

in Abh�angigkeit der remanenten Polarisation P i, des elektrischen Feldes E und der me-

chanischen Spannung � angeben.

Die Schmetterlingshysterese in Bild 4.3a beschreibt das Verhalten der induzierten Deh-

nung in Abh�angigkeit des angelegten elektrischen Feldes bei einer mechanischen Spannung

� = 0MPa. Ausgehend von einem ungepolten Materialzustand ist anfangs keine elektrisch

induzierte Dehnung zu beobachten. Da im Material keine remanente Polarisation vorliegt

(P i = 0mC/m2), liegt ein entkoppelter Zustand vor. Erst wenn das Feld die Koerzitiv-

feldst�arke �uberschreitet (Ec < E < Ec+c
PPsat) entwickelt sich die remanente Polarisation

und die Dehnung �andert sich quadratisch mit dem elektrischen Feld. Ist die remanente

Polarisation ges�attigt (hP-Kriterium ist erf�ullt), stellt sich ein linear piezoelektrischer

Bereich mit der Steigung d ein. Nach Entlastung des elektrischen Feldes verbleibt eine
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Bild 4.3: a) Bilineare Approximation der Schmetterlingshysterese.

b) Schmetterlingshysterese bei �uberlagerter konstanter mechanischer Spannung.
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remanente Dehnung (" = "sat).

Wird der elektrischen Belastung eine konstante mechanische Spannung von moderatem

Betrag �uberlagert, ist ein zus�atzlicher konstanter Beitrag �=Y zur gesamten Dehnung in

(4.29) vorhanden. In Bild 4.3b ist dieser Beitrag als vertikale Verschiebung der Schmet-

terlingshysterese, entsprechend dem Vorzeichen der �uberlagerten Spannung, zu erkennen.

4.3 Modellierung der Ferroelastizit�at

In diesem Abschnitt wird die Modellierung des Materialverhaltens unter rein mechani-

scher Belastung (E � 0) motiviert. Neben einer rein elektrischen Belastung, ist auch

eine rein mechanische Belastung in der Lage, Umklappprozesse von Dom�anen in einer

ferroelektrischen Keramik auszul�osen (vgl. Abschnitt 2.4.3 sowie Bild 3.3). Die bei die-

sen Prozessen induzierten irreversiblen Ver�anderungen im Material unterscheiden sich in

ihrem Charakter von denen bei elektrischer Belastung.

Durch eine mechanische Belastung kann das Umklappen von Dom�anen induziert werden,

wodurch irreversible ferroelastische Verzerrungen " iF im Material entstehen. Jedoch kann

hierbei keine eindeutige Ausrichtung der Dom�anen erreicht werden, so da� keine rema-

nente Polarisation erzeugt werden kann (P i � 0). Deshalb kann das rein ferroelastische

Materialverhalten als v�ollig von den dielektrischen Eigenschaften entkoppelt betrachtet

und eigenst�andig modelliert werden. Zu experimentellen Untersuchungen der irreversiblen

Verzerrung unter mechanischer Zug- und Druckspannung siehe Fett et al. [40, 55].

Aus den Gleichungen (4.3), (4.5) und (4.8) ergibt sich, bei nicht vorhandenem elektri-

schen Feld und unter der Voraussetzung da� kein Dehnungsanteil " iP durch remanente

Polarisation induziert wird, die gesamte Dehnung zu:

" = "r + " iF : (4.30)

Sie ist f�ur das ferroelastische Materialverhalten in einen reversiblen Anteil "r = �=Y und

einen irreversiblen bzw. remanenten ferroelastischen Anteil " iF darstellbar.

Analog der ferroelektrischen Modellierung kann das Materialverhalten in drei Bereiche

unterteilt werden. Zu Beginn einer monoton ansteigenden mechanischen Belastung stellt

sich ein linear elastischer Bereich ein, in dem keine bleibenden Dehnungen induziert wer-

den k�onnen. Daran schlie�t sich die irreversible Umklappphase und somit die Entwicklung

der remanenten ferroelastischen Dehnung " iF an. Sind alle Dom�anen ausgerichtet, stellt

sich erneut linear elastisches Materialverhalten ein.

Der elastisch-inelastische �Ubergang l�a�t sich mittels der f F-Funktion

f F(�; " iF) = j� � cF " iFj � �c (4.31)

beschreiben, wobei dieKoerzitivspannung �c und c
F nichtnegative Materialparameter sind.
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In Anlehnung an die Koerzitivfeldst�arke Ec charakterisiert �c diejenige Druck- bzw. Zug-

spannung, ab der Umklappprozesse einsetzen.

Im elastischen Anfangsbereich �nden keine irreversiblen Prozesse statt, so da� f�ur die

remanente Dehnung

_" iF = 0 (4.32)

unter der Bedingung des reversiblen elastischen Fall 1

f F(�; " iF) < 0 _ d

dt
f F(�; " iF)

���� _" iF = 0
< 0 (4.33)

gilt.

F�ur Belastung, d.h. Fall 2 gilt unter der Belastungsbedingung

f F(�; " iF) = 0 ^ d

dt
f F(�; " iF)

���� _" iF = 0
� 0 ; (4.34)

soll sich _" iF in Richtung von @f F=@� entwickeln, so da� die Normalenregel

_" iF = �F
f

 
@f F

@�

!
(4.35)

angenommen werden kann. Ist die Belastungsbedingung des ferroelastischen, zweiten Fal-

les (4.34) erf�ullt, wird dieser Zustand auch als die G�ultigkeit des f F-Kriteriums bezeichnet.

Den zugeh�origen Proportionalit�atsfaktor �F
f zur Bestimmung von _" iF liefert die Auswer-

tung der Konsistenzbedingung

d

dt
f F(�; " iF) =

� � cF " iF

j� � cF " iFj
�
_� � cF _" iF

�
= 0 : (4.36)

Unter Ber�ucksichtigung des Ansatzes (4.35) f�ur _" iF ergibt sich die Evolutionsgleichung f�ur

die remanente ferroelastische Dehnung zu

_" iF =
_�

cF
; (4.37)

die homogen vom Grad eins ist und somit " iF in geschwindigkeitsunabh�angiger Form

beschreibt.

Das Reservoir der induzierten ferroelastischen Dehnung ist durch die Anzahl der vorhan-

denen umklappbaren Dom�anen begrenzt. Damit kann " iF einen oberen Grenzwert nicht

�uberschreiten. Mittels der hF-Funktion

hF(" iF) = j" iFj � "sat (4.38)

wird der Betrag von " iF nach oben durch die S�attigungsdehnung "sat beschr�ankt. Es gilt

dann die Evolutionsgleichung

_" iF = 0 (4.39)
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unter der Belastungsbedingung

hF(" iF) = 0 ^ d

dt
hF(" iF)

���� _" iF = _�=cF
> 0 ; (4.40)

was im folgenden als Fall 3 oder auch als erf�ulltes hF-Kriterium bezeichnet wird.

Mittels des Ansatzes der Normalenregel

_" iF = �F
h

 
@hF

@" iF

!
(4.41)

und der Auswertung der Konsistenzbedingung aus der hF-Funktion

d

dt
hF(" iF) =

" iF

j" iFj _"
iF = 0 (4.42)

l�a�t sich der Parameter �F
h bestimmt. Es ergibt sich in diesem Fall �F

h = 0 und somit die

Evolutionsgleichung (4.39).

Aus den �Uberlegungen des Abschnittes 2.4.3 ist zu erwarten, da� das Reservoir der um-

klappbaren Dom�anen einer ungepolten ferroelektrischen Keramik im Zugspannungsbe-

reich etwa doppelt so gro� wie im Druckspannungsbereich ist. Diese Eigenschaft w�urde

sich in einer unsymmetrischen ferroelastischen Hysterese widerspiegeln (siehe Bild 2.7).

Im Rahmen einer vereinfachten Formulierung wurde dieser E�ekt vernachl�assigt.1

Aus (4.32), (4.35) und (4.41) l�a�t sich eine Flie�regel f�ur die remanente ferroelastische

Dehnung

_" iF =

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

0 : Fall 1

�F
f

 
@f F

@�

!
: Fall 2

�F
h

 
@hF

@" iF

!
: Fall 3

(4.43)

aufstellen.

Um eine Schreibweise analog der Gleichung (4.27) anzugeben, m�ussen die De�nitionen

�

f F =
d

dt
f F
���� _" iF = 0

,
�

hF =
d

dt
hF
���� _" iF = F F _�=cF

(4.44)

sowie mittels der Eigenschaften der Sprungfunktion b�e nach (4.23) die logischen Vorfak-

toren

F F := bf Feb
�

f Fe =

8<: 1 : Fall 2

0 : sonst
(4.45)

1Bei einer etwaigen Ber�ucksichtigung dieses E�ektes m�u�te die hF-Funktion (4.38) modi�ziert werden.

Ein m�oglicher Ansatz k�onnte lauten: hF(" iF) = j" iFj� 1
2
"sat

�
1 +

j
" iF=j" iFj

m�
. Jedoch kann der Ausdruck

nicht ohne weiteres in tensorieller Form verallgemeinert werden.
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und

H F :=

�
b�

�

hFe � bhFe
�
b�f Fe =

8<: 1 : sonst

0 : Fall 3 _ f F > 0
(4.46)

eingef�uhrt werden. Mit ihrer Hilfe kann nun

_" iF = F F H F _�

cF
; (4.47)

die geschlossene Form f�ur die Evolutionsgleichung der remanenten ferroelastischen Deh-

nung angegeben werden.

In Bild 4.4 ist die bilineare Approximation der ferroelastischen Hysterese mit den hier

eingef�uhrten Materialgleichungen und den zugeh�origen Materialparametern aus Tabelle

4.1 dargestellt.
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Bild 4.4: Durch numerische Integration des eindimensionalen Materialmodells ergibt sich

die bilineare Approximation der ferroelastischen Hysterese.

Ausgehend von einem ungepolten Materialzustand ist zu Beginn f�ur eine Druckbelastung

ein linear elastischer Bereich zu erkennen (j�j < �c). Erst wenn die angreifende Druck-

spannung die Koerzitivspannung �c �uberschreitet, setzt der irreversible Proze�, d.h. die

Bildung von remanenter ferroelastischer Dehnung " iF, ein. Dieser Dehnungsanteil ent-

wickelt sich solange, bis die S�attigung j" iFj = "sat erreicht ist. Das entspricht dann einem

im S�attigungszustand vollst�andig ersch�opften Reservoir an umklappbaren Dom�anen. Im

weiteren stellt sich dann linear elastisches Materialverhalten ein. Bei Entlastung der Span-

nung bleibt im Material nun eine bleibende Dehnung "sat zur�uck.

Die Steigung des anf�anglichen und ges�attigten linear elastischen Bereiches ist aufgrund

der Isotropie des Elastizit�atstensors (3.14) identisch und entspricht dem Elastizit�atsmodul

Y . Im inelastischen Zwischenbereich stellt sich die Steigung 1=(1=Y + 1=cF) ein.
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4.4 Elektromechanische Kopplung

Bisher wurden zwei voneinander getrennte Materialmodelle betrachtet, zum einen f�ur

rein elektrische und zum anderen f�ur rein mechanische Belastungen. Bei der Kopplung

des rein ferroelektrischen und des rein ferroelastischen Teilmodells zu einem gemeinsamen

elektromechanischen Materialmodell sind zus�atzliche Gleichungen notwendig.

4.4.1 Beschr�ankung der remanenten ferroelastischen Dehnung

Aufgrund einer gekoppelten elektromechanischen Belastung kann folgende Situation ein-

treten: Ein elektrisches Feld ruft eine zugeh�orige remanente ferroelektrische Dehnung in

Feldrichtung hervor (" iP = "sat). Desweiteren k�onnte gleichzeitig auch eine mechanische

Belastung vorhanden sein, die, ebenfalls in Feldrichtung orientiert, ihrerseits eine rema-

nente ferroelastische Dehnung induziert (" iF = "sat). Nach Gleichung (4.8) ergibt sich

dann eine gesamte remanente Dehnung

" i = " iP + " iF = 2 "sat (4.48)

in H�ohe von 2 "sat.

Da die remanente Dehnung " i ein Ma� f�ur die Verzerrung durch umorientierte Dom�anen

ist, stellt dies ein Widerspruch zu den Vorstellungen �uber die Dom�anenprozesse dar. Das

Reservoir aller umklappbaren Dom�anen kann sich nicht ver�andern und ist unabh�angig

von der Art der Belastung. Es mu� daher also f�ur alle Arten von Belastungen zu jeder

Zeit die Nebenbedingung

j" i(t)j � "sat (4.49)

gelten. Aufgrund der Dreiecksungleichung (Bronstein und Semendjajew [56]) gilt

j" ij = j" iP + " iFj � j" iPj+ j" iFj ; (4.50)

so da� die Nebenbedingung (4.49) prinzipiell durch die Beschr�ankung einer der beiden

Dehnungsanteile " iP oder " iF in die Modellgleichungen eingebaut werden kann.

Um die richtige Wahl motivieren zu k�onnen, wird die folgende ph�anomenologische Be-

trachtung eines Dom�anenprozesses durchgef�uhrt: Es wird davon ausgegangen, da� die

Nebenbedingung durch eine Beschr�ankung auf der ferroelektrischen Seite, also " iP, er-

zwungen wird. Eine hinreichend gro�e mechanische Zugspannung bewirkt eine komplette

Orientierung aller Dom�anen in Belastungsrichtung und damit die Bildung einer remanen-

ten Verzerrung bis zur ihrer S�attigung (" i = " iF = "sat). Bei diesem Proze� bildet sich keine

makroskopisch remanente Polarisation. Wird jetzt, um das Material bleibend zu polen, ein

elektrisches Feld angelegt, so w�urden die Materialgleichungen, unter Ber�ucksichtigung der

hier eingebrachten Nebenbedingung (4.49), dieses nicht zulassen. Grund hierf�ur ist, da�

mit der Bildung einer remanenten Polarisation P i eine zugeh�orige remanente Dehnung
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" iP induziert wird. " iP kann sich aber nicht entwickeln, da bereits die gesamte remanente

Dehnung " i = " iF ges�attigt ist. Physikalisch ist in dieser mechanischen Belastungssitua-

tion jedoch eine Polung des Polykristalls durch ein hinreichend starkes elektrisches Feld

zu erwarten.

Dieses Gedankenexperiment liefert die Motivation, die Nebenbedingung (4.49) nicht auf

der ferroelektrischen, sondern auf der ferroelastischen Seite zu ber�ucksichtigen. Durch die

Bedingung

j" iFj � "iFsat = "sat � j" iPj (4.51)

wird dem Betrag der ferroelastisch induzierten Dehnung j" iFj nur jener Freiraum "iFsat gege-

ben, den die ferroelektrische remanente Dehnung j" iPj bis zur S�attigung "sat zur Verf�ugung
stellt.

Aufgrund (4.51) mu� die hF-Funktion (4.38) angepa�t und das vorhandene konstante

Reservoir "sat der induzierten ferroelastischen Dehnung in (4.38) durch "
iF
sat ersetzt werden:

hF(" iF; P i) = j" iFj �
�
"sat � j" iPj

�
= j" iFj � "sat

 
1� jP ij

Psat

!
: (4.52)

In (4.52) wurde " iP durch P i nach Gleichung (4.9) ersetzt.

Die Modi�kation der hF-Funktion �andert auch die bisher angegebene Konsistenzbedin-

gung (4.42) insofern ab, da� sie nun �uber die remanente Polarisation P i an eine elektrische

Gr�o�e gekoppelt ist. Damit treten weitere Terme in der Evolutionsgleichung f�ur die re-

manente ferroelastische Dehnung _" iF auf, die in Abschnitt 4.4.4 zusammen mit weiteren

E�ekten in einer zusammengefa�ten Darstellung der Evolutionsgleichung _" iF angeben und

diskutiert werden.

4.4.2 Mechanische Depolarisation

Ein wichtiges nichtlineares elektromechanisches Kopplungsph�anomen ist der Zusammen-

hang zwischen der Polarisation und der mechanischen Spannung. Aus experimentellen

Untersuchungen von z.B. Sch�aufele und H�ardtl [44, 38] ist bekannt, da� eine hinrei-

chend gro�e mechanische Druckspannung in der Lage ist, die makroskopisch remanente

Polarisation zu reduzieren. Damit verliert das Material seine piezoelektrischen Eigenschaf-

ten und die M�oglichkeit, seine vorgesehenen Aufgaben zu erf�ullen.

Mittels der S�attigungspolarisation Psat in der hP-Funktion wird jene obere Schranke fest-

gelegt, die der Betrag der remanenten Polarisation maximal erreichen kann. Es liegt nun

nahe, diesen Grenzwert so zu modi�zieren, da� er in allgemeiner Form von den beiden

�au�eren Gr�o�en Spannung � und elektrischem Feld E sowie �uber die remanente Polarisa-

tion P i von der Belastungsgeschichte abh�angt. Daher wird der konstante Materialparame-

ter Psat durch eine Funktion bPsat ersetzt und aus (4.17) ergibt sich eine neue, allgemeine

Form

hP(�; E; P i) = jP ij � bPsat(�; E; P
i) : (4.53)
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F�ur die Gr�o�e bPsat mu� zus�atzlich die Randbedingung

bPsat(�; 0; P
i) = Psat f�ur � � ��c (4.54)

gelten, da nur Druckspannungen unterhalb des Grenzwertes der Koerzitivspannung ��c
mechanisch depolarisierende Eigenschaften besitzen sollen.

F�ur bPsat werden im folgenden zwei einfache Funktionen, ein exponentieller Ansatz

bPsat(�) = Psat e
� 1
m
h�� � �ci

(4.55)

sowie ein linearer Ansatz

bPsat(�) = (Psat � P�)
�
1� 1

m
h�� � �ci

�
+ P� (4.56)

vorgestellt. F�ur die MacCauley-Klammer gilt hierbei die Eigenschaft

hxi =

8<: x : x � 0

0 : x < 0
: (4.57)

Die beiden Ans�atze (4.55) und (4.56) sind unabh�angig vom elektrischen Feld und der re-

manenten Polarisation gew�ahlt und erf�ullen die Randbedingung (4.54). Es entspricht Psat

der zuvor eingef�uhrten S�attigungspolarisation und �c der Koerzitivspannung. Der positive

Materialparameter m ist ein Ma� f�ur die St�arke des Einusses, mit der die remanente

Polarisation reduziert wird.

Ein entscheidender Unterschied zwischen den beiden Ans�atzen liegt darin, da� eine hinrei-

chend gro�e Druckspannung im exponentiellen Ansatz (4.55) die remanente Polarisation

nahezu eliminiert, w�ahrend im linearen Ansatz (4.56) immer eine remanente Restpolari-

sation P� verbleibt.

Die Erweiterung des hP-Kriterium um den mechanischen Depolarisationsproze� f�uhrt zu

�Anderungen in der Evolutionsgleichung der remanenten Polarisation. Diese werden ebenso

in Abschnitt 4.4.4 zusammen mit anderen E�ekten in einer allgemeinen Darstellung f�ur

_P i angegeben.

In Bild 4.5 ist der mechanische Depolarisationsproze� f�ur die beiden Ans�atze (4.55) und

(4.56) dargestellt. Ausgehend von einem vollst�andig gepolten und unbelasteten Material-

zustand wird in dessen Polarisationsrichtung eine hinreichend gro�e mechanische Druck-

spannung aufgebracht und die sich einstellende Entwicklung der Polarisation betrachtet.

Die verwendeten Materialparameter k�onnen Tabelle 4.1 entnommen werden.

Aufgrund des Polungsprozesses bleibt eine S�attigungspolarisation vom Wert Psat =

300mC/m2 zur�uck (horizontaler Kurvenverlauf bis (�; P ) = (0; Psat)). Die einsetzende

monoton anwachsende Druckspannung in Polarisationsrichtung f�uhrt zu Beginn zu einem

linear piezoelektrischen Verhalten proportional 1=d. Unterschreitet die Druckspannung

die Koerzitivspannung (� < ��c) setzt eine Reduktion der remanenten Polarisation ein.
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a) b)

Bild 4.5: Mechanische Depolarisation eines vollst�andig gepolten Materials durch eine in

Polungsrichtung wirkende mechanische Druckspannung:

a) Exponentieller Ansatz nach Gleichung (4.55): Die gesamte remanente Polari-

sation wird nahezu eliminiert.

b) Linearer Ansatz nach Gleichung (4.56): Aufgrund von P� verbleibt eine re-

manente Polarisation, die bei weiterer Spannungszunahme einen von Null ver-

schiedenen, linear piezoelektrischen E�ekt bewirkt.

F�ur den exponentiellen Ansatz (Bild 4.5a) strebt f�ur hohe Druckspannungen die rema-

nente Polarisation gegen Null. Dies entspricht praktisch einem vollst�andig depolarisierten

Material, das keine piezoelektrischen Eigenschaften mehr besitzt und somit ein elektro-

mechanisch entkoppeltes Verhalten zeigt.

Das Verhalten mit linearem Ansatz weist einen anderen Verlauf auf (Bild 4.5b). Zwar wird

ebenfalls f�ur hohe Druckspannungen die remanente Polarisation reduziert, doch aufgrund

des positiven Parameters P� bleibt eine remanente Restpolarisation P� im Material zur�uck.

Diese kann auch f�ur noch h�ohere Druckspannungen nicht mehr ver�andert werden und f�uhrt

im weiteren zu einem linear piezoelektrischen Verhalten proportional (P�=Psat) d.

4.4.3 Abh�angigkeit der Koerzitivspannung vom elektrischen

Feld

Der Einu� des elektrischen Feldes auf das Verhalten bei mechanischer Depolarisation, ist

ein weiteres elektromechanisches Kopplungsph�anomen. Experimentelle Untersuchungen

von Sch�aufele und H�ardtl [44] haben gezeigt, da� �uberlagerte elektrische Felder das

Einsetzen mechanischer Depolarisation beeinussen. So unterst�utzen elektrische Felder in

Polungsrichtung den Ausgangszustand, w�ahrend entgegengesetzt orientierte elektrische

Felder ein fr�uheres Umklappen der Dom�anen bei mechanischer Depolarisation bewirken.
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Die Grenze zwischen piezoelektrischem Verhalten und einsetzender Depolarisation, be-

schrieben durch die Koerzitivspannung, verschiebt sich in Abh�angigkeit der Orientierung

und der Gr�o�e des elektrischen Feldes. Dieser E�ekt kann nach Sch�aufele und H�ardtl

als linear betrachtet werden.

Die Koerzitivspannung wird im weiteren nicht mehr als ein konstanter Materialparameter

angesehen, sondern h�angt vom elektrischen Feld E und der remanenten Polarisation P i

ab. Aus diesem Grund wird die Konstante �c in der f F-Funktion (4.31) und in der bPsat -

Funktion (4.55) bzw. (4.56) durch die Materialfunktion

b�c(E; P i) =

*
�c + n

E

Ec

P i

jP ij

+
(4.58)

ersetzt. �c beschreibt hierbei die kritische Umklappspannung ohne �uberlagertes elektri-

sches Feld und der nichtnegative Materialparameter n gewichtet den Einu� des elek-

trischen Feldes auf den Beginn einsetzender mechanischer Depolarisation. Die Funktion

h�i (siehe De�nition (4.57)) gew�ahrleistet, da� b�c niemals negative Spannungswerte bei

Einsetzen der mechanisch induzierten Umklappprozesse annehmen kann.

Die Erweiterung durch die Materialfunktion (4.58) f�uhrt �uber die beiden modi�zierten

Flie�kriterien f F(�; E; P i; " iF) und hP(�; E; P i) zu weiteren Termen in der Evolutions-

gleichung der inneren Variablen _P i und _" iF. Diese Terme m�ussen �uber die Auswertung

der Konsistenzbedingung und der zugeh�origen Normalenregel bestimmt werden. Eine Zu-

sammenfassung der sich somit ergebenden Evolutionsgleichungen f�ur _P i und _" iF ist in

Abschnitt 4.4.4 angegeben.

Mittels der Materialparameter aus Tabelle 4.1 wurde in Bild 4.6 der Einu� von �uberla-

gertem elektrischem Feld auf das Einsetzen des Umklappprozesses bei mechanischer De-

polarisation untersucht. Ausgehend von einem vollst�andig gepolten Zustand (P = Psat)

wird das elektrische Feld auf die verschiedenen angegebenen Werte gebracht (horizontale

Linie bei � = 0MPa) und im weiteren dem Depolarisationsproze� konstant �uberlagert.

Danach setzt die Belastung durch die mechanische Druckspannung ein. In Bild 4.6 sind

die entsprechenden Spannungs-Dehnungs-Verl�aufe f�ur den exponentiellen Ansatz (4.55)

dargestellt.

Aus dem Verlauf der verschiedenen Kurven sind zwei E�ekte unterscheidbar: Ein elek-

trisches Feld, das in Richtung der Polarisation orientiert ist, wirkt der mechanischen De-

polarisation entgegen. Der Ausdruck EP i in Gleichung (4.58) ist f�ur diesen Fall stets

gr�o�er null (EP i > 0) und erh�oht somit die Koerzitivspannung b�c, die f�ur das Einset-

zen der Umklappprozesse verantwortlich ist. Dagegen unterst�utzt ein elektrisches Feld,

das gegen die Polarisationsrichtung orientiert ist (EP i < 0) die Depolarisation, da es die

Koerzitivspannung b�c erniedrigt.
F�ur hohe mechanische Druckspannungen n�ahern sich alle Verl�aufe der �-"-Kurven in

Bild 4.6 asymptotisch einer Geraden. Sie ist gekennzeichnet durch eine ges�attigte fer-

roelastische Dehnung (" i = " iF = �"sat) und einen vollst�andig depolarisierten Zustand
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Bild 4.6: Untersuchung des Einusses von konstantem �uberlagertem elektrischen Feld auf

das Spannungs-Dehnungs-Verhalten bei mechanischer Depolarisation. Die Re-

duktion der remanenten Polarisation wird hierbei durch den exponentiellen An-

satz (4.55) beschrieben.

(P i = 0mC/m2). Aus den Gleichungen (4.3) und (4.5) ergibt sich die reversible Gerade

mit der Steigung Y sowie dem Achsenabschnitt � = Y "sat f�ur " = 0%.

4.4.4 Allgemeine Darstellung der Evolutionsgleichungen

F�ur das Zusammenf�uhren des ferroelektrischen und des ferroelastischen Teilmodells zu

einem Gesamtmodell wurden drei elektromechanische Erg�anzungen vorgenommen: Die

Beschr�ankung der remanenten ferroelastischen Dehnung " iF, die mechanische Depolarisa-

tion und schlie�lich die Abh�angigkeit der Koerzitivspannung vom elektrischen Feld. Alle

drei Modi�kationen beeinussen die Flie�funktionen und nehmen damit Einu� auf die

Evolutionsgleichungen der remanenten Polarisation _P i und der remanenten ferroelasti-

schen Dehnung _" iF, die in diesem Abschnitt zusammenfassend angegeben und diskutiert

werden sollen.

Im folgenden wird zun�achst der Einu� der elektromechanischen Kopplung auf die Evo-

lutionsgleichung der remanente Polarisation ber�ucksichtigt.

Die bisherige f P-Funktion wurde durch das Verschmelzen der beiden Teilmodelle nicht

ber�uhrt, so da� f�ur f P weiterhin (4.10) mit den Evolutionsgleichungen (4.12) und (4.16)

sowie den Belastungsbedingungen (4.11) und (4.15) gilt.

Die hP-Funktion wurde aufgrund der Erweiterung durch den mechanischen Depolarisa-

tionsproze� und den Einu� der vom elektrischen Feld abh�angigen Koerzitivspannung
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modi�ziert und lautet nun:

hP(�; E; P i) = jP ij � bPsat(�; E; P
i) : (4.59)

An Stelle der urspr�unglichen Konsistenzbedingung (4.21) tritt nun die erweiterte Form

d

dt
hP(�; E; P i) = �

 
@ bPsat

@�
_� +

@ bPsat

@E
_E

!
+

 
P i

jP ij �
@ bPsat

@P i

!
_P i = 0 ; (4.60)

wodurch weitere von der Spannungsgeschwindigkeit _� und der Geschwindigkeit des elek-

trischen Feldes _E abh�angige Terme auftreten. Mit (4.60) und der Normalenregel des Falles

3 f�ur _P i (4.20) l�a�t sich ein neuer Proportionalit�atsfaktor �P
h ermitteln. Damit kann die

Evolutionsgleichung f�ur die remanente Polarisation mit

_P i =

 
P i

jP ij �
@ bPsat

@P i

!
�1  

@ bPsat

@�
_� +

@ bPsat

@E
_E

!
(4.61)

angegeben werden, die unter der Voraussetzung

hP(�; E; P i) = 0 ^
�

hP =
d

dt
hP
���� _P i = F P _E=cP

> 0 (4.62)

des dritten Falles g�ultig ist.

Die Di�erentialgleichungen (4.12), (4.16) und (4.61) lassen sich nun in eine allgemein

g�ultige Darstellung der Evolutionsgleichung f�ur die remanente Polarisation

_P i = F P H P 1

cP
_E

+
�
1 � H P

�  
P i

jP ij �
@ bPsat

@P i

!
�1  

@ bPsat

@�
_� +

@ bPsat

@E
_E

!
(4.63)

zusammenfassen. Zu den Eigenschaften der Vorfaktoren F P bzw. H P siehe die De�nitio-

nen (4.25) bzw. (4.26). Mittels des Ausdruckes

F P H P =

8<: 1 : Fall 2

0 : sonst
(4.64)

wird der Fall 2 vom Fall 3

�
1 � H P

�
=

8<: 1 : Fall 3 _ f P > 0

0 : sonst
(4.65)

separiert.

Die Eigenschaften des ersten zu _E proportionalen Vorfaktors F P H P in (4.63) wurden

bereits bei seiner Einf�uhrung erl�autert (siehe Diskussion nach Gleichung (4.27)). Mit ihm

entwickelt sich _P i unter der Belastungsbedingung (4.15) eines g�ultigen zweiten Falls.

Durch den zweiten Term in (4.63) wird der Einu� sowohl der mechanischen Depolarisa-

tion als auch der feldabh�angigen Koerzitivspannung auf die Entwicklung von _P i ber�uck-

sichtigt. Dieser E�ekt ist immer dann wirksam, wenn der erste Term gerade deaktiviert
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wurde, d.h. wenn die Voraussetzungen (4.62) f�ur die hP-Funktion (Fall 3) vorliegen. Aber

erst eine �Anderung der mechanischen Spannung zu einem Wert kleiner als die Koerzitiv-

spannung (� < ��c) hat Einu� auf die Entwicklung der remanente Polarisation _P i.

Die Evolutionsgleichung der remanenten ferroelastischen Dehnung _" iF wird durch die bei-

den Kopplungsmechanismen, die Beschr�ankung der ferroelastischen Dehnung sowie die

feldabh�angige Koerzitivspannung, erg�anzt. Durch die Ber�ucksichtigung der Abh�angigkeit

der Koerzitivspannung vom elektrischen Feld ergibt sich die modi�zierte Form von (4.31)

f F(�; E; " iF; P i) = j� � cF " iFj � b�c(E; P i) : (4.66)

Die urspr�ungliche Konsistenzbedingung (4.36) mu� durch die Beziehung

d

dt
f F(�; E; " iF; P i) =

� � cF " iF

j� � cF " iFj
�
_� � cF _" iF

�
�
 
@b�c
@E

_E +
@b�c
@P i

_P i

!
= 0 (4.67)

ersetzt werden, in der nun zus�atzlich die Geschwindigkeit des elektrischen Feldes _E und

der remanenten Polarisation _P i auftaucht. Mittels der Normalenregel (4.35) wird ein neuer

Proportionalit�atsfaktor �F
f bestimmt, aus dem sich die Evolutionsgleichung im Fall 2 f�ur

die remanente ferroelastische Dehnung

_" iF =
1

cF

 
_� � � � cF " iF

j� � cF " iFj

 
@b�c
@E

_E +
@b�c
@P i

_P i

!!
(4.68)

ergibt. Sie ist unter der Voraussetzung

f F(�; E; " iF; P i) = 0 ^
�

f F=
d

dt
f F
���� _" iF = 0

� 0 (4.69)

g�ultig. Erw�ahnt sei, da� _" iF in (4.68) noch eine Funktion von _P i ist, so da� die Evoluti-

onsgleichung der remanenten Polarisation (4.63) noch eingesetzt werden mu�.

Mit der elektromechanischen Kopplung wird durch eine Modi�kation der hF-Funktion die

Entwicklung der remanenten ferroelastischen Dehnung beschr�ankt. Nach (4.52) lautet die

modi�zierte hF-Funktion

hF(" iF; P i) = j" iFj � "sat

 
1� jP ij

Psat

!
: (4.70)

Aufgrund der Beschr�ankung in (4.70) ergibt sich eine neue Konsistenzbedingung zu

d

dt
hF(" iF; P i) =

" iF

j" iFj _"
iF +

"sat

Psat

P i

jP ij
_P i = 0 ; (4.71)

die nun �uber die remanente Polarisation an eine elektrische Gr�o�e gekoppelt ist. Entspre-

chend mu� ein neuer �F
h -Faktor f�ur die Normalenregel (4.41) bestimmt werden, der im

Fall 3 zu einer neuen Evolutionsgleichung f�ur die remanente ferroelastische Dehnung

_" iF = � "sat

Psat

P i

jP ij
" iF

j" iFj
_P i (4.72)
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unter der Belastungsbedingung

hF(" iF; P i) = 0 ^
�

hF =
d

dt
hF
���� _" iF = F F _�=cF

> 0 (4.73)

an Stelle der Beziehung (4.39) und (4.40) tritt.

Die Evolutionsgleichungen (4.32), (4.68) und (4.72) k�onnen in der gemeinsamen Form

_" iF = F F H F 1

cF

 
_� � � � cF " iF

j� � cF " iFj

 
@b�c
@E

_E +
@b�c
@P i

_P i

!!

�
�
1 � H F

� "sat

Psat

P i

jP ij
" iF

j" iFj
_P i (4.74)

angegeben werden, wobei die Bedeutung des Vorfaktors F F aus (4.45) und H F aus (4.46)

entnommen werden kann. Der Ausdruck

F F H F =

8<: 1 : Fall 2

0 : sonst
(4.75)

ergibt sich im Fall 2 zu einem Wert eins, w�ahrend

�
1 � H F

�
=

8<: 1 : Fall 3 _ f F > 0

0 : sonst
(4.76)

Fall 3 ber�ucksichtigt.

Der Ein- bzw. Ausschaltmechanismus des ersten Vorfaktors F F H F in (4.74) ist un-

ver�andert geblieben. Der hintere Term von (4.74) ist nur dann aktiv, wenn gerade Fall 2

nicht gilt, d.h. wenn die Belastungsbedingung in (4.73) f�ur die hF-Funktion gegeben ist.

F�ur _P i mu� selbst noch die eigene Evolutionsgleichung (4.63) in die Beziehung (4.74) f�ur

_" iF eingesetzt werden.

Mit den hier motivierten Erg�anzungen konnte das ferroelektrische und ferroelastische

Teilmodell zu einem geschwindigkeitsunabh�angigen, elektromechanischen Gesamtmodell

gekoppelt werden. Die beiden Evolutionsgleichung (4.63) und (4.74) sind positiv homo-

gen vom Grade eins in der Zeit und sonst nur von den Zustandsvariablen (�; E; " iF; P i)

abh�angig. Auf diese Weise h�angen sie indirekt �uber die beiden Flie�regeln (4.22) und (4.43)

von der Bedingung f�ur Belastung und den jeweiligen elektrischen und mechanischen F�allen

ab. Eine zusammenfassende Darstellung aller Gleichungen des eindimensionalen Materi-

almodells ist im Anhang A in �ubersichtlicher Form dargestellt.

4.5 Diskussion der Modellantwort

Mit der Herleitung der beiden Di�erentialgleichungen, der remanenten Polarisation _P i

und der remanenten ferroelastischen Dehnung _" iF ist das Materialverhalten f�ur beliebige

Belastungen _� und _E eindeutig bestimmbar. Leider k�onnen die Evolutionsgleichungen
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aufgrund ihrer Komplexit�at nicht analytisch gel�ost werden. Um die Modellantwort f�ur

eine beliebig vorgegebene Geschwindigkeit der Spannung und des elektrischen Feldes zu

erhalten, ist ein numerisches Integrationsverfahren heranzuziehen.

4.5.1 Numerisches Integrationsverfahren

Die beiden Evolutionsgleichungen stellen ein Di�erentialgleichungssystem dar, das positiv

homogen vom Grad eins in der ersten Ableitung nach der Zeit ist. Mittels einer numeri-

schen Integration der Di�erentialgleichungen kann f�ur das System von Gleichungen eine

N�aherungsl�osung angegeben werden. Bei der numerischen L�osung handelt es sich jedoch

immer um eine N�aherung an das theoretisch exakte Ergebnis, die einen { wenn auch

kleinen { Fehler besitzt. Diese Ungenauigkeit in den beiden zu bestimmenden inneren

Variablen �ubertr�agt sich auf die Bestimmung der vier Funktionswerte f P, hP, f F und hF,

aus denen wiederum die Vorfaktoren F P, H P, F F und H F f�ur die Evolutionsgleichungen

berechnet werden. Bei der Berechnung dieser Vorfaktoren werden die Flie�funktionen auf

den Wert Null hin �uberpr�uft. Eine noch so kleine Ungenauigkeit kann zu einem falschen

Vorfaktor und damit zu einer falschen Entwicklung der inneren Variablen _P i und _" iF

f�uhren. F�ur die numerische Realisierung ist die Einf�uhrung von Toleranzschranken bei

der Bestimmung der vier Indikatorfunktionen bf Pe, bhPe, bf Fe und bhFe notwendig, aus
denen der jeweils g�ultige Fall ermittelt wird.

Standardroutinen von Engeln-M�ullges und Reutter [57, 58] oder Harwell [59]

k�onnen aufgrund der vier Flie�funktionen und ihrer Einhaltung nicht verwendet werden.

Es mu� ein geeignetes Verfahren entwickelt werden, mit dem die hier vorliegende Proble-

matik bew�altigt und ein nahezu exaktes Ergebnis ermittelt werden kann.

Das in Kapitel 4.4 hergeleitete Di�erentialgleichungssystem stellt ein Anfangswertproblem

aus zwei gew�ohnlichen Di�erentialgleichungen erster Ordnung dar. Es kann allgemein als

_y =

0@ _P i(�; E; P i; _�; _E)

_" iF(�; E; " iF; P i; _�; _E; _P i)

1A (4.77)

mit der Anfangsbedingung

y(t0) = y0 =

0@ P i(�0; E0; P
i
0
)

" iF(�0; E0; "
iF
0 ; P

i
0
)

1A (4.78)

im Integrationsintervall �t mit t 2 [t0; t1] f�ur t1 > t0 beschrieben werden.

In der Literatur ist eine Vielzahl von Verfahren zur numerischen Integration exemplarisch

in T�ornig und Spellucci [60] sowie Hairer et al. [61] zu �nden. Das hier vorliegende

Anfangswertproblem wurde mit expliziten sowie impliziten Verfahren verschiedenster Ord-

nung gel�ost. Eine ausf�uhrliche Angabe von Runge-Kutta-Formeln erster, zweiter und

n-ter Ordnung ist bei Fehlberg in [62, 63, 64] zu �nden. Hierbei zeigte das explizite
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Kutta{Merson{Verfahren vergleichsweise eine akzeptable Rechenzeit bei hoher Ge-

nauigkeit.

Die prinzipielle Vorgehensweise dieses Verfahrens ist es, ausgehend von bekannten

Startgr�o�en y0, eine L�osung am Ende des Zeitschrittes t1 = t0 + �t zu approximieren.

Hierzu wird der Wert von _y(y0; t) an mehreren festgelegten Zwischenpunkten

K1 (t0) = _y (y0 ; t0)

K2 (t0 +
1
3
�t) = _y (y0 +

1
3
�tK1 ; t0 +

1
3
�t)

K3 (t0 +
1
3
�t) = _y (y0 +

1
6
�tK1 +

1
6
�tK2 ; t0 +

1
3
�t)

K4 (t0 +
1
2
�t) = _y (y0 +

1
8
�tK1 +

3
8
�tK3 ; t0 +

1
2
�t)

K5 (t0 + �t) = _y (y0 +
1
2
�tK1 � 3

2
�tK3 + 2�tK4 ; t0 + �t)

(4.79)

im Zeitintervall [t0; t1] berechnet (siehe Bj�orck und Dahlquist [65]). Beim hier ver-

wendeten Verfahren liegen die St�utzpunkte bei t0 , t0 +
1
3
�t , t0 +

1
2
�t und t0 + �t. Eine

entsprechend gewichtete Kombination dieser Zwischenergebnisse (4.79)

y(t0 + �t) = y0 +
1

6
�tK1 +

2

3
�tK4 +

1

6
�tK5 (4.80)

wird dazu verwendet, eine gute �Ubereinstimmung mit der exakten L�osung am Intervall-

ende t1 zu erhalten. Der dabei auftretende Fehler ist von vierter Ordnung.

Bei der hier angewendeten L�osungsmethode wird eine Wahl des Zeitinkrementes benutzt,

die sich an dem vorliegenden speziellen Problem orientiert. Aufgrund der bilinearen Ap-

proximation der realen Kurvenverl�aufe mittels dreier Bereiche wurden Ein- und Ausschalt-

mechanismen verwendet, die die rechte Seite der Evolutionsgleichungen entsprechend den

Werten der Vorfaktoren F P, H P, F F und H F vorgeben.

Bei einem Belastungsproze� tritt nun unvermeidlich der Fall ein, da� sich einer der vier

Faktoren so �andert, da� die rechte Seite einer Evolutionsgleichung zu Beginn und am Ende

des Intervalls nicht mehr dieselbe ist. Eine nicht speziell angepa�te Integration w�urde in

diesem Fall zu riesigen numerischen Fehlern f�uhren. Tritt diese Situation ein, so mu� das

Integrationsintervall soweit unterteilt werden, bis entweder kein Sprung auf der rechten

Seite mehr auftritt oder bis eine vorgegebene Toleranz im Inkrement der Spannung bzw.

des elektrischen Feldes unterschritten ist. Im letzteren Fall wird dann trotz eines Sprungs

auf der rechten Seite der Evolutionsgleichung �uber das vorgegebene Intervall integriert.

Damit wird das vorliegende Anfangswertproblem trotz Unstetigkeiten auf der rechten

Seite der Di�erentialgleichung hinreichend genau berechnet.

4.5.2 Gesta�elte elektromechanische Belastungsgeschichte

Mittels des numerischen Integrationsverfahren ist die M�oglichkeit gegeben, das Verhalten

des eindimensionalen Materialmodells f�ur beliebige, elektromechanische Belastungspfade
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zu simulieren. Damit sind die sich ergebenden Kurvenverl�aufe auf ihre physikalische Plau-

sibilit�at hin �uberpr�ufbar und k�onnen mit den Mechanismen der Dom�anenprozesse vergli-

chen werden.

Am Beispiel einer komplexen elektromechanischen Belastungsgeschichte soll die Antwort

der eindimensionalen Materialgleichungen einschlie�lich der Erg�anzungen aufgrund der

elektromechanischen Kopplung (Beschr�ankung der remanenten ferroelastischen Dehnung,

mechanische Depolarisation sowie feldabh�angige Koerzitivspannung) diskutiert werden

(siehe auch B�ohle et al. [66] sowie Kamlah [37]). F�ur die auftretende mechanische De-

polarisation wurde der exponentielle Ansatz (4.55) verwendet. Das Antwortverhalten des

eindimensionalen Materialmodells auf dieselbe elektromechanische Belastungsgeschichte,

jedoch ohne die Abh�angigkeit der Koerzitivspannung vom elektrischen Feld, ist in Kam-

lah et al. [67, 54] diskutiert. Die zur Simulation notwendigen Materialparameter sind

Tabelle 4.1 zu entnehmen.

In Bild 4.7a ist der komplette Belastungspfad des elektrischen Feldes sowie der mechani-

schen Spannung dargestellt und in f�unf einzelne Schritte (A bis E) unterteilt.

Zu Beginn wird das elektrische Feld monoton erh�oht, so da� eine vollst�andige Polung in

Feldrichtung statt�nden kann (!A). Bei konstant gehaltenem elektrischen Feld wird eine

Druckspannung aufgebracht (!B), die die Polung reduzieren soll. Im dritten Schritt (!C)

nimmt, w�ahrend die mechanische Belastung weiter anliegt, das elektrische Feld auf die

H�alfte seines urspr�unglichen Wertes ab. Durch die komplette Wegnahme der Spannung

(!D) bei weiter anliegendem Feld �ndet eine mechanische Entlastung statt. Abschlie�end

wird auch das elektrische Feld auf Null zur�uckgefahren (!E).

Durch die Belastung des elektrischen Feldes im ersten Schritt (!A) wird ein Polungsvor-

gang ausgel�ost. Das Materialmodell zeigt bei diesem Proze� eine Gesamtdehnung, die als

horizontale Gerade aus dem Ursprung in Bild 4.7c zu erkennen ist. Die Dehnung " setzt

sich in diesem Fall aus einem rein linear piezoelektrische Anteil "r und einen Anteil " iP,

induziert durch die entstehende remanente Polarisation, zusammen

" = "r + " iP = d
P i

Psat

E + "sat
jP ij
Psat

: (4.81)

Dies entspricht einem Materialverhalten, bei dem sich die Dom�anen remanent in Feldrich-

tung ausrichten, sobald das elektrische Feld die Koerzitivfeldst�arke �uberschreitet. Dabei

wird eine bleibende makroskopische Polarisation erzeugt. Ist diese ges�attigt, k�onnen keine

weiteren Umklappprozesse mehr statt�nden, und es schlie�t sich ein linear piezoelektri-

sches Verhalten an (vergleiche hierzu den numerischen Kurvenverlauf im oberen Ast in

Bild 4.7b).

Die nun vorliegende remanente Polarisation P i wird im zweiten Schritt durch mechanische

Depolarisation (!B) reduziert. Solange die angelegte Druckspannung � dabei kleiner als

die Koerzitivspannung ist, zeigt die numerische Simulation eine rein reversible Dehnungs-
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Bild 4.7: Verhalten des eindimensionalen Materialmodells f�ur eine komplexe elektrome-

chanische Belastungsgeschichte (Schritte A bis E):

a) Belastungsablauf des elektrischen Feldes E sowie der mechanischen Spannung

� �uber der Zeit t.

b) Ferroelektrisches Verhalten: Polarisation P �uber elektrischem Feld E.

c) Ferroelastisches Verhalten: Spannung � �uber Dehnung ".

d) Elektromechanische Kopplungsantwort: Spannung � �uber Polarisation P .

und Polarisations�anderung. Hierbei ist ein linearer Kurvenverlauf in den beiden Bildern

4.7c und 4.7d mit der Steigung des Elastizit�atsmodul Y bzw. mit 1=d zu erkennen. Dies

entspricht einem linear piezoelektrischen Materialverhalten.

Die weitere Erh�ohung der mechanischen Druckbelastung � induziert in der Modellantwort

einen exponentiellen Abfall der Polarisation in Lastrichtung. Dieser Kurvenverlauf ist in

den beiden Bildern 4.7c und 4.7d deutlich zu erkennen. In Bild 4.7c n�ahert sich hierbei

der Verlauf der Kurve asymptotisch einer Gerade mit dem Elastizit�atsmodul als Steigung
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und dem Achsenabschnitt " = �"sat f�ur � = 0MPa. Am Ende dieses Schrittes (!B)

bleibt aufgrund des noch immer wirkenden elektrischen Feldes ein reversibler dielektri-

scher Polarisationsanteil � E zur�uck (Bild 4.7d). Physikalisch bedeutet dieser Proze�, da�

die angelegte mechanische Druckspannung gegen die �xierende Wirkung des elektrischen

Feldes die Dom�anen zum Umklappen veranlassen kann. Dabei verteilen und orientieren

sich die Dom�anen gleichm�a�ig in einer Ebene senkrecht zur Belastung, so da� sich dabei

keine remanente Polarisation bilden kann. Das Umklappverhalten stellt sich hierbei erst

beim Erreichen eines Grenzwertes ein, der aufgrund des �uberlagerten elektrischen Feldes

gr�o�er als die Koerzitivspannung ist.

Der verbleibende reversible Anteil der Polarisation wird nun im n�achsten Schritt (!C)

durch eine Reduktion des immer noch anliegenden elektrischen Feldes linear auf die H�alfte

verringert. Da die mechanische Druckspannung die gesamte remanente Polarisation P i

eliminiert hat, ist die Dehnung vom elektrischen Feld entkoppelt (in Bild 4.7c liegen die

Punkt B und C aufeinander). Dies entspricht einem linear dielektrischen Materialverhal-

ten.

Im vierten Belastungsschritt (!D) wird die mechanische Druckspannung bei anliegendem

elektrischen Feld vollst�andig entfernt. �Uberschreitet die Druckspannung dabei einen kri-

tischen Grenzwert (Knick im Kurvenverlauf in Bild 4.7c), zeigt die Modellantwort erneut

ein linear piezoelektrischen Kurvenverlauf. Dieser Grenzwert ist aufgrund des jetzt gerin-

geren �uberlagerten elektrischen Feldes vom Betrag her kleiner als bei der mechanischen

Druckbelastung (!B).

Dies entspricht einem Materialverhalten, bei dem es aufgrund der �Uberlagerung eines

elektrischen Feldes erneut zur Ausrichtung von Dom�anen kommt. Ein erneuter Orien-

tierungsproze� tritt ein, da der Einu� der mechanischen Last auf die Orientierung der

Dom�anen senkrecht zur Druckspannungsrichtung kleiner als die Wirkung zur erneuten

Ausrichtung nach dem elektrischen Feld ist. In Richtung des wirkenden elektrischen Fel-

des wird eine remanente Polarisation induziert. Da das elektrische Feld nur halb so gro�

wie beim ersten Polungsproze� ist, k�onnen nicht mehr alle Dom�anen in Feldrichtung orien-

tiert werden. Damit kann sich die remanente Polarisation nicht mehr bis zu ihrer S�attigung

entwickeln. Dies zeigt sich in der numerischen Simulation im Punkt D in Bild 4.7b, bei

dem der Kurvenverlauf auf dem Schnittpunkt mit der Neukurve zum Stehen kommt.

Abschlie�end verschwindet nun auch das elektrische Feld (!E) und mit ihm alle reversiblen

Polarisations- und Dehnungsanteile. Einzig die beiden remanenten Anteile, die remanente

Polarisation P i und die remanente Dehnung " i verbleiben im Punkt E.

Das zugeh�orige experimentelle Materialverhalten unter einer vergleichbaren elektrome-

chanischen Belastungsgeschichte wurde von Alatsathianos [39] an kompakten PZT-

Proben untersucht. Er konnte das in Bild 4.7 dargestellte komplexe Verhalten qualitativ

best�atigen.
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4.5.3 Asymmetrische elektrische Belastung

In Experimenten, bei denen ungepolte ferroelektrische Keramiken erstmals einem elektri-

schen Feld ausgesetzt werden, tritt unter Umst�anden ein unsymmetrischer Kurvenverlauf

der dielektrischen Hysterese sowie der Schmetterlingshysterese auf. Diese Unsymmetrie bei

PZT's wurde von Alatsathianos [39] und M�uller [68] experimentell beobachtet. Von

Ghandi und Hagood [69] ist eine horizontale Verschiebung der dielektrischen Hysterese

und von Yang und Payne [70] sowie Pan et al. [71] jeweils eine vertikale Verschiebung

der Schmetterlingshysterese mit einem verk�ummerten Fl�ugel beobachtet worden.

Ausgehend von einem ungepolten Materialzustand wird die Keramik im Experiment mit

einem zyklischen elektrischen Feld symmetrisch um seinen Nullpunkt belastet. Es stel-

len sich Hysteresen ein, die nicht mehr punktsymmetrisch zum Achsenursprung orientiert

sind. Ein Ast der Hysterese ist nicht voll ausgebildet und der Schwerpunkt der Hysterese

f�allt nicht mehr mit dem Achsenursprung zusammen. Dieser E�ekt k�onnte so verstan-

den werden: Der Polykristall zeigt eine Art 'Ged�achtnise�ekt', kann sich also an den

ersten Polungsproze� und dessen Richtung erinnern. Bei dieser ersten Belastung pr�agen

die Dom�anen ihre Umgebung, so da� ihnen bei weiterer zyklischer Belastung zus�atzlich

ein inneres, konstantes elektrisches Feld �uberlagert ist (siehe Carl und H�ardtl [72]

sowie Neumann [73]).

Obwohl das ph�anomenologische Materialmodell solche E�ekte nicht voraussagt, ist eine

Untersuchung dieses Ph�anomens interessant. Durch die zyklische Belastung mit einem

asymmetrischen elektrischen Feld soll das Verhalten des Materialmodells untersucht wer-

den. Die sich dabei einstellende dielektrische Hysterese sowie die zugeh�orige Schmetter-

lingshysterese sind in Bild 4.8 dargestellt.

Das elektrische Feld wurde zyklisch vorgegeben: f0:0;�3:0; 1:3;�3:0g kV/mm, so da� dem

Lastzyklus ein konstantes negatives elektrisches Feld in H�ohe von EMittel = �0:85 kV/mm

�uberlagert ist. Der Betrag des �uberlagerten Feldes ist hierbei geringf�ugig unter der Koer-

zitivfeldst�arke gew�ahlt worden (jEMittelj < Ec), damit in positiver sowie in negativer

Feldrichtung eine remanente Polarisation aufgebaut werden kann. Die zugeh�origen Mate-

rialparameter f�ur die Simulation k�onnen aus Tabelle 4.1 entnommen werden.

In Bild 4.8a ist die sich einstellende dielektrische Hysterese dargestellt. Es zeigt sich in

positiver Feldrichtung eine nicht voll ausgebildete Hysterese. Vor Erreichen des S�attigungs-

zustandes wurde die Wirkung des elektrischen Feldes wieder zur�uckgenommen. W�urde bei

diesem Kurvenverlauf der Ursprung des P -E-Koordinatensystems in den Schwerpunkt S

der Hysterese gelegt werden (Kreuzungspunkt der beiden gepunkteten Linien), so w�are

festzustellen, da� sich der Schwerpunkt in Richtung negativer elektrischer Felder ver-

schiebt (nach links in Richtung von EMittel). Die Ermittlung der Kenngr�o�en Psat aus der

Form der Hysterese w�urde jetzt eine S�attigungspolarisation von ca. 225mC/m2 ergeben.

Dies entspricht nur noch etwa zwei Drittel des tats�achlichen Wertes Psat in Tabelle 4.1.
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Bild 4.8: Antwortverhalten des Materialmodells bei einer zyklischen Belastung mit einem

asymmetrischen elektrischen Feld:

a) Dielektrische Hysterese mit eingezeichnetem Schwerpunkt S (gepunktete Li-

nien).

b) Schmetterlingshysterese.

In einem vergleichbaren Experiment, das von solchen Bedingungen ausgeht, erscheint die

maximal m�ogliche Polung der ferroelektrischen Keramik kleiner als sie in Wirklichkeit ist.

Bei der Ermittlung der Koerzitivfeldst�arke aus den Kurvenverl�aufen ist eine Verschiebung

des Wertes nicht festzustellen, so da� der unsymmetrische Kurvenverlauf auf ihn keinen

Einu� aus�ubt.

Die zugeh�orige Schmetterlingshysterese bei dieser asymmetrischen Belastung ist in Bild

4.8b dargestellt. Sie zeigt einen so stark verk�ummerten rechten Fl�ugel, da� im Bereich

positiver elektrischer Feldst�arke kein linear piezoelektrischer Kurvenverlauf zu beobachten

ist. W�urde die S�attigungsdehnung als Kreuzungspunkt K zwischen dem rechten und linken

Fl�ugel gesetzt werden, so erg�abe sich nur noch einen Wert von ca. 0:12%. Gegen�uber

0:2% S�attigungsdehnung in der Simulation, entspricht dies weniger als zwei Drittel des

urspr�unglichen Wertes.

4.5.4 Ferroelektrische Hysteresen bei �uberlagerter mechani-

scher Druckspannung

H�au�g werden in Anwendungen ferroelektrische Aktuatoren elektrisch betrieben, wobei sie

einer mechanischen Last in Polungsrichtung unterworfen sind. Aufgrund der �uberlagerten

mechanischen Belastung zeigen die Aktuatoren eine Verschlechterung des piezoelektri-

schen E�ektes. Lynch [36] untersuchte an gepolten PLZT's das elektromechanische Ver-

halten unter zyklischer Belastung durch ein elektrisches Feld mit gleichzeitig �uberlagerter
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Druckspannung parallel zur Polungsrichtung.

Das Antwortverhalten des eindimensionalen Materialmodells soll in diesem Abschnitt mit

den aus der Literatur bekannten Experimenten verglichen werden. F�ur das Materialmodell

wurden die kompletten eindimensionalen Beziehungen sowie f�ur die mechanische Depola-

risation der exponentielle Ansatz (4.55) verwendet. Aus Tabelle 4.1 k�onnen die entspre-

chenden Materialparameter entnommen werden. Da keine experimentelle Bestimmung der

Materialparameter f�ur das vorgestellte Modell durchgef�uhrt wurde, ist nur der qualitative

Vergleich der Modellantwort mit den experimentellen Kurven m�oglich.

Die gekoppelte Belastungsgeschichte ist in der numerischen Simulation in drei Schritte

aufgeteilt. Ausgehend von einem ungepolten Zustand wird zu Beginn ein elektrisches Feld

angelegt, bis sich eine ges�attigte Polarisation eingestellt hat. Nach der anschlie�enden

Entlastung liegt ein gepolter und unbelasteter Zustand vor.

Im zweiten Schritt wird eine mechanische Druckspannung in Polungsrichtung bis zu ei-

nem de�nierten Wert aufgebracht und der weiteren Lastgeschichte konstant �uberlagert.

Die H�ohe des Spannungsendwertes variiert f�ur die verschiedenen Simulationen. Exempla-

risch wurden f�ur die Endwerte zwei Haltepunkte gew�ahlt: Ein moderater sowie ein sehr

hoher Wert. Bild 4.9a zeigt die Druckspannungs-Dehnungs-Kurve mit den eingezeichneten

Haltepunkte F und H f�ur die experimentellen Untersuchungen Haltepunkte A und B der
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Bild 4.9: Druckspannungs-Dehnungs-Kurvenmit eingezeichneten Haltepunkten, an denen

die Spannung konstant gehalten und anschlie�end das elektrische Feld zykliert

wird. Der erste Haltepunkt entspricht hierbei einer moderaten mechanischen

Belastung, w�ahrend der zweite Haltepunkt hohen mechanischen Einu� auf das

weitere Materialverhalten repr�asentieren soll.

a) Haltepunkte F und H der Druckspannung der experimentellen Untersuchungen

von Lynch [36].

b) Haltepunkte A und B der Druckspannung f�ur die numerische Simulation.
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numerischen Simulation.

Im dritten Schritt �ndet die zyklische Belastung durch das elektrische Feld statt, um den

Einu� der �uberlagerten mechanischen Druckspannung auf die sich einstellenden ferro-

elektrischen Hysteresen zu untersuchen.

In Bild 4.10 sind die dielektrischen Hysteresen f�ur unterschiedlich �uberlagerte mechani-

sche Druckspannung zum Vergleich zwischen der experimentellen Beobachtung und der

Modellantwort dargestellt.

Bild 4.10a und Bild 4.10b zeigen das dielektrische Hystereseverhalten unter einer modera-

ten mechanischen Druckspannung. Liegt eine hohe �uberlagerte Druckspannung vor, so ist

ihr Einu� auf die dielektrische Hysterese in Bild 4.10c und 4.10d entsprechend gr�o�er.

Aus dem Verlauf der experimentellen und der numerisch simulierten Hysteresen kann

folgendes festgestellt werden. Die remanent im Material verbleibende Polarisation (an

der Stelle E = 0kV/mm) nimmt f�ur h�ohere �uberlagerte Druckspannungen kontinuierlich

ab. Bereits bei elektrischer Entlastung zeigt das Materialmodell nicht mehr nur ein rein

linear dielektrisches Verhalten. Eine moderate �uberlagerte Druckspannung l�ost w�ahrend

der elektrischen Entlastung den Proze� der mechanischen Depolarisation aus. Damit bleibt

nach Entlastung eine kleinere Polarisation (P < Psat f�ur E = 0kV/mm) zur�uck.

Das Experiment sowie die Modellantwort zeigen im Scheitelpunkt der elektrischen Bela-

stung, da� die maximal erreichbare Polarisation durch h�ohere mechanische Druckspan-

nungen deutlich reduziert wird. Unter der Wirkung einer hohen Druckspannung k�onnen

sich im Polykristall kaum noch Dom�anen in Richtung des elektrischen Feldes ausrichten,

so da� damit keine vollst�andige Polung mehr erreicht werden kann.

Zusammenfassend ist festzustellen, da� f�ur zunehmende �uberlagerte mechanische Druck-

spannungen die dielektrische Hysterese gestaucht und acher orientiert wird. Unter ex-

tremer mechanischer Last kann sie sogar v�ollig verschwinden.

In Bild 4.11 sind die zugeh�origen Schmetterlingshysteresen der experimentellen sowie der

numerisch ermittelten Kurven dargestellt. Es symbolisieren die Bilder 4.11a und 4.11b das

charakteristische Verhalten unter einer moderaten Druckspannung, w�ahrend Bild 4.11c

und Bild 4.11d den Verlauf unter dem Einu� gro�er mechanischer Last zeigt.

Die physikalischen Mechanismen, die hier das Verhalten beeinussen, sind dieselben wie

gerade beschrieben, so da� im weiteren nur auf die entsprechenden Unterschiede in den

Kurvenverl�aufen hingewiesen wird.

Aus den vier Hysteresen ist erkennbar, da� mit zunehmenden �uberlagerten mechanischen

Druckspannungen der verbleibende Dehnungswert an der Stelle E = 0kV/mm immer

mehr abnimmt. Dies ist im Kurvenverlauf der numerischen Simulation (Bild 4.11b) daran

erkennbar, da� sich bei elektrischer Entlastung nach dem linear piezoelektrischen Verlauf

ein nichtlinearer Bereich mit mechanischer Depolarisation anschlie�t.

Da sich die Gesamtdehnung des Materialmodells aus elektrisch induzierten sowie mecha-

nisch induzierten Dehnungsanteilen zusammensetzt, verschiebt sich die Hysterese unter
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Bild 4.10: Qualitativer Vergleich zwischen experimentellen Beobachtungen nach Lynch

[36] und dem Verhalten des Materialmodells am Beispiel der dielektrischen Hy-

sterese bei �uberlagerter mechanischer Druckspannung:

a) Experimentelles Verhalten bei moderater �uberlagerter Druckspannung (Hal-

tepunkt F).

b) Modellantwort bei moderat �uberlagerter Druckspannung (Haltepunkt A).

c) Experimentelles Verhalten unter hoher Druckspannung (Haltepunkt H).

d) Modellantwort unter hoher Druckspannung (Haltepunkt B).

Druckspannung entsprechend nach unten. Damit ergibt sich zum einen die Reduktion der

maximalen Dehnung bei maximaler elektrischer Last, zum anderen kann die verbleibende

Dehnung im elektrisch entlasteten Zustand sogar negative Werte annehmen.

Abschlie�end l�a�t sich bemerken, da� eine hohe, dem elektrischen Feld �uberlagerte Druck-

spannung die Dehnungsamplitude so verringert, da� keine Hysterese mehr beobachtet

werden kann. Es hat sich ein Zustand im Polykristall eingestellt, bei dem die depolarisie-
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Bild 4.11: Qualitativer Vergleich zwischen experimentellen Beobachtungen nach Lynch

[36] und dem Antwortverhalten des Materialmodells am Beispiel der Schmet-

terlingshysterese bei �uberlagerter mechanischer Druckspannung:

a) Experimentelles Verhalten bei moderater �uberlagerter Druckspannung (Hal-

tepunkt F).

b) Modellantwort bei moderater �uberlagerter Druckspannung (Haltepunkt A).

c) Experimentelles Verhalten unter hoher Druckspannung (Haltepunkt H).

b) Modellantwort unter hoher Druckspannung (Haltepunkt B).

rende Wirkung der Druckspannung eine Orientierung der Dom�anen aufgrund des �au�eren

elektrischen Feldes vollst�andig verhindert.



5 Dreidimensionale Formulierung des Mate-

rialmodells

Um mit Hilfe der Finite-Elemente-Methode Aussagen �uber den Materialzustand eines

Kontinuums, d.h. eines zusammenh�angenden Gebietes beliebiger Geometrie, angeben zu

k�onnen, sind elektromechanische Feldgleichungen zusammen mit einer dreidimensionalen

Formulierung von Materialgleichungen erforderlich. Diese sollen hier in Anlehnung an die

eindimensionalen konstitutiven Beziehungen des vorangehenden Kapitels motiviert wer-

den. Die dreidimensionalen Gleichungen werden in tensorieller Schreibweise angegeben

und sollen sich mit den mikrostrukturellen Vorstellungen von Dom�anenprozessen der Ab-

schnitte 2.2 und 2.3 in Einklang be�nden. Des weiteren soll das eindimensionale Material-

verhalten als Sonderfall der verallgemeinerten dreidimensionalen Formulierung enthalten

sein.

Die konstitutiven Ausgangsgleichungen in tensorieller Form wurden bereits in Kapitel 3

hergeleitet und ausf�uhrlich diskutiert. Diese sind die additive Zerlegung von Polarisation

~P (3.10), Dehnung S (3.9) und remanenter Dehnung S i (3.27), die Angabe der linea-

ren piezoelektrischen Beziehungen (3.11) und (3.12) sowie der Zusammenhang zwischen

dem Dehnungsanteil S iP und der remanenten Polarisation (3.28). Es m�ussen daher noch

die beiden ferroelektrischen sowie die beiden ferroelastischen Funktionen in tensorieller

Schreibweise angegeben werden, so da� daraus die entsprechende verallgemeinerte For-

mulierung der Evolutionsgleichung der beiden inneren Variablen
_~P i und _

S
iF bestimmt

werden kann.

5.1 Verallgemeinerung der ferroelektrischen Model-

lierung

Die Grenze zwischen anf�anglich reversiblen dielektrischem und daran anschlie�end irre-

versiblen Materialverhalten, wird durch die f P-Funktion beschrieben. Neben der Ver-

allgemeinerung der beiden skalaren Gr�o�en, dem elektrischen Feld und der remanenten

Polarisation durch die entsprechenden Vektoren (E!~E und P i!~P i), kann die eindimen-

sionale f P-Funktion (4.10) in ihrer Struktur �ubernommen werden:

f P(~E; ~P i) =
������~E� cP ~P i

������ � Ec : (5.1)

Hierbei wurde der skalare Betrag durch die Vektornorm jj�jj ersetzt. Die Bedeutung des

nichtnegativen Materialparameters cP und der Koerzitivfeldst�arke Ec bleibt erhalten.

Analog (5.1) kann auch die erweiterte eindimensionale hP-Funktion (4.59), die die zweite

Grenze zwischen dem irreversiblen und dem reversiblen Materialverhalten einschlie�lich

64
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der mechanischen Depolarisation charakterisiert, in eine verallgemeinerte dreidimensio-

nale Formulierung der Form

hP(T ; ~E; ~P i) =
������~P i

������ � bPsat(T ; ~E; ~P
i) (5.2)

�uberf�uhrt werden. Die S�attigung der remanenten Polarisation wird durch den Funktions-

wert bPsat beschrieben, der von dem Spannungstensor T , dem elektrischen Feldvektor ~E

und dem remanenten Polarisationsvektor ~P i abh�angt.

F�ur die Entwicklung der remanenten Polarisation wird eine Flie�regel der Form

_~P i=

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

~0 : Fall 1

�P
f

 
@f P

@ ~E

!
: Fall 2

�P
h

 
@hP

@~P i

!
: Fall 3

(5.3)

verwendet, in der f�ur den Fall 2 und Fall 3 je eine entsprechende Normalenregel ange-

nommen wird und die sich aus der eindimensionalen Flie�regel (4.22) ergibt. Eine formale

Analogie zur Flie�regel in der klassischen Plastizit�atstheorie (z.B. in Tsakmakis [53]) ist

zu erkennen, so da� auch die dort angewendete Methodik verwendet werden kann.

Die drei zu unterscheidenen F�alle charakterisieren jene drei Entwicklungszust�ande, die

durch die beiden Funktionen f P und hP de�niert werden. Der triviale Fall 1 tritt immer

dann ein, wenn weder Fall 2 noch Fall 3 g�ultig ist.

Fall 2 wird durch die verallgemeinerte Belastungsbedingung

f P(~E; ~P i) = 0 ^
�

f P=
d

dt
f P
���� _~P i= ~0

� 0 (5.4)

beschrieben, die sich aus der eindimensionalen Form (4.15) ergibt. Unter Verwendung der

De�nition (4.25) kann die Aussage (5.4) durch den logischen Vorfaktor F P in verk�urzender

Weise wiedergegeben werden.

Fall 3 gilt, wenn das hP-Kriterium erf�ullt ist. Aus der eindimensionalen Beziehung (4.62)

ergibt sie sich zu

hP(T ; ~E; ~P i) = 0 ^
�

hP=
d

dt
hP
���� _~P i= F P�P

f
(@f P=@ ~E)

> 0 : (5.5)

Mit Hilfe der De�nitionH P (4.26) kann diese verallgemeinerte Form in abk�urzender Weise

dargestellt werden.

Mittels Gleichung (5.3) ist die Richtung des Vektors
_~P i eindeutig bestimmt, lediglich sein

Betrag �P
f bzw. �P

h mu� noch bestimmt werden. Unter Ber�ucksichtigung der De�nition

des normierten Vektors

~NP :=
~E� cP ~P i

jj~E� cP ~P ijj (5.6)
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l�a�t sich aus der Konsistenzbedingung

d

dt
f P(~E; ~P i) = ~NP �

�
_~E � cP

_~P i

�
= 0 (5.7)

und unter Verwendung der im Fall 2 g�ultigen Normalenregel (5.3)2, der Betrag

�P
f =

1

cP
~NP � _~E (5.8)

bestimmen.

Analog resultiert f�ur Fall 3 aus der Konsistenzbedingung

d

dt
hP(T ; ~E; ~P i) = � @ bPsat

@ T
: _T � @ bPsat

@ ~E
� _~E +

 
~ePi �

@ bPsat

@ ~P i

!
� _~P i = 0 (5.9)

und nach Eliminierung von
_~P idurch die Normalenregel des dritten Falles (5.3)3

�P
h =

�����
�����~ePi � @ bPsat

@~P i

�����
�����
�2  

@ bPsat

@ T
: _T +

@ bPsat

@ ~E
� _~E

!
: (5.10)

Nachdem die Richtung des Vektors
_~P idurch die Normalenregel und dessen Betrag durch

die Faktoren �P
f bzw. �P

h bestimmt ist, l�a�t sich als tensorielle Verallgemeinerung von

Gleichung (4.63) die geschlossene dreidimensionale Evolutionsgleichung

_~P i = F P H P
�
~NP
 ~NP

�
�

_~E

cP

+
�
1�H P

� �����
�����~ePi � @ bPsat

@~P i

�����
�����
�2 

@ bPsat

@ T
: _T +

@ bPsat

@ ~E
� _~E
! 

~ePi �
@ bPsat

@ ~P i

!
(5.11)

f�ur die Entwicklung des remanenten Polarisationsvektors angegeben. Es handelt sich hier-

bei um eine Di�erentialgleichung homogen vom Grade eins in der Zeit, womit eine Ge-

schwindigkeitsunabh�angigkeit von ~P i erzielt wird.

Der Ein- und Ausschaltmechanismus der beiden Vorfaktoren F PH P und (1�H P) steuert

die rechte Seite von (5.11), so da� sie entsprechend dem augenblicklichen Materialzustand

einem der drei F�alle zugeordnet wird. F�ur eine ausf�uhrliche Diskussion der Mechanis-

men der Vorfaktoren siehe die Erl�auterungen zu der eindimensionalen Darstellung der

Evolutionsgleichung nach Gleichung (4.27) und (4.63).

Rotation des remanenten Polarisationsvektors

Mit der Verallgemeinerung der eindimensionalen konstitutiven Materialgleichungen in eine

dreidimensionale Formulierung sollten nun auch mehrachsige Belastungen behandelt wer-

den k�onnen. Daher soll in diesem Abschnitt der folgende spezielle Proze� diskutiert wer-

den: Es ist z.B. vorstellbar, da� der Polarisationszustand eines in einer bestimmten Rich-

tung remanent polarisierten Materials durch eine aus der Polungsachse herausrotierenden
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elektrischen Feldkomponente beeinu�t wird. Hierbei ist zu erwarten, da� sich die re-

manente Polarisation, beschrieben durch den remanenten Polarisationsvektor, durch eine

hinreichend starke Wirkung des elektrischen Feldes umorientiert und hierbei eine Rotation

vollzieht.

F�ur eine solche Belastungsgeschichte liefert die bisherige Version des Materialmodells

folgende Antwort: Nach der vollst�andig ges�attigten Polung beginnt das elektrische Feld

sich soweit zu drehen, bis es entgegen der urspr�unglichen Richtung orientiert ist. In der

urspr�unglichen Richtung liegt eine ges�attigte remanente Polarisation vor, auf die gleichzei-

tig in Gegenrichtung ein weit �uber der Koerzitivspannung vorhandenes elektrisches Feld

wirkt. Der Orientierungszustand des remanenten Polarisationsvektors w�are nicht beein-

u�t worden. Dies ist jedoch mit den Vorstellungen �uber das Verhalten von Dom�anenpro-

zessen nicht in Einklang zu bringen.

Der hier diskutierte mehrachsige Proze� soll daher die Entwicklung des remanenten Po-

larisationsvektors
_~P i beinussen. Um mit den bisherigen Materialgleichungen keine Wi-

derspr�uche zu erhalten, soll ausgehend von einem gepolten und ges�attigten Zustand die

Konsistenzbedingung

d

dt
hP(T ; ~E; ~P i) = 0 (5.12)

f�ur alle Zeiten t weiter erf�ullt bleiben. Mit der De�nition

~a :=

 
@hP

@ ~P i

!
; b :=

 
@ bPsat

@ T
: _T +

@ bPsat

@ ~E
� _~E

!
(5.13)

l�a�t sich (5.12) bzw. (5.9) auch in verk�urzender Schreibweise als

~a � _~P i � b = 0 (5.14)

darstellen. Mit der Einf�uhrung eines Einheitsvektors ~ea gem�a�

~ea :=
~a

jj~ajj =
@hP=@ ~P i

jj@hP=@ ~P i jj (5.15)

und unter der Voraussetzung jj~ajj 6= 0, l�a�t sich (5.14) auch als das skalare Vektorprodukt

~ea � _~P i =
b

jj~ajj (5.16)

darstellen. Die geometrische Deutung dieses Ausdruckes ist in Bild 5.1 dargestellt.

Gleichung (5.16) kann als die Projektion von
_~P iauf den Einheitsvektor ~ea mit der L�ange

b

jj~ajj interpretiert und damit im Dreieck 'BCD' veranschaulicht werden.
_~P i l�a�t sich im

Dreieck 'BCD' auch als die Addition aus zwei Vektoren darstellen:

_~P i =
b

jj~ajj ~ea + ~V? : (5.17)
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Bild 5.1: Aus der Konsistenzbedingung der hP-Funktion l�a�t sich die Entwicklung des

remanenten Polarisationsvektors
_~P
i
geometrisch deuten. Er kann im Dreieck

'BCD' additiv aus den beiden Vektoren b= jj~ajj~ea und ~V? gebildet werden. ~V?

selbst l�a�t sich im Dreieck 'ABC' durch einen beliebigen Vektor ~c und seinem

Anteil in Richtung ~ea darstellen.

Zum einen ist dies ein Vektor mit dem Betrag
b

jj~ajj und seiner Richtung ~ea und zum

anderen ein beliebiger, jedoch zu ~ea orthogonaler Vektor ~V?. Damit gilt

~ea � ~V? = 0 ; (5.18)

so da� ~V? im Ansatz (5.17) f�ur
_~P i auf die Anforderung (5.16) keinen Einu� hat. Die

Konsistenzbedingung (5.12) bleibt somit weiter f�ur alle Zeiten t identisch erf�ullt. ~V? kann

mit dem Ansatz

~V? := P
P �~c (5.19)

dargestellt werden. Der ferroelektrische Projektionstensor P P besitzt hierbei die Eigen-

schaft, beliebige Vektoren ~c senkrecht zu ~ea zu projektieren.

Mit Hilfe des Dreiecks 'ABC' l�a�t sich der Vektor

~V? = ~c � (~ea �~c)~ea = (1 � ~ea 
~ea) � ~c (5.20)

auch durch ~c und seine Projektion in Richtung des Einheitsvektor ~ea ausdr�ucken.

Durch Koe�zientenvergleich zwischen (5.19) und (5.20) erh�alt man den ferroelektrischen

Projektionstensor

P
P = 1 � ~ea 
~ea = 1 � @hP=@ ~P i

jj@hP=@ ~P i jj 

@hP=@ ~P i

jj@hP=@ ~P i jj ; (5.21)

der auch mit der De�nition f�ur ~ea (5.15) dargestellt werden kann.

Mit der Einf�uhrung des Vektors ~V? kann der oben diskutierte mehrachsige Proze� einer

Belastung durch ein sich drehendes elektrisches Feld in der Entwicklung von
_~P i (5.17)
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ber�ucksichtigt werden. Dieser zus�atzliche Anteil in der Evolutionsgleichung des remanen-

ten Polarisationsvektors wird im weiteren als

_~P i
Projektion = ~V? = P

P �~c (5.22)

bezeichnet und kann als Projektion eines beliebigen Vektors ~c durch den Tensor P P

dargestellt werden.

Es verbleibt nun, eine geeignete Wahl f�ur ~c anzugeben. Da beliebige Vektoren zul�assig

sind, wird der Ansatz

~c := K P �P
f

 
@f P

@~E

!
(5.23)

gew�ahlt. Dadurch wird erreicht, da�
_~P i
Projektion und damit

_~P i sich auch in diesem mehr-

achsigen Proze� nach den gleichen Gesetzm�a�igkeiten ( � �P
f
(@f P=@ ~E)) entwickelt, wie

es im Fall 2 einer g�ultigen Belastungsbedingung der f P-Funktion gegeben ist. Allerdings

wird derjenige Anteil, der der Konsistenzbedingung aus der hP-Funktion widerspricht,

mittels des Projektionstensor P P ausgeblendet1

_~P i
Projektion = K P�P

f P
P �
 
@f P

@ ~E

!
: (5.24)

Der hier betrachtete mehrdimensionale Belastungsproze� soll sich nur f�ur ein vollst�andig

gepoltes Material einstellen d�urfen. Die remanente Polarisation ist ges�attigt und die f P-

Funktion nimmt in diesem Fall Werte gr�o�er Null an:

f P > 0 : (5.25)

Erst f�ur den Fall
�

f P > 0 (5.26)

soll eine mehrachsige elektrische Belastung eine Rotation des remanenten Polarisations-

vektors ausl�osen.

Im allgemeinen bedeutet physikalisch die Aussage (5.26), da� um die Polungsachse ein

Bereich existiert, in dem kleine St�orungen des elektrischen Feldes keine Ver�anderung von
_~P ibewirken. Erst hinreichend gro�e Drehungen des elektrischen Feldes sind in der Lage,

irreversible Prozesse auszul�osen. Dies l�a�t sich mit dem Proze� der Polung eines Mate-

rials vergleichen. Hierbei ist das elektrische Feld erst beim �Uberschreiten der Koerzitiv-

feldst�arke in der Lage, irreversible Umklappprozesse auszul�osen.

Die beiden Zust�ande (5.25) und (5.26) lassen sich mit Hilfe der De�nition (4.23) in

abk�urzender Schreibweise zu einem weiteren logischen Vorfaktor

K P :=

�
� b�f Pe � b�

�

f Pe
�

=

8<: 1 : f P > 0 ^
�

f P> 0

0 : sonst
(5.27)

1Eine alternative Motivation von
_~P
i
Projektion ist in Kamlah [37] dargestellt.
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zusammenfassen, der den Anteil
_~P i
Projektion ein- bzw. ausblendet.

Damit kann die Beziehung f�ur
_~P i (5.11) mit

_~P i
Projektion (5.24) erweitert werden. Als ab-

schlie�ende Formulierung ergibt sich somit die verallgemeinerte dreidimensionale Evolu-

tionsgleichung

_~P i =
�
F P H P 1 + K P

P
P
�
�
�
~NP
 ~NP

�
�

_~E

cP

+
�
1�H P

� �����
�����~ePi � @ bPsat

@~P i

�����
�����
�2 

@ bPsat

@ T
: _T +

@ bPsat

@ ~E
� _~E
! 

~ePi �
@ bPsat

@ ~P i

!
(5.28)

des remanenten Polarisationsvektors.

Bild 5.2 zeigt den Einu� eines sich drehenden elektrischen Feldes auf die Entwicklung

der remanenten Polarisation.
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Bild 5.2: Die Belastung eines in x2-Richtung vollst�andig gepolten Materials durch ein sich

drehendes elektrisches Feld induziert eine Drehung des remanenten Polarisati-

onsvektors ~P
i
.

a) Belastungsgeschichte des elektrischen Feldvektors f�ur seine Komponenten E1

und E2.

b) Entwicklung der Komponenten P i
1 und P i

2 des remanenten Polarisationsvek-

tors �uber der Zeit t.

Ausgehend von einem ungepolten Zustand induziert in x2-Richtung die monoton anstei-

gende elektrische Feldkomponente E2 eine remanente Polarisation P i
2 . Erreicht der rema-

nente Polarisationsvektor seine S�attigung (jj~P i jj = Psat), liegt ein vollst�andig gepolter

Zustand vor. In diesem Fall ist f P > 0.
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Ab dem Zeitpunkt t = 0:2 s bleibt die Komponente E2 auf einem konstanten Wert. Jetzt

�ndet eine Drehung des elektrischen Vektors statt, in dem sich zu E2 eine zus�atzliche

Komponente E1 in x1-Richtung monoton steigend aufbaut.

Ist nun zus�atzlich die Voraussetzung
�

f P> 0 gegeben, d.h. der logische Vorfaktor K P

(5.27) wird eins, wird die Rotation des remanenten Polarisationsvektors eingeleitet. Die

Komponente P i
1 baut sich in dem Ma�e in Richtung E1 auf, wie P

i
2 abnimmt und es die

hP-Funktion zul�a�t. Sie sorgt f�ur Einhaltung der Bedingung

jj~P i jj =

q
(P i

1
)
2
+ (P i

2
)
2
+ (P i

3
)
2

= Psat = konst ; (5.29)

in der die Bildung der Norm von ~P i eingeht und f�uhrt dazu, da� P i
1 schneller zunimmt

als P i
2 abnimmt (P i

3 � 0).

5.1.1 Verallgemeinerung der mechanischen Depolarisation

Mittels der bPsat -Funktion wird der Proze� der mechanischen Depolarisation, die Reduk-

tion der remanenten Polarisation durch eine hinreichend gro�e Druckspannung, beschrie-

ben. In der Formulierung der eindimensionalen Materialgleichungen wurde ein exponen-

tieller Ansatz (4.55) sowie ein linearer Ansatz (4.56) f�ur bPsat vorgestellt. Als tensorielle

Verallgemeinerung dieser beiden Gleichungen wird f�ur den exponentiellen Ansatz

bPsat(T ; ~E; ~P
i) = Psat e

� 1
m
h� 3

2
~ePi � TD �~ePi � bTc(~E; ~P i)i

(5.30)

und f�ur den linearen Ansatz

bPsat(T ; ~E; ~P
i) = (Psat � P�)

�
1� 1

m
h� 3

2
~ePi � TD �~ePi � bTc(~E; ~P i)i

�
+ P� (5.31)

gew�ahlt.

Der Faktor 3
2
dient lediglich einer Normierung aufgrund der Deviatorbildung und gew�ahr-

leistet, da� der eindimensionale Sonderfall in der dreidimensionalen Formulierung enthal-

ten ist. Da der mechanische Depolarisationsproze� als eine inkompressible Deformation

betrachtet wird (form�andernde Umklappprozesse) wird nur der deviatorische Anteil des

Spannungstensors TD ber�ucksichtigt. Die verallgemeinerte Darstellung von bTc(~E; ~P i) ist

im folgenden Abschnitt 5.1.2 angegeben.

Zum besseren Verst�andnis der dreidimensionalen Formulierung von bPsat wird das Argu-

ment in der MacCauley-Klammer h�i (siehe De�nition (4.57)) n�aher betrachtet. Unter

der Voraussetzung eines in positiver x3-Richtung gepolten Zustandes ~ePi = (0 0 1)
T
sowie

~E = ~0, ist bTc = �c. Es ergibt sich dann f�ur das Argument

h� 3
2
~ePi � TD �~ePi � bTc(~E; ~P i)i = h� T33 +

1
2
(T11 + T22) � �ci : (5.32)

Damit sind hinreichend gro�e Druckspannungen T33 in Polungsrichtung aber auch hin-

reichend gro�e Zugspannungen (T11 und T22) senkrecht hierzu in der Lage, das Argu-

ment (5.32) in der bPsat-Funktion (5.30) bzw. (5.31) zu aktivieren und eine Reduktion
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von bPsat einzuleiten. Diese Spannungskomponenten k�onnen somit mechanisch induzierte

Umklappprozesse und damit eine Depolarisation ausl�osen.2

5.1.2 Verallgemeinerung der Koerzitivspannung

Mit Hilfe des nach (3.22) eingef�uhrten Einheitsvektors der remanenten Polarisation ~ePi

l�a�t sich die eindimensionale Materialfunktion (4.58) zu

bTc(~E; ~P i) =

*
�c + n

~E

Ec

� ~ePi
+

(5.33)

verallgemeinern.

Die Koerzitivspannung �c, die Koerzitivfeldst�arke Ec und der Materialparameter n be-

halten die in der eindimensionalen Modellformulierung bereits diskutierte Bedeutung: �c

beschreibt die kritische Umklappspannung ohne �uberlagertes elektrisches Feld bei me-

chanischer Belastung und Ec dasjenige elektrische Feld, ab dem elektrisch induzierte

Dom�anenprozesse eintreten. Der nichtnegative Materialparameter n gewichtet den Einu�

des elektrischen Feldes auf den Beginn einsetzender mechanischer Depolarisation.

Die Materialfunktion (5.33) �ubt �uber bPsat einen Einu� in der hP-Funktion (5.2) sowie

direkt in der f F-Funktion (5.34) im n�achsten Abschnitt aus, so da� die Abh�angigkeit von

~E und ~P i bei der Bestimmung der �-Faktoren ber�ucksichtigt werden mu�.

5.2 Verallgemeinerung der ferroelastischen Modellie-

rung

Das Ziel in diesem Abschnitt ist die tensorielle Formulierung der Evolutionsgleichung der

remanenten ferroelastischen Dehnung _
S

iF. Ausgehend von der eindimensionalen Form

der f F-Funktion (4.66) l�a�t sich mit Hilfe der von-Mises-Norm und der Verwendung

tensorieller statt skalarer Gr�o�en (�!T und " iF!S
iF) die Darstellung zu

f F(T ; ~E;S iF; ~P i) =

r
3
2
3
2

������(T � cF S iF)
D
������ � bTc(~E; ~P i) (5.34)

verallgemeinern. Der Materialparameter cF ist bereits in der einachsigen Formulierung der

f F-Funktion eingef�uhrt worden. Da ferroelastische Dom�anenprozesse eine inkompressible

Deformationen darstellen, ist die Verwendung des deviatorischen Anteils im Argument

von (5.34) erforderlich (siehe Lynch [36] sowie erg�anzend die Diskussion der elektrisch

induzierten Umklappprozesse gegen Ende des Abschnittes 3.4). Der Faktor

r
3
2
3
2
dient ledig-

lich einer Normierung aufgrund der Deviatorbildung und f�uhrt auf den eindimensionalen

2Gepolte sowie ungepolte PZT's wurden von Fett et al. [41, 42, 74] mechanisch belastet und der

Einu� von Druck- sowie Zugspannungen auf die remanente Dehnung untersucht.
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Ansatz als Sonderfall. Die tensorielle Darstellung der Materialfunktion bTc(~E; ~P i) wurde

bereits in (5.33) angegeben.

Als tensorielles Gegenst�uck zur eindimensionalen Form der hF-Funktion (4.52), die die

Beschr�ankung der remanenten ferroelastischen Dehnung beinhaltet, l�a�t sich die Form

hF(S iF; ~P i) =

r
2
3
2
3

������S iF
������ �

�
"sat �

r
2
3
2
3

������S iP
������� (5.35)

angeben. Die Verwendung des Normierungsfaktors

r
2
3
2
3
in (5.35) f�uhrt dazu, da� "sat die-

selbe Bedeutung wie in der eindimensionalen Formulierung des Materialmodells besitzt.

Erw�ahnt sei, da� die beiden remanenten Dehnungen S iF sowie S iP jeweils eine inkom-

pressible Deformation charakterisieren und daher deviatorische Tensoren sind.

Die eindimensionale Formulierung der Normalenregel (4.43) f�ur die drei Belastungsf�alle

zur Entwicklung der remanenten ferroelastischen Dehnung l�a�t sich zu

_
S

iF =

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

0 : Fall 1

�F
f

 
@f F

@ T

!
: Fall 2

�F
h

 
@hF

@S iF

!
: Fall 3

(5.36)

verallgemeinern. Fall 2 wird durch

f F(T ; ~E;S iF; ~P i) = 0 ^
�

f F=
d

dt
f F
���� _
S

iF = 0
� 0 (5.37)

charakterisiert, der sich aus der eindimensionalen Form (4.34) ergibt und durch den logi-

schen Vorfaktor F F (4.45) repr�asentiert wird. F�ur (4.73) l�a�t sich die tensorielle Darstel-

lung

hF(S iF; ~P i) = 0 ^
�

hF=
d

dt
hF
���� _
S

iF = F F�F
f
(@f F=@T )

> 0 (5.38)

im Fall 3 angeben und mittels H F (4.46) in abk�urzender Weise wiedergeben.

Die beiden Faktoren �F
f und �F

h m�ussen mittels der Konsistenzbedingung noch bestimmt

werden. Mit der Einf�uhrung eines normierten Tensors

N
F :=

(T � cF S iF)
D

jj(T � cF S iF)
Djj

(5.39)

und der Auswertung der Konsistenzbedingung

d
dt
f F(T ; ~E;S iF; ~P i) =

r
3
2
3
2
N

F :
�
_
T � cF _

S
iF
�D

�
 
@ bTc
@~E

� _~E +
@ bTc
@ ~P i

� _~P i

!
= 0

(5.40)
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aus der f F-Funktion unter Ber�ucksichtigung von (5.36)2 ergibt sich schlie�lich der Faktor

�F
f =

1

cF

 r
2
3
2
3
N

F : _T
D �

 
@ bTc
@~E

� _~E +
@ bTc
@~P i

� _~P i

!!
: (5.41)

Analoges ist f�ur den Fall 3 anwendbar, bei dem sich aus der Konsistenzbedingung der

hF-Funktion

d

dt
hF(S iF; ~P i) =

r
2
3
2
3

 
S

iF

jjS iFjj :
_
S

iF +
S

iP

jjS iPjj :
_
S

iP

!
= 0 (5.42)

und mit (5.36)3 der zweite Faktor

�F
h = �

r
3
2
3
2

S
iP

jjS iPjj :
_
S

iP(~P i;
_~P i) (5.43)

bestimmen l�a�t.

F�ur _
S

iP(~P i;
_~P i) mu� selbst noch die Ableitung nach der Zeit (vgl. Gleichung (3.28))

_
S

iP(~P i;
_~P i) =

3

2

"sat

Psat

�
~ePi 
 _~P i +

_~P i
~ePi � ~ePi � _~P i(~ePi 
~ePi +
1
3
1)
�
(5.44)

ber�ucksichtigt werden, in der die Evolutionsgleichung (5.28) des remanenten Polarisati-

onsvektors
_~P i auftritt.

Da die Richtung von _
S

iF durch die Flie�regel und die entsprechenden Faktoren durch Aus-

wertung der Konsistenzbedingung bestimmt sind, kann die geschlossene dreidimensionale

Evolutionsgleichung

_
S

iF = F F H F
�

1

cF

(�
N

F 
N
F
�

: _
T

D �
r

3
2
3
2
N

F

 
@ bTc
@~E

� _~E +
@ bTc
@ ~P i

� _~P i

!)

�
�
1 � H F

�  
S

iP

jjS iPjj 

S

iF

jjS iFjj

!
: _
S

iP

(5.45)

f�ur die Entwicklung des remanenten ferroelastischen Dehnungstensors angegeben werden.

Sie ist als verallgemeinerte Darstellung der eindimensionalen Form (4.74) zu betrachten

und entspricht einer Di�erentialgleichung, die homogen ersten Grades in der Zeit und

daher geschwindigkeitsunabh�angig ist.

Rotation des remanenten ferroelastischen Dehnungstensors

Analog Abschnitt 5.1, in dem die Rotation des remanenten Polarisationsvektors formuliert

wurde, ist auch f�ur das hier betrachtete ferroelastische Verhalten ein solcher mehrachsi-

ger Proze� vorstellbar. Unter der Wirkung einer sich drehenden �au�eren mechanischen

Belastung kann sich der Ausrichtungszustand der Dom�anen im Material ver�andern. Bei-

spielsweise f�uhrt eine hinreichend hohe Druckspannung dazu, da� sich Dom�anen in einer
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Ebene senkrecht zur Lastrichtung orientieren. Diese orthogonale Ausrichtung m�u�te auch

bei einer Drehung der �au�eren Belastungsrichtung wiederzu�nden sein.

Der Einu� auf die Evolutionsgleichung f�ur _
S

iF soll in analoger Weise zu
_~P ierfolgen. Aus-

gehend von einem vollst�andig ausgerichteten Zustand soll zur widerspruchsfreien Ber�uck-

sichtigung dieses Prozesses f�ur alle Zeiten t die Konsistenzbedingung der hF-Funktion

d

dt
hF(S iF; ~P i) = 0 (5.46)

weiter erf�ullt bleiben.

Die mathematische Beschreibung des E�ektes in der ferroelektrischen Situation wird ana-

log auf den hier vorliegenden Fall angewendet. Aus einer geometrischen Darstellung der

Konsistenzbedingung in �ahnlicher Weise wie in Bild (5.1), l�a�t sich ein Tensor _
S

iF
Projektion

einf�uhren, der in die Evolutionsgleichung zus�atzlich eingebracht werden kann. Er besitzt

hierbei die Eigenschaft, der Konsistenzbedingung (5.46) nicht zu widersprechen.

Mittels des ferroelastischen Projektionstensors vierter Stufe

P
F = I � @hF=@S iF

jj@hF=@S iF jj 

@hF=@S iF

jj@hF=@S iF jj (5.47)

und eines beliebigen Tensors c zweiter Stufe, kann der remanente ferroelastische Deh-

nungsanteil

_
S

iF
Projektion = P

F : c (5.48)

in gleicher Weise zu
_~P i
Projektion (5.22) angegeben werden.

Wiederum sind beliebige Tensoren eine zul�assige Wahl f�ur c, wobei die Wahl

c := K F �F
f

 
@f F

@ T

!
(5.49)

aus den selben Gr�unden wie zuvor f�ur ~c bevorzugt wird. Der logische Vorfaktor K F ist

hierbei de�niert als

K F :=

�
� b�f Fe � b�

�

f Fe
�

=

8<: 1 : f F > 0 ^
�

f F> 0

0 : sonst
(5.50)

und blendet erst unter der Voraussetzung f F > 0 und
�

f F> 0 den Dehnungsanteil

_
S

iF
Projektion ein.

Damit ergibt sich abschlie�end aus (5.45) eine erweiterte Evolutionsgleichung f�ur die re-

manente ferroelastische Dehnung, die sich in tensorieller Schreibweise zu

_
S

iF =
�
F F H F

I + K F
P

F
�

:

1

cF

(�
N

F 
N
F
�

: _
T

D �
r

3
2
3
2
N

F

 
@ bTc
@~E

� _~E +
@ bTc
@~P i

� _~P i

!)

�
�
1 � H F

�  
S

iP

jjS iPjj 

S

iF

jjS iFjj

!
: _
S

iP

(5.51)
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angeben l�a�t.

Bei dem hier dargestellten dreidimensionalen Materialmodell zur Beschreibung von nicht-

linearem, elektromechanischem Materialverhalten handelt es sich um eine geschwindig-

keitsunabh�angige Formulierung. Es sei erw�ahnt, da� die tensorielle Verallgemeinerung das

eindimensionale Modell als Sonderfall beinhaltet, ohne da� zus�atzliche Materialparameter

eingef�uhrt werden mu�ten.

Eine zusammenfassende Darstellung aller Gleichungen des dreidimensionalen Material-

modells ist in Anhang B in �ubersichtlicher Form angegeben.



6 Finite-Elemente-Berechnungen

F�ur die numerische L�osung von elektromechanischen Randwertproblemen mit der Finite-

Elemente-Methode werden schwache Formulierungen der Impulsbilanz (3.1) sowie des

Gau�'schen Gesetzes (3.4) ben�otigt (siehe z.B. Ghandi und Hagood [69], Hom und

Shankar [75, 76], Gaudenzi und Bathe [77], Chen und Lynch [78] oderWang [79]).

Eine Finite-Elemente-Formulierung der klassischen piezoelektrischen Grundgleichung ist

in Allik und Hughes [4] dargestellt. Grundlegende Prinzipien zur allgemeinen Finite-

Elemente-Methode werden z.B. in Hughes [80] erl�autert.

Die oben genannten Feldgleichungen stellen ein System von Di�erentialgleichungen dar,

die durch die Materialgleichungen vervollst�andigt werden. In den letzten Kapiteln wur-

den diese konstitutiven Beziehungen anhand einer ph�anomenologischen Betrachtung der

Eigenschaften von Ferroelektrika motiviert und in dreidimensionaler Form dargestellt.

6.1 Implementierung

Die Modellierung der Materialgleichungen erfolgte �uber den Zusammenhang der Bezie-

hung (3.8): Mechanische Spannung und elektrisches Feld werden vorgegeben und dar-

aus die zugeh�orige Dehnung und Polarisation bestimmt. F�ur die Implementierung in ein

Finite-Elemente-Programm ist jedoch die Darstellung der konstitutiven Gleichungen in

Form von (3.7) notwendig: Dehnung und elektrisches Feld werden vorgegeben, mechani-

sche Spannung und dielektrische Verschiebung werden daraus ermittelt. Die Evolutions-

gleichungen der beiden inneren Variablen

_~P i = g(T ; ~E;S iF; ~P i; _T ;
_~E )

_
S

iF = k(T ; ~E;S iF; ~P i; _T ;
_~E ;

_~P i)
(6.1)

m�ussen deshalb so umgeschrieben werden, da� sie nicht mehr eine Funktion von T ; _T

sondern von S; _S sind:

_~P i = ~g(S; ~E;S iF; ~P i; _S ;
_~E )

_
S

iF = ~k(S; ~E;S iF; ~P i; _S ;
_~E;

_~P i) :
(6.2)

Diese Umformungen ziehen jedoch eine neue Bestimmung der Vorfaktoren (�P
f , �

P
h , �

F
f ,

�F
h
) in der Flie�regel mit sich, die zu erheblich komplexeren Materialgleichungen f�uhren.

Dies liegt unter anderem auch daran, da� _
S

iF selbst eine Funktion von
_~P i ist und damit

_~P i in die Evolutionsgleichung f�ur _
S

iF eingesetzt werden mu�. Auf eine Angabe dieser

Form der Darstellung der konstitutiven Beziehungen nach (6.2) wird hier verzichtet.

77
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Die Materialgleichungen wurden in das Finite-Elemente-Programm PSU1 implementiert,

da es folgende Vorteile bietet:

� Das Programm ist als Public-Domain-Programm erh�altlich und liegt in seinem Quell-

code (Fortran und C) vor.

� Eine einfache Dokumentation mit wissenschaftlichem Hintergrund wird in einem

Manual [81] bereitgestellt.

� Es bietet dem Nutzer bereits ein von L�ubbing [82] implementiertes thermo-elektro-

mechanisches Element mit einem linearen thermo-elektro-mechanischen Materialge-

setz an.

� Mit der nichtlinearen Finite-Elemente-Formulierung k�onnen die Feldgleichungen mit

einem iterativen Gleichungsl�oser mit integrierter Schrittweitensteuerung gel�ost wer-

den.

� Ein modulhafter und einfacher Einbau eigener konstitutiver Materialgesetze ist

m�oglich. Dem Materialmodul wird das Inkrement der Dehnung und des elektri-

schen Feldes �ubergeben und liefert den zugeh�origen Wert der Spannung sowie den

Wert der dielektrischen Verschiebung zur�uck.

Aus dem in Kapitel 3 erl�auterten dreidimensionalen Materialmodell mit den zugeh�ori-

gen Evolutionsgleichungen der inneren Variablen aus Kapitel 5 wurde das Material-

modul M NLFERRO EM entwickelt und in das FE-Programm PSU integriert. Zusam-

men mit den bereits vorhandenen vier Knoten Elemente f�ur ebene Verzerrungszust�ande

(E QUAD4 TEM) sowie axialsymmetrische Probleme (E QUAX4 TEM) steht nun ein

Finite-Elemente-Werkzeug zur Verf�ugung, mit dem eine nichtlineare elektromechanische

Simulationsrechnung in zwei Berechnungsschritten (vgl.Kamlah und B�ohle [83]) durch-

gef�uhrt werden kann.

In einem ersten Schritt wird eine rein dielektrische Berechnung durchgef�uhrt. Aufgrund

einer elektrischen Belastung �uber der Zeit durch die Vorgabe eines Potentials auf ei-

nem Randst�uck des modellierten K�orpers wird nur die Feldgleichung der Elektrostatik

(Gau�'sches Gesetz) gel�ost. Daraus resultiert f�ur jeden Knoten die Information des elek-

trischen Potentials �uber der Belastungszeit.

Anschlie�end erfolgt der zweite Berechnungsschritt, eine gekoppelte, elektromechanische

Spannungsrechnung. Derselbe modellierte K�orper wird nun elektrisch durch die Vorgabe

1Der Name des Programms PSU steht f�ur Proze�simulation in der Umformtechnik. Es wurde haupt-

s�achlich am Institut f�ur Statik und Dynamik der Luft- und Raumfahrtkonstruktionen (ISD) an der

Universit�at Stuttgart entwickelt. Mit dem durch die Volkswagenstiftung 1988 bis 1993 in Leben geru-

fenen und �nanzierten Projekt wurde ein Finite-Elemente-Programm f�ur den wissenschaftlichen, nicht

kommerziellen Bereich zur Verf�ugung gestellt.



79

des Potentials der Knoten �uber der Zeit belastet und gleichzeitig werden die mechani-

schen Randbedingungen sowie die mechanische Belastungen vorgegeben. In dieser zwei-

ten Finite-Elemente-Simulationsrechnung werden die beiden Feldgleichungen, Gau�'sches

Gesetz sowie Impulsbilanz, gel�ost und die mechanischen sowie die elektrischen Gr�o�en

(T ;S; ~E; ~D;S iF; ~P i) ermittelt.

Diese Vorgehensweise ist in der Thermomechanik �ublich und kann mit der dort angewen-

deten Methode verglichen werden. Es wird in einem ersten Schritt aufgrund der gew�ahlten

Randbedingungen eine Temperaturverteilung des modellierten K�orpers bestimmt und in

einem daran anschlie�enden zweiten Berechnungsschritt der Einu� dieser thermischen

Belastung auf die mechanischen Spannungen ermittelt (siehe z.B. Ritter [84]).

Zur Beschreibung des Prozesses der mechanischen Depolarisation wurde ein exponentieller

sowie ein linearer Ansatz vorgeschlagen. In Experimenten (z.B. Sch�aufele [38]) ist zu

beobachten, da� trotz einer hohen mechanischen Druckspannung niemals ein vollst�andig

depolarisierter Zustand erreicht werden kann. F�ur die hier vorgestellten Finite-Elemente-

Rechnungen wird daher der lineare Ansatz (5.31) verwendet, der f�ur hohe Druckspannun-

gen immer einen Rest an remanenter Polarisation P� gew�ahrleistet.

Die Werte der f�ur die FE-Rechnungen notwendigen Materialparameter sind in Tabelle

(6.1) �ubersichtlich angegeben und werden f�ur alle weiteren in diesem Kapitel vorgestellten

numerischen Simulationen verwendet.

Parameter Einheit Wert

Ec kV/mm 1.0

Psat mC/m2 300.0

dk pm/V 350.0

d? pm/V -140.0

d
=

pm/V 260.0

� mC/kVm 0.015

cP kVm/mC 2.0

P� mC/m2 100.0

Parameter Einheit Wert

�c MPa 50.0

"sat % 0.2

Y GPa 80.0

� - 0.35

cF GPa 5.3

m MPa 150.0

n MPa 50.0

Tabelle 6.1: Verwendete Materialparameter f�ur die numerischen Finite-Elemente-Simula-

tionen.

Die Materialparameter wurden hierbei m�oglichst realistisch gew�ahlt. Insbesondere st�utzt

sich die Wahl der Parameter auf die sogenannten PZT's, deren durchschnittliche Kenn-

werte aus Datenbl�attern der Firma PI-Ceramic [50] sowie aus Tabellen �uber verschiedene

PZT's in Berlincourt et al. [85] ermittelt wurden.
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6.2 Homogene einachsige Simulationen

Anhand eines einfachen Finite-Elemente-Modells soll das dreidimensionale Materialver-

halten mit den hier gew�ahlten Materialparametern aus Tabelle 6.1 veri�ziert werden.

Aufgrund der gew�ahlten axialsymmetrischen Modellierung sowie einer homogenen Bela-

stung m�ussen diese Simulationen mit dem einachsigen Verhalten �ubereinstimmen. Damit

ist ein qualitativer Vergleich mit den Runge-Kutta-Rechnungen des eindimensionalen

Modells aus Kapitel 4 m�oglich.

In Bild 6.1 ist ein einfacher zylindrischer K�orper dargestellt, der durch ein einzelnes axi-

alsymmetrisches Element mit vier Knoten modelliert wurde.

x1

x2 b'(t)
T22

' = 0 V

Bild 6.1: Axialsymmetrisches Finite-Elemente-Modell bestehend aus einem Element zur

Berechnung des einachsigen elektromechanischen Verhaltens.

F�ur die rein elektrischen Simulationen wurde als Randbedingung das Potential der un-

teren Kante des Elements zu null gesetzt (' = 0V) und auf die Oberkante ein zyklisch

ver�anderndes Potential b'(t) aufgebracht.
Aus Symmetriegr�unden reicht es f�ur die mechanischen Randbedingungen aus, die linke

Elementkante in x1-Richtung und die Unterkante in x2-Richtung zu �xieren. Die obere

Kante des Elements kann mittels einer zyklischen Spannung T22 mechanisch belastet wer-

den.

Aufgrund der elektrischen Randbedingung ist f�ur jeden der vier Knoten das elektrische

Potential eindeutig bestimmt. Daher entf�allt in diesem Fall der erste Schritt, so da� so-

fort der zweite Berechnungsschritt, die gekoppelte elektromechanische Simulation, durch-

gef�uhrt werden kann.

Da bei diesen Finite-Elemente-Simulationen einachsige Belastungen sowie ein homogener

Materialzustand vorliegen, repr�asentieren die im folgenden betrachteten Kurvenverl�aufe

den Materialzustand jedes materiellen Punktes des modellierten Bereiches.

In Bild 6.2 ist die dielektrische Hysterese dargestellt, die sich bei einer rein elektrischen

Belastung einstellt.
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Bild 6.2: Antwortverhalten des dreidimensionalen Materialmodells auf eine einfache ho-

mogene rein elektrische Belastung E2 (dielektrische Hysterese: D2 �uber E2).

Durch ein sich zyklisch ver�anderndes elektrisches Potential b'(t) wird ein elektrisches

Feld in x2-Richtung induziert. Die Hysterese zeigt die bekannten Merkmale, die auch

bei den numerischen Runge-Kutta-Rechnungen des eindimensionalen Materialmodells

(vgl. Bild 4.2) beobachtet wurden.

Ausgehend von einem ungepolten Zustand stellt sich zu Beginn linear dielektrisches Kur-

venverhalten ein. �Uberschreitet das belastende elektrische Feld die Koerzitivfeldst�arke,

setzen irreversible Prozesse und damit die Entwicklung des remanenten Polarisationsan-

teils P i
2 ein. Nach der vollst�andigen S�attigung von ~P i ist wieder ein linearer Verlauf zu

beobachten. Dies entspricht einem reversiblen, linear dielektrischen Materialverhalten. Ein

jetzt verschwindendes elektrisches Feld l�a�t eine bleibende dielektrische Verschiebung von

D2 = Psat zur�uck.

Die bei diesem Proze� zugeh�orige Dehnung S22 in Belastungsrichtung E2 ist in Bild 6.3a

dargestellt. Sie zeigt die bekannte Schmetterlingshysterese (vgl. Bild 4.3) mit einem linear

piezoelektrischen Kurvenverhalten im oberen Ast der Hysterese. In diesem Bereich wird

der Verlauf durch die Steigung des Piezomoduls dk und der remanenten Dehnung S22 =

"sat f�ur E2 = 0kV/mm bestimmt.

Aufgrund einer Dehnung in x2-Richtung stellt sich eine Querkontraktion senkrecht zur Be-

lastungsrichtung (S11 und S33) ein. Die induzierte Querdehnung S11 �uber der elektrischen

Feldkomponente E2 ist in Bild 6.3b dargestellt. Wegen der volumentreuen Eigenschaft der

elektrisch induzierten remanenten Dehnung ist im Vergleich zu Bild 6.3a eine gestauchte

Schmetterlingshysterese zu erkennen. F�ur E2 = 0kV/mm ist eine Querkontraktion von

0.5 zu erkennen, so da� sich eine nur halb so gro�e remanente Dehnung senkrecht zur

x2-Richtung einstellt. Im oberen Ast der gestauchten Schmetterlingshysterese entspricht

die Steigung der Geraden dem senkrechten Piezomodul d?.

Das Verhalten eines materiellen Punktes bei einer rein mechanischen Belastung durch
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Bild 6.3: Antwortverhalten des dreidimensionalen Materialmodells auf eine einfache ho-

mogene rein elektrische Belastung E2:

a) L�angsdehnung: S22 �uber E2.

b) Querdehnung: S11 �uber E2.

eine zyklische mechanische Spannung T22 ist in Bild 6.4 dargestellt. Die Hysterese stimmt

qualitativ mit dem eindimensional beobachteten Kurvenverlauf �uberein (vgl. Bild 4.4).

F�ur eine detaillierte Beschreibung des Bildes wird auf Abschnitt 4.3 verwiesen.

Das Antwortverhalten des dreidimensionalen Materialmodells auf eine einfache, kombi-

nierte elektromechanische Belastung wird exemplarisch an folgendem Beispiel diskutiert.

Von einem ungepolten Zustand ausgehend, wird eine mechanische Zug- bzw. Druckspan-

nung in x2-Richtung aufgebracht (T22 = �50MPa) und dem weiteren Belastungsproze�

konstant �uberlagert. Dieser besteht aus einer elektrischen Belastung mittels eines sich

-0.3 -0.2 -0.1 0.0 0.1 0.2 0.3

S22 [%]

-100
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-50

-25

0
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100
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Bild 6.4: Antwortverhalten des dreidimensionalen Materialmodells auf eine einfache ho-

mogene rein mechanische Belastung T22 (ferroelastische Hysterese: T22 �uber S22).
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Bild 6.5: Am Beispiel einer einfachen, homogenen elektromechanischen Belastungsge-

schichte wird der Einu� einer konstant �uberlagerten mechanischen Zug- oder

Druckspannung (T22 = �50MPa) auf die ferroelektrischen Hysteresen demon-

striert:

a) Dielektrische Hysterese: D2 �uber E2.

b) Schmetterlingshysterese: T22 �uber S22.

zyklisch ver�andernden Potentials b'(t). Die sich bei diesen Simulationen einstellenden fer-

roelektrischen Hysteresen sind in Bild 6.5 dargestellt.

Bild 6.5a zeigt zwei dielektrische Hysteresen mit einer �uberlagerten Zug- bzw. Druckspan-

nung sowie eine Referenzkurve, bei der keine mechanische Spannung �uberlagert ist. In den

drei Hysteresen ist der direkte piezoelektrische E�ekt zu erkennen. Eine �uberlagerte Zug-

spannung (gepunktete Linie) bewirkt eine gr�o�ere maximal erreichbare dielektrische Ver-

schiebung, w�ahrend eine �uberlagerte Druckspannung (gestrichelte Linie) diese verkleinert

(siehe auch Abschnitt 4.2.1). Die Di�erenz zwischen den Kurven im oberen dielektrischen

Ast kann aus den Grundgleichungen des Kapitels 3 ermittelt werden und bestimmt sich

anhand der zweiten Komponente des Ausdruckes dl : T .

Die dielektrische Hysterese mit einer �uberlagerten Druckspannung von T22 = �50MPa

zeigt einen weiteren interessanter E�ekt. Erreicht das elektrische Feld nach einem Po-

lungsproze� in positiver aber auch in negativer x2-Richtung den Wert null, wurde eine

bleibende remanente Polarisation induziert. Richtet sich nun das elektrische Feld in entge-

gengesetzter Richtung aus, setzt der Proze� der mechanischen Depolarisation ein. Grund

f�ur dieses Verhalten ist die Abh�angigkeit der Koerzitivspannung vom elektrischen Feld

und der remanenten Polarisation (vgl. Abschnitt 4.4.3 sowie 5.1.2). Diese Eigenschaft

f�uhrt unter der jetzt vorliegenden Voraussetzung, da� das elektrische Feld entgegen der

remanenten Polarisation orientiert ist (~E �~ePi < 0), zu einer Herabsetzung der Koerzitiv-

spannung. Damit ist die �uberlagerte mechanische Druckspannung in der Lage, den Proze�

der mechanischen Depolarisation auszul�osen. Erreicht die Kurve der mechanischen Depo-
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larisation die Flanke der Hysterese, so endet dieser Proze�. Die Wirkung des elektrischen

Feldes, remanente Polarisation auszurichten, �uberwiegt nun die mechanisch depolarisie-

rende Wirkung der �uberlagerten Spannung. Damit setzt die Entwicklung der remanenten

Polarisation in Richtung des elektrischen Feldes ein.

In Bild 6.5b ist die Schmetterlingshysterese der sich bei diesen Prozessen einstellenden

Dehnung S22 �uber dem elektrischen Feld E2 dargestellt. Zum Vergleich ist auch hier die

Hysterese ohne eine �uberlagerte mechanische Spannung eingezeichnet.

Aufgrund der anf�anglich aufgebrachten Zug- bzw. Druckspannung stellt sich f�ur E2 =

0kV/mm ein vertikaler Verlauf der Kurve aus dem Ursprung ein. Aus den tensoriel-

len Grundgleichungen des Kapitels 3 bestimmt sich diese Verschiebung aus der 2-2-

Komponente des Ausdruckes C�1 : T . Dieser zus�atzlich �uberlagerte Anteil f�uhrt f�ur das

sich aufbauende elektrische Feld zu einem vertikal verschobenen Startpunkt der Schmet-

terlingshysterese. Im oberen linear piezoelektrischen Ast der Hysterese ist dieser Beitrag

als Di�erenz zur Kurve mit T22 = 0MPa erkennbar.

Die �Uberlagerung einer mechanischen Zugspannung (gepunktete Linie mit T22 = 50MPa)

f�uhrt zu einer starken Stauchung der Schmetterlingshysterese. Die Beeinussung der Koer-

zitivspannung durch das elektrische Feld und die remanente Polarisation bewirken eine

Herabsetzung des Grenzwertes f�ur das Einsetzen remanenter ferroelastischer Dehnung.

Eine �uberlagerte Zugspannung kann dann im Verlauf des elektrischen Belastungszyklusses

eine positive, remanente ferroelastische Dehnung in x2-Richtung induzieren. Dabei wird

der durch Abbau remanenter Polarisation 'freigegebene' ferroelektrische Dehnungsanteil

von der ferroelastischen Dehnung aufgezehrt. Bei diesem Proze� mu� hF(S iF;S iP) � 0

eingehalten werden, so da� nach (5.35) weiterhin jjS iFjj+ jjS iPjj �
q

3
2
"sat erf�ullt bleibt.

Der sich entwickelnde ferroelastische Dehnungsanteil ist der gesamten Dehnung �uberlagert

und f�uhrt in diesem Fall zu dieser starken Stauchung der Schmetterlingshysterese.

Unter Zuhilfenahme der Mechanismen der Dom�anenprozesse kann dieser ph�anomenologi-

sche Kurvenverlauf mikroskopisch begr�undet werden. Erreicht das angreifende elektrische

Feld seinen Maximalwert, ist ein vollst�andig gepolter Zustand erreicht. Bei diesem Po-

lungsproze� werden alle Dom�anen in Belastungsrichtung orientiert und hierbei die rema-

nenten Polarisationsvektoren der Dom�anen in Richtung des elektrischen Feldes vollst�andig

ausgerichtet. In Bild 6.5a ist zu erkennen, da� in dieser vorliegenden Situation die zykli-

sche Belastung durch das elektrische Feld den remanenten Polarisationsvektor vollst�andig

abbaut und dann erneut in Feldrichtung ausrichtet. Bei dieser Umorientierung �ndet, wie

in Bild 6.5b gezeigt, nahezu keine �Anderung der gesamten Dehnung in Feldrichtung statt.

Die Ursache ist in der �uberlagerten Zugspannung T22 zu sehen. Sie �xiert die Orientierung

der Dom�anen in x2-Richtung durch die Bildung remanenter ferroelastischer Dehnung und

l�a�t kaum elektrisch induzierte 90�-Umklappprozesse aus dieser Richtung zu. Aus dem

Antwortverhalten des Materialmodells l�a�t sich schlie�en, da� nur 180�-Umklappprozesse

durch das elektrische Feld hervorgerufen werden und sich somit zwar die gesamte Pola-
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risation des Materials, kaum jedoch seine gesamte Dehnung �andert. Zur Bedeutung der

Mechanismen von 90�- und 180�-Umklappprozessen siehe erg�anzend Abschnitt 2.3.

Wird eine mechanische Druckspannung (gestrichelte Linie mit T22 = �50MPa) einem

sich zyklisch ver�andernden elektrischen Feld in x2-Richtung �uberlagert, so k�onnen zwei Ef-

fekte beobachtet werden. Zum einen tritt bei Richtungsumkehr des elektrischen Feldes der

bereits diskutierte Proze� der mechanischen Depolarisation ein (siehe Knick im Kurven-

verlauf bei S22 = 0:13%). Zum anderen wird auch hier die Koerzitivspannung im Verlauf

der elektrischen Belastung soweit herabgesetzt, da� die �uberlagerte Druckspannung in der

Lage ist, diesmal negative, remanente ferroelastische Dehnungen in x2-Richtung zu indu-

zieren. Dies f�uhrt zu einem zus�atzlichen Beitrag in der gesamten Dehnung in x2-Richtung

und damit zu einer Streckung des Fl�ugels der Schmetterlingshysterese.

6.3 Modell eines Stapelaktuators

Nachdem an einfachen Finite-Elemente-Simulationen das dreidimensionale Materialmo-

dell veri�ziert wurde, sollen anhand einer Finite-Elemente-Analyse eines Stapelaktuators

die dort auftretenden komplexen elektromechanischen E�ekte studiert werden. Der typi-

sche Aufbau eines solchen Multilayer-Aktuators ist in Bild 6.6 dargestellt.

U

obere Elektrode

untere Elektrode

Bild 6.6: Prinzipieller Aufbau eines Stapelaktuators. Im vergr�o�erten und modellierten

Bereich sind symbolisch die sich einstellenden elektrischen Feldlinien eingezeich-

net.

Er besteht aus hunderten von keramischen Schichten, zwischen denen sich eine d�unne
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Metallschicht, die sogenannte Elektrode be�ndet. Diese werden alternierend auf die Au-

�enseite des Aktuators gef�uhrt und mit den dort be�ndlichen externen Elektrodenb�andern

verbunden. An den B�andern selbst wird �uber eine Spannungsquelle U ein Potential ' auf-

gebracht, so da� sich in den keramischen Zwischenschichten ein elektrisches Feld bildet.

Hierbei stellt sich in der Mitte des Aktuators ein homogenes und in den beiden Rand-

bereichen ein stark inhomogenes elektrisches Feld ein (siehe vergr�o�erten Bereich in Bild

6.6).

Aufgrund der inhomogenen Verteilung der Feldlinien im Bereich des rechten Endes der

unteren Elektrode, der sogenannten Elektrodenspitze, bildet sich dort ein Bereich erh�ohter

Belastung aus. In einem realen Aktuator bilden sich in der Umgebung der Elektrodenspitze

oftmals Risse, die sich im Laufe der Belastung ausbreiten und zu einem globalen Versa-

gen f�uhren (siehe Zickgraf [86]). Experimentelle Untersuchungen zur Ausbreitung von

Rissen und deren Mechanismen in ferroelektrischen Keramiken wurden beispielsweise von

Aburatani et al. [87] an Aktuatoren, vonMethta und Virkar [88] sowie von Lynch et

al. [89] an kompakten PZT- bzw. PLZT-Keramiken durchgef�uhrt. Daher mu� wegen der

starken Inhomogenit�at um die Elektrodenspitze dieser Bereich im Finite-Elemente-Modell

feiner vernetzt werden, f�ur eine detaillierte und quantitative Aussage im Nahbereich der

Elektrodenspitze ist es jedoch zu grob. In Bild 6.7 ist das zugeh�orige Finite-Element-Netz

dargestellt.

s

x1

x2

'(t) = b'(t)

'(t) = 0 V; u2(x1) = konst;
Z

l2

�l1

T22(x1)dx1 = 0

h

l1 l2

Bild 6.7: Finite-Elemente-Modell des in Bild 6.6 grau unterlegten Bereichs mit den elek-

trischen und mechanischen Randbedingungen.

Aus Symmetriegr�unden reicht es aus, nur den grau unterlegten Bereich in Bild 6.6 f�ur

die Finite-Elemente-Analyse zu modellieren, wobei es sich hier um ein ebenes Problem

handelt, so da� hinsichtlich des Dehnungszustandes der ebene Verzerrungszustand an-

genommen werden kann. Mit dem Finite-Elemente-Modell l�a�t sich der Materialzustand

des gesamten Stapelaktuators durch entsprechende Spiegelung erfassen. Daf�ur werden

alle Knoten der unteren Kante der modellierten Struktur in x2-Richtung �xiert, w�ahrend

sie in x1-Richtung frei beweglich bleiben. Entsprechend wird die linke Kante nur in x1-

Richtung festgehalten. Damit der modellierte Bereich um die x1-Achse spiegelbar bleibt,

darf die obere Kante nicht rotieren oder sich in x2-Richtung deformieren. Nur eine Be-
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wegung parallel zur x1-Achse ist erlaubt, so da� die zus�atzliche Zwangsbedingung, alle

dort be�ndlichen Knoten m�ussen dieselbe Verschiebung u2(x1) = konst �uber der Zeit t

besitzen, vorgeschrieben wird.

Die Abmessungen des modellierten Bereichs wurden in Anlehnung anHom und Shankar

[75, 76] gew�ahlt. Nach Gong und Suo [90] sollten f�ur eine repr�asentative Struktur die

beiden Abmessungen l1 und l2 sehr viel gr�o�er als h sein. Daher wurde die von Hom und

Shankar angegebene H�ohe h auf die H�alfte reduziert (h = 57:5�m) und in Anlehnung

an Gong und Suo l1 und l2 gleich gro� gew�ahlt (l1 = l2 = 205�m).

Zur Simulation des Polungsvorganges eines Aktuators wurde als elektrische Belastungs-

geschichte die obere Elektrode auf Masse gelegt '(t) = 0V und die untere mit einem

Potential '(t) = b'(t) beaufschlagt. Der Verlauf des Potentials b' �uber der Zeit t ist in

Bild 6.8 dargestellt.

b'(t)
'
1

0

t0 t1 t2

t

Bild 6.8: Verlauf des Potentials b'(t) der unteren Elektrode des Stapelaktuators �uber der

Zeit t.

Das Potential der unteren Elektrode steigt in der Belastungsphase bis zum Zeitpunkt

t1 = 100 s monoton an, erreicht dabei sein Maximum von '1 = �170V und f�allt w�ahrend

der Entlastung kontinuierlich wieder auf Null ab (t2 = 200 s). Bei maximaler elektrischer

Belastung (t = t1) wird ein elektrisches Feld in H�ohe von �3 kV/mm induziert, so da�

mit den hier gew�ahlten Materialparametern (Tabelle 6.1) f�ur den einachsigen homogenen

Fall eine vollst�andige Polung im Material induziert werden kann.

Wie zuvor erl�autert, teilt sich die elektromechanische Finite-Elemente-Simulation des

Polungsprozesses in eine rein dielektrische und eine elektromechanisch gekoppelte Be-

rechnung auf. Bei dieser Vorgehensweise wird die Kopplung elektrisch ! mechanisch,

nicht jedoch die R�uckkopplung mechanisch ! elektrisch ber�ucksichtigt, d.h. mechani-

sche Spannungen bewirken keine �Anderung des vorgegebenen elektrischen Feldes. Nach

Gong et al. [91] ist die Kopplung zwischen den elektrischen und mechanischen Gr�o�en

nur im Nahbereich der Elektrodenspitze zu beachten. Unter der Voraussetzung, da� die

dielektrische Verschiebung limitiert ist und damit auch die Dehnung sowie die Spannung,

kann der Kopplungse�ekt sogar vernachl�assigt werden. Mit den hier durchgef�uhrten FE-
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Simulationen soll der Einu� der nichtlinearen Materialeigenschaften auf das Verhalten

eines Stapelaktuators untersucht werden, wobei auf die Analyse einer realen Struktur

nicht in jeder Einzelheit eingegangen wird. Trotzdem ist eine quantitative Aussage �uber

den Eigenspannungszustand w�ahrend und nach dem Polungsproze� m�oglich.

6.4 Dielektrische Analyse des Stapelaktuators

In diesem Abschnitt wird der erste Berechnungsschritt, die rein dielektrische Simulation,

durchgef�uhrt und dabei das Potential b'(t) auf die untere Elektrode aufgebracht. Bild

6.9 stellt den Verlauf des Potentials '(x1; x2) bei maximaler Belastung (t = t1) f�ur ein

linear und nichtlinear dielektrisches Materialverhalten gegen�uber. Das lineare dielektri-

sches Materialverhalten wurde hierbei als Sonderfall (f�ur Ec !1) mit den nichtlinearen

dielektrischen Materialroutinen berechnet.

Da mit diesen Ergebnissen nur qualitative Aussagen getro�en werden sollen, wurde auf

die Angabe der Zahlenwerte in den Konturplots verzichtet. Die Grenze zwischen zwei grau

schattierten Bereichen zeigt Werte konstanten Potentials. Je dunkler die Kontur, desto

negativer der Potentialwert (aufgrund der Belastung liegt an der unteren Elektrode ein

negatives Potential von �170V an).

a)

b)

(I) (III) (II)

Bild 6.9: Konturplot des sich einstellenden elektrischen Potentials zum Zeitpunkt der ma-

ximalen, rein dielektrischen Belastung '1 (t = t1).

a) Lineare Dielektrizit�at.

b) Nichtlineare Dielektrizit�at.

Die beiden Konturbilder lassen sich in drei charakteristische Bereiche unterteilen: Ein

linker Bereich I, der durch �aquidistante Potentiallinien ausgezeichnet ist und in dem das

Material einer homogenen elektrischen Belastung unterworfen wird. In einen rechten Be-

reich II, in dem fast kein Potential vorhanden ist und der als elektrisch passiv betrachtet
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werden kann und schlie�lich in einen �Ubergangsbereich III, der zwischen diesen beiden

vermittelt.

Zwischen Bild 6.9a und Bild 6.9b ist ein sichtbarer Unterschied im Verlauf der Poten-

tiallinien zu erkennen. Im Fall der nichtlinear dielektrischen Simulation ist ein acherer

Einfall der Linien konstanten Potentials in den Bereich der Elektrodenspitze zu erkennen.

Finite-Elemente-Berechnungen von Hom und Shankar [76] f�ur elektrostriktive Kerami-

ken weisen ebenfalls einen acheren Einfall der Potentiallinien in das Ende der Elektrode

auf.

Nach der elektrischen Entlastung (t = t2) zeigen sich besonders deutliche Unterschiede

im Potentialverlauf zwischen linearem und nichtlinearem dielektrischen Materialverhalten.

Aus der FE-Simulation mit linearer Dielektrizit�at resultiert ein komplett verschwindendes

elektrisches Potential (auf den entsprechenden trivialen Konturplot wurde hier verzichtet).

Im Gegensatz dazu ist in Bild 6.10 bei Ber�ucksichtigung des nichtlinearen dielektrischen

Materialverhaltens nach der Belastung eine bleibende Potentialverteilung im Bereich der

Elektrodenspitze zu erkennen.

Bild 6.10: Elektrische Potentialverteilung am Ende der nichtlinearen, rein dielektrischen

Finite-Elemente-Simulation zum Zeitpunkt t = t2. Zur besseren Darstellung

wurden die Graustufen invertiert, so da� hier dunklere schattierte Felder positi-

veren Potentialwerten entsprechen.

Die Existenz dieser Potentialverteilung nach der Belastung l�a�t sich anhand der konsti-

tutiven Gleichungen plausibel machen.

Ausgehend von der De�nition der dielektrischen Verschiebung (3.5), der additiven Zerle-

gung der Polarisation in reversible und remanente Anteile (3.10) und der linearen Grund-

gleichung der Ferroelektrizit�at (3.12) ergibt sich

~D = ("0 + �) ~E + ~P i : (6.3)

Ber�ucksichtigt wurde in (6.3) weiterhin der isotrope Dielektrizit�atstensor (3.13) sowie die

Abwesenheit einer mechanischen Spannung.

Da das elektrische Feld als negativer Gradient des Potentials de�niert wird (3.6), l�a�t sich

mittels der Verwendung des Laplace-Operators�(�) = div grad(�) die Di�erentialgleichung
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zweiter Ordnung

�' =
1

"0 + �
div ~P i (6.4)

bestimmen. Ein Vergleich von (6.4) mit der Poissongleichung

�' = � 1

"0
% (6.5)

des elektrostatischen Feldes (z.B. aus Gerthsen [18] oder Wunsch [92]) liefert

% = � "0

"0 + �
div ~P i : (6.6)

Die Divergenz des remanenten Polarisationsvektors ~P i entspricht hierbei also einer elek-

trischen Ladungsdichte %.

Die vorhandene Ladungsverteilung nach der Entlastung (t = t2) wird ma�geblich von

der r�aumlichen Ver�anderung von ~P i bestimmt. In Bild 6.11 ist hierzu der Vektor der

'

&

$

%

(I) (III) (II)

Bild 6.11: Darstellung des induzierten remanenten Polarisationsvektor ~P
i
am Ende der

nichtlinearen dielektrischen Berechnung (t = t2). Der Bereich um das rechte

Ende der unteren Elektrode mit stark ver�anderlichem remanenten Polarisati-

onsvektor wurde zur Verdeutlichung vergr�o�ert.
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remanenten Polarisation ~P i und ein um die Elektrodenspitze vergr�o�erter Bereich zur

Verdeutlichung dargestellt. Auch hier sind die drei charakteristischen Bereiche wiederzu-

�nden: Der linke, homogene Bereich I, in dem eine vollst�andige Polung stattgefunden hat

(jj~P ijj = Psat), der rechte, homogene Bereich II, der nur linear dielektrisch belastet wurde

und daher ungepolt blieb (~P i = ~0) und schlie�lich der mittlere, inhomogene Bereich III,

mit stark ver�anderlichem ~P i.

Nur in diesem mittleren Bereich mit einer inhomogenen Verteilung von ~P i gilt div~P i 6= 0,

so da� nach (6.6) eine zugeh�orige Ladungsdichte % vorhanden sein kann (vergleiche hierzu

den Ort des verbleibenden Potentials in Bild 6.10).

Um eine quantitative Aussage �uber die Gr�o�e des Potentials anzugeben, ist in Bild 6.12 der

Potentialverlauf '(x1 = s; x2 = 0) entlang der unteren Kante des modellierten Bereiches

dargestellt.

-250 -200 -150 -100 -50 0 50 100 150 200 250
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]
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t = t1

Bild 6.12: Potentialverlauf '(x1 = s; x2 = 0) entlang der unteren Kante des modellierten

Bereiches f�ur die Zeitpunkte bei maximalem elektrischen Feld (t = t1) und nach

Entlastung (t = t2) f�ur eine Simulation mit linearer und nichtlinearer Dielektri-

zit�at.

Bei maximaler Belastung (t = t1) ist ein �ahnlicher Verlauf zwischen der gepunkteten Linie

(lineare Dielektrizit�at) und der gestrichelten Linie (nichtlineare Dielektrizit�at) zu erken-

nen. Aufgrund der Belastungsbedingung liegt f�ur s < 0 an der Elektrode ein Potential in

H�ohe von �170V an. Vor der Elektrode (s > 0) klingen beide Potentialverl�aufe schnell

ab und erreichen am Ende der rechten Seite den Wert null. Die Steigung des Abfalls

mit nichtlinearem Materialverhalten ist gr�o�er als die mit dem linearen Materialgesetz

berechnete.

Ein signi�kanter Unterschied tritt nach der Entlastung (t = t2) auf. Im Fall der linea-

ren Dielektrizit�at verschwindet das Potential v�ollig. Dagegen verbleibt bei nichtlinearem
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Materialverhalten ein Potential vor der Elektrode, das f�ur s > 0 schnell auf einen Wert

von 30V ansteigt, dann aber wieder auf den Wert null abklingt. Dieses verbleibende

elektrische Potential von 30V ist im Vergleich zum Maximalwert von �170V nicht zu

vernachl�assigen.

6.5 Elektromechanische Strukturanalyse

Aus der ersten, rein dielektrischen FE-Berechnung resultiert der Verlauf des Potentials

�uber der Zeit, der nun als elektrische Belastung vorgegeben wird. Mit ihm wird die elektro-

mechanische Strukturanalyse durchgef�uhrt. Aufgrund der jetzt ber�ucksichtigten elektro-

mechanischen Kopplung im Materialmodell stellen sich gegen�uber der rein dielektrischen

Berechnung f�ur die elektrischen Gr�o�en quantitativ andere Werte ein. Beispielsweise be-

einussen nun die zust�atzlich vorhandenen mechanischen Gr�o�en die Entwicklung der

remanenten Polarisation.

Wie bereits aus der rein dielektrischen Analyse ersichtlich wurde, lassen sich auch hier

wieder drei charakteristische Bereiche unterscheiden: Ein linker, homogen gepolter Bereich

I sowie ein rechter, elektromechanisch passiver Bereich II und eine dazwischenliegende,

mehrachsige Zone III. F�ur jeden dieser drei Bereiche sollen die Resultate exemplarisch an

einem mit 
 gekennzeichneten Materialpunkt w�ahrend des Polungsprozesses analysiert

und das Verhalten in den folgenden Diagrammen diskutiert werden.

6.5.1 Gepolter Bereich I

Bild 6.13 zeigt das im elektromechanischen Berechnungsschritt resultierende Vektorfeld

der remanenten Polarisation nach der Entlastung (t = t2). Charakteristisch f�ur den linken,

gepolten Bereich I wird das Verhalten des mit 
 gekennzeichneten Materialpunktes im

weiteren genauer betrachtet.

N

Bild 6.13: Verbleibender remanenter Polarisationsvektor ~P
i
nach der elektromechanischen

Simulation (t = t2). Der linke gepolte Bereich wird durch den exemplarisch einge-

zeichneten Materialpunkt 
 in den folgenden Diagrammen detailliert betrachtet.

Aus dem ~P i-Vektorbild l�a�t sich auf der linken Seite eine in Betrag und Richtung
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gleichm�a�ige remanente Polarisation erkennen, die durch eine weitgehend homogene Be-

lastung in x2-Richtung induziert wurde. In Bild 6.14a ist daher in Belastungsrichtung die

remanente Polarisation P i
2 �uber dem angreifenden elektrischen Feld E2 dargestellt. Aus-

gehend von einem ungepolten Zustand im Punkt A (jj~P ijj = 0) entwickelt sich eine re-

manente Polarisation erst, wenn das elektrische Feld die Koerzitivfeldst�arke �uberschreitet

(jE2j > Ec). Erreicht im Punkt BI dann jj~P ijj = jP i
2 j den Wert der S�attigungspolarisa-

tion von Psat = 300mC/m2, ist die remanente Polarisation ges�attigt und bleibt auf ihrem

erreichten Maximalwert stehen (!C).

W�ahrend bei der Entlastungsphase (C!D) E2 monoton abnimmt, bleibt P i
2 anfangs kon-

stant, f�allt aber f�ur E2 > �0:7 kV/mm wieder ab. Aus dem Spannungsverlauf T22 �uber

dem elektrischen Feld E2 in Bild 6.15a ist w�ahrend des Polungsvorganges eine sich auf-

bauende Druckspannung zu erkennen. Bei elektrischer Entlastung kann sie den Proze� der

mechanischen Depolarisation ausl�osen jT22j > �c und bewirkt somit die Reduktion der

vorhandenen remanenten Polarisation. Dies f�uhrt zum Knick im Kurvenverlauf (C!D) in

Bild 6.14a f�ur E2 > �0:7 kV/mm.

Ein zu Bild 6.14a �ahnlicher Verlauf ist auch f�ur das Verhalten der dielektrischen Ver-

schiebung D2 �uber dem elektrischen Feld E2 in Bild 6.14b zu erkennen. Das Verhalten

der dielektrischen Verschiebung wird hierbei von zwei E�ekten beeinu�t. Bei Entlastung

(C!D) tritt der bereits erw�ahnte Proze� der mechanischen Depolarisation auf, der zu

einem Knick im Verlauf der Kurve f�uhrt. Zum anderen ist zu beobachten, da� im Be-

reich der S�attigung die dielektrische Verschiebung einen kleineren Wert als die remanente

Polarisation aufweist (jD2j < jP i
2 j). Dies ist auf den direkten piezoelektrischen E�ekt

zur�uckzuf�uhren, aufgrund dessen eine �uberlagerte Druckspannung in der Lage ist, die Hy-

sterese der dielektrischen Verschiebung reversibel zu stauchen. Dieser E�ekt wurde bereits

bei der ferroelektrischen Modellierung des eindimensionalen Materialmodells beobachtet

(Abschnitt 4.2.1, Bild 4.2b) und dort ausf�uhrlich diskutiert.

Mit dem Auftreten remanenter Polarisation wird auch eine ihr zugeh�orige remanente fer-

roelektrische Dehnung induziert. Die Normalkomponente S iP
22 dieser Dehnung ist in Bild

6.14c �uber dem elektrischen Feld E2 dargestellt und zeigt einen betragsm�a�ig analogen

Verlauf zu Bild 6.14a. W�ahrend des Polungsvorganges entwickelt sich eine positive Deh-

nung in x2-Richtung (A!BI
!C), die ebenso bei der Entlastung (C!D) durch den Proze�

der mechanischen Depolarisation reduziert wird.

Die vorhandene und �uberlagerte Druckspannung T22 beeinu�t ebenso das in Bild 6.14d

dargestellte Verhalten der gesamten Dehnung S22 �uber dem elektrischen Feld E2. Da in die

gesamte Dehnung der reversible Anteil C�1: T additiv eingeht, f�uhrt die in x2-Richtung

aufbauende Druckspannung zu einer Stauchung der S22-E2-Trajektorie. Der hier beob-

achtete E�ekt ist vergleichbar mit dem einer konstant �uberlagerten Spannung bei der

ferroelektrischen Modellierung des eindimensionalen Materialmodells (Abschnitt 4.2.2;
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Bild 6.14: Darstellung induzierter elektrischer Gr�o�en und Dehnungen in x2-Richtung

w�ahrend des Polungsprozesses:

a) Remanente Polarisation P i
2 �uber dem elektrischen Feld E2.

b) Dielektrische Verschiebung D2 �uber dem elektrischen Feld E2.

c) Der remanenten Polarisation zugeh�orige Dehnung S iP
22 �uber dem elektrischen

Feld E2.

d) Gesamte Dehnung S22 �uber dem elektrischen Feld E2.

Bild 4.3b). Dort wurde ein elastischer Dehnungsanteil vor der zyklischen Belastung durch

das elektrische Feld konstant �uberlagert, was zu einer vertikalen Verschiebung der gesam-

ten Schmetterlingshysterese f�uhrte. Hier jedoch baut sich eine kontinuierlich zunehmende

Druckspannung w�ahrend der Entwicklung der remanenten Polarisation auf, die damit

w�ahrend des gesamten Polungsprozesses (A!BI
!C!D) stets zu einer deutlich kleineren

Dehnung f�ur S22 gegen�uber S
iP
22 f�uhrt.

Die �O�nung im linken, ges�attigten Ast der S22-E2-Kurve in Bild 6.14d ist durch den
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Verlauf der mechanischen Spannung T22 �uber dem elektrischen Feld E2 in Bild 6.15a

erkl�arbar.

-3.0 -2.5 -2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0

E2 [kV/mm]

-100

-80

-60

-40

-20

0

T
22
 [M

P
a]

0.0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18

S22 [%]

-100

-80

-60

-40

-20

0

T
22
 [M

P
a]

a) b)

A

B
I

C

D

A

B
I

C

D

Bild 6.15: Normalkomponente der mechanischen Spannung im linken gepolten Bereich bei

der elektromechanischen Simulation:

a) Spannung T22 �uber dem elektrischen Feld E2.

b) Spannung T22 �uber der gesamten Dehnung S22.

W�ahrend des Polungsvorganges baut sich f�ur jE2j > Ec eine Druckspannung im gepolten

Bereich in x2-Richtung auf. Die Ursachen daf�ur werden ausf�uhrlich in Abschnitt 6.5.4

erl�autert. Erreicht das elektrische Feld Werte kleiner als �1:6 kV/mm (BI
!C), wird keine

weitere remanente Dehnung mehr induziert (~P i und damit S iP sind ges�attigt), so da� auch

die mechanische Spannung im weiteren nahezu unver�andert bleibt (siehe Bild 6.15a).

Trotz konstanter mechanischer Spannung T22 von B
I nach C nimmt die gesamten Deh-

nung S22 aufgrund des vorhandenen elektrischen Feldes weiter zu (Bild 6.15b). In diesem

Bereich liegt eine lineare Kopplung zwischen dem elektrischen Feld und dem reversiblen

Dehnungsanteil (S rP= dl
T�~E) vor, der als inverser piezoelektrischer E�ekt charakterisiert

ist.

Aufgrund der piezoelektrischen Entlastung tritt eine nahezu lineare Reduktion der me-

chanischen Druckspannung T22 im Bereich von C nach D auf. Der Verlauf der Entlastungs-

kurve in den beiden Bildern 6.15a und 6.15b verl�auft hier aber oberhalb der Belastungs-

kurve, da es zuvor den Bereich (BI
!C) gab, in dem zwar das elektrische Feld bzw. die

Dehnung, nicht aber die Spannung zunahm. Damit ist w�ahrend der Entlastungsphase im

Gegensatz zur Belastungsphase eine kleinere elastische Dehnung �uberlagert, so da� sich

die �O�nung im Kurvenverlauf der S22-E2-Trajektorie in Bild 6.14d einstellt.

Die Belastung des elektrischen Feldes induziert f�ur den hier betrachteten linken Bereich
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eine Druckspannung in x2-Richtung, die bei Entlastung teilweise wieder abgebaut wird.

F�ur den hier exemplarisch betrachteten Materialpunkt kann nach dem Polungsproze� im

Punkt D eine verbleibende Druckeigenspannung von �34MPa festgestellt werden (Bild

6.15).

In Bild 6.16 sind senkrecht zur Polungsrichtung die Quere�ekte, die Querdehnung S11

sowie die Querspannung T33 �uber dem elektrischen Feld E2, dargestellt.
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Bild 6.16: Quere�ekte in x1- und x3-Richtung (senkrecht zur Polungsrichtung):

a) Querdehnung S11 �uber dem elektrischen Feld E2.

b) Querspannung T33 �uber dem elektrischen Feld E2.

In x1-Richtung stellt sich eine Kontraktion der Struktur ein. Die dabei auftretende Quer-

dehnung S11 in Bild 6.16a nimmt negative Werte an und erreicht nach dem Polungsproze�

im Punkt D den halben Wert der S�attigungsdehnung (1
2
"sat = 0:1%). Aufgrund des frei

beweglichen rechten Randes der modellierten Struktur, bildet sich keine Spannung in

x1-Richtung aus (auf eine Darstellung wird hier verzichtet).

Hinsichtlich der Modellierung des Aktuators wurde der ebene Verzerrungszustand ange-

nommen, so da� in x3-Richtung keine Dehnung zugelassen wird. Diese Einschr�ankung

f�uhrt jedoch zu einer erheblichen Zugspannung T33, deren Verlauf (A!BI
!C!D) in Bild

6.16b �uber dem elektrischen Feld E2 dargestellt ist. Sie mu� den durch die Polung indu-

zierten Quere�ekt in x3-Richtung durch die Bildung remanenter ferroelastischer Dehnung

kompensieren.



97

6.5.2 Passiver Bereich II

Eine detaillierte Diskussion des elektromechanischen Materialverhaltens f�ur den passiven

Bereich II �ndet exemplarisch an dem in Bild 6.17 dargestellten Materialpunkt 
 statt.

N

Bild 6.17: Darstellung des verbleibenden remanenten Polarisationsvektors ~P
i
nach der

elektromechanischen FE-Simulation. Mit 
 ist der Ort des im weiteren betrach-

teten Materialpunktes gekennzeichnet.

Aus den Konturplots (Bild 6.9b f�ur t = t1 und Bild 6.10 f�ur t = t2) sowie aus dem Verlauf

des Potentials (Bild 6.12) ist zu entnehmen, da� w�ahrend der gesamten Lastgeschichte die

rechte Seite der modellierten Struktur mit nahezu keinem Potential belastet wird. Folglich

ist das elektrische Feld zu klein, um in diesem Bereich eine remanente Polarisation zu

induzieren. Dies best�atigt auch das in Bild 6.18a dargestellte dielektrische Verhalten D2

�uber dem elektrischen Feld E2. Da sich im Laufe des gesamten Prozesses (A!C!D) keine

irreversible Polarisation gebildet hat, liegt ein rein linear dielektrisches und damit ein

elektromechanisch entkoppeltes Materialverhalten vor. Die rechte Seite der modellierten

Struktur kann daher als ein elektrisch passiver Bereich mit einer homogenen Belastung in

x2-Richtung betrachtet werden.

In Bild 6.18b ist das Verhalten der gesamten Dehnung S22 �uber dem elektrischen Feld E2

dargestellt. Obwohl ein rein dielektrisches Materialverhalten vorliegt, ist ein irreversibler

Dehnungsverlauf zu beobachten. Die Dehnung kann aufgrund des elektromechanisch ent-

koppelten Materialverhaltens nicht elektrisch, sondern nur durch eine vorhandene mecha-

nische Spannung induziert worden sein. Zu den Ursachen f�ur das Auftreten mechanischer

Zugspannung im hier betrachteten passiven Bereich wird auf den Beginn des Abschnittes

6.5.4 �uber den Zustand der verbleibenden Eigenspannungen verwiesen.

In diesem hier vorliegenden, entkoppelten Fall setzt sich die gesamte Dehnung S addi-

tiv aus dem linear elastischen Dehnungsanteil proportional zu Spannung C�1 : T und

der remanenten ferroelastischen Dehnung S iF zusammen. Es liegen zwei unterschiedli-

che Mechanismen vor, deren Wechselwirkung in der �O�nung im oberen, linken Ast der

S22-E2-Trajektorie (Bild6.18b) zu erkennen ist.

Die mechanische Spannung T22 (Bild 6.18c) ist in der Endphase der Belastung (BII
!C)

gr�o�er als in der Anfangsphase der Entlastung (C!D). Diese induziert also zuerst einen

gr�o�eren, elastischen Dehnungsanteil der 2-2-Komponente des Ausdruckes C�1:T als nach
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Bild 6.18: Materialverhalten des gepolten Bereiches:

a) Dielektrische Verschiebung D2 �uber dem elektrischen Feld E2.

b) Gesamte Dehnung S22 �uber dem elektrischen Feld E2.

c) Spannung T22 �uber dem elektrischen Feld E2.

d) Spannung T22 �uber der gesamten Dehnung S22.

der Belastungsumkehr.

Dem wirkt die Entwicklung der remanenten ferroelastischen Dehnung S iF
22 entgegen, die,

aus Bild 6.18d ersichtlich, w�ahrend der Belastungsphase (BII
!C) st�andig anw�achst und

ihren Maximalwert bei Entlastung (C!D) beibeh�alt. Damit tr�agt S iF
22 w�ahrend der Bela-

stungsphase einen kleineren und in der Entlastungsphase einen gr�o�eren Dehnungsanteil

bei.

Da die Di�erenz der remanenten Dehnung S iF
22 gr�o�er als bei der 2-2-Komponente des

Ausdruckes C�1:T ist, bestimmt S iF
22 �uberwiegend das Verhalten der gesamten Dehnung

und ist f�ur die �O�nung des linken Astes des S22-E2-Verlaufes (Bild 6.18b) verantwortlich.



99

Das rein ferroelastische Materialverhalten ist in Bild 6.18d in Form einer unvollst�andi-

gen Hysterese zu erkennen. Zu Beginn stellt sich zwischen den Punkten A und B
II linear

elastisches Materialverhalten ein, das nach Erreichen einer kritischen Zugspannung T22

von 58MPa in ein nicht reversibles Verhalten (BII
!C) �ubergeht. Das Einsetzen irrever-

sibler, ferroelastischer Prozesse �ndet erst ab einem kritischen Spannungswert f�ur T22

�uber der Koerzitivspannung (�c = 50MPa) statt. Ursache ist der vorhandene mehrach-

sige Spannungszustand. Die Werte der T11-Spannungskomponente k�onnen aus den bereits

diskutierten Gr�unden vernachl�assigt werden. Jedoch wird aufgrund der Annahme des ebe-

nen Verzerrungszustandes eine Querkontraktion in x3-Richtung unterbunden und damit

eine Spannung T33 induziert (auf eine Darstellung wurde verzichtet). Da nur deviatorische

Spannungszust�ande (jjTDjj = �c) irreversible Prozesse ausl�osen k�onnen, kann der Wert

der Spannungskomponente T22 ohne weiteres �uber dem Wert der Koerzitivspannung lie-

gen. Hierzu erg�anzend siehe die Motivation der Verwendung deviatorischer Gr�o�en bei

der Verallgemeinerung der ferroelastischen Modellierung zu Beginn des Abschnittes 5.2.

In der Entlastungsphase (C!D) des Polungsvorganges ist wieder linear elastisches Mate-

rialverhalten zu beobachten, an deren Ende im Punkt D eine verbleibende Zugeigenspan-

nung von 24MPa in x2-Richtung festgestellt werden kann.

6.5.3 Mehrachsiger Bereich III

W�ahrend im linken sowie im rechten Bereich des modellierten Stapelaktuators nahezu ho-

mogene einachsige Verh�altnisse herrschen, liegen im Bereich der Elektrodenspitze mehr-

achsige Zust�ande vor. Dies wird in der Darstellung des remanenten Polarisationsvektors

nach dem Polungsproze� in Bild 6.19 verdeutlicht, welche im Bereich der Elektrodenspitze

ein sich r�aumlich ver�anderndes ~P i zeigt. Die folgenden Betrachtungen beziehen sich auf

}N

x2

x1

Bild 6.19: Remanenter Polarisationsvektor ~P
i
vor der Elektrodenspitze nach dem Polungs-

proze� (t = t2).
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den mit 
 gekennzeichneten Materialpunkt und charakterisieren damit den mittleren

mehrachsigen Bereich III.

W�ahrend des gesamten Polungsprozesses wurde der remanente Polarisationsvektor durch

den im Bereich III vorhandenen mehrachsigen Belastungszustand stark beeinu�t. Er

hat sich, wie Bild 6.20 zeigt, w�ahrend des Prozesses sowohl im Betrag als auch in seiner

Richtung ge�andert.
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Bild 6.20: Entwicklung der beiden Komponenten P i
1 und P i

2 des remanenten Polarisati-

onsvektors w�ahrend des Polungsprozesses (Belastung: A!BIII
!C; Entlastung:

C!D).

Die Entwicklungsgeschichte von ~P i l�a�t sich bis zur maximalen Belastung (A!BIII
!C)

in zwei Phasen aufteilen: Zu Beginn (A!BIII) entwickelt sich die remanente Polarisation

in Wirkungsrichtung des elektrischen Feldes und erreicht im Punkte B
III ihre S�attigung

(jj~P ijj = Psat). Damit ist der Maximalbetrag des remanenten Polarisationsvektors er-

reicht. In der zweiten Phase (BIII
!C) w�achst die elektrische Belastung weiter an, so da�

der bereits ges�attigte, remanente Vektor ~P i jetzt eine Rotation unter der Wirkung des

elektrischen Feldes erf�ahrt. Der Kurvenverlauf (BIII
!C) zeigt einen Kreisbogen mit dem

konstanten Radius Psat (vergleiche Abschnitt 5.1).

In der Entlastungsphase (C!D) reduziert sich die P i
1 -Komponente w�ahrend P i

2 sich

kaum ver�andert. Somit rotiert der remanente Polarisationsvektor etwa in Richtung sei-

ner urspr�unglichen, ges�attigten Lage B
III zur�uck, wobei auch sein Betrag geringf�ugig

abnimmt. Nach dem Polungsproze� verbleibt f�ur den hier repr�asentativ gew�ahlten Ma-

terialpunkt eine remanente Polarisation von etwa 86% der S�attigungspolarisation Psat

(jj~P ijj = 259mC/m2).

Der Proze� der Rotation von ~P i beeinu�t damit das ferroelektrische sowie das ferroela-

stische Materialverhalten des betrachteten Materialpunktes. In Bild 6.21a ist die dielek-
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Bild 6.21: Ver�anderung des elektrischen und mechanischen Materialzustandes in der N�ahe

der Elektrodenspitze w�ahrend des Polungsprozesses:

a) Dielektrische Verschiebung D2 �uber dem elektrischen Feld E2.

b) Gesamte Dehnung S22 �uber dem elektrischen Feld E2.

c) Spannung T22 �uber der gesamten Dehnung S22.

c) Elektrisches Potential ' �uber der Zeit t.

trische Trajektorie dargestellt. Sie zeigt im Anschlu� an den linear dielektrischen Verlauf

einen nichtlinearen Bereich, der bis zur maximalen elektrischen Belastung reicht. Bei Ent-

lastung (C!D) ist wieder linear dielektrisches Verhalten zu beobachten. Die Schleife im

linken Ast des D2-E2-Kurvenverlaufes wird durch die Rotation von ~P i hervorgerufen, da

in dieser Phase die Komponente P i
2 kontinuierlich abnimmt (der Betrag von P i

1 hingegen

nimmt zu). Dadurch reduziert sich D2, so da� sich nach der S�attigung der remanenten

Polarisation im Punkt BIII kein linearer Verlauf einstellen kann.

�Uber dem elektrischen Feld E2 ist in Bild 6.21b die Dehnung S22 aufgetragen. Anf�anglich
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ist ein entkoppeltes Materialverhalten zu beobachten, das noch vor dem Erreichen der

Koerzitivfeldst�arke in den irreversiblen Bereich �ubergeht. Die Grenze wird hierbei durch

die Norm des Vektors ~E, nicht durch den Betrag einer seiner Komponente (z.B. E2)

bestimmt. Ist der remanente Polarisationsvektor ges�attigt und rotiert er unter der Last des

elektrischen Feldes, ist von B
III nach C linear piezoelektrisches Verhalten zu beobachten.

Der Grund f�ur das Auftreten des linearen Kurvenverlaufes im oberen, linken Ast der

S22-E2-Trajektorie (keine Bildung einer Schleife) besteht im Zusammenspiel zwischen

den beiden remanenten Dehnungsanteilen S iP und S iF. Die gesamte remanente Dehnung

S
i = S

iP + S
iF setzt sich additiv aus diesen beiden Anteilen zusammen. Erreicht die re-

manente Polarisation nun ihre S�attigung, nimmt die zugeh�orige remanente Dehnung einen

Maximalwert an. F�ur die gesamte remanente Dehnung ergibt sich (jjS ijj = jjS iPjj = "sat).

W�ahrend der Rotation von ~P i (BIII
!C) bleibt dessen Norm konstant (jj~P ijj = Psat =

konst), so da� sich auch jjS iPjj nicht ver�andert. Ein linear piezoelektrisches Verhalten ist

zu beobachten.

In der Entlastungsphase (C!D) rotiert der remanente Polarisationsvektor erneut und

nimmt dabei vom Betrag her ab (siehe Bild 6.20). Damit wird auch der remanente Deh-

nungsanteil jjS iPjj zunehmend kleiner, so da� sich jetzt unter der Wirkung der vorhan-

denen Zugspannung (Bild 6.21c) die remanente ferroelastische Dehnung S iF entwickeln

kann. Sie nimmt den komplett freiwerdenden Dehnungsanteil von S iP auf. Die Norm der

gesamten remanente Dehnung bleibt dabei unver�andert jjS ijj = "sat, weshalb bei Entla-

stung (C!D) ein erneut linear piezoelektrisches Materialverhalten in Bild 6.21b auftritt.

Das ferroelastische Verhalten der Spannung T22 �uber der gesamten Dehnung S22 ist in

Bild 6.21c dargestellt. Bis zum Erreichen einer Dehnung von etwa S22 = 0:15% im Punkt

B
III bildet sich eine moderate Zugspannung aus, die dann aber rapide ansteigt. In dieser

Phase (BIII
!C) �ndet die Rotation des remanenten Polarisationsvektors und eine kleine

linear piezoelektrische Zunahme der gesamten Dehnung statt. Nach dem Polungsproze�

verbleibt eine Zugspannung im Punkt D von 89MPa.

Bild 6.21d zeigt den aus Schritt eins vorgegebenen Verlauf des Potentials ' �uber der

Zeit t. In der Belastungsphase (A!C) ist ein nichtlinearer, zeitlicher Verlauf zu erkennen,

der zum Zeitpunkt t = t1 = 100 s eine maximale Belastung von ' = �74V erreicht.

Die Entlastungsphase (C!D) verl�auft weitgehend linear, f�uhrt am Ende jedoch zu einem

bleibenden, positiven Potential von 25V.

6.5.4 Eigenspannungszustand

W�ahrend der Simulation des Polungsprozesses treten bei der elektromechanischen Span-

nungsanalyse im linken, gepolten Bereich in x2-Richtung mechanische Druckspannungen

und im rechten, passiven Bereich in x2-Richtung mechanische Zugspannungen auf. Die

Ursachen dieser Spannungen werden im folgenden diskutiert.
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Der Polungsvorgang wird durch das Aufbringen eines Potentialunterschiedes zwischen

der oberen und unteren Elektrode gesteuert. Dabei wird zwischen den Elektroden ein

elektrisches Feld erzeugt, so da� im Laufe der Belastungsgeschichte im linken Bereich

in x2-Richtung eine remanente Polarisation und somit eine Polung induziert wird. Das

Auftreten der Polung wird von einer positiven, remanenten Dehnung (Verl�angerung) be-

gleitet. Aufgrund der Zwangsbedingung u2(x1) = konst (siehe Bild 6.7) darf die obere

Elektrode nicht rotieren oder sich in x2-Richtung deformieren, sondern lediglich parallel

zur x1-Achse bewegen. Somit mu� die Verl�angerung im linken Bereich den rechten Bereich

gleicherma�en deformieren. Durch die Belastung des rechten Bereiches mit einer positiven

Dehnung, werden gro�e Zugspannungen eingebracht.

Da die obere Kante des Stapelaktuators kr�aftefrei ist, mu� die Summe der Spannungs-

komponentenZ l2

�l1

T22(x1) dx1 = 0 (6.7)

�uber der oberen Elektrode verschwinden. Den Zugspannungen auf der rechten Seite stehen

somit Druckspannungen auf der linken Seite der Struktur gegen�uber. Die Druckspannun-

gen im linken Bereich I wiederum k�onnen den Proze� der mechanischen Depolarisation und

damit eine Reduktion der remanenten Polarisation ausl�osen. Der Abbau der remanenten

Polarisation verursacht eine negative, remanente Dehnung (Stauchung) in x2-Richtung

und beeinu�t somit den rechten, passiven Bereich II mechanisch. Dies f�uhrt zu einer

Kopplung von sich gegenseitig beeinussenden Mechanismen.

Bild 6.22 stellt die Normalkomponente der verbleibenden Spannung T22 nach dem Po-

lungsproze� graphisch dar.

-49.9 MPa -31.4 MPa -13.0 MPa 5.4 MPa 23.9 MPa 42.3 MPa 60.7 MPa 79.2 MPa 97.6 MPa 116.0 MPa

(I) (III) (II)

Bild 6.22: Konturplot der verbleibenden Normalspannungskomponente T22 nach der Simu-

lation des Polungsprozesses (t = t2). In der Legende sind die Werte an den

�Uberg�angen der dargestellten Graustufen angegeben.

Im linken Bereich I zeigen sich induzierte homogene Druckspannungen, denen im rechten

Bereich II homogene Zugspannungen gegen�uber stehen. Zwischen den beiden homogenen

Gebieten liegt ein �Ubergangsbereich III mit inhomogener Spannungsverteilung.

Zur Analyse einer Struktur ist der Spannungszustand bei maximaler Belastung, aber auch

der verbleibende Eigenspannungszustand am Ende der Entlastung von gro�em Interesse.
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Das Versagen der Struktur wird hierbei durch die Spannungskomponente T22 senkrecht zu

den beiden Elektroden ma�geblich bestimmt. In Bild 6.23 ist der Verlauf der T22-Spannung

entlang der unteren Kante der Struktur dargestellt.
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Bild 6.23: Verlauf der sich senkrecht zu den Elektroden einstellenden T22-Spannungskom-

ponente �uber der Unterkante der modellierten Struktur. Die gepunktete Linie

zeigt den Verlauf bei maximaler Belastung (t = t1), die durchgezogene Linie den

Verlauf nach der Entlastung (t = t2). Die horizontale Linie bei T22 = 0MPa

symbolisiert die Ausdehnung der unteren Elektrode.

Bereits bei maximaler Belastung (t = t1) hat sich der signi�kante Spannungszustand ein-

gestellt. Auf der linken Seite sind hohe Druckspannungen zu erkennen, die im homogenen

Bereich einen Wert von �83MPa einnehmen. Die Zugspannungen auf der rechten Seite

nehmen vor der Elektrodenspitze schnell ab und erreichen am �au�eren rechten Ende einen

weitgehend konstanten Verlauf (T22 � 68MPa).

Nach der Entlastung (t = t2) reduzieren sich die Werte um mehr als die H�alfte. Im Bereich

der unteren Elektrode (homogen gepolter Bereich) verbleibt eine Druckeigenspannung

T22 von �35MPa, die in Richtung der Elektrodenspitze rapide abf�allt. F�ur s > 0 stellt

sich eine zu Beginn stark abfallende Zugeigenspannung ein, die jedoch einen Wert von

� 22MPa nicht unterschreitet.

Eine quantitative Aussage �uber die genauen Werte der Spannungen in einem Bereich

um das Ende der unteren Elektrode kann aufgrund der zu groben Vernetzung in dieser

Region nicht angegeben werden. Jedoch ist ein qualitativer Verlauf erkennbar, aus dem

eine kritische Zone um die Elektrodenspitze bestimmt und f�ur sp�atere genauere Analysen

feiner Vernetzung werden kann.



7 Zusammenfassung

Mit wachsenden Anspr�uchen an die Zuverl�assigkeit von elektromechanischen Komponen-

ten wird eine m�oglichst realit�atsnahe Modellierung des komplexen Materialverhaltens an-

gestrebt. Im Rahmen dieser Arbeit wurde ein dreidimensionales Materialmodell formuliert

und in ein Finite-Elemente-Programm implementiert. Damit kann das ph�anomenologisch

beobachtbare nichtlineare Materialverhalten ferroelektrischer Materialien in Simulationen

ber�ucksichtigt werden.

F�ur einen ersten Einblick in die zugrundeliegenden mikroskopischen Vorg�ange wurden die

Umklappprozesse am Beispiel der tetragonalen Einheitszelle von Barium-Titanat unter

rein elektrischer und rein mechanischer Belastung diskutiert. Die �Ubertragung auf das

makroskopisch nichtlineare Materialverhalten wurde anhand von �Uberlegungen bez�uglich

des mikroskopischen Umklappverhaltens eines Konglomerats von Dom�anen durchgef�uhrt.

Auf diese Weise konnte das nichtlineare elektrische Verhalten der experimentell beobacht-

baren dielektrischen Hysterese und der Schmetterlingshysterese unter Belastung eines

elektrischen Feldes erl�autert werden. Anhand des nichtlinear mechanischen Materialver-

haltens unter mechanischen Druck- und Zugspannungen wurde der ferroelastische E�ekt

und der E�ekt der mechanischen Depolarisation untersucht und diskutiert.

Im elektrischen sowie im mechanischen Materialverhalten konnten drei charakteristische

Bereiche identi�ziert werden: Ein anf�anglich linear reversibler Bereich, dann ein irrever-

sibler Bereich, der durch Umklappprozesse der Dom�anen ausgel�ost wird und dann in den

dritten, ges�attigten Bereich �ubergeht. Damit war das prinzipielle makroskopische Materi-

alverhalten gegeben, das als Grundlage zur ph�anomenologischen Modellierung diente.

Die G�ultigkeit entsprechender Belastungsbedingungen erm�oglichte es, diese drei Berei-

che mathematisch getrennt voneinander zu beschreiben. F�ur die Entwicklung der beiden

remanenten Zustandsgr�o�en wurde in jedem dieser drei Bereiche je eine Normalenregel

angenommen und mittels der Auswertung der entsprechend g�ultigen Konsistenzbedingung

konnten je zwei Evolutionsgleichungen erhalten werden.

Das Antwortverhalten des Materialmodells wurde anhand zyklischer elektrischer bzw. me-

chanischer Belastungen veri�ziert. Ebenso konnte auch die qualitative �Ubereinstimmung

mit experimentell gewonnenen Verl�aufen gezeigt werden.

Um eine Strukturanalyse f�ur inhomogene Probleme durchf�uhren zu k�onnen, wurde das

Modell auf eine dreidimensionale Form erweitert, ohne da� zus�atzliche Materialparameter

eingef�uhrt werden mu�ten. Dabei wurde gew�ahrleistet, da� das eindimensionale Modell

als Sonderfall enthalten ist. Die M�oglichkeit, spezielle mehrachsige Belastungsprozesse

simulieren zu k�onnen, erforderte die Erweiterung der Evolutionsgleichungen um den E�ekt

105
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der Rotation der remanenten Polarisation und der remanenten ferroelastischen Dehnung.

Die sich aus dieser tensoriellen Formulierung ergebenden dreidimensionalen Materialglei-

chungen wurden in das Finite-Elemente-Programm PSU implementiert. Am Beispiel eines

Stapelaktuators wurde eine Strukturanalyse des Polungsprozesses durchgef�uhrt. Hierbei

zeigte die rein elektrische Simulation einen signi�kanten Unterschied zwischen der An-

nahme eines rein linearen und eines nichtlinearen Materialmodells. Im Gegensatz zu li-

nearem Materialverhalten bleibt bei Ber�ucksichtigung der nichtlinearen Hysteresee�ekte

eine verteilte elektrische Restladung im Bereich der Elektrodenspitze zur�uck.

Aus der elektromechanischen Simulation konnten nach dem Polungsproze� im gepolten

Bereich des Aktuators Druckeigenspannungen festgestellt werden. Im Bereich um die Elek-

trodenspitze stellte sich eine signi�kante mehrachsige Belastung ein, die im Verlauf der

Polung des Aktuators zu einer Rotation des Polarisationszustandes f�uhrte. Vor der Elek-

trodenspitze liegen Zugeigenspannungen vor, unter deren Wirkung sich im realen Bauteil

Risse bilden und zu einem Versagen des Aktuators f�uhren k�onnen. Daher werden Sta-

pelaktuatoren in der praktischen Anwendung unter einer �uberlagerten Druckspannung

betrieben. Diese l�osen jedoch im gepolten Bereich, mechanisch depolarisierende Prozesse

aus und beeintr�achtigen damit die prinzipielle Funktionsf�ahigkeit des Aktuators.

Mit der vorliegenden Arbeit konnte gezeigt werden, da� die Ein�usse von nichtlinearen

Materialeigenschaften mit Hysteresee�ekten und verbleibender remanenter Polarisation

Psat sowie remanenter Dehnung "sat auf die elektrische Polarisation und die mechanische

Spannung von entscheidender Bedeutung sind. Nur bei deren Ber�ucksichtigung ist eine

realistische strukturmechanische Analyse und somit eine zuverl�assige Aussage �uber den

inneren Materialzustand m�oglich.
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A Zusammengefa�te Darstellung des eindi-

mensionalen Materialmodells

Additive Zerlegung von Dehnung und Polarisation:

" = "r + " i (A.1)

P = P r + P i (A.2)

Linear piezoelektrische Grundgleichung:

"r =
1

Y
� + dl E (A.3)

P r = dl � + � E (A.4)

Piezoelektrischer Modul:

dl = d
P i

Psat

(A.5)

Additive Zerlegung der remanenten Dehnung:

" i = " iP + " iF (A.6)

Remanente Dehnung induziert durch remanente Polarisation:

" iP = "sat
jP ij
Psat

(A.7)

Ferroelektrische Flie�funktionen:

f P(E; P i) = jE � cP P ij � Ec (A.8)

hP(�; E; P i) = jP ij � bPsat(�; E; P
i) (A.9)

Ferroelastische Flie�funktionen:

f F(�; E; " iF; P i) = j� � cF " iFj � b�c(E; P i) (A.10)

hF(" iF; P i) = j" iFj � "sat

 
1� jP ij

Psat

!
(A.11)
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Mechanische Depolarisation:

bPsat(�; E; P
i) = Psat e

� 1
m
h�� � b�c(E; P i)i

(A.12)bPsat(�; E; P
i) = (Psat � P�)

�
1� 1

m
h�� � b�c(E; P i)i

�
+ P� (A.13)

Abh�angigkeit der Koerzitivspannung vom elektrischen Feld:

b�c(E; P i) =

*
�c + n

E

Ec

P i

jP ij

+
(A.14)

Flie�regel der ferroelektrischen inneren Variable:

_P i =

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

0 : Fall 1

�P
f

 
@f P

@E

!
: Fall 2

�P
h

 
@hP

@P i

!
: Fall 3

(A.15)

Evolutionsgleichung der remanenten Polarisation:

_P i = F P H P 1

cP
_E

+
�
1 � H P

�  
P i

jP ij �
@ bPsat

@P i

!
�1  

@ bPsat

@�
_� +

@ bPsat

@E
_E

!
(A.16)

Logische ferroelektrische Vorfaktoren:

F P H P = bf Peb
�

f Pe
�
b�

�

hPe � bhPe
�
b�f Pe =

8<: 1 : Fall 2

0 : sonst
(A.17)

�
1 � H P

�
=

 
1�

�
b�

�

hPe � bhPe
�
b�f Pe

!
=

8<: 1 : Fall 3 _ f P>0

0 : sonst
(A.18)

mit

�

f P =
d

dt
f P
���� _P i = 0

(A.19)

�

hP =
d

dt
hP
���� _P i = F P _E=cP

(A.20)
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Flie�regel der ferroelastischen inneren Variable:

_" iF =

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

0 : Fall 1

�F
f

 
@f F

@�

!
: Fall 2

�F
h

 
@hF

@" iF

!
: Fall 3

(A.21)

Evolutionsgleichung der remanenten ferroelastischen Dehnung:

_" iF = F F H F 1

cF

 
_� � � � cF " iF

j� � cF " iFj

 
@b�c
@E

_E +
@b�c
@P i

_P i

!!

�
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1 � H F

� "sat

Psat

P i
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" iF

j" iFj
_P i (A.22)

Logische ferroelastische Vorfaktoren:

F F H F = bf Feb
�

f Fe
�
b�

�

hFe � bhFe
�
b�f Fe =

8<: 1 : Fall 2

0 : sonst
(A.23)
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1 � H F

�
=

 
1 �

�
b�
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hFe � bhFe
�
b�f Fe

!
=

8<: 1 : Fall 3 _ f F>0

0 : sonst
(A.24)

mit

�

f F =
d

dt
f F
���� _" iF = 0

(A.25)

�

hF =
d

dt
hF
���� _" iF = F F _�=cF

(A.26)



B Zusammengefa�te Darstellung des dreidi-

mensionalen Materialmodells

Feldgleichungen:

divT = ~0 Impulsbilanz (B.1)

div ~D = 0 Gau�0sches Gesetz (B.2)

mit

S =
1

2

�
grad~u + (grad~u)T

�
(B.3)

~D = "0 ~E + ~P (B.4)

~E = � grad' (B.5)

Additive Zerlegung der Dehnung und Polarisation:

S = S
r + S

i (B.6)

~P = ~P r + ~P i (B.7)

Linear piezoelektrische Grundgleichung:

S
r = C

�1 : T + dl
T� ~E (B.8)

~P r = dl : T + � � ~E (B.9)

Dielektrizit�atstensor:

� = � � 1 (B.10)

Elastizit�atstensor:

C =
Y

(1 + �)

 
I +

�

(1� 2�)
1
 1

!
(B.11)

Piezoelektrizit�atstensor:

dl = dk
jj~P ijj
Psat

~ePi 
~ePi 
~ePi +

d?
jj~P ijj
Psat

~ePi 
 (1�~ePi 
~ePi) +

d?
jj~P ijj
Psat

�
(1
~ePi) + (1
~ePi)

T23 � 2~ePi 
~ePi 
~ePi
�

(B.12)
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Transponierter Piezoelektrizit�atstensor:

dl
T = dk

jj~P ijj
Psat

~ePi 
~ePi 
~ePi +

d?
jj~P ijj
Psat

(1�~ePi 
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d?
jj~P ijj
Psat

�
(1
~ePi)

T23 + (~ePi 
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�

(B.13)

Additive Zerlegung der remanenten Dehnung:

S
i = S

iP + S
iF (B.14)

Remanente Dehnung induziert durch remanente Polarisation:

S
iP =

3

2
"sat

jj~P ijj
Psat

�
~ePi 
~ePi � 1

3
1

�
(B.15)

Ferroelektrische Flie�funktionen:

f P(~E; ~P i) =
������~E� cP ~P i

������ � Ec (B.16)

hP(T ; ~E; ~P i) =
������~P i

������ � bPsat(T ; ~E; ~P
i) (B.17)

Ferroelastische Flie�funktionen:

f F(T ; ~E;S iF; ~P i) =

r
3
2
3
2

������(T � cF S iF)
D
������ � bTc(~E; ~P i) (B.18)
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������S iP
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Mechanische Depolarisation:

bPsat(T ; ~E; ~P
i) = Psat e

� 1
m
h� 3

2
~ePi � TD �~ePi � bTc(~E; ~P i)i
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i) = (Psat � P�)�

1� 1
m
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Abh�angigkeit der Koerzitivspannung vom elektrischen Feld:

bTc(~E; ~P i) =

*
�c + n

~E

Ec

� ~ePi
+

(B.22)
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Flie�regel der ferroelektrischen inneren Variablen:
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�P
h

 
@hP

@~P i

!
: Fall 3

(B.23)

Evolutionsgleichung der remanenten Polarisation:

_~P i =
�
F P H P 1 + K P

P
P
�
�
�
~NP
 ~NP

�
�

_~E

cP

+
�
1�H P

� �����
�����~ePi � @ bPsat

@~P i

�����
�����
�2 

@ bPsat

@ T
: _T +

@ bPsat

@~E
� _~E
! 

~ePi �
@ bPsat

@ ~P i

!
(B.24)

mit

~NP =
~E� cP ~P i

jj~E� cP ~P ijj (B.25)

Logische ferroelektrische Vorfaktoren:

F P H P = bf Peb
�

f Pe
�
b�

�

hPe � bhPe
�
b�f Pe =

8<: 1 : Fall 2

0 : sonst
(B.26)

�
1 � H P

�
=

 
1 �

�
b�

�

hPe � bhPe
�
b�f Pe

!
=

8<: 1 : Fall 3 _ f P>0

0 : sonst
(B.27)

K P =

�
� b�f Pe � b�

�

f Pe
�

=

8<: 1 : f P > 0 ^
�

f P> 0

0 : sonst
(B.28)

mit

�

f P =
d

dt
f P
���� _~P i= ~0

(B.29)

�

hP =
d

dt
hP
���� _~P i= F P�P

f
(@f P=@ ~E)

(B.30)

Ferroelektrischer Projektionstensor:

P
P = 1 � @hP=@ ~P i

jj@hP=@ ~P i jj 

@hP=@ ~P i

jj@hP=@ ~P i jj (B.31)
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Flie�regel der ferroelastischen inneren Variablen:

_
S

iF =

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

0 : Fall 1

�F
f

 
@f F

@ T

!
: Fall 2

�F
h

 
@hF

@S iF

!
: Fall 3

(B.32)

Evolutionsgleichung der remanenten ferroelastischen Dehnung:

_
S

iF =
�
F F H F

I + K F
P

F
�

:

1

cF

(�
N

F 
N
F
�

: _
T

D �
r

3
2
3
2
N

F

 
@ bTc
@~E

� _~E +
@ bTc
@~P i

� _~P i

!)

�
�
1 � H F

�  
S

iP

jjS iPjj 

S

iF

jjS iFjj

!
: _
S

iP

(B.33)

mit

N
F =

(T � cF S iF)
D

jj(T � cF S iF)
Djj

(B.34)

Logische ferroelastische Vorfaktoren:

F F H F = bf Feb
�

f Fe
�
b�

�

hFe � bhFe
�
b�f Fe =

8<: 1 : Fall 2

0 : sonst
(B.35)

�
1 � H F

�
=

 
1 �

�
b�

�

hFe � bhFe
�
b�f Fe

!
=

8<: 1 : Fall 3 _ f F>0

0 : sonst
(B.36)

K F =

�
� b�f Fe � b�

�

f Fe
�

=

8<: 1 : f F > 0 ^
�

f F> 0

0 : sonst
(B.37)

mit

�

f F =
d

dt
f F
���� _
S

iF = 0
(B.38)

�

hF =
d

dt
hF
���� _
S

iF = F F�F
f
(@f F=@T )

(B.39)

Ferroelastischer Projektionstensor:

P
F = I � @hF=@S iF

jj@hF=@S iF jj 

@hF=@S iF

jj@hF=@S iF jj (B.40)
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