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Kurzfassung

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Entwicklung eines phdnomenologischen Materi-
almodells fiir ferroelektrische Materialien, welches in ein Finite-Elemente-Programm im-
plementiert werden kann.

Im ersten Teil dieser Arbeit wurde die eindimensionale Formulierung eines solchen Modells
motiviert und verifiziert. Hierzu wurden, neben Spannung, Dehnung, elektrischem Feld
und Polarisation, die remanente Polarisation sowie die remanente Dehnung als innnere
Variablen eingefiihrt. Diese inneren Variablen werden durch gew6hnliche Differentialglei-
chungen beschrieben, wobei keine Geschwindigkeitseffekte beriicksichtigt wurden.

Die Modellantwort auf einachsige elektromechanische Belastungsgeschichten wurde mit
bekannten experimentellen Ergebnissen verglichen. Mittels einer bilinearen Approxima-
tion konnen die folgenden charakteristischen Ph&nomene der makroskopischen Ferroelek-
trizitdt dargestellt werden: dielektrische Hysterese, Schmetterlingshysterese, ferroelasti-
sche Hysterese, mechanische Depolarisation und feldabhéngige Koerzitivspannung.

Im zweiten Teil der Arbeit wurde die Verallgemeinerung auf eine dreidimensionale ten-
sorielle Formulierung vorgenommen. Damit konnte das Materialmodell in das Finite-
Elemente-Programm PSU implementiert werden. Die Finite-Elemente-Analyse erfolgt
hierbei in zwei Berechnungsschritten. Zuerst wird aufgrund der elektrischen Belastung
das rein dielektrische Randwertproblem fiir das elektrische Potential gelost. Im zweiten
Schritt wird diese elektrische Potentialverteilung vorgegeben, so daf} sich aus der elektro-
mechanisch gekoppelten Spannungsanalyse das mechanische Spannungsfeld ergibt. Damit
wurde der Polungsprozef} eines Stapelaktuators simuliert. Hierbei stellt sich nach der Po-
lung im Bereich der Elektrodenspitze ein nichtverschwindendes elektrisches Potential ein,
das sich aus der bleibenden remanenten Polarisation ergibt. Im elektrisch passiven Bereich
des Aktuators, in dem die sogenannten Polungsrisse auftreten, konnte nach der Polung
senkrecht zu den Elektroden ein Zugeigenspannungszustand beobachtet werden. Mit dem
entwickelten Finite-Elemente-Werkzeug kann der Einflul von Geometrie und Materialpa-
rametern auf die Spannungen in den kritischen Bereichen von piezokeramischen Bauteilen

beriicksichtigt werden.



Abstract

Phenomenological Modeling and Finite Element Analysis of the
Nonlinear Electromechanical Coupling in Ferroelectrics

The objective is the construction of a phenomenological model for ferroelectric materials,
to be implemented in a finite element code.

In the first part of this work, the one dimensional formulation of such a model is motivated
and verified. This is done by introducing remanent polarization as well as remanent strain
as internal variables besides stress, strain, electric field and polarization. The internal
variables are governed by ordinary differential equations. Rate effects are not included.
The model response to uniaxial electromechanical loading histories will be discussed with
reference to known experimental results. By means of a bilinear approximation the follo-
wing characteristic phenomena of macroscopic ferroelectricity are represented: dielectric
hysteresis, butterfly hysteresis, ferroelastic hysteresis, mechanical depolarization and field
dependent coercitive stress.

The second part deals with the generalization to a three dimensional tensorial formulation,
which has been implemented in the finite element code PSU. The finite element analysis
is carried out in a two step scheme. First, the purely dielectric boundary value problem is
solved for the history of the electric potential. Second, prescribing this electric potential
the coupled electromechanical stress analysis yields the mechanical stress field. Hence the
poling process of a multilayer actuator is simulated. A non-vanishing distribution of the
electric potential remains after poling in the neighbourhood of the electrode tip caused by
the remanent polarization. Concerning the residual stresses present after poling, a tensile
stress field perpendicular to the direction of the electrodes can be found in the electric
passive region of the actuator where so-called poling cracks are known to occur. It is
concluded that the finite element tool is suitable for studying the influence of geometry

and material parameters on the stresses in critical regions of piezoceramic devices.
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Notation und Operatoren

Tensoren erster Stufe (Vektoren) werden mit aufrechten Buchstaben und mit einem Pfeil
2.B. & A, deren Komponenten geneigt und ohne Pfeil z.B. a;, A; gekennzeichnet. Mit ge-
neigten Fettbuchstaben z.B. a, A werden dagegen Tensoren zweiter Stufe und ihre Kom-
ponenten mit a,j, A;; bezeichnet. Zusdtzlich werden die Tensoren dritter Stufe mit einem
senkrechten Strich z.B. dl und die Tensoren vierter Stufe durch kalligrafische Buchstaben
z.B. A, B dargestellt.

Alle Komponentendarstellungen tensorieller Groflen beziehen sich auf ein kartesisches
Koordinatensystem mit den Basisvektoren &;(i = 1,2,3) und fiir induzierte Grofien gilt
die Einsteinsche Summationskonvention. Die verwendeten Rechenreglen kénnen, sofern sie
hier nicht angegeben sind, den Lehrbiichern DE BOER [1] und KLINGBEIL [2] entnommen

werden.

Notation

Lateinische Buchstaben

0 Nullvektor

0 Nulltensor zweiter Stufe

1 Einheitstensor zweiter Stufe (1 = J;; € ® €))

T Einheitstensor vierter Stufe (Z = 6;;0;, € ® €, ® €; ® &)
cF Nichtnegative Materialkonstante in der Funktion f¥

c Nichtnegative Materialkonstante in der Funktion f¥

C Elastizitdtstensor vierter Stufe

d Piezoelektrische Proportionalitdtskonstante

d, Piezomodul parallel zur Polungsrichtung

d, Piezomodul senkrecht zur Polungsrichtung

d_ Schub-Piezomodul

d Piezoelektrischer Modul

dl Piezoelektrizititstensor dritter Stufe

D Dielektrische Verschiebung

Epi Normierter Einheitsvektor der remanenten Polarisation
E Elektrisches Feld

il
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PrP

Koerzitivfeldstirke

Ferroelastische fY-Funktion

Ferroelektrische fF-Funktion

Ferroelastische h¥-Funktion

Ferroelektrische hF-Funktion

Positive Materialkonstante in ]35,1,5

Positive Materialkonstante in &,

Normierter Tensor der fY-Funktion zweiter Stufe
Normierter Vektor der fF-Funktion

elektrisches Dipolmoment,

Polarisation

Remanente (irreversible) Polarisation

Reversible Polarisation

Reversible ferroelektrische Polarisation
Ferroelastischer Projektionstensor vierter Stufe
Ferroelektrischer Projektionstensor zweiter Stufe
Sattigungspolarisation

Remanente Restpolarisation

Funktion der Sattigungspolarisation
Dehnungstensor zweiter Stufe

Remanenter Anteil des Dehnungstensors S
Remanenter ferroelastischer Dehnungstensor
Remanenter Dehnungstensors induziert durch remanente Polarisation
Reversibler Anteil des Dehnungstensors S
Reversibler ferroelektrischer Dehnungstensor
Spannungstensor zweiter Stufe

Tensorielle Darstellung der Funktion der Koerzitivspannung
Zeit

Integrationsintervall

Verschiebungsvektor

Elastizitatsmodul

Griechische Buchstaben

Kronecker—Symbol

Dehnung

Remanenter Anteil der Dehnung ¢
Remanente ferroelastische Dehnung

Remanente Dehnung induziert durch remanente Polarisation



£ Reversibler Anteil der Dehnung ¢

e Reversible ferroelektrische Dehnung

€sat Sattigungsdehnung

€ Dielektrische Konstante

€ Dielektrizitétstensor zweiter Stufe

€0 Dielektrische Feldkonstante

AY Proportionalititsfaktor der f¥-Funktion

AP Proportionalitéitsfaktor der h¥-Funktion

AY Proportionalititsfaktor der f¥-Funktion

AF Proportionalitétsfaktor der h"-Funktion

AJE’ Proportionalititsfaktor der tensoriellen f¥-Funktion
AP Proportionalitéitsfaktor der tensoriellen h¥-Funktion
A Proportionalititsfaktor der tensoriellen fF-Funktion
A Proportionalititsfaktor der tensoriellen 4"-Funktion
v Querkontraktionszahl

0 Elektrische Ladungsdichte

o Spannung

o Koerzitivspannung

Oc Funktion der Koerzitivspannung

Elektrisches Potential

Funktion des elektrischen Potentials iiber der Zeit

©



V1

Operatoren

div A

grad ¢

SpA = Ay

AP = A— $(SpA)1
AT

dl™>

i-b= a; b;

A: B = A B

A : B = A B € ®§

5®B:azbj§l®é}
A®B:AijBkl§i®§j®€k®€l

8| =vid-ad

lAll=vA: A

94 _ 94 s 95,08 08
OB ~ 0B, '~ <R

()
N

Divergenz des Tensors A
Gradient der skalaren Grofle ¢
Spur des Tensors zweiter Stufe A

Deviator des Tensors zweiter Stufe A

Transponierte von A

Transponieren eines Tensors dritter Stufe dl durch
Vertauschung des zweiten mit dem dritten Index
Skalarprodukt zweier Vektoren

Skalarprodukt zweier Tensoren zweiter Stufe
Anwendung des Tensors vierter Stufe A auf den Tensor
zweiter Stufe B

Dyadisches Produkt zweier Vektoren

Dyadisches Produkt zweier Tensoren zweiter Stufe
Norm des Vektors &

Norm des Tensors zweiter Stufe A
Partielle Ableitung von A nach B

Totale Ableitung von A nach der Zeit ¢
MAacCAULEY-Klammer (Féppel-Symbol)

Indikatorfunktion



1 Einleitung

Als Ferroelektrika werden Materialien bezeichnet, die in einem gewissen Temperaturbe-
reich eine polare Struktur und eine spontane Polarisation aufweisen. Sie zeichnen sich
hierbei durch eine umorientierbare Polarisationsrichtung aus, wobei der Zusammenhang
zwischen Polarisation und elektrischem Feld einer Hysteresekurve folgt. Die besonderen
Eigenschaften dieser Stoffklasse stehen in Verbindung mit der spontanen Polarisation.
Erstmals wurden diese Phdnomene von PIERRE DE LA SEIGNETTE fiir das nach ihm be-
nannten Seignettesalz beobachtet und bereits am Ende des vergangenen Jahrhunderts u.a.
durch die Gebriider PIERRE und JAQUES CURIE beschrieben. Sie fanden lineare Zusam-
menhénge zwischen den elektrischen und mechanischen Eigenschaften dieser Materialien.
In den zwanziger Jahren wurde fast gleichzeitig und unabhingig voneinander in der ehe-
maligen Sowjetunion, in den USA und in Japan die Ferroelektrizitit von Bariumtitanat
entdeckt. Als Folge dieser Forschungsarbeiten konnten erste technische Anwendungen rea-
lisiert werden. Zum Beispiel wurden durch Sintern Kondensatoren mit kleinen Abmessun-
gen und Piezoelemente fiir die Elektroakustik hergestellt.

Mitte der fiinfziger Jahre wurden die ferroelektrischen Eigenschaften und ein starker piezo-
elektrischer Effekt in gepolten Blei-Zirkonat-Titanat-Keramiken, den sogenannten PZT’s,
durch JAFFE et al. [3] untersucht. Dies hatte weitreichende Fortschritte in der Entwicklung
von technischen Komponenten und eine Ausdehnung ihrer Anwendungen zur Folge.

In heutiger Zeit findet die Entwicklung vor allem auf dem Gebiet der Mikrostrukturen
statt. Mit der zunehmenden Miniaturisierung von elektromechanischen Bauteilen wer-
den immer hohere Anforderungen an die eingesetzten Materialien gestellt, so daf} die
Annahme linearer Zusammenhinge fiir das elektromechanische Materialverhalten nicht
mehr ausreicht. Aufgrund der hier herrschenden hohen elektrischen Felder im Material
wird lokal der Bereich der Linearitét verlassen. Die Zuverldssigkeit von Aktuatoren und
Sensoren kann daher mit den zur Verfiigung stehenden linearen Berechnungswerkzeugen

nicht beurteilt werden.

Bereits Ende der sechziger Jahre formulierten ALLIK und HUGHES [4] ein dreidimensiona-
les Finite-Elemente-Modell zur Beschreibung des makroskopischen elektromechanischen
Materialverhaltens. Damit konnte der linear piezoelektrische Effekt simuliert werden. Erst-
mals wurde von CHEN et al. z.B. [5, 6, 7, 8] ein phdnomenologisches Materialmodell fiir
makroskopische Eigenschaften von Ferroelektrika aufgestellt. Dabei handelt es sich im
wesentlichen um einachsige Beziehungen, die sich auf die Belastung mit einem elektri-
schen Feld beschrinken. BASSIOUNY und MAUGIN [9, 10] motivierten spéter ein ther-
modynamisch konsistentes Materialmodell mit 'plastischer’ Deformation und remanenter

Polarisation als innere Variablen. Allerdings eignet sich die Form des Modells nicht zur Im-



plementierung in ein Berechnungswerkzeug. Einen alternativen Weg beschritten HWANG,
Ly~ncH und MCMEEKING [11, 12, 13, 14, 15], die das makroskopische Materialverhalten
der Ferroelektrizitdt mittels mikroskopischer Umklappprozesse betrachteten. Dabei wurde
das nichtlineare makroskopische Verhalten mit Hilfe energetisch begriindeter Bedingun-
gen fiir das Doménenumklappen simuliert. Jedoch ist dieses Vorgehen zur Simulation
einer groflen komplexen Struktur, z.B. eines Aktuators, ungeeignet. Der Ansatz von Huo
und JIANG [16, 17] beruht auf einer mischungstheoretischen Beschreibung der Doménen-
prozesse, welcher jedoch eine zu grofle Anzahl von mikroskopischen Materialparametern

erfordert.

In dieser Arbeit soll ein phdnomenologisches Materialmodell vorgestellt werden, das die
nichtlinearen elektrischen und mechanischen Eigenschaften von Ferroelektrika beschreibt.
Insbesondere soll die ferroelektrische sowie ferroelastische Hysterese und die elektromecha-
nischen Kopplungsphédnomene der mechanischen Depolarisation sowie der feldabhéngigen
Koerzitivspannung beriicksichtigt werden. Das zu entwickelnde Materialmodell soll in ein
Finite-Elemente-Programm implementiert werden. Dabei muf§ die numerische Berechnung
in effektiver Form realisiert werden, um beliebig komplexe makroskopische Strukturen in
akzeptabler Rechenzeit simulieren zu kénnen.

Damit soll der Einflul der Nichtlinearitdten, d.h. insbesondere der remanenten Polari-
sation und der remanenten Dehnung, durch strukturmechanische Analysen untersucht
werden. Von besonderem Interesse sind hierbei die Spannungen in den kritischen Mate-
rialbereichen. Auf der Basis dieser Ergebnisse kann das Verstédndnis beziiglich der Versa-

gensursachen unter kombinierten elektromechanischen Belastungen erweitert werden.



2 Grundlagen

In diesem Kapitel werden fachliche Begriffe sowie prinzipielle Mechanismen erldutert, auf
die im Rahmen dieser Arbeit zuriickgegriffen wird. Hierbei werden nur jene Grundlagen
dargestellt, die fiir das physikalische Verstdndnis sowie fiir die Motivation der Material-

modellierung erforderlich sind.

2.1 Begriffserlduterungen

Zwischen positiv und negativ geladenen Teilchen findet eine Wechselwirkung statt, die im
Zustand der Ruhe als Coulomb-Kraft bezeichnet wird. In dem Gebiet, in dem sie auftritt,
ist dann ein elektrisches Feld vorhanden. Die elektrische Feldstirke E, oder auch kurz
elektrisches Feld, ist hierbei definiert als:

. F
E = . 2.1
QProbe ( )

Gleichung (2.1) ist zu verstehen als die Coulomb-Kraft F, die eine Ladung auf eine

moglichst kleine Probeladung @ p,op. ausiibt. Elektrische Feldlinien stellen hierbei die

tangentiale Kurve an die rdumliche Verteilung des elektrischen Feldvektors E dar.

Befinden sich zwei Ladungen gleichen Betrages () aber unterschiedlichem Vorzeichen in

einem Abstand |1|, so wird
P = Q1 , (2.2)

als elektrisches Dipolmoment bezeichnet. Beim Ubergang dieser diskreten Betrachtung auf

das Kontinuum ergibt sich das elektrische Dipolmoment
B o= / Bav (2.3)
v

als das Integral iiber die Dichte des elektrischen Dipolmomentes P im Volumen V. P wird
hierbei auch als dielektrische Polarisation bezeichnet. Eine ausfiihrliche und detaillierte
Darstellung kann Physiklehrbiichern z.B. von GERTHSEN et al. [18], GREINER [19] oder
HOFFMANN [20] entnommen werden.

Ein Dielektrikum ist ein Isolator oder Nichtleiter, der keine freien Ladungstriger besitzt
und somit keinen Stromflufl hindurch 148t. Er enthilt polare Bausteine, so dafl eine dielek-
trische Polarisation beobachtet werden kann. Solche dielektrischen Eigenschaften treten
in kristallinen Materialien auf. Sie sind periodisch aus Einheitszellen aufgebaut, die wie-

derum aus positiven und negativen lonen zusammengesetzt sind. Die Summe der positiven

3



und negativen Ladungen in der Einheitszelle werden jeweils durch einen positiven und ne-
gativen Ladungsschwerpunkt reprisentiert. Liegt ohne eine duflere Einwirkung der positive
und der negative Ladungsschwerpunkt nicht aufeinander, d.h. es existiert zwischen ihnen
ein definierter Abstand, so besitzt die Einheitszelle eine spontane Polarisation Pspontan-
Da die Einheitszelle eine rdumlich dreidimensionale Struktur besitzt, wird die spontane
Polarisation durch einen Vektor entlang der polaren Achse vom negativen zum positiven
Ladungsschwerpunkt im Inneren der Einheitszelle beschrieben. Hierbei ist zu beachten,
daf} unter dem Begriff Richtung des Polarisationsvektors nur dessen polare Achse und un-
ter dem Ausdruck Orientierung des Polarisationsvektors zusétzlich sein positives Pfeilende

zu verstehen ist.

Ferroelektrische Materialien stellen Polykristalle dar, die aus Kérnern mit unterschiedli-
cher Gitterorientierung aufgebaut sind. Ein Korn wiederum besteht aus vielen unterschied-
lich ausgerichteten Domdnen, die jeweils einen Zusammenschlufl mehrerer Einheitszellen
darstellen. Innerhalb einer Doméne sind die Dipole der Einheitszellen homogen und ein-
heitlich orientiert, so dal ihr ein spontaner Polarisationsvektor zugeordnet werden kann.

Somit besitzt eine einzelne Doméne auch ein anisotropes Materialverhalten.

Eine aus Doméinen aufgebaute makroskopische Struktur kann jedoch Isotropie aufwei-
sen, wenn die Orientierungen der Doménen gleichméflig verteilt sind, so dafl sich die
anisotropen Eigenschaften durch die Mittelung aufheben. Wird der Polykristall durch
ein elektrisches Feld oder eine mechanische Spannung hinreichend stark belastet, wird
die Orientierung jeder einzelnen Doméne beeinflufit und klappt unter der Belastung um
(sieche Abschnitt 2.3). Diese Umklappvorgénge werden als Domdnenprozesse bezeichnet
und fithren zu dem makroskopisch beobachtbaren nichtlinearen Materialverhalten. In Ab-
schnitt 2.4 werden die Phidnomene des makroskopisch nichtlinearen Materialverhaltens
mit entsprechenden Orientierungen der Doménen aufgrund einer elektrischen bzw. me-

chanischen Belastung ausfiihrlich erlautert.

Perowskitstruktur

In dieser Arbeit werden ferroelektrische Materialien betrachtet, die in Form einer Perow-
skitstruktur mit der allgemeinen Zusammensetzung ABOj kristallisieren. Eine kubische
Perowskitstruktur und eine tetragonale Einheitszelle ist in Bild 2.1 dargestellt. Da die
grundlegenden Mechanismen sehr anschaulich an Barium-Titanat (BaTiO3) gezeigt wer-
den konnen, wird im weiteren das Materialverhalten reprasentativ an dieser Kristallstruk-
tur diskutiert.

BaTiOj; ist ein rein ionisch gebundener Mischkristall, wobei der A-Platz durch Ba?*-Ionen
auf den acht Ecken der kubischen Einheitszelle (Bild 2.1a) besetzt ist. Der B-Platz wird
von einem raumzentrierten Ti**-Ion eingenommen, welches von flichenzentrierten Sauer-

stoffionen 0%~ oktaedrisch umgeben ist.
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Bild 2.1: Einheitszelle von BaTiO3 oberhalb und unterhalb der Curietemperatur 7o ypie:
a) Oberhalb Ty : Paraelektrische Phase mit kubischer Perowskitstruktur ohne
spontane Polarisation.

b) Unterhalb Ty : Ferroelektrische Phase mit tetragonaler Struktur und spon-

taner Polarisation (Pfeil).

Oberhalb der Curietemperatur T ist die paraelektrische Phase stabil und es liegt eine
kubische, nicht polare Einheitszelle mit der Kantenlénge a vor. Da der positive und nega-
tive Ladungsschwerpunkt aufeinander liegen, besitzt diese Kristallstruktur keine spontane
Polarisation und zeigt daher keine Piezoelektrizitit (Abschnitt 2.2.1), sondern nur Elek-
trostriktion (Abschnitt 2.2.2). Im Gegensatz zu einem elektrischen Feld, mit dem eine
reversible Trennung der Ladungsschwerpunkte erreicht werden kann, ist eine rein mecha-

nische Belastung nicht in der Lage, eine Polarisation zu erzeugen.

Die kubische Perowskitstruktur ohne polare Achse wandelt sich beim Unterschreiten der
Curietemperatur spontan in die ferroelektrische Phase mit tetragonaler Struktur um, wo-
bei sich das Ti**-Ton in Richtung eines der flichenzentrierten Sauerstoffionen verschiebt.
Hierbei sind sechs verschiedene, gleichwahrscheinliche Richtungen fiir das Ion mdoglich.
Der positive und der negative Ladungsschwerpunkt der Einheitszelle liegen nun nicht
mehr aufeinander, so dafl bei diesem Phaseniibergang eine spontane Polarisation in der
Einheitszelle auftritt. Es ist eine polare Kristallstruktur ohne Symmetriezentrum entstan-
den, die sowohl einen piezoelektrischen als auch eine elektrostriktiven Effekt zeigt. Die
spontane Polarisation ist temperaturabhingig und ohne eine elektrische oder mechani-
sche Belastung bleibend bzw. remanent vorhanden. Mit dem Auftreten einer spontanen

Polarisation wird gleichzeitig auch eine entsprechende spontane Dehnung

cC—a

~ 1% (2.4)

€ spontan a

der Einheitszelle in Polarisationsrichtung induziert. Da in einem Kristall eine grofie An-
zahl von Einheitszellen vorliegt und die spontanen Ausrichtungen der Polarisationsvekto-

ren beim Abkiihlen in alle sechs Raumrichtungen gleich wahrscheinlich sind, heben sich



ihre Wirkungen im Mittel gegenseitig auf. Makroskopisch betrachtet tritt keine spontane
bzw. bleibende Polarisation auf. Das Material ist nun 'thermisch depolarisiert’ und besitzt
nach dem Herstellungsprozefl durch Sintern einen makroskopisch ungepolten Ausgangs-
zustand. Aufgrund der vorliegenden ferroelektrischen Phase wird es als Ferroelektrikum

oder ferroelektrische Keramik bezeichnet.

2.2 Typische Eigenschaften von Ferroelektrika

Ferroelektrische Keramiken besitzen eine Vielzahl unterschiedlicher Eigenschaften, auf
deren Bedeutung hier im einzelnen nicht eingegangen wird. Es werden im folgenden nur
einige typische Effekte und deren Mechanismen erldutert, die im Zusammenhang mit der
phdnomenologischen Modellierung von Interesse sind und dem allgemeinen Verstindnis
dienen. Fiir eine ausfiihrliche Darstellung der Effekte siehe z.B. die Biicher von JAFFE et
al. [21], FELDTKELLER [22, 23] oder TicHY und GAUTSCHI [24] sowie beispielsweise die
Dissertationen von ENDRISS [25] und HAMMER [26].

2.2.1 Piezoelektrizitiat

Unter der Piezoelektrizitdt ist die lineare elektromechanische Wechselwirkung zwischen
mechanischen und elektrischen Zustandsgrofien in Kristallen zu verstehen. Mathematisch
wird der lineare Zusammenhang zwischen diesen Zustandsgréoflen mit dem piezoelektri-
schen Modul beschrieben.

Der piezoelektrische Effekt wird in Materialien beobachtet, deren Einheitszellen eine oder
mehrere polare Achsen, jedoch kein Symmetriezentrum aufweisen und beruht auf einer
Verschiebung der Ladungsschwerpunkte entlang der polaren Achse unter mechanischer
oder elektrischer Belastung (siehe Bild 2.1b).

Der Begrift direkter piezoelektrischer Effekt kennzeichnet jenes Kopplungsphinomen, bei
dem eine mechanische Spannung von einer zu ihr proportionalen Anderung der elek-
trischen Polarisation begleitet wird. Die Ursache hierfiir ist die mit der mechanischen
Spannung induzierten Deformation der Einheitszelle und damit eine Verschiebung der
Ladungsschwerpunkte, so dafl sich der Abstand der Ladungen zueinander und damit die
Polarisation dndert. Bei diesem Prozefl werden elektrische Ladungen auf den Oberflichen

des Korpers erzeugt, die zu hohen elektrischen Spannungen fiihren.

Der inverse oder reziproke piezoelektrische Effekt bedeutet das Auftreten einer Defor-
mation, die zum &ufleren angelegten elektrischen Feld proportional ist. Ist das elektrische
Feld in Richtung der Polarisation orientiert, werden die Ladungsschwerpunkte auseinander
gezogen und damit eine Verldngerung der Einheitszelle beobachtet. Ein gegen die Polari-
sation orientiertes elektrisches Feld schiebt die beiden Ladungsschwerpunkte aufeinander

zu und bewirkt somit eine Verkiirzung.



In Kristallen, die aus Einheitszellen mit einem Symmetriezentrum bestehen, z.B. die ku-
bische Struktur von BaTiOj3 in Bild 2.1a, tritt kein piezoelektrischer Effekt auf, da die
mechanische Belastung nicht in der Lage ist, die aufeinanderliegenden Ladungsschwer-
punkte zu trennen. Dies ist nicht zu verwechseln mit dem makroskopischen Verhalten
eines ferroelektrischen Materials mit einer tetragonalen Einheitszellenstruktur, welches
unter speziellen Voraussetzungen ebenso keinen piezoelektrischen Effekt zeigt. Ein solcher
Materialzustand liegt nach dem Herstellungsprozefl (thermisch depolarisiert) oder nach
einer vollstdndigen mechanischen Depolarisation vor (siehe Abschnitt 2.4.4; Bild 2.8). Es
handelt sich hier um den Sonderfall, da} sich durch die makroskopische Mittelung die
einzelnen piezoelektrischen Effekte der Einheitszellen gegenseitig auftheben. Daher fiihrt
nur die besondere Ausrichtung der Einheitszellen im Polykristall zu piezoelektrischem

Materialverhalten.

2.2.2 Elektrostriktion

Erfolgt aufgrund einer Belastung durch ein elektrisches Feld unabhédngig vom inversen pie-
zoelektrischen Effekt eine Deformation, so wird dies als elektrostriktiver Effekt bezeichnet.
Elektrostriktion tritt in allen Dielektrika unabhéngig von der Symmetrie der Einheitszelle
auf, ist jedoch aufgrund der sehr geringen induzierten Dehnung beziiglich der Piezoelek-
trizitdt vernachlassigbar. Oberhalb der Curietemperatur liegt keine Piezoelektrizitét vor,
so daf} hier nur elektrostriktives Verhalten beobachtet werden kann.

In der paraelektrischen Phase von Barium-Titanat (Bild 2.1a) liegen die Ladungsschwer-
punkte der Einheitszelle aufeinander. Die Belastung durch ein elektrisches Feld verschiebt
nun die Ladungsschwerpunkte, so daf eine Anderung der Polarisation sowie begleitend
eine Dehnung induziert wird. Die Polarisation verhilt sich hierbei in einem grofien Bereich
linear zum elektrischen Feld. Fiir die Dehnung stellt sich ein zum Quadrat des elektrischen
Feldes proportionaler Wert ein, der unabhingig vom Vorzeichen von FE ist. Fiir hohere
elektrische Felder gehen die Polarisation sowie die Dehnung in einen Séttigungszustand
iiber (HAO et al. [27]). Unter dem EinfluB einer rein mechanischen Belastung wird ein
linear elastisches Materialverhalten beobachtet, ohne dafl hierbei eine Ladungstrennung
induziert wird. Experimentelle Untersuchungen elektrostriktiver Eigenschaften wurden
von BROWN et al. [28] durchgefiihrt und konnte mit einem Materialmodell von Suo et
al. [29] sowie HOM und SHANKAR [30] mathematisch beschrieben werden.

2.2.3 Ferroelektrizitat

Der ferroelektrische Effekt tritt in Kristallen auf, bei denen die Richtung der spontanen Po-
larisation durch ein hinreichend starkes elektrisches Feld bleibend verdndert werden kann.
Hierbei orientieren sich die Doménen in Richtung der Wirkung des elektrischen Feldes

um, so daf sich bleibend ein verdnderter Materialzustand einstellt. Das Materialverhal-



ten zeigt hierbei Hystereseeffekte mit einer remanenten Polarisation sowie remanenten
Dehnung. In der dielektrischen Hysterese wird die Polarisation iiber dem wirkenden elek-
trischen Feld (Abschnitt 2.4.1; Bild 2.5) und in der Schmetterlingshysterese die zugehorige
Dehnung (Abschnitt 2.4.2; Bild 2.6) dargestellt.

2.2.4 Ferroelastizitiat

Neben der Ferroelektrizitét tritt auch haufig die Ferroelastizitdt auf, die das mechanische
Analogon dazu darstellt. Voraussetzung fiir das Auftreten dieses Effektes ist die Eigen-
schaft, dafl in einem Kristall ohne elektrisches Feld und ohne mechanische Spannung meh-
rere stabile Orientierungszustdnde der Doménen vorhanden sind. Eine hinreichend starke
mechanische Belastung ist dann in der Lage, die Orientierung der Doménen eines Zustan-
des bleibend zu dndern. Hierbei kommt es zu der Ausbildung einer Hysterese beziiglich
der mechanischen Belastung durch die Spannung und der induzierten Deformation (siehe
das Hystereseverhalten in Abschnitt 2.4.3; Bild 2.7).

2.3 Mikroskopische Ausrichtungsprozesse

Innerhalb einer Doméne sind die einzelnen spontanen Polarisationsvektoren der Einheits-
zellen einheitlich orientiert und die spontanen Polarisationen verschiedener Doménen wei-
sen in verschiedene Richtungen. Die Ursache der Doménenbildung ist in der Feldenergie
der Doménen selbst begriindet. Bei einer Aufspaltung von wenigen grofen in viele kleine
Doménen wird die rdumliche Ausdehnung des elektrischen Feldes der Doméanen und damit
ihre Feldenergie erniedrigt (T1CHY und GAUTSCHI [24] sowie SONIN und STRUKOW [31]).
Dies fiihrt zu einer sogenannten 'Kopf-zu-Fufl’ Anordnung der spontanen Polarisations-
vektoren der Domé&nen und damit am Beispiel von Barium-Titanat in der tetragonalen
Phase zur Bildung einer 90°- und 180°-Doménenstruktur. In SMOLENSKIJ und KRAJNIK
[32] sind schematische Darstellungen und grundlegende Vorstellungen iiber die Doménen-
struktur von Barium-Titanat zu finden und FATUZZO und MERZ [33] zeigen angeiitzte

Schliffbilder mit zugehoriger Doménenstruktur.

Das Verhalten einer Doméne wird durch das kollektive Verhalten aller darin befindlichen
Einheitszellen bestimmt und kann anhand des Studiums iiber das prinzipielle Verhalten
einer einzelnen Einheitszelle (hier am Beispiel von BaTiO3) am einfachsten verstanden
werden. Barium-Titanat besitzt in seiner ferroelektrischen Phase eine tetragonale Struk-
tur mit sechs polaren Richtungen (siehe z.B. JIANG [34] und HAO et al. [27]). Unter der
Wirkung einer hinreichenden elektrischen oder einer hinreichenden mechanischen Bela-

stung kann die polare Ausrichtung der Einheitszelle gedndert werden.



2.3.1 Elektrisch induzierter Umklappprozef

Erst ein hinreichend starkes elektrisches Feld ist in der Lage, einen Umklappprozef§ aus-
zulosen. Hierbei klappt die Einheitszelle immer in Richtung der Orientierung des elektri-
schen Feldes um, so daf} sich der spontane Polarisationsvektor in Feld- bzw. Wirkungsrich-
tung orientiert. In Bild 2.2a ist die Auswirkung eines parallel der Polarisationsrichtung

entgegen gerichteten elektrischen Feldes E' dargestellt.

a)
E

{1f° =

Bild 2.2: Umklappvorgang induziert durch ein elektrisches Feld.
a) Elektrisches Feld E parallel, aber der Polarisationsrichtung entgegengesetzt.
b) Elektrisches Feld E senkrecht zur Polarisationsrichtung.

Der Pfeil in der Einheitszelle symbolisiert die Ausrichtung der spontanen Polarisation der
tetragonalen Zelle vom negativen zum positiven Ladungsschwerpunkt. Bei einem entge-
gen der spontanen Polarisation ausgerichteten elektrischen Feld findet ein 180°-Umklapp-
prozeB statt (siche Bild 2.2a), bei dem in Feldrichtung eine irreversible Anderung der

Polarisation, jedoch keine Verzerrung der Einheitszelle stattfindet.

Bild 2.2b zeigt ein senkrecht zur spontanen Polarisation der Einheitszelle orientiertes elek-
trisches Feld. Ist E hinreichend stark, klappt die Polarisation um und orientiert sich hierbei
in Feldrichtung. Bei diesem 90°-Umklappvorgang tritt sowohl eine bleibende Anderung im
Polarisationszustand als auch eine entsprechende remanente Verzerrung der Einheitszelle

in Feldrichtung auf.

Polungsprozef3

Nach dem Herstellungsprozef liegt in einer ferroelektrischen Keramik makroskopisch eine



statistisch gleichverteilte Domé&nenstruktur vor. In diesem Zustand verhélt sich das Ma-
terial makroskopisch isotrop und besitzt erst nach einem PolungsprozefS, d.h. nach der
Umorientierung der Doménen in Feldrichtung, piezoelektrische Eigenschaften.

In Bild 2.3a ist schematisch ein nach dem Herstellungsprozef§ vorliegender Gefiigeauf-
bau dargestellt. Vor der Polung besteht er aus Koérnern mit unterschiedlich orientierten
Doménen, die spontan polarisiert sind. Eine 90°- und 180°-Doménenstruktur ist zu er-

kennen.
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Bild 2.3: Schematische Darstellung der Verinderungen der Doménenstruktur wihrend ei-
nes Polungsprozesses.
a) Ausgangszustand mit Kérnern und Dominen.
b) Elektrisches Feld E induziert eine makroskopische Dehnung sowie makrosko-
pische Polarisation.
c) Verbleibende remanente Dehnung e,,; und remanente Polarisation Py, nach

der Entlastung.

Durch ein hinreichend starkes elektrisches Feld klappen nahezu alle Doménen in Richtung
E um, so dal deren spontane Polarisationsvektoren moglichst parallel zum elektrischen
Feld verlaufen (Bild 2.3b). Hierbei finden 90°- sowie 180°-Umklappprozesse statt. Unter
der elektrischen Belastung bildet sich eine maximal mogliche, makroskopische remanente
Polarisation (Sattigungspolarisation Pys,) sowie eine makroskopische remanente Dehnung
(Sdattigungsdehnung €44;) aus. Im Fall einer vollstdndigen und idealen Orientierung aller
Doménen wiirde die Sdttigungspolarisation den Wert der spontanen Polarisation der ein-
zelnen Doménen erreichen und die Sdttigungsdehnung einen oberen Grenzwert annehmen.
Dies ist jedoch in einer realen Struktur nie erreichbar, so daf} stets fiir die Sattigungspo-

larisation

Psat S Pspontan (2 . 5)



und fiir die Séattigungsdehnung

Esat S 8spontan (26)

gilt.

Nach Entfernung des elektrischen Feldes behalten die Doménen in Bild 2.3c weitestgehend
die aufgeprigte Orientierung bei und eine irreversible Polarisation sowie eine irreversible
Dehnung bleibt zuriick. Als remanente Polarisation P' wird die verbleibende irreversi-
ble Polarisation und als remanente Dehnung €'F die zugehorige, verbleibende irreversible

Dehnung bezeichnet.

2.3.2 Mechanisch induzierter Umklappprozef3

Umklappprozesse konnen nicht nur elektrisch, sondern auch mechanisch ausgelést werden.
Das Umklappverhalten in Bild 2.4 zeigt am Beispiel von Barium-Titanat eine reprisen-
tative Einheitszelle, die mit einer hinreichenden mechanischen Druck- bzw. Zugspannung
belastet wird. Nur Druckspannungen parallel und nur Zugspannungen senkrecht zur Rich-
tung der spontanen Polarisation kénnen Umklappprozesse auslosen. Das dabei beobach-

tete nichtlineare Materialverhalten wird als Ferroelastizitit (Abschnitt 2.2.4) bezeichnet.
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Bild 2.4: Umklapppvorgang durch mechanische Belastung, bei dem nur 90°-Umklapppro-
zesse induziert werden konnen.
a) Druckspannung -o in Polarisationsrichtung.

b) Zugspannung +o senkrecht zur Polarisationsrichtung.



In Bild 2.4a ist eine Druckspannung -0 parallel zur Richtung der spontanen Polarisation
aufgebracht. Ist die mechanische Belastung hinreichend grof}, klappt die Einheitszelle und
damit die spontane Polarisation um 90° um. Hierbei nimmt sie eine von vier Positionen in
einer Ebene senkrecht zur Richtung der Druckspannung ein (rechte Seite des Bildes 2.4a).
Ist keine weitere mechanische und elektrische Belastung vorhanden, ist die Ausrichtung
der spontanen Polarisation rein zuféllig und kann nicht vorherbestimmt werden. Damit
ist makroskopisch keine Polung induzierbar, so dafl der ferroelastische Effekt niemals eine
remanente Polarisation erzeugen kann. Lediglich eine vorhandene remanente Polarisation
kann eleminiert werden (siehe ergénzend Bild 2.8).

Erfahrt ein makroskopisch gepoltes Material eine hinreichend grofle mechanische Druck-
spannung in Polarisationsrichtung, klappen alle Domé&nen und mit ihnen die spontane
Polarisation gleichméfig in eine dazu senkrecht liegende Ebene um. Dabei heben sich
aufgrund der makroskopischen Mittelung die zuvor gleich ausgerichteten spontanen Po-
larisationen der einzelnen Dominen gegenseitig auf, so dafl jetzt makroskopisch keine
Polarisation mehr vorhanden ist. Dieser Prozel wird als mechanische Depolarisation be-

zeichnet.

Der Umklappproze$3, induziert durch eine Zugspannung +o senkrecht zur Polarisations-
richtung, ist in Bild 2.4b dargestellt. Uberschreitet die Zugspannung einen kritischen Wert,
klappt die spontane Polarisation der Einheitszelle in Richtung der Wirkung der mecha-
nischen Spannung um. Hierbei gibt es zwei gleichberechtigte Positionen, in die sich die
spontane Polarisation orientieren kann (rechte Seite des Bild 2.4b). In Spannungsrich-
tung ist eine entsprechende Verldngerung und senkrecht hierzu eine Querkontraktion zu
beobachten.

Ein makroskopisch gepoltes Material, das senkrecht zu seiner remanenten Polarisation
mit einer Zugspannung belastet wird, erfihrt ebenfalls eine mechanische Depolarisation.
Hierbei klappen statistisch betrachtet gleich viele spontane Polarisationsvektoren in die

eine als auch in die andere Richtung um und ihre Wirkungen heben sich gegenseitig auf.

Mit einer rein mechanischen Belastung wird eine bleibende, irreversible Dehnung indu-
ziert, die aufgrund ihres mechanischen Ursprungs als remanente ferroelastische Dehnung

e'F bezeichnet wird.

2.4 Typische Phinomene der makroskopischen Fer-

roelektrizitit und Ferroelastizitat

Die aus der Mittelung der mikroskopischen Eigenschaften makroskopisch resultierenden
nichtlinearen Phinomene werden durch Umklappprozesse induziert. Die Umklappbarkeit
der spontanen Polarisation hidngt in ferroelektrischen Polykristallen mit dem Auftreten

der Doménen zusammen und wird als Domdnenprozefl bezeichnet.



Nach dem Herstellungsproze3 heben sich im makroskopischen Mittel die Beitrdge der
mikroskopischen spontanen Polarisation und die damit zusammenhidngenden mikrosko-
pischen piezoelektrischen Eigenschaften aus den unterschiedlich orientierten Doménen
gegenseitig auf. Das Material verhéalt sich in diesem Zustand makroskopisch isotrop und
stellt fiir die im folgenden betrachteten, typischen Phdnomene den isotropen Ausgangs-
zustand dar.

Anhand vier repréisentativer Doménen werden typische Materialzustéinde im Kurvenver-
lauf explizit betrachtet. Hierbei charakterisieren die Pfeile die Orientierung der spontanen
Polarisation der Doménen, die sich im Laufe der Belastungsgeschichte durch Umklapppro-

zesse entsprechend dndern kann.

2.4.1 Dielektrische Hysterese

Unter Ferroelektrizitét ist das Umklappen von Doménen unter der Wirkung eines hinrei-
chend starken elektrischen Feldes zu verstehen. Die elektrischen Verdnderungen werden
in der dielektrischen Hysterese in Bild 2.5 dargestellt und zeigen die sich einstellende

Polarisation P, induziert durch ein zyklisches elektrisches Feld E.

Bild 2.5: Schematische Darstellung der dielektrischen Hysterese mit der aus einem unge-
polten Zustand beginnenden Neukurve (gestrichelte Linie). Die Zusténde der vier

betrachteten représentativen Domé&nen sind an ausgew#hlten Punkten skizziert.

Von dem ungepolten Zustand in Punkt 1 ausgehend, sind kleine Anderungen des elek-
trischen Feldes nicht in der Lage, die Orientierung der Doménen zu verdndern. Damit
heben sich die anisotropen dielektrischen Eigenschaften gegenseitig auf, so daf} sich in
diesem Anfangsbereich die Polarisation proportional zum elektrischen Feld verhélt. Ein

reversibles sowie linear dielektrisches Materialverhalten ist zu beobachten.



Wichst die elektrische Feldstidrke weiter an und iiberschreitet einen kritischen Wert, klap-
pen die Doménen zunehmend in Feldrichtung um und induzieren hierbei einen zusatzli-
chen Beitrag zur Polarisation. Dieser Prozef} ist irreversibel und von nichtlinearem Ma-
terialverhalten begleitet. Sind alle Doménen einheitlich in Feldrichtung orientiert, ist das
Reservoir aller umklappbaren Doménen erschopft. Ein Sattigungszustand ist erreicht und
ein erneut reversibles, nahezu linear dielektrisches Verhalten stellt sich ein (Punkt 2).
Die erste Belastung aus dem ungepolten Ausgangszustand (gestrichelte Linie) wird als
Neukurve bezeichnet.

Verringert sich nun die Feldstidrke und verschwindet sie im Punkt 3 véllig, so wird bis
zu diesem Punkt eine ndherungsweise reversible dielektrische Reduktion von P beob-
achtet. Da in diesem Entlastungsbereich praktisch keine Umklappprozesse stattfinden,
bleiben die Doménen in Feldrichtung orientiert und erzeugen damit fiir £ = 0 eine blei-
bende remanente Polarisation P'. Diese verbleibende makroskopische Polarisation nimmt
bei vollstdndiger Ausrichtung aller Doménen in Richtung von F den maximalen Wert
der Sdttigungspolarisation Py, an. Eine im schematischen Kurvenverlauf zu erkennende
geringe Abweichung vom linearen Verhalten ist auf mikroskopische Verdnderungen der
Doménenstruktur (siehe Bild 2.3) zuriickzufiihren.

Findet eine weitere Belastung durch das elektrische Feld in entgegengesetzter Richtung
statt, so werden erneut Umklappprozesse von Doménen ausgelost. Hierbei verringert sich
die remanente Polarisation P! in Feldrichtung, so dal makroskopisch im Punkt 4 fiir £ =
E, ein elektrisch depolarisierter Zustand erreicht wird (P = 0). Die Koerzitivfeldstdirke
E. ist hierbei definiert als dasjenige elektrische Feld, bei dem die Polarisation vollsténdig
verschwunden ist.

Eine weitere Erh6hung der Belastung induziert ein erneutes Ausrichten der Doménen-
struktur in Feldrichtung, bis im Punkt 5 abermals eine Séttigung erreicht ist. Jetzt liegt je-
doch eine im Vergleich zu Punkt 2 vollstéindig entgegengesetzte Orientierung der Domé&nen
VOr.

Wird nun die Feldstdrke in umgekehrter Richtung bis zum Punkt 2 erhoht, stellt sich
ein qualitativ gleiches Materialverhalten ein (jedoch mit umgekehrten Vorzeichen) und es

resultiert eine vollstdndig geschlossene Hysterese.

2.4.2 Schmetterlingshysterese

Ein elektrisches Feld beeinflufit nicht nur den Polarisationszustand im Material, sondern
es wird begleitend dazu eine Anderung im Dehnungszustand beobachtet. Der Zusammen-
hang zwischen der in Polungsrichtung auftretenden Dehnung ¢ und dem elektrischen Feld
E wird in der Schmetterlingshysterese Bild 2.6 dargestellt.

Nach dem Sintern liegt im Punkt 1 ein makroskopisch ungepolter und isotroper Materi-
alzustand vor (alle Pfeile weisen in verschiedene Richtungen), so daf sich die anisotropen

piezoelektrischen Eigenschaften der spontanen Polarisation der Doménen im makrosko-
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Bild 2.6: Schematische Darstellung der Schmetterlingshysterese fiir zyklische elektrische

Belastung sowie der Neukurve (gestrichelte Linie).

pischen Mittel aufheben. Die Belastung durch ein hinreichend kleines elektrisches Feld
ist nicht in der Lage, Umklappprozesse auszulésen. Da weder eine makroskopische Pie-
zoelektrizitdt noch Doménenprozesse auftreten, kann das elektrische Feld keine Dehnung
induzieren. Es liegt ein von E entkoppeltes Dehnungsverhalten vor, so dafl in dieser An-

fangsphase ein horizontaler Kurvenverlauf aus dem Ursprung zu beobachten ist.

Elektrische Feldstirken oberhalb eines kritischen Wertes 16sen Umklappprozesse der
Doménen aus. Es bildet sich in Richtung von E eine positive Dehnung (Verldngerung) aus,
die sich aus zwei Anteilen zusammensetzt. Ein Dehnungsanteil reprisentiert das irreversi-
ble Umklappen und parallele Ausrichten der Doménen und die dabei induzierte spontane
Zunahme der Verzerrung ¢'f in Feldrichtung. Der andere Anteil resultiert aus dem pie-
zoelektrischen Effekt. Aufgrund der mikroskopischen Umorientierung wird makroskopisch
eine zunehmend stéirkere piezoelektrische Kopplung zwischen dem elektrischen Feld und
der Dehnung aufgebaut. Dieser zweite Anteil nimmt stetig zu und induziert damit iiber den
inversen piezoelektrischen Effekt eine entsprechende Dehnung. Haben sich alle Domé&nen
in Richtung des elektrischen Feldes orientiert, ist im Punkt 2 der Séittigungszustand er-
reicht und alle spontanen Polarisationsvektoren der Doménen zeigen in dieselbe Richtung
(" = g44¢). Weiteres Umklappen kann nun nicht mehr stattfinden, so da damit auch
kein weiterer spontaner Dehnungsanteil mehr induziert wird und die maximal md&gliche
piezoelektrische Kopplung erreicht ist. Jetzt liegt ein linearer Zusammenhang zwischen

dem wirkenden elektrischen Feld und der Dehnung vor (inverser piezoelektrischer Effekt).

Reduziert sich nun die Belastung durch das elektrische Feld, werden auch die reversiblen
Dehnungsanteile kleiner und das Materialverhalten ist nahezu linear reversibel. Bis zur
vollstdndigen Entlastung im Punkt 3 werden kaum weitere irreversible Umklappprozesse
beobachtet, so dafl der Doménenzustand aus Punkt 2 erhalten bleibt. Fiir £ = 0 haben
sich alle reversiblen Anteile abgebaut und die makroskopische Dehnung besteht nun nur

noch aus ihrem remanenten Anteil £'¥. Da ¥ seinen Sittigungswert erreicht hat, nimmt



¢ im Punkt 3 den Wert der remanenten Séttigungsdehnung ,,; an. Bis zu diesem Punkt
3 wird der Be- und Entlastungsprozefl als Polungsprozef§ bezeichnet. Der damit erzeugte
Zustand dient aufgrund des jetzt vorliegenden nahezu linearen Zusammenhangs zwischen
der Dehnung und dem elektrischen Feld als Ausgangszustand fiir technische Anwendun-

gen.

Nimmt das elektrische Feld nun negative Werte an, setzen erneut Umklappprozesse ein,
die die einheitliche Ausrichtung der Doménenstruktur verringern. Erreicht im Punkt 4
das elektrische Feld die Koerzitivfeldstirke (|E| = E.), ist der elektrisch depolarisierte
Zustand erreicht. Die Vektoren der spontanen Polarisation der Doménen zeigen nun wieder
in verschiedene Richtungen, so da8 die Dehnung einen minimalen Wert einnimmt (¢ = 0)
und der piezoelektrische Effekt verschwindet. Hierbei liegt im Punkt 4 nicht zwangslaufig
derselbe Ausrichtungszustand der Doménen wie im Punkt 1 vor. Dies ist auch der Grund
fiir die im Experiment (z.B. CHEN und TUCKER [7]) beobachtete vertikale Verschiebung
der beiden spitz zulaufenden Minima beziiglich des Startpunktes der Neukurve in der

Schmetterlingshysterese.

Eine weitere Belastung induziert eine erneute Ausrichtung der Doménen in Richtung
des anliegenden elektrischen Feldes und damit irreversible spontane Dehnungen. Somit
entwickelt sich makroskopisch erneut eine zunehmende piezoelektrische Kopplung, die
ebenfalls zu einem Dehnungsanteil in Feldrichtung fiihrt. Im Punkt 5 ist schliefflich der
vollstdndig orientierte Doménenzustand erreicht (beziiglich des Punktes 2 in Gegenrich-
tung orientiert) und es liegt ausschlieBlich linear piezoelektrisches Materialverhalten mit

einem negativen piezoelektrischen Modul vor.

Ein wiederum verschwindendes elektrisches Feld (E = 0) 148t eine bleibende Verzerrung in
Hohe der Sattigungsdehnung e, zuriick. Wird das elektrische Feld erneut iiber die Koer-
zitivfeldstirke bis zum Punkt 2 gesteigert, 148t sich das bereits beschriebene nichtlineare
Materialverhalten beobachten, und eine vollstindig geschlossene Schmetterlingshysterese
bildet sich aus.

Bei diesem Prozef stellt sich eine beziiglich £ = 0 symmetrische Hysterese ein. Der Grund
ist die vorzeichenunabhingige Eigenschaft der beim Umklappprozef§ induzierten Dehnung,
die einzig von der Ausrichtung der spontanen Polarisationsvektoren der Doménen und
nicht von ihrer Orientierung abhéngt. Es stellt sich immer eine vom Vorzeichen des elek-

trischen Feldes unabhédngige Verldngerung in Feldrichtung ein.

Senkrecht zum elektrischen Feld wird ein der Dehnung zugeordneter Quereffekt beob-
achtet. Hierbei entwickelt sich makroskopisch eine negative Verzerrung, die den Verlauf
einer gestauchten Schmetterlingshysterese einnimmt. Nach experimentellen Untersuchun-
gen von CAO und EVANS [35] sowie LYNCH [36] entsprechen diese Quereffekte volumen-
treuen Dehnungsidnderungen. Dieses inkompressible Materialverhalten ist sehr gut mit den

Vorstellungen iiber die mikroskopischen Umklappprozesse (Abschnitt 2.3) im Einklang.



2.4.3 Ferroelastische Hysterese

Das nichtlineare Materialverhalten unter einer rein mechanischen Belastung wird in der
ferroelastischen Hysterese dargestellt. Hierbei wird ausgehend von einem thermisch depo-
larisierten Materialzustand eine mechanische Druck- und anschlieffend eine Zugspannung
aufgebracht und die Spannung o iiber der Dehnung ¢ aufgetragen. In Bild 2.7 ist das
Materialverhalten schematisch dargestellt und die Orientierung der Doméanenstruktur fiir
verschiedene Belastungszustinde mit ihren spontanen Polarisationsvektoren symbolisch

angedeutet.
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Bild 2.7: Schematische Darstellung der ferroelastischen Hysterese. Aufgrund fehlender ex-
perimenteller Informationen iiber das Kurvenverhalten im Zugspannungebereich
wurde der symbolische Hystereseverlauf mittels prinzipieller Uberlegungen iiber

die Umklappprozesse der Doménen vervollstindigt.

Zu Beginn heben sich im Punkt 1 die mikroskopisch anisotropen Anteile der Doménen
auf, die spontane Polarisation ist statistisch in jede Richtung gleichmé&Big verteilt und ein
isotroper Materialzustand liegt vor. Hinreichend kleine mechanische Belastungen kénnen
keine irreversiblen Umklappprozesse auslosen, so dafl in dieser Phase linear elastisches
Materialverhalten auftritt.

Ist die mechanische Druckbelastung hinreichend grofl und iiberschreitet den Grenzwert der
Koerzitivspannung o., werden Doménenprozesse ausgelost (|o| > o.). Unter der anliegen-
den Druckspannung klappen die parallel der Druckspannung ausgerichteten Domé&nen um
90° in eine Ebene, die senkrecht zur Wirkungslinie der Spannung steht und verursachen
damit das beobachtete nichtlinear irreversible Materialverhalten. Liegt keine zusétzlich
iiberlagerte mechanische oder elektrische Belastung vor, gibt es hierbei fiir die spontanen
Polarisationsvektoren keine bevorzugte Orientierungsrichtung in der betrachteten Ebene

(sieche Abschnitt 2.3.2). Da sich in jede Richtung gleich viele Doménen orientieren, wird



bei diesen Umklappprozessen keine makroskopische Polarisation, sondern nur eine rema-
nente ferroelastische Dehnung £ induziert. Die gesamte Dehnung setzt sich in diesem
nichtlinearen Bereich additiv aus einem linear reversiblen Dehnungsanteil sowie der rema-
nenten ferroelastischen Umklappdehnung zusammen. Im Punkt 2 ist die Doménenstruktur
vollstidndig senkrecht zur Druckspannung ausgerichtet (die mikroskopischen Polarisations-
anteile der einzelnen Doménen heben sich auf) und £ hat einen maximalen Wert erreicht.
Weiteres Umklappen findet in diesem geséttigten Zustand nicht mehr statt und ein erneut
reversibler Bereich mit nahezu linear elastischem Materialverhalten stellt sich ein.

Wiéhrend der mechanischen Entlastung bleibt die im Punkt 2 erhaltene Domé&nenordnung
weitestgehend erhalten und reversibles elastisches Verhalten ist zu beobachten. Sind alle
reversiblen Dehnungsanteile im Punkt 3 verschwunden, bleibt eine remanente Verzerrung

zuriick.

Aufgrund der Vorstellungen iiber das mikroskopische Verhalten der Doménen des Ab-
schnittes 2.3.2 ist unter Zugspannungen das im folgenden erlduterte, nichtlineare Materi-
alverhalten zu erwarten. Solange die mechanische Belastung durch die jetzt einsetzende
Zugspannung hinreichend klein ist, bleibt die Domé&nenordnung aus Punkt 3 erhalten
und ein ndherungsweise reversibles Verhalten stellt sich ein. Erreicht die Zugbelastung
dann einen Grenzwert, beginnen sich Doménen neu auszurichten und induzieren zusitz-
lich eine entsprechende remanente Verzerrung. Bei diesem Umklappprozef3 bildet sich in
Wirkungsrichtung der Spannung eine spontane Umklappdehnung, jedoch aufgrund der
gleichverteilten Orientierung der Doménen entlang der Zugachse keine makroskopische
Polarisation. Im Punkt 4 ist ein Materialzustand erreicht, der durch eine in Zugspan-
nungsrichtung vollstindig ausgerichtete und gesittigte Doménenstruktur gekennzeichnet
ist. Eine weitere Steigerung der Belastung lost keine weiteren Umklappprozesse aus, so
dafl wieder nahezu linear elastisches Materialverhalten zu beobachten ist.

Reduziert sich die mechanische Belastung auf einen Spannungswert von null, bleibt im
Punkt 5 die Doménenordnung aus Punkt 4 erhalten. Wahrend der Entlastung wurden nur
die reversiblen Dehnungsanteile abgebaut, so daf} sich im Punkt 5 eine Dehnung einstellt,
die der Sdttigungsdehnung e,,; entspricht. Mittels einer erneuten Druckbelastung kann

dann eine vollstdndig geschlossene Hysterese erhalten werden.

Auftillig ist, dafl es sich bei der ferroelastischen Hysterese um eine horizontal verscho-
bene Hysterese handelt. Mittels prinzipieller Uberlegungen iiber die Umklappprozesse
der Doménen ist dieser Effekt erkldrbar und kann mittels eines ’Gedankenexperimentes’
diskutiert werden (vgl. auch z.B. KAMLAH [37]). Hierzu wird das Verhalten der dreidimen-
sionalen Ausrichtungszustéinde der Doménenstruktur am Beispiel dreier reprisentativer
Doménen betrachtet. Im thermisch depolarisierten und makroskopisch isotropen Aus-
gangszustand sind die spontanen Polarisationsvektoren der drei Doménen in jede der drei
Raumrichtungen orientiert. Bei einer Druckbelastung klappt nun diejenige Doméne in

eine Lage senkrecht zur Spannung um, die vorher parallel dazu ausgerichtet war. Damit



wird in Belastungsrichtung ein Anteil an spontaner Umklappdehnung reduziert, die zu
einer Verkiirzung (negative Dehnung) fithrt. Wird vom Ausgangszustand aus eine Zugbe-
lastung aufgebracht, ist das Reservoir der umklappbaren Doménen doppelt so grof§ als bei
der Druckbelastung. In diesem Belastungsfall richten sich zwei von drei Doménen parallel
zur Zugspannungsrichtung aus und induzieren dabei zwei Anteile an positiver spontaner
Umklappdehnung, so dafl sich eine Verldngerung einstellt.

Auch in der Schmetterlingshysterese ist, beginnend vom ungepolten Ausgangszustand
(Punkt 1 in Bild 2.6), ein Umklappprozefl zu beobachten, bei dem sich zwei von drei
Anteilen der Doménen in Belastungsrichtung ausrichten. Rein elektrisch wird hierbei eine
makroskopische remanente Umklappdehnung in Hohe der Séttigungsdehnung e, (Punkt
3 der Schmetterlingshysterese in Bild 2.6) induziert. Zwischen diesen beiden Ausrich-
tungszustinden der Doménen in der Schmetterlingshysterese und zwischen den Punkten
1 und 5 in der ferroelastischen Hysterese, wird derselbe Beitrag an makroskopischer Ver-
zerrung geleistet. Daher muf} sich im Punkt 5 der ferroelastischen Hysterese eine bleibende
Dehnung in Hohe der Sattigungsdehnung e,,; einstellen. Aufgrund dieser Vorstellungen
beziiglich des mikroskopischen Umklappverhaltens der Doménen ist eine verschobene fer-

roelastische Hysterese, wie sie in Bild 2.7 schematisch dargestellt ist, zu erwarten.

In Experimenten kann das bis zum Punkt 3 in Bild 2.7 dargestellte ferroelastische Materi-
alverhalten festgestellt werden. Von SCHAUFELE [38] sowie ALATSATHIANOS [39] wurde an
ungepolten Hart- und Weich-PZT-Keramikproben! das Materialverhalten unter rein me-
chanischer Druckspannung untersucht. Zugexperimente sind aufgrund der geringen Zug-
festigkeit sehr schwer durchfiihrbar und wurden von FETT et al. [40, 41, 42] an ungepol-
ten sowie gepolten PZT’s vorgenommen. Hierbei zerbrachen die Polykristalle weit bevor
sie ihren Séttigungszustand erreicht hatten. Kristallographische Untersuchungen zur An-
ordnung der Doménenstruktur von Materialien in ihrer ferroelastischen Phase sowie die
temperaturabhingige Beschreibung der ferroelastischen Eigenschaften sind in SALJE [43]
dargestellt.

Die Umklappprozesse der Doménen induzieren beim hier betrachteten ferroelastischen
Materialverhalten auch einen Querdehnung, die von LyNCH [36] als eine inkompressible

Deformation identifiziert wurde.

2.4.4 Mechanische Druckbelastung parallel zur Polarisation

Ein typischer Belastungsfall eines im Betrieb befindlichen Aktuators ist ein uniaxialer
Druck in Polungsrichtung. Bei dieser Art der Belastung ist aufgrund des maximal zur

Verfiigung stehenden Reservoirs an Umklappprozesse eine grofitmogliche Abweichung vom

!Hart- und Weich-PZT’s unterscheiden sich darin, dal Hart-PZT eine hohere Koerzitivspannung als
Weich-PZT aufweist. Ebenso zeigt Hart-PZT im linear elastischen Anfangsbereich ein wesentlich steiferes
Materialverhalten als Weich-PZT aufgrund eines hoheren Elastizitédtsmoduls.



linearen Materialverhalten zu erwarten.

Nach einem vollstdndigen Polungsprozefl (sieche Punkt 3 der dielektrischen Hysterese in
Bild 2.5) liegt ohne ein vorhandenes elektrisches Feld eine nahezu einheitliche Orien-
tierung aller spontanen Polarisationsvektoren der Doménen mit einer Sdttigungspolari-
sation Py, und einer Sattigungsdehnung e4,; vor. Diese Dominenanordnung dient als
Ausgangszustand fiir die nun parallel zur Polungsrichtung angreifende Belastung durch
eine entsprechende Druckspannung. Bild 2.8 zeigt die Spannung -o iiber der Anderung

der Polarisation P und der Dehnung ¢ wéihrend der Belastungsgeschichte.

b)

Y
1R

vt
vt

- |
- |
- |
- |—>
m
w

[+

-t

Fsat P

w

—

w
—

" L

2 |*|> 2 [+

v ==
-0 T_T'U -0 T_T'U

Bild 2.8: Schematischer Kurvenverlauf bei mechanisch induzierten Doménenprozessen fiir

ein in Druckrichtung gepoltes Material.
a) Druckspannung -o iiber Polarisation P.

b) Druckspannung - iiber Dehnung e.

Solange die angelegte Druckspannung hinreichend klein ist, werden keine Doménenpro-
zesse ausgelost und der gepolte Ausgangszustand im Punkt 1 des Bildes 2.8a bleibt erhal-
ten. Aufgrund der vorhandenen remanenten Polarisation Py, zeigt sich in dieser Anfangs-
phase ein nahezu linear reversibles Verhalten der Polarisation beziiglich der Spannung,
das durch den direkten piezoelektrischen Effekt hervorgerufen wird.

Erreicht die Druckspannung Werte um die Koerzitivspannung o, beginnen Doménen un-
ter der Last umzuklappen. Hierbei richten sie sich statistisch gleichmiflig in eine Ebene
senkrecht zur Druckspannung aus (siehe Abschnitt 2.3.2). Damit reduziert sich die ma-
kroskopische Polarisation in Druckspannungsrichtung und somit auch die Wirkung des di-
rekten piezoelektrischen Effektes, so dafl sich ein nichtlinearer P-o-Verlauf einstellt. Sind
im Punkt 2 alle Doménen in die senkrechte Lage umgeklappt, heben sich die spontanen

Polarisationsvektoren gegenseitig auf. Jetzt ist die piezoelektrische Kopplung zwischen der



Polarisation und der mechanischen Spannung vollstéindig abgebaut worden und ein von P
entkoppeltes Materialverhalten liegt vor. Dieser elektromechanische Prozef, der makro-
skopisch die vorhandene remanente Polarisation durch eine hinreichend hohe mechanische
Druckspannung bleibend eliminiert, wird als mechanische Depolarisation bezeichnet.

Wird nun die anliegende mechanische Druckspannung auf null zuriickgenommen, bleibt
der in Punkt 2 erreichte Doménenzustand erhalten, da kein elektrisches Feld vorhanden ist,
in dessen Richtung sich die Domé&nen orientieren konnten. Somit bleibt bis zum Erreichen

des Punktes 3 die makroskopische Polarisation ndherungsweise unverdndert null.

Der bei diesem mechanischen Depolarisationsprozefl auftretende nichtlineare Verlauf der
Dehnung ist in Bild 2.8b dargestellt. Solange in der Anfangsphase keine Umklapppro-
zesse ausgelost werden, stellt sich aus dem Punkt 1 kommend ein linear reversibles und
elastisches Materialverhalten zwischen der Dehnung und der Spannung ein, das iiber die
Proportionalititskonstante des Elastizitdtsmoduls gekoppelt ist. Erst mit dem Einsetzen
der Doménenprozesse durch die hinreichend hohe Druckspannung wird zum elastischen
Dehnungsanteil eine remanente Verzerrung in Spannungsrichtung iiberlagert. Die Verrin-
gerung der remanenten Dehnung in Druckrichtung setzt sich hierbei aus zwei Dehnungs-
anteilen zusammen. Zum einen aus einem rein ferroelastischen Dehnungsanteil £, der
zu einer remanenten negativen Verzerrung fiihrt und zum anderen aus der spontanen
Umklappdehnung £ durch Umklappprozesse der Domiinen. Letzterer Dehnungsanteil
wird mit steigender Druckspannung immer kleiner und sein Einflu} verschwindet schlief3-
lich im Punkt 2 bei maximaler Druckbelastung. Der Kurvenverlauf néhert sich hierbei
asymptotisch einer elastischen Gerade mit der Steigung des Elastizitdtsmoduls.

Da bei mechanischer Entlastung keine Domédnen mehr umklappen, ist bis zum Erreichen
des Punktes 3 ein elastisches Materialverhalten zu beobachten. Gekoppelt iiber den Ela-

stizitdtsmodul nimmt hierbei die Dehnung nahezu linear mit der Spannung zu.

Experimentell wurde das in den Bildern 2.8a und 2.8b schematisch dargestellte elektro-
mechanische Materialverhalten von CA0 und EvVANs [35], LYNCH [36], SCHAUFELE und
HARDTL [44, 38] sowie ALATSATHIANOS [39] untersucht. Es wurden parallel zur Polarisa-
tion kompakte PZT- bzw. PLZT-Proben mit einer hinreichend hohen Druckspannung be-
lastet und die bleibende Reduktion der remanenten Polarisation beobachtet. SCHAUFELE
und HARDTL [44, 38] iiberlagerten dem Prozel der mechanischen Depolarisation zusétz-
lich konstante, positive sowie negative elektrische Felder und konnten einen linearen Zu-
sammenhang zwischen der Koerzitivspannung und dem konstant iiberlagerten elektrischen
Feld feststellen.

Ergénzend wurden von CAO und EVANs [35] sowie SCHAUFELE [38] eine mechanische
Druckspannung senkrecht zur Polarisationsrichtung gepolter PZT-Proben aufgebracht.

Sie konnten hierbei in Lastrichtung nahezu linear elastisches Verhalten feststellen.



3 Grundgleichungen fiir das phinomenologi-

sche Materialmodell

Zur mathematischen Beschreibung eines materiellen Korpers wird ein System von Glei-
chungen, die sogenannten Feldgleichungen, benétigt, welche zu gegebenen Randbedin-
gungen geldst werden miissen. Damit geben sie Informationen iiber den Materialzustand
im Inneren wieder. Diese Feldgleichungen kénnen als System von Differentialgleichungen
formuliert werden und sind unabhéngig von den Eigenschaften des zu betrachtenden ma-
teriellen Korpers. Erst durch die sogenannten Stoffgleichungen werden die besonderen
Eigenschaften und das Verhalten des Materials beriicksichtigt und das Gleichungssystem

mathematisch vollstindig.

3.1 Elektromechanische Feldgleichungen

Unter der Annahme, dafl der Kérper sich im statischen Gleichgewicht befindet und Volu-
menkrifte vernachlédssigt werden konnen, ergibt sich aus der Impulsbilanz die Gleichge-
wichtsbedingung

dvT = 0 (3.1)
mit dem Spannungstensor T und aus dem Erhaltungssatz des Drehimpulses die Symme-

trie des Spannungstensors:
T = T" . (3.2)

Die Deformation des Korpers kann durch den Verschiebungsvektor i beschrieben werden,
der i.a. eine Funktion des Ortes ist. Der Dehnungstensor S wird definiert als symmetrischer

Anteil des Verschiebungsgradienten

1
S = 5 (gradﬁ + (gradﬁ)T) (3.3)

und entspricht dem linearisierten Green’schen Verzerrungstensor. Fiir eine ausfiihrliche

Herleitung der mechanischen Feldtheorie siehe z.B. HAUPT [45].

Auf der anderen Seite beschreibt das Gaufy’sche Gesetz
divD = 0 (3.4)

die Feldgleichung der Elektrostatik. Hierbei werden Fremdladungen im Nichtleiter ver-

nachléssigt. Der dielektrische Verschiebungsvektor D ist definiert als

—

D = gE+ P . (3.5)

22



In (3.5) bezeichnen ¢ die dielektrische Feldkonstante des Vakuums, E den elektrischen
Feldvektor und P den Polarisationsvektor. In den Grundlagenlehrbiichern von GREINER
[19], GERTHSEN et al. [18] oder FLIESSBACH [46] ist eine detaillierte Herleitung der Feld-
gleichung der Elektrostatik zu finden.

Da es sich bei dem hier betrachtenden Material um einen idealen Nichtleiter handelt, ist
das elektrische Feld rotationsfrei (rot E= 0) und kann daher als Gradient des sogenannten

elektrischen Potentials ¢ bestimmt werden:

E = —gradp . (3.6)

3.2 Konstitutive Ausgangsgleichungen

Um das System der Differentialgleichungen eindeutig 16sen zu kénnen, sind weitere so-
genannte Materialgleichungen erforderlich. Hierbei handelt es sich um phinomenologi-
sche Gesetzmifligkeiten, die die Eigenschaften des Materials makroskopisch gemittelt
wiedergeben. Diese konstitutiven Gleichungen sind gekoppelte Beziehungen, die die Span-

nung, die dielektrische Verschiebung, die Dehnung und das elektrische Feld miteinander

verkniipfen':
T() = F[S(r) 0]
. ) . (3.7)
D(t) = G [S(r),E(1)]
T<1
Da der Zugang zur Modellierung mittels (3.5) iiber den Zusammenhang
S(t) = H[T(r), E(r)]
. ) . (3.8)
B@) = g (T(), B0)]

anstatt (3.7) besser motiviert werden kann, wird im weiteren von einer Struktur der

Materialgleichungen wie (3.8) ausgegangen.

In Abschnitt 2.4 wurde das Materialverhalten aufgrund der dufleren Belastung durch ein
elektrisches Feld bzw. eine mechanische Spannung diskutiert. Dabei zeigten sich Hyste-
resekurven, d.h. reversibles und irreversibles Materialverhalten. Um diese nichtlinearen
Eigenschaften des Materials zu beriicksichtigen, werden sogenannte innere Variablen und
ihre Abhéngigkeit von der Belastungsgeschichte eingefiihrt. In Analogie zur Plastizitét in
der Kontiniumsmechanik, in der die Dehnung in einen elastischen und einen plastischen

Anteil zerlegt wird, findet auch hier eine additive Aufspaltung der Dehnung

S = 8 + S (3.9)

!Siehe hierzu auch Ansitze von CHEN et al. [5, 7].



sowie der Polarisation
P = P* + P! (3.10)

in reversible und irreversible sogenannte remanente Anteile statt. Diese grundlegende
Annahme wurde schon in einem thermodynamisch motivierten Zugang von BASSIOUNY
und MAUGIN et al. [9, 10, 47] verwendet.

Analog dem elastischen Dehnungsanteil in der Plastizitdtstheorie verschwinden die beiden
reversiblen Anteile §" und P' mit den duBeren Belastungen.

Die remanente Dehnung S* gibt das nichtlineare elektrische und mechanische Dehnungs-
verhalten des Materials wieder und ist als makroskopischer Mittelwert der mikroskopi-
schen spontanen Dehnungen zu verstehen, wihrend die remanente Polarisation P! die

makroskopisch gemittelte Grofle der spontanen Polarisation représentiert.

3.3 Beschreibung der reversiblen Anteile

Die reversible Dehnung S* und die reversible Polarisation pr repriasentieren bei einer
homogenen Deformation hierbei jene Anteile des Materialverhaltens, die bei Entlastung,
d.h. bei verschwindender Spannung sowie verschwindendem elektrischen Feld, vollstindig
wieder zuriickgehen. Es liegt daher nahe, dieses reversible Verhalten in Anlehnung an die

Struktur der Gleichungen der linearen Piezoelektrizitét

ST = c¢c'T + d"E (3.11)
P' = d:T + €-E (3.12)

zu beschreiben. Hierbei bezeichnet dl den Piezoelektrizititstensor dritter Stufe, € den
Dielektrizititstensor zweiter Stufe und C den FElastizitdtstensor vierter Stufe.

Die materialabhédngigen Tensoren dl, € und C sind im allgemeinen Fall keine Konstanten
und besitzen in der Regel eine anisotrope Struktur. Um die Formulierung des Material-
modells so einfach und die Anzahl der Materialparameter so gering wie moglich zu halten,

wird fiir die beiden Tensoren € und C Isotropie in der Form

e = €1 (3.13)

Y v
Cc = A50) <I + m 1®1> (3.14)

angenommen?, wobei 1 und Z die Einheitstensoren zweiter bzw. vierter Stufe bezeichnen.

Das dielektrische Verhalten wird durch die nichtnegative dielektrischen Konstante € be-
schrieben. Analog zur klassischen Elastizititstheorie in ESCHENAUER und SCHNELL [51]

2Detaillierte experimentelle Untersuchungen der Elastizititskonstanten wurden von FETT und MUNZ
[48] an PZT-Keramiken erst in neurer Zeit durchgefiihrt. In PAK [49] sowie in Datenbléttern [50] weichen
die Konstanten zwischen der Polungsrichtung und senkrecht dazu meist nur um weniger als 10% ab.



wird fiir den elastischen Anteil ein isotroper Ansatz mit dem FElastizitdtsmodul Y und der

Querkontraktionszahl v gewahlt.

Struktur des dreidimensionalen Piezoelektrizitatstensors

Im weiteren verbleibt noch die Formulierung des Piezoelektrizititstensors. Eine vereinfa-
chende Annahme, dafl er ebenfalls von isotroper Struktur sei und einfach mit Hilfe einer
Materialkonstante angegeben werden konne, ist hier nicht mehr moglich.

Mit dem Piezoelektrizitidtstensor werden elektrische und mechanische Gréflen miteinan-
der verkniipft. Liegt in einem Material makroskopisch keine Polarisation vor, so ist fiir
eine kleine Anderung des elektrischen Feldes keine Dehnung induzierbar. Erst mit dem
Auftreten einer remanenten Polarisation D' # 0 ist eine Kopplung zwischen elektrischen
und mechanischen Groflen vorhanden.?

Daraus kann geschlossen werden, dafl der Piezoelektrizitidtstensor eine Funktion der re-
manenten Polarisation und damit auch ein Funktional der Belastungsgeschichte sein mu$.
Aufgrund der makroskopischen Betrachtung und der damit verbundenen globalen Mitte-
lung der mikroskopischen Eigenschaften kann der Tensor als transversal isotrop angenom-

men werden.

Zur Motivation der Struktur des Piezoelektrizititstensors wird im folgenden zunéchst der
lineare, inverse piezoelektrische Effekt, d.h. die Wirkung eines elektrischen Feldes auf die

dabei induzierte reversible Dehnung
Sy = di By (3.15)

untersucht.

In den beiden Bildern 3.1 sind, ausgehend von einem in x3-Richtung gepolten Material
(Richtung des remanenten Polarisationsvektors f’i), die verschiedenen linear piezoelektri-
schen Effekte dargestellt.

Es wird deutlich, daf} eine parallel zur Polungsrichtung wirkende Komponente des elek-

trischen Feldes Ej iiber den parallelen Piezomodul d; die Dehnungskomponente
Si3 = d By (3.16)

erzeugt.
Senkrecht zu dieser Belastung findet gleichzeitig eine Querkontraktion des Materials statt.

Die beiden Verzerrungskomponenten
ST = d,Ey , Si¥ = d, FEs (3.17)

liefern damit einen entsprechenden Beitrag in x;- und z,-Richtung im Dehnungstensor
S™. Da die beiden Dehnungskomponenten in (3.17) ein negatives Vorzeichen besitzen

miissen, muf} der senkrechte Piezomodul d, ein negativer Materialparameter sein.

3Siehe hierzu die Schmetterlingshysterese Bild 2.6.
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Bild 3.1: Ein in z3-Richtung gepoltes Material erfihrt je nach Richtung eines wirkenden
elektrischen Feldes entsprechende Verzerrungen (inverser piezoelektrischer Ef-
fekt). Sie sind linear iiber die piezoelektrischen Konstanten dy, d, und d. mit

dem elektrischen Feld gekoppelt.

Es verbleibt die fehlenden Schubkomponenten anzugeben. Aus dem rechten Bild 3.1 wird
ersichtlich, dafl die Wirkung der elektrischen Feldkomponente E, ebenso wie eine FE-

Komponente eine entsprechende Schubverzerrung
Si¥ = d_FEy, , S5 = d_E (3.18)

iiber den Schub-Piezomodul d_ des Materials erzeugt.
Lediglich die Dehnungskomponente S5 kann in diesem Beispiel durch ein angreifendes
elektrisches Feld nicht verdndert werden. Somit gilt

S5 =0 . (3.19)

Die in den Gleichungen (3.16), (3.17) und (3.18) angegebenen Piezomodule

dy = dsz = ds (Parallel)
d_L = d311 = d31 (Senkrecht) (320)
d: = d131 = % d15 (Schub)

entsprechen hierbei den aus der Literatur bekannten Piezoelektrizitdtskonstanten fiir ein
in z3-Richtung gepoltes Material.

Mit der komponentenweisen Herleitung und unter Ausnutzung der Symmetrieeigenschaf-
ten 1483t sich ein reversibler, elektrisch induzierter Verzerrungstensor fiir ein in x3-Richtung
gepoltes Material

d.E; 0 d_E,
ST = 0 d, F; d_E, (3.21)

ermitteln.



Durch die Einfiihrung des normierten Einheitsvektors der remanenten Polarisation

€pi = % (3.22)
148t sich ein transponierter piezoelektrischer Tensor dritter Stufe
d’ = dy % €pi ® €pi @ Epi +
d, ||£1' (1-@pi ®@Epi) ®Epi + (3.23)
d_ HPIZ' (1@&)™ + Ep®1) — 280 @ Fpi @ Epi)

angeben, der fiir €, = (OOI)T verkniipft mit einem elektrischen Feldvektor die ent-
sprechende Besetzung (3.21) des Dehnungstensors S™ im Fall eines vollstindig gepolten
Zustandes liefert. Der Ausdruck || PY|| /P, reprisentiert hierbei den Grad der maximal
moglichen makroskopischen Polarisation des Materials und erreicht im voll gepolten Zu-
stand den Wert eins, wenn der Betrag der remanenten Polarisation gegen die Sdttigungs-
polarisation Py, strebt. Unter dem Ausdruck (-)"* ist die Transponierung des Tensors (-)

durch Vertauschung des zweiten mit dem dritten Index zu verstehen (DE BOER [1]).

Analog zu den obigen Betrachtungen ist eine mechanische Spannung in der Lage, iiber

den Piezoelektrizitatstensor eine entsprechende reversible Polarisation
PF = d T (3.24)

zu erzeugen (siehe hierzu den ersten Summanden in Gleichung (3.12)).

In Bild 3.2 ist ein in x3-Richtung gepoltes Material und der aufgrund der Wirkung einer
mechanischen Spannung induzierte reversible Polarisationsanteil dargestellt.
Verschiedene in paralleler, senkrechter und in Schub-Richtung orientierte mechanische
Spannungskomponenten induzieren iiber die drei Piezomodule d;, d, und d_ den direkten
piezoelektrischen Effekt. Der reversible Polarisationsvektor fiir einen vollstindig gepolten

Zustand ergibt sich somit zu
d_Ty
Pr — d: T23 . (325)

Daraus resultiert die tensorielle Schreibweise des piezoelektrischen Tensors

Ca — d” Psat épi ® épi ® épi +

o

d, ||P S G @ (L-En @)+ (3.26)

sa



Bild 3.2: Eine reversible Polarisation kann durch eine mechanische Spannung induziert
werden (direkter piezoelektrischer Effekt). Am Beispiel eines in z3-Richtung ge-
poltes Materials lassen sich die unterschiedlichen Einfliisse verschieden orientier-
ter mechanischer Spannungskomponenten auf den reversiblen Polarisationsvek-
tor untersuchen. Die Materialkonstanten d,;, d, und d_ sind die Proportiona-

litdtsfaktoren dieser Kopplung.

Die Bedeutung der Piezoelektrizitdtskonstanten d;, d, und d_ entspricht (3.20).

3.4 Beschreibung der irreversiblen Anteile

Unter irreversiblen Verdnderungen werden hier jene Prozesse in einem Material verstan-
den, die nach einer homogenen Belastung und einer anschlielenden Entlastung vom glei-
chen Betrag remanent im materiellen Kérper verbleiben. Eine solche Verdnderung resul-
tiert aus einer mikroskopischen Umorientierung der Dominen, da sie eine Anderung der
makroskopisch beobachtbaren remanenten Dehnung bewirkt. Wie in Bild 3.3 dargestellt,
lassen sich, ausgehend von einem makroskopisch ungepolten Materialzustand (mittleres
Bild), ein solcher Proze durch eine rein elektrische, aber auch durch eine rein mecha-
nische Belastung induzieren, und damit werden irreversible Verdnderungen im Material
erzeugt.

Ein duBeres elektrisches Feld E ist in der Lage, die Doménen mit ihren spontanen Polari-
sationsvektoren in Belastungsrichtung neu auszurichten (linkes Bild). Dabei entsteht eine
makroskopisch remanente Polarisation (f" # 6) sowie eine ihr zugehorige, makroskopi-
sche remanente Dehnung S'F.

Zum anderen ist eine mechanische Belastung T' in der Lage, die Doménen so umzuori-
entieren, daf eine makroskopisch remanente Dehnung S™ verbleibt (rechtes Bild). Bei

diesem Prozef3 dndert sich jedoch der makroskopisch ungepolter Materialzustand nicht

—

(P'=0).

In beiden Belastungsfillen stellt sich eine Dehnung ein, die nach Entlastung remanent im
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Bild 3.3: Ausgehend von einem makroskopisch ungepolten Zustand (mittleres Bild) kann
durch ein elektrischen Feld eine makroskopisch remanente Polarisation sowie
eine damit verkniipfte bleibende Dehnung S induziert werden (linkes Bild).
Dagegen kann eine mechanische Belastung eine remanente Dehnung S, aber

keine makroskopische Polarisation erzeugen (rechtes Bild).

Material verbleibt. Dies motiviert die weitere additive Zerlegung der remanenten Dehnung
st = §* 4 §¥ (3.27)

in einen Anteil S, der durch makroskopische Polarisationsinderung induziert wird
(hochgestelltes P) und einen ferroelastischen Anteil 8™, der durch die mechanische Be-
lastung hervorgerufen wird (hochgestelltes F).

Fiir den Dehnungsanteil S'F ist noch eine entsprechende Funktion in Abhiingigkeit der re-
manenten Polarisation anzugeben. Aufgrund der beiden Mechanismen in Bild 3.3 kénnen
die remanente Polarisation P! und die ferroelastische Dehnung S'F als voneinander un-
abhidngige Groflen betrachtet werden. Um das System der Materialgleichungen zu ver-
vollstdndigen, miissen noch Entwicklungsgesetze fiir diese beiden inneren Variablen ange-

geben werden.

Durch remanente Polarisation induzierte Dehnung

Die Wirkung eines dufleren elektrischen Feldes fiihrt iiber die Entwicklung einer ma-
kroskopisch remanenten Polarisation zu einer entsprechenden makroskopisch remanenten

Dehnung, fiir die die folgende Beziehung angenommen wird:

3_ [P

Hierbei ist nach Gleichung (3.22) €p:i der Einheitsvektor der remanenten Polarisation und

der Tensor €pi ® €pi reprasentiert die makroskopische Polungsrichtung des Materials.



In Richtung der remanenten Polarisation stellt sich hierbei die remanente Dehnungskom-

ponente

| PY|
Psat

STo= s (3.29)

ein, die sich proportional zur Grofle des remanenten Polarisationsvektors entwickelt. Im

vollsténdig gepolten Zustand
1P| = Pu (3.30)

erreicht der Betrag der remanenten Polarisation die Sdttigungspolarisation Psy. Damit
ergibt sich die Sattigungsdehnung €44, in Richtung des wirkenden elektrischen Feldes.
Bei der Entstehung von P! wird eine entsprechende remanente Dehnung in Polarisations-
richtung, aber auch senkrecht hierzu, hervorgerufen. Aus (3.28) ergibt sich eine Querdeh-
nung von

L ||PY

P = _Z¢
1 sat
2 Psat

1 i
-5 S (3.31)

Dies entspricht einer rein volumentreuen Deformation, wie sie auch von CAO und EVANS
[35] sowie LYNCH [36] experimentell beobachtet wurde.



4 Eindimensionale Formulierung des phino-

menologischen Materialmodells

Im vorigen Kapitel wurden die Grundgleichungen zur Modellierung in allgemeiner drei-
dimensionaler Form erldutert. In der Literatur sind viele experimentelle Untersuchungen
zum eindimensionalen Verhalten von Ferroelektrika zu finden, an denen das phdnome-
nologische Materialverhalten studiert wurde. Es ist notwendig, die Materialmodellierung
daran zu orientieren. In diesem Kapitel wird daher ein eindimensionales Materialmodell
vorgestellt, dessen Struktur sich durch die aus der Literatur bekannten eindimensiona-
len Experimente motivieren ld8t (z.B. SCHAUFELE und HARDTL [44, 38|, LyNCH [36],
CAo0 und EvANs [35], CHEN und TUCKER [7] oder beispielsweise aus den Lehrbiicher von
FELDTKELLER [22, 23], SONIN und STRUKOW [31] sowie SACHSE [52]).

In der klassischen Plastizitétstheorie werden zur Beschreibung von Hysteresen im Materi-
alverhalten spezielle Konzepte herangezogen. Einen ausfiihrlichen Uberblick iiber grund-
legende Literatur zur Modellierung in der Plastizitdtstheorie ist beispielsweise in der Ein-
leitung von TSAKMAKIS [53] und den dort zitierten Verdffentlichungen dargestellt. Die
Grenze zwischen dem sogenannten elastischen und plastischen Bereich wird durch die
Einfiihrung einer FlieSfunktion beschrieben und der plastische Anteil unter Verwendung
innerer Variablen und deren Abhéngigkeit von der Belastungsgeschichte formuliert. Diese
Konzepte sowie der mathematische Formalismus findet auch hier, bei der Formulierung
des ferroelektrischen Materialmodells, seine Anwendung und wurde erstmals von KAMLAH
und TSAKMAKIS [54] zur phdnomenologischen Modellierung des nichtlinearen elektrome-

chanischen Verhaltens von Ferroelektrika angewendet.

4.1 Eindimensionale Darstellung der Ausgangsglei-

chungen

Da in diesem Kapitel eine vollstdndige eindimensionale Formulierung des phdnomenolo-
gischen Materialmodells motiviert werden soll, werden zunéchst die konstitutiven Aus-
gangsgleichungen des letzten Kapitels in ihrer eindimensionalen Form dargestellt. Bei der
Formulierung werden im weiteren einachsige Spannungszustdnde sowie ein dazu parallel

wirkendes elektrisches Feld in x3-Richtung betrachtet. Fiir die einzigen nichtverschwin-

31



denden Komponenten der Vektoren

E — B = Ej
P:) - b= 5 (4.1)
Pr > P = Py
PP —» P = P
sowie fiir die Tensoren
T > o = T
S — € = Sy
ORI (4.2)
S' — gl = S
S > elf = S
S > el = S

wird im folgenden die angegebene Schreibweise verwendet, wobei Quereffekte in den Deh-
nungstensoren nicht betrachtet werden.

Um ein vollstdndiges System zur Losung der Feldgleichungen angeben zu kdnnen, sind
konstitutive Beziehungen zwischen der Dehnung ¢ und der Polarisation P einerseits und
der Spannung o und dem elektrischem Feld E andererseits notwendig. Ausgangspunkt ist
die additive Zerlegung der Dehnung

e = " + & (4.3)
und der Polarisation
P = pP + P (4.4)

in reversible (¢¥, PT) und irreversible sogenannte remanente (', P') Anteile gemify Glei-
chung (3.9) und (3.10).
Aus (3.11) und (3.12) kénnen die piezoelektrischen Grundgleichungen

1
Er = ? o -+ Cﬂ E (45)
Pr= do + € E (4.6)

gewonnen werden, mit denen die reversible Dehnung €' und die reversible Polarisation
P" zu berechnen sind. Hierbei entspricht e der dielektrischen Konstanten und Y dem
Elastizitatsmodul. Aus der dreidimensionalen Formulierung (3.26) ergibt sich fiir den ein-
dimensionalen piezoelektrischen Modul d die Form:

Pi

d = d
Psat

(4.7)

Der Materialparameter d entspricht hierbei gerade d; (siehe Bild 3.1 und Bild 3.2).



Da eine remanente Dehnung &' durch zwei unabhingige Mechanismen induziert werden
kann (siehe hierzu Bild 3.3), 148t sie sich additiv in einen Anteil induziert durch Polari-
sationsinderung £'F und einen Anteil aufgrund ferroelastischer Belastung ' zerlegen:
el =P 4+ £F . (4.8)
Gemifl Gleichung (3.28) induziert die remanente Polarisation P! eine ihr zugehorige re-
manente Dehnung
i P
e = g — . 4.9
sat Psat ( )
Fiir einen vollstdndigen Satz von Feldgleichungen und damit zu einer vollstindigen Be-
schreibung des Materialverhaltens ist zusétzlich die Entwicklung der remanenten Pola-
risation P' und der remanenten ferroelastischen Dehnung ' anzugeben. Hierzu miissen
noch Evolutionsgleichungen formuliert werden, die die Belastungsgeschichte des Materials

beriicksichtigen.

4.2 Modellierung der Ferroelektrizitit

In diesem Abschnitt wird das Materialverhalten modelliert, welches sich bei reiner elek-
trischer Belastung ergibt. Eine eventuell vorhandene, iiberlagerte mechanische Spannung
ist so gewihlt, daf sie keine irreversiblen Prozesse und auch keine mechanische Depo-
larisation auslost. Sie iibt daher nur einen 'moderaten’ Einflul auf das ferroelektrische
Materialverhalten aus.

Wird an eine ungepolte ferroelektrische Keramik ein elektrisches Feld angelegt, so ist zu
Beginn ein rein reversibles Materialverhalten zu beobachten. Erst nachdem das elektrische
Feld einen Grenzwert iiberschritten hat, treten irreversible Verdnderungen auf.

Dies motiviert die Vorstellung, daf§ ein reversibler Bereich existiert, in dem das angreifende
elektrische Feld nicht in der Lage ist eine bleibende, remanente Polarisation zu induzie-
ren. Daran schliefit sich ein nichtreversibler Bereich an, in dem sich dann aufgrund der
Wirkung des elektrischen Feldes eine remanente Polarisation P' entwickeln kann. Durch
die Einfithrung der fF-Funktion

fP(E,P) = |[E-c"P|-E. | (4.10)
konnen diese beiden Bereiche zum Zweck einer getrennten Formulierung voneinander se-
pariert werden. Hierbei sind die Koerzitivfeldstirke E, und ¢t nichtnegative Materialpa-
rameter. Zur Motivation der fF-Funktion ist in Bild 4.1 das Verhalten der remanenten
Polarisation P! aufgrund einer Belastung durch das elektrische Feld E dargestellt.
Solange das elektrische Feld kleiner als der Grenzwert E. ist (Bereich A—B), stellt sich fiir
fF ein Wert kleiner Null ein, so daf reversibles Materialverhalten durch die Bedingung

) d )
fY(E,P) <0 v —fYE,P) <0 (4.11)
dt pPi—y
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Bild 4.1: Entwicklung der remanenten Polarisation P' aufgrund der Belastung durch ein
elektrisches Feld E. Es sind drei Bereiche, ein reversibler Bereich A—B, ein ir-
reversibler Bereich B—C sowie ein geséttigter Bereich C=D—E, unterscheidbar,

die mittels der beiden Funktion f¥ und A" voneinander separiert werden.

gegeben ist. Ist (4.11) erfiillt, wird dies im folgenden mit Fall 1 bezeichnet, der dadurch

gekennzeichnet ist, daf§ sich keine remanente Polarisation
Pl = 0 (4.12)

entwickeln kann.

Wiichst das angreifende elektrische Feld iiber den reversiblen Bereich hinaus (B—C), ent-
wickelt sich eine remanente Polarisation, die sich in Richtung zunehmenden elektrischen
Feldes, gekennzeichnet durch die Richtung der dufieren Belastung 0f"/OFE, veréindert.
Das entspricht einem Polungsprozef}, bei dem sich die Domé&nen in Richtung der Wir-

kung des elektrische Feldes umorientieren. Die Entwicklung von P! wird daher geméi$ der

Normalenregel

. ofF

P =)\ | == 4.13

/ ( oL ) (4.13)

angenommen. Den zugehorigen Proportionalitdtsfaktor )\J}Z liefert die Auswertung der Kon-
sistenzbedingung

—f(E,P) = ——— (E—c P') =0 4.14

o/ (B P E o P (E—c"PY) (4.14)



nach Elimination von P’ mit (4.13). Somit ergibt sich bei Erfiillung der Belastungsbedin-
gung

) d )
fY(E,P) =0 A —fF(E,P) >0 (4.15)
dt pPi—y

die auch als Fall 2 oder als giiltiges fF-Kriterium bezeichnet wird, die Evolutionsgleichung

.. 1 .
Pl= S E . (4.16)

P
Im irreversiblen Bereich entwickelt sich daher ein Anteil ¢” P!, so daf sich aus fF =0 im
Bereich B~C in Bild 4.1 der Zusammenhang E = ¢¥ P! + E, ergibt. Bei (4.16) handelt es

sich um eine homogene Differentialgleichung ersten Grades in den Geschwindigkeiten, so

da8 die Entwicklung von P' geschwindigkeitsunabhingig ist.

Die Erh6hung der Belastung durch das elektrische Feld induziert eine stindige Zunahme
der remanenten Polarisation. Dies wird durch Umklappprozesse und der damit verbunde-
nen Umorientierung der einzelnen Doménen bewirkt und endet, sobald sich alle Domé&nen
in Richtung des elektrischen Feldes ausgerichtet haben. Das Material befindet sich dann
in einem vollstdndig gepolten Zustand. Dies entspricht in Bild 4.1 dem Punkt C. Eine wei-
tere Zunahme der remanenten Polarisation iiber den S&ttigungswert |Pi| = P,,; hinaus
ist nicht moglich.

Diese Begrenzung motiviert die Einfithrung einer zweiten Funktion
h'(P) = |P'| = Pt (4.17)
Mit der fiir den Fall 3 giiltigen Bedingung bzw. dem h®-Kriterium

) d )
RE(P) =0 A —hP(PY > 0 (4.18)
dt Pl — E/CP

wird P! durch P, begrenzt und die Entwicklung von P' durch die Evolutionsgleichung

P =0 (4.19)
gestoppt.
Mit der Normalenregel
- oh¥
Pl = P : 4.2
¥ (55) (4.20

fiir die h”-Funktion (4.17) und der Auswertung der Konsistenzbedingung

d . P

—h"(P) = — P' =0 4.21

a" () 1P| (4.21)
1iBt sich nach Eliminierung von P! gemiB (4.20), der zugehorige Proportionalititsfaktor
A bestimmen. Dabei ergibt sich gerade die in (4.19) angegebene Evolutionsgleichung fiir

die remanente Polarisation.



Die Entwicklung der remanenten Polarisation wird durch das fP-Kriterium (4.15) und
das hP-Kriterium (4.18) kontrolliert. Im Bereich B—C entwickelt sich P! nach (4.16) in
Richtung des belastenden elektrischen Feldes und ist fiir |P!| = Py (Bereich C»D—E)
gesittigt. Nach der Entlastung (E' = 0 im Punkt E in Bild 4.1) bleibt eine remanente
Polarisation vom Wert P,,; zuriick.

Es ist zu beriicksichtigen, daf§ das h¥-Kriterium gegeniiber dem fF-Kriterium eine hohere
Prioritdt besitzen muB. Ist die remanente Polarisation gesiittigt |P!| = Py, ist das ht-
Kriterium erfiillt, das fF-Kriterium jedoch nicht mehr. Es mufl nun 'verletzt’ werden,
so daf} die f"-Funktion dabei Werte grofier Null annimmt (C—~D in Bild 4.1). Liegt die
Situation f¥ > 0 vor, mufl gewihrleistet sein, daf§ die Konsistenzbedingung fiir die ht-
Funktion weiterhin erfiillt bleibt.

Aus (4.12), (4.13) und (4.20) 148t sich eine FlieBregel fiir die Entwicklung der remanenten

Polarisation aufstellen:

( 0 : Fall 1
afP
g DY e : Fall 2
pi_ / <3E> A (4.22)
hP
AP (gpi> : Fall 3

Um eine geschlossene mathematische Darstellung der Evolutionsgleichung fiir P mit ih-

ren unterschiedlichen Belastungsfillen angeben zu konnen, werden folgende Definitionen

eingefiihrt:
1 : >0
| = - 4.23
7] { 0 : <0 ( )
und
* d * d
ff= = : h = —=h"| . (4.24)
dt PIZO dt PIZFP E/CP
sowie die logischen Vorfaktoren
* 1 : Fall 2
FP = [T = { (4.25)
0 : sonst
und
* 1 : sonst
HP::{—hP—hP}—P: 4.26
L == 0 : Fall3 v f¥ >0 ( )

Fiir die Entwicklung der remanenten Polarisation kénnen somit die Gleichungen (4.12),
(4.16) und (4.19) zu

- 1 .
P = F* HPC—PE (4.27)



zusammengefaflt werden.

Der Ausdruck F'* in (4.25) reprisentiert den Fall einsetzender remanenter Polarisation
und ergibt nur im Fall der giiltigen Belastungskriterien nach Gleichung (4.15) den Wert
eins. Damit schaltet er fiir alle Zustéinde, die dem fP-Kriterium widersprechen (im Fall 1
oder Fall 3), die rechte Seite der Evolutionsgleichung fiir P! aus.

Mittels des Terms H' in (4.26) wird das Einsetzen des h"-Kriteriums gesteuert. Nur
wenn der Fall 3 vorliegt, wird HY null und schaltet damit die Weiterentwicklung von Pi
aus.

Die komplexe Formulierung der Fallunterscheidung in (4.27) erweckt den Eindruck, als ob
hier die beiden Vorfaktoren F'¥ und HY dieselben Ziele verfolgen. In einem giiltigen Fall
3 wird die rechte Seite der Evolutionsgleichung gleichzeitig durch F'¥, aber auch durch
HP zu Null gesetzt. Im Hinblick auf spiitere Erweiterungen der Evolutionsgleichungen
fiir P! ist diese Vorgehensweise jedoch durchaus sinnvoll, da HT das Einsetzen des hP-
Kriteriums und damit jenen Grenzwert, den die remanente Polarisation maximal erreichen

kann, steuert.

Fiir die im weiteren vorgestellten eindimensionalen Simulationen sind die zugehdrigen

Materialparameter der Tabelle 4.1 zu entnehmen.

Parameter | Einheit Wert, Parameter | Einheit | Wert
E. kV/mm 1.0 Oc MPa 50.0
Pout mC/m? | 300.0  sut % 0.2
d pm/V 1000.0 Y GPa 100.0
€ mC/kVm 0.01 c® GPa 5.3
c? kVm/mC 2.0 m MPa 50.0
Ps mC/m? 100.0 n MPa 30.0

Tabelle 4.1: Verwendete Materialparameter fiir die numerische Simulation des eindimen-
sionalen Materialmodells. Einige Parameter werden erst in den néchsten Ab-

schnitten eingefiihrt.

4.2.1 Dielektrische Hysterese

Das Antwortverhalten der bisher eingefiihrten Materialgleichungen mit den Materialpara-
metern aus Tabelle 4.1 ist in Bild 4.2 dargestellt. Die bilineare Approximation der dielek-
trischen Hysterese in Bild 4.2a zeigt, ausgehend von einem ungepolten Materialzustand,
den Zusammenhang zwischen einem angelegten, zyklisch sich verdnderndem elektrischen
Feld und der damit induzierten Polarisation.

Zu Beginn zeigt sich ein linear dielektrisches Verhalten, in dem f¥ < 0 ist. Erst wenn
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Bild 4.2: a) Bilineare Approximation der dielektrischen Hysterese.

b) Dielektrische Hysterese bei iiberlagerter konstanter mechanischer Spannung.

das elektrische Feld die Koerzitivfeldstirke E, iiberschreitet, ist das fF-Kriterium erfiillt
(fF =0) und es kann sich nach Gleichung (4.16) eine remanente Polarisation entwickeln.
Dieses irreversible Verhalten endet, sobald die Sattigung der remanenten Polarisation
eingetreten ist (|P| = Py). In diesem erneut linear dielektrischen Bereich ist nun das
hY-Kriterium erfiillt (h¥ = 0), das fP-Kriterium ist jedoch verletzt (f¥ > 0). Nach
Entlastung ergibt sich der Wert Py,; als bleibende Polarisation.
Die Steigungen der Kurve im ersten und dritten Bereich sind identisch und entsprechen
dem Wert e, wiahrend sich die Polarisation in der Zwischenphase proportional zum elek-
trischen Feld mit der Steigung (1 + cF ¢) /e verhilt.
Der Effekt einer zusétzlich iiberlagerten mechanischen Spannung o auf die dielektrische
Hysterese ist in Bild 4.2b dargestellt. Die konstante mechanische Spannung ist hierbei
moderat, d.h. so klein gewahlt, daf§ sie im Experiment noch zu keinen irreversiblen Pro-
zessen fiihren wiirde. Aus Gleichung (4.4) und (4.6) und mittels Gleichung (4.7) 148t sich
die gesamte Polarisation

Pyt

in Abhiingigkeit des elektrischen Feldes E, der remanenten Polarisation P' und der me-

P =¢E + P + d

o (4.28)

chanischen Spannung o ausdriicken.

Die Hysteresen zeigen hierbei den direkten piezoelektrischen Effekt: Eine iiberlagerte
Zugspannung fiihrt zu einer gréferen maximalen Polarisation, wihrend eine iiberlagerte
Druckspannung diese verkleinert. Im vollsténdig gepolten Zustand ist die Differenz der ge-
samten Polarisation mit und ohne iiberlagerte Spannung aus Gleichung (4.28) ersichtlich
und ergibt sich zu d (P'/Pyqa) 0.



4.2.2 Schmetterlingshysterese

Mit den bisher eingefithrten Materialgleichungen wird auch das Dehnungsverhalten, auf-
grund einer Belastung durch das elektrische Feld in einer ferroelektrischen Keramik be-
schrieben. Das elektrische Feld induziert eine remanente Polarisation, die nach (4.9) eine
ihr zugehéorige, proportionale Dehnung £ hervorruft. Dem ist ein zweiter Dehnungsanteil
iiberlagert. Er ergibt sich aus der Kopplung des elektrischen Feldes mit dem piezoelek-
trischen Modul d und wird als inverser piezoelektrischer Effekt bezeichnet. Zuséatzlich ist
ein linear elastischer Dehnungsanteil o/Y" vorhanden.

Mit diesen Dehnungsanteilen nach (4.3) 18t sich die gesamte Dehnung

| P P 1

= Egat — d—F — 4.29
© c tPsat * Psat * YU ( )

in Abhiingigkeit der remanenten Polarisation P!, des elektrischen Feldes E und der me-

chanischen Spannung o angeben.

Die Schmetterlingshysterese in Bild 4.3a beschreibt das Verhalten der induzierten Deh-
nung in Abhéangigkeit des angelegten elektrischen Feldes bei einer mechanischen Spannung
o = 0 MPa. Ausgehend von einem ungepolten Materialzustand ist anfangs keine elektrisch
induzierte Dehnung zu beobachten. Da im Material keine remanente Polarisation vorliegt
(P' = 0mC/m?), liegt ein entkoppelter Zustand vor. Erst wenn das Feld die Koerzitiv-
feldstérke tiberschreitet (E. < E < EC+CPPsat) entwickelt sich die remanente Polarisation
und die Dehnung &dndert sich quadratisch mit dem elektrischen Feld. Ist die remanente
Polarisation gesiittigt (hF-Kriterium ist erfiillt), stellt sich ein linear piezoelektrischer

Bereich mit der Steigung d ein. Nach Entlastung des elektrischen Feldes verbleibt eine

a) b)
0.6 0.6
‘—GZOMPa — g = 50 MPa
0.5 0.5 \\ <ees g=-50 MPa //
0.4 04 \\ // o
.. ""
T 03 < 03 *\ AN d ././
= \ / = N <
w 0.2 \ / w 0.2 \ / \ /
. A !
0.1 0.1 \/ = - H
0.0 0.0 A i
-0.1 0.1
-3 2 1 0 1 2 3 -3 -2 1 0 1 2 3
E [kV/mm] E [kV/mm]

Bild 4.3: a) Bilineare Approximation der Schmetterlingshysterese.

b) Schmetterlingshysterese bei iiberlagerter konstanter mechanischer Spannung.



remanente Dehnung (& = £54)-

Wird der elektrischen Belastung eine konstante mechanische Spannung von moderatem
Betrag iiberlagert, ist ein zusétzlicher konstanter Beitrag /Y zur gesamten Dehnung in
(4.29) vorhanden. In Bild 4.3b ist dieser Beitrag als vertikale Verschiebung der Schmet-

terlingshysterese, entsprechend dem Vorzeichen der iiberlagerten Spannung, zu erkennen.

4.3 Modellierung der Ferroelastizitit

In diesem Abschnitt wird die Modellierung des Materialverhaltens unter rein mechani-
scher Belastung (E = 0) motiviert. Neben einer rein elektrischen Belastung, ist auch
eine rein mechanische Belastung in der Lage, Umklappprozesse von Doménen in einer
ferroelektrischen Keramik auszuldsen (vgl. Abschnitt 2.4.3 sowie Bild 3.3). Die bei die-
sen Prozessen induzierten irreversiblen Verdnderungen im Material unterscheiden sich in
ihrem Charakter von denen bei elektrischer Belastung.

Durch eine mechanische Belastung kann das Umklappen von Doménen induziert werden,
wodurch irreversible ferroelastische Verzerrungen £ im Material entstehen. Jedoch kann
hierbei keine eindeutige Ausrichtung der Doménen erreicht werden, so daf} keine rema-
nente Polarisation erzeugt werden kann (P' = 0). Deshalb kann das rein ferroelastische
Materialverhalten als vollig von den dielektrischen Eigenschaften entkoppelt betrachtet
und eigenstindig modelliert werden. Zu experimentellen Untersuchungen der irreversiblen
Verzerrung unter mechanischer Zug- und Druckspannung siehe FETT et al. [40, 55].

Aus den Gleichungen (4.3), (4.5) und (4.8) ergibt sich, bei nicht vorhandenem elektri-
schen Feld und unter der Voraussetzung daf kein Dehnungsanteil ¥ durch remanente

Polarisation induziert wird, die gesamte Dehnung zu:
e =¢" + F . (4.30)

Sie ist fiir das ferroelastische Materialverhalten in einen reversiblen Anteil " = /Y und

einen irreversiblen bzw. remanenten ferroelastischen Anteil ¢'¥ darstellbar.

Analog der ferroelektrischen Modellierung kann das Materialverhalten in drei Bereiche
unterteilt werden. Zu Beginn einer monoton ansteigenden mechanischen Belastung stellt
sich ein linear elastischer Bereich ein, in dem keine bleibenden Dehnungen induziert wer-
den kénnen. Daran schlie3t sich die irreversible Umklappphase und somit die Entwicklung
der remanenten ferroelastischen Dehnung ¢ an. Sind alle Domé#nen ausgerichtet, stellt
sich erneut linear elastisches Materialverhalten ein.

Der elastisch-inelastische Ubergang 148t sich mittels der f¥-Funktion
ff(o,eF) = |lo—cF e -0, (4.31)

beschreiben, wobei die Koerzitivspannung o, und ¢ nichtnegative Materialparameter sind.



In Anlehnung an die Koerzitivfeldstirke E,. charakterisiert o. diejenige Druck- bzw. Zug-
spannung, ab der Umklappprozesse einsetzen.
Im elastischen Anfangsbereich finden keine irreversiblen Prozesse statt, so daf} fiir die

remanente Dehnung
e =0 (4.32)
unter der Bedingung des reversiblen elastischen Fall 1

fFlos) <0 v o) <0 (4.33)

eF =0

gilt.
Fiir Belastung, d.h. Fall 2 gilt unter der Belastungsbedingung

o™ =0 A Sfe 20 (4.39)

élFZO

soll sich ¥ in Richtung von 0f /00 entwickeln, so daf§ die Normalenregel

Y (%) (4.35)

angenommen werden kann. Ist die Belastungsbedingung des ferroelastischen, zweiten Fal-
les (4.34) erfiillt, wird dieser Zustand auch als die Giiltigkeit des fF-Kriteriums bezeichnet.
Den zugehorigen Proportionalititsfaktor )\f zur Bestimmung von £ liefert die Auswer-
tung der Konsistenzbedingung

d g iF o—ce F iF

&f ((7,6 ):m(U—C{f ):0 . (436)
Unter Beriicksichtigung des Ansatzes (4.35) fiir £ ergibt sich die Evolutionsgleichung fiir

die remanente ferroelastische Dehnung zu

eF = — (4.37)
die homogen vom Grad eins ist und somit ¥ in geschwindigkeitsunabhingiger Form
beschreibt.

Das Reservoir der induzierten ferroelastischen Dehnung ist durch die Anzahl der vorhan-

F

denen umklappbaren Doménen begrenzt. Damit kann ' einen oberen Grenzwert nicht

iiberschreiten. Mittels der hA¥-Funktion
(™) = 67 - sm (4.38)

wird der Betrag von ' nach oben durch die Séttigungsdehnung €4 beschrinkt. Es gilt

dann die Evolutionsgleichung

e =0 (4.39)



unter der Belastungsbedingung

d .
—hF(81F)

R (™) =0 A _ >0 (4.40)
dt élF — O_/CF

was im folgenden als Fall 3 oder auch als erfiilltes hY-Kriterium bezeichnet wird.

Mittels des Ansatzes der Normalenregel

el =\ (aSiF> (4.41)

und der Auswertung der Konsistenzbedingung aus der h¥-Funktion

d . giF .
&hF(e ) = e e =0 (4.42)

148t sich der Parameter \f bestimmt. Es ergibt sich in diesem Fall A} = 0 und somit die
Evolutionsgleichung (4.39).

Aus den Uberlegungen des Abschnittes 2.4.3 ist zu erwarten, daB das Reservoir der um-
klappbaren Doménen einer ungepolten ferroelektrischen Keramik im Zugspannungsbe-
reich etwa doppelt so grofl wie im Druckspannungsbereich ist. Diese Eigenschaft wiirde
sich in einer unsymmetrischen ferroelastischen Hysterese widerspiegeln (siehe Bild 2.7).

Im Rahmen einer vereinfachten Formulierung wurde dieser Effekt vernachliissigt.!

Aus (4.32), (4.35) und (4.41) 148t sich eine FlieBregel fiir die remanente ferroelastische
Dehnung

( 0 : Fall 1
off
. A== : Fall 2
gf ) (80) * (4.43)
OhF
)\,f <851F> : Fall 3
aufstellen.

Um eine Schreibweise analog der Gleichung (4.27) anzugeben, miissen die Definitionen

- d

* d
F_ Yur hE = —pF 4.44
f dtf GiF g dt = |:iF _ pF &/cF (4.44)
sowie mittels der Eigenschaften der Sprungfunktion |-] nach (4.23) die logischen Vorfak-
toren
* 1 : Fall 2
FT o= R = { (1.45)
0 : sonst

! Bei einer etwaigen Beriicksichtigung dieses Effektes miiite die h¥-Funktion (4.38) modifiziert werden.
Ein méglicher Ansatz konnte lauten: h¥ (e1F) = |¢iF|— %asat (1 + [EiF/|EiF |-| ) . Jedoch kann der Ausdruck

nicht ohne weiteres in tensorieller Form verallgemeinert werden.



und

P o P P 1 : sonst
i = U_h]_thm_“_{o . Fall3 Vv fF>0 (4.46)

eingefiihrt werden. Mit ihrer Hilfe kann nun

r &
e = FYH" = | (4.47)

C

die geschlossene Form fiir die Evolutionsgleichung der remanenten ferroelastischen Deh-

nung angegeben werden.

In Bild 4.4 ist die bilineare Approximation der ferroelastischen Hysterese mit den hier

eingefiihrten Materialgleichungen und den zugehorigen Materialparametern aus Tabelle

4.1 dargestellt.
100
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Bild 4.4: Durch numerische Integration des eindimensionalen Materialmodells ergibt sich

die bilineare Approximation der ferroelastischen Hysterese.

Ausgehend von einem ungepolten Materialzustand ist zu Beginn fiir eine Druckbelastung
ein linear elastischer Bereich zu erkennen (|o| < o.). Erst wenn die angreifende Druck-
spannung die Koerzitivspannung o, iiberschreitet, setzt der irreversible Prozef}, d.h. die
Bildung von remanenter ferroelastischer Dehnung &', ein. Dieser Dehnungsanteil ent-
wickelt sich solange, bis die Sittigung |e'f| = £,4; erreicht ist. Das entspricht dann einem
im Séttigungszustand vollsténdig erschopften Reservoir an umklappbaren Doménen. Im
weiteren stellt sich dann linear elastisches Materialverhalten ein. Bei Entlastung der Span-
nung bleibt im Material nun eine bleibende Dehnung £, zuriick.

Die Steigung des anfdnglichen und geséttigten linear elastischen Bereiches ist aufgrund
der Isotropie des Elastizitétstensors (3.14) identisch und entspricht dem Elastizitédtsmodul
Y. Im inelastischen Zwischenbereich stellt sich die Steigung 1/(1/Y + 1/c") ein.



4.4 Elektromechanische Kopplung

Bisher wurden zwei voneinander getrennte Materialmodelle betrachtet, zum einen fiir
rein elektrische und zum anderen fiir rein mechanische Belastungen. Bei der Kopplung
des rein ferroelektrischen und des rein ferroelastischen Teilmodells zu einem gemeinsamen

elektromechanischen Materialmodell sind zusédtzliche Gleichungen notwendig.

4.4.1 Beschrinkung der remanenten ferroelastischen Dehnung

Aufgrund einer gekoppelten elektromechanischen Belastung kann folgende Situation ein-
treten: Ein elektrisches Feld ruft eine zugehorige remanente ferroelektrische Dehnung in
Feldrichtung hervor (€iP = &4q¢). Desweiteren konnte gleichzeitig auch eine mechanische
Belastung vorhanden sein, die, ebenfalls in Feldrichtung orientiert, ihrerseits eine rema-
nente ferroelastische Dehnung induziert (¢ = &,,). Nach Gleichung (4.8) ergibt sich

dann eine gesamte remanente Dehnung

el = &P 4 &F = 2 (4.48)
in Hohe von 2 e,4.
Da die remanente Dehnung ¢! ein Ma8 fiir die Verzerrung durch umorientierte Domiinen
ist, stellt dies ein Widerspruch zu den Vorstellungen iiber die Domé&nenprozesse dar. Das
Reservoir aller umklappbaren Doménen kann sich nicht verdndern und ist unabhingig
von der Art der Belastung. Es mufl daher also fiir alle Arten von Belastungen zu jeder

Zeit die Nebenbedingung

1£1(t)] < esu (4.49)
gelten. Aufgrund der Dreiecksungleichung (BRONSTEIN und SEMENDJAJEW [56]) gilt
] = g™+ < P+ 1ET] (4.50)

so dafl die Nebenbedingung (4.49) prinzipiell durch die Beschréinkung einer der beiden
Dehnungsanteile ¥ oder £ in die Modellgleichungen eingebaut werden kann.

Um die richtige Wahl motivieren zu konnen, wird die folgende phédnomenologische Be-
trachtung eines Doménenprozesses durchgefiihrt: Es wird davon ausgegangen, dafl die
Nebenbedingung durch eine Beschrinkung auf der ferroelektrischen Seite, also &', er-
zwungen wird. Eine hinreichend grofle mechanische Zugspannung bewirkt eine komplette
Orientierung aller Doménen in Belastungsrichtung und damit die Bildung einer remanen-
ten Verzerrung bis zur ihrer Sittigung (¢! = ¢F' = ¢,,,). Bei diesem Prozef bildet sich keine
makroskopisch remanente Polarisation. Wird jetzt, um das Material bleibend zu polen, ein
elektrisches Feld angelegt, so wiirden die Materialgleichungen, unter Beriicksichtigung der
hier eingebrachten Nebenbedingung (4.49), dieses nicht zulassen. Grund hierfiir ist, daf}

mit der Bildung einer remanenten Polarisation P' eine zugehorige remanente Dehnung



P induziert wird. £'F kann sich aber nicht entwickeln, da bereits die gesamte remanente
Dehnung ¢! = ¢'F gesittigt ist. Physikalisch ist in dieser mechanischen Belastungssitua-
tion jedoch eine Polung des Polykristalls durch ein hinreichend starkes elektrisches Feld
zu erwarten.

Dieses Gedankenexperiment liefert die Motivation, die Nebenbedingung (4.49) nicht auf
der ferroelektrischen, sondern auf der ferroelastischen Seite zu beriicksichtigen. Durch die
Bedingung

|6iF| S 521(; = Esat — |5iP| (451)

wird dem Betrag der ferroelastisch induzierten Dehnung |¢ ™| nur jener Freiraum %2, gege-
ben, den die ferroelektrische remanente Dehnung |¢'F| bis zur Séttigung &,4; zur Verfiigung
stellt.

Aufgrund (4.51) muf} die h¥-Funktion (4.38) angepaft und das vorhandene konstante

Reservoir 4 der induzierten ferroelastischen Dehnung in (4.38) durch £%F, ersetzt werden:

F(_iF pi\ _ |.iF P\ LiF | P|
R (™, P) = |e |—(6sat—|6 |) = |e™| — €sat <1_Psat> . (4.52)

In (4.52) wurde ¥ durch P' nach Gleichung (4.9) ersetzt.

Die Modifikation der A¥-Funktion #ndert auch die bisher angegebene Konsistenzbedin-
gung (4.42) insofern ab, daf sie nun iiber die remanente Polarisation P! an eine elektrische
Grofle gekoppelt ist. Damit treten weitere Terme in der Evolutionsgleichung fiir die re-
manente ferroelastische Dehnung £F auf, die in Abschnitt 4.4.4 zusammen mit weiteren
Effekten in einer zusammengefafiten Darstellung der Evolutionsgleichung £ angeben und
diskutiert werden.

4.4.2 Mechanische Depolarisation

Ein wichtiges nichtlineares elektromechanisches Kopplungsphdnomen ist der Zusammen-
hang zwischen der Polarisation und der mechanischen Spannung. Aus experimentellen
Untersuchungen von z.B. SCHAUFELE und HARDTL [44, 38] ist bekannt, daf eine hinrei-
chend grofle mechanische Druckspannung in der Lage ist, die makroskopisch remanente
Polarisation zu reduzieren. Damit verliert das Material seine piezoelektrischen Eigenschaf-
ten und die Moglichkeit, seine vorgesehenen Aufgaben zu erfiillen.

Mittels der Sittigungspolarisation P,y in der hP-Funktion wird jene obere Schranke fest-
gelegt, die der Betrag der remanenten Polarisation maximal erreichen kann. Es liegt nun
nahe, diesen Grenzwert so zu modifizieren, dafl er in allgemeiner Form von den beiden
aufleren GroBlen Spannung o und elektrischem Feld E sowie iiber die remanente Polarisa-
tion P! von der Belastungsgeschichte abhiingt. Daher wird der konstante Materialparame-
ter P,y durch eine Funktion P,y ersetzt und aus (4.17) ergibt sich eine neue, allgemeine

Form

hY(o,E,P') = |P'| — Py(o,E, P . (4.53)



Fiir die Grofle f’sat muf} zusitzlich die Randbedingung
ﬁsat(aaoapi) - sat fiir o > —0; (454)

gelten, da nur Druckspannungen unterhalb des Grenzwertes der Koerzitivspannung —o.
mechanisch depolarisierende Eigenschaften besitzen sollen.

Fiir ]35,1,5 werden im folgenden zwei einfache Funktionen, ein exponentieller Ansatz

— —={(—0 — 0,

Psat(a) - sat © m< > (455)
sowie ein linearer Ansatz

ﬁsat(a) = (Psat_PJ) <1 - %<_0_0—c>>+P6 (456)

vorgestellt. Fiir die MACCAULEY-Klammer gilt hierbei die Eigenschaft

z x>0
(x)y = {0 o0 (4.57)
Die beiden Ansitze (4.55) und (4.56) sind unabhéngig vom elektrischen Feld und der re-
manenten Polarisation gewihlt und erfiillen die Randbedingung (4.54). Es entspricht Py
der zuvor eingefiihrten Sdttigungspolarisation und o, der Koerzitivspannung. Der positive
Materialparameter m ist ein Maf} fiir die Stirke des Einflusses, mit der die remanente
Polarisation reduziert wird.

Ein entscheidender Unterschied zwischen den beiden Ansétzen liegt darin, dafl eine hinrei-
chend grofie Druckspannung im exponentiellen Ansatz (4.55) die remanente Polarisation
nahezu eliminiert, wihrend im linearen Ansatz (4.56) immer eine remanente Restpolari-

sation Ps verbleibt.

Die Erweiterung des hP-Kriterium um den mechanischen Depolarisationsproze$ fiihrt zu
Anderungen in der Evolutionsgleichung der remanenten Polarisation. Diese werden ebenso
in Abschnitt 4.4.4 zusammen mit anderen Effekten in einer allgemeinen Darstellung fiir
P! angegeben.

In Bild 4.5 ist der mechanische Depolarisationsprozef fiir die beiden Ansitze (4.55) und
(4.56) dargestellt. Ausgehend von einem vollstindig gepolten und unbelasteten Material-
zustand wird in dessen Polarisationsrichtung eine hinreichend grofle mechanische Druck-
spannung aufgebracht und die sich einstellende Entwicklung der Polarisation betrachtet.
Die verwendeten Materialparameter konnen Tabelle 4.1 entnommen werden.

Aufgrund des Polungsprozesses bleibt eine Siattigungspolarisation vom Wert Py, =
300mC/m? zuriick (horizontaler Kurvenverlauf bis (o, P) = (0, Psy)). Die einsetzende
monoton anwachsende Druckspannung in Polarisationsrichtung fiihrt zu Beginn zu einem
linear piezoelektrischen Verhalten proportional 1/d. Unterschreitet die Druckspannung

die Koerzitivspannung (o < —o,) setzt eine Reduktion der remanenten Polarisation ein.
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Bild 4.5: Mechanische Depolarisation eines vollstindig gepolten Materials durch eine in
Polungsrichtung wirkende mechanische Druckspannung:
a) Exponentieller Ansatz nach Gleichung (4.55): Die gesamte remanente Polari-
sation wird nahezu eliminiert.
b) Linearer Ansatz nach Gleichung (4.56): Aufgrund von Pjs verbleibt eine re-
manente Polarisation, die bei weiterer Spannungszunahme einen von Null ver-

schiedenen, linear piezoelektrischen Effekt bewirkt.

Fiir den exponentiellen Ansatz (Bild 4.5a) strebt fiir hohe Druckspannungen die rema-
nente Polarisation gegen Null. Dies entspricht praktisch einem vollsténdig depolarisierten
Material, das keine piezoelektrischen Eigenschaften mehr besitzt und somit ein elektro-
mechanisch entkoppeltes Verhalten zeigt.

Das Verhalten mit linearem Ansatz weist einen anderen Verlauf auf (Bild 4.5b). Zwar wird
ebenfalls fiir hohe Druckspannungen die remanente Polarisation reduziert, doch aufgrund
des positiven Parameters Ps bleibt eine remanente Restpolarisation Py im Material zuriick.
Diese kann auch fiir noch héhere Druckspannungen nicht mehr verdndert werden und fiihrt

im weiteren zu einem linear piezoelektrischen Verhalten proportional (Ps/Pyu) d.

4.4.3 Abhéingigkeit der Koerzitivspannung vom elektrischen
Feld

Der Einfluf} des elektrischen Feldes auf das Verhalten bei mechanischer Depolarisation, ist
ein weiteres elektromechanisches Kopplungsphdnomen. Experimentelle Untersuchungen
von SCHAUFELE und HARDTL [44] haben gezeigt, daf} iiberlagerte elektrische Felder das
Einsetzen mechanischer Depolarisation beeinflussen. So unterstiitzen elektrische Felder in
Polungsrichtung den Ausgangszustand, wihrend entgegengesetzt orientierte elektrische

Felder ein fritheres Umklappen der Doménen bei mechanischer Depolarisation bewirken.



Die Grenze zwischen piezoelektrischem Verhalten und einsetzender Depolarisation, be-
schrieben durch die Koerzitivspannung, verschiebt sich in Abhdngigkeit der Orientierung
und der GroBe des elektrischen Feldes. Dieser Effekt kann nach SCHAUFELE und HARDTL
als linear betrachtet werden.

Die Koerzitivspannung wird im weiteren nicht mehr als ein konstanter Materialparameter
angesehen, sondern hingt vom elektrischen Feld E und der remanenten Polarisation P!
ab. Aus diesem Grund wird die Konstante o, in der f"-Funktion (4.31) und in der Py -
Funktion (4.55) bzw. (4.56) durch die Materialfunktion

- E P
5. (B, P) = (o, i 4.
.( ) <a + nEC |P1|> (4.58)

ersetzt. 0. beschreibt hierbei die kritische Umklappspannung ohne iiberlagertes elektri-
sches Feld und der nichtnegative Materialparameter n gewichtet den Einfluf} des elek-
trischen Feldes auf den Beginn einsetzender mechanischer Depolarisation. Die Funktion
() (siehe Definition (4.57)) gewihrleistet, dal 6. niemals negative Spannungswerte bei
Einsetzen der mechanisch induzierten Umklappprozesse annehmen kann.

Die Erweiterung durch die Materialfunktion (4.58) fiihrt {iber die beiden modifizierten
FlieBkriterien f¥(o, E, P1,c'¥) und h¥ (o, E, P') zu weiteren Termen in der Evolutions-
gleichung der inneren Variablen P und ¢'F. Diese Terme miissen iiber die Auswertung
der Konsistenzbedingung und der zugehorigen Normalenregel bestimmt werden. Eine Zu-
sammenfassung der sich somit ergebenden Evolutionsgleichungen fiir P! und ¢'F ist in
Abschnitt 4.4.4 angegeben.

Mittels der Materialparameter aus Tabelle 4.1 wurde in Bild 4.6 der Einfluf} von iiberla-
gertem elektrischem Feld auf das Einsetzen des Umklappprozesses bei mechanischer De-
polarisation untersucht. Ausgehend von einem vollstdndig gepolten Zustand (P = Pyy)
wird das elektrische Feld auf die verschiedenen angegebenen Werte gebracht (horizontale
Linie bei ¢ = 0 MPa) und im weiteren dem Depolarisationsprozef konstant iiberlagert.
Danach setzt die Belastung durch die mechanische Druckspannung ein. In Bild 4.6 sind
die entsprechenden Spannungs-Dehnungs-Verldufe fiir den exponentiellen Ansatz (4.55)
dargestellt.

Aus dem Verlauf der verschiedenen Kurven sind zwei Effekte unterscheidbar: Ein elek-
trisches Feld, das in Richtung der Polarisation orientiert ist, wirkt der mechanischen De-
polarisation entgegen. Der Ausdruck EP' in Gleichung (4.58) ist fiir diesen Fall stets
grofer null (EP' > 0) und erhoht somit die Koerzitivspannung ., die fiir das Einset-
zen der Umklappprozesse verantwortlich ist. Dagegen unterstiitzt ein elektrisches Feld,
das gegen die Polarisationsrichtung orientiert ist (EP' < 0) die Depolarisation, da es die
Koerzitivspannung &, erniedrigt.

Fiir hohe mechanische Druckspannungen ndhern sich alle Verldufe der o-e-Kurven in
Bild 4.6 asymptotisch einer Geraden. Sie ist gekennzeichnet durch eine gesittigte fer-

roelastische Dehnung (ei = ¢iF = —&sq¢) und einen vollstdndig depolarisierten Zustand
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Bild 4.6: Untersuchung des Einflusses von konstantem iiberlagertem elektrischen Feld auf
das Spannungs-Dehnungs-Verhalten bei mechanischer Depolarisation. Die Re-
duktion der remanenten Polarisation wird hierbei durch den exponentiellen An-

satz (4.55) beschrieben.

(P' = 0mC/m?). Aus den Gleichungen (4.3) und (4.5) ergibt sich die reversible Gerade
mit der Steigung Y sowie dem Achsenabschnitt o = Ye,q; fiir e = 0 %.

4.4.4 Allgemeine Darstellung der Evolutionsgleichungen

Fiir das Zusammenfiihren des ferroelektrischen und des ferroelastischen Teilmodells zu
einem Gesamtmodell wurden drei elektromechanische Ergidnzungen vorgenommen: Die
Beschrinkung der remanenten ferroelastischen Dehnung £, die mechanische Depolarisa-
tion und schliefflich die Abhéngigkeit der Koerzitivspannung vom elektrischen Feld. Alle
drei Modifikationen beeinflussen die Flieffunktionen und nehmen damit Einflu auf die
Evolutionsgleichungen der remanenten Polarisation P! und der remanenten ferroelasti-
schen Dehnung £, die in diesem Abschnitt zusammenfassend angegeben und diskutiert

werden sollen.

Im folgenden wird zunéchst der Einflul der elektromechanischen Kopplung auf die Evo-
lutionsgleichung der remanente Polarisation beriicksichtigt.

Die bisherige fF-Funktion wurde durch das Verschmelzen der beiden Teilmodelle nicht
beriihrt, so daf fiir f¥ weiterhin (4.10) mit den Evolutionsgleichungen (4.12) und (4.16)
sowie den Belastungsbedingungen (4.11) und (4.15) gilt.

Die hP-Funktion wurde aufgrund der Erweiterung durch den mechanischen Depolarisa-

tionsprozefl und den Einflul der vom elektrischen Feld abhingigen Koerzitivspannung



modifiziert und lautet nun:
hW(o,E,P') = |P'| = P,ylo,E, P . (4.59)

An Stelle der urspriinglichen Konsistenzbedingung (4.21) tritt nun die erweiterte Form

d i aﬁsat . aﬁsat . Pi a[/\)sat S1i
—hP(e, B, P) = — E - 1P =0 4.60
a0 B P ( oo ° " oE > <|P1| oP  (460)

wodurch weitere von der Spannungsgeschwindigkeit ¢ und der Geschwindigkeit des elek-
trischen Feldes E abhingige Terme auftreten. Mit (4.60) und der Normalenregel des Falles
3 fiir P! (4.20) 1Bt sich ein neuer Proportionalititsfaktor Af ermitteln. Damit kann die

Evolutionsgleichung fiir die remanente Polarisation mit

. ~ -1 ~ ~
51 P! aPsa,t aPsa,t . aPsat -
P! = - — : E 4.61
<|P1| oP; > ( oo ° " OB (4.61)
angegeben werden, die unter der Voraussetzung
. * d
hP(o,E,P) = 0 A hY = —hP| , > 0 (4.62)
dt Pl — FP E/CP

des dritten Falles giiltig ist.
Die Differentialgleichungen (4.12), (4.16) und (4.61) lassen sich nun in eine allgemein

giiltige Darstellung der Evolutionsgleichung fiir die remanente Polarisation

1

Pt = F'H"SE
&
. ~ -1 ~ ~
Pl aPsat apsat . apsat ;
1 — HF _ : E 4.
o ) <|pl| apl> (80 7t g (4.63)

zusammenfassen. Zu den Eigenschaften der Vorfaktoren F'¥ bzw. HY siehe die Definitio-
nen (4.25) bzw. (4.26). Mittels des Ausdruckes

1 : Fall 2
FPHP = { * (4.64)
0 : sonst
wird der Fall 2 vom Fall 3
1 : Fall3 v fF >0
(1 - H") = { e / (4.65)
0 : sonst

separiert.

Die Eigenschaften des ersten zu E proportionalen Vorfaktors FP HT in (4.63) wurden
bereits bei seiner Einfiihrung erldutert (siehe Diskussion nach Gleichung (4.27)). Mit ihm
entwickelt sich P! unter der Belastungsbedingung (4.15) eines giiltigen zweiten Falls.
Durch den zweiten Term in (4.63) wird der Einflul sowohl der mechanischen Depolarisa-
tion als auch der feldabhingigen Koerzitivspannung auf die Entwicklung von P! beriick-

sichtigt. Dieser Effekt ist immer dann wirksam, wenn der erste Term gerade deaktiviert



wurde, d.h. wenn die Voraussetzungen (4.62) fiir die h”-Funktion (Fall 3) vorliegen. Aber
erst eine Anderung der mechanischen Spannung zu einem Wert kleiner als die Koerzitiv-

spannung (0 < —o,) hat Einfluf§ auf die Entwicklung der remanente Polarisation P,

Die Evolutionsgleichung der remanenten ferroelastischen Dehnung £F wird durch die bei-
den Kopplungsmechanismen, die Beschriankung der ferroelastischen Dehnung sowie die
feldabhéngige Koerzitivspannung, ergdnzt. Durch die Beriicksichtigung der Abhéngigkeit

der Koerzitivspannung vom elektrischen Feld ergibt sich die modifizierte Form von (4.31)
f¥(o,E,e®, P) = |o—cF e -56.(B,P) . (4.66)

Die urspriingliche Konsistenzbedingung (4.36) mufl durch die Beziehung

d F iF H O—_CFEIF . F .iF 85—0 . 85—0 L

— E " P) = ——— (0 — ) - E -P') =0 (4.67

al @B P) = (6-c"e") - {556+ 7p (4.67)
ersetzt werden, in der nun zusétzlich die Geschwindigkeit des elektrischen Feldes E und
der remanenten Polarisation P! auftaucht. Mittels der Normalenregel (4.35) wird ein neuer
Proportionalitétsfaktor )\jf bestimmt, aus dem sich die Evolutionsgleichung im Fall 2 fiir

die remanente ferroelastische Dehnung

1 o—cfelt (05, - 00,

iF - zre 51
(o e () .

ergibt. Sie ist unter der Voraussetzung

) ) * d
f¥o, B, eF,P) =0 A fF= &fF > 0 (4.69)

élFZO

giiltig. Erwéhnt sei, daB £ in (4.68) noch eine Funktion von P! ist, so da die Evoluti-
onsgleichung der remanenten Polarisation (4.63) noch eingesetzt werden mufl.

Mit der elektromechanischen Kopplung wird durch eine Modifikation der h¥-Funktion die
Entwicklung der remanenten ferroelastischen Dehnung beschrinkt. Nach (4.52) lautet die

modifizierte h¥-Funktion

. . . Pi
RE(e™, P = |e%| — ey (1 — | |> . (4.70)
Psat
Aufgrund der Beschrankung in (4.70) ergibt sich eine neue Konsistenzbedingung zu
d . . cif € Pl
—hF iF P = . -iF sat . L — 4.71
P o ¢ P 1P : (4.71)

die nun iiber die remanente Polarisation an eine elektrische Grofie gekoppelt ist. Entspre-
chend muf ein neuer \;-Faktor fiir die Normalenregel (4.41) bestimmt werden, der im
Fall 3 zu einer neuen Evolutionsgleichung fiir die remanente ferroelastische Dehnung

F  Ee P
Pyar |P] 7]

5 p! (4.72)



unter der Belastungsbedingung

) ) * d
RE(eT, P =0 A AY = —nf

0 4.73
P > (4.73)

e =FFg/c"
an Stelle der Beziehung (4.39) und (4.40) tritt.
Die Evolutionsgleichungen (4.32), (4.68) und (4.72) konnen in der gemeinsamen Form

- 1 o—c" <" (06, - 0G, -
T = F'HY <6 - ——F |35 F - P
© cF\7 o — cFelf| \ OF * P!
€ sat Pi giF L
- (1 - HF — —— P! 4.74
(- #) 5 (4.74)

angegeben werden, wobei die Bedeutung des Vorfaktors F'¥ aus (4.45) und HY aus (4.46)

entnommen werden kann. Der Ausdruck

1 : Fall 2
FFHY = { * (4.75)
0 : sonst
ergibt sich im Fall 2 zu einem Wert eins, wahrend
1 : Fall3 v f¥ >0
(1-H") = { e / (4.76)
0 : sonst

Fall 3 beriicksichtigt.

Der Ein- bzw. Ausschaltmechanismus des ersten Vorfaktors F¥ HY in (4.74) ist un-
verdndert geblieben. Der hintere Term von (4.74) ist nur dann aktiv, wenn gerade Fall 2
nicht gilt, d.h. wenn die Belastungsbedingung in (4.73) fiir die A"-Funktion gegeben ist.
Fiir P' muB selbst noch die eigene Evolutionsgleichung (4.63) in die Beziehung (4.74) fiir

¢l eingesetzt werden.

Mit den hier motivierten Ergidnzungen konnte das ferroelektrische und ferroelastische
Teilmodell zu einem geschwindigkeitsunabhédngigen, elektromechanischen Gesamtmodell
gekoppelt werden. Die beiden Evolutionsgleichung (4.63) und (4.74) sind positiv homo-
gen vom Grade eins in der Zeit und sonst nur von den Zustandsvariablen (o, E,e'F, P
abhingig. Auf diese Weise hdngen sie indirekt iiber die beiden FlieBregeln (4.22) und (4.43)
von der Bedingung fiir Belastung und den jeweiligen elektrischen und mechanischen Fillen
ab. Eine zusammenfassende Darstellung aller Gleichungen des eindimensionalen Materi-

almodells ist im Anhang A in tibersichtlicher Form dargestellt.

4.5 Diskussion der Modellantwort

Mit der Herleitung der beiden Differentialgleichungen, der remanenten Polarisation P!
und der remanenten ferroelastischen Dehnung £ ist das Materialverhalten fiir beliebige

Belastungen ¢ und F eindeutig bestimmbar. Leider kénnen die Evolutionsgleichungen



aufgrund ihrer Komplexitét nicht analytisch gelost werden. Um die Modellantwort fiir
eine beliebig vorgegebene Geschwindigkeit der Spannung und des elektrischen Feldes zu

erhalten, ist ein numerisches Integrationsverfahren heranzuziehen.

4.5.1 Numerisches Integrationsverfahren

Die beiden Evolutionsgleichungen stellen ein Differentialgleichungssystem dar, das positiv
homogen vom Grad eins in der ersten Ableitung nach der Zeit ist. Mittels einer numeri-
schen Integration der Differentialgleichungen kann fiir das System von Gleichungen eine
Néherungslosung angegeben werden. Bei der numerischen Losung handelt es sich jedoch
immer um eine Néherung an das theoretisch exakte Ergebnis, die einen — wenn auch
kleinen — Fehler besitzt. Diese Ungenauigkeit in den beiden zu bestimmenden inneren
Variablen iibertriigt sich auf die Bestimmung der vier Funktionswerte f¥, hY, f¥ und AF,
aus denen wiederum die Vorfaktoren F'¥, HY, F'¥ und HY fiir die Evolutionsgleichungen
berechnet werden. Bei der Berechnung dieser Vorfaktoren werden die Fliefffunktionen auf
den Wert Null hin iiberpriift. Eine noch so kleine Ungenauigkeit kann zu einem falschen
Vorfaktor und damit zu einer falschen Entwicklung der inneren Variablen P! und &F
fiihren. Fiir die numerische Realisierung ist die Einfiihrung von Toleranzschranken bei
der Bestimmung der vier Indikatorfunktionen | f¥7, |hY7, | f¥] und |hY] notwendig, aus

denen der jeweils giiltige Fall ermittelt wird.

Standardroutinen von ENGELN-MULLGES und REUTTER [57, 58] oder HARWELL [59)]
konnen aufgrund der vier Fliefunktionen und ihrer Einhaltung nicht verwendet werden.
Es muf ein geeignetes Verfahren entwickelt werden, mit dem die hier vorliegende Proble-
matik bewiltigt und ein nahezu exaktes Ergebnis ermittelt werden kann.

Das in Kapitel 4.4 hergeleitete Differentialgleichungssystem stellt ein Anfangswertproblem

aus zwei gewdhnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung dar. Es kann allgemein als

Pi(o,E,P',6,F)
s = (7 DB 477
Y ( ¢iF (o B.c1F P g, F. DY) ) (4.77)

mit der Anfangsbedingung

Pi(aﬁaEﬁa P[;)
( 81F(007E076(1)F7P6)

im Integrationsintervall At mit ¢ € [ty, ;] fiir ¢; > ty beschrieben werden.

In der Literatur ist eine Vielzahl von Verfahren zur numerischen Integration exemplarisch
in TORNIG und SPELLUCCI [60] sowie HAIRER et al. [61] zu finden. Das hier vorliegende
Anfangswertproblem wurde mit expliziten sowie impliziten Verfahren verschiedenster Ord-
nung geldst. Eine ausfiihrliche Angabe von RUNGE-KUTTA-FORMELN erster, zweiter und
n-ter Ordnung ist bei FEHLBERG in [62, 63, 64] zu finden. Hierbei zeigte das explizite



KUuTTA-MERSON—-VERFAHREN vergleichsweise eine akzeptable Rechenzeit bei hoher Ge-
nauigkeit.

Die prinzipielle Vorgehensweise dieses Verfahrens ist es, ausgehend von bekannten
Startgroflen yq, eine Losung am Ende des Zeitschrittes ¢; = ty + At zu approximieren.

Hierzu wird der Wert von y(yo, ¢) an mehreren festgelegten Zwischenpunkten

K (to) = v (¥o, to)

K> (ty+ 3a1) = ¥ (vo+ 3Ky, to+ $at)

K (fo+ 551) = ¥ (yo+ g ot K+ § 6Ky, fo+ 551) (4.79)
K, (to+35t) = ¥ (yo+2atK +3atKy , to+ 2at)

Ks (to+at) = y(yo+satK,—3atKy+2atKy, ty+at)

im Zeitintervall [ty,t;] berechnet (siche BJORCK und DAHLQUIST [65]). Beim hier ver-
wendeten Verfahren liegen die Stiitzpunkte bei tg , to + % At )ty + % At und ty + At. Eine

entsprechend gewichtete Kombination dieser Zwischenergebnisse (4.79)

1 2 1
y(to +at) = Y0+6AtK1+§AtK4+6AtK5 (4.80)

wird dazu verwendet, eine gute Ubereinstimmung mit der exakten Losung am Intervall-

ende ¢, zu erhalten. Der dabei auftretende Fehler ist von vierter Ordnung.

Bei der hier angewendeten Losungsmethode wird eine Wahl des Zeitinkrementes benutzt,
die sich an dem vorliegenden speziellen Problem orientiert. Aufgrund der bilinearen Ap-
proximation der realen Kurvenverlidufe mittels dreier Bereiche wurden Ein- und Ausschalt-
mechanismen verwendet, die die rechte Seite der Evolutionsgleichungen entsprechend den
Werten der Vorfaktoren F'¥, HY, F¥ und HY vorgeben.

Bei einem Belastungsprozef§ tritt nun unvermeidlich der Fall ein, daf} sich einer der vier
Faktoren so dndert, daf§ die rechte Seite einer Evolutionsgleichung zu Beginn und am Ende
des Intervalls nicht mehr dieselbe ist. Eine nicht speziell angepafite Integration wiirde in
diesem Fall zu riesigen numerischen Fehlern fiihren. Tritt diese Situation ein, so muf} das
Integrationsintervall soweit unterteilt werden, bis entweder kein Sprung auf der rechten
Seite mehr auftritt oder bis eine vorgegebene Toleranz im Inkrement der Spannung bzw.
des elektrischen Feldes unterschritten ist. Im letzteren Fall wird dann trotz eines Sprungs
auf der rechten Seite der Evolutionsgleichung iiber das vorgegebene Intervall integriert.
Damit wird das vorliegende Anfangswertproblem trotz Unstetigkeiten auf der rechten

Seite der Differentialgleichung hinreichend genau berechnet.

4.5.2 Gestaffelte elektromechanische Belastungsgeschichte

Mittels des numerischen Integrationsverfahren ist die Mdoglichkeit gegeben, das Verhalten

des eindimensionalen Materialmodells fiir beliebige, elektromechanische Belastungspfade



zu simulieren. Damit sind die sich ergebenden Kurvenverldufe auf ihre physikalische Plau-
sibilitdt hin iiberpriifbar und kénnen mit den Mechanismen der Domé&nenprozesse vergli-

chen werden.

Am Beispiel einer komplexen elektromechanischen Belastungsgeschichte soll die Antwort
der eindimensionalen Materialgleichungen einschliefllich der Erginzungen aufgrund der
elektromechanischen Kopplung (Beschrankung der remanenten ferroelastischen Dehnung,
mechanische Depolarisation sowie feldabhéngige Koerzitivspannung) diskutiert werden
(siche auch BOHLE et al. [66] sowie KAMLAH [37]). Fiir die auftretende mechanische De-
polarisation wurde der exponentielle Ansatz (4.55) verwendet. Das Antwortverhalten des
eindimensionalen Materialmodells auf dieselbe elektromechanische Belastungsgeschichte,
jedoch ohne die Abhéngigkeit der Koerzitivspannung vom elektrischen Feld, ist in KAM-
LAH et al. [67, 54] diskutiert. Die zur Simulation notwendigen Materialparameter sind

Tabelle 4.1 zu entnehmen.

In Bild 4.7a ist der komplette Belastungspfad des elektrischen Feldes sowie der mechani-
schen Spannung dargestellt und in fiinf einzelne Schritte (A bis E) unterteilt.

Zu Beginn wird das elektrische Feld monoton erhoht, so daf} eine vollsténdige Polung in
Feldrichtung stattfinden kann (—A). Bei konstant gehaltenem elektrischen Feld wird eine
Druckspannung aufgebracht (»B), die die Polung reduzieren soll. Im dritten Schritt (—C)
nimmt, wihrend die mechanische Belastung weiter anliegt, das elektrische Feld auf die
Hilfte seines urspriinglichen Wertes ab. Durch die komplette Wegnahme der Spannung
(—=D) bei weiter anliegendem Feld findet eine mechanische Entlastung statt. Abschlielend
wird auch das elektrische Feld auf Null zuriickgefahren (—E).

Durch die Belastung des elektrischen Feldes im ersten Schritt (-A) wird ein Polungsvor-
gang ausgeltst. Das Materialmodell zeigt bei diesem Prozefl eine Gesamtdehnung, die als
horizontale Gerade aus dem Ursprung in Bild 4.7c¢ zu erkennen ist. Die Dehnung ¢ setzt
sich in diesem Fall aus einem rein linear piezoelektrische Anteil €' und einen Anteil ¢'F,
induziert durch die entstehende remanente Polarisation, zusammen

ip P! P

e = " + ¢ = dgE + 65,1,5% : (4.81)

Dies entspricht einem Materialverhalten, bei dem sich die Doménen remanent in Feldrich-
tung ausrichten, sobald das elektrische Feld die Koerzitivfeldstiarke {iberschreitet. Dabei
wird eine bleibende makroskopische Polarisation erzeugt. Ist diese geséttigt, konnen keine
weiteren Umklappprozesse mehr stattfinden, und es schliefit sich ein linear piezoelektri-
sches Verhalten an (vergleiche hierzu den numerischen Kurvenverlauf im oberen Ast in
Bild 4.7b).

Die nun vorliegende remanente Polarisation P' wird im zweiten Schritt durch mechanische
Depolarisation (=B) reduziert. Solange die angelegte Druckspannung o dabei kleiner als

die Koerzitivspannung ist, zeigt die numerische Simulation eine rein reversible Dehnungs-
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Bild 4.7: Verhalten des eindimensionalen Materialmodells fiir eine komplexe elektrome-
chanische Belastungsgeschichte (Schritte A bis E):
a) Belastungsablauf des elektrischen Feldes E sowie der mechanischen Spannung
o Uber der Zeit ¢.
b) Ferroelektrisches Verhalten: Polarisation P iiber elektrischem Feld E.
c) Ferroelastisches Verhalten: Spannung o iiber Dehnung e.

d) Elektromechanische Kopplungsantwort: Spannung o iiber Polarisation P.

und Polarisationsénderung. Hierbei ist ein linearer Kurvenverlauf in den beiden Bildern
4.7c¢ und 4.7d mit der Steigung des Elastizitdtsmodul Y bzw. mit 1/d zu erkennen. Dies
entspricht einem linear piezoelektrischen Materialverhalten.

Die weitere Erhohung der mechanischen Druckbelastung ¢ induziert in der Modellantwort
einen exponentiellen Abfall der Polarisation in Lastrichtung. Dieser Kurvenverlauf ist in
den beiden Bildern 4.7c und 4.7d deutlich zu erkennen. In Bild 4.7c ndhert sich hierbei

der Verlauf der Kurve asymptotisch einer Gerade mit dem Elastizitdtsmodul als Steigung



und dem Achsenabschnitt ¢ = —g44 fiir ¢ = 0MPa. Am Ende dieses Schrittes (—B)
bleibt aufgrund des noch immer wirkenden elektrischen Feldes ein reversibler dielektri-
scher Polarisationsanteil € £ zuriick (Bild 4.7d). Physikalisch bedeutet dieser Prozef}, daf}
die angelegte mechanische Druckspannung gegen die fixierende Wirkung des elektrischen
Feldes die Doménen zum Umklappen veranlassen kann. Dabei verteilen und orientieren
sich die Doménen gleichméfig in einer Ebene senkrecht zur Belastung, so daf} sich dabei
keine remanente Polarisation bilden kann. Das Umklappverhalten stellt sich hierbei erst
beim Erreichen eines Grenzwertes ein, der aufgrund des iiberlagerten elektrischen Feldes

grofier als die Koerzitivspannung ist.

Der verbleibende reversible Anteil der Polarisation wird nun im néchsten Schritt (—C)
durch eine Reduktion des immer noch anliegenden elektrischen Feldes linear auf die Hélfte
verringert. Da die mechanische Druckspannung die gesamte remanente Polarisation P!
eliminiert hat, ist die Dehnung vom elektrischen Feld entkoppelt (in Bild 4.7c liegen die
Punkt B und C aufeinander). Dies entspricht einem linear dielektrischen Materialverhal-

ten.

Im vierten Belastungsschritt (»D) wird die mechanische Druckspannung bei anliegendem
elektrischen Feld vollstindig entfernt. Uberschreitet die Druckspannung dabei einen kri-
tischen Grenzwert (Knick im Kurvenverlauf in Bild 4.7c), zeigt die Modellantwort erneut
ein linear piezoelektrischen Kurvenverlauf. Dieser Grenzwert ist aufgrund des jetzt gerin-
geren iiberlagerten elektrischen Feldes vom Betrag her kleiner als bei der mechanischen
Druckbelastung (—B).

Dies entspricht einem Materialverhalten, bei dem es aufgrund der Uberlagerung eines
elektrischen Feldes erneut zur Ausrichtung von Domé&nen kommt. Ein erneuter Orien-
tierungsprozef} tritt ein, da der Einflul der mechanischen Last auf die Orientierung der
Doménen senkrecht zur Druckspannungsrichtung kleiner als die Wirkung zur erneuten
Ausrichtung nach dem elektrischen Feld ist. In Richtung des wirkenden elektrischen Fel-
des wird eine remanente Polarisation induziert. Da das elektrische Feld nur halb so grof3
wie beim ersten Polungsprozef ist, konnen nicht mehr alle Doménen in Feldrichtung orien-
tiert werden. Damit kann sich die remanente Polarisation nicht mehr bis zu ihrer Séttigung
entwickeln. Dies zeigt sich in der numerischen Simulation im Punkt D in Bild 4.7b, bei

dem der Kurvenverlauf auf dem Schnittpunkt mit der Neukurve zum Stehen kommt.

Abschliefilend verschwindet nun auch das elektrische Feld (<E) und mit ihm alle reversiblen
Polarisations- und Dehnungsanteile. Einzig die beiden remanenten Anteile, die remanente

Polarisation P! und die remanente Dehnung &' verbleiben im Punkt E.

Das zugehorige experimentelle Materialverhalten unter einer vergleichbaren elektrome-
chanischen Belastungsgeschichte wurde von ALATSATHIANOS [39] an kompakten PZT-
Proben untersucht. Er konnte das in Bild 4.7 dargestellte komplexe Verhalten qualitativ

bestdtigen.



4.5.3 Asymmetrische elektrische Belastung

In Experimenten, bei denen ungepolte ferroelektrische Keramiken erstmals einem elektri-
schen Feld ausgesetzt werden, tritt unter Umsténden ein unsymmetrischer Kurvenverlauf
der dielektrischen Hysterese sowie der Schmetterlingshysterese auf. Diese Unsymmetrie bei
PZT’s wurde von ALATSATHIANOS [39] und MULLER [68] experimentell beobachtet. Von
GHANDI und HAGOOD [69] ist eine horizontale Verschiebung der dielektrischen Hysterese
und von YANG und PAYNE [70] sowie PAN et al. [71] jeweils eine vertikale Verschiebung

der Schmetterlingshysterese mit einem verkiimmerten Fliigel beobachtet worden.

Ausgehend von einem ungepolten Materialzustand wird die Keramik im Experiment mit
einem zyklischen elektrischen Feld symmetrisch um seinen Nullpunkt belastet. Es stel-
len sich Hysteresen ein, die nicht mehr punktsymmetrisch zum Achsenursprung orientiert
sind. Ein Ast der Hysterese ist nicht voll ausgebildet und der Schwerpunkt der Hysterese
fallt nicht mehr mit dem Achsenursprung zusammen. Dieser Effekt kdnnte so verstan-
den werden: Der Polykristall zeigt eine Art ’Gedéchtniseffekt’, kann sich also an den
ersten Polungsprozefl und dessen Richtung erinnern. Bei dieser ersten Belastung prégen
die Doménen ihre Umgebung, so dafl ihnen bei weiterer zyklischer Belastung zusitzlich
ein inneres, konstantes elektrisches Feld iiberlagert ist (siehe CARL und HARDTL [72]
sowie NEUMANN [73]).

Obwohl das phdnomenologische Materialmodell solche Effekte nicht voraussagt, ist eine
Untersuchung dieses Phdnomens interessant. Durch die zyklische Belastung mit einem
asymmetrischen elektrischen Feld soll das Verhalten des Materialmodells untersucht wer-
den. Die sich dabei einstellende dielektrische Hysterese sowie die zugehorige Schmetter-

lingshysterese sind in Bild 4.8 dargestellt.
Das elektrische Feld wurde zyklisch vorgegeben: {0.0, —3.0, 1.3, —3.0} kV/mm, so dafl dem

Lastzyklus ein konstantes negatives elektrisches Feld in Hohe von Ej;yep = —0.85kV/mm
iiberlagert ist. Der Betrag des iiberlagerten Feldes ist hierbei geringfiigig unter der Koer-
zitivfeldstirke gew#hlt worden (|Ene| < E.), damit in positiver sowie in negativer
Feldrichtung eine remanente Polarisation aufgebaut werden kann. Die zugeh6rigen Mate-

rialparameter fiir die Simulation konnen aus Tabelle 4.1 entnommen werden.

In Bild 4.8a ist die sich einstellende dielektrische Hysterese dargestellt. Es zeigt sich in
positiver Feldrichtung eine nicht voll ausgebildete Hysterese. Vor Erreichen des Séttigungs-
zustandes wurde die Wirkung des elektrischen Feldes wieder zuriickgenommen. Wiirde bei
diesem Kurvenverlauf der Ursprung des P-FE-Koordinatensystems in den Schwerpunkt S
der Hysterese gelegt werden (Kreuzungspunkt der beiden gepunkteten Linien), so wére
festzustellen, dal sich der Schwerpunkt in Richtung negativer elektrischer Felder ver-
schiebt (nach links in Richtung von Ejiye). Die Ermittlung der Kenngrofien Py, aus der
Form der Hysterese wiirde jetzt eine Sdttigungspolarisation von ca. 225 mC/m? ergeben.

Dies entspricht nur noch etwa zwei Drittel des tatsdchlichen Wertes P, in Tabelle 4.1.
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Bild 4.8: Antwortverhalten des Materialmodells bei einer zyklischen Belastung mit einem
asymmetrischen elektrischen Feld:
a) Dielektrische Hysterese mit eingezeichnetem Schwerpunkt S (gepunktete Li-
nien).

b) Schmetterlingshysterese.

In einem vergleichbaren Experiment, das von solchen Bedingungen ausgeht, erscheint die
maximal mogliche Polung der ferroelektrischen Keramik kleiner als sie in Wirklichkeit ist.
Bei der Ermittlung der Koerzitivfeldstéirke aus den Kurvenverldufen ist eine Verschiebung
des Wertes nicht festzustellen, so dafl der unsymmetrische Kurvenverlauf auf ihn keinen
Einfluf} ausiibt.

Die zugehorige Schmetterlingshysterese bei dieser asymmetrischen Belastung ist in Bild
4.8b dargestellt. Sie zeigt einen so stark verkiimmerten rechten Fliigel, dal im Bereich
positiver elektrischer Feldstarke kein linear piezoelektrischer Kurvenverlauf zu beobachten
ist. Wiirde die Sattigungsdehnung als Kreuzungspunkt K zwischen dem rechten und linken
Fliigel gesetzt werden, so ergédbe sich nur noch einen Wert von ca. 0.12%. Gegeniiber
0.2 % Sattigungsdehnung in der Simulation, entspricht dies weniger als zwei Drittel des

urspriinglichen Wertes.

4.5.4 Ferroelektrische Hysteresen bei iiberlagerter mechani-

scher Druckspannung

Haufig werden in Anwendungen ferroelektrische Aktuatoren elektrisch betrieben, wobei sie
einer mechanischen Last in Polungsrichtung unterworfen sind. Aufgrund der iiberlagerten
mechanischen Belastung zeigen die Aktuatoren eine Verschlechterung des piezoelektri-
schen Effektes. LyNCH [36] untersuchte an gepolten PLZT’s das elektromechanische Ver-

halten unter zyklischer Belastung durch ein elektrisches Feld mit gleichzeitig iiberlagerter



Druckspannung parallel zur Polungsrichtung.

Das Antwortverhalten des eindimensionalen Materialmodells soll in diesem Abschnitt mit
den aus der Literatur bekannten Experimenten verglichen werden. Fiir das Materialmodell
wurden die kompletten eindimensionalen Beziehungen sowie fiir die mechanische Depola-
risation der exponentielle Ansatz (4.55) verwendet. Aus Tabelle 4.1 konnen die entspre-
chenden Materialparameter entnommen werden. Da keine experimentelle Bestimmung der
Materialparameter fiir das vorgestellte Modell durchgefiihrt wurde, ist nur der qualitative

Vergleich der Modellantwort mit den experimentellen Kurven moglich.

Die gekoppelte Belastungsgeschichte ist in der numerischen Simulation in drei Schritte
aufgeteilt. Ausgehend von einem ungepolten Zustand wird zu Beginn ein elektrisches Feld
angelegt, bis sich eine gesittigte Polarisation eingestellt hat. Nach der anschliefenden
Entlastung liegt ein gepolter und unbelasteter Zustand vor.

Im zweiten Schritt wird eine mechanische Druckspannung in Polungsrichtung bis zu ei-
nem definierten Wert aufgebracht und der weiteren Lastgeschichte konstant iiberlagert.
Die Hohe des Spannungsendwertes variiert fiir die verschiedenen Simulationen. Exempla-
risch wurden fiir die Endwerte zwei Haltepunkte gewéhlt: Ein moderater sowie ein sehr
hoher Wert. Bild 4.9a zeigt die Druckspannungs-Dehnungs-Kurve mit den eingezeichneten

Haltepunkte F und H fiir die experimentellen Untersuchungen Haltepunkte A und B der
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Bild 4.9: Druckspannungs-Dehnungs-Kurven mit eingezeichneten Haltepunkten, an denen
die Spannung konstant gehalten und anschlieend das elektrische Feld zykliert
wird. Der erste Haltepunkt entspricht hierbei einer moderaten mechanischen
Belastung, wihrend der zweite Haltepunkt hohen mechanischen Einflufl auf das
weitere Materialverhalten reprisentieren soll.

a) Haltepunkte F und H der Druckspannung der experimentellen Untersuchungen
von LYNCH [36].

b) Haltepunkte A und B der Druckspannung fiir die numerische Simulation.



numerischen Simulation.

Im dritten Schritt findet die zyklische Belastung durch das elektrische Feld statt, um den
Einflufl der {iberlagerten mechanischen Druckspannung auf die sich einstellenden ferro-
elektrischen Hysteresen zu untersuchen.

In Bild 4.10 sind die dielektrischen Hysteresen fiir unterschiedlich iiberlagerte mechani-
sche Druckspannung zum Vergleich zwischen der experimentellen Beobachtung und der
Modellantwort dargestellt.

Bild 4.10a und Bild 4.10b zeigen das dielektrische Hystereseverhalten unter einer modera-
ten mechanischen Druckspannung. Liegt eine hohe iiberlagerte Druckspannung vor, so ist
ihr Einflufl auf die dielektrische Hysterese in Bild 4.10c und 4.10d entsprechend grofler.
Aus dem Verlauf der experimentellen und der numerisch simulierten Hysteresen kann
folgendes festgestellt werden. Die remanent im Material verbleibende Polarisation (an
der Stelle F = 0kV/mm) nimmt fiir héhere iiberlagerte Druckspannungen kontinuierlich
ab. Bereits bei elektrischer Entlastung zeigt das Materialmodell nicht mehr nur ein rein
linear dielektrisches Verhalten. Eine moderate iiberlagerte Druckspannung 16st wiahrend
der elektrischen Entlastung den Prozef3 der mechanischen Depolarisation aus. Damit bleibt
nach Entlastung eine kleinere Polarisation (P < P, fiir E = 0kV/mm) zuriick.

Das Experiment sowie die Modellantwort zeigen im Scheitelpunkt der elektrischen Bela-
stung, dafl die maximal erreichbare Polarisation durch hohere mechanische Druckspan-
nungen deutlich reduziert wird. Unter der Wirkung einer hohen Druckspannung kénnen
sich im Polykristall kaum noch Doménen in Richtung des elektrischen Feldes ausrichten,
so dafl damit keine vollstindige Polung mehr erreicht werden kann.

Zusammenfassend ist festzustellen, daf fiir zunehmende iiberlagerte mechanische Druck-
spannungen die dielektrische Hysterese gestaucht und flacher orientiert wird. Unter ex-

tremer mechanischer Last kann sie sogar vollig verschwinden.

In Bild 4.11 sind die zugehorigen Schmetterlingshysteresen der experimentellen sowie der
numerisch ermittelten Kurven dargestellt. Es symbolisieren die Bilder 4.11a und 4.11b das
charakteristische Verhalten unter einer moderaten Druckspannung, wihrend Bild 4.11c
und Bild 4.11d den Verlauf unter dem Einflu8 grofler mechanischer Last zeigt.

Die physikalischen Mechanismen, die hier das Verhalten beeinflussen, sind dieselben wie
gerade beschrieben, so dafl im weiteren nur auf die entsprechenden Unterschiede in den
Kurvenverlaufen hingewiesen wird.

Aus den vier Hysteresen ist erkennbar, dafl mit zunehmenden iiberlagerten mechanischen
Druckspannungen der verbleibende Dehnungswert an der Stelle £ = 0kV/mm immer
mehr abnimmt. Dies ist im Kurvenverlauf der numerischen Simulation (Bild 4.11b) daran
erkennbar, daf} sich bei elektrischer Entlastung nach dem linear piezoelektrischen Verlauf
ein nichtlinearer Bereich mit mechanischer Depolarisation anschlief3t.

Da sich die Gesamtdehnung des Materialmodells aus elektrisch induzierten sowie mecha-

nisch induzierten Dehnungsanteilen zusammensetzt, verschiebt sich die Hysterese unter
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Bild 4.10: Qualitativer Vergleich zwischen experimentellen Beobachtungen nach LyNCH
[36] und dem Verhalten des Materialmodells am Beispiel der dielektrischen Hy-
sterese bei liberlagerter mechanischer Druckspannung;:

a) Experimentelles Verhalten bei moderater iiberlagerter Druckspannung (Hal-
tepunkt F).

b) Modellantwort bei moderat iiberlagerter Druckspannung (Haltepunkt A).

c) Experimentelles Verhalten unter hoher Druckspannung (Haltepunkt H).

d) Modellantwort unter hoher Druckspannung (Haltepunkt B).

Druckspannung entsprechend nach unten. Damit ergibt sich zum einen die Reduktion der
maximalen Dehnung bei maximaler elektrischer Last, zum anderen kann die verbleibende
Dehnung im elektrisch entlasteten Zustand sogar negative Werte annehmen.

Abschlieflend 148t sich bemerken, daf eine hohe, dem elektrischen Feld iiberlagerte Druck-
spannung die Dehnungsamplitude so verringert, dafl keine Hysterese mehr beobachtet

werden kann. Es hat sich ein Zustand im Polykristall eingestellt, bei dem die depolarisie-
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Bild 4.11:

rende Wirkung der Druckspannung eine Orientierung der Doménen aufgrund des dufleren

elektrischen Feldes vollstdndig verhindert.
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Qualitativer Vergleich zwischen experimentellen Beobachtungen nach LyNCH

[36] und dem Antwortverhalten des Materialmodells am Beispiel der Schmet-

terlingshysterese bei tiberlagerter mechanischer Druckspannung:

a) Experimentelles Verhalten bei moderater iiberlagerter Druckspannung (Hal-

tepunkt F).

b) Modellantwort bei moderater iiberlagerter Druckspannung (Haltepunkt A).

c) Experimentelles Verhalten unter hoher Druckspannung (Haltepunkt H).

b) Modellantwort unter hoher Druckspannung (Haltepunkt B).




5 Dreidimensionale Formulierung des Mate-

rialmodells

Um mit Hilfe der Finite-Elemente-Methode Aussagen iiber den Materialzustand eines
Kontinuums, d.h. eines zusammenhidngenden Gebietes beliebiger Geometrie, angeben zu
kénnen, sind elektromechanische Feldgleichungen zusammen mit einer dreidimensionalen
Formulierung von Materialgleichungen erforderlich. Diese sollen hier in Anlehnung an die
eindimensionalen konstitutiven Beziehungen des vorangehenden Kapitels motiviert wer-
den. Die dreidimensionalen Gleichungen werden in tensorieller Schreibweise angegeben
und sollen sich mit den mikrostrukturellen Vorstellungen von Domé&nenprozessen der Ab-
schnitte 2.2 und 2.3 in Einklang befinden. Des weiteren soll das eindimensionale Material-
verhalten als Sonderfall der verallgemeinerten dreidimensionalen Formulierung enthalten
sein.

Die konstitutiven Ausgangsgleichungen in tensorieller Form wurden bereits in Kapitel 3
hergeleitet und ausfiihrlich diskutiert. Diese sind die additive Zerlegung von Polarisation
P (3.10), Dehnung S (3.9) und remanenter Dehnung S' (3.27), die Angabe der linea-
ren piezoelektrischen Beziehungen (3.11) und (3.12) sowie der Zusammenhang zwischen
dem Dehnungsanteil S und der remanenten Polarisation (3.28). Es miissen daher noch
die beiden ferroelektrischen sowie die beiden ferroelastischen Funktionen in tensorieller
Schreibweise angegeben werden, so dafl daraus die entsprechende verallgemeinerte For-
mulierung der Evolutionsgleichung der beiden inneren Variablen P'und S'F bestimmst

werden kann.

5.1 Verallgemeinerung der ferroelektrischen Model-

lierung

Die Grenze zwischen anfénglich reversiblen dielektrischem und daran anschliefend irre-
versiblen Materialverhalten, wird durch die fFP-Funktion beschrieben. Neben der Ver-
allgemeinerung der beiden skalaren Groflen, dem elektrischen Feld und der remanenten
Polarisation durch die entsprechenden Vektoren (£ — Eund P — f’i), kann die eindimen-
sionale fF-Funktion (4.10) in ihrer Struktur iibernommen werden:

fPE,PY) = ||E-c" P - E. . (5.1)

Hierbei wurde der skalare Betrag durch die Vektornorm ||-|| ersetzt. Die Bedeutung des

nichtnegativen Materialparameters ¢ und der Koerzitivfeldstirke E, bleibt erhalten.

Analog (5.1) kann auch die erweiterte eindimensionale h”-Funktion (4.59), die die zweite

Grenze zwischen dem irreversiblen und dem reversiblen Materialverhalten einschliefilich
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der mechanischen Depolarisation charakterisiert, in eine verallgemeinerte dreidimensio-

nale Formulierung der Form

WP(T, B, PY) = ||P Py (T, E, PY) (5.2)

iiberfiihrt werden. Die Séttigung der remanenten Polarisation wird durch den Funktions-
wert Py beschrieben, der von dem Spannungstensor T, dem elektrischen Feldvektor E

und dem remanenten Polarisationsvektor P’ abhéngt.

Fiir die Entwicklung der remanenten Polarisation wird eine Fliefiregel der Form

( 0 : Fall 1
P

N A;’ (%) : Fall 2
P

AP (%.) : Fall 3
oP!

verwendet, in der fiir den Fall 2 und Fall 3 je eine entsprechende Normalenregel ange-
nommen wird und die sich aus der eindimensionalen Fliefregel (4.22) ergibt. Eine formale
Analogie zur Fliefiregel in der klassischen Plastizitétstheorie (z.B. in TSAKMAKIS [53]) ist

zu erkennen, so dafl auch die dort angewendete Methodik verwendet werden kann.

Die drei zu unterscheidenen Fiélle charakterisieren jene drei Entwicklungszustdnde, die
durch die beiden Funktionen f¥ und A% definiert werden. Der triviale Fall 1 tritt immer
dann ein, wenn weder Fall 2 noch Fall 3 giiltig ist.

Fall 2 wird durch die verallgemeinerte Belastungsbedingung

d p
. > 4
tf Bi_g 0 (5.4)

beschrieben, die sich aus der eindimensionalen Form (4.15) ergibt. Unter Verwendung der
Definition (4.25) kann die Aussage (5.4) durch den logischen Vorfaktor F'¥' in verkiirzender

Weise wiedergegeben werden.

SUEP) =0 A fo=

Fall 3 gilt, wenn das h"-Kriterium erfiillt ist. Aus der eindimensionalen Beziehung (4.62)
ergibt sie sich zu

0o * d
RP(T,E,P) =0 A hP'=—=h"|. >0 . (5.5)
At |piz FPAR(0fF /0 F)

Mit Hilfe der Definition H" (4.26) kann diese verallgemeinerte Form in abkiirzender Weise

dargestellt werden.

Mittels Gleichung (5.3) ist die Richtung des Vektors f’ieindeutig bestimmt, lediglich sein
Betrag A} bzw. A} muf noch bestimmt werden. Unter Beriicksichtigung der Definition

des normierten Vektors
P BodP (5.6)
|E —cP PY|



148t sich aus der Konsistenzbedingung

d - = - 5 5.
&fP(E,PI) = NP-<E—cP P1> =0 (5.7)
und unter Verwendung der im Fall 2 giiltigen Normalenregel (5.3)s, der Betrag
1 — —
P P
Af = S N°-E (5.8)
bestimmen.

Analog resultiert fiir Fall 3 aus der Konsistenzbedingung

d - o aﬁsat . aﬁsat = N aﬁsat =%
—hP(T,E, P) = — T — T E i — =22 )P = 0 (5.9
S R R (59

und nach Eliminierung von P'durch die Normalenregel des dritten Falles (5.3);

~ -2 ~ ~
aPsat aPsat . aPsa,t L’)
AP = g — —2 T + —2 . E 5.10
e e - 2 (aT e (5.10)

Nachdem die Richtung des Vektors P'durch die Normalenregel und dessen Betrag durch
die Faktoren A} bzw. A} bestimmt ist, 1Bt sich als tensorielle Verallgemeinerung von

Gleichung (4.63) die geschlossene dreidimensionale Evolutionsgleichung

i P P P P
Pl = FPH" (NP@XF) . 5
~ -2 ~ ~ ~
aPsat aPsa,t . aPsat _’>< 8Psat>
+ (1=HP)||gnm — =22 T+ —22 E||en — —22 5.11
( ) P o Pl <8T oOF P pi ( )

fiir die Entwicklung des remanenten Polarisationsvektors angegeben. Es handelt sich hier-
bei um eine Differentialgleichung homogen vom Grade eins in der Zeit, womit eine Ge-
schwindigkeitsunabhingigkeit von P! erzielt wird.

Der Ein- und Ausschaltmechanismus der beiden Vorfaktoren F¥H” und (1 — HY) steuert
die rechte Seite von (5.11), so daf sie entsprechend dem augenblicklichen Materialzustand
einem der drei Félle zugeordnet wird. Fiir eine ausfiihrliche Diskussion der Mechanis-
men der Vorfaktoren siehe die Erlduterungen zu der eindimensionalen Darstellung der
Evolutionsgleichung nach Gleichung (4.27) und (4.63).

Rotation des remanenten Polarisationsvektors

Mit der Verallgemeinerung der eindimensionalen konstitutiven Materialgleichungen in eine
dreidimensionale Formulierung sollten nun auch mehrachsige Belastungen behandelt wer-
den konnen. Daher soll in diesem Abschnitt der folgende spezielle Prozefl diskutiert wer-
den: Es ist z.B. vorstellbar, dal der Polarisationszustand eines in einer bestimmten Rich-

tung remanent polarisierten Materials durch eine aus der Polungsachse herausrotierenden



elektrischen Feldkomponente beeinfluflit wird. Hierbei ist zu erwarten, dafl sich die re-
manente Polarisation, beschrieben durch den remanenten Polarisationsvektor, durch eine
hinreichend starke Wirkung des elektrischen Feldes umorientiert und hierbei eine Rotation
vollzieht.

Fiir eine solche Belastungsgeschichte liefert die bisherige Version des Materialmodells
folgende Antwort: Nach der vollstindig geséttigten Polung beginnt das elektrische Feld
sich soweit zu drehen, bis es entgegen der urspriinglichen Richtung orientiert ist. In der
urspriinglichen Richtung liegt eine geséittigte remanente Polarisation vor, auf die gleichzei-
tig in Gegenrichtung ein weit iiber der Koerzitivspannung vorhandenes elektrisches Feld
wirkt. Der Orientierungszustand des remanenten Polarisationsvektors wére nicht beein-
flufit worden. Dies ist jedoch mit den Vorstellungen iiber das Verhalten von Doménenpro-

zessen nicht in Einklang zu bringen.

Der hier diskutierte mehrachsige Prozef§ soll daher die Entwicklung des remanenten Po-
larisationsvektors P! beinflussen. Um mit den bisherigen Materialgleichungen keine Wi-

derspriiche zu erhalten, soll ausgehend von einem gepolten und geséttigten Zustand die

Konsistenzbedingung
d p 2 B
—h"(T,E,P) = 0 (5.12)
d¢
fiir alle Zeiten ¢ weiter erfiillt bleiben. Mit der Definition
On® OP.i . OPug = >
a = — , b = T+ — - B 5.13
(a P‘> ( oT OE (5:13)

148t sich (5.12) bzw. (5.9) auch in verkiirzender Schreibweise als
&P —b = 0 (5.14)
darstellen. Mit der Einfiihrung eines Einheitsvektors €, gemafl

~ P Bi
g, = o _ 9 /oF (5.15)
IE lon® /o P! |

und unter der Voraussetzung ||a|| # 0, 148t sich (5.14) auch als das skalare Vektorprodukt

1
(=l

ga . ].E)i = T o0 (516)
&l
darstellen. Die geometrische Deutung dieses Ausdruckes ist in Bild 5.1 dargestellt.
Gleichung (5.16) kann als die Projektion von P'auf den Einheitsvektor &, mit der Linge

|T interpretiert und damit im Dreieck 'BCD’ veranschaulicht werden. PilaBt sich im
a
Dreieck 'BCD’ auch als die Addition aus zwei Vektoren darstellen:

1
S

Pi = ﬁéa + \_)/L . (517)

®y



Bild 5.1: Aus der Konsistenzbedingung der h¥-Funktion 1a8t sich die Entwicklung des
remanenten Polarisationsvektors f’i geometrisch deuten. Er kann im Dreieck
'BCD’ additiv aus den beiden Vektoren b/||d]|&, und V. gebildet werden. V,
selbst 148t sich im Dreieck ’ABC’ durch einen beliebigen Vektor ¢ und seinem

Anteil in Richtung €, darstellen.

. . . . . b . . -
Zum einen ist dies ein Vektor mit dem Betrag W und seiner Richtung €, und zum
a

anderen ein beliebiger, jedoch zu €, orthogonaler Vektor V.. Damit gilt
63_ - VJ_ — 0 3 (518)

so daB V. im Ansatz (5.17) fiir P auf die Anforderung (5.16) keinen Einfluf hat. Die
Konsistenzbedingung (5.12) bleibt somit weiter fiir alle Zeiten ¢ identisch erfiillt. V, kann

mit dem Ansatz
vV, == P".¢ (5.19)

dargestellt werden. Der ferroelektrische Projektionstensor PT besitzt hierbei die Eigen-
schaft, beliebige Vektoren ¢ senkrecht zu €, zu projektieren.
Mit Hilfe des Dreiecks ’ABC’ 148t sich der Vektor

V, = ¢ — (8,-9é, = (1 —¢&,08,)- ¢ (5.20)

auch durch ¢ und seine Projektion in Richtung des Einheitsvektor €, ausdriicken.
Durch Koeffizientenvergleich zwischen (5.19) und (5.20) erhdlt man den ferroelektrischen

Projektionstensor

OhP /O P! OhP [0 P!

P’ = 1-¢8,®¢8 = — - —
lor® /o P[] — |[on? /o P*]

: (5.21)

der auch mit der Definition fiir €, (5.15) dargestellt werden kann.
Mit der Einfiihrung des Vektors V. kann der oben diskutierte mehrachsige Prozef} einer

Belastung durch ein sich drehendes elektrisches Feld in der Entwicklung von P! (5.17)



beriicksichtigt werden. Dieser zusétzliche Anteil in der Evolutionsgleichung des remanen-

ten Polarisationsvektors wird im weiteren als
PiProjektion = V, = PP C (522)
bezeichnet und kann als Projektion eines beliebigen Vektors & durch den Tensor PT

dargestellt werden.

Es verbleibt nun, eine geeignete Wahl fiir ¢ anzugeben. Da beliebige Vektoren zuléssig
sind, wird der Ansatz

ofF
¢ = KPAP< ﬂ> 5.23
r (58 (5.23)

gewihlt. Dadurch wird erreicht, daf3 f’ipmjektion und damit Plsich auch in diesem mehr-
achsigen Prozef nach den gleichen GesetzméiBigkeiten ( ~ A} (9% /0 E)) entwickelt, wie
es im Fall 2 einer giiltigen Belastungsbedingung der fF-Funktion gegeben ist. Allerdings
wird derjenige Anteil, der der Konsistenzbedingung aus der hP-Funktion widerspricht,

mittels des Projektionstensor P¥ ausgeblendet!

Phroertion = KPAP PP-<8LP> (5.24)
Projektion — f aﬁ . .

Der hier betrachtete mehrdimensionale Belastungsprozef soll sich nur fiir ein vollstindig
gepoltes Material einstellen diirfen. Die remanente Polarisation ist gesittigt und die fF-

Funktion nimmt in diesem Fall Werte grofler Null an:

o> 0 . (5.25)
Erst fiir den Fall

f*P > 0 (5.26)

soll eine mehrachsige elektrische Belastung eine Rotation des remanenten Polarisations-
vektors ausldsen.

Im allgemeinen bedeutet physikalisch die Aussage (5.26), dal um die Polungsachse ein
Bereich existiert, in dem kleine Storungen des elektrischen Feldes keine Veréinderung von
P'bewirken. Erst hinreichend grofle Drehungen des elektrischen Feldes sind in der Lage,
irreversible Prozesse auszulGsen. Dies 148t sich mit dem Prozefl der Polung eines Mate-
rials vergleichen. Hierbei ist das elektrische Feld erst beim Uberschreiten der Koerzitiv-
feldstédrke in der Lage, irreversible Umklappprozesse auszul6sen.

Die beiden Zusténde (5.25) und (5.26) lassen sich mit Hilfe der Definition (4.23) in

abkiirzender Schreibweise zu einem weiteren logischen Vorfaktor

K* o= | = 1M1= 1= 7] ={1 TR0 TR0 )

0 : sonst

I Eine alternative Motivation von 13iProjektion ist in KAMLAH [37] dargestellt.



zusammenfassen, der den Anteil Ppgjektion €in- bzw. ausblendet.

Damit kann die Beziehung fiir pi (5.11) mit f)iprojektion (5.24) erweitert werden. Als ab-
schlielende Formulierung ergibt sich somit die verallgemeinerte dreidimensionale Evolu-

tionsgleichung
Pl — (FPHP1 + K" PP SPg RP) . E
= + ) (NPeN?) . =
~ _92 ~ ~ ~
a[)sat aPsat - a[)sat _.’> ( a[)sat>
+ (1= HP)||gp — =22 ( T+ —2 B || &p — —= 5.28

des remanenten Polarisationsvektors.

Bild 5.2 zeigt den Einfluf} eines sich drehenden elektrischen Feldes auf die Entwicklung

der remanenten Polarisation.

a) b)
12 — 300 \ ....
10 ~ . 250 \ — Ll
= 8 - & 200 A
IS =
e 7 D 7 |
S s 150
T - 100 ~—|
2 T (] E, 50 T E— — O Pl
] —& ] —FR
0 —— : : : 0 - < : : :
0.0 0.2 0.4 0.6 08 10 0.0 0.2 0.4 0.6 08 10
t[s] t[s]

Bild 5.2: Die Belastung eines in z5-Richtung vollstéindig gepolten Materials durch ein sich
drehendes elektrisches Feld induziert eine Drehung des remanenten Polarisati-
onsvektors D'
a) Belastungsgeschichte des elektrischen Feldvektors fiir seine Komponenten E;
und Es.
b) Entwicklung der Komponenten P; und P} des remanenten Polarisationsvek-

tors iiber der Zeit ¢.

Ausgehend von einem ungepolten Zustand induziert in xo-Richtung die monoton anstei-
gende elektrische Feldkomponente E5 eine remanente Polarisation P,). Erreicht der rema-
nente Polarisationsvektor seine Sittigung (|| Pl = P,at), liegt ein vollstandig gepolter

Zustand vor. In diesem Fall ist f¥ > 0.



Ab dem Zeitpunkt t = 0.2s bleibt die Komponente F, auf einem konstanten Wert. Jetzt
findet eine Drehung des elektrischen Vektors statt, in dem sich zu FEj eine zusétzliche

Komponente E; in z;-Richtung monoton steigend aufbaut.

Ist nun zusitzlich die Voraussetzung f¥> 0 gegeben, d.h. der logische Vorfaktor K7¥
(5.27) wird eins, wird die Rotation des remanenten Polarisationsvektors eingeleitet. Die
Komponente P! baut sich in dem Mafie in Richtung E; auf, wie P} abnimmt und es die
h¥-Funktion zuliBt. Sie sorgt fiir Einhaltung der Bedingung

1Bl = VP +(P)’ + (P’ = Pu = konst (5.29)

in der die Bildung der Norm von P eingeht und fiihrt dazu, dafi P! schneller zunimmt
als P} abnimmt (Pj = 0).

5.1.1 Verallgemeinerung der mechanischen Depolarisation

Mittels der ﬁsat—Funktion wird der Prozel der mechanischen Depolarisation, die Reduk-
tion der remanenten Polarisation durch eine hinreichend grofle Druckspannung, beschrie-
ben. In der Formulierung der eindimensionalen Materialgleichungen wurde ein exponen-
tieller Ansatz (4.55) sowie ein linearer Ansatz (4.56) fiir P,q vorgestellt. Als tensorielle
Verallgemeinerung dieser beiden Gleichungen wird fiir den exponentiellen Ansatz

_l< — § gPi -TD 'gpi _fc(EJ 131)>

Psat(Ta Ea f)l) = sat © m 2 (530)

und fiir den linearen Ansatz

~

Pout(T, E, PY) = (Pt — P5) <1 L 35T &~ T.(E, f>i)>> + P5 (5.31)

m

gewdhlt.

Der Faktor % dient lediglich einer Normierung aufgrund der Deviatorbildung und gewéhr-
leistet, dafl der eindimensionale Sonderfall in der dreidimensionalen Formulierung enthal-
ten ist. Da der mechanische Depolarisationsprozef§ als eine inkompressible Deformation
betrachtet wird (formédndernde Umklappprozesse) wird nur der deviatorische Anteil des
Spannungstensors T'” beriicksichtigt. Die verallgemeinerte Darstellung von T.( E, PY) ist
im folgenden Abschnitt 5.1.2 angegeben.

Zum besseren Verstdndnis der dreidimensionalen Formulierung von ]35,1,5 wird das Argu-
ment in der MACCAULEY-Klammer () (sieche Definition (4.57)) ndher betrachtet. Unter
der Voraussetzung eines in positiver z3-Richtung gepolten Zustandes &pi = (00 l)T sowie
E =0, ist 7, = o,. Es ergibt sich dann fiir das Argument

< — % &pi - TP - &p — T.(E, f>i)> = < — Tys + %(T11 + Ty) — ac> . (5.32)

Damit sind hinreichend grofle Druckspannungen 733 in Polungsrichtung aber auch hin-
reichend grofle Zugspannungen (77; und Ty) senkrecht hierzu in der Lage, das Argu-
ment (5.32) in der P,q-Funktion (5.30) bzw. (5.31) zu aktivieren und eine Reduktion



von Py, einzuleiten. Diese Spannungskomponenten kénnen somit mechanisch induzierte

Umklappprozesse und damit eine Depolarisation auslésen.?

5.1.2 Verallgemeinerung der Koerzitivspannung

Mit Hilfe des nach (3.22) eingefiihrten Einheitsvektors der remanenten Polarisation €p:

148t sich die eindimensionale Materialfunktion (4.58) zu

e E
T.(E, P) = <ac + ng é’Pi> (5.33)
verallgemeinern.

Die Koerzitivspannung o., die Koerzitivfeldstirke E. und der Materialparameter n be-
halten die in der eindimensionalen Modellformulierung bereits diskutierte Bedeutung: o,
beschreibt die kritische Umklappspannung ohne iiberlagertes elektrisches Feld bei me-
chanischer Belastung und E. dasjenige elektrische Feld, ab dem elektrisch induzierte
Doménenprozesse eintreten. Der nichtnegative Materialparameter n gewichtet den Einfluf}
des elektrischen Feldes auf den Beginn einsetzender mechanischer Depolarisation.

Die Materialfunktion (5.33) iibt iiber Py, einen Einflu in der 2P-Funktion (5.2) sowie
direkt in der fY-Funktion (5.34) im niichsten Abschnitt aus, so daf die Abhiingigkeit von

E und P! bei der Bestimmung der A-Faktoren beriicksichtigt werden muf.

5.2 Verallgemeinerung der ferroelastischen Modellie-

rung

Das Ziel in diesem Abschnitt ist die tensorielle Formulierung der Evolutionsgleichung der
remanenten ferroelastischen Dehnung S'F. Ausgehend von der eindimensionalen Form
der f¥-Funktion (4.66) 148t sich mit Hilfe der vON-MISES-NORM und der Verwendung
tensorieller statt skalarer GroBen (o — T und £ — §') die Darstellung zu

T B ST B = ([ S| - TE B (5.34)

verallgemeinern. Der Materialparameter ¢ ist bereits in der einachsigen Formulierung der
fF-Funktion eingefiihrt worden. Da ferroelastische Doménenprozesse eine inkompressible
Deformationen darstellen, ist die Verwendung des deviatorischen Anteils im Argument
von (5.34) erforderlich (siehe LyNCH [36] sowie ergdnzend die Diskussion der elektrisch

induzierten Umklappprozesse gegen Ende des Abschnittes 3.4). Der Faktor \/g dient ledig-

lich einer Normierung aufgrund der Deviatorbildung und fiihrt auf den eindimensionalen

2Gepolte sowie ungepolte PZT’s wurden von FETT et al. [41, 42, 74] mechanisch belastet und der

Einflu8 von Druck- sowie Zugspannungen auf die remanente Dehnung untersucht.



Ansatz als Sonderfall. Die tensorielle Darstellung der Materialfunktion TC(E, 13‘) wurde
bereits in (5.33) angegeben.
Als tensorielles Gegenstiick zur eindimensionalen Form der h"-Funktion (4.52), die die

Beschrankung der remanenten ferroelastischen Dehnung beinhaltet, 148t sich die Form

AR BY) = (|| = (e — 2 [IS) (5.35)

angeben. Die Verwendung des Normierungsfaktors \/g in (5.35) fithrt dazu, dafl £y, die-

selbe Bedeutung wie in der eindimensionalen Formulierung des Materialmodells besitzt.
Erwihnt sei, daB die beiden remanenten Dehnungen S sowie S'F jeweils eine inkom-
pressible Deformation charakterisieren und daher deviatorische Tensoren sind.

Die eindimensionale Formulierung der Normalenregel (4.43) fiir die drei Belastungsfille

zur Entwicklung der remanenten ferroelastischen Dehnung 148t sich zu

( 0 : Fall 1
F
. Af <6L> : Fall 2
SiF = oT (5.36)
oh"
verallgemeinern. Fall 2 wird durch
o o * d
YT, E,8T,P) =0 A fF=—f" > 0 (5.37)
dt” gir _ g

charakterisiert, der sich aus der eindimensionalen Form (4.34) ergibt und durch den logi-
schen Vorfaktor F'¥' (4.45) reprisentiert wird. Fiir (4.73) a8t sich die tensorielle Darstel-
lung

RY(ST,P) =0 A Af= dpr

- > 0 (5.38)

ST =FFAf(0fF/oT)

im Fall 3 angeben und mittels H (4.46) in abkiirzender Weise wiedergeben.

Die beiden Faktoren A} und A} miissen mittels der Konsistenzbedingung noch bestimmt

werden. Mit der Einfiihrung eines normierten Tensors

P (T-c"sT)” (5.39)
(T — ¥ 8™)7|]
und der Auswertung der Konsistenzbedingung
d B oQif piy 3 NF . (1 F &ir \P
SrEmEST B = (AN (TS
(5.40)

- (ajjc-ﬁ+aT?-f>i> = 0
OE oPp!



aus der f"-Funktion unter Beriicksichtigung von (5.36), ergibt sich schlieflich der Faktor

1 D oT. = 0 N
A = = \/ENF:T —( <. E + f.-P‘)) . 5.41
! CF< 5 OF oD (5.41)

Analoges ist fiir den Fall 3 anwendbar, bei dem sich aus der Konsistenzbedingung der
h¥-Funktion

d ) . SiF L SiP .
—h¥ (ST PY) = ﬁ( S p— :S‘P> = 0 5.42
i 3 157 157 (542)
und mit (5.36)3 der zweite Faktor
SiP e S
AY = =3 Ll T(P, P (5.43)

bestimmen l46t.
Fiir § (P, P') muf selbst noch die Ableitung nach der Zeit (vgl. Gleichung (3.28))

D S 3 €44 . 5 S L =il N
SP(PLPi) = §Ptt (epi® P'+ P'®¢€pi — &pi- P (ePi®ePi+%1)> (5.44)

beriicksichtigt werden, in der die Evolutionsgleichung (5.28) des remanenten Polarisati-
onsvektors P'auftritt.

Da die Richtung von S durch die Flieregel und die entsprechenden Faktoren durch Aus-
wertung der Konsistenzbedingung bestimmt sind, kann die geschlossene dreidimensionale

Evolutionsgleichung
giF _  pFpgF o

~

1 . D 0T, = 0T, =.
—J(N¥oN¥) . T —\/3NF <. B _c . pi
c¥ {( oN') 2 oF " op (5.45)

SiP SiF L
1 — HY ( ® — > . SiF
( ) S™I  1[S™]

fiir die Entwicklung des remanenten ferroelastischen Dehnungstensors angegeben werden.

Sie ist als verallgemeinerte Darstellung der eindimensionalen Form (4.74) zu betrachten
und entspricht einer Differentialgleichung, die homogen ersten Grades in der Zeit und

daher geschwindigkeitsunabhéngig ist.

Rotation des remanenten ferroelastischen Dehnungstensors

Analog Abschnitt 5.1, in dem die Rotation des remanenten Polarisationsvektors formuliert
wurde, ist auch fiir das hier betrachtete ferroelastische Verhalten ein solcher mehrachsi-
ger Proze vorstellbar. Unter der Wirkung einer sich drehenden &ufleren mechanischen
Belastung kann sich der Ausrichtungszustand der Doménen im Material verdndern. Bei-

spielsweise fiihrt eine hinreichend hohe Druckspannung dazu, dafl sich Doménen in einer



Ebene senkrecht zur Lastrichtung orientieren. Diese orthogonale Ausrichtung miifite auch
bei einer Drehung der &ufleren Belastungsrichtung wiederzufinden sein.

Der EinfluB auf die Evolutionsgleichung fiir SF soll in analoger Weise zu P'erfolgen. Aus-
gehend von einem vollstédndig ausgerichteten Zustand soll zur widerspruchsfreien Beriick-

sichtigung dieses Prozesses fiir alle Zeiten ¢ die Konsistenzbedingung der h¥-Funktion

d .
&hF(SIF, P) = 0 (5.46)

weiter erfiillt bleiben.
Die mathematische Beschreibung des Effektes in der ferroelektrischen Situation wird ana-
log auf den hier vorliegenden Fall angewendet. Aus einer geometrischen Darstellung der
Konsistenzbedingung in dhnlicher Weise wie in Bild (5.1), 148t sich ein Tensor S.'iPFrOjektiOIl
einfithren, der in die Evolutionsgleichung zusétzlich eingebracht werden kann. Er besitzt
hierbei die Eigenschaft, der Konsistenzbedingung (5.46) nicht zu widersprechen.
Mittels des ferroelastischen Projektionstensors vierter Stufe

pro_ T _ ahF/as.iF o ahF/as.iF (5.47)

|onF /0S™ ||~ |lonT /0S™ ||

und eines beliebigen Tensors ¢ zweiter Stufe, kann der remanente ferroelastische Deh-

nungsanteil

Sk = P.c (5.48)

Projektion

in gleicher Weise zu f)iprojektion (5.22) angegeben werden.
Wiederum sind beliebige Tensoren eine zuldssige Wahl fiir ¢, wobei die Wahl

8 F
c = K'AF (%) (5.49)

aus den selben Griinden wie zuvor fiir ¢ bevorzugt wird. Der logische Vorfaktor K ist

hierbei definiert als

. 1 : Fso A fF>0
N e A A { ! ! (550
0 : sonst
und blendet erst unter der Voraussetzung f > 0 und f¥> 0 den Dehnungsanteil
S.’i}?rojektion ein.

Damit ergibt sich abschlieflend aus (5.45) eine erweiterte Evolutionsgleichung fiir die re-

manente ferroelastische Dehnung, die sich in tensorieller Schreibweise zu
S* = (F'H"Z + K'PF) :
1 . D 0T, = .
—{(N"@N") : T —\/gNF <. B+ =P
c¥ {( ) 2 OE oP! (5.51)

SiP SIF -
1 — H" ( —— ® . ) . §'P
( ) IS~ (|18

)

(o))




angeben laf3t.

Bei dem hier dargestellten dreidimensionalen Materialmodell zur Beschreibung von nicht-
linearem, elektromechanischem Materialverhalten handelt es sich um eine geschwindig-
keitsunabhéngige Formulierung. Es sei erwidhnt, daf die tensorielle Verallgemeinerung das
eindimensionale Modell als Sonderfall beinhaltet, ohne dafl zusétzliche Materialparameter
eingefiihrt werden mufiten.

Eine zusammenfassende Darstellung aller Gleichungen des dreidimensionalen Material-

modells ist in Anhang B in tibersichtlicher Form angegeben.



6 Finite-Elemente-Berechnungen

Fiir die numerische Losung von elektromechanischen Randwertproblemen mit der Finite-
Elemente-Methode werden schwache Formulierungen der Impulsbilanz (3.1) sowie des
Gaufy’schen Gesetzes (3.4) benotigt (siehe z.B. GHANDI und HacooD [69], HoMm und
SHANKAR [75, 76], GAUDENZI und BATHE [77], CHEN und LYNCH [78] oder WANG [79)).
Eine Finite-Elemente-Formulierung der klassischen piezoelektrischen Grundgleichung ist
in ALLIK und HUGHES [4] dargestellt. Grundlegende Prinzipien zur allgemeinen Finite-
Elemente-Methode werden z.B. in HUGHES [80] erldutert.

Die oben genannten Feldgleichungen stellen ein System von Differentialgleichungen dar,
die durch die Materialgleichungen vervollstéindigt werden. In den letzten Kapiteln wur-
den diese konstitutiven Beziehungen anhand einer phinomenologischen Betrachtung der

Eigenschaften von Ferroelektrika motiviert und in dreidimensionaler Form dargestellt.

6.1 Implementierung

Die Modellierung der Materialgleichungen erfolgte iiber den Zusammenhang der Bezie-
hung (3.8): Mechanische Spannung und elektrisches Feld werden vorgegeben und dar-
aus die zugehorige Dehnung und Polarisation bestimmt. Fiir die Implementierung in ein
Finite-Elemente-Programm ist jedoch die Darstellung der konstitutiven Gleichungen in
Form von (3.7) notwendig: Dehnung und elektrisches Feld werden vorgegeben, mechani-
sche Spannung und dielektrische Verschiebung werden daraus ermittelt. Die Evolutions-
gleichungen der beiden inneren Variablen

Bl = (T, B 8" ﬁ"ﬁ) o

<t
)ﬁ
=8

$¥ — KT, B SF B, B

miissen deshalb so umgeschrieben werden, daf sie nicht mehr eine Funktion von T, T
sondern von S, S sind:

ST BLS E)

. (6.2)
S¥ P S, E, P

"Ol

P\ = g8, E,
S, E,

"Ol
Ml

§F = i

Diese Umformungen ziehen jedoch eine neue Bestimmung der Vorfaktoren (A, Ay, Af,
AF) in der Fliefiregel mit sich, die zu erheblich komplexeren Materialgleichungen fiihren.
Dies liegt unter anderem auch daran, da S selbst eine Funktion von P'ist und damit
P'in die Evolutionsgleichung fiir SiF eingesetzt werden muB. Auf eine Angabe dieser

Form der Darstellung der konstitutiven Beziehungen nach (6.2) wird hier verzichtet.
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Die Materialgleichungen wurden in das Finite-Elemente-Programm PSU! implementiert,

da es folgende Vorteile bietet:

e Das Programm ist als Public-Domain-Programm erhéltlich und liegt in seinem Quell-
code (FORTRAN und C) vor.

e Eine einfache Dokumentation mit wissenschaftlichem Hintergrund wird in einem
Manual [81] bereitgestellt.

e Es bietet dem Nutzer bereits ein von LUBBING [82] implementiertes thermo-elektro-
mechanisches Element mit einem linearen thermo-elektro-mechanischen Materialge-

setz an.

e Mit der nichtlinearen Finite-Elemente-Formulierung konnen die Feldgleichungen mit
einem iterativen Gleichungsloser mit integrierter Schrittweitensteuerung geltst wer-

den.

e Ein modulhafter und einfacher Einbau eigener konstitutiver Materialgesetze ist
moglich. Dem Materialmodul wird das Inkrement der Dehnung und des elektri-
schen Feldes iibergeben und liefert den zugehdrigen Wert der Spannung sowie den

Wert der dielektrischen Verschiebung zuriick.

Aus dem in Kapitel 3 erlduterten dreidimensionalen Materialmodell mit den zugehori-
gen Evolutionsgleichungen der inneren Variablen aus Kapitel 5 wurde das Material-
modul M_ZNLFERRO_EM entwickelt und in das FE-Programm PSU integriert. Zusam-
men mit den bereits vorhandenen vier Knoten Elemente fiir ebene Verzerrungszustidnde
(E_.QUAD4_TEM) sowie axialsymmetrische Probleme (E_QUAX4_TEM) steht nun ein
Finite-Elemente-Werkzeug zur Verfiigung, mit dem eine nichtlineare elektromechanische
Simulationsrechnung in zwei Berechnungsschritten (vgl. KAMLAH und BOHLE [83]) durch-
gefiihrt werden kann.

In einem ersten Schritt wird eine rein dielektrische Berechnung durchgefiihrt. Aufgrund
einer elektrischen Belastung iiber der Zeit durch die Vorgabe eines Potentials auf ei-
nem Randstiick des modellierten Korpers wird nur die Feldgleichung der Elektrostatik
(Gauf’sches Gesetz) gelost. Daraus resultiert fiir jeden Knoten die Information des elek-
trischen Potentials iiber der Belastungszeit.

Anschlieflend erfolgt der zweite Berechnungsschritt, eine gekoppelte, elektromechanische

Spannungsrechnung. Derselbe modellierte Kérper wird nun elektrisch durch die Vorgabe

!'Der Name des Programms PSU steht fiir Prozefsimulation in der Umformtechnik. Es wurde haupt-
sichlich am Institut fir Statik und Dynamik der Luft- und Raumfahrtkonstruktionen (ISD) an der
Universitdt Stuttgart entwickelt. Mit dem durch die Volkswagenstiftung 1988 bis 1993 in Leben geru-
fenen und finanzierten Projekt wurde ein Finite-Elemente-Programm fiir den wissenschaftlichen, nicht
kommerziellen Bereich zur Verfiigung gestellt.



des Potentials der Knoten iiber der Zeit belastet und gleichzeitig werden die mechani-
schen Randbedingungen sowie die mechanische Belastungen vorgegeben. In dieser zwei-
ten Finite-Elemente-Simulationsrechnung werden die beiden Feldgleichungen, Gauf’sches
Gesetz sowie Impulsbilanz, gelost und die mechanischen sowie die elektrischen Groéfien
(T, S, E, f), St f") ermittelt.

Diese Vorgehensweise ist in der Thermomechanik iiblich und kann mit der dort angewen-
deten Methode verglichen werden. Es wird in einem ersten Schritt aufgrund der gewéhlten
Randbedingungen eine Temperaturverteilung des modellierten Korpers bestimmt und in
einem daran anschliefenden zweiten Berechnungsschritt der Einflul dieser thermischen
Belastung auf die mechanischen Spannungen ermittelt (siche z.B. RITTER [84]).

Zur Beschreibung des Prozesses der mechanischen Depolarisation wurde ein exponentieller
sowie ein linearer Ansatz vorgeschlagen. In Experimenten (z.B. SCHAUFELE [38]) ist zu
beobachten, daf} trotz einer hohen mechanischen Druckspannung niemals ein vollstdndig
depolarisierter Zustand erreicht werden kann. Fiir die hier vorgestellten Finite-Elemente-
Rechnungen wird daher der lineare Ansatz (5.31) verwendet, der fiir hohe Druckspannun-

gen immer einen Rest an remanenter Polarisation Py gewihrleistet.

Die Werte der fiir die FE-Rechnungen notwendigen Materialparameter sind in Tabelle
(6.1) iibersichtlich angegeben und werden fiir alle weiteren in diesem Kapitel vorgestellten

numerischen Simulationen verwendet.

Parameter | Einheit Wert Parameter | Einheit | Wert
E. kV/mm 1.0 Oc MPa 50.0
Puut mC/m? | 300.0 E sat % 0.2
d, pm/V 350.0 Y GPa 80.0
d, pm/V -140.0 v - 0.35
d_ pm/V 260.0 c¥ GPa 5.3
€ mC/kVm 0.015 m MPa 150.0
c? kVm/mC 2.0 n MPa 50.0
Ps mC/m? 100.0

Tabelle 6.1: Verwendete Materialparameter fiir die numerischen Finite-Elemente-Simula-

tionen.

Die Materialparameter wurden hierbei moglichst realistisch gewéahlt. Insbesondere stiitzt
sich die Wahl der Parameter auf die sogenannten PZT’s, deren durchschnittliche Kenn-
werte aus Datenblittern der Firma PI-Ceramic [50] sowie aus Tabellen iiber verschiedene
PZT’s in BERLINCOURT et al. [85] ermittelt wurden.



6.2 Homogene einachsige Simulationen

Anhand eines einfachen Finite-Elemente-Modells soll das dreidimensionale Materialver-
halten mit den hier gewdhlten Materialparametern aus Tabelle 6.1 verifiziert werden.
Aufgrund der gewihlten axialsymmetrischen Modellierung sowie einer homogenen Bela-
stung miissen diese Simulationen mit dem einachsigen Verhalten iibereinstimmen. Damit
ist ein qualitativer Vergleich mit den RUNGE-KUTTA-Rechnungen des eindimensionalen

Modells aus Kapitel 4 moglich.

In Bild 6.1 ist ein einfacher zylindrischer Korper dargestellt, der durch ein einzelnes axi-

alsymmetrisches Element mit vier Knoten modelliert wurde.
} (1)

-
S
-

=0V

_>/80

Xy

Bild 6.1: Axialsymmetrisches Finite-Elemente-Modell bestehend aus einem Element zur

Berechnung des einachsigen elektromechanischen Verhaltens.

Fiir die rein elektrischen Simulationen wurde als Randbedingung das Potential der un-
teren Kante des Elements zu null gesetzt (¢ = 0V) und auf die Oberkante ein zyklisch
verdnderndes Potential ¢(¢) aufgebracht.

Aus Symmetriegriinden reicht es fiir die mechanischen Randbedingungen aus, die linke
Elementkante in z;-Richtung und die Unterkante in x,-Richtung zu fixieren. Die obere
Kante des Elements kann mittels einer zyklischen Spannung 75, mechanisch belastet wer-

den.

Aufgrund der elektrischen Randbedingung ist fiir jeden der vier Knoten das elektrische
Potential eindeutig bestimmt. Daher entféllt in diesem Fall der erste Schritt, so dafl so-
fort der zweite Berechnungsschritt, die gekoppelte elektromechanische Simulation, durch-
gefiihrt werden kann.

Da bei diesen Finite-Elemente-Simulationen einachsige Belastungen sowie ein homogener
Materialzustand vorliegen, représentieren die im folgenden betrachteten Kurvenverlaufe

den Materialzustand jedes materiellen Punktes des modellierten Bereiches.

In Bild 6.2 ist die dielektrische Hysterese dargestellt, die sich bei einer rein elektrischen

Belastung einstellt.
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Bild 6.2: Antwortverhalten des dreidimensionalen Materialmodells auf eine einfache ho-

mogene rein elektrische Belastung E- (dielektrische Hysterese: Dy iiber E»).

Durch ein sich zyklisch verdnderndes elektrisches Potential @¢(¢) wird ein elektrisches
Feld in xy-Richtung induziert. Die Hysterese zeigt die bekannten Merkmale, die auch
bei den numerischen RUNGE-KUTTA-Rechnungen des eindimensionalen Materialmodells
(vgl. Bild 4.2) beobachtet wurden.

Ausgehend von einem ungepolten Zustand stellt sich zu Beginn linear dielektrisches Kur-
venverhalten ein. Uberschreitet das belastende elektrische Feld die Koerzitivfeldstirke,
setzen irreversible Prozesse und damit die Entwicklung des remanenten Polarisationsan-
teils P, ein. Nach der vollstindigen Sittigung von P! ist wieder ein linearer Verlauf zu
beobachten. Dies entspricht einem reversiblen, linear dielektrischen Materialverhalten. Ein
jetzt verschwindendes elektrisches Feld 148t eine bleibende dielektrische Verschiebung von

Dy = P,,; zuriick.

Die bei diesem Proze zugehorige Dehnung S in Belastungsrichtung Ey ist in Bild 6.3a
dargestellt. Sie zeigt die bekannte Schmetterlingshysterese (vgl. Bild 4.3) mit einem linear
piezoelektrischen Kurvenverhalten im oberen Ast der Hysterese. In diesem Bereich wird
der Verlauf durch die Steigung des Piezomoduls d; und der remanenten Dehnung S5, =
sat fiir By = 0kV/mm bestimmt.

Aufgrund einer Dehnung in z9-Richtung stellt sich eine Querkontraktion senkrecht zur Be-
lastungsrichtung (S;; und Ss3) ein. Die induzierte Querdehnung Sy, iiber der elektrischen
Feldkomponente Ej ist in Bild 6.3b dargestellt. Wegen der volumentreuen Eigenschaft der
elektrisch induzierten remanenten Dehnung ist im Vergleich zu Bild 6.3a eine gestauchte
Schmetterlingshysterese zu erkennen. Fiir F; = 0kV/mm ist eine Querkontraktion von
0.5 zu erkennen, so daf sich eine nur halb so grofile remanente Dehnung senkrecht zur
xo-Richtung einstellt. Im oberen Ast der gestauchten Schmetterlingshysterese entspricht

die Steigung der Geraden dem senkrechten Piezomodul d, .

Das Verhalten eines materiellen Punktes bei einer rein mechanischen Belastung durch
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Bild 6.3: Antwortverhalten des dreidimensionalen Materialmodells auf eine einfache ho-
mogene rein elektrische Belastung FEa:
a) Liangsdehnung: Sso {iber Es.
b) Querdehnung: S;; tiber Es.

eine zyklische mechanische Spannung 75, ist in Bild 6.4 dargestellt. Die Hysterese stimmt
qualitativ mit dem eindimensional beobachteten Kurvenverlauf iiberein (vgl. Bild 4.4).

Fiir eine detaillierte Beschreibung des Bildes wird auf Abschnitt 4.3 verwiesen.

Das Antwortverhalten des dreidimensionalen Materialmodells auf eine einfache, kombi-
nierte elektromechanische Belastung wird exemplarisch an folgendem Beispiel diskutiert.
Von einem ungepolten Zustand ausgehend, wird eine mechanische Zug- bzw. Druckspan-
nung in z,-Richtung aufgebracht (T, = 450 MPa) und dem weiteren Belastungsprozes

konstant {iberlagert. Dieser besteht aus einer elektrischen Belastung mittels eines sich
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Bild 6.4: Antwortverhalten des dreidimensionalen Materialmodells auf eine einfache ho-

mogene rein mechanische Belastung Tso (ferroelastische Hysterese: Ths tiber Sas).
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Bild 6.5: Am Beispiel einer einfachen, homogenen elektromechanischen Belastungsge-
schichte wird der Einfluf} einer konstant {iberlagerten mechanischen Zug- oder
Druckspannung (T, = £50 MPa) auf die ferroelektrischen Hysteresen demon-
striert:

a) Dielektrische Hysterese: Dy tiber Eo.
b) Schmetterlingshysterese: Ty tiber Sas.

zyklisch verdandernden Potentials @(t). Die sich bei diesen Simulationen einstellenden fer-

roelektrischen Hysteresen sind in Bild 6.5 dargestellt.

Bild 6.5a zeigt zwei dielektrische Hysteresen mit einer iiberlagerten Zug- bzw. Druckspan-
nung sowie eine Referenzkurve, bei der keine mechanische Spannung iiberlagert ist. In den
drei Hysteresen ist der direkte piezoelektrische Effekt zu erkennen. Eine iiberlagerte Zug-
spannung (gepunktete Linie) bewirkt eine grofiere maximal erreichbare dielektrische Ver-
schiebung, wiahrend eine iiberlagerte Druckspannung (gestrichelte Linie) diese verkleinert
(siehe auch Abschnitt 4.2.1). Die Differenz zwischen den Kurven im oberen dielektrischen
Ast kann aus den Grundgleichungen des Kapitels 3 ermittelt werden und bestimmt sich
anhand der zweiten Komponente des Ausdruckes dl : T.

Die dielektrische Hysterese mit einer iiberlagerten Druckspannung von 75, = —50 MPa
zeigt einen weiteren interessanter Effekt. Erreicht das elektrische Feld nach einem Po-
lungsprozef} in positiver aber auch in negativer xy-Richtung den Wert null, wurde eine
bleibende remanente Polarisation induziert. Richtet sich nun das elektrische Feld in entge-
gengesetzter Richtung aus, setzt der Prozefl der mechanischen Depolarisation ein. Grund
fiir dieses Verhalten ist die Abhéngigkeit der Koerzitivspannung vom elektrischen Feld
und der remanenten Polarisation (vgl. Abschnitt 4.4.3 sowie 5.1.2). Diese Eigenschaft
fiihrt unter der jetzt vorliegenden Voraussetzung, dafl das elektrische Feld entgegen der
remanenten Polarisation orientiert ist (E cEpi < 0), zu einer Herabsetzung der Koerzitiv-
spannung. Damit ist die iiberlagerte mechanische Druckspannung in der Lage, den Prozef}

der mechanischen Depolarisation auszulosen. Erreicht die Kurve der mechanischen Depo-



larisation die Flanke der Hysterese, so endet dieser Prozel. Die Wirkung des elektrischen
Feldes, remanente Polarisation auszurichten, iiberwiegt nun die mechanisch depolarisie-
rende Wirkung der iiberlagerten Spannung. Damit setzt die Entwicklung der remanenten

Polarisation in Richtung des elektrischen Feldes ein.

In Bild 6.5b ist die Schmetterlingshysterese der sich bei diesen Prozessen einstellenden
Dehnung Sss iiber dem elektrischen Feld E, dargestellt. Zum Vergleich ist auch hier die
Hysterese ohne eine iiberlagerte mechanische Spannung eingezeichnet.

Aufgrund der anfinglich aufgebrachten Zug- bzw. Druckspannung stellt sich fiir Fy =
0kV/mm ein vertikaler Verlauf der Kurve aus dem Ursprung ein. Aus den tensoriel-
len Grundgleichungen des Kapitels 3 bestimmt sich diese Verschiebung aus der 2-2-
Komponente des Ausdruckes C™' : T. Dieser zusiitzlich iiberlagerte Anteil fiihrt fiir das
sich aufbauende elektrische Feld zu einem vertikal verschobenen Startpunkt der Schmet-
terlingshysterese. Im oberen linear piezoelektrischen Ast der Hysterese ist dieser Beitrag

als Differenz zur Kurve mit 755 = 0 MPa erkennbar.

Die Uberlagerung einer mechanischen Zugspannung (gepunktete Linie mit Ty, = 50 MPa)
fiihrt zu einer starken Stauchung der Schmetterlingshysterese. Die Beeinflussung der Koer-
zitivspannung durch das elektrische Feld und die remanente Polarisation bewirken eine
Herabsetzung des Grenzwertes fiir das Einsetzen remanenter ferroelastischer Dehnung.
Eine iiberlagerte Zugspannung kann dann im Verlauf des elektrischen Belastungszyklusses
eine positive, remanente ferroelastische Dehnung in x,-Richtung induzieren. Dabei wird
der durch Abbau remanenter Polarisation ’freigegebene’ ferroelektrische Dehnungsanteil
von der ferroelastischen Dehnung aufgezehrt. Bei diesem Prozef muf hF (8™, 8'F) < 0
eingehalten werden, so da nach (5.35) weiterhin ||S™[| + [|S™|| < \/ggsat erfiillt bleibt.
Der sich entwickelnde ferroelastische Dehnungsanteil ist der gesamten Dehnung iiberlagert
und fiihrt in diesem Fall zu dieser starken Stauchung der Schmetterlingshysterese.

Unter Zuhilfenahme der Mechanismen der Doménenprozesse kann dieser phinomenologi-
sche Kurvenverlauf mikroskopisch begriindet werden. Erreicht das angreifende elektrische
Feld seinen Maximalwert, ist ein vollstindig gepolter Zustand erreicht. Bei diesem Po-
lungsprozefl werden alle Doménen in Belastungsrichtung orientiert und hierbei die rema-
nenten Polarisationsvektoren der Doménen in Richtung des elektrischen Feldes vollstiandig
ausgerichtet. In Bild 6.5a ist zu erkennen, daf} in dieser vorliegenden Situation die zykli-
sche Belastung durch das elektrische Feld den remanenten Polarisationsvektor vollstindig
abbaut und dann erneut in Feldrichtung ausrichtet. Bei dieser Umorientierung findet, wie
in Bild 6.5b gezeigt, nahezu keine Anderung der gesamten Dehnung in Feldrichtung statt.
Die Ursache ist in der iiberlagerten Zugspannung 75, zu sehen. Sie fixiert die Orientierung
der Doménen in z5-Richtung durch die Bildung remanenter ferroelastischer Dehnung und
148t kaum elektrisch induzierte 90°-Umklappprozesse aus dieser Richtung zu. Aus dem
Antwortverhalten des Materialmodells 148t sich schlieflen, dafl nur 180°-Umklappprozesse

durch das elektrische Feld hervorgerufen werden und sich somit zwar die gesamte Pola-



risation des Materials, kaum jedoch seine gesamte Dehnung &ndert. Zur Bedeutung der
Mechanismen von 90°- und 180°-Umklappprozessen siehe ergdnzend Abschnitt 2.3.

Wird eine mechanische Druckspannung (gestrichelte Linie mit Ty = —50 MPa) einem
sich zyklisch verdndernden elektrischen Feld in zo-Richtung iiberlagert, so kénnen zwei Ef-
fekte beobachtet werden. Zum einen tritt bei Richtungsumkehr des elektrischen Feldes der
bereits diskutierte Prozefl der mechanischen Depolarisation ein (siche Knick im Kurven-
verlauf bei Sz = 0.13%). Zum anderen wird auch hier die Koerzitivspannung im Verlauf
der elektrischen Belastung soweit herabgesetzt, daf die iiberlagerte Druckspannung in der
Lage ist, diesmal negative, remanente ferroelastische Dehnungen in x,-Richtung zu indu-
zieren. Dies fiihrt zu einem zusétzlichen Beitrag in der gesamten Dehnung in xy-Richtung

und damit zu einer Streckung des Fliigels der Schmetterlingshysterese.

6.3 Modell eines Stapelaktuators

Nachdem an einfachen Finite-Elemente-Simulationen das dreidimensionale Materialmo-
dell verifiziert wurde, sollen anhand einer Finite-Elemente-Analyse eines Stapelaktuators
die dort auftretenden komplexen elektromechanischen Effekte studiert werden. Der typi-
sche Aufbau eines solchen Multilayer-Aktuators ist in Bild 6.6 dargestellt.

(\NU

obere Elektrode

| S

untere Elektrode

Bild 6.6: Prinzipieller Aufbau eines Stapelaktuators. Im vergroflerten und modellierten
Bereich sind symbolisch die sich einstellenden elektrischen Feldlinien eingezeich-

net.

Er besteht aus hunderten von keramischen Schichten, zwischen denen sich eine diinne



Metallschicht, die sogenannte Elektrode befindet. Diese werden alternierend auf die Au-
Benseite des Aktuators gefiihrt und mit den dort befindlichen externen Elektrodenbéndern
verbunden. An den Béndern selbst wird {iber eine Spannungsquelle U ein Potential ¢ auf-
gebracht, so daf§ sich in den keramischen Zwischenschichten ein elektrisches Feld bildet.
Hierbei stellt sich in der Mitte des Aktuators ein homogenes und in den beiden Rand-
bereichen ein stark inhomogenes elektrisches Feld ein (siehe vergroferten Bereich in Bild
6.6).

Aufgrund der inhomogenen Verteilung der Feldlinien im Bereich des rechten Endes der
unteren Elektrode, der sogenannten Elektrodenspitze, bildet sich dort ein Bereich erhéhter
Belastung aus. In einem realen Aktuator bilden sich in der Umgebung der Elektrodenspitze
oftmals Risse, die sich im Laufe der Belastung ausbreiten und zu einem globalen Versa-
gen fithren (siehe ZICKGRAF [86]). Experimentelle Untersuchungen zur Ausbreitung von
Rissen und deren Mechanismen in ferroelektrischen Keramiken wurden beispielsweise von
ABURATANI et al. [87] an Aktuatoren, von METHTA und VIRKAR [88] sowie von LYNCH et
al. [89] an kompakten PZT- bzw. PLZT-Keramiken durchgefiihrt. Daher mufl wegen der
starken Inhomogenitit um die Elektrodenspitze dieser Bereich im Finite-Elemente-Modell
feiner vernetzt werden, fiir eine detaillierte und quantitative Aussage im Nahbereich der

Elektrodenspitze ist es jedoch zu grob. In Bild 6.7 ist das zugehorige Finite-Element-Netz

dargestellt.
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Bild 6.7: Finite-Elemente-Modell des in Bild 6.6 grau unterlegten Bereichs mit den elek-

trischen und mechanischen Randbedingungen.

Aus Symmetriegriinden reicht es aus, nur den grau unterlegten Bereich in Bild 6.6 fiir
die Finite-Elemente-Analyse zu modellieren, wobei es sich hier um ein ebenes Problem
handelt, so da} hinsichtlich des Dehnungszustandes der ebene Verzerrungszustand an-
genommen werden kann. Mit dem Finite-Elemente-Modell 148t sich der Materialzustand
des gesamten Stapelaktuators durch entsprechende Spiegelung erfassen. Dafiir werden
alle Knoten der unteren Kante der modellierten Struktur in z»-Richtung fixiert, wihrend
sie in z1-Richtung frei beweglich bleiben. Entsprechend wird die linke Kante nur in ;-
Richtung festgehalten. Damit der modellierte Bereich um die x;-Achse spiegelbar bleibt,

darf die obere Kante nicht rotieren oder sich in z5-Richtung deformieren. Nur eine Be-



wegung parallel zur x;-Achse ist erlaubt, so dafl die zusétzliche Zwangsbedingung, alle
dort befindlichen Knoten miissen dieselbe Verschiebung us(z1) = konst iiber der Zeit ¢
besitzen, vorgeschrieben wird.

Die Abmessungen des modellierten Bereichs wurden in Anlehnung an HOM und SHANKAR
[75, 76] gewéhlt. Nach GONG und Suo [90] sollten fiir eine représentative Struktur die
beiden Abmessungen [; und [, sehr viel grofer als h sein. Daher wurde die von HOM und
SHANKAR angegebene Hohe h auf die Hélfte reduziert (h = 57.5 pm) und in Anlehnung
an GONG und Suo [; und Iy gleich grof§ gewahlt (I; = Iy = 205 pm).

Zur Simulation des Polungsvorganges eines Aktuators wurde als elektrische Belastungs-
geschichte die obere Elektrode auf Masse gelegt ¢(t) = 0V und die untere mit einem
Potential ¢(t) = $(t) beaufschlagt. Der Verlauf des Potentials @ iiber der Zeit t ist in
Bild 6.8 dargestellt.

g t
0 i >
to ty to

Bild 6.8: Verlauf des Potentials $(t) der unteren Elektrode des Stapelaktuators iiber der
Zeit t.

Das Potential der unteren Elektrode steigt in der Belastungsphase bis zum Zeitpunkt
t; = 100 s monoton an, erreicht dabei sein Maximum von ¢; = —170 V und fallt wihrend
der Entlastung kontinuierlich wieder auf Null ab (¢, = 200s). Bei maximaler elektrischer
Belastung (¢ = t;) wird ein elektrisches Feld in Hohe von —3kV/mm induziert, so daf}
mit den hier gewihlten Materialparametern (Tabelle 6.1) fiir den einachsigen homogenen

Fall eine vollstdndige Polung im Material induziert werden kann.

Wie zuvor erldutert, teilt sich die elektromechanische Finite-Elemente-Simulation des
Polungsprozesses in eine rein dielektrische und eine elektromechanisch gekoppelte Be-
rechnung auf. Bei dieser Vorgehensweise wird die Kopplung elektrisch — mechanisch,
nicht jedoch die Riickkopplung mechanisch — elektrisch beriicksichtigt, d.h. mechani-
sche Spannungen bewirken keine Anderung des vorgegebenen elektrischen Feldes. Nach
GONG et al. [91] ist die Kopplung zwischen den elektrischen und mechanischen Grofien
nur im Nahbereich der Elektrodenspitze zu beachten. Unter der Voraussetzung, dafl die
dielektrische Verschiebung limitiert ist und damit auch die Dehnung sowie die Spannung,

kann der Kopplungseffekt sogar vernachlissigt werden. Mit den hier durchgefiihrten FE-



Simulationen soll der Einfluf der nichtlinearen Materialeigenschaften auf das Verhalten
eines Stapelaktuators untersucht werden, wobei auf die Analyse einer realen Struktur
nicht in jeder Einzelheit eingegangen wird. Trotzdem ist eine quantitative Aussage iiber

den Eigenspannungszustand wéihrend und nach dem Polungsprozefl moglich.

6.4 Dielektrische Analyse des Stapelaktuators

In diesem Abschnitt wird der erste Berechnungsschritt, die rein dielektrische Simulation,
durchgefiihrt und dabei das Potential $(t) auf die untere Elektrode aufgebracht. Bild
6.9 stellt den Verlauf des Potentials ¢(z1,x2) bei maximaler Belastung (¢t = ¢;) fiir ein
linear und nichtlinear dielektrisches Materialverhalten gegeniiber. Das lineare dielektri-
sches Materialverhalten wurde hierbei als Sonderfall (fiir £, — oo) mit den nichtlinearen
dielektrischen Materialroutinen berechnet.

Da mit diesen Ergebnissen nur qualitative Aussagen getroffen werden sollen, wurde auf
die Angabe der Zahlenwerte in den Konturplots verzichtet. Die Grenze zwischen zwei grau
schattierten Bereichen zeigt Werte konstanten Potentials. Je dunkler die Kontur, desto
negativer der Potentialwert (aufgrund der Belastung liegt an der unteren Elektrode ein

negatives Potential von —170V an).

(1) (I11) (11)

Bild 6.9: Konturplot des sich einstellenden elektrischen Potentials zum Zeitpunkt der ma-
ximalen, rein dielektrischen Belastung ¢y (t = t1).
a) Lineare Dielektrizitit.

b) Nichtlineare Dielektrizitét.

Die beiden Konturbilder lassen sich in drei charakteristische Bereiche unterteilen: Ein
linker Bereich I, der durch dquidistante Potentiallinien ausgezeichnet ist und in dem das
Material einer homogenen elektrischen Belastung unterworfen wird. In einen rechten Be-

reich II, in dem fast kein Potential vorhanden ist und der als elektrisch passiv betrachtet



werden kann und schlieBlich in einen Ubergangsbereich ITI, der zwischen diesen beiden
vermittelt.

Zwischen Bild 6.9a und Bild 6.9b ist ein sichtbarer Unterschied im Verlauf der Poten-
tiallinien zu erkennen. Im Fall der nichtlinear dielektrischen Simulation ist ein flacherer
Einfall der Linien konstanten Potentials in den Bereich der Elektrodenspitze zu erkennen.
Finite-Elemente-Berechnungen von HOM und SHANKAR [76] fiir elektrostriktive Kerami-
ken weisen ebenfalls einen flacheren Einfall der Potentiallinien in das Ende der Elektrode
auf.

Nach der elektrischen Entlastung (¢t = t3) zeigen sich besonders deutliche Unterschiede
im Potentialverlauf zwischen linearem und nichtlinearem dielektrischen Materialverhalten.
Aus der FE-Simulation mit linearer Dielektrizitdt resultiert ein komplett verschwindendes
elektrisches Potential (auf den entsprechenden trivialen Konturplot wurde hier verzichtet).
Im Gegensatz dazu ist in Bild 6.10 bei Beriicksichtigung des nichtlinearen dielektrischen
Materialverhaltens nach der Belastung eine bleibende Potentialverteilung im Bereich der

Elektrodenspitze zu erkennen.

Bild 6.10: Elektrische Potentialverteilung am Ende der nichtlinearen, rein dielektrischen
Finite-Elemente-Simulation zum Zeitpunkt ¢ = t5. Zur besseren Darstellung
wurden die Graustufen invertiert, so daf} hier dunklere schattierte Felder positi-

veren Potentialwerten entsprechen.

Die Existenz dieser Potentialverteilung nach der Belastung 1483t sich anhand der konsti-
tutiven Gleichungen plausibel machen.

Ausgehend von der Definition der dielektrischen Verschiebung (3.5), der additiven Zerle-
gung der Polarisation in reversible und remanente Anteile (3.10) und der linearen Grund-
gleichung der Ferroelektrizitét (3.12) ergibt sich

D = (g0 + ¢ E + P | (6.3)

Beriicksichtigt wurde in (6.3) weiterhin der isotrope Dielektrizititstensor (3.13) sowie die
Abwesenheit einer mechanischen Spannung.

Da das elektrische Feld als negativer Gradient des Potentials definiert wird (3.6), 18t sich
mittels der Verwendung des Laplace-Operators A(-) = div grad(-) die Differentialgleichung



zweiter Ordnung

1 .
A = div P! 6.4
v Eo + € v ( )

bestimmen. Ein Vergleich von (6.4) mit der Poissongleichung

1
Ap = ——p (6.5)
€0
des elektrostatischen Feldes (z.B. aus GERTHSEN [18] oder WuNscH [92]) liefert

0 = — 60551 ~div P (6.6)

Die Divergenz des remanenten Polarisationsvektors P! entspricht hierbei also einer elek-

trischen Ladungsdichte o.

Die vorhandene Ladungsverteilung nach der Entlastung (¢ = t5) wird mafigeblich von
der rdumlichen Verédnderung von P! bestimmt. In Bild 6.11 ist hierzu der Vektor der
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Bild 6.11: Darstellung des induzierten remanenten Polarisationsvektor P! am Ende der
nichtlinearen dielektrischen Berechnung (¢ = t»). Der Bereich um das rechte
Ende der unteren Elektrode mit stark verédnderlichem remanenten Polarisati-

onsvektor wurde zur Verdeutlichung vergrofiert.



remanenten Polarisation P' und ein um die Elektrodenspitze vergroflerter Bereich zur
Verdeutlichung dargestellt. Auch hier sind die drei charakteristischen Bereiche wiederzu-
finden: Der linke, homogene Bereich I, in dem eine vollstdndige Polung stattgefunden hat
(]| PY|| = Pyut), der rechte, homogene Bereich I, der nur linear dielektrisch belastet wurde
und daher ungepolt blieb (13‘ — 0) und schlieBlich der mittlere, inhomogene Bereich III,
mit stark verinderlichem P

Nur in diesem mittleren Bereich mit einer inhomogenen Verteilung von P! gilt div P! #0,
so dafl nach (6.6) eine zugehorige Ladungsdichte o vorhanden sein kann (vergleiche hierzu
den Ort des verbleibenden Potentials in Bild 6.10).

Um eine quantitative Aussage iiber die Grofle des Potentials anzugeben, ist in Bild 6.12 der

Potentialverlauf p(z; = s, 25 =0) entlang der unteren Kante des modellierten Bereiches

dargestellt.
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Bild 6.12: Potentialverlauf ¢(z; = s, 2 = 0) entlang der unteren Kante des modellierten
Bereiches fiir die Zeitpunkte bei maximalem elektrischen Feld (¢ = ¢;) und nach
Entlastung (¢ = t2) fiir eine Simulation mit linearer und nichtlinearer Dielektri-

zitat.

Bei maximaler Belastung (¢ = ;) ist ein dhnlicher Verlauf zwischen der gepunkteten Linie
(lineare Dielektrizitéit) und der gestrichelten Linie (nichtlineare Dielektrizitit) zu erken-
nen. Aufgrund der Belastungsbedingung liegt fiir s < 0 an der Elektrode ein Potential in
Hohe von —170V an. Vor der Elektrode (s > 0) klingen beide Potentialverldufe schnell
ab und erreichen am Ende der rechten Seite den Wert null. Die Steigung des Abfalls
mit nichtlinearem Materialverhalten ist gréfler als die mit dem linearen Materialgesetz
berechnete.

Ein signifikanter Unterschied tritt nach der Entlastung (¢ = ¢) auf. Im Fall der linea-

ren Dielektrizitdt verschwindet das Potential vollig. Dagegen verbleibt bei nichtlinearem



Materialverhalten ein Potential vor der Elektrode, das fiir s > 0 schnell auf einen Wert
von 30V ansteigt, dann aber wieder auf den Wert null abklingt. Dieses verbleibende
elektrische Potential von 30V ist im Vergleich zum Maximalwert von —170V nicht zu

vernachléssigen.

6.5 Elektromechanische Strukturanalyse

Aus der ersten, rein dielektrischen FE-Berechnung resultiert der Verlauf des Potentials
iiber der Zeit, der nun als elektrische Belastung vorgegeben wird. Mit ihm wird die elektro-
mechanische Strukturanalyse durchgefiihrt. Aufgrund der jetzt beriicksichtigten elektro-
mechanischen Kopplung im Materialmodell stellen sich gegeniiber der rein dielektrischen
Berechnung fiir die elektrischen Groflen quantitativ andere Werte ein. Beispielsweise be-
einflussen nun die zustétzlich vorhandenen mechanischen Groflen die Entwicklung der
remanenten Polarisation.

Wie bereits aus der rein dielektrischen Analyse ersichtlich wurde, lassen sich auch hier
wieder drei charakteristische Bereiche unterscheiden: Ein linker, homogen gepolter Bereich
I sowie ein rechter, elektromechanisch passiver Bereich IT und eine dazwischenliegende,
mehrachsige Zone III. Fiir jeden dieser drei Bereiche sollen die Resultate exemplarisch an
einem mit ® gekennzeichneten Materialpunkt wiahrend des Polungsprozesses analysiert

und das Verhalten in den folgenden Diagrammen diskutiert werden.

6.5.1 Gepolter Bereich I

Bild 6.13 zeigt das im elektromechanischen Berechnungsschritt resultierende Vektorfeld
der remanenten Polarisation nach der Entlastung (¢ = ¢,). Charakteristisch fiir den linken,
gepolten Bereich I wird das Verhalten des mit ® gekennzeichneten Materialpunktes im

weiteren genauer betrachtet.
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Bild 6.13: Verbleibender remanenter Polarisationsvektor f’i nach der elektromechanischen

e

Simulation (¢ = t2). Der linke gepolte Bereich wird durch den exemplarisch einge-

zeichneten Materialpunkt ® in den folgenden Diagrammen detailliert betrachtet.

Aus dem Pl-Vektorbild 148t sich auf der linken Seite eine in Betrag und Richtung



gleichméfige remanente Polarisation erkennen, die durch eine weitgehend homogene Be-
lastung in x,-Richtung induziert wurde. In Bild 6.14a ist daher in Belastungsrichtung die
remanente Polarisation P} iiber dem angreifenden elektrischen Feld F, dargestellt. Aus-
gehend von einem ungepolten Zustand im Punkt A (| 13‘|| = () entwickelt sich eine re-
manente Polarisation erst, wenn das elektrische Feld die Koerzitivfeldstirke iiberschreitet
(|Bs| > E.). Erreicht im Punkt B' dann ||P!|| = |Pj| den Wert der Sittigungspolarisa-
tion von P,, = 300 mC/m?, ist die remanente Polarisation gesittigt und bleibt auf ihrem
erreichten Maximalwert stehen (—C).

Wihrend bei der Entlastungsphase (C—D) E, monoton abnimmt, bleibt P, anfangs kon-
stant, fallt aber fir Ey > —0.7kV/mm wieder ab. Aus dem Spannungsverlauf Ty, tiber
dem elektrischen Feld E5 in Bild 6.15a ist wihrend des Polungsvorganges eine sich auf-
bauende Druckspannung zu erkennen. Bei elektrischer Entlastung kann sie den Prozef§ der
mechanischen Depolarisation auslésen |Ty| > 0. und bewirkt somit die Reduktion der
vorhandenen remanenten Polarisation. Dies fiihrt zum Knick im Kurvenverlauf (C—D) in

Bild 6.14a fiir Ey > —0.7kV/mm.

Ein zu Bild 6.14a dhnlicher Verlauf ist auch fiir das Verhalten der dielektrischen Ver-
schiebung D iiber dem elektrischen Feld E; in Bild 6.14b zu erkennen. Das Verhalten
der dielektrischen Verschiebung wird hierbei von zwei Effekten beeinflult. Bei Entlastung
(C-D) tritt der bereits erwihnte Prozefl der mechanischen Depolarisation auf, der zu
einem Knick im Verlauf der Kurve fiihrt. Zum anderen ist zu beobachten, dafl im Be-
reich der Séttigung die dielektrische Verschiebung einen kleineren Wert als die remanente
Polarisation aufweist (|Dy| < |Pj|). Dies ist auf den direkten piezoelektrischen Effekt
zuriickzufiithren, aufgrund dessen eine iiberlagerte Druckspannung in der Lage ist, die Hy-
sterese der dielektrischen Verschiebung reversibel zu stauchen. Dieser Effekt wurde bereits

bei der ferroelektrischen Modellierung des eindimensionalen Materialmodells beobachtet
(Abschnitt 4.2.1, Bild 4.2b) und dort ausfiihrlich diskutiert.

Mit dem Auftreten remanenter Polarisation wird auch eine ihr zugehorige remanente fer-
roelektrische Dehnung induziert. Die Normalkomponente SiY dieser Dehnung ist in Bild
6.14c iiber dem elektrischen Feld F, dargestellt und zeigt einen betragsméfig analogen
Verlauf zu Bild 6.14a. Wiahrend des Polungsvorganges entwickelt sich eine positive Deh-
nung in zo-Richtung (A—B'=C), die ebenso bei der Entlastung (C—D) durch den Prozef
der mechanischen Depolarisation reduziert wird.

Die vorhandene und iiberlagerte Druckspannung 75, beeinfluflt ebenso das in Bild 6.14d
dargestellte Verhalten der gesamten Dehnung Sy iiber dem elektrischen Feld Es. Da in die
gesamte Dehnung der reversible Anteil C ;T additiv eingeht, fiihrt die in z,-Richtung
aufbauende Druckspannung zu einer Stauchung der Sio-F>-Trajektorie. Der hier beob-
achtete Effekt ist vergleichbar mit dem einer konstant {iberlagerten Spannung bei der

ferroelektrischen Modellierung des eindimensionalen Materialmodells (Abschnitt 4.2.2;
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Bild 6.14: Darstellung induzierter elektrischer Gréflen und Dehnungen in zs-Richtung
wihrend des Polungsprozesses:
a) Remanente Polarisation P, iiber dem elektrischen Feld E,.
b) Dielektrische Verschiebung D iiber dem elektrischen Feld E,.
¢) Der remanenten Polarisation zugehérige Dehnung S.iF iiber dem elektrischen
Feld E,.
d) Gesamte Dehnung Ss, tiber dem elektrischen Feld Es.

Bild 4.3b). Dort wurde ein elastischer Dehnungsanteil vor der zyklischen Belastung durch
das elektrische Feld konstant iiberlagert, was zu einer vertikalen Verschiebung der gesam-
ten Schmetterlingshysterese fiihrte. Hier jedoch baut sich eine kontinuierlich zunehmende
Druckspannung wihrend der Entwicklung der remanenten Polarisation auf, die damit
wihrend des gesamten Polungsprozesses (A—B!=C—D) stets zu einer deutlich kleineren

Dehnung fiir Sop gegeniiber SiY fiihrt.

Die Offnung im linken, gesittigten Ast der Syy-Es-Kurve in Bild 6.14d ist durch den



Verlauf der mechanischen Spannung 75, iiber dem elektrischen Feld E, in Bild 6.15a

erklarbar.
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Bild 6.15: Normalkomponente der mechanischen Spannung im linken gepolten Bereich bei
der elektromechanischen Simulation:
a) Spannung Ts» iiber dem elektrischen Feld Es.

b) Spannung T5, iiber der gesamten Dehnung Sas.

Wihrend des Polungsvorganges baut sich fiir |Es| > E. eine Druckspannung im gepolten
Bereich in xzs-Richtung auf. Die Ursachen dafiir werden ausfiihrlich in Abschnitt 6.5.4
erliutert. Erreicht das elektrische Feld Werte kleiner als —1.6 kV/mm (B'=C), wird keine
weitere remanente Dehnung mehr induziert (f" und damit S'F sind gesittigt), so daff auch

die mechanische Spannung im weiteren nahezu unveridndert bleibt (siehe Bild 6.15a).

Trotz konstanter mechanischer Spannung 75, von B! nach C nimmt die gesamten Deh-
nung Sye aufgrund des vorhandenen elektrischen Feldes weiter zu (Bild 6.15b). In diesem
Bereich liegt eine lineare Kopplung zwischen dem elektrischen Feld und dem reversiblen
Dehnungsanteil (8™ = dI™ E) vor, der als inverser piezoelektrischer Effekt charakterisiert
ist.

Aufgrund der piezoelektrischen Entlastung tritt eine nahezu lineare Reduktion der me-
chanischen Druckspannung 75, im Bereich von C nach D auf. Der Verlauf der Entlastungs-
kurve in den beiden Bildern 6.15a und 6.15b verlduft hier aber oberhalb der Belastungs-
kurve, da es zuvor den Bereich (B!=C) gab, in dem zwar das elektrische Feld bzw. die
Dehnung, nicht aber die Spannung zunahm. Damit ist wihrend der Entlastungsphase im
Gegensatz zur Belastungsphase eine kleinere elastische Dehnung iiberlagert, so daf sich
die Offnung im Kurvenverlauf der Sso-Fs-Trajektorie in Bild 6.14d einstellt.

Die Belastung des elektrischen Feldes induziert fiir den hier betrachteten linken Bereich



eine Druckspannung in xy-Richtung, die bei Entlastung teilweise wieder abgebaut wird.
Fiir den hier exemplarisch betrachteten Materialpunkt kann nach dem Polungsprozefl im
Punkt D eine verbleibende Druckeigenspannung von —34 MPa festgestellt werden (Bild
6.15).

In Bild 6.16 sind senkrecht zur Polungsrichtung die Quereffekte, die Querdehnung Si;

sowie die Querspannung 733 iiber dem elektrischen Feld E,, dargestellt.
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Bild 6.16: Quereffekte in z1- und z3-Richtung (senkrecht zur Polungsrichtung):
a) Querdehnung S;; iiber dem elektrischen Feld E,.
b) Querspannung T35 iiber dem elektrischen Feld E,.

In x;-Richtung stellt sich eine Kontraktion der Struktur ein. Die dabei auftretende Quer-
dehnung S}, in Bild 6.16a nimmt negative Werte an und erreicht nach dem Polungsprozef}
im Punkt D den halben Wert der Sattigungsdehnung (%@at = 0.1%). Aufgrund des frei
beweglichen rechten Randes der modellierten Struktur, bildet sich keine Spannung in

x1-Richtung aus (auf eine Darstellung wird hier verzichtet).

Hinsichtlich der Modellierung des Aktuators wurde der ebene Verzerrungszustand ange-
nommen, so daf} in z3-Richtung keine Dehnung zugelassen wird. Diese Einschrinkung
fiihrt jedoch zu einer erheblichen Zugspannung 733, deren Verlauf (A—=B'~C—D) in Bild
6.16b iiber dem elektrischen Feld E5 dargestellt ist. Sie mufl den durch die Polung indu-
zierten Quereffekt in x3-Richtung durch die Bildung remanenter ferroelastischer Dehnung

kompensieren.



6.5.2 Passiver Bereich 11

Eine detaillierte Diskussion des elektromechanischen Materialverhaltens fiir den passiven
Bereich II findet exemplarisch an dem in Bild 6.17 dargestellten Materialpunkt ® statt.
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Bild 6.17: Darstellung des verbleibenden remanenten Polarisationsvektors B! nach der
elektromechanischen FE-Simulation. Mit ® ist der Ort des im weiteren betrach-

teten Materialpunktes gekennzeichnet.

Aus den Konturplots (Bild 6.9b fiir ¢ = ¢, und Bild 6.10 fiir ¢ = t5) sowie aus dem Verlauf
des Potentials (Bild 6.12) ist zu entnehmen, dafl wihrend der gesamten Lastgeschichte die
rechte Seite der modellierten Struktur mit nahezu keinem Potential belastet wird. Folglich
ist das elektrische Feld zu klein, um in diesem Bereich eine remanente Polarisation zu
induzieren. Dies bestétigt auch das in Bild 6.18a dargestellte dielektrische Verhalten D,
tiber dem elektrischen Feld E,. Da sich im Laufe des gesamten Prozesses (A—C—D) keine
irreversible Polarisation gebildet hat, liegt ein rein linear dielektrisches und damit ein
elektromechanisch entkoppeltes Materialverhalten vor. Die rechte Seite der modellierten
Struktur kann daher als ein elektrisch passiver Bereich mit einer homogenen Belastung in

x2-Richtung betrachtet werden.

In Bild 6.18b ist das Verhalten der gesamten Dehnung Sss {iber dem elektrischen Feld E,
dargestellt. Obwohl ein rein dielektrisches Materialverhalten vorliegt, ist ein irreversibler
Dehnungsverlauf zu beobachten. Die Dehnung kann aufgrund des elektromechanisch ent-
koppelten Materialverhaltens nicht elektrisch, sondern nur durch eine vorhandene mecha-
nische Spannung induziert worden sein. Zu den Ursachen fiir das Auftreten mechanischer
Zugspannung im hier betrachteten passiven Bereich wird auf den Beginn des Abschnittes
6.5.4 iiber den Zustand der verbleibenden Eigenspannungen verwiesen.

In diesem hier vorliegenden, entkoppelten Fall setzt sich die gesamte Dehnung S addi-
tiv aus dem linear elastischen Dehnungsanteil proportional zu Spannung C': T und
der remanenten ferroelastischen Dehnung S zusammen. Es liegen zwei unterschiedli-
che Mechanismen vor, deren Wechselwirkung in der Offnung im oberen, linken Ast der
Sago-Ey-Trajektorie (Bild6.18b) zu erkennen ist.

Die mechanische Spannung T5; (Bild 6.18c) ist in der Endphase der Belastung (B'—C)
grofler als in der Anfangsphase der Entlastung (C—D). Diese induziert also zuerst einen

groBeren, elastischen Dehnungsanteil der 2-2-Komponente des Ausdruckes C™': T als nach
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Bild 6.18: Materialverhalten des gepolten Bereiches:
a) Dielektrische Verschiebung D, iiber dem elektrischen Feld Es.
b) Gesamte Dehnung So» {iber dem elektrischen Feld Es.
c¢) Spannung Ths {iber dem elektrischen Feld Es.

d) Spannung T5, iiber der gesamten Dehnung Sao.

der Belastungsumkehr.

Dem wirkt die Entwicklung der remanenten ferroelastischen Dehnung SiE entgegen, die,
aus Bild 6.18d ersichtlich, wihrend der Belastungsphase (B"—C) stindig anwiichst und
ihren Maximalwert bei Entlastung (C~D) beibehélt. Damit trigt Si5 wihrend der Bela-
stungsphase einen kleineren und in der Entlastungsphase einen gréfleren Dehnungsanteil
bei.

Da die Differenz der remanenten Dehnung Sif groBer als bei der 2-2-Komponente des
Ausdruckes C ': T ist, bestimmt Sif iiberwiegend das Verhalten der gesamten Dehnung
und ist fiir die C)ffnung des linken Astes des Soo-F»-Verlaufes (Bild 6.18b) verantwortlich.



Das rein ferroelastische Materialverhalten ist in Bild 6.18d in Form einer unvollstindi-
gen Hysterese zu erkennen. Zu Beginn stellt sich zwischen den Punkten A und B! linear
elastisches Materialverhalten ein, das nach Erreichen einer kritischen Zugspannung 75,
von 58 MPa in ein nicht reversibles Verhalten (B@—C) iibergeht. Das Einsetzen irrever-
sibler, ferroelastischer Prozesse findet erst ab einem kritischen Spannungswert fiir 75,
iiber der Koerzitivspannung (o, = 50 MPa) statt. Ursache ist der vorhandene mehrach-
sige Spannungszustand. Die Werte der 71;-Spannungskomponente konnen aus den bereits
diskutierten Griinden vernachléssigt werden. Jedoch wird aufgrund der Annahme des ebe-
nen Verzerrungszustandes eine Querkontraktion in x3-Richtung unterbunden und damit
eine Spannung 733 induziert (auf eine Darstellung wurde verzichtet). Da nur deviatorische
Spannungszustinde (|T”|| = o,) irreversible Prozesse auslosen koénnen, kann der Wert
der Spannungskomponente T3 ohne weiteres iiber dem Wert der Koerzitivspannung lie-
gen. Hierzu ergédnzend siehe die Motivation der Verwendung deviatorischer Groéflen bei
der Verallgemeinerung der ferroelastischen Modellierung zu Beginn des Abschnittes 5.2.
In der Entlastungsphase (C—D) des Polungsvorganges ist wieder linear elastisches Mate-
rialverhalten zu beobachten, an deren Ende im Punkt D eine verbleibende Zugeigenspan-

nung von 24 MPa in zo-Richtung festgestellt werden kann.

6.5.3 Mehrachsiger Bereich II1

Wiéhrend im linken sowie im rechten Bereich des modellierten Stapelaktuators nahezu ho-
mogene einachsige Verhédltnisse herrschen, liegen im Bereich der Elektrodenspitze mehr-
achsige Zustdnde vor. Dies wird in der Darstellung des remanenten Polarisationsvektors
nach dem Polungsprozef§ in Bild 6.19 verdeutlicht, welche im Bereich der Elektrodenspitze

ein sich rumlich verdnderndes P! zeigt. Die folgenden Betrachtungen beziehen sich auf

A
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Bild 6.19: Remanenter Polarisationsvektor P’ vor der Elektrodenspitze nach dem Polungs-

prozef} (t = ts).
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den mit ® gekennzeichneten Materialpunkt und charakterisieren damit den mittleren
mehrachsigen Bereich III.

Wiéhrend des gesamten Polungsprozesses wurde der remanente Polarisationsvektor durch
den im Bereich III vorhandenen mehrachsigen Belastungszustand stark beeinflufit. Er
hat sich, wie Bild 6.20 zeigt, wiahrend des Prozesses sowohl im Betrag als auch in seiner

Richtung gedndert.

0 A
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Bild 6.20: Entwicklung der beiden Komponenten P} und P, des remanenten Polarisati-
onsvektors withrend des Polungsprozesses (Belastung: A—B!"—C; Entlastung:

C-D).

Die Entwicklungsgeschichte von P! 148t sich bis zur maximalen Belastung (A—B™-()
in zwei Phasen aufteilen: Zu Beginn (A—~B"!") entwickelt sich die remanente Polarisation
in Wirkungsrichtung des elektrischen Feldes und erreicht im Punkte B! ihre Sittigung
(| f"|| = P,,). Damit ist der Maximalbetrag des remanenten Polarisationsvektors er-
reicht. In der zweiten Phase (BM—C) wiichst die elektrische Belastung weiter an, so daf
der bereits gesdttigte, remanente Vektor P! jetzt eine Rotation unter der Wirkung des
elektrischen Feldes erfihrt. Der Kurvenverlauf (B"—C) zeigt einen Kreisbogen mit dem
konstanten Radius Py, (vergleiche Abschnitt 5.1).

In der Entlastungsphase (C—D) reduziert sich die Pl-Komponente wihrend Pj sich
kaum verdndert. Somit rotiert der remanente Polarisationsvektor etwa in Richtung sei-
ner urspriinglichen, gesittigten Lage B! zuriick, wobei auch sein Betrag geringfiigig
abnimmt. Nach dem Polungsprozef§ verbleibt fiir den hier reprisentativ gewdhlten Ma-
terialpunkt eine remanente Polarisation von etwa 86% der Sittigungspolarisation Piq
(| P'l| = 259 mC/m?).

Der Prozef§ der Rotation von P! beeinflut damit das ferroelektrische sowie das ferroela-
stische Materialverhalten des betrachteten Materialpunktes. In Bild 6.21a ist die dielek-
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Bild 6.21: Verinderung des elektrischen und mechanischen Materialzustandes in der N#he
der Elektrodenspitze wihrend des Polungsprozesses:
a) Dielektrische Verschiebung D5 iiber dem elektrischen Feld E-.
b) Gesamte Dehnung S iiber dem elektrischen Feld Es.

¢) Spannung T5» iiber der gesamten Dehnung Soo.

)
c) Elektrisches Potential ¢ iiber der Zeit t.

trische Trajektorie dargestellt. Sie zeigt im Anschlufl an den linear dielektrischen Verlauf
einen nichtlinearen Bereich, der bis zur maximalen elektrischen Belastung reicht. Bei Ent-
lastung (C—D) ist wieder linear dielektrisches Verhalten zu beobachten. Die Schleife im
linken Ast des Dy-FEs-Kurvenverlaufes wird durch die Rotation von p! hervorgerufen, da
in dieser Phase die Komponente P, kontinuierlich abnimmt (der Betrag von P hingegen
nimmt zu). Dadurch reduziert sich Ds, so daf} sich nach der Séttigung der remanenten

Polarisation im Punkt B™ kein linearer Verlauf einstellen kann.

Uber dem elektrischen Feld F, ist in Bild 6.21b die Dehnung Sy, aufgetragen. Anfinglich



102

ist ein entkoppeltes Materialverhalten zu beobachten, das noch vor dem Erreichen der
Koerzitivfeldstérke in den irreversiblen Bereich iibergeht. Die Grenze wird hierbei durch
die Norm des Vektors E, nicht durch den Betrag einer seiner Komponente (z.B. Ej)
bestimmt. [st der remanente Polarisationsvektor gesittigt und rotiert er unter der Last des
elektrischen Feldes, ist von B! nach C linear piezoelektrisches Verhalten zu beobachten.
Der Grund fiir das Auftreten des linearen Kurvenverlaufes im oberen, linken Ast der
Sog-Eo-Trajektorie (keine Bildung einer Schleife) besteht im Zusammenspiel zwischen
den beiden remanenten Dehnungsanteilen S und §''. Die gesamte remanente Dehnung
S' =S¥ + 8 setzt sich additiv aus diesen beiden Anteilen zusammen. Erreicht die re-
manente Polarisation nun ihre Sattigung, nimmt die zugehorige remanente Dehnung einen
Maximalwert an. Fiir die gesamte remanente Dehnung ergibt sich (| 1S = IS™]] = e4a1).
Wihrend der Rotation von P' (B™-C) bleibt dessen Norm konstant (|| P[] = Pyq =
konst), so daf} sich auch ||S P|| nicht verdndert. Ein linear piezoelektrisches Verhalten ist
zu beobachten.

In der Entlastungsphase (C—D) rotiert der remanente Polarisationsvektor erneut und
nimmt dabei vom Betrag her ab (siehe Bild 6.20). Damit wird auch der remanente Deh-
nungsanteil ||.S P|| zunehmend kleiner, so daf sich jetzt unter der Wirkung der vorhan-
denen Zugspannung (Bild 6.21c) die remanente ferroelastische Dehnung S™ entwickeln
kann. Sie nimmt den komplett freiwerdenden Dehnungsanteil von S auf. Die Norm der
gesamten remanente Dehnung bleibt dabei unverindert ||S | = £44, weshalb bei Entla-

stung (C—D) ein erneut linear piezoelektrisches Materialverhalten in Bild 6.21b auftritt.

Das ferroelastische Verhalten der Spannung 75, iiber der gesamten Dehnung Ss ist in
Bild 6.21c dargestellt. Bis zum Erreichen einer Dehnung von etwa Ss, = 0.15 % im Punkt
B! bildet sich eine moderate Zugspannung aus, die dann aber rapide ansteigt. In dieser
Phase (B"™~C) findet die Rotation des remanenten Polarisationsvektors und eine kleine
linear piezoelektrische Zunahme der gesamten Dehnung statt. Nach dem Polungsprozefl

verbleibt eine Zugspannung im Punkt D von 89 MPa.

Bild 6.21d zeigt den aus Schritt eins vorgegebenen Verlauf des Potentials ¢ iiber der
Zeit t. In der Belastungsphase (A—C) ist ein nichtlinearer, zeitlicher Verlauf zu erkennen,
der zum Zeitpunkt ¢ = ¢; = 100s eine maximale Belastung von ¢ = —74V erreicht.
Die Entlastungsphase (C—D) verlduft weitgehend linear, fiihrt am Ende jedoch zu einem

bleibenden, positiven Potential von 25 V.

6.5.4 Eigenspannungszustand

Wihrend der Simulation des Polungsprozesses treten bei der elektromechanischen Span-
nungsanalyse im linken, gepolten Bereich in z5-Richtung mechanische Druckspannungen
und im rechten, passiven Bereich in z,-Richtung mechanische Zugspannungen auf. Die

Ursachen dieser Spannungen werden im folgenden diskutiert.
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Der Polungsvorgang wird durch das Aufbringen eines Potentialunterschiedes zwischen
der oberen und unteren Elektrode gesteuert. Dabei wird zwischen den Elektroden ein
elektrisches Feld erzeugt, so dafl im Laufe der Belastungsgeschichte im linken Bereich
in zo-Richtung eine remanente Polarisation und somit eine Polung induziert wird. Das
Auftreten der Polung wird von einer positiven, remanenten Dehnung (Verlédngerung) be-
gleitet. Aufgrund der Zwangsbedingung us(x;) = konst (siehe Bild 6.7) darf die obere
Elektrode nicht rotieren oder sich in z5-Richtung deformieren, sondern lediglich parallel
zur z1-Achse bewegen. Somit muf} die Verldngerung im linken Bereich den rechten Bereich
gleichermaflen deformieren. Durch die Belastung des rechten Bereiches mit einer positiven
Dehnung, werden grofle Zugspannungen eingebracht.

Da die obere Kante des Stapelaktuators kréftefrei ist, mufl die Summe der Spannungs-

komponenten

l2
[1 TQQ([IIl) d[L‘l = 0 (67)

iiber der oberen Elektrode verschwinden. Den Zugspannungen auf der rechten Seite stehen
somit Druckspannungen auf der linken Seite der Struktur gegeniiber. Die Druckspannun-
gen im linken Bereich I wiederum kénnen den Prozef§ der mechanischen Depolarisation und
damit eine Reduktion der remanenten Polarisation auslésen. Der Abbau der remanenten
Polarisation verursacht eine negative, remanente Dehnung (Stauchung) in z»-Richtung
und beeinfluflt somit den rechten, passiven Bereich II mechanisch. Dies fiihrt zu einer

Kopplung von sich gegenseitig beeinflussenden Mechanismen.

Bild 6.22 stellt die Normalkomponente der verbleibenden Spannung 75, nach dem Po-
lungsprozefl graphisch dar.

(1) (1) (11)

-499MPa | -314MPa [-130MPa |54MPa  [239MPa |423MPa [60.7MPa |79.2MPa j97.6MPa }116.0MPa

Bild 6.22: Konturplot der verbleibenden Normalspannungskomponente T2 nach der Simu-
lation des Polungsprozesses (t = t2). In der Legende sind die Werte an den

Uberggingen der dargestellten Graustufen angegeben.

Im linken Bereich I zeigen sich induzierte homogene Druckspannungen, denen im rechten
Bereich IT homogene Zugspannungen gegeniiber stehen. Zwischen den beiden homogenen

Gebieten liegt ein Ubergangsbereich III mit inhomogener Spannungsverteilung.

Zur Analyse einer Struktur ist der Spannungszustand bei maximaler Belastung, aber auch

der verbleibende Eigenspannungszustand am Ende der Entlastung von groflem Interesse.
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Das Versagen der Struktur wird hierbei durch die Spannungskomponente 75, senkrecht zu
den beiden Elektroden mafigeblich bestimmt. In Bild 6.23 ist der Verlauf der 75,-Spannung

entlang der unteren Kante der Struktur dargestellt.
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Bild 6.23: Verlauf der sich senkrecht zu den Elektroden einstellenden T5,-Spannungskom-
ponente iiber der Unterkante der modellierten Struktur. Die gepunktete Linie
zeigt den Verlauf bei maximaler Belastung (¢ = t1), die durchgezogene Linie den
Verlauf nach der Entlastung (¢ = t»). Die horizontale Linie bei T2 = 0 MPa

symbolisiert die Ausdehnung der unteren Elektrode.

Bereits bei maximaler Belastung (¢ = 1) hat sich der signifikante Spannungszustand ein-
gestellt. Auf der linken Seite sind hohe Druckspannungen zu erkennen, die im homogenen
Bereich einen Wert von —83 MPa einnehmen. Die Zugspannungen auf der rechten Seite
nehmen vor der Elektrodenspitze schnell ab und erreichen am dufleren rechten Ende einen
weitgehend konstanten Verlauf (T, ~ 68 MPa).

Nach der Entlastung (¢ = t5) reduzieren sich die Werte um mehr als die Halfte. Im Bereich
der unteren Elektrode (homogen gepolter Bereich) verbleibt eine Druckeigenspannung
Ty, von —35MPa, die in Richtung der Elektrodenspitze rapide abfillt. Fiir s > 0 stellt
sich eine zu Beginn stark abfallende Zugeigenspannung ein, die jedoch einen Wert von
~ 22 MPa nicht unterschreitet.

Eine quantitative Aussage iiber die genauen Werte der Spannungen in einem Bereich
um das Ende der unteren Elektrode kann aufgrund der zu groben Vernetzung in dieser
Region nicht angegeben werden. Jedoch ist ein qualitativer Verlauf erkennbar, aus dem
eine kritische Zone um die Elektrodenspitze bestimmt und fiir spétere genauere Analysen

feiner Vernetzung werden kann.



7 Zusammenfassung

Mit wachsenden Anspriichen an die Zuverlissigkeit von elektromechanischen Komponen-
ten wird eine moglichst realitdtsnahe Modellierung des komplexen Materialverhaltens an-
gestrebt. Im Rahmen dieser Arbeit wurde ein dreidimensionales Materialmodell formuliert
und in ein Finite-Elemente-Programm implementiert. Damit kann das phdnomenologisch
beobachtbare nichtlineare Materialverhalten ferroelektrischer Materialien in Simulationen

beriicksichtigt werden.

Fiir einen ersten Einblick in die zugrundeliegenden mikroskopischen Vorgénge wurden die
Umklappprozesse am Beispiel der tetragonalen Einheitszelle von Barium-Titanat unter
rein elektrischer und rein mechanischer Belastung diskutiert. Die Ubertragung auf das
makroskopisch nichtlineare Materialverhalten wurde anhand von Uberlegungen beziiglich
des mikroskopischen Umklappverhaltens eines Konglomerats von Domé&nen durchgefiihrt.
Auf diese Weise konnte das nichtlineare elektrische Verhalten der experimentell beobacht-
baren dielektrischen Hysterese und der Schmetterlingshysterese unter Belastung eines
elektrischen Feldes erldutert werden. Anhand des nichtlinear mechanischen Materialver-
haltens unter mechanischen Druck- und Zugspannungen wurde der ferroelastische Effekt

und der Effekt der mechanischen Depolarisation untersucht und diskutiert.

Im elektrischen sowie im mechanischen Materialverhalten konnten drei charakteristische
Bereiche identifiziert werden: Ein anfdnglich linear reversibler Bereich, dann ein irrever-
sibler Bereich, der durch Umklappprozesse der Doménen ausgelost wird und dann in den
dritten, geséttigten Bereich {ibergeht. Damit war das prinzipielle makroskopische Materi-

alverhalten gegeben, das als Grundlage zur phénomenologischen Modellierung diente.

Die Giiltigkeit entsprechender Belastungsbedingungen ermdglichte es, diese drei Berei-
che mathematisch getrennt voneinander zu beschreiben. Fiir die Entwicklung der beiden
remanenten Zustandsgroflen wurde in jedem dieser drei Bereiche je eine Normalenregel
angenommen und mittels der Auswertung der entsprechend giiltigen Konsistenzbedingung
konnten je zwei Evolutionsgleichungen erhalten werden.

Das Antwortverhalten des Materialmodells wurde anhand zyklischer elektrischer bzw. me-
chanischer Belastungen verifiziert. Ebenso konnte auch die qualitative Ubereinstimmung

mit experimentell gewonnenen Verldufen gezeigt werden.

Um eine Strukturanalyse fiir inhomogene Probleme durchfiihren zu kénnen, wurde das
Modell auf eine dreidimensionale Form erweitert, ohne dafl zusétzliche Materialparameter
eingefiihrt werden mufiten. Dabei wurde gewéhrleistet, daf§ das eindimensionale Modell
als Sonderfall enthalten ist. Die Moglichkeit, spezielle mehrachsige Belastungsprozesse

simulieren zu konnen, erforderte die Erweiterung der Evolutionsgleichungen um den Effekt
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der Rotation der remanenten Polarisation und der remanenten ferroelastischen Dehnung.

Die sich aus dieser tensoriellen Formulierung ergebenden dreidimensionalen Materialglei-
chungen wurden in das Finite-Elemente-Programm PSU implementiert. Am Beispiel eines
Stapelaktuators wurde eine Strukturanalyse des Polungsprozesses durchgefiihrt. Hierbei
zeigte die rein elektrische Simulation einen signifikanten Unterschied zwischen der An-
nahme eines rein linearen und eines nichtlinearen Materialmodells. Im Gegensatz zu li-
nearem Materialverhalten bleibt bei Beriicksichtigung der nichtlinearen Hystereseeffekte
eine verteilte elektrische Restladung im Bereich der Elektrodenspitze zuriick.

Aus der elektromechanischen Simulation konnten nach dem Polungsprozefi im gepolten
Bereich des Aktuators Druckeigenspannungen festgestellt werden. Im Bereich um die Elek-
trodenspitze stellte sich eine signifikante mehrachsige Belastung ein, die im Verlauf der
Polung des Aktuators zu einer Rotation des Polarisationszustandes fiihrte. Vor der Elek-
trodenspitze liegen Zugeigenspannungen vor, unter deren Wirkung sich im realen Bauteil
Risse bilden und zu einem Versagen des Aktuators fithren kénnen. Daher werden Sta-
pelaktuatoren in der praktischen Anwendung unter einer iiberlagerten Druckspannung
betrieben. Diese 16sen jedoch im gepolten Bereich, mechanisch depolarisierende Prozesse

aus und beeintrichtigen damit die prinzipielle Funktionsfihigkeit des Aktuators.

Mit der vorliegenden Arbeit konnte gezeigt werden, daf3 die Einfliisse von nichtlinearen
Materialeigenschaften mit Hystereseeffekten und verbleibender remanenter Polarisation
P,,; sowie remanenter Dehnung e,,, auf die elektrische Polarisation und die mechanische
Spannung von entscheidender Bedeutung sind. Nur bei deren Beriicksichtigung ist eine
realistische strukturmechanische Analyse und somit eine zuverlédssige Aussage iiber den

inneren Materialzustand méglich.
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A Zusammengefafite Darstellung des eindi-

mensionalen Materialmodells

Additive Zerlegung von Dehnung und Polarisation:

e = & + ¢ (A.1)
P =P 4+ P (A.2)

Linear piezoelektrische Grundgleichung:

1
et = ? o + d FE (A3)
P = do + € E (A.4)

Piezoelektrischer Modul:

Pi

d = dp— (A-5)
Additive Zerlegung der remanenten Dehnung:

flo_ P, P (A.6)
Remanente Dehnung induziert durch remanente Polarisation:

e = e % (A.7)
Ferroelektrische Flieffunktionen:

fP(E,P)Y = |E-c"P|-E, (A.8)

h(o,B,P) = |P| — Pylo, E,P) (A.9)
Ferroelastische Fliefunktionen:

Yo, E, e, P = |o—c"e"| —5,(E, P (A.10)

hE (£, P = 6| — gar (1 - g:l) (A.11)
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Mechanische Depolarisation:

~h o = aE, PY)

ﬁsat(aaEapi) - Psate
P, B, P) = (Paar— P3) (1= k(0 = 6.(E, P} ) + Py

Abhéngigkeit der Koerzitivspannung vom elektrischen Feld:

. E P
o.\F,P') = ¢ — —
0( ) <0 —i—nEC |P1|>

Flieiregel der ferroelektrischen inneren Variable:

( 0 : Fall 1
P

pi_ A} (%) : Fall 2
P

Y (gﬁ;) : Fall 3

Evolutionsgleichung der remanenten Polarisation:

Pio= FPHP L
cP

P~ 9P 9o

i ) -1 5
+ (1 - HY) (P - apsf“) (ap&ato‘— +

Logische ferroelektrische Vorfaktoren:

*

FP gP — LfP‘| LfPWL_ *P‘I _ thﬂt_fﬂ =

mit
g d
ffo==rr.
at’ |pi_y
*P = ghP .. .
dt PIZFPE/CP

0E

ﬁsa ;
0 tE)

Fall 2

sonst

Fall 3V fP>0

sonst

(A.14)

(A.15)

(A.16)

(A.17)

(A.18)

(A.19)

(A.20)
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FlieBregel der ferroelastischen inneren Variable:

( 0 : Fall 1
0 F
| AF <i> : Fall 2
elf = do (A.21)
oh*
F .
AL <8eiF> : Fall 3
Evolutionsgleichung der remanenten ferroelastischen Dehnung:
: 1 o—cPelf (06, . 00, .-
© cF\7 o — cFelf| \ OF * oP!
cr P
- (1 - HF — —— P! A.22
( ) oo P (4.22)
Logische ferroelastische Vorfaktoren:
* * 1 : Fall2
A [P B A BT | I EV A { (4.23)
0 : sonst
* 1 : Fall3v f¥>0
(1 - H") = (1 - |- hFW—LhFﬂL—fF]) - { AWIVITZ0 (5 20
0 : sonst
mit
* d
= —=f (A.25)
- d
= —n" (A.26)
dt &:IF — FF O'/CF




B Zusammengefafite Darstellung des dreidi-

mensionalen Materialmodells

Feldgleichungen:
divl = 0 Impulsbilanz (B.1)
divD = 0 GauB'sches Gesetz (B.2)
mit
1
s = 5 (grad i + (grad ﬁ)T) (B.3)
D = gE+P (B.4)
E = —grady (B.5)

Additive Zerlegung der Dehnung und Polarisation:

s = 8§ 4+ S8 (B.6)

P = Pr 4+ P (B.7)

Linear piezoelektrische Grundgleichung:

ST = c¢c'T + d"E (B.8)

P' = d:T + €-E (B.9)

Dielektrizititstensor:

e =¢c-1 (B.10)

Elastizitatstensor:

Y v
C = A5 0) (I + 1= ) 1®1> (B.11)

Piezoelektrizititstensor:

Pl o ws as

d = d || i i i

1P, P @ €epi & €p +
sat

dL |Psat ((1 ® éPi) + (1 ® é’Pi)Tzs - 2é’Pi X é)Pi ® gPi)
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Transponierter Piezoelektrizitétstensor:

Pll 2 ox. oa

le = d || ; : i

1P, Cr@cp®cp +
d HPPtH (1—Cpi ®Ep) @Ep (B.13)
d_L ||Psat|| ((]— ® ePi)T23 + (epl ® 1) — 261:)1 ® ePi ® ePl)

Additive Zerlegung der remanenten Dehnung;:

st = s* + §¥ (B.14)

Remanente Dehnung induziert durch remanente Polarisation:

SIP ;s
2 ‘l sat

1

Ferroelektrische Fliefffunktionen:

fPEB) = Hﬁ—cp Pl - E. (B.16)

hP(T; E; 131) = H sat(T; E) 131) (B 17)
Ferroelastische Flieffunktionen:

f¥(T,E, 8", P) = g H —F g8 DH — T.(E, PY) (B.18)

N

hF(SiF, f,l) _ \/j HSiF

Mechanische Depolarisation:

D (B.19)

w

1 3 - D = ~ o o
L ~L{( 35, T8, —T.(E, P
sat(T E P! ) - Psat € 2°r g ( )> (BQO)
Asat(T E f)) — (Psat — P5)
< - A (- 3e TP & - T(E, f’i)>> +Ps  (B.21)

Abhédngigkeit der Koerzitivspannung vom elektrischen Feld:

I E
T.(E, PY) = <o—c + nE-é'Pi> (B.22)
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Fliefregel der ferroelektrischen inneren Variablen:

0 : Fall 1
P
N A]Pc) (%) : Fall 2
Pl = oE (B.23)
P
AF (8@) : Fall 3
\ 0P’

Evolutionsgleichung der remanenten Polarisation:

. B :
i P P P pP P P
Pl = (FPH"1+ K P)-(N@N)-C—P
~ -9 ~
— aPsat a[)sat aPsat L’> ( aPsat>
+ (1—-HY)||ep — —2= T+ —=-E||8p — —+] (B.24
( ) P o P! ( oT 0 P ( )
mit
mn_ P Pi
po_ boe b (B.25)
|E — P P
Logische ferroelektrische Vorfaktoren:
x * 1 : Fall2
PRHE = L1 B0 - R |L-7) = { (B.26)
0 : sonst
* 1 : Fall3v ff>0
(1 - H") = (1 Al fP1> - { AW IVITZ0 o)
0 : sonst
* 12 P50 A fP>0
K" = {—L—fpw—t—fpﬂ = { d / (B.28)
0 : sonst
mit
¥ d
ff = —fF o (B.29)
dt” | pi_
* d
h = ahP . B (B.30)
P'=FA{(0f"/OE)
Ferroelektrischer Projektionstensor:
P /9 Pi P /9 Pi
pr Oh* /0P oh* /0P (B.31)

~ lonP/a B~ ||on® /o]
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FlieBregel der ferroelastischen inneren Variablen:

( 0 Fall 1
F
. Af (%) : Fall 2
ST = oT (B.32)
oh*
Af (8SiF> : Fall 3
Evolutionsgleichung der remanenten ferroelastischen Dehnung;:
SiF  — (FFHFI + KFPF) .
1 F F\ . AD 3 e (01 = 0T, =,
C—F{(N @N") : T" - \/;N 55 B+ oS Py g
SiP SiF L
— 1 — H ( —— ® — > . S'F
( ) IS™1 7 11S™]
mit
T _ F giF D
F T—c'S )D (B.34)
(T — ¢t $™)7|
Logische ferroelastische Vorfaktoren:
* * 1 : Fall 2
FEHY = [fP1R]| 1= 9] = (07|17 = { (B.35)
0 : sonst

(1 - H") = (1 - U— hF] - Lth—fW) = {(1) SF:IlllSSVfF>O (B.36)

mit
* d
= —=f (B.38)
dt SlFZO
* d
Y = —n" (B.39)

dt

ST =F'A{(0fF/0T)

Ferroelastischer Projektionstensor:
F iF F iF

pr o T _ oh /('9,5'.F oh /8.5'.F (B.A40)
lonF/aS™ || — |lonT /oS™ ||
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