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Kurzfassung

Mikromechanisches Modell zur Ermittlung effektiver Materialei-
genschaften von piezoelektrischen Polykristallen

Der vorliegende Bericht befasst sich mit der Modellierung eines piezoelektrischen Poly-
kristalls und der Entwicklung einer Vorgehensweise zur Berechnung effektiver elektrome-
chanischer Materialparameter. Dabei werden Ausschnitte der heterogenen Mikrostruktur
der Piezokeramik im Unterschied zu analytischen mikromechanischen Verfahren direkt in

einem endlichen stochastischen Volumenelement beschrieben.

Zuféllige zweidimensionale Voronoi-Mosaike fiir verschiedene erzeugende Punktprozesse
stellen die Geometrie der Kornstruktur dar. Jedem Korn wird eine zufdllige Orientie-
rung der kristallographischen Achsen zugeordnet. Eine isotrope Orientierungsverteilung
beschreibt hierbei die ungepolte Piezokeramik. Ausgehend von diesem Zustand wird die
durch Umklappprozesse verdnderte Verteilung der spontanen Polarisation mit sogenann-
ten Polungsrichtungsfunktionen modelliert. Die behandelten Belastungsarten sind die Po-
lung durch ein elektrisches Feld oberhalb der Koerzitivfeldstarke sowie einachsige Zug- und
Druckbelastung oberhalb der Koerzitivspannung. Der Grad der Ausrichtung der sponta-

nen Polarisation kann jeweils durch einen Parameter variiert werden.

Die elektromechanischen Feldgleichungen werden fiir ein Randbedingungssystem beste-
hend aus fiinf linear unabhéngigen Randbedingungen mit der Methode der Finiten Ele-
mente gelost. Aus den Volumenmittelwerten der lokalen Felder kénnen die anisotropen
effektiven Materialtensoren vollstindig ermittelt werden. Fiir die Félle der makrosko-
pischen Isotropie und transversalen Isotropie wird ein Berechnungsschema fiir effektive

(transversal) isotrope elastische, dielektrische und piezoelektrische Parameter angegeben.

Mit numerischen Simulationen werden die lokal fluktuierenden Felder auf der Mikroebene
fiir Bariumtitanat untersucht. Der Einfluss der Randbedingungen, der Grofe des Volumen-
elements, der Orientierungsverteilung und der Geometrie auf die effektiven FEigenschaften
wird diskutiert. Fiir die verschiedenen Belastungszustdnde werden die transversal isotro-
pen effektiven Materialparameter berechnet und mit experimentellen und analytischen

Ergebnissen verglichen.



Abstract

Micromechanical model to determine effective material properties
of piezoelectric polycrystals

This report deals with the modeling of a piezoelectric polycrystal and the development
of a procedure to calculate effective electromechanical material parameters. In contrast
to analytical micromechanical models, samples of the heterogeneous microstructure of a

piezoceramic are described directly by a finite stochastic volume element.

Random two-dimensional voronoi tessellations constructed from different point processes
represent the geometry of the grain structure. A random orientation of the crystallo-
graphic axes is attributed to each grain. The unpoled piezoceramic is described by an
isotropic orientation distribution. Starting from this state, the distribution of the sponta-
neous polarization, which changes during the switching process, is modeled by so-called
poling direction functions. The considered loading conditions are poling by an electric
field above the coercive field, as well as tension and compression above the coercive stress.
A parameter is introduced describing the degree of alignment of spontaneous polarization

in each of these case.

The electromechanical field equations are solved by the finite element method for a system
of boundary conditions consisting of five linear independent boundary conditions. Using
the spatial average values of the local fields, the anisotropic effective material tensors can
be determined completely. For the case of macroscopic isotropy or transverse isotropy a
calculation scheme for effective (transversely) isotropic elastic, dielectric, and piezoelectric

parameters is presented.

The fluctuating local fields on the microscale are investigated in terms of finite element
solutions for barium titanate. The influence of the boundary conditions, the size of the
volume element, the orientation distribution, and the geometry on the effective properties
are discussed. For the different loading conditions, the transversely isotropic effective

material parameters are calculated and compared to experimental and analytical results.
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Notation und Operatoren

Vektoren und Tensoren zweiter und dritter Stufe werden mit Fettdruck dargestellt, Tenso-
ren vierter Stufe werden zusétzlich durch kalligraphische Buchstaben gekennzeichnet. Die
Komponentendarstellung tensorieller Grofen bezieht sich auf ein kartesisches Koordina-
tensystem. Soweit nicht anders angegeben gilt die Einstein’sche Summationskonvention.
Die verwendeten Rechenregeln fiir Tensoren kénnen dem Lehrbuch KLINGBEIL [47] ent-

nommen werden.

Lateinische Buchstaben

A Anisotropiefaktor

b charakteristische Gréfe eines Mikrobestandteils

B charakteristische Abmessung des Volumenelements
C Steifigkeitsmatrix

d piezoelektrischer Kopplungstensor

D Nachgiebigkeitsmatrix

D dielektrische Verschiebung

D, Normalkomponente der dielektrischen Verschiebung
€min minimale Kantenlange

e piezoelektrischer Kopplungstensor

I Elastizitdtsmodul

E Erwartungswert

E elektrisches Feld

ke Koerzitivfeldstéarke

f Verteilungsdichte

G Gleitmodul

h piezoelektrischer Kopplungstensor

k Korrelationsfunktion

=

Kompressionsmodul



Lz Kantenverhaltnis einer Zelle

Loin minimales Kantenverhaltnis

P Polungsrichtungsfunktion

P Wahrscheinlichkeit

P Polarisation

Pt remanente Polarisation

PS spontane Polarisation
Transformationstensor

52 Varianz

t Spannungsvektor

T Transformationstensor

T. Curietemperatur

U Verschiebungsvektor

U. kritische Energie

Griechische Buchstaben

B Inverse des Dielektrizitdtstensors

€ Dehnungstensor

€0 dielektrische Feldkonstante

el remanente Dehnung

e’ spontane Dehnung in Polarisationsrichtung

0p kritischer Orientierungswinkel bei Druckbelastung
0r kritischer Orientierungswinkel bei elektrischer Belastung
0 kritischer Orientierungswinkel bei Zughelastung

K Dielektrizitatskonstante

K Dielektrizitatstensor (konstante Dehnung)

%K Dielektrizitatskonstante (konstante Spannung)

'K Dielektrizitatstensor (konstante Spannung)

A Intensitdt des Punktprozesses

v Poisson-Zahl

o Spannungstensor

o° Koerzitivspannung

T Eigenspannung

@ elektrisches Potenzial

o) Mikropotenzial

0} Makropotenzial

vi



P Mikropotenzial
v Makropotenzial

Kalligraphische Buchstaben

A Einflusstensor

Cc Steifigkeitstensor

XY Steifigkeitstensor (konstante dielektrische Verschiebung)

D Nachgiebigkeitstensor

I symmetrischer Einheitstensor vierter Stufe

P Eshelby-"Tensor
Indizes

O effektiver Materialtensor

0" linearer Anteil

Of Reuss’scher Ansatz

OY Voigt’scher Ansatz

O Spannungsrandbedingungen

O" Verschiebungsrandbedingungen

(P dielektrische Randbedingungen

O" Potenzialrandbedingungen

()® gemischte Randbedingungen
Operatoren

V() Gradient

V() Divergenz

I|A]| euklidische Norm <HAH = \/H)

07" Inverse

OF Transponierte

O isotropisierter Tensor

oM transversal isotropisierter Tensor

m®n  dyadisches Produkt (m ® n = m;n; e; ® e;)
A:B Skalarprodukt (A : B = A;;B;;)
A-B Tensorprodukt (A - B = A;,B,; e; @ €;)

Vil



Kapitel 1
Einleitung

Piezoelektrische keramische Werkstoffe wie etwa Bleititanat-Zirconat (PZT) oder Bari-
umtitanat (BaTiO3) sind in der Lage, elektrische Energie in mechanische Energie umzu-
wandeln und umgekehrt. Aufgrund dieser als Piezoelektrizitat bezeichneten Eigenschaft
werden sie hdufig in der Aktuatorik und Sensorik eingesetzt. Zur Auslegung von Bauteilen
aus piezokeramischen Materialien in derartigen Anwendungen ist eine genaue Kenntnis
des makroskopischen Materialverhaltens erforderlich, um eine hohe Prazision garantieren
zu konnen. Wegen der elektromechanischen Kopplung, der Anisotropie und insbesonde-
re der Ferroelektrizitat ist dieses Verhalten komplex. Bei hinreichend hoher Belastung
kommt es zu einer remanenten Reorientierung der Polarisationsrichtung in den einzelnen

Kristalliten, was zu Nichtlinearitdten und Hystereseeffekten fiihrt.

Zur Beschreibung des Materialverhaltens einer Piezokeramik wurden phidnomenologische
Materialmodelle entwickelt [44]. Als Alternative kann die Abhéngigkeit des makroskopi-
schen Verhaltens von der Mikrostruktur untersucht werden. Dies ist fiir ein grundlegendes
Verstéandnis der beobachteten Phdnomene und zur Erzielung von gewiinschten Eigenschaf-
ten durch Manipulation der Mikrostruktur notwendig. Eine wichtige Zielsetzung ist dabei,
das Einsetzen der Umklappvorgénge und ausgehend davon das nichtlineare Hysteresever-
halten bei grolen Belastungen vorherzusagen [40]. In dieser Arbeit liegt jedoch das Inter-
esse in der linear piezoelektrischen Materialantwort der Piezokeramik bei kleinen Signalen.
Da die Umklappvorgéange zu einer anisotropen Verteilung der Polarisationsrichtung in ge-
polten Materialien fiihren, haben sie wegen der anisotropen linearen Materialparameter

auch in diesem Fall einen wichtigen Einfluss.

Zur Untersuchung des makroskopischen Materialverhaltens auf Grundlage einer heteroge-

nen Mikrostruktur bieten sich Methoden der Mikromechanik an. In den letzten Jahrzehn-



ten wurden analytische Ndherungslésungen erfolgreich fiir viele verschiedene Problemstel-
lungen entwickelt, so auch zur Untersuchung der linearen effektiven Eigenschaften piezo-
elektrischer Polykristalle [19], [38], [69],[76]. Dabei werden meist einzelne einfache Mikro-
bestandteile in einem unendlichen Umgebungsmaterial untersucht. In den letzten Jahren
wurden in der Mikromechanik auch Verfahren eingesetzt, bei denen endliche Ausschnitte
(Volumenelemente) der Mikrostruktur direkt modelliert werden und die Feldgleichungen
innerhalb dieses Ausschnitts numerisch gelost werden [10]. Neben einer realistischeren
geometrischen Beschreibung hat dies den Vorteil, dass Wechselwirkungen zwischen den

Mikrobestandteilen stérker beriicksichtigt werden.

Ein Ziel dieser Arbeit ist die Entwicklung eines mikromechanischen Modells mit endlichen
Volumenelementen fiir linear elastisches und piezoelektrisches Materialverhalten. Dabei
werden auch grundsétzliche Fragestellungen wie die notwendige Grofe des Volumenele-
ments, die Wahl der Randbedingungen und eine stochastische Modellierung behandelt.
Auf Grundlage dieses Modells sollen die effektiven elastischen, dielektrischen und piezo-
elektrischen Eigenschaften von piezoelektrischen Polykristallen unter verschiedenen elek-

tromechanischen Belastungszustdnden berechnet werden.

Im zweiten Kapitel werden kurz die Grundlagen der Piezoelektrizitét und Ferroelektrizitét

dargestellt.

Im dritten Kapitel wird die mikromechanische Modellierung von endlichen Volumenele-
menten erldutert. Dabei wird insbesondere auf das Berechnungsschema fiir die elektro-
mechanischen Parameter eingegangen. Weiterhin werden die analytischen Methoden zur

Bestimmung effektiver Eigenschaften von piezoelektrischen Polykristallen vorgestellt.

Im vierten Kapitel wird das stochastische Modell der Mikrostruktur eines piezoelektri-
schen Polykristalls prasentiert. Im Mittelpunkt steht dabei die geometrische Modellierung
der Kornstruktur und die Verteilung der Polarisation in Abhéngigkeit vom makroskopi-

schen Belastungszustand.

Im fiinften Kapitel werden abschliefend die Ergebnisse der Finite-Elemente-Simulationen

vorgestellt und diskutiert.

Die Kapitel drei und vier entstanden in Zusammenarbeit mit meinem Kollegen Dipl.-
Ing. S. Weyer am Institut fiir Zuverlédssigkeit und Schadenskunde im Maschinenbau der

Universitat Karlsruhe.



Kapitel 2
Grundlagen der Piezoelektrizitat

In diesem Kapitel werden die innerhalb dieser Arbeit bendtigten Grundlagen der Piezo-
elektrizitdt und der Ferroelektrizitdt behandelt. Dabei wird insbesondere auf die speziel-
len Eigenschaften von Bariumtitanat eingegangen. In der technischen Anwendung spielt
es zwar eine eher untergeordnete Rolle, aufgrund seiner einfachen Struktur wird es aber

haufig fiir theoretische Untersuchungen gewéhlt.

2.1 Materialverhalten von Piezokeramiken

Unter Piezoelektrizitat versteht man die lineare elektromechanische Wechselwirkung zwi-
schen mechanischen und elektrischen Zustandsgrofen in Kristallen. In Piezoelektrika ver-
schieben zum einen mechanische Spannungen die Ladungstrager und fiihren so zu einer
proportionalen Anderung der elektrischen Polarisation (direkter Piezoeffekt). Zum ande-
ren bewirkt das Anlegen eines dufieren elektrischen Feldes eine proportionale, reversible

Verformung des Kristalles (inverser Piezoeffekt).

Zunichst wird der Aufbau und das Materialverhalten von piezoelektrischen Einkristallen
erldutert. Anschliefend wird die Betrachtung auf polykristalline Keramiken erweitert.

Dabei steht die mikroskopische Betrachtungsweise im Vordergrund.

2.1.1 Die Perowskit-Struktur

Die meisten piezoelektrischen Kristalle, wie etwa Bariumtitanat BaTi0O3, besitzen eine
Perowskit-Struktur, die in Abbildung 2.1a schematisch dargestellt ist. In der kubischen
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Abbildung 2.1: Einheitszelle von Bariumtitanat: a) Paraelektrische Phase mit kubischer Perow-
skitstruktur. b) Ferroelektrische Phase mit tetragonaler Struktur und spontaner

Polarisation.

Einheitszelle mit Kantenlinge ao liegt raumzentriert ein Ti**-lon, das von flichenzen-
trierten O?~-lonen umgeben wird. Die acht Ecken sind mit Ba®**-Ionen besetzt. Dieser
Zustand ist stabil oberhalb einer kritischen Temperatur, der Curietemperatur, und wird
paraelektrische Phase genannt. Der positive und der negative Ladungsschwerpunkt liegen

aufeinander und es liegt eine polare Symmetrie ohne Piezoelektrizitat vor.

Bei Unterschreitung der Curietemperatur 7, tritt eine Phasenumwandlung in die ferroelek-
trische Phase auf. Hierbei entsteht eine tetragonale Struktur und das Ti*T-Ion verschiebt
sich in Richtung eines der Sauerstoffionen (Abbildung 2.1b). Dadurch werden der posi-
tive und der negative Ladungsschwerpunkt voneinander getrennt und es ergibt sich eine
spontane Polarisation P®. Der Kristall verhlt sich in der tetragonalen Struktur piezoelek-
trisch. So fiihrt eine mechanische Verlingerung der Einheitszelle in Richtung P® zu einer
Verschiebung der Ladungsschwerpunkte und somit zu einer Zunahme der Polarisation.
Fiir das Ti**-Ton sind bei der Phasenumwandlung sechs verschiedene gleichberechtigte

Richtungen moglich.

In der Literatur werden fiir die Curietemperatur T. von Bariumtitanat Werte zwischen
120°C und 130°C angegeben [23|, [42]. Die spontane Polarisation betrédgt bei Zim-
mertemperatur P° = 0.26 C/m? [60]. Die kubische Einheitszelle hat die Kantenlénge
ap = 0.4009 nm [42]. Die Kantenldangen der tetragonalen Einheitszelle sind temperaturab-

hangig, bei 0°C betragen sie ¢ = 0.3992nm und ¢ = 0.4035nm [45]. Bei dem Phaseniiber-



gang bildet sich damit in Polarisationsrichtung die spontane Dehnung

=" % 065% . (2.1)

Qg

Bei weiterer Abkiihlung unterhalb von 0°C bzw. —90°C treten weitere Phaseniibergdnge

in eine orthorombische bzw. rhomboedrische Einheitszelle auf [42].

2.1.2 Ferroelektrizitat

Lésst sich bei einem piezoelektrischen Kristall mit spontaner Polarisation die Richtung
der Polarisation durch ein dufleres elektrisches Feld umkehren, dann wird der Kristall
als ferroelektrisch bezeichnet. Es gibt in der Literatur eine Vielzahl von experimentellen

Untersuchungen zum Materialverhalten von Ferroelektrika [14], [41].

Ein ferroelektrischer Kristall besteht im Allgemeinen aus mehreren Doménen [22]. Das
sind Bereiche mit homogener spontaner Polarisation, die sich aus energetischen Griinden
bilden (Vieldoménenkristall). Direkt nach der Herstellung ist die Richtung der spontanen
Polarisation zufillig, d.h. es liegt eine statistisch gleichverteilte Orientierung der Doménen
vor. Abbildung 2.2a zeigt schematisch diesen Zustand des Vieldoménenkristalls. Der Kri-
stall zeigt keine makroskopische Polarisation, da sich die Beitrdge der einzelnen Doménen

aufheben, und er verhéilt sich makroskopisch nicht piezoelektrisch.

Durch Anlegen eines hinreichend grofen elektrischen Feldes kann bei einem ferroelektri-
schen Kristall die spontane Polarisation der einzelnen Doménen in Richtung des elektri-
schen Feldes ausgerichtet werden (Abbildung 2.2b). Nach dieser Polung ergibt sich als
Summe der spontanen Polarisation der einzelnen Doméanen eine makroskopische rema-
nente Polarisation. Beim Abschalten des elektrischen Feldes bleibt die Ausrichtung der
Doménen (zumindest zum groften Teil) erhalten. Die kritische Feldstarke, bei der dieser
Umbklappprozess einsetzt, nennt man die Koerzitivfeldstdrke £°. Nur durch ein hinreichend

starkes, entgegengesetztes Feld kann eine erneute Reorientierung bewirkt werden.

Bei einer tetragonalen Kristallsymmetrie, wie sie etwa Bariumtitanat besitzt, konnen zwei
verschiedene Arten von Umklappen unterschieden werden: Bei einem entgegen der spon-
tanen Polarisation ausgerichteten elektrischen Feld findet ein 180°-Umklappen statt. Bei
einer Ausrichtung senkrecht zur spontanen Polarisation findet ein 90°-Umklappen statt
(siehe z.B. Doméne links oben bzw. rechts oben in Abbildung 2.2). Beide Umklappprozes-
se fithren zu einer Anderung der remanenten Polarisation. 90°-Umklappen fiihrt zuséitzlich

zu einer remanenten Dehnung der Einheitszelle in Feldrichtung.
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Abbildung 2.2: Verteilung der Domanen eines Einkristalls a) im isotropen Zustand und b) nach
elektrischer Polung. Der Pfeil stellt die Richtung der spontanen Polarisation

vom negativen zum positiven Ladungsschwerpunkt dar.
2.1.3 Ferroelastizitat

Lésst sich die Richtung der spontanen Polarisation durch eine mechanische Belastung
umkehren, dann wird der Kristall als ferroelastisch bezeichnet. Haufig tritt dieser Effekt
gemeinsam mit Ferroelektrizitat auf und man spricht allgemein von einem Ferroelektrikum.

Ferroelastisches Materialverhalten wurde experimentell untersucht u.a. in [14], [41] und

79].

Ausgehend vom isotropen Ausgangszustand klappen bei einer hinreichend grofen Druck-
spannung oberhalb der Koerzitivspannung o° die urspriinglich in Belastungsrichtung ori-
entierten Doménen in eine senkrecht dazu liegende Richtung um (siehe Abbildung 2.3).
Dabei gibt es bei einer tetragonalen Kristallstruktur vier moégliche Richtungen fiir die
spontane Polarisation innerhalb der Ebene. Falls keine Bevorzugung z.B. durch weitere
Belastung vorhanden ist, sind diese Richtungen gleich wahrscheinlich. Der Vieldoménen-
kristall wird beim Umklappen in Belastungsrichtung gestaucht. Ein Umklappprozess kann
ebenfalls durch eine hinreichend grofe Zugspannung ausgelést werden. Die Doménen ori-
entieren sich dabei wie in Abbildung 2.3b dargestellt in Belastungsrichtung um. Bei einer
tetragonalen Kristallstruktur gibt es zwei gleich wahrscheinliche entgegengesetzte Rich-

tungen. Der Kristall erfahrt ausgehend vom isotropen Anfangszustand eine Verldngerung.

Durch Zug- und Druckbelastung ist kein 180°-Umklappen, sondern nur ein 90°-Umklappen
moglich. Dabei entsteht keine remanente Polarisation. Es kann also durch mechanische
Belastung keine makroskopische Piezoelektrizitat induziert werden. Bei einem gepolten

Ausgangszustand kann jedoch mit Hilfe einer hinreichend grofen Druckbelastung die re-
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Abbildung 2.3: Verteilung der Doménen eines Einkristalls a) nach Druckbelastung und b) nach
Zugbelastung.

manente Polarisation entfernt werden. Man spricht dabei von mechanischer Depolarisie-

rung.

2.1.4 Piezokeramiken

Eine Piezokeramik ist ein ferroelektrischer und -elastischer Polykristall, der aus einer
Vielzahl von Kornern unregelméfkiger Form aufgebaut ist. Abbildung 2.4a zeigt eine sche-
matische Darstellung. Die Kérner sind Einkristalle mit zufillig orientierten Kristallgit-
tern. Jedes Korn kann wiederum aus mehreren Doménen bestehen. Gefiigeschliffe von
polykristallinem Bariumtitanat sind u.a. zu finden in DEVRIES & BURKE [17]. Es zeigt
sich generell eine Abhéngigkeit der Gefiigestruktur von den Herstellungsbedingungen. Die
durchschnittliche Korngrofe kann zwischen 5 gm und iiber 100 gm liegen [42].

Nach Herstellung durch Sintern und anschliefender Abkiihlung unter die Curietempera-
tur oder nach einer thermischen Depolarisierung liegt eine Gleichverteilung der kristal-
lographischen Achsen vor. In diesem Zustand besitzt die Piezokeramik keine remanente
Polarisation und verhélt sich isotrop. Wie in Abschnitt 2.1.2 beschrieben lassen sich die
Doménen durch Polung mit einem elektrischen Feld ausrichten (siehe Abbildung 2.4b).
Bei einer Keramik muss dabei zusitzlich die unterschiedliche Orientierung der kristallo-
graphischen Achsen der einzelnen Korner beriicksichtigt werden. Die Reorientierung er-
folgt derart, dass eine moglichst starke Ausrichtung an das elektrische Feld erzielt wird.
Die spontane Polarisation klappt zu der kristallographischen Achse um, die am néchsten

in Richtung des elektrischen Feldes liegt.

Die maximal erreichbare remanente Polarisation in der Keramik bei vollstandiger Aus-
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Abbildung 2.4: Schematische Darstellung der Kornstruktur einer Piezokeramik. a) Isotroper
Ausgangszustand. b) Nach Polung mit elektrischem Feld.

richtung aller Doménen wird Sdttigungspolarisation P5** genannt. Bei einer tetragonalen

Kristallstruktur ist sie gegeben durch [2]
Pt =0.831P° (2.2)

und damit niedriger als die spontane Polarisation des Finkristalls. Fiir die Séttigungsdeh-

nung €, die maximal erreichbare Dehnung in Polungsrichtung, gilt nach [42]

¢ = 0.552¢% . (2.3)

2.1.5 Nichtlineares Materialverhalten

Ferroelektrika zeigen aufgrund der Umklappvorgiange ein stark nichtlineares Materialver-
halten mit ausgepragten Hystereseeffekten [8]. Lediglich bei Belastungen unterhalb der
Koerzitivfeldstarke bzw. der Koerzitivspannung ist ndherungsweise ein linear piezoelek-

trisches Verhalten zu beobachten.

Abbildung 2.5 zeigt schematisch den Verlauf der Polarisation einer Piezokeramik, die
durch ein zyklisches elektrisches Feld belastet wird. Ausgehend von einem ungepolten
Zustand (Punkt 1) beobachtet man zunéchst reversibles, linear dielektrisches Material-
verhalten. Erreicht das elektrische Feld Werte im Bereich der Koerzitivfeldstirke! F<,
dann klappen die Doménen zunehmend in Belastungsrichtung um. Dies fiihrt zu einer re-

manenten Polarisation, die einen deutlich grofkeren Beitrag zur Gesamtpolarisation liefert

'In Abbildung 2.5 wird eine abweichende, in der Literatur fiir Keramiken ebenfalls iibliche Definition

der Koerzitivfeldstarke F¢ als Nulldurchgang der dielektrischen Hysterese verwendet.



Abbildung 2.5: Schematische Darstellung der dielektrischen Hysterese.

als die dielektrische Polarisation. Wenn sich keine Doméanen mehr ausrichten, stellt sich
wieder ein anndhernd linear dielektrisches Verhalten ein (Punkt 2). Bei verschwindendem
elektrischen Feld verbleibt eine remanente Polarisation (Punkt 3). Falls die Ausrichtung
der Doménen vollstandig erfolgte, erreicht sie den maximalen Wert der Séttigungspola-
risation P, Erneute Umklappprozesse finden erst wieder bei einem hinreichend grofen
Feld in die entgegengesetzte Richtung statt. Dies fithrt zu einer Umkehr der Doménenori-
entierungen (Punkte 4,5). Durch wiederholte Anderung der Feldrichtung erhilt man eine

geschlossene dielektrische Hysterese.

Die zyklische elektrische Belastung fithrt auferdem zu einem nichtlinearen Verlauf der
Dehnung, dargestellt in der sogenannten Schmetterlingshysterese (siehe etwa [8]). Bei ei-
ner hinreichend grofien zyklischen mechanischen Belastung einer Piezokeramik ergibt sich
aufgrund der Ferroelastizitit ein Hystereseverhalten zwischen mechanischer Dehnung und

Spannung. Diese ferroelastische Hysterese ist vergleichbar mit der dielektrischen Hysterese

in Abbildung 2.5.

Die Steigungen der ferroelektrischen und dielektrischen Hysteresekurven sind im linea-
ren Bereich durch die Elastizitdt bzw. die Dielektrizitat der Piezokeramik gegeben. Diese
kénnen im ungepolten Zustand (Punkt 1) und im gepolten Zustand (Punkt 2) verschie-
den sein. Der Grund hierfiir sind die unterschiedlichen Orientierungen der Doménen in
den beiden Zustianden und die Anisotropie der Elastizitats- und Dielektrizitdtskonstanten
(siche Abschnitt 2.2.1). In dieser Arbeit werden die Steigungen in den linearen Bereichen
ausgehend von FEinkristallparametern und Annahmen {iber die Gefiigestruktur und den

Verlauf des Umklappprozesses berechnet.



2.2 Grundgleichungen der Piezoelektrizitit

Im Folgenden werden die elektromechanischen Feldgleichungen eines piezoelektrischen
Koérpers K beschrieben [28], [30]. Unter der Annahme, dass Volumenkrifte vernachlassigt
werden kénnen, gilt die statische Gleichgewichtsbedingung

V.oo(x)=0 |, (2.4)

x € K. Hierbei ist & der symmetrische Spannungstensor, & = . Mit dem Verschie-
bungsvektor w wird die Dehnung € als linearisierter Green’scher Verzerrungstensor defi-

niert:
1
e(2) = 5 (Vule) + (Vu(e))) . (2.5)
Die Feldgleichung der Elektrostatik ist gegeben durch das Gaufi’sche Gesetz
V-Dz)=0 |, (2.6)

wobei freie Ladungen im Dielektrikum vernachlassigt werden. Die dielektrische Verschie-
bung D ist definiert als

D(z) = E(z) + P(z) . (2.7)

€0 = 8.854 - 1072 C2N"'m~? ist die dielektrische Feldkonstante, E das elektrische Feld
und P die Polarisation. Das elektrische Feld kann mit Hilfe des Potenzials ¢ geschrieben

werden als

E(z)= Ve(z) . (2.8)

Um die konstitutiven Gleichungen fiir piezoelektrisches Materialverhalten aufzustellen,
werden die Dehnung und die dielektrische Verschiebung in die linearen Anteile € und

D" und die remanenten Anteile €’ und P* zerlegt:
e(x) = €'(z)+ () (2.9)
D(z) = D"(z)+ P%(z) . (2.10)

Damit kénnen die konstitutiven Gleichungen als lineare Beziehung zwischen den mecha-

nischen und den elektrischen Grofen geschrieben werden:

o(x) = Clz):€e"(x)—el(x) E(x) , (2.11)



Hierbei bezeichnet C(x) den vierstufigen Elastizitdtstensor, e(x) den dreistufigen pie-
zoelektrischen Kopplungstensor und &(x) den zweistufigen Dielektrizititstensor (siehe
Anhang A). Aus Gleichung (2.11) ist ersichtlich, dass der direkte und der indirekte Piezo-
effekt mit dem gleichen Kopplungstensor e beschrieben werden. Dies folgt aus thermody-
namischen Griinden. In Gleichung (2.11) wurde € und E als unabhéngige Feldvariablen
gewidhlt. Andere Schreibweisen, die innerhalb dieser Arbeit ebenfalls verwendet werden,
sind in Anhang A aufgefiihrt. Auf die méglichen Randbedingungen wird in den Abschnit-
ten 3.1.3 und 3.5.1 ausfiihrlich eingegangen.

Fiir grundlegende Untersuchungen wird in dieser Arbeit auch das rein linear elastische
Randwertproblem betrachtet, gegeben durch die Gleichungen (2.4) und (2.5). Dabei gibt
es zwel mogliche Annahmen fiir den elektrischen Zustand: E(x) = 0 oder D(z) = 0 fiir
x € K. Aus Gleichung (2.11) erhélt man im ersten Fall einfach

o(z)=C(z): e (x) (2.12)
und im zweiten Fall
o(z)=(C(z)+e'(z) x'(z) e(x)): e(z) . (2.13)

Bei nicht verschwindender Piezoelektrizitit, e(e) # 0, fithren demnach diese zwei An-
nahmen zu unterschiedlichem elastischen Verhalten. Analog gibt es fiir das rein dielektri-
sche Randwertproblem, Gleichungen (2.6), (2.7) und (2.8), die zwei moglichen Annahmen
() =0und o(x) =0 firz € K.

2.2.1 Materialtensoren von Bariumtitanat

Die Materialtensoren eines piezoelektrischen Einkristalls sind anisotrop. Je nach Symme-
trieklasse des Kristalls bestehen C, & und e aus maximal 21, 6 bzw. 15 unabhéngigen
Komponenten. Wie in Abschnitt 2.1.1 dargestellt, besitzt Bariumtitanat bei Raumtem-
peratur eine tetragonale materielle Symmetrie. Die explizite Struktur der Materialten-
soren fiir tetragonale Symmetrie ist in Gleichung (A.9) angegeben. In Tabelle 2.1 sind
die innerhalb dieser Arbeit verwendeten, experimentell bestimmten Materialparameter
fiir Bariumtitanat-Einkristalle aufgelistet. Zur Verdeutlichung der elastischen Anisotropie

kénnen aus dem Elastizitatstensor C folgende Parameter bestimmt werden:

EEE —201.3GPa , EFY =124.2GPa , EEE = BFR =63.7GPa . (2.14)

max min

EFE ist der Elastizititsmodul in Richtung der spontanen Polarisation, EEX senkrecht
dazu in Richtung der a-Achse der Einheitszelle. EZE und EEE sind der Maximal- bzw.

max in
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Cu Ciz Cis Css (o Ces €31 €33 €15 Kll/ﬁo /<J33/€0
[GPa] [GPa] [GPa] [GPa] [GPa] [GPa] [C/m?] [C/m?] [C/m? [-]  [-]
275.1 179.0 151.6 164.9 54.3 113.1 —-2.69 3.65 21.3 1910 112

Tabelle 2.1: Elastische, piezoelektrische und dielektrische Materialparameter von einkristalli-

nem Bariumtitanat nach BERLINCOURT & JAFFE [5].

Minimalwert des richtungsabhéngigen Elastizitdtsmoduls (siehe Anhang A). Man sieht,
dass sich der Einkristall in Richtung der spontanen Polarisation weicher verhélt als senk-

recht zu dieser Richtung.

Auffallend an den Einkristallparametern von Bariumtitanat ist ebenfalls die extrem hohe
Anisotropie im dielektrischen Verhalten. Nach FELDTKELLER [23] ist die niedrige Dielek-
trizititskonstante x33 auf die eingeschréinkte Beweglichkeit des Ti**-Ions in Richtung der
c-Achse der Einheitszelle zuriickzufithren. Ebenfalls in [23] beschrieben ist die deutliche
Temperaturabhangigkeit der Dielektrizitat.

An dieser Stelle sei erwéhnt, dass der Elastizitatsmodul von dem elektrischen Zustand
abhéngt. Dies wurde bereits an den Unterschieden zwischen den Gleichungen (2.12) und
(2.13) deutlich. Experimentell wurde dies u.a. von FETT & MUNZ [24] an PZT-Keramiken
untersucht. In dieser Arbeit werden die berechneten elastischen bzw. dielektrischen Mate-
rialparameter entsprechend Gleichung (2.11) stets fiir die Schreibweise mit unabhangigem
elektrischen Feld bzw. unabhéngiger Dehnung angegeben. Die Umrechnung fiir die ande-

ren Zusténde erfolgt einfach mit den Formeln aus Anhang A.

2.3 Umklappkriterien
In der Literatur werden Umklappprozesse in Piezokeramiken {iblicherweise mit einem

energiebasierten Umklappkriterium modelliert. Dabei geht man aus von der potenziellen

Energie II eines piezoelektrischen Kérpers, die gegeben ist durch [58]

Hzl/E~(D—PR)dV—I—l/a:(e—eR)dV—

/8V<,oowdA—/avt0-udA : (2.15)

Im Folgenden betrachten wir einen Umklappprozess, bei dem sich die spontane Polari-

sation von Pf(x) zu P"(x) + AP () dndert (analog dndern sich alle anderen GréRen
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ebenfalls um ein A...). Die Energiefreisetzungsrate wiahrend des Umklappens ist die ne-
gative Anderung der potenziellen Energie. Nach KESSLER & BALKE [46] kann sie als

Volumenintegral
ATT = _/ Ag(@) AV (2.16)
1%

geschrieben werden mit der Dichte der Energiefreisetzungsrate

Ag(m):(E—l—%AE).APR—I—(O'—I—%AO'):AER—I-E@)(EQ—I—AE):AK,—I-
A E A E + AFE
M:Mﬂ @ (o + o);( tAE)Be o)

Bei der Modellierung von Umklappprozessen geht man meist von der Annahme aus, dass
die Polarisation dann umklappt, wenn die Energiefreisetzungsrate zwischen neuem und
altem Zustand einen kritischen Wert iiberschreitet. Dabei wird haufig vereinfacht ange-
nommen, dass sich die treibenden Krifte E und o sowie die linearen Materialtensoren
C, k und e wihrend des Umklappens nicht verdndern [41], [61]. Als Umklappkriterium
erhdlt man dann nach (2.17)

Ag(z) = E(z) - APR(:B) +o(x): AGR(:B) >U, . (2.18)

Je nach Art des Umklappens kann der kritische Wert U, unterschiedliche Werte annehmen.
Falls nicht zwischen 180°- und 90°-Umklappen unterschieden werden soll, wird haufig
U. = 2P E° gewihlt [41]. Damit ist U, die Energiedifferenz bei einem 180°-Umklappen im
Einkristall. Falls mehrere aufgrund der Kristallsymmetrie mégliche Richtungen Gleichung

(2.18) erfiillen, wird diejenige gewéhlt, fiir die die Energiefreisetzungsrate am grofiten ist.
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Kapitel 3

Mikromechanische Modellierung

3.1 Konzept des reprasentativen Volumenelements

In diesem Abschnitt werden die grundlegenden Aspekte der Mikromechanik heterogener
Materialien dargestellt und dabei inshbesondere das Konzept des reprasentativen Volumen-
elements erldutert. Eine ausfithrliche Beschreibung ist zu finden u.a. in SEELIG & ZOHDI
[80], BOHM [9], NEMAT-NASSER & HORI [65] und BERVEILLER [6].

3.1.1 Definition des reprasentativen Volumenelements

Die Grundidee der Mikromechanik besteht in der Verwendung mindestens zweier unter-
schiedlicher Betrachtungsebenen zur Beschreibung von mechanischen oder anderen phy-
sikalischen Zusammenhéngen. Die Betrachtungsebenen unterscheiden sich in den Grofen-
und Langenskalen (siehe Abbildung 3.1). Auf der Makroebene betrachten wir einen mate-
riellen Kérper B (etwa ein Bauteil oder eine Probe) bestehend aus einer Menge von ma-
teriellen Punkten X im Rahmen der Kontinuumsmechanik. Der materielle Punkt X € B
bekommt eine Umgebung zugeordnet, die auch als Mikroebene bezeichnet wird. In der
Umgebung des materiellen Punktes wird die Mikrostruktur, z.B. Kérner, Mikrorisse oder

Poren, beschrieben.

Eine wichtige Voraussetzung ist die Homogenitéit des Korpers auf der Makroebene. Zwar
ist die Umgebung jedes materiellen Punktes X damit nicht identisch, es macht aber keinen
prinzipiellen Unterschied, welches X € B betrachtet wird. Im Gegensatz dazu ist die

Mikrostruktur auf der Mikroebene heterogen, die einzelnen Mikrobestandteile sind zuféllig
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Abbildung 3.1: Die zwei Betrachtungsebenen der Mikromechanik. L, H, B und b sind charak-
teristische Abmessungen des Bauteils, einer auf das Bauteil wirkenden Kraft,

des Volumenelements bzw. eines Mikrobestandteils, z.B. einer Korngrenze.

oder regelméfig in der Umgebung verteilt. Das Materialverhalten ist auf dieser Ebene

bekannt, z.B. linear elastisch, und kann mit Materialgleichungen beschrieben werden.

Fiir die weitere Vorgehensweise muss die Umgebung folgende Figenschaften erfiillen:

e Die Umgebung ist hinreichend grof, d.h. die Abmessungen der Mikrobestandteile
sind sehr viel kleiner als die Abmessung der Umgebung (b < B). Die Umgebung

enthélt dann eine hinreichend grofe Anzahl von Mikrobestandteilen.

e Die Umgebung ist hinreichend klein, sodass Spannungsgradienten auf der Makro-

ebene innerhalb der Umgebung vernachléssighar sind (B < H, L).

Eine Umgebung, die diese Forderungen erfiillt, nennt man reprisentatives Volumenele-
ment (kurz: RVE). Das Konzept des reprisentativen Volumenelements zur Modellierung

heterogener Materialien wurde erstmals von HILL [36] und HASHIN [32] verwendet.

Bei den in technischen Anwendungen iiblichen Werkstoffen wie z.B. Metallen oder ke-
ramischen Werkstoffen ist die charakteristische Abmessung b eines Mikrobestandteils
im Mikrometer-Bereich (z.B. Korngrenze, Pore). Die Abmessung des Bauteils L ist im
Millimeter- oder Meter-Bereich. Modelliert man jedoch etwa Materialien aus der Geo-
physik, z.B. Gesteine, dann kann b im Meterbereich und L im Bereich von einigen 100
Metern liegen. Fiir das weitere Vorgehen wird angenommen, dass die Mikrobestandteile

grof genug sind, um im Rahmen der Kontinuumsmechanik beschrieben werden zu kénnen.
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3.1.2 Homogenisierung

Eine wichtige Methode innerhalb der Mikromechanik ist die Homogenisierung. Das Ziel
besteht dabei darin, aus der bekannten heterogenen Struktur des Materials auf der Mikro-
ebene homogene Ersatzeigenschaften auf der Makroebene abzuleiten. So sollen innerhalb
dieser Arbeit aus Einkristallparametern und Informationen iiber Geometrie und Orientie-
rungen der Kristallite makroskopische Materialeigenschaften des Polykristalls bestimmt

werden.

Die Losung der Feldgleichungen auf der Mikroebene liefert lokale Spannungs- und Deh-
nungsfelder o(2) und €(x), die aufgrund der heterogenen Mikrostruktur inhomogen sind.
Zur Charakterisierung des materiellen Punktes X auf der Makroebene muss der Infor-
mationsgehalt dieser lokal fluktuierenden Felder reduziert werden. Dazu werden sie durch

den Volumenmittelwert iiber das reprasentative Volumenelement V' ersetzt:

1 1
(o) := m/VU(:B) dv, (€) := 7/‘/6(:13) dv . (3.1)

Eine andere Art der Homogenisierung ergibt sich bei einer statistischen Betrachtung, wie
sie etwa von KRONER [50] durchgefithrt wurde und in Abschnitt 3.4 diskutiert wird. Dabei
erfolgt die Mittelung durch Bildung von Erwartungswerten.

Um die Homogenisierung physikalisch konsistent durchzufiihren, ist es {iblich, die Gleich-

heit der Verzerrungsenergiedichte auf der Mikro- und auf der Makroebene zu fordern,

(o(2) : e(@)) = (o) : (€) . (3.2
Diese Bedingung wurde erstmals von HiLL [35] formuliert.

Mit Hilfe der Homogenisierung kénnen effektive Materialeigenschaften definiert werden.
Sie dienen der Charakterisierung des Materials auf der Makroebene und hangen ab von der
gegebenen heterogenen Materialverteilung auf der Mikroebene. Wir betrachten zunéchst
rein linear elastisches Materialverhalten. Der effektive Elastizitatstensor C* wird definiert
als lineare Beziehung zwischen den Mittelwerten der Spannungs- und Dehnungsfelder iiber

das Volumenelement [65]:
() =C": (€). (3.3)
3.1.3 Randbedingungen

Zur eindeutigen Losung der Feldgleichungen im Volumenelement V' sind noch Randbedin-
gungen notwendig. Der Spannungszustand und die Verschiebungen am Rand der Umge-

bung sind jedoch unbekannt, da sie im Inneren des Kérpers B liegt. Deswegen ist die Wahl
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der Randbedingungen kein triviales Problem und kann, wie wir spéter sehen werden, einen
Einfluss auf die abgeleiteten effektiven Eigenschaften haben. Wegen der Forderung, dass
V hinreichend klein ist, miissen makroskopische Spannungs- und Verschiebungsgradienten

bei der Wahl der Randbedingungen nicht beriicksichtigt werden.

Der Rand von V wird als V bezeichnet. Prinzipiell konnen an jedem Punkt & € 9V die
Verschiebungen, der Spannungsvektor in Normalenrichtung oder drei geeignete gemisch-
te Komponenten dieser Vektoren vorgegeben werden. Im Folgenden betrachten wir die

Randbedingungsarten

Lineare Verschiebungsrandbedingungen:

uz)=€¢"-z2 , eV (3.4)
Konstante Spannungsrandbedingungen:

tx)=0"n(z) , zcoV (3.5)

Mit n(2) wird der nach auken gerichtete Einheitsvektor am Punkt & € 9V bezeichnet.
t(z) = o(x) -n(z) ist der Spannungsvektor in Normalenrichtung, o und €° sind beliebige
symmetrische (nicht verschwindende) Tensoren zweiter Stufe. Bei konstanten Spannungs-
randbedingungen (3.5) ist demnach ¢(2) lediglich abhéngig vom Normalenvektor n(z),
x € JV. Eine weitere Randbedingungsart sind

Periodische Randbedingungen:

u(ze) — €z =u(z") - € 2"

, ®edV . (3.6)
o(x) n(z)=—o(x") n(z")
Hierbei ist &7 € 0V der zu & € 0V gehérende Punkt am gegeniiberliegenden Rand. Fiir
die Anwendbarkeit periodischer Randbedingungen ist es notwendig, dass die Geometrie

des Volumenelements periodisch fortsetzbar ist, z.B. ein Quader.

Jede dieser Randbedingungen liefert im Allgemeinen unterschiedliche mittlere Felder (o)
und (€). Die Randbedingung (3.4) stellt den Fall der stirksten Zwangsbedingung am Rand
dar, Randbedingung (3.5) den Fall ohne Zwangsbedingungen, bei dem sich jeder Rand-
punkt frei verschieben kann. Die tatsédchlichen Randbedingungen des Volumenelements

sind unbekannt und liegen zwischen diesen beiden Fallen.

Aufgrund der materiellen Heterogenitat fluktuieren die Spannungs- und Dehnungsfel-

der im reprasentativen Volumenelement. Bei Vorgabe von Verschiebungsrandbedingungen
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(3.4) oder periodischen Randbedingungen (3.6) gilt fiir das inhomogene Dehnungsfeld je-
doch das Average Strain Theorem [65]

() =€ . (3.7)

() =0" . (3.8)

Die am Rand des Volumenelements aufgebrachte Dehnung € bzw. Spannung o ent-
spricht also gerade der mittleren Dehnung bzw. Spannung. Sie charakterisieren damit den

Dehnungs- bzw. Spannungszustand des materiellen Punktes auf der Makroebene.

Diese drei Randbedingungsarten besitzen weiterhin folgende Eigenschaft: Sie fithren zu
Feldern €(«) und o (), die die Hill-Bedingung (3.2) erfiillen. Es ist also gewéhrleistet,
dass die Verzerrungsenergie auf der Mikroebene und auf der Makroebene iibereinstimmt.
In den Beweis geht lediglich die Erfiillung der kinematischen Vertraglichkeit (2.5) von
€(x) bzw. des Kriftegleichgewichts (2.4) von o (@) ein [57]. Die Hill-Bedingung, wie auch
das Average Strain Theorem und das Average Stress Theorem, gilt unabhéngig von den
konstitutiven Gleichungen, die die beiden Felder miteinander verkniipfen, also unabhéngig

vom vorliegenden Stoffverhalten.

3.2 Strategien in der Mikromechanik

Nach BouM |9] lassen sich die verschiedenen mikromechanischen Verfahren in zwei grofe

Gruppen einteilen:

Zum einen gibt es Ansédtze, bei denen ausgehend von bestimmten Informationen iiber
die Mikrostruktur die lokalen Felder in jedem Mikrobestandteil durch Phasenmittelwerte
approximiert werden (Mean field approaches). Dabei geht man immer von einem unend-
lichen Medium aus. Diese Verfahren sind analytisch oder zumindest mit relativ gerin-
gem numerischen Aufwand zu realisieren und wurden auf eine Vielzahl von mechanischen
Problemstellungen angewendet [65]. Eng damit verwandt sind Variationsmethoden zur
Ermittlung von Schranken. Die fiir das Problem piezoelektrischer Polykristalle in der Li-

teratur verwendeten Verfahren werden in Abschnitt 3.9 vorgestellt.

Zum anderen gibt es Ansédtze, bei denen einzelne konkrete Ausschnitte der Mikrostruk-

tur analysiert werden. Die lokalen Felder auf der Mikroebene werden dabei mit hoher
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lokaler Auflésung bestimmt. Dazu werden meistens numerische Methoden wie die Finite-
Elemente-Methode herangezogen. Die Beschreibung des Volumenelements erfolgt entwe-
der direkt mit einem gegebenen realen Ausschnitt der Mikrostruktur eines Materials, z.B.
einem Gefiigeschliff. Haufiger wird die Mikrostruktur jedoch mit einem allgemeinen Mo-
dell beschrieben. Dies kénnen einfache periodische Anordnungen der Mikrobestandteile
(Einheitszellen) bis hin zu sehr komplexen geometrischen Strukturen mit einem statisti-

schen Ansatz sein. Ein guter Uberblick dieser Verfahren ist in BOHM [9] zu finden.

Der Hauptvorteil der Analyse von konkreten Ausschnitten ist die Moglichkeit, komplexere
Geometrieanordnungen und komplexeres Materialverhalten auf der Mikroebene beschrei-
ben zu kénnen. Ein weiterer Vorteil besteht darin, dass es neben der Homogenisierung auch
moglich ist, lokale Phénomene wie etwa Spannungskonzentrationen, Rissbildung oder Um-
klappprozesse zu untersuchen. Aus diesem Grund wurde dieser Ansatz im Rahmen dieser
Arbeit gewdhlt, der nach Wissen des Autors noch nicht auf piezoelektrische Polykristalle
angewendet wurde. Die Nachteile bestehen in der geringeren Allgemeingiiltigkeit der Er-

gebnisse, einem moglichen Einfluss des Randes und dem héheren numerischen Aufwand.

Die meisten grundlegenden mikromechanischen Arbeiten beziehen sich auf die analyti-
schen und semianalytischen Verfahren. Bei der Mehrheit der Ansatze mit konkreten Aus-
schnitten wird die Annahme einer periodischen Mikrostruktur getroffen und periodische
Randbedingungen verwendet (siche etwa [11]). Ohne diese einschrankende Annahme stellt
die Wahl der (unbekannten) Randbedingungen ein Problem dar, da die abgeleiteten ef-
fektiven Eigenschaften von ihnen abhéngen. Bisher gibt es in der Literatur dazu wenige
Ansiétze [39], [71]. Aus diesem Grund scheint es notwendig, die mikromechanische Theorie
mit besonderem Augenmerk auf die Endlichkeit des Volumenelements und den Einfluss

der Randbedingungen ausfiihrlich darzustellen.

Speziell wird der Fall eines linear elastischen bzw. piezoelektrischen Materialverhaltens
angenommen, der sich auf andere lineare Probleme, z.B. Thermoelastizitat, oder auf durch

Mikrorisse geschiadigtes Material [92], erweitern ldsst.

3.3 Effektive Materialtensoren

In Gleichung (3.3) wurde der effektive Elastizitatstensor C* als eindeutige Beziehung zwi-
schen (o) und (€) definiert. Das bedeutet, dass Gleichung (3.3) fiir alle Spannungs- und
Dehnungsfelder erfiillt sein muss, welche den Feldgleichungen fiir beliebige Randbedin-
gungen geniigen. Bei einem endlichen Volumenelement ist aufgrund des Einflusses der

Randbedingungen die Existenz einer solchen eindeutigen Beziehung nicht gewéhrleistet.

19



Da wir uns im Rahmen dieser Arbeit auf die numerische Untersuchung von endlichen Vo-
lumenelementen konzentrieren, wird eine davon abweichende Definition von C* eingefiihrt,

in welche die Abhdngigkeit von der gewdhlten Randbedingung explizit eingeht.

Bei Vorgabe einer Randbedingung ist €* durch die implizite Definition (3.3) nicht ein-
deutig bestimmt. Es ergeben sich nur sechs Gleichungen fiir die 36 Komponenten' von
C*. Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass eine bijektive lineare Abbildung eindeutig
bestimmt ist mit den linear unabhéngigen Bildern von n linear unabhéngigen Vektoren,
wobei n die Dimension des Urbildraums ist. Der Raum der Dehnungen bzw. der Spannun-
gen hat unter Beriicksichtigung der Symmetrie dieser beiden Tensoren die Dimension 6.
Zur vollstandigen Bestimmung von €™ miissen demnach sechs geeignete Randbedingungen
RB' i =1,...,6, vorgegeben werden, die zu linear unabhingigen mittleren Spannungen

(") und linear unabhiingigen mittleren Dehnungen (€) fiihren.

Wir nennen deshalb eine Menge von sechs Randbedingungen
R:={RB',---  RB°} (3.9)

ein Randbedingungssystem. Fiir ein Randbedingungssystem R nennen wir die Losung des

Gleichungssystems
(o)y=CT:(e) , i=1,...,6, (3.10)

den effektiven Steifigkeitstensor C** zum Randbedingungssystem R. Hierbei sind (o) und
(€'} die Mittelwerte der Spannungs- bzw. Dehnungsfelder fiir die Losung des Randwert-
problems mit Randbedingung RB*, i =1,... ,6.

Fiir ein beliebiges Randbedingungssystem ist noch nicht gewihrleistet, dass das Glei-
chungssystem (3.10) eine eindeutige Losung besitzt. Dies ist dann der Fall, wenn (€') und
(") jeweils linear unabhingig sind. Es ist weiter sinnvoll, fiir C* folgende Symmetrieei-

genschaft zu fordern:
clhi=ci . (3.11)

Wir nennen deshalb ein Randbedingungssystem R wvollstindig, wenn das Gleichungssys-
tem (3.10) eine eindeutige Losung € liefert, das die Symmetriebedingung (3.11) erfiillt.

Fiir ein vollstindiges Randbedingungssystem R erhalten wir ein wohldefiniertes C*%.

!Die symmetrischen Spannungs- und Dehnungstensoren besitzen jeweils sechs unabhingige Kompo-
nenten. An C* wird zunéichst nur die Symmetrieforderung C;’}-kl = c;ikl = C;‘ﬂk gestellt. Damit ergeben

sich 36 unabhangige Komponenten.
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Im Folgenden betrachten wir das Randbedingungssystem R, mit linearen Verschiebungs-

randbedingungen
RB': ui(e)=€"V .z, wcoV, i=1,...,6, (3.12)

fiir linear unabhingige €. Der effektive Elastizititstensor zum Randbedingungssystem
R, ist €™ = C**. Der folgende Satz zeigt, dass dieses Randbedingungssystem vollstéandig

1st.

Satz 1
Das Randbedingungssystem R, ist vollstindig.

Beweis 1
a) (€'),i =1,...,6, sind linear unabhingig wegen der linearen Unabhingigkeit von

€") und des Average Strain Theorems.

b) zu zeigen: ('), i = 1,...,6, sind linear unabhéngig.
Seien A, ... A% € R mit \'(o') +... 4 A%(o®) = 0. Wir betrachten die Losung des
Randwertproblems mit Randbedingung (3.4) fiir

e =\ + ...+ 2606

Mit dem Superpositionsprinzip erhilt man (o) = A\ (o') + ...+ \°(a®) = 0. Auf-
grund der Hill-Bedingung (3.2) folgt daraus

0=(o):(e)=(0:€)=(e:C:€).

Da C(x) positiv definit ist, kann dies nur erfiillt sein, wenn e(x) = 0 fiir alle @
auferhalb einer Nullmenge.? Damit gilt € = () = 0. Da €°) linear unabhingig
sind, folgt \' =0,7=1,...,6.

c) zu zeigen: C™ ist symmetrisch.

Dies folgt aus der Darstellung von C*" mit Hilfe von Finflusstensoren
c=(A"(z): C(z): Alz))

Siehe hierzu Anhang C und Gleichung (C.9).

?Fiir eine Nullmenge N gilt: [ Iy = 0, wobel Iy die Indikatorfunktion der Menge N ist.
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Die Verwendung von sechs geeigneten Verschiebungsrandbedingungen fiihrt also zu einem
eindeutig bestimmten effektiven Elastizitatstensor. Wegen der Linearitat des Randwert-

problems kann gezeigt werden, dass der effektive Elastizitatstensor €™ unabhangig von

der Wahl der € ist. Eine mogliche Wahl der € mit beliebigem A € R\ {0} ist

A 000 0
e’ = 0 , e =1 0 0 , €' = ,
0 00 0
(3.13)
0 3 00 2 000
e , € =100 0 , O =100 3
A A
0 0 5 0 0 5 0
Das Randbedingungssystem R;
RB':  t(z)=0"" n(x), zcdV, i=1,...,6 |, (3.14)

fiir linear unabhingige o ist ebenfalls vollstindig. Dies kann analog zum Beweis von

R. gezeigt werden. Der effektive Elastizitétstensor C** ist unabhiéingig von der Wahl der
o0,

Nach HiLL [37] gilt fiir die Abweichung des effektiven Elastizitatstensors fiir Spannungs-
und Dehnungsrandbedingungen die Abschétzung

U (Y ' =T+0 ((%) 3) . (3.15)

Hierbei ist b die charakteristische Lange einer Inhomogenitét und B die Groke des repra-
sentativen Volumenelements (sieche Abbildung 3.1). Der Fehlerterm ist von der Ordnung
3 in b/ B, er nimmt mit zunehmender Grofe des Volumenelements stark ab. Fiir ein un-

endliches Volumenelement gilt somit C*" = C** = C*.

Wenn fiir beliebige Randbedingungssysteme Ry und R
IZ — ¢ ™ (e < e (3.16)

mit einer gegebenen Genauigkeit e erfiillt ist, dann nennt man das Volumenelement V

statistisch reprdsentativ.

¢ bestimmt die Mindestgrolie B des statistisch repréasentativen Volumenelements. Fiir
ein statistisch reprasentatives Volumenelement V' ist der effektive Elastizitatstensor ndhe-

rungsweise unabhingig vom Randbedingungssystem €% ~ €**2. In diesem Fall sprechen
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wir vom tatsichlichen effektiven Elastizititstensor €* &~ €* fiir ein beliebiges Randbe-
dingungssystem R. Ist die Ungleichung (3.16) nicht erfiillt, dann kénnen nur scheinbar

effektive Materialtensoren C*™ bestimmt werden.

3.4 Stochastische Mikromechanik

In den vorherigen Abschnitten wurde die Mikrostruktur der Werkstoffe auf eine rein de-
terministische Weise beschrieben. Das heift, die Materialverteilung auf der Mikroebene
ist fest vorgegeben. Bei vielen Werkstoffen gibt es eine zuféllige, unregelméafige Anord-
nung der Mikrobestandteile. Dies ist z.B. bei Polykristallen und bei zufallig angeordneten
Einschliissen oder Mikrorissen der Fall. Fiir diese Mikrostrukturen kénnen zumeist keine
einfachen Regelméfigkeiten beobachtet werden. Aus diesem Grund kann eine stochasti-

sche Betrachtungsweise der Mikrostruktur sinnvoll sein.

Die Grundidee der stochastischen Mikromechanik ist die Verwendung von Zufallsvaria-
blen zur Beschreibung der Materialverteilung auf der Mikroebene. Fiir eine vertiefende
Betrachtung sei auf die Arbeiten von KRONER [50] und von KREHER & POMPE [86]
verwiesen. Im Folgenden sei der Elastizitatstensor C(x), @ € V, eine Zufallsvariable. Die
Menge dieser Zufallsvariablen wird Zufallsfeld C genannt und wir sprechen von einem

stochastischen Volumenelement.

Die Verteilung eines Zufallsfeldes kann dargestellt werden mit Hilfe von n-Punkt Wahr-
scheinlichkeitsdichten

fn(Cl,... ,Cn;wl,... 7:Bn)a neN . (317)

Im Falle eines k-phasigen Materials gibt f,, die gemeinsame Wahrscheinlichkeit dafiir an,
dass das Zufallsfeld C an der Stelle &; den Wert C; annimmt, : =1,... ,n,

P{C(x1)=Cy,...,C(x,)=C,}) = fulCiy... .Crix1,... &) . (3.18)
Diese Schreibweise kann auf den kontinuierlichen Fall eines Materials mit unendlich vielen
verschiedenen Phasen (z.B. Polykristall, jede Kristallorientierung entspricht einer Phase)

tibertragen werden. Die Verteilung des Zufallsfeldes C(@) ist eindeutig bestimmt durch

die Vorgabe von f, fiir alle n € N. Eine weitere Darstellungsweise des Zufallsfeldes € ist
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mit Hilfe von Korrelationsfunktionen k, (&4, ... ,2,) moglich [51]:

(@) = [ (€1~ Ble(e) filereder =0

bi@en) = [ [ (€ Ele@o) €.~ Biet)]) fi(€:. e deide,
(3.19)

Eine wichtige Voraussetzung fiir die weitere Vorgehensweise ist die Forderung nach sta-
tistischer Homogenitit. Diese besagt, dass die statistischen Eigenschaften nicht von der
absoluten Position im Raum abhédngen. Fiir die n-Punkt Wahrscheinlichkeitsdichten be-

deutet dies, dass sie nur abhéngig sind von den Differenzen der Form &, —x4,0 =2,... /n:
fn(Cl,... ,Cn;:nl,... ,wn) = fn(Cl, ,cn;il'ﬁz —&L1,... ,Ly —1131)

fl(cl; 5131) = .fl(cl)

Insbesondere ist f; unabhéngig von der Position &1 € V. Das bedeutet, dass die Wahr-

(3.20)

scheinlichkeit, auf ein bestimmtes Material C; (z.B. Einschluss oder Matrix) zu treffen,
an jeder Stelle im Volumenelement gleich grofs ist. Fiir einen makroskopisch homogenen
Werkstoff ist dies eine sinnvolle Annahme. Als wichtigen Spezialfall betrachten wir eine
stiickweise konstante Mikrostruktur, z.B. ein Polykristall oder Einschliisse in einer Matrix.

In diesem Fall kann das Zufallsfeld C folgendermafen geschrieben werden:
Clz) =) In(z)C; . (3.21)
i=1

Hierbei beschreibt die Zufallsvariable F; die Fliche des i-ten Bereichs,? die Zufallsvariable
C; den konstanten Elastizitdtstensor in diesem Bereich und Ir, ist die Indikatorfunktion
der Menge Fj. Bei vielen Werkstoffen (z.B. Polykristall) kénnen die lokalen Materialori-
entierungen (Korner) als unabhéngig voneinander angenommen werden. Dies bedeutet,

dass die Zufallsvariablen C; stochastisch unabhangig sind.

Fiir den Erwartungswert von C(z) folgt aus der statistischen Homogenitat

BlC(e)] = /Cfl(c)dc —Elc] . (3.22)

Das Zufallsfeld ist demnach unabhéngig von der Position . Bei der Modellierung von

makroskopisch isotropem Materialverhalten ist E[C] = E[C(&)] ein isotroper Tensor.

Eine weitere Forderung, die in der stochastischen Mikromechanik oft gestellt wird, ist die

Ergodizitit [50]. Ergodizitat besagt, dass die Erwartungswerte eines Zufallsfeldes bereits

#Zur Theorie zufilliger Mengen siehe z.B. STOYAN & STOYAN [82].
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aus einer Realisierung bestimmt werden kénnen. Dies impliziert etwa, dass der Volumen-

mittelwert (C) einer beliebigen Realisierung dem Erwartungswert E[C] entspricht:
PC)=E[C])=1 . (3.23)

Dies stellt starke Anforderungen an die Grofe des représentativen Volumenelements und
an das Zufallsfeld. Fiir ein endliches Volumenelement ist (3.23) nicht erfiillt, vielmehr hat
(C) eine Verteilung mit einer nicht verschwindenden Streuung s*[(C)] > 0. Fiir einen
makroskopisch isotropen Korper (z.B. Polykristall) mit mikroskopisch anisotropem Ma-
terialverhalten (Korner) ist E[C] ein isotroper Tensor. Aufgrund der endlichen Anzahl
der Korner im Volumenelement kann der Volumenmittelwert iiber eine Realisierung (C)

trotzdem leicht anisotrop sein.

Im Weiteren betrachten wir die Spannungs- und Dehnungsfelder o(2) und €(). Sie sind
deterministisch iiber die Feldgleichungen mit dem Zufallsfeld C gekoppelt und sind dem-
nach ebenfalls Zufallsfelder. Es ist meist nicht moglich, aus der gegebenen Verteilung
von C(x) die Verteilung von o (2) und €(x) in geschlossener Form anzugeben. Sie muss
meist durch numerische Simulation ndherungsweise bestimmt werden. Dazu werden eine

Vielzahl von Realisierungen des stochastischen Volumenelements untersucht.

Die Verteilung von o () und €(@) eines endlichen Volumenelements ist im Allgemeinen
auch bei statistischer Homogenitédt von der Position & € V abhéngig, wie bereits in
[95] angedeutet. Der Grund hierfiir liegt in dem Einfluss der Randbedingungen auf die
Spannungs- und Dehnungsfelder am Rand. Die Abhéngigkeit der Verteilung von o(x)
von der relativen Lage zum Rand des Volumenelements wird in Abschnitt 5.1.1 néher

untersucht.

Diese Erkenntnisse kénnen folgendermafien zusammengefasst werden: Fiir ein unendliches
Volumenelement ist bei Forderung von statistischer Homogenitéat und Ergodizitét die Mit-
telung durch Erwartungswerte und die Volumenmittelung fiir eine beliebige Realisierung

gleichwertig:
P{Cc)=E[C]) =1 , P(le)y=E[g]))=1 . (3.24)

Die deterministische und die stochastische Betrachtungsweise sind in diesem Fall d&quiva-
lent. Ohne die Forderung nach Ergodizitat ist der Erwartungswert der Felder unabhéngig
von der Lage im Volumenelement und demnach gleich dem Erwartungswert des Volumen-

mittelwertes,

B[C(z1)] = E[C(,)] = E[(C)] . Elo(z1)] = Elo(2,)] = E[(s)] (3.25)
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x1, 25 € V. Die Volumenmittelwerte (o) von verschiedenen Realisierungen koénnen jedoch
unterschiedlich sein. Bei endlichen Volumenelementen gilt (3.25) aufgrund der Randeffekte
lediglich fiir das Zufallsfeld C(2) und nicht fiir o(x).

Die deterministische Definition von €™ in Gleichung (3.3) wird nun auf ein stochastisches
Volumenelement iibertragen. Nach WILLIS [95] und KREHER & POMPE [86] wird ein
effektives Materialgesetz als Beziehung zwischen den Erwartungswerten der Spannungs-

und Dehnungsfelder definiert:
Elo(x)] =C" : Ele(z)] . (3.26)

Dies ist zundchst nur eine punktweise Definition. Aufgrund von Gleichung (3.25) ist sie
nur fiir unendliche Volumenelemente sinnvoll. Obwohl jeder Punkt dieselben statistischen
Materialeigenschaften besitzt (statistische Homogenitét), ist fiir endliche Volumenelemen-
te €™ nach Definition (3.26) wegen des Einflusses des Randes abhéngig von & € V. Eine
Moglichkeit, um diese Ortsabhéngigkeit zu umgehen, ist die folgende Definition:

Ello)] = C*: E[(e)] . (3.27)

Nach (3.27) ist C* definiert als lineare Beziehung zwischen den Erwartungswerten der

mittleren Spannungen und Dehnungen iiber das Volumenelement.

3.5 Erweiterung auf lineare Piezoelektrizitat

In diesem Abschnitt wird die bisher fiir linear elastisches Materialverhalten vorgestellte

mikromechanische Theorie auf lineare Piezoelektrizitat erweitert.

3.5.1 Homogenisierung und Randbedingungen

Die Homogenisierung erfolgt zusdtzlich zu den mechanischen auch fiir die elektrischen

Feldgrofen,

1 1
(E) ::W'/VE(.@) v ., (D) ::|V|/VD(:B) v . (3.28)

Die Hill-Bedingung wurde von HORI & NEMAT-NASSER [38] auf das piezoelektrische
Problem verallgemeinert. Die Energie des Volumenelements setzt sich dabei aus einem

elastischen und einem elektrischen Beitrag zusammen,

(:€)+ (D E)=(c): () + (D) (E) . (3.29)
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Wir betrachten zwei verschiedene Arten von elektrischen Randbedingungen:
Lineare Potenzialrandbedingungen:

ole)=E’ 2z , =€V . (3.30)
Konstante dielektrische Randbedingungen:

D,(z)=D° n(z) , zcdV . (3.31)
E° und D° sind beliebige Vektoren und D,(z) = D(z) - n(z) ist die Normalkompo-

nente der dielektrischen Verschiebung. Zusammen mit den elastischen Randbedingungen
(3.4) oder (3.5) und den Feldgleichungen aus Abschnitt 2.2 ist damit das piezoelektrische
Randwertproblem vollstandig bestimmt. Fiir periodische Randbedingungen muss eine zu-

satzliche Bedingung zu Gleichung (3.6) erfiillt sein.

Periodische Randbedingungen:

D,(z) = —Dn(mp)
, TecdV . (3.32)
o) —E° -z = p(x") - E° 2"

Das Average Strain Theorem (3.7) und das Average Stress Theorem (3.8) sind, unabhéingig
von den elektrischen Randbedingungen, weiterhin giiltig. Analoge Beziehungen kénnen fiir
den Mittelwert des elektrischen Feldes E (&) und des dielektrischen Verschiebungsfeldes
D(x) abgeleitet werden. Fiir lineare Potenzialrandbedingungen und periodische Randbe-

dingungen gilt [38]

(E) = E° (3.33)
und fiir konstante dielektrische Randbedingungen

(D) =D°" . (3.34)

Die Giiltigkeit der erweiterten Hill-Bedingung (3.29) wurde in [38] fiir die vier Kombina-
tionen von Verschiebungs- oder Spannungsrandbedingungen mit Potenzial- oder dielek-
trischen Randbedingungen gezeigt. Diese werden im Weiteren zur Vereinfachung als u-F-,
u-D-, t-E- und t-D-Randbedingungen bezeichnet. Um (3.29) auch fiir periodische Rand-
bedingungen zu beweisen, gehen wir aus von dem Beweis in MAUGIN [57] fiir den rein

mechanischen Fall. Um die elektrischen Terme erweitert ergibt sich
(0:€)+(D-E)—(o):(€)+ (D) (E)
=(o:(e—(g))) + (D (E - (E))) (3.35)
:m/av(u—eo-m)-(a-n) d8+%| (=B =)D -m) a5 =0
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Der erste bzw. zweite Integrand verschwindet wegen der Periodizitit von u — € - @ bzw.
¢ — E°- & und der Antiperiodizitit von o -m bzw. D -n am Rand des Volumenelements

unter Verwendung von Gleichung (3.7) bzw. (3.33).

3.5.2 Effektive Materialtensoren

Die konstitutiven piezoelektrischen Gleichungen wurden bereits in Gleichung (2.11) auf-
gestellt. Die Definition des effektiven Steifigkeitstensors C*, des piezoelektrischen Kopp-

lungstensors e* und des Dielektrizititstensors £* ist demnach analog zu Gleichung (3.3)

durch

(o) \ [ ¢ —eT (el
<<DL>>‘(6'* . >(<E>> 530

gegeben, wobei eine verkiirzte Schreibweise verwendet wird. Die effektiven Materialtenso-
ren hdngen wegen der Linearitdt des Randwertproblems nur von den linearen Beitrégen
der FeldgroRen ab. Die remanente Polarisation P und die remanente Dehnung €’ miis-
sen deswegen zur Bestimmung von C*, e* und &* nicht beriicksichtigt werden. Sie spielen
lediglich bei der Berechnung von effektiven remanenten Grofen eine Rolle. Dies wird nicht
innerhalb dieser Arbeit behandelt (siehe hierzu u.a. [76]). Zur Vereinfachung schreiben wir
im Weiteren D statt D* und e statt €’.

Das Gleichungssystem (3.36) besteht aus neun Gleichungen fiir die 81 Komponenten der
effektiven Materialtensoren. Wir nennen deshalb eine Menge von neun elektromechani-
schen Randbedingungen R = {RB',--- , RB?} ein piczoclektrisches Randbedingungssys-
tem. Zunachst muss noch zwischen e* und e unterschieden werden. Die effektiven Ma-

xR *

terialtensoren €%, €% R und &*® zum Randbedingungssystem R sind definiert als

Losung des Gleichungssystems

( (o) ) - ( C,*z _e*:T) ( (€' ) L oi=1,...,9 . (3.37)
(D) e K (E")

Hierbei sind (%), (€°), (D*) und (E") die mittleren Felder fiir die Losung des Randwert-
problems mit Randbedingung R, ¢ = 1,...,9.

Ein Randbedingungssystem heifst vollstindig, wenn das Gleichungssystem (3.37) eine ein-
deutige Losung liefert, die folgende Symmetriebedingungen erfiillt:

*R _ xR *R _ R *R _ xR
Cz’jkl_cklij y Ky =Ky, € =€ . (3.38)
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Fiir ein vollstdndiges Randbedingungssystem erhdlt man also wohldefinierte effektive Ma-
terialtensoren, welche die Symmetrieeigenschaften besitzen, die auch fiir die lokalen Ma-

terialtensoren gelten.

Wir betrachten nun die vier Randbedingungssysteme, die aus den vier Kombinationen
von homogenen elektrischen und mechanischen Randbedingungen entstehen. So ist bei-
spielsweise das Randbedingungssystem R,p mit u-D-Randbedingungen folgendermalen
definiert:

u'(z) =€

RB": .o x2€cdV, i=1,...,9 (3.39)

Di(z) = DY . n(x)

0(i)
mit linear unabhéngigen Vektoren ( ; , )

Analog werden die Randbedingungssysteme R,g, R:p und R;p definiert. Die Vollstén-

digkeit dieser Randbedingungssysteme kann dhnlich wie in Satz 1 bewiesen werden.
Satz 2
Das Randbedingungssystem R, ist vollstindig.

Bewels 2

Es muss die lineare Unabhédngigkeit der Vektoren

(<a>) bzw. ((&)) i=1,....9
() oy ) T

gezeigt werden. Die erste Unabhingigkeit folgt direkt aus den Gleichungen (3.7) und
(3.33). Zum Beweis der zweiten Unabhéngigkeit seien A\, ... ,\? € R mit \'(¢*) = 0 und
AN {(D*) = 0. Wir betrachten das Randwertproblem mit u-E-Randbedingungen fiir

€0 e ‘ 000)
(E0>:/\ (Eo(i)) mit (Eo(i) #0

Mit dem Superpositionsprinzip gilt (o) = 0 und (D) = 0. Mit der erweiterten Hill-
Bedingung (3.29) folgt daraus

O0=(o):(e)+(D)- (E)=(c:€)+ (D -E)=(e:C:€)+(F k-FE)

Da C(z) und &(z) positiv definit sind, ist €* = () = 0 und E° = (E) = 0 und damit
N =0,72=1,...,9. Die Symmetrieeigenschaften ergeben sich aus der Darstellung mit

Einflusstensoren (siehe Anhang C).

29



Die Vollstandigkeit von R,p, Rig und R;p kann nicht direkt aus Satz 2 abgeleitet wer-
den. Es ist hierfiir notwendig, die linearen piezoelektrischen Gleichungen mit den ent-
sprechenden unabhéngigen Feldvariablen darzustellen (siche Anhang A). Der Beweis soll

beispielsweise an R,p vorgefiithrt werden.

Satz 3
Das Randbedingungssystem R, p ist vollstindig.

Beweis 3

Die Losung des Gleichungssystems

<0_2> B DC*R h*R,T <€2> i_
(<Ei>>_<h’*72 ﬁ*R >(<Dz>) ” _17"'79 ’

ist eindeutig: Die lineare Unabhédngigkeit der Vektoren der rechten Seite folgt direkt aus
(3.7) und (3.34). Zum Beweis der Unabhéingigkeit der Vektoren der linken Seite seien
AL A € R mit Mi{a?) = 0 und X(E") = 0. Fiir das Randwertproblem mit € = \'e*(")
und D° = MDY gilt (o) = 0 und (E) = 0. Daraus folgt

0=(o):(e)+(D)- (E)=(e:C:€)+(D-B-D)+2(D h:e.
Nach LOTHE & BARNETT [55] ist der Term*
€(x):C(x)  e(x)+ D(x) B(x) D(x)+2D(x) - h(x) : e(x) >0

fiir e(x) # 0 und D(x) # 0. Damit folgt € = () = 0 und D° = (D) = 0 und weiter
N=0,i=1,...,9. Mit Gleichung (A.5) ergeben sich aus den eindeutigen “C~, 3" und

h® eindeutige C*®, &'® und e® mit der Symmetrieeigenschaft (3.38).

Wie im elastischen Fall sind die effektiven Materialtensoren fiir das Randbedingungssys-
tem R,p unabhingig von € und DD i =1,....09. Folgende Wahl ist naheliegend: Die
ersten sechs Randbedingungen sind rein mechanische Belastungen mit €**) nach (3.13)
und D°@ = 0, i = 1,...,6. Die drei weiteren Randbedingungen sind rein elektrische

Belastungen mit

0 0
DD — | ¢ . D® — | » , D®=1| o ,/ (3.40)
0

4Dieser Term entspricht dem Mikropotenzial ¢ in Gleichung (3.41). Siehe dazu auch den Abschnitt
3.6.1 iiber Mikro- und Makropotenziale.
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A € R\ {0} beliebig, und festgehaltenem Rand, €*® =0, i =17,...,9. Analoges gilt fiir
die Randbedingungssysteme Rz, R:p und Rg.

Bei der Beschreibung von piezoelektrischem Verhalten kann die Definition des statistisch
reprasentativen Volumenelements in (3.16) um einen elektrischen Term erganzt werden.

Die stochastische Mikromechanik kann analog zum rein elastischen Fall eingefiihrt werden.

Als wichtiges Ergebnis bleibt Folgendes festzuhalten: Durch Loésen des elektromecha-
nischen Randwertproblems im Volumenelement fiir neun geeignete Randbedingungen
konnen die effektiven elastischen, dielektrischen und piezoelektrischen Eigenschaften be-
stimmt werden. Diese kénnen in sechs rein mechanische und drei rein elektrische Bela-
stungen aufgeteilt werden. Es sind alle vier Kombinationen von Spannungs- und Ver-
schiebungsrandbedingungen mit Potenzial- und dielektrischen Randbedingungen sowie
periodische Randbedingungen méglich. Diese erfiillen die erweiterte Hill-Bedingung und

liefern wohldefinierte effektive Materialtensoren.

Die Darstellung der effektiven Materialparameter kann einheitlich in einer der vier Vari-
anten der linear piezoelektrischen Gleichungen erfolgen. Im Rahmen dieser Arbeit wurden
als unabhéngige Variablen die Dehnung und das elektrische Feld gewdhlt. Im Vergleich
zum rein elastischen Problem ist zu beachten, dass im Allgemeinen C**# #£ ¢** #£ ¢**V

gilt.

3.6 Schranken der effektiven Materialtensoren

Fir die effektiven Materialtensoren kénnen auf verschiedene Weise Schranken abgeleitet
werden: Durch einfache Volumenmittelwerte der lokalen Materialparameter (Abschnitt
3.6.2), durch Wahl von bestimmten Randbedingungen (Abschnitt 3.6.3) und durch Lo-
sen des Randwertproblems fiir Teilgebiete einer Gebietszerlegung des Volumenelements

(Abschnitt 3.6.4).

3.6.1 Mikro- und Makropotenziale

Entsprechend der Vorgehensweise nach HORI & NEMAT-NASSER [65], [38] betrachten wir
zur Ableitung der Schrankeneigenschaften thermodynamische Potenziale auf der Mikro-

und auf der Makroebene.
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Das Mikropotenzial fiir linear piezoelektrisches Verhalten, das von € und D abhangt, ist

gegeben durch

b(x.e, D) = %e(a}) . %¢(2) : e(z) + D(x) - h(@) : e(z) + ~D(e) - B(z) - D()

2
(3.41)
Das von o und E abhingige Mikropotenzial ist gegeben durch®
1 1
Y(x, 0, F) = 50’(:3) :D(z):o(x)+ E(x) dz):ox)+ §E(:B) k(x) - E(x)
(3.42)

Hierbei ist €(&) ein beliebiges (kinematisch) zuldssiges Dehnungsfeld und E(x) ein belie-
biges zulédssiges elektrisches Feld, d.h. es gibt ein w(x) bzw. p(&) mit

e(m):%<Vu(w)—|—(Vu(m))T> baw. E(z)=—-V(z) . (3.43)

o(x) ist ein beliebiges (statisch) zulédssiges Spannungsfeld und D(z) ein beliebiges zulés-
siges dielektrisches Verschiebungsfeld, d.h.

V.o(®)=0 bzw. V-D(z)=0 . (3.44)

Folgende Beziehungen der Mikropotenziale konnen einfach verifiziert werden:

0 0 0 0
aqﬁ—a ) 8—D¢_E ) 8_0¢_E ; 0—E¢_D . (3-45)

Fiir die anderen Kombinationsméglichkeiten (€, E') und (o, D) kann kein geeignetes Po-
tenzial angegeben werden, das die Beziehungen (3.45) erfiillt, da dabei die piezoelektri-
schen Kopplungsterme verschwinden [38]. Im linear elastischen Fall fallt jeweils der zweite
und dritte Term in (3.41) und (3.42) weg. Die makroskopischen Potenziale erhdlt man als

Volumenmittelwert der mikroskopischen Potenziale iiber V/,
d(e,D) = (¢(x,e,D)) , VY(o,E)= (Y(x,0,.FE)) . (3.46)

Im Weiteren seien die Felder €*P (), P (2 ), D""(2) und E*P () die Losung des elektro-
mechanischen Randwertproblems fiir u-D-Randbedingungen. Analog bezeichnen €'*(x)
usw. die Felder der Losung fiir ¢- F-Randbedingungen. Das Makropotenzial ® besitzt fol-
gende wichtige Minimaleigenschaft (siehe [65],[38]):

5Siehe hierzu die verschiedenen Schreibweisen der linear piezoelektrischen Gleichungen in Anhang A.

Es ist zu beachten, dass D die dielektrische Verschiebung und P den Nachgiebigkeitstensor bezeichnen.
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Theorem 1
Fiir die Felder €*”(x) und D"P(x) der Lésung des Randwertproblems fiir u-D-
Randbedingungen gilt

o(e"P, D"P) = min ®(e, D) mit
(G,D)E}C]

IC] = {(G,D) | E,D ZLl]éiSSjg 7Dn(:l:)‘av = DO . 'n,(;c) 7u(m)‘av = 60 . 113}

K, ist die Menge aller "Tupel’, bestehend aus einem kinematisch zulassigen Feld €(2) und
einem statisch zuldssigen Feld D(«), welche die Verschiebungs- bzw. dielektrischen Rand-
bedingungen erfiillen. Diese Felder sind unabhéngig von den konstitutiven Gleichungen,
miissen also nicht zu einem statisch zuldssigen o (&) und kinematisch zuléassigen E(@) fiih-
ren. Dies wird nur von der eindeutigen Lésung des Randwertproblems (e*”, D7) ¢ K,
erfiillt. Nach Theorem 1 nimmt das Makropotenzial @ fiir diese Losung das Minimum an.

Analog dazu gilt folgende Minimaleigenschaft des Makropotenzials W:

Theorem 2
Fiir die Felder o'(x) und E'™(x) der Losung des Randwertproblems fiir t-E-
Randbedingungen gilt

U(o¥ EP)= min V(o,E) mit
(O',E)EKQ

Ky ={(o,FE)| o, FE zulissig ’t(w)‘av = 0" n(x) ’E(w)‘av —E° 2)

Die Minimalwerte der Makropotenziale kénnen fiir die entsprechenden Randbedingungs-
arten in Abhédngigkeit von den effektiven Materialtensoren dargestellt werden. Unter Ver-
wendung der erweiterten Hill-Bedingung (3.29) und der Gleichungen (3.7), (3.34) bzw.
(3.8), (3.33) gilt

("’ D"P) = L. €2 + DY b s € 4 D" g=P . D" | (3.47)

2

V(P BF)y= 1o°:. D" .6+ B d' .00+ LE°: k" B0 . (3.48)

3.6.2 Einfache Schranken nach Voigt und Reuss

Fiir die effektiven Materialtensoren kénnen mit Hilfe der Minimaleigenschaften der Ma-
kropotenziale obere und untere Schranken in Form von einfachen Volumenmittelwerten

abgeleitet werden. Fiir den linear elastischen Fall ergeben sich die bekannten Grenzen von

VoIGT [87] und REUSS [74].
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Wir betrachten dazu die konstanten Felder €' (z) = €® und DY (z) = D° fiir alle & € V.
Dies entspricht dem Voigt’schen Ansatz eines konstanten Dehnungsfeldes. Dieser Ansatz
verletzt zwar das Kréftegleichgewicht (2.4), er ist jedoch in der Menge K; enthalten.

Damit erhdlt man aus der Minimaleigenschaft des Makropotenzials ® (Theorem 1) und

Gleichung (3.47) fiir beliebige € und D° die Ungleichung

®(e", DY) = (¢(z,e’, D))

&' : ("C(2)) - + D°- (h(a) : "+ ;D" (B(a) - D°
(3.49)

v

1
2
1
5 0 . DC*uD _I_ DO h*uD E + DO . IB*uD . DO
i)

( uD7 DuD)

Dies stellt eine gekoppelte obere Schranke fiir die effektiven elastischen, dielektrischen
und piezoelektrischen Materialtensoren dar. Im Sinne einer positiv definiten quadratischen

Form (siche Anhang B) kann dies geschrieben werden als
(e P P ) < ((e(w)), (h(=)), (B(x))) - (3.50)

Eine untere Schranke kann mit den Feldern o(z) = °, Ef(z) = E° hergeleitet wer-
den. Dies entspricht dem Reuss’schen Ansatz eines konstanten Spannungsfeldes. Aus der
Minimaleigenschaft des Makropotenzials ¥ (Theorem 2) und Gleichung (3.48) ergibt sich
die Ungleichung

W(o", BY) = ((x,0", E”))

= 50" (D(@) 0"+ B (d(x)) 10" + LB ((e)) - B
%a Do+ B dP 0 + %EO AR X Y
~ U(o'" B
oder in abgekiirzter Schreibweise
(D, %) < ((D(@)), (d(2), (&(2)) - (3.52)

Durch die Wahl von D" = 0 in (3.49) sieht man, dass der Volumenmittelwert des lokalen
Steifigkeitstensors eine obere Schranke des effektiven Steifigkeitstensors ist,

€ :7cP e <€ (7e(a)) : € (3.53)
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fiir alle €. Die Wahl von E° = 0 in (3.51) liefert analog eine obere Schranke des effektiven
Nachgiebigkeitstensors. Mit € = 0 und ” = 0 ergeben sich Schranken des effektiven
Dielektrizitdtstensors. Zusammenfassend gelten folgende Ungleichungen im Sinne einer

positiv definiten quadratischen Form:

pexuD < <DC> DE < <D> , ﬁ*“D < <ﬁ> , e 1 < <‘71<:,> . (3.54)

7

Nun betrachten wir den Spezialfall eines linear elastischen Materialverhaltens® mit ¢**P =

c*f = ¢* und ¢*P = ¢*"F = ¢*'. Es gilt nach (3.54)
cr<(e) , P'<(D) . (3.55)

Ist das Volumenelement statistisch reprisentativ, dann ist C™* ~ D*~! = € nach De-
finition (3.16) und die effektiven Materialeigenschaften sind n&herungsweise unabhéngig
von der Art der Randbedingung. Fiir isotrope Tensoren €*, (C) und (D) kénnen diese
Ungleichungen zusammengefasst werden (sieche Anhang B) und man erhélt eine obere und

eine untere Schranke fiir C*:
(D)y"t<er<ie) . (3.56)

Es sei zum besseren Verstandnis erwidhnt, dass Ungleichung (3.56) in gewisser Weise eine
Verallgemeinerung der Ungleichung zwischen dem harmonischen und dem arithmetischen

Mittel auf Tensoren vierter Stufe darstellt.

3.6.3 Schranken aufgrund der Randbedingungen

Wir betrachten im Folgenden neben wu-D-Randbedingungen und ¢-F-Randbedingungen
die Felder €/(z), o9(x), E(z) und D?(x) der Losung des Randwertproblems fiir beliebi-
ge gemischte elektromechanische Randbedingungen. Nach HOrl & NEMAT-NASSER [38]
haben die Makropotenziale (3.46) folgende Minimaleigenschaften:

Theorem 3
Fiir die Felder €¥(x) und D'"(x) der Lésung des Randwertproblems fiir t-E-
Randbedingungen gilt

(e, D) = (Ey%l)l'gﬁl(b(e, D) mit (3.57)

Li={(e".D") | (¢") = (), (D) = (D)}

°Es wird dazu die Annahme E(x) = 0, & € V, gemacht. Mit der Annahme D(x) = 0 ergeben
sich analoge Ungleichungen mit “C und “D statt C und D. Nur (*C) und (D) sind Schranken fiir den

piezoelektrischen Fall.
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Die Menge £, ist die Menge aller Dehnungs- und dielektrischen Felder, welche die elek-
tromechanischen Feldgleichungen fiir beliebige Randbedingungen erfiillen und zu gleichen
Mittelwerten der Dehnungen und des dielektrischen Feldes fiihren wie die Felder fiir kon-

stante Spannungs- und lineare Potenzialrandbedingungen.

Theorem 4
Fiir die Felder o*”(x) und E"P(x) der Losung des Randwertproblems fiir u-D-

Randbedingungen gilt

V(oP E"P)= min V(o,E) mit (3.58)
(U',E)€£2

Ly={(c", E) | (07) = ("), (E*) = (E"")}

Diese Theoreme stellen Erweiterungen von Ergebnissen fiir lineare Elastizitat dar [65].
Anschaulich besagen sie, dass konstante Spannungsrandbedingungen zu einem Verschie-
bungsfeld fiihren, welches das Makropotenzial ® minimiert. Lineare Verschiebungsrand-

bedingungen fiithren zu einem Spannungsfeld, welches das Makropotenzial ¥ minimiert.

Erfiillen die Felder der gemischten Randbedingungen die erweiterte Hill-Bedingung (3.29),
so konnen aus den obigen Theoremen Ungleichungen fiir die effektiven Materialtensoren

gewonnern werden:
(Dc*tE’ h*tE,ﬁ*tE) < (Dc*g7 h*g,ﬁ*g) , (3.59)
(D*UD, d*uD7 UF‘,’*UD) < (D*'q, d*.q7 UK,*g) . (360)

Fiir isotrope effektive Materialtensoren erhélt man getrennte Ungleichungen fiir die ela-

stischen und die dielektrischen Komponenten

Dc*tE < c*I < Dc*uD 7 6*15E < IB*g < I@*uD (361)

und fiir rein linear elastisches Materialverhalten
cr<er et (3.62)

Es geniigt also nach Ungleichung (3.62), konstante Spannungs- und lineare Verschiebungs-
randbedingungen zu betrachten, weil diese eine obere und eine untere Schranke fiir den
effektiven Elastizitatstensor liefern. Gleichermaken geniigt fiir das gekoppelte Problem
die Verwendung von ¢-FE-Randbedingungen und wu-D-Randbedingungen. Das Problem,
dass die wahren Randbedingungen des Volumenelements auf der Mikroebene unbekannt
sind und somit der 'wahre’ effektive Elastizitdtstensor nicht ermittelbar ist, kann damit
umgangen werden. Eine Aussage iiber die Abweichung von €* und C** ist durch die

Abschéatzung (3.15) gegeben.
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3.6.4 Schranken aufgrund von Gebietszerlegung

Oft ist es nicht moglich, das vollstandige Randwertproblem fiir ein grofes Volumenele-
ment zu l6sen, da der numerische Aufwand stark zunimmt. Nur fiir hinreichend grofse
Volumenelemente erhélt man jedoch effektive Materialeigenschaften, die anndhernd von
der Art der Randbedingung unabhéngig sind (siehe Abschitzung (3.15) und Ungleichung
(3.16)). Deswegen kann es zweckméfig sein, das Gesamtproblem in n Teilprobleme zu

zerlegen. Dazu wird das Volumen in n disjunkte Teilgebiete zerlegt:
V:,lei . VinVi=0,i#5 . (3.63)

Die Idee der Gebietszerlegung wurde von HUET [39] fiir linear elastisches Materialverhal-
ten vorgeschlagen. Zur Vereinfachung der Notation beschrianken wir uns auf diesen Fall,
die Erweiterung auf Piezoelektrizitat folgt direkt. Zunéchst betrachten wir lineare Ver-
schiebungsrandbedingungen. Zusatzlich zum Rand 9V werden die Verschiebungen auch

auf den Randern der Teilgebiete 0V; vorgegeben,

'&(m)‘ W =€z . (3.64)

Aufgrund der heterogenen Struktur des Volumenelements weicht @(2) im Allgemeinen von
der wahren Losung w(@) ab. Aus der Gebietszerlegung ergeben sich n Randwertprobleme

auf V; mit den Randbedingungen
a'(z),, =@ , i=1,...,n . (3.65)

Durch Zusammensetzen der Losungen &'(®) und & (a) ergibt sich als Lésung fiir das

gesamte Volumenelement

v &(m):Z&i(m) (3.66)

Vi
i=1

Fiir jedes Teilgebiet V; kann der effektive Elastizitétstensor ¢ analog zu Gleichung (3.3)

berechnet werden,
(o)

wobei die Volumenmittelwerte jeweils iiber das Teilgebiet V; berechnet werden. Der effek-

L= @) (3.67)

?

sz b

tive Steifigkeitstensor ¢ des gesamten Gebiets wird nun als gewichtete Summe von ¢
definiert:

~ KU - |‘/Z'|~*i,u
= e 3.68
271 (5.6%)
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Fiir ™ gilt nach HURT [39] die Ungleichungskette
cr<ct<(c) . (3.69)

€ ist ein kinematisch zuldssiges Dehnungsfeld aus der Menge Ky (siehe Theorem 1). Die
erste Ungleichung in (3.69) erhélt man somit in gleicher Weise wie die Voigt-Grenze (3.55).
Fiir jedes Teilgebiet V; ist ¢' die Losung des Randwertproblems auf V; mit (€') = €°. Damit
gilt fiir ¢ wegen der Minimaleigenschaft des Makropotenzials analog zu Ungleichung

(3.49)

1 ~ kg, .
560:6” cef <€ (C):e® , i=1,...,n

DO | =

Durch volumengewichtete Summation nach Gleichung (3.68) erhdlt man die zweite Un-

gleichung in (3.69).

Analog kann fiir Spannungsrandbedingungen auf den Teilgebieten V;

=o' n(z) (3.70)

der effektive Nachgiebigkeitstensor D™ definiert werden. Mit einer dhnlichen Begriindung

wie fiir Verschiebungsrandbedingungen erhdlt man die Ungleichung

D <D < (D) . (3.71)

3.6.5 Zusammenfassung

Falls die Tensoren in den Ungleichungen (3.69) und (3.71) isotrop sind, ergibt sich zusam-
menfassend mit (3.56) und (3.62) fiir lineare Elastizitat die Ungleichungskette

c < <et<er<er <M< (e . (3.72)

Zur praktischen Bedeutung dieser Ungleichungen folgen noch einige Bemerkungen: Der
wahre effektive Elastizitatstensor C* fiir ein Volumenelement V' ist unbekannt. Durch
einfache Volumenmittelung kénnen obere und untere Schranken (€) und (€~')~* fiir C*
nach Voigt und Reuss bestimmt werden. Durch Losen des Randwertproblems in V' fiir ho-
mogene Verschiebungs- und Spannungsrandbedingungen kénnen engere obere und untere
Schranken C** bzw. C** berechnet werden. Ist dies, etwa aus numerischen Griinden, nicht
moglich und werden stattdessen die Randwertprobleme lediglich auf Teilgebieten gelost,
dann ergeben sich wiederum Schranken ¢ und €™ Diese schliefen ein grofkeres Intervall

ein, liegen aber innerhalb der Schranken nach Voigt und Reuss.
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3.7 Zweidimensionale Niherung eines Volumenele-

ments

Wenn das Randwertproblem innerhalb eines dreidimensionalen Volumenelements nume-
risch gel6st werden soll, kénnen darin aufgrund der beschrénkten Rechnerkapazitét oft-
mals nur wenige Mikrobestandteile beschrieben werden oder die Geometrie der Mikrobe-
standteile muss stark vereinfacht werden. In diesem Fall ist es sinnvoll, eine zweidimen-
sionale Naherung eines Volumenelements zu betrachten. Dieser Ansatz wurde u.a. von
Bonuwm & HAN zur Berechnung effektiver Eigenschaften von partikelverstarkten Metallen
verwendet [10].

Die mechanischen und elektrischen Felder sowie die Materialparameter sind dabei in einer
Richtung, etwa der x3-Richtung, konstant. In der Elastizitdtstheorie werden der ebene
Dehnungszustand (EDZ) und der ebene Spannungszustand (ESZ) unterschieden. Beim
ebenen Dehnungszustand werden die Dehnungskomponenten in xz3-Richtung null gesetzt,

ei(®) = 0, ¢ = 1,2,3. Damit vereinfacht sich das linear piezoelektrische Materialgesetz
(2.11) in Matrixschreibweise (sieche Anhang A) zu

011 Ci Gy Ci —enn —en €11
022 Cia Gy Gy —e12 —ea €22
012 = Cis Co GCos —e16 —e26 261 ) (3-73)
D, €11 €12 €16 R11 K12 Iy
Dy €21 €22 €6 K12 K22 Ly

o B Cedz _ eedZ,T €
D - eedz K.ledz E

Die Komponenten auferhalb der Ebene werden im Weiteren nicht betrachtet. Fiir den

ebenen Spannungszustand gilt os3;(2) = 0, ¢ = 1,2,3. Damit erhdlt man das Gleichungs-

system
€11 Dy Dy Dig din da o1
€22 Dy Doy Dys  diz  da 022
2¢€19 = | Dis Dy Des dis dis o012 ) (3.74)
Dy din  diz dig K Ko Ey
Dy dyr dy dy K1z Ko by
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Im Folgenden soll die in Abschnitt 3.3 dargestellte Theorie zur Berechnung der effektiven
Materialtensoren auf den zweidimensionalen Fall iibertragen werden. Selbst fiir reine linea-
re Elastizitt erschwert sich dieses Vorgehen wegen C** = (D) ! Tm zweidimensionalen
Fall verringert sich die Anzahl der unabhéangigen Gleichungen von neun auf fiinf (bzw. von
sechs auf drei fiir lineare Elastizitdt). Deshalb besteht ein Randbedingungssystem lediglich
aus fiinf (drei) Randbedingungen, R = {RB',... , RB’}. Fiir ein Randbedingungssystem
R sind beim ebenen Dehnungszustand, analog zur Definition (3.37), die effektiven (redu-

*,edz *,edz

zierten) Materialtensoren C**4 g und e die Losung des Gleichungssystems

(o) B Crede  _gedaT (€) o
(o) (S22 (8) s o

Beim ebenen Spannungszustand kénnen die effektiven (reduzierten) Materialtensoren
Do d™ und %k*** analog ausgehend von Gleichung (3.74) definiert werden. Der Be-
griff des statistisch repréasentativen Volumenelements in (3.16) kann jeweils fiir den ebenen

Dehnungszustand und fiir den ebenen Spannungszustand tibertragen werden.

3.8 Effektive (transversal) isotrope Materialparameter

Fiir viele Anwendungen in der Mikromechanik kann ein makroskopisch isotropes oder
transversal isotropes Materialverhalten angenommen werden. Makroskopische Isotropie
tritt z.B. auf fiir einen Polykristall mit zuféllig isotrop verteilten Orientierungen und fiir
mehrphasiges Material mit kugelférmigen Einschliissen oder zuféllig angeordneten Fasern.
Zur Charakterisierung des Materialverhaltens auf der Makroebene liegt in diesem Fall das
Interesse in effektiven isotropen Grofen wie dem Elastizitdtsmodul £*, der Poisson-Zahl

v* und der Dielektrizitatskonstante x*.

Eine makroskopische transversale Isotropie erhélt man etwa bei Faserverbundwerkstoffen
mit ausgerichteten Fasern oder, wie etwa in dieser Arbeit, bei einachsig gepolten Ferro-
elektrika. Bei linear piezoelektrischem Materialverhalten ben6tigt man in diesem Fall fiinf

elastische, zwei dielektrische und drei piezoelektrische effektive Parameter.

Auch wenn das Materialverhalten auf der Makroebene isotrop ist, kann der effektive Ela-
stizitatstensor fiir ein endliches Volumenelement leicht anisotrop sein. So mittelt sich etwa
bei einem Polykristall mit einer endlichen Anzahl zuféllig orientierter anisotroper Kérner
die Anisotropie nicht vollstiandig weg. Bei einer begrenzten Anzahl an zuféllig orientier-
ten ellipsoidférmigen Einschliissen aus isotropem Material in einer isotropen Matrix kann

sich eine schwache resultierende Vorzugsrichtung fiir die Ellipsenorientierung ergeben. Aus
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stochastischer Sicht bedeutet dies, das fiir ein endliches Volumenelement Gleichung (3.23)
nicht erfiillt ist.

Gleiches gilt fiir ein makroskopisch transversal isotropes Materialverhalten. Auch in die-
sem Fall sind bei einem endlichen Volumenelement im Allgemeinen die effektiven Materi-

altensoren nicht exakt transversal isotrop.

Da in dieser Arbeit explizit endliche Volumenelemente verwendet werden, wird im Folgen-
den ausfiihrlich beschrieben, wie aus den effektiven Materialtensoren effektive (transver-
sal) isotrope Parameter bestimmt werden kénnen. In der Literatur gibt es bisher, insbeson-
dere fiir transversale Isotropie, Piezoelektrizitdt und zweidimensionale Volumenelemente,
kein anwendbares Verfahren. Dagegen kann aufgrund des isotropen Materialverhaltens
auf der Mikroebene die Auswertung bei der numerischen Analyse von Einheitszellen in
BOHM & HAN [10] auf einfache Weise erfolgen.

3.8.1 Makroskopische Isotropie
Dreidimensionaler Fall

Zur Bestimmung der effektiven elastischen Konstanten wird im isotropen Fall der effektive
Elastizitétstensor C* iiber die isotrope Orientierungsverteilung (4.14) integriert:

2r ™ 27

1 .
Cu =gz | [ [ @n@00u@uCysinsdvaods (3.76)
0 0 O

Q(¢, 0, 6) ist der Transformationstensor fiir die Eulerwinkel.” €' stellt damit eine Iso-
tropisierung von €* dar.® Durch Lésen des Integrals (3.76) ergibt sich fiir die beiden

unabhingigen Komponenten von €’
3 * * * 2 b * *
Chiu =15 (Clinn + Coazz + Ciaas) + 15 (Clizz + Ciizs + Coass) +

4 * * *
B (61212 + 61313 + 62323) ”

(3.77)

1 * * * 4
CI 1= ( 1111 —I_ C)2222 + C3333) + 1K

1122 :15 15 ( T122 + CTISS + 65233) +

2 * * *
E (61212 + 61313 + 62323)

"Siehe auch die ausfiihrlichen Erkldrungen zu den Eulerwinkeln in Abschnitt 4.2
87ur Erkldrung von Gleichung (3.76): Das Volumenelement kann als zufillig orientierter Ausschnitt
der Mikrostruktur interpretiert werden. Die Isotropisierung entspricht dann dem Mittelwert der effektiven

Eigenschaften iiber alle Orientierungen.
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Daraus berechnen sich mit den bekannten Formeln der isotropen Elastizitat die effektiven

isotropen Materialparameter [30]

CI )2 CI
=0l _9 ( 1111 7 v = 1122 :
H C%lll + 01122 0%111 + 6{122 (3 78)
G=— |, K'=_— "
2(1 +v~) 3(1 —2v%)

Die Isotropisierung des effektiven Dielektrizitdtstensors £* erfolgt analog zum elastischen
Fall (siehe Gleichung (3.76)) und liefert fiir die effektive isotrope Dielektrizitatskonstante

k* die einfache Beziehung
* 1 * * *
k= 3 (K71 + K3, + K33) (3.79)

Bei Anwendung von Gleichung (3.76) auf den effektiven piezoelektrischen Tensor d* ver-

schwindet das Integral. Der einzige isotrope Tensor dritter Stufe ist der Nulltensor.

Ebener Dehnungszustand

Fiir eine Mittelung mit Gleichung (3.76) fehlen bei einer zweidimensionalen Betrachtungs-
weise die Komponenten in x3-Richtung. Deshalb wird lediglich iiber alle méglichen Orien-
tierungen in der zi-z9-Ebene integriert. Im Falle des ebenen Dehnungszustands ergibt

sich folgende Mittelung des effektiven (reduzierten) Steifigkeitstensors €*9:

27
1 *,edz
ciﬁ’y& = %/TaﬂTﬁl‘T’YPT‘sC’CM;/;U d ¢ (380)
0

mit dem Transformationstensor

cos¢ sing
T(¢) = [ . ] (3.81)
—sin¢ cos ¢
Losen des Integrals (3.80) liefert die zwei unabhéngigen Komponenten von ¢!
3 *,edz *,edz 1 *,edz 1 *,edz
Chin =3 <01111 + 02222> + -Ciir 501312
8 4 2
(3.82)

1 *,edz *,edz 3 *,edz 1 *,edz
6%122 :g (Clill —I_ CQéQQ) —I_ chi22 - §Clé12

Daraus berechnen sich £* und v* mit Gleichung (3.78). Fiir £* ergibt die gleiche Vorge-

hensweise

1 *,edz *,edz
5(51’1 +522) . (3.83)

kK =
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Ebener Spannungszustand

Die Isotropisierung D' des effektiven (reduzierten) Nachgiebigkeitstensors D erhilt
man analog zu Gleichung (3.80) mit Ersetzen von C**% durch D**”. Daraus berechnen
sich £ und v* aus den bekannten Formeln [30]

1 Diiss

E* = 1/* = — —
fDl ? fDl
1111 1111

(3.84)

Ersetzen von &**% durch %*** in Gleichung (3.83) liefert die effektive Dielektrizitéts-
konstante °%k* (unter konstanter Spannung). Da die makroskopische Piezoelektrizitat in
diesem Fall verschwindet, e**" = d**” = 0, gilt nach der Umrechnungsformel (A.4) fiir

die effektive Dielektrizitdtskonstante (unter konstanter Dehnung) x* = %*.

3.8.2 Makroskopische transversale Isotropie

Die makroskopische Isotropieachse sei im Folgenden die ¢3-Achse.

Dreidimensionaler Fall

Ahnlich wie im zweidimensionalen Fall bei makroskopischer Isotropie wird der effektive
Elastizitatstensor C* lediglich iiber alle Orientierungen in der x1-z3-Ebene integriert, d.h.

iiber alle Orientierungen, die senkrecht zur makroskopischen Isotropieachse liegen,

27
Ciim = % / Tim TinTho TiyCrpop d & (3.85)
0
mit dem Transformationstensor
cosd sing 0
T(¢)=| —sing cos¢ 0 . (3.86)
0 0 1

Aus dem Integral (3.85) ergeben sich die fiinf unabhéngigen Komponenten von €™

6’11‘1111 =3 (Cllll + 62222) + _61122 + _01212 ”
3 4 2
TI 1 * * 3 * 1 * 7
61122 :g (Cllll + 62222) + 101122 - 561212 ’ (38 )

1 * * 1 * * *
ClTlIBB 25 (01133 + 02233) ’ 01T3113 = 5 (01313 + 02323) ) C3T3133 = 03333
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Durch Invertieren von €1! kénnen daraus die effektiven transversal isotropen Material-
parameter wie etwa der Elastizitdtsmodul F3 in Richtung der Symmetrieachse und Ej
senkrecht zu dieser Achse berechnet werden (siehe Gleichung (A.12)). Bei Integration von

&~ analog zu Gleichung (3.85) erhilt man die zwei unabhéngigen Komponenten von x''

("‘51#1 + 532) ) /{% = K33 (3~88)

und bei Integration von e* die drei unabhéingigen Komponenten von e1! (in Matrixnota-

tion, siche Anhang A)?

TI _ =« T _
€33 =€33 , €31 =

* * 1 * *
(631 + 632) ) 61T5I = 5 (615 + 624) . (3-89)

| —

Ebener Dehnungszustand

Die makroskopische Isotropieachse soll durch die ®&3-Achse beschrieben werden, deshalb
muss anstelle der x1-z4-Ebene die z1-z3-Ebene betrachtet werden. Die Isotropieachse liegt
innerhalb der betrachteten Ebene und nicht, wie meist iiblich, senkrecht dazu. Dies ist
notwendig, um Belastungen in Richtung der Isotropieachse beschreiben zu kénnen. Der
(reduzierte) effektive Steifigkeitstensor benétigt aufgrund der fehlenden Komponenten im
Unterschied zum dreidimensionalen Fall keine zusatzliche Symmetrieeigenschaft,
61T1111 = Cl*ieﬁz ) C3T3133 = C§§§$
(3.90)
61T3T13 = Cl*éeld; ) C1T1]33 = Cl*i%%Z
Da die Ebene senkrecht zur Isotropieachse im zweidimensionalen Modell nicht vollstandig
beschrieben wird, kann C[,, nicht bestimmt werden und es wird C[L,, = C[l,, angenom-

men. Durch Invertieren von €' kénnen die transversal isotropen Moduln mit Gleichung
(A.12) berechnet werden.

Die dielektrischen und piezoelektrischen Parameter ergeben sich direkt aus &**¥ und
e*,edz:
TI _  *xedz TI _  *x,edz
ki1 = Fnp y  Raz = Ra3 ) (3.91)
TI _  x,edz TI _  xedz TI _  =,edz '
€33 = €33 » €31 = €31 » €15 = €15
9Zwei weitere nicht verschwindende Komponenten von el sind eff = —eIl = (e}, — €35)/2. Die

Integration von Gleichung (3.85) mit vertauschten Komponenten 735 und 75; in (3.86) liefert die gleichen
transversal isotropen Parameter mit Ausnahme von el = —ell = —(e1, — €35)/2. Mit der Forderung

nach Rotationssymmetrie um die Isotropieachse folgt ) = eI} = 0.
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Ebener Spannungszustand

Beim ebenen Spannungszustand werden DT, %™ und d™' analog zu den Gleichungen des
ebenen Dehnungszustands (3.90) und (3.91) bestimmt. Die transversal isotropen elasti-
schen Moduln ergeben sich direkt mit Gleichung (A.12). Lediglich v}, kann nicht berechnet
werden, da nur die x1-z3-Ebene betrachtet wird. Mit den Beziehungen (A.4) erhélt man

die dielektrischen und piezoelektrischen Moduln ™ und e™™.

3.9 Analytische Methoden zur Berechnung effektiver

Eigenschaften von piezoelektrischen Polykristallen

In der Literatur gibt es eine Vielzahl von Arbeiten zur ndherungsweisen Bestimmung
effektiver Eigenschaften fiir verschiedenste Mikrostrukturen, z.B. Poren, Risse und Fasern
in einer Matrix. In diesem Abschnitt werden speziell die (semi-)analytischen Verfahren fiir
einen piezoelektrischen Polykristall vorgestellt. Zunéchst wird der isotrope Fall betrachtet.
In Abschnitt 3.9.5 werden die in den letzten Jahren entwickelten Ansétze fiir gepolte

Zusténde zusammengestellt.

3.9.1 Voigt- und Reuss-Grenzen

Die ersten einfachen Naherungslosungen fiir elastisches Materialverhalten stammen von
VoIGT [87] und REUSS [74]. Dabei wird der Ansatz eines konstanten Dehnungs- bzw.
Spannungsfeldes fiir ein unendliches Volumenelement verwendet (siehe auch Abschnitt
3.6.2). Nach HILL [35] und PAUL [72] erhdlt man damit eine obere und eine untere Schran-

ke fiir den effektiven Elastizitatstensor:

(D' <ecr<e) . (3.92)

Fiir dielektrisches Materialverhalten gilt analog nach einem Ansatz, der auf WIENER [94]
zuriickgeht:

(B)7 <n < (k) (3.93)

Durch Mittelung der elastischen bzw. dielektrischen Einkristallparameter iiber alle Orien-
tierungen der Kristallite konnen die Schranken fiir einen isotropen Polykristall berechnet

werden. Tabelle 3.1 zeigt die Ergebnisse fiir den Elastizitatsmodul £*, die Poisson-Zahl
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v*, den Kompressionsmodul K*, den Gleitmodul G* sowie fiir die Dielektrizitdtskonstante
£* im Fall von Bariumtitanat. Die Einkristallparameter wurden in Tabelle 2.1 angegeben.

Fiir die elastischen Konstanten muss dabei zwischen der Annahme eines konstanten elek-

Modell E*|GPa] v* |-] K*[GPa] G*|GPal | k*/e |-
Reuss (E=0) | 1300  0.367 1629 475 1958
Voigt (E = 0) 162.3 0.355 186.6 59.9 1310
Reuss (D = 0) 166.6 0.335 168.0 62.4 451
Voigt (D = 0) 194.5 0.327 187.0 73.3 300

Tabelle 3.1: Voigt- und Reuss-Grenzen der elastischen Konstanten und der Dielektrizitatskon-

stante fur Bariumtitanat.

trischen Feldes und einer konstanten dielektrischen Verschiebung unterschieden werden.
Eine analoge Unterscheidung gibt es fiir das dielektrische Problem. Da Bariumtitanat ho-
he piezoelektrische Konstanten aufweist, filhren diese Annahmen zu deutlich voneinander
abweichenden Ergebnissen fiir E*, v*, G* und insbesondere fiir £*. Der Einfluss auf K*

ist hingegen nur gering.

Aus der Ungleichung (3.92) folgt die Schrankeneigenschaft jedoch lediglich fiir K* und
G*, wahrend E* und v* theoretisch auferhalb der Voigt-Reuss-Grenzen liegen kénnen [6].
Es gibt Anordnungen der Mikrobestandteile, fiir welche diese Naherungen angenommen
werden: die Voigt-Grenze fiir eine Reihenanordnung, die Reuss-Grenze fiir eine Paral-
lelanordnung der einzelnen Phasen. Sie stellen damit die beste Aussage dar, die ohne
jegliche geometrische und statistische Information getroffen werden kann. HiLL schlug als
verbesserten Naherungswert das arithmetische Mittel der beiden Schranken vor [35]. Wie
bereits in Abschnitt 3.6.2 gezeigt sind fiir das elektromechanisch gekoppelte Problem nur
die Kombinationen aus konstantem o und E bzw. aus konstantem € und D Schranken

fiir die effektiven Materialparameter.

3.9.2 Hashin-Shtrikman-Grenzen

Eine Verbesserung der Voigt-Reuss-Schranken kann aus dem Variationsprinzip von HA-
SHIN & SHTRIKMAN |33] abgeleitet werden. Zur Vereinfachung wird im Folgenden der
linear elastische Fall dargestellt. Dieser wurde kiirzlich auf das elektromechanisch gekop-
pelte Problem erweitert (siehe etwa HORI & NEMAT-NASSER [38]). Explizite Grenzen fiir

Bariumtitanat sind jedoch bisher nur fiir das entkoppelte Problem berechnet worden.
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Das Variationsprinzip basiert auf der Idee des homogenen Vergleichsmediums. Dabei wird
das elastische Randwertproblem fiir einen heterogenen Volumenbereich in ein homoge-
nes Vergleichsproblem iiberfiihrt (siche Anhang D). Im Folgenden werden Verschiebungs-
randbedingungen betrachtet. Dann liefert das homogene Vergleichsproblem mit Cy das
konstante Dehnungsfeld €. Das Elastizititsgesetz kann damit dargestellt werden in der

Form

o(x)=Co:€e(x)+ 7(x) |, (3.94)
wobei das Eigenspannungsfeld 7(x) gegeben ist durch

T(x)=(C(e)—Cy) : €(x) . (3.95)

Das Dehnungsfeld €(#) kann aufgrund der Linearitdt des Randwertproblems mit Hilfe
eines linearen Integraloperators I'(#,7) in Abhangigkeit des Eigenspannungsfeldes ()

geschrieben werden (siehe Gleichung (D.4)):
e(z) =€ Iz, 7) . (3.96)

Elimination von €(@) aus den Gleichungen (3.95) und (3.96) liefert eine lineare Integral-

gleichung fiir 7():
(C(x)—Co)™' i 7(z)+ T(z,7)— €’ =0 . (3.97)

Gleichung (3.97) wird in der Literatur als Konsistenzbedingung bezeichnet und bildet den
Ausgangspunkt fiir das Variationsprinzip nach HASHIN & SHTRIKMAN [33]. Dabei wird

ein Funktional fiir die Eigenspannungen 7() des homogenen Koérpers aufgestellt:

F(r,€) = %(T(:B) c(C(x) —Co) i) () D(z, 7)) — (" : T(2))

(3.98)

Das Funktional F(7,€") ist fiir das exakte Eigenspannungsfeld #(&), das die Konsistenz-
bedingung (3.97) erfiillt, stationdr. Durch Einsetzen von (3.95) und (3.97) und der Defi-

nition von C* in (3.3) nimmt es fiir 7(x) folgenden Wert an:

1 1
F(7,€%) = _§<€0 cT(x)) = 560 (Co—C) € . (3.99)
Das Prinzip der Stationaritat fithrt nach WALPOLE [88] bei geeigneter Wahl von Cqy auf
ein Minimum- bzw. Maximum-Prinzip:
mi%l{]:(r, )} fir Cu>Cl(e) VeeV
TE

F(7,€%) = 3.100
(7.€) max{F(r, &)} fir C,<C(x) YueV (3.100)
TEC
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T={r|V-T==-V-(Cy:€e(x))} . (3.101)

Das Funktional F nimmt also das Minimum bzw. das Maximum fiir das wahre Eigen-

spannungsfeld an. Aus dieser Extremaleigenschaft und (3.99) folgt

1
—€":C":e"2 -€:Cp: e —F(r,€) fir Co=C(x) VeV 3.102
9 < <

DN | —

fiir ein beliebiges Eigenspannungsfeld 7(2). Dies bildet die Grundlage fiir die Bestimmung
von Grenzen der effektiven Materialtensoren. Die Idee dabei ist, eine stiickweise konstante
Néaherungslosung 7 fiir das wahre Eigenspannungsfeld 7 zu wihlen. Dabei wird unter Ver-
wendung von Informationen iiber die Mikrostruktur eine stochastische Betrachtungsweise

herangezogen [95]. Es werden folgende Voraussetzungen an das Volumenelement gestellt:

e Makroskopische Isotropie.

e Statistische Homogenitéat.

o Isotrope 2-Punkte Dichte: f5(Cy,Cos a1, @2) = f2(C1, Cos || — 4.
o Kleine Korrelationslange [ der 2-Punkt Dichte:

fz(chcz; HiBl - 332”) = fl(cl)fl(cz) VHilh - iBQH > .

Fiir einen Polykristall bedeutet die letzte Forderung, dass die Orientierungen der einzelnen
Kérner stochastisch unabhéngig sind. Durch eine geeignete Wahl einer oberen bzw. unte-

ren Abschétzung Co von C() konnen die oberen bzw. unteren Hashin-Shtrikman-Grenzen
Cus(Co) fiir C* abgeleitet werden. Es gilt

Cus(Cy) 2 C* fir Co=zC(x) Y eV . (3.103)
Hierbei ist die Tensorfunktion Cps(Cy) explizit gegeben durch

Cus(Co) = (C(z): (Z+P:(Clx)—Co)") : ((Z+P:(Clx)—Co)7))™" |
(3.104)

wobei P(Cy) der ESHELBY-Einflusstensor |21] fiir eine Kugel ist (siche Gleichung (D.8)).
Wie bei den Voigt-Reuss-Grenzen aus Abschnitt 3.9.1 gehen als Informationen der Mi-
krostruktur in Gleichung (3.104) lediglich die Materialparameter der Phasen (Einkristalle)
ein. Die Hashin-Shtrikman-Grenzen sind jedoch nur unter den oben aufgefithrten Voraus-

setzungen erfiillt. Fir die Grenzfélle Co — 0 und Cy — oo erhélt man gerade die Voigt-
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und Reuss-Schranken. Eine optimale Wahl von Cq liefert die in der Literatur bekannten

optimalen Hashin-Shtrikman-Grenzen.

Bei kubischer materieller Symmetrie stimmen die obere und die untere Grenze des Kom-
pressionsmoduls {iberein und fiir den Gleitmodul gibt es einfache Formeln [86]. Fiir Poly-
kristalle mit tetragonaler Symmetrie wurden die Grenzen von WATT [90] berechnet. Die
Ergebnisse fiir Bariumtitanat bei konstantem elektrischen Feld sind in Tabelle 3.2 aufge-

listet. Fiir konstante dielektrische Verschiebung sind die Ergebnisse in der Literatur nicht

Modell | E* [GPa] v* [[] K*[GPa] G* [GPa]
HS - 140.4 0.366 174.3 51.4
HS + 151.1 0.362 181.9 55.5

Tabelle 3.2: Untere (HS -) und obere (HS +) Hashin-Shtrikman-Grenzen der elastischen Kon-

stanten fiir Bariumtitanat bei konstantem elektrischen Feld [90].

angegeben.

Das Verfahren von Hashin-Shtrikman wurde von OLSON & AVELLANEDA [69] auf einen
piezoelektrischen Polykristall erweitert. Explizite Grenzen wurden fiir die Dielektrizitats-
konstante berechnet, jedoch fiir Piezoelektrika einer anderen Symmetrieklasse als Bari-
umtitanat. BISkGNA & LuciaNoO [7] haben mit einem Variationsprinzip Grenzen der
effektiven Eigenschaften fiir piezoelektrische Verbundwerkstoffe berechnet. Die theoreti-
schen Grundlagen des Variationsprinzips sind in HORl & NEMAT-NAsSSER [38] fiir das
elektromechanisch gekoppelte Problem dargelegt. Diese basieren auf der Losung des elek-

tromechanischen Einschlussproblems (siehe Anhang D).

3.9.3 Optimale Grenzen

Die Voigt-Reuss-Grenzen und die Hashin-Shtrikman-Grenzen sind optimale Grenzen in
Bezug auf die gegebene statistische Information [51]. Im Allgemeinen kénnen mit mehr
statistischer Information engere optimale Grenzen abgeleitet werden. Optimalitédtsaussa-
gen sind moéglich, wenn diese durch Korrelationsfunktionen &, gegeben sind. Man spricht
von optimalen Grenzen n-ter Ordnung, wenn k; fiir ¢« <= n gegeben ist. Bei vollsténdiger

Information, n — oo, gibt es nach KRONER [51] einen exakten Ausdruck fiir C*.

Die Korrelationsfunktionen héherer Ordnung sind fiir ein bestimmtes Material experi-

mentell meist nicht bestimmbar. In einem Fall, dem sog. perfekt ungeordneten Zustand,
sind jedoch alle k, bekannt und bereits aus der 1-Punkt Dichte ableitbar. Perfekte Un-

ordnung bedeutet, dass die Materialverteilung an allen Punkten unabhéngig voneinander
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ist, d.h. die Zufallsvariablen C(x), & € V, sind stochastisch unabhangig. Fiir die Kor-
relationsfunktionen gilt in diesem Fall k,(2q,... ,2,) = 0 fir alle &q,... , &, aufer fir
x, = &y = ... = x,. Speziell fiir einen Polykristall ist diese Unabhéngigkeitsforderung
fiir Punkte @1, &, verletzt, deren Abstand kleiner als eine typische Korngrofe ist. Dann
befinden sich @&; und x; mit einer hohen Wahrscheinlichkeit im selben Korn und C(z)
und C(xy) hdngen voneinander ab. Die perfekte Unordnung stellt trotzdem eine gute

Approximation an den Zustand in realen Materialien dar |50].

In diesem Kontext sind die Voigt-Reuss-Grenzen optimale Grenzen erster Ordnung.
Sie sind unabhéngig von den statistischen Eigenschaften allgemeingiiltig. Die Hashin-
Shtrikman-Grenzen sind optimale Grenzen zweiter Ordnung. Fiir kubische Kristallsym-

metrie hat KRONER [51] die optimalen Grenzen dritter Ordnung explizit bestimmt.

3.9.4 Selbstkonsistente Methode

Die Selbstkonsistente Methode ist der am haufigsten verwendete Ansatz der Mikromecha-
nik zur Berechnung effektiver Materialeigenschaften. Sie wurde von BRUGGEMAN [12] fiir
dielektrisches Materialverhalten entwickelt. KRONER [49] berechnete mit dieser Metho-
de effektive Eigenschaften fiir elastische Polykristalle und STROUD [83] fiir dielektrische
Polykristalle. Der Ansatz von BRUGGEMAN wurde erstmals von MARUTAKE [56] auf Pie-

zoelektrika angewendet.

Bei der Selbstkonsistenten Methode wird ein einzelner Mikrobestandteil, z.B. Korn, Pore
oder Riss, in ein unendlich ausgedehntes, effektives Umgebungsmedium eingebettet. Das
effektive Medium besitzt gerade die zu bestimmenden unbekannten Materialparameter.
Durch ’Verschmieren’ der Mikrobestandteile zu einem homogenen Matrixmaterial wird
deren Wechselwirkung ndherungsweise beriicksichtigt. Der Mikrobestandteil wird meist als
ein ellipsoidférmiger Einschluss beschrieben. Fiir diese Geometrie ist nach ESHELBY [21]
die Dehnung innerhalb des Einschlusses konstant (siehe Anhang D), was die analytische
Behandlung entscheidend vereinfacht. Speziell fiir einen Polykristall wird also ein Korn

als ein Ellipsoid approximiert.

Bei Vorgabe von Verschiebungsrandbedingungen kann der effektive Elastizitatstensor €™

nach Anhang C in der Form
c=(C(z): Alz)) : (A(z))™" (3.105)

geschrieben werden. Zur Ermittlung einer Naherungslésung wird in der Mikromechanik
versucht, eine Approximation fiir den Einflusstensor JA(@) zu bestimmen. Bei der Selbst-

konsistenten Methode wird A(z) durch den Einflusstensor A™ eines ellipsoidférmigen
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Einschlusses €' in einer unendlichen homogenen Matrix mit dem (unbekannten) Matrix-
material C* approximiert. Die Dehnung innerhalb des Korns ist fiir diese Konfiguration

nach Gleichung (D.9) konstant und gegeben durch
A" = (T+P(c ' -T)) (3.106)

Hierbei ist P* der Eshelby-Tensor, der von dem Umgebungsmedium C* und der Lage
und Form des Ellipsoids abhéngig ist. Durch Einsetzen von A™ in (3.105) erhdlt man ein

implizites Gleichungssystem fiir C*:
C = (C': A®): (A=)

= <CI (T +P (e ¢l — Y'Y (ZT+P . (c: cl_ )
(3.107)

Die Mittelung in Gleichung (3.107) erfolgt {iber die Kristallorientierungen des Einschlus-
ses. Bei einem makroskopisch isotropen Polykristall wird iiber alle méglichen Orientie-
rungen integriert. Zusitzlich kann iiber verschiedene Formen des Ellipsoids gemittelt wer-
den.'” Die Vorgabe von Spannungsrandbedingungen liefert die gleiche Losung fiir C* wie

fiir Verschiebungsrandbedingungen.

Die Selbstkonsistente Methode kann auf piezoelektrisches Materialverhalten iibertragen
werden. Die Erweiterung basiert wesentlich auf der Losung des elektromechanisch gekop-
pelten Einschlussproblems eines Ellipsoids in einer unendlichen piezoelektrischen Matrix
[4], [18] (sieche Anhang D). Fiir einen makroskopisch isotropen Zustand koénnen die ef-
fektiven elastischen und dielektrischen Parameter €* und &* nach DUNN [19] mit dem
Gleichungssystem

C* = (CI s AL b T AP) (AL

(3.108)
K= <el : A3’°° —+ K-,I . A47<><>> . <A4,oo>71

bestimmt werden. Hierbei sind &' und e' die dielektrischen bzw. piezoelektrischen Para-
meter des Einschlusses und A", i = 1,...4, die elektromechanischen Einflusstensoren
eines ellipsoidférmigen Einschlusses (siehe Anhang C). Diese hangen ab von den piezo-

elektrischen Analoga zu dem Eshelby-Tensor P* und beriicksichtigen die piezoelektrische
Kopplung. Fiir e’ # 0 ist etwa A" #£ A™,

OLsON & AVELLANEDA [69] und DUNN [19] berechneten die elastischen und dielek-

trischen Eigenschaften fiir ungepoltes Bariumtitanat mit kugelformigen Kornern (siehe

10Wird eine derartige Mittelung nicht durchgefiihrt, etwa bei kugelfsSrmigen Einschliissen, dann gilt

(A%) = T und Gleichung (3.107) vereinfacht sich zu €* = (€' : A™).
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Tabelle 3.3). Der Unterschied des Gleitmoduls zwischen der rein elastischen Rechnung
mit E = 0 und D = 0 ist mit etwa 25% sehr groR. Daran erkennt man, dass die piezo-
elektrischen Wechselwirkungen innerhalb der Mikrostruktur nicht vernachlassigbar sind
[69]. Diese werden nur fiir die elektromechanisch gekoppelte Selbstkonsistente Methode
naherungsweise beriicksichtigt, die Ergebnisse innerhalb der ungekoppelten Werte liefert.

Noch gréfere Unterschiede sind im dielektrischen Verhalten zu beobachten.

Modell E* |GPa] v*[-] K*|GPa| G*|GPa| | &"/eo ||
E=0bzw.0c =0 146.5  0.364 179.0 53.7 1610
gekoppelt 157.8 0.353 179.4 58.3 1320
D=0bzw.e=0 180.9  0.332 180.0 67.9 1090

Tabelle 3.3: Naherungslosungen der gekoppelten und ungekoppelten Selbstkonsistenten Me-
thode mit kugelférmigen Kérnern [69], [19].

DUNN [19] untersuchte den Einfluss der Geometrie der Korner auf die effektiven Eigen-
schaften. Dazu wendete er die gekoppelte Selbstkonsistente Methode fiir verschiedene
rotationssymmetrische Ellipsoide an. Es wurde eine geringe Schwankung des Kompressi-
onsmoduls um 2%, des Gleitmoduls um 5% und eine grofte Schwankung der Dielektri-
zitatskonstanten um 75 % festgestellt. Langliche Koérner zeigen demnach ein hoheres K*,

G* und «* im Vergleich zu kugelférmigen Kornern. Ein deutlich kleineres x* ergibt sich
bei flachen Ellipsoiden.

3.9.5 Methoden fiir gepolte Polykristalle

Prinzipiell kénnen die bisher beschriebenen Methoden auf gepolte Piezokeramiken iiber-
tragen werden. Der Unterschied zum isotropen Fall liegt darin, dass keine isotrope Vertei-
lung der kristallographischen Orientierungen vorliegt, sondern eine Vorzugsrichtung der
spontanen Polarisation aufgrund von ferroelektrischen Umklappprozessen existiert. Die in
der Literatur vorgeschlagenen Modelle der Polarisationsrichtung [61], [76], [53] sowie das
in dieser Arbeit verwendete Modell werden in Abschnitt 4.3 besprochen.

Die ersten Versuche, effektive piezoelektrische Eigenschaften zu berechnen, stammen von
MARUTAKE [56]. Einfache Voigt- und Reuss-Grenzen konnen analog zu den Gleichungen
(3.92) und (3.93) hergeleitet werden, indem nur {iber die betrachtete Kristallorientierungs-
verteilung gemittelt wird [53]. Die Selbstkonsistente Methode wurde erst in den letzten
Jahren auf gepolte Piezokeramiken angewendet. Zur Berechnung der piezoelektrischen

Konstanten kénnen die Formeln aus RODEL & KREHER [76] verwendet werden, die eine
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Verallgemeinerung des Gleichungssystems (3.108) darstellen. Hierzu wird die Losung des

elektromechanischen Einschlussproblems in einer transversal isotropen piezoelektrischen

Matrix benétigt (sieche Anhang D).

RODEL & KREHER |77] sowie PERTSEV ET AL. |73]| berechneten mit einer Selbstkon-
sistenten Methode effektive Materialparameter von Bariumtitanat in Abhé&ngigkeit von
der remanenten Polarisation. Es zeigt sich, dass einige Parameter nichtmonoton vom
Polungsgrad abhéngen. Fiir eine grofse remanente Polarisation wird ein stark anisotro-
pes Verhalten vorhergesagt. L1 [53] verwendete einen dhnlichen Ansatz, jedoch mit einer
anderen Annahme iiber die Verteilung der Kristallorientierungen. TURIK ET AL. [85]
widerlegten die beobachtete nichtmonotone Abhéngigkeit, indem sie anstelle der Einkri-
stallparameter berechnete Parameter des Vieldoméanenkristalls verwendeten. LI ET AL.
[54] untersuchten eine gepolte Piezokeramik mit einer fest vorgegebenen Richtung der
spontanen Polarisation. Die beiden anderen kristallographischen Achsen sind dabei frei.

Fiir diese Mikrostruktur stimmen die Voigt-Reuss-Grenzen fiir alle transversal isotrope

Moduln aufler C;; und Cgg tiberein.

Aufbauend auf der Selbstkonsistenten Methode wurde in letzter Zeit ein Verfahren ent-
wickelt, das den Einfluss der Domé&nenstruktur der Kérner und reversibler Doméanenwand-
bewegung auf die effektiven Eigenschaften beriicksichtigt [78]. Dies wird mit Hilfe einer
zweistufigen Homogenisierung realisiert. Es ergibt sich dadurch ein nichtlineares effektives

Verhalten mit Hystereseeigenschaften.

Auf die Ergebnisse wird im Einzelnen beim Vergleich mit den Ergebnissen des in dieser
Arbeit verwendeten Finite-Elemente-Modells eingegangen. Der Vergleich ist schwierig u.a.
wegen der Unterschiede in den verwendeten Einkristallparametern. Fiir andere anisotrope
Zusténde einer Piezokeramik, etwa nach rein mechanischer Zug- oder Druckbelastung, gibt

es bisher nach Kenntnis des Autors keine analytischen Ergebnisse.
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Kapitel 4

Modellierung des piezoelektrischen
Polykristalls

In dieser Arbeit soll ein piezoelektrischer Polykristall mit einem reprasentativen Volu-
menelement moglichst realitatsnah modelliert werden. Wie in Abschnitt 2.1.4 dargestellt

besitzt eine Bariumtitanat-Keramik eine unregelméfige, zufallige Mikrostruktur.

Zur Modellierung des Polykristalls werden einige grundlegende Annahmen getroffen. Die
Kérner sind grof genug, um sie im Rahmen der Kontinuumsmechanik beschreiben zu
kénnen. Das Materialverhalten der Koérner ist linear piezoelektrisch. Weiterhin werden
die Korner als defektfrei angenommen, weshalb die idealen Einkristallparameter verwen-
det werden kénnen. Die Korngrenzen konnten prinzipiell als eigene Phase mit einem von
den Kristalliten abweichenden Materialverhalten betrachtet werden. Bei einem mittle-
ren Korndurchmesser von 1pgm nimmt nach KRONER [51] die Korngrenzenphase jedoch
lediglich ca. 10=7 % des Volumens ein (bei einer Korngrenzendicke von einigen Atomab-
stdnden). Aus diesem Grund wird die Korngrenzenphase in dieser Arbeit vernachléssigt.

Eine bedeutendere Vereinfachung stellt die Annahme von eindoménigen Kérnern dar.

Im ersten Abschnitt wird die geometrische Modellierung eines Polykristalls vorgestellt.
Die Modellierung der Kristallorientierungen gliedert sich in zwei Teile. Zunéachst widmen
wir uns der Erzeugung einer isotropen Orientierungsverteilung der kristallographischen
Achsen der einzelnen Koérner. Dies beschreibt eine Piezokeramik im isotropen Zustand.
Hierauf aufbauend wird anschlieffend die Modellierung der Polarisationsrichtung fiir aniso-

trope Piezokeramiken nach elektrischer Polung oder mechanischer Belastung dargestellt.
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4.1 Modellierung der Korngeometrie

Fiir viele Anwendungen geniigt es, die Kornstruktur mit einfachen regelméfigen Geome-
trien zu modellieren, z.B. Quadrate [59] oder Sechsecke [70]. Zur Modellierung unregelmé-
figer Polykristalle sind sie jedoch aufgrund ihres hohen Grades an Symmetrie nur bedingt

geeignet. Hierfiir konnen Methoden der stochastischen Geometrie verwendet werden [81].

Ein in der Literatur hdufig verwendetes Verfahren ist die Voronoi-Zerlegung. Ganz all-
gemein wird in der Materialforschung die Voronoi-Zerlegung zur Generierung zufalliger
Mikrostrukturen wie z.B. Rissmuster und Einschliisse in einer Matrix herangezogen. Fi-
nige Anwendungsbeispiele sind die Charakterisierung von Faserverbundwerkstoffen [43],
die Modellierung von thermischer Ermiidung [52|, interkristalliner Spannungsrisskorro-
sion [15] und Schadigung sproder Werkstoffe [84] sowie die Beschreibung von porésen
Mikrostrukturen [62] und Partikelbruch in Verbundwerkstoffen [63]. Auch in anderen Be-
reichen der Wissenschaft, etwa in der Geophysik, der Astrophysik und der Zellbiologie,
werden Voronoi-Mosaike verwendet. Einen Uberblick iiber mégliche Anwendungen geben

AURENHAMMER [1] und STOYAN ET AL. [81].

In dieser Arbeit wird das Randwertproblem im Volumenelement numerisch mit der Me-
thode der Finiten-Elemente gelost. Die hohe Komplexitdt der Voronoi-Zerlegung erlaubt
deshalb nur eine zweidimensionale Betrachtungsweise. Um die Giite des zweidimensiona-
len Modells abschétzen zu kénnen, wird zuséatzlich ein einfaches dreidimensionales Modell
verwendet, das aus einer Vielzahl von regelméfigen Quadern besteht. Aufgrund der ein-

fachen Handhabbarkeit dieses Modells wird auf eine genauere Beschreibung verzichtet.

4.1.1 Voronoi-Zerlegung

Allgemein ist bei einer Zerlegung eines Gebietes G in Zellen zu fordern, dass sich die Zellen
nicht {iberlappen und das gesamte Gebiet ausfiillen. Eine Moglichkeit zur Gebietszerlegung

stellt die Voronoi-Zerlegung dar. Ausgangspunkt ist hierbei eine Menge von Punkten
M:{$17$2,...}gg . (41)

Jedem Punkt &; € M kann eine Menge Z(@;) zugeordnet werden, die aus denjenigen
Punkten besteht, deren Abstand zu @; kleiner oder gleich ist als der Abstand zu allen

anderen Punkten aus M:

Za)= (] {vedllly—=zl<ly—=l} . (4.2)

z;eM\{=;}
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Die Mengen Z(«;) nennt man die Zellen der Zerlegung, sie sind abgeschlossen und kon-
vex. Die Punkte @; heifen erzeugende Punkte. Fiir zwei benachbarte Zellen Z(2;) und
Z(x;) ist die gemeinsame Kante die Mittelsenkrechte der Verbindungslinie zwischen ;
und ;. In Abbildung 4.1 ist eine Voronoi-Zerlegung eines quadratischen Gebietes fiir
100 erzeugende Punkte dargestellt. Zur Erzeugung von Voronoi-Mosaiken wird in dieser
Arbeit das Programm VORTESS [75] verwendet. Jeder Voronoi-Zerlegung kann eine soge-
nannte Delaunay-Triangulation zugeordnet werden. Sie besteht aus den Dreiecken, deren
Eckpunkte in M liegen und deren Seiten die erzeugenden Punkte benachbarter Zellen

verbinden.

Eine zufillige Zerlegung eines Gebietes ergibt sich, wenn die erzeugenden Punkte Realisie-
rungen eines stochastischen Punktprozesses sind [82]. Dabei ist ein Punktprozess derart
zu wahlen, dass die damit erzeugten Mosaike die Mikrostruktur des Polykristalls mog-
lichst realitdtsnah beschreiben und gleichzeitig moglichst ’gute’ statistische Eigenschaften
besitzen. Es ist sinnvoll, nur homogene und isotrope Punktprozesse zu betrachten, d.h.
Punktprozesse mit einer translations- und rotationsinvarianten Verteilung. Fin derarti-
ger Punktprozess ist der Poisson-Prozess mit Parameter A, der die mittlere Punktdichte

bezeichnet. Die Anzahl der Punkte n pro Flacheneinheit ist poissonverteilt,
P(n =Fk)=e/k!I . (4.3)

Der Poisson-Prozess besitzt starke Unabhéngigkeitseigenschaften, so ist die Anzahl der
Punkte in disjunkten Mengen voneinander unabhédngig. Liegen n Punkte in einer be-
schrankten Menge B C G, dann bilden diese Punkte ein Binomial-Feld, d.h. diese Punkte
sind unabhéngig voneinander gleichméfig in B verteilt. Ein Beispiel fiir eine Realisierung

eines Poisson-Feldes sind die erzeugenden Punkte in Abbildung 4.1a.

Zur Beschreibung eines Polykristalls mit globularer Kornstruktur sind Voronoi-
Zerlegungen, die von einem Poisson-Feld erzeugt werden, gut geeignet. Diese Zerlegung
nennen wir im Weiteren Poisson-Voronoi-Mosaik. In der Literatur sind eine Vielzahl von
statistischen Eigenschaften fiir Poisson-Voronoi-Mosaike des R? bekannt [81], [68]. Geo-
metrische Grofen, wie z.B. die Flache einer Zelle, bilden Zufallsvariable, deren Verteilung
zum Teil analytisch, zum Teil nur durch numerische Simulation bestimmt werden kann
(siehe Tabelle 4.1). Unter der Voraussetzung statistisch unabhéngiger Orientierungen der
Korner besitzt das Poisson-Voronoi-Mosaik nach KRONER [51] weitere fiir die Modellie-
rung eines Polykristalls wichtige Eigenschaften. So kénnen die Korrelationsfunktionen in
sehr einfacher Weise geschrieben werden [51]. Auferdem ist die 2-Punkt Dichte isotrop,

etwa im Gegensatz zu Quader- oder Rechteck-Mosaiken.
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Abbildung 4.1: a) Poisson-Punktfeld. b) Voronoi-Zerlegung fiir ein Poisson-Punktfeld.

Geom. Grofie E Geom. Grofie E
Zellen /Flacheneinheit A innerer Winkel in Ecke 27 /3
Flache einer Zelle /A Kantenldnge 2/(3\1/2)
Umfang einer Zelle | 4/AY? || Sehnenlinge einer Zelle | 7 /(4A/?)
Ecken einer Zelle 6 Radius des Inkreises | 1/(2A1/2)

Tabelle 4.1: Erwartungswerte I geometrischer Groen der ebenen Voronoi-Zerlegung, basie-

rend auf einem Poisson-Punktprozess mit Parameter ).

Fiir einen Gefiigeschliff kann die Anzahl der Schnitte pro Langeneinheit eines Testlinien-
systems Pr, sowie die mittlere Anzahl der Koérner pro Flicheneinheit Ny experimentell
bestimmt werden. 1/Pp entspricht der mittleren Sehnenldange einer Zelle und beschreibt
somit den mittleren Korndurchmesser des Polykristalls. Mit jedem dieser Werte kann die
Intensitédt A des Poisson-Prozesses mit den Formeln aus Tabelle 4.1 geschétzt werden. Im

Allgemeinen fiihrt dies zu unterschiedlichen Schétzwerten. Der Quotient

=2
P

(4.4)
stellt nach OHSER [66] ein Mak fiir die Gleichmafigkeit des Gefiiges dar. Je ungleichméafi-
ger das Gefiige, desto grofier ist /. Fiir ein ebenes Poisson-Voronoi-Mosaik gilt unabhéngig
von der Intensitdt A mit den Formeln von Tabelle 4.1
1D 2

(Na) _ ™ <0617
E(Pr)? 16

IPoisson = (4 5)
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Abbildung 4.2: Voronoi-Zerlegung fiir a) ein Cluster-Punktfeld und b) ein Hardcore-Punktfeld.

Durch Vergleich von einem experimentell ermittelten Wert Iy, eines realen Gefiiges mit
Ipoisson kann beurteilt werden, ob der reale Polykristall durch ein Poisson-Voronoi-Mosaik
approximiert werden kann. Ist die Abweichung zu groff, kann es vorteilhaft sein, komple-

xere Punktprozesse zu verwenden.

Fiir Iexp > Ipoisson 15t das Gefiige des realen Werkstoffs ungleichmafiger als das Gefiige des
Poisson-Voronoi-Mosaiks. In diesem Fall kénnen zur Gebietszerlegung Cluster-Punktfelder
verwendet werden [67]. Hierbei werden zunichst sogenannte Elternpunkte verteilt, um
die eine feste Anzahl von Tochterpunkten in einem Kreis mit Radius r verstreut werden.
Dadurch wird das Voronoi-Mosaik ungleichméfiger. Abbildung 4.2a zeigt das Voronoi-
Mosaik eines Cluster-Punktfeldes mit 11 Elternpunkten und je 9 Tochterpunkten und
einem Radius r/B = 0.05, wobei B die Seitenliange des Mosaiks ist.

Fiir Ipxp < Ipoisson 15t das Gefiige des realen Werkstoffs regelmafiger als das Gefiige des
Poisson-Voronoi-Mosaiks. In diesem Fall kénnen Hardcore-Punktfelder verwendet werden
[81]. Dabei wird ein Hardcore-Abstand r, ein minimaler Abstand zwischen den erzeu-
genden Punkten, eingefiithrt. Das bedeutet, dass der erzeugende Punkt @; nicht in den
Kreisen mit Radius r um die erzeugenden Punkte x;, j # ¢, liegen darf. Dies fithrt zu
einer globulareren Kornstruktur mit dem Nachteil, dass mehr sehr kurze Kanten entste-
hen. Abbildung 4.2b zeigt ein Voronoi-Mosaik mit 99 Zellen eines Hardcore-Punktfeldes
mit r/B = 0.06.

In Tabelle 4.2 sind die Varianz der Zellenflichen s*[|Z]] fiir die Mosaike in Abbildung
4.2 und das analytische Ergebnis fiir Poisson-Voronoi-Mosaike mit 99 Zellen (s*[|Z]] =
0.280A~2, siehe [81]) angegeben. Die grofen Unterschiede verdeutlichen nochmals den Ein-
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fluss des zugrunde liegenden Punktprozesses auf die Figenschaften des Voronoi-Mosaiks.

Aufier der Wahl des Punktprozesses kann auch der Mosaiktyp variiert werden. Eine Ver-

Hardcore Poisson Cluster

SIZ| 0089 0286  2.09

Tabelle 4.2: Varianz der Kornflachen fiir ein Hardcore-, ein Poisson- und ein Cluster-Voronoi-
Mosaik mit 99 Zellen in einem 10 x 10 Flacheneinheiten groRen Quadrat (Varianz

in (Flacheneinheiten)?).

allgemeinerung des Voronoi-Mosaiks stellt das JOHNSON-MEHL-Mosaik [67] dar. Hier-
bei wird in Gleichung (4.2) die euklidische Norm durch eine andere Norm ersetzt. Dies
fiihrt zu krummlinig begrenzten Zellen, die nicht notwendig konvex sind. Eine andere
Beschreibungsweise eines ebenen Gefiigeanschliffs stellen ebene Schnitte durch ein réum-
liches Voronoi-Mosaik dar [67]. Auf diese Weise entsteht in der Schnittebene ein zufilliges
ebenes Mosaik. Das Schnittmosaik ist jedoch kein zweidimensionales Voronoi-Mosaik, d.h.
es existiert keine Punktkonfiguration, fiir die das zugeordnete Voronoi-Mosaik mit dem
Schnittmosaik tibereinstimmt. Die statistischen Eigenschaften von Schnittmosaiken un-

terscheiden sich deutlich von denen ebener Voronoi-Mosaike.

4.1.2 Randeffekte

In diesem Abschnitt werden die Unterschiede zwischen einem Poisson-Voronoi-Mosaik auf
R? und auf einem beschrinkten quadratischen Gebiet G untersucht. Nur die Zellen aus
dem Inneren G; des Mosaiks (sieche Abbildung 4.3a) besitzen die in Tabelle 4.1 angege-
benen statistischen Eigenschaften, wéahrend die Zellen am Rand G5 des Gebietes andere
Eigenschaften aufweisen. So wurde durch eine numerische Simulation gezeigt, dass fiir
grofe Mosaike (n g 100) die durchschnittliche Zellenfliche am Rand um etwa 10 — 15 %
grofer als im Inneren des Mosaiks ist. Fiir kleinere Mosaike betragt der Unterschied etwa
20 %. Weil die Randzellen bei einem Gefiigeausschnitt nur Teile von Kérnern darstellen,

sollten deren Flachen im Modell jedoch kleiner sein als im Inneren.

Diese Diskrepanz kann vermieden werden, indem die Voronoi-Zerlegung eines geeigneten
Gebietes G' O G betrachtet wird. Das Mosaik G entsteht aus ¢’ durch Herausschnei-
den (siehe Abbildung 4.3b). Ein groker Nachteil bei dieser Vorgehensweise besteht jedoch
darin, dass die Randkérner sehr klein sein kénnen und deshalb bei der Diskretisierung
eventuell Probleme bereiten. Aus diesem Grund wird diese Variante nicht weiter betrach-
tet.

59



Abbildung 4.3: a) AuBere und innere Zellen eines Voronoi-Mosaiks. b) Generierung eines

Voronoi-Mosaiks als Teilmenge eines groReren Gebietes.

Um den Einfluss des Randeffektes abschitzen zu konnen, betrachten wir eine Zerlegung

von G in n quadratische Zellen. Die Flache aller Randkérner ist gegeben durch

(Vn—1)

4
|Gal = gl . (4.6)

n

Numerische Simulationen haben gezeigt, dass diese Beziehung néherungsweise auch fiir
die Randflache eines Poisson-Voronoi-Mosaiks mit n Zellen erfiillt ist. Demnach entfallen
bei 100 Zellen 36 % der Fliche auf Randzellen, bei 1000 Zellen sind dies immer noch
12 %. Weiterhin ist die Streuung der Fliache in G5 grofer als in Gr. Fiir groke Gebiete sind
diese Effekte zunehmend vernachldssigbar. Kénnen jedoch aus numerischen Griinden nur
Mosaike mit relativ wenig Zellen (n < 100) betrachtet werden, so miissen die Randeffekte

beriicksichtigt werden.

An dieser Stelle soll eine ergdnzende Bemerkung gemacht werden: Bei gegebener Intensitat
A ist die mittlere Anzahl der Kérner 7 in einem beschrankten Gebiet G gegeben durch
n = A|G|. Bei der praktischen Vorgehensweise wird die mittlere Anzahl der modellierten
Koérner in einem Gebiet vorgegeben. Die Grofe des modellierten Gefiigeausschnitts ist
dann |G| = 7/A. Wird eine feste Anzahl an Kérnern fiir dieses Gebiet vorgegeben, dann
handelt es sich nicht um einen Poisson-Prozess, sondern um ein Binomial-Feld. Bei der
Betrachtung von mehreren Realisierungen des Binomial-Feldes sind die Ergebnisse dann

streng genommen nicht im Sinne eines Poisson-Feldes zu interpretieren.
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4.1.3 Anforderungen an vernetzbare Voronoi-Mosaike

In dieser Arbeit wird das Randwertproblem im Volumenelement numerisch mit der Me-
thode der Finiten-Elemente gelost. Zur Diskretisierung eines ebenen Voronoi-Mosaiks
kénnen Dreiecke, Vierecke oder allgemein konvexe Polygone verwendet werden. Die Dis-
kretisierung mit Dreiecken durch die Delaunay-Triangulation ist mit wenig Aufwand zu
realisieren, jedoch besitzen Dreieckselemente im Allgemeinen eine geringere numerische
Genauigkeit als z.B. Viereckselemente. Fine andere Méglichkeit besteht darin, eigene fini-
te Elementansédtze zu programmieren, sodass jede Voronoi-Zelle z.B. mit einem Element
beschrieben werden kann [29]|. Diese Vorgehensweise ermoglicht zwar die Modellierung
einer grofen Kornstruktur, Netzverfeinerungen am Rand sind jedoch nur schwierig zu
realisieren. Zur Bestimmung des Spannungsverlaufs innerhalb einer Zelle (Korn) ist diese

Methode bei grofsen Spannungsgradienten nur bedingt geeignet.

Aufgrund dieser Nachteile werden in dieser Arbeit Viereckselemente verwendet. Die Ver-
netzung mit Viereckselementen ist jedoch nicht fiir jede Realisierung einer Voronoi-
Zerlegung moglich, sondern nur fiir die Teilmenge der sogenannten vernetzbaren Voronoi-
Mosaike. Der Grund hierfiir liegt in den Anforderungen, die an die Geometrie des finiten

Elements gestellt werden miissen [16].

Zur Charakterisierung vernetzbarer Voronoi-Mosaike bendtigen wir folgende geometrische

Groken. Fiir eine Zelle Z(®;) mit den k Kantenlangen Iy, s, ... , [} ist

min{ly, ..., }

La(e:) =
z(z:) max{ly,..., [}

(4.7)

das Verhiltnis von kleinster zu grofter Kante der Zelle. Fiir ein Voronoi-Mosaik mit den
Zellen Z(x;), ®; € M, kann damit das minimale (ungiinstigste) Kantenverhdltnis Ly,

definiert werden als

Lmin = mrzréljfdl{l;g(iﬂz)} . (48)

Aufgrund praktischer Erfahrung hat sich gezeigt, dass ein vernetzbares Mosaik fiir eine

stabile Finite-Elemente-Analyse folgende Eigenschaften besitzen muss:

e Die inneren Winkel der Zellen miissen grofer als ca. 30° sein.
e Das Kantenverhiltnis L, muss grofer als ca. 1/500 sein.

e Die kiirzeste Kante des Mosaiks muss hinreichend grof sein.
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Die ersten beiden Grenzen stellen brauchbare Schranken fiir den elastischen Fall dar, bei
einem nichtlinearen Materialverhalten (z.B. Plastizitdt) miissen diese Schranken gegebe-
nenfalls enger gewdhlt werden. Fiir die numerische Analyse darf die Anzahl der finiten
Elemente nicht beliebig grof sein. Weil die kiirzeste Kante des Mosaiks die Anzahl der
benétigten finiten Elemente festlegt, stellt diese Grofe eine weitere Anforderung an das
Voronoi-Mosaik dar. Fine konkrete Schranke kann fiir die kiirzeste Kante jedoch nicht

angegeben werden, da dieser Wert von der vorhandenen Rechnerkapazitdt abhangt.

Eine vernetzbare Voronoi-Zerlegung erhélt man durch eine einfache Trial-and-Error Me-
thode. Dabei werden obige Parameter fiir jede Realisierung berechnet und alle Mosaike
verworfen, die den gestellten Anforderungen nicht geniigen. Im Folgenden soll untersucht
werden, wie viele Realisierungen benétigt werden, um eine vernetzbare Voronoi-Zerlegung
zu erzeugen, d.h. wie wahrscheinlich eine Voronoi-Zerlegung vernetzbar ist. Dazu wurde
die Verteilung der Zufallsvariablen L, fiir ein Poisson-Voronoi-Mosaik durch numerische
Simulation mit jeweils 10000 Realisierungen pro Mosaikgroke berechnet. Abbildung 4.4a
zeigt den Erwartungswert sowie die 5% und 95 % Quantile' von L. In Abbildung 4.4b
ist die Wahrscheinlichkeit P(Lyin > ¢) dargestellt, dass das Kantenverhéltnis L, ober-
halb einer bestimmten Schranke ¢ liegt. Um ein Mosaik mit L,;, > ¢ zu erhalten, beno6tigt
man damit durchschnittlich 1/P( Ly, > ¢) Realisierungen.

Man erkennt, dass schon fiir 200 Zellen die Wahrscheinlichkeit fiir ein Kantenverhaltnis
von mindestens 1/100 kleiner als 0.4 % ist, d.h. es werden durchschnittlich 250 Realisie-
rungen bendtigt, um ein derartiges Mosaik zu erzeugen. Unter den 10000 Realisierungen
des Mosaiks mit 1000 Kornern geniigte kein einziges einem Kantenverhiltnis von 1/300.
Ab einer bestimmten Grofe ist es also praktisch nicht mehr méoglich, vernetzbare Mo-
saike zu erzeugen. Dies stellt eine erste Schranke fiir die maximal moégliche Grofe eines
Volumenelements dar. Aus Abbildung 4.4a ist weiterhin ersichtlich, dass die Beziehung
zwischen der Anzahl der Zellen und dem Erwartungswert E[L;,] offenbar einem Potenz-

gesetz geniigt.

Durch die Beschrankung auf vernetzbare Voronoi-Mosaike stellt sich die Frage, ob diese
Teilmenge andere geometrische und statistische Eigenschaften besitzt. Die unterschiedli-
che Verteilung der kiirzesten Kante wird bei der Modellierung eines Polykristalls nicht
als wesentlich angesehen. Numerische Simulationen haben gezeigt, dass die Varianz der
Zellenflache fiir beliebige Voronoi-Mosaike und fiir Voronoi-Mosaike mit beschréanktem
Kantenverhiltnis anndhernd gleich ist, s%[|Z]] ~ s*[|Z]||Lmin > ¢|. Somit kann davon

ausgegangen werden, dass die Teilmenge der vernetzbaren Voronoi-Mosaike keine signifi-

'Das sind die Werte 2 und y mit P(Lmin < ) = P(Lmin > y) = 0.05.
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Abbildung 4.4: a) Erwartungswert sowie 5 % und 95 % Quantile des ungiinstigsten Kantenver-
haltnisses L, einer Zelle fiir ein Poisson-Voronoi-Mosaik. b) Wahrscheinlich-

keit, dass Ly, oberhalb der Werte 1/100, 1/300, 1/500 und 1/1000 liegt.

kanten Unterschiede zur Menge aller Voronoi-Mosaike aufweist.

4.1.4 Vernetzungsalgorithmus

Die Diskretisierung der Voronoi-Mosaike zur Finiten-Elemente-Analyse wird mit dem
kommerziellen Pre-/Post-Prozessor PATRAN [16] durchgefiihrt. Dieses Programm wurde
gewéahlt, weil es die leistungsfahige Makrosprache PCL zur Verfiigung stellt. Aufbauend
auf dieser Sprache wurde ein Algorithmus entwickelt, der ein Voronoi-Mosaik automa-
tisch vernetzt [93]. Eine automatische Vernetzung ist notwendig, da fiir eine statistische

Betrachtung eine Vielzahl verschiedener Geometrien numerisch analysiert werden muss.

Einfache Vernetzung

Die Geometrie eines Voronoi-Mosaiks wird eindeutig durch die Eckpunkte aller Zellen be-
schrieben. Mit diesen geometrischen Informationen werden innerhalb von PATRAN Punk-
te, Linien und Flachen erzeugt. Im néchsten Schritt wird vom Benutzer eine gewiinsch-
te minimale Kantenldnge eines finiten Elementes en;, gewdhlt. Die kiirzeste Kante im

Voronoi-Mosaik stellt eine obere Schranke fiir e, dar. Fiir eine Linie der Lange [ (Kante
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Abbildung 4.5: a) Voronoi-Zerlegung mit 40 Zellen und den erzeugenden Punkten. b) Finite-

Elemente Netz fiir dieses Mosaik.

der Voronoi-Zelle) ist die Anzahl der Elemente gegeben durch
[

— — €min
n

(4.9)

¢ = min
neN

Da a nur von der Léange der Kante abhédngt, ist die Kompatibilitét der Netze benachbarter

Kérner gewahrleistet.

Aufgrund moglicher hoher Spannungsgradienten in den Ecken der Zellen miissen diese
Bereiche eventuell am feinsten diskretisiert werden. Dies wird durch eine variable mesh
seed erreicht, wobei die Elementgrofe zu den Kantenmitten hin um einen gegebenen
Faktor zunimmt (siche Abbildung 4.5, Faktor 2.5). Die Vernetzung der Zellen erfolgt mit
einem freien Netzgenerator. Sollen den Korngrenzen gesonderte Eigenschaften zugewiesen
werden (z.B. Risse mit Reibung), konnen diese zusdtzlich mit Kontaktelementen vernetzt

werden.

Vernetzung mit Netzverfeinerung an den Korngrenzen

Jedes Korn besitzt unterschiedliche Materialorientierungen. Diese Unstetigkeit im Mate-
rialverhalten ist Ursache fiir hohe Spannungsgradienten an den Korngrenzen. Deshalb ist
es notwendig, diesen Bereich des Korns feiner zu diskretisieren als das Korninnere. In
diesem Abschnitt wird ein Verfahren vorgestellt, mit dem aufbauend auf dem einfachen

Vernetzungsalgorithmus die feinere Vernetzung realisiert wird.
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Abbildung 4.6: Finite-Elemente Netz mit Netzverfeinerung am Rand der Korner.

a) Zur Netzverfeinerung an den Korngrenzen (siehe Abbildung 4.6) muss die Anzahl

der Elemente a durch 3 teilbar sein. a ist gegeben durch

=3 | (4.10)
a = rggl{[l ™ €min| - .

Die Kompatibilitat der Netze benachbarter Korner ist damit gewahrleistet.

b) Fiir jeden Eckpunkt einer Zelle wird ein neuer Punkt entlang der Winkelhalbieren-

den der beiden benachbarten Kanten mit Abstand 2em;, projiziert. Aus den pro-
jizierten Punkten wird ein Polygon im Inneren generiert. Es wird gefordert, dass
das innere Polygon die gleiche Anzahl an Kanten wie die Ausgangszelle besitzt.
Aus dieser Forderung ergibt sich eine obere Grenze fiir ep;,. Diese hangt stark von
der kiirzesten Kante des Mosaiks ab. Kin Netz mit der kleinstmdéglichen Anzahl an

Elementen erhalt man, wenn ey, ca. 5% unterhalb dieser Schranke liegt.

c¢) Alle inneren Polygone werden mit dem einfachen Vernetzungsalgorithmus vernetzt.

d) Die Flache zwischen duflerem und innerem Polygon wird in eine Reihe von vierecki-

gen Flachen zerlegt. Diese Flachen werden mit jeweils vier finiten Elementen derart
vernetzt, dass ein Kantenlangenverhédltnis der Randelemente von 3 : 1 entsteht (sie-
he Abbildung 4.6). Dies ist moglich, da die Anzahl a der Randelemente durch drei
teilbar ist.

e) Fiir Ecken mit besonders spitzen Winkeln wird eine gesonderte Strategie benétigt,

da sonst Elemente entstehen, deren Geometrie zu stark verzerrt ist. Dabei wer-

den die Abstdnde zwischen der projizierten Ecke und jedem dritten Elementknoten
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auf der benachbarten Korngrenze berechnet (siehe Vergroferung in Abbildung 4.6).
Liefert der Eckpunkt der Voronoi-Zelle den kleinsten Abstand, dann ist der Winkel
grofl genug und es wird verfahren wie in d). Andernfalls wird eine Flache zwischen
dem Eckpunkt der Voronoi-Zelle, der projizierten Fcke und den beiden Knoten der
benachbarten Kanten mit minimalem Abstand erzeugt. Diese Flache wird mit dem

freien Netzgenerator vernetzt.

4.2 Modellierung isotroper Kristallorientierungen

Im Folgenden werden zwei kartesische Koordinatensysteme bendtigt: Zum einen ein glo-
bales Koordinatensystem K mit den Achsen @1, 5 und @3, zum anderen ein lokales
Koordinatensystem K’ mit den Achsen @}, @) und @}, das fest beziiglich der Kristal-
lachsen ist. Die Orientierung eines Korns des Polykristalls wird beschrieben durch die
Rotation, die K in K' {iberfiihrt. Diese Rotation wird in der Kristallographie iiblicherwei-
se [13] durch die drei Euler-Winkel ¢» € [0, 27, 6 € [0, 7] und ¢ € [0, 27] dargestellt (siehe
Abbildung 4.7). Dabei wird das Koordinatensystem K zundchst mit dem Winkel ¢» um
die @3-Achse gedreht, dann mit dem Winkel § um die (gedrehte) @-Achse und schlieflich
nochmals mit dem Winkel ¢ um die (gedrehte) @3-Achse. Das linear elektromechanische
Materialverhalten des Einkristalls ist gegeben durch die Materialtensoren C’, &’ und e’

beziiglich des lokalen Koordinatensystems K’. Diese werden fiir jedes Korn durch
Cijkl = QimanQkOleC:ﬂnop

Kij = Qim@jn/{,mn y  Cijk — QimanQkoe;rmo

in das globale Koordinatensystem K transformiert. Hierbei ist Q(¢,0,¢) der Transfor-

(4.11)

mationstensor fiir die Euler-Winkel mit den Spalten

cos ¢ cos Y — sin ¢ cos B sin Y
QY = cos ¢ sin Y + sin ¢ cos § cos P ,

sin ¢ sin 4

— sin ¢ cos Y — cos ¢ cos O sin P

Q(Q) = | —sin¢sine + cos ¢ cos b cos P , (4.12)
cos ¢ sin f
sin 6 sin ¢
Q¥ = | —sinfcos
cos 0
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Abbildung 4.7: Definition der Euler-Winkel ¢, 6 und ¢.

Die Spalten von Q sind gerade die Darstellung der lokalen &-, - und @}-Achsen beziig-

lich des globalen Koordinatensystems K.

Jedem Korn wird wie in Abbildung 4.8 dargestellt eine zufillige Orientierung zugewie-
sen. Dazu werden die Euler-Winkel als Zufallsvariable angesehen. Die Orientierung jedes
einzelnen Korns ist dann eine Realisierung dieser Zufallsvariablen. Es wird angenommen,
dass die Orientierung unabhéngig von der Grofe, der Form oder der Lage des Korns ist
und dass sie weiter auch unabhéngig von der Orientierung der anderen (benachbarten)
Korner ist. Die Euler-Winkel der einzelnen Kérner sind dann unabhéngige Zufallsvaria-
ble. Die Verteilung der Kristallorientierungen kann unabhingig von der Geometrie der

Mikrostruktur beschrieben werden. Dies geschieht iiblicherweise mit einer Orientierungs-

verteilungsdichte f(v,0, ¢),

2r mw 27

///f(;b,&,@dqﬁde dp=1 . (4.13)

0O 0 O

Im einfachsten Fall besitzt der Polykristall keine Textur, d.h. es gibt keine Vorzugsrich-
tung der kristallographischen Achsen, und er verhélt sich makroskopisch isotrop. Bei einer
Piezokeramik ist dies der Fall fiir den Zustand direkt nach dem Ubergang von der para-

elektrischen in die ferroelektrische Phase.
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Abbildung 4.8: Ebene Projektion einer lokalen kristallographischen Achse fiir 40 Korner.

Die isotrope Verteilung der Orientierung des Kristallgitters kann beschrieben werden mit

der isotropen Orientierungsverteilungsdichte

fo(,0, ) = 8}72 sinf . (4.14)

Die Zufallsvariablen ¢ und ¢ sind demnach gleichverteilt auf [0,27[. Die Nichtlinearitét
in der Verteilungsdichte des zweiten Euler-Winkels 0 resultiert aus der Forderung, dass
die Durchstofpunkte der lokalen Koordinatenachsen auf der Einheitskugel mit gleicher

Wahrscheinlichkeit in gleich groRen Flichenstiicken liegen sollen.?

4.2.1 Anisotropie des endlichen Volumenelements

Fiir eine unendliche Anzahl von Kérnern erhélt man mit der oben beschriebenen Vorge-
hensweise einen exakt isotropen Polykristall. Wir betrachen jedoch ein endliches Volumen-
element mit einer endlichen Anzahl von Kornern (Orientierungen). Je nach Realisierung
der Euler-Winkel erhélt man somit nur eine annidhernd isotrope Verteilung der Orientie-

rungen.

Zur Charakterisierung der Anisotropie ist es sinnvoll, ein Mak fiir die Abweichung vom

isotropen Materialverhalten im Volumenelement einzufiihren. In der Literatur, z.B. [91],

ZEine Realisierung der Zufallsvariablen @ erhilt man durch Erzeugung einer gleichverteilten Zufallszahl
y € [0,1] und die Transformation ¢ = F; *(y) = arccos(l — 2y). Hierbei ist Fy = (1 — cos)/2 die

Verteilungsfunktion von 6.
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wird dabei haufig der Anisotropiefaktor

EY —EY
, = —max — Zmin (4.15)
L

verwendet, wobei n die Anzahl der Koérner ist. EFE und EEE sind der maximale bzw.

minimale E-Modul des Einkristalls (siche (2.14) und Anhang A). Die Gréfen EY_ und

EY.. sind die entsprechenden Werte der Voigt’schen Niherung (C) iiber das Volumen-
element. Der Bezug auf die Extremwerte des Einkristalls in (4.15) stellt sicher, dass der
Anisotropiefaktor nicht von der Steifigkeit des Einkristalls abhéngt. Fiir den Einkristall

ist A; = 1, fiir den (exakt) isotropen Polykristall gilt A, — 0. Analog zu (4.15) kann
der Anisotropiefaktor auch iiber die Reuss’sche Naherung (D) definiert werden.

Da die Euler-Winkel Zufallsgrofien darstellen, ist auch A,, eine Zufallsvariable. Abbildung
4.9 zeigt den Erwartungswert E[A,] und die 5% und 95 % Quantile der Verteilung von
A, in Abhéngigkeit von n. Diese wurden durch numerische Simulation von je 10000 Rea-
lisierungen der isotropen Orientierungsverteilung fiir Werte von n zwischen 5 und 10000
berechnet. Es wurden die Einkristallparameter von Bariumtitanat aus Tabelle 2.1 ver-
wendet. Beispielsweise gilt E[A4] = 0.22, d.h. die Differenz zwischen dem groften und
kleinsten E-Modul in einem Volumenelement mit 40 Koérnern betrégt durchschnittlich
22 % der entsprechenden Differenz im Einkristall. Um tatsachlich ein annédhernd isotropes
Materialverhalten beschreiben zu kénnen, benétigt man demnach eine gréfkere Anzahl von

Kornern.

Der lineare Verlauf in der doppeltlogarithmischen Darstellung von Abbildung 4.9 lasst auf
ein Potenzgesetz zwischen n und dem mittleren Anisotropiefaktor E[A,] schliefen. Fiir

n Z 15 ergibt sich in sehr guter Néherung
ElA.] = — (4.16)

mit ¢ & 1.4. Bei einer Vervierfachung der Anzahl der Koérner halbiert sich demnach der
zu erwartende Anisotropiefaktor. Dies ist ein wichtiges Ergebnis zur Bestimmung der
notwendigen Grofe eines Volumenelements. Fiir andere Einkristalle ist zu erwarten, dass
Gleichung (4.16) ebenfalls erfiillt ist, ¢ jedoch einen anderen Wert annimmt. In diesem Fall
kann durch die Bestimmung von E [A4,,] fiir ein festes n > 15 die mittlere Anisotropie fiir ein
beliebiges n abgeschétzt werden. Aus den Quantilen in Abbildung 4.9 kann etwa abgelesen
werden, dass 5% aller Volumenelemente mit 100 Kornern einen Anisotropiefaktor Ao >
0.2 besitzen. Wird also lediglich eine Realisierung eines Volumenelements betrachtet, kann

sich eine weitaus grokere Anisotropie als nach Gleichung (4.16) ergeben.
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Abbildung 4.9: Erwartungswert sowie 5% und 95 % Quantile der Verteilung des Anisotropie-
faktors A, in Abhangigkeit von der Anzahl der Kérner n.

Zur Vermeidung einer zu hohen Anisotropie kann wie gesehen die Anzahl der Kérner n
erhoht werden. Dies ist jedoch je nach zur Verfiigung stehender Rechnerkapazitat nur
beschrankt moglich. Eine naheliegende Alternative besteht darin, gezielt unter mehreren
Realisierungen diejenige mit minimalem A,, auszuwéhlen. In der Literatur wurden in der
Vergangenheit Verfahren vorgeschlagen, bei denen die Kristallorientierungen nicht Zu-
fallsvariablen sind, sondern fest vorgegeben werden. Motivation hierfiir ist, fiir ein kleines
n eine moglichst isotrope Orientierungsverteilung zu erzeugen. Bei der in [31] beschriebe-
nen Methode wird der Euler-Raum gleichméfig diskretisiert. Je nach Kristallsymmetrie
geniigt die Diskretisierung nur eines Teiles des Euler-Raums. Bei der Kugelteilungsstra-
tegie [64] wird die Einheitskugel in n gleich grofe Flachen aufgeteilt, deren Schwerpunkte
in etwa gleich grofse Abstédnde besitzen. Diese Schwerpunkte sind gerade die Durchstof-
punkte der n kristallographischen Achsen. A, kann auch iterativ minimiert werden [48].
Ausgehend von einer beliebigen Orientierung wird die i-te Orientierung (¢ = 2,... ,n)

derart gewadhlt, dass A; minimal wird.

Ein Nachteil dieser Verfahren besteht in dem physikalisch unbegriindeten Verlust der Un-
abhangigkeit der Orientierungen. Insbesondere kénnen bei der Diskretisierung des Euler-
Raumes und der Kugelteilungsstrategie keine nur sehr wenig voneinander abweichenden
Orientierungen auftreten. Aus diesem Grund werden diese Verfahren innerhalb dieser Ar-
beit nicht verwendet und die Orientierungen als unabhéngige Zufallsvariablen beschrieben.
Eine hohe Anisotropie wird zum einen durch die Betrachtung von mehreren Realisierun-
gen im Rahmen der Gebietszerlegung und der stochastischen Mikromechanik vermieden.

Eine zusatzliche Verringerung der Anisotropie ergibt sich durch die Isotropisierung von
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C” bei der Berechnung effektiver isotroper Materialparameter (siehe Gleichung (3.76)).

4.3 Modellierung der Polarisationsrichtung

Im letzten Abschnitt wurde die Verteilung der Kristallorientierungen fiir eine makrosko-
pisch isotrope Piezokeramik beschrieben. Wie in Kapitel 2 dargestellt fithren Umklapppro-
zesse nach einer hinreichend grofen elektrischen oder mechanischen Belastung zu einer
anisotropen Verteilung der spontanen Polarisation. Im Folgenden soll die Orientierungs-
verteilung fiir derartige Zustdnde beschrieben werden. Dabei werden als Belastungsfille
eine einachsige, rein elektrische Belastung sowie eine einachsige, rein mechanische Bela-

stung mit Zug und Druck einer zundchst isotropen Piezokeramik betrachtet.

4.3.1 Elektrische Belastung

Ausgangspunkt der Modellierung ist das in Gleichung (2.18) beschriebene Umklappkrite-

E(z) - AP%(z) + o(z): Aef(z) > U, . (4.17)

Die Belastung ist gegeben durch ein einachsiges duferes elektrisches Feld E® ohne dufere
Spannung, d.h. ° = 0. Unter der Annahme eines homogenen elektrischen Feldes und

homogener Spannungen vereinfacht sich Gleichung (4.17) zu
E°. AP°>1U. . (4.18)

Die Schwankungen der lokalen Felder E(x) und o(2) innerhalb der Kérner werden dabei
vernachlassigt. Dies stellt einen Ansatz nach Reuss dar (vgl. Abschnitt 3.6.2), der nur eine
sehr grobe Naherung ist [40], die weitere Modellierung jedoch wesentlich vereinfacht. Die
Wechselwirkung mit benachbarten Koérnern, welche das Umklappen im Allgemeinen er-
schwert, wird nicht beriicksichtigt, sondern lediglich die Wechselwirkungsenergie zwischen
den spontanen Feldern und den duferen Belastungen. Dies fithrt dazu, dass diejenigen Do-
ménen, die am ungiinstigsten zur Belastungsrichtung orientiert sind, unabhéngig von ihrer

Umgebung zuerst umklappen.

Wir betrachten ein eindoméniges Korn, dessen kristallographische Orientierung durch die
Euler-Winkel ¢, 6§ und ¢ beschrieben ist. Die Richtung der spontanen Polarisation ist die
lokale 4-Achse. Das Umklappen des Korns hiangt nach Gleichung (4.18) lediglich von der
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Starke des elektrischen Feldes und dem Winkel zwischen der spontanen Polarisation und
der Feldrichtung ab. Wenn die globale ®s3-Achse als Richtung von E® gewihlt wird, ist
dieser Winkel gerade der Euler-Winkel . Analog zur Vorgehensweise in MICHELITSCH &
KREHER [61] kann ein kritischer Orientierungswinkel 05 eingefiihrt werden. Damit kann

X
pS  pS 43 TEO

PS

Abbildung 4.10: Kegel der méglichen Richtungen der spontanen Polarisation nach Umklappen

unter elektrischer Belastung.

das Umklappkriterium (4.18) in der Form
0> 0p(U., E°) (4.19)

geschrieben werden. Die spontane Polarisation liegt dann in einem Kegel mit Winkel 5
um die Polarisationsrichtung (siehe Abbildung 4.10). Die Abhdngigkeit des Parameters
von E° und U. wird im Weiteren nicht betrachtet [61]. Wir interpretieren 65 vielmehr als
einen vorgegebenen Parameter, der ein Mak fiir die Ausrichtung der Doménen darstellt.
Basierend auf Experimenten schitzten JAFFE ET AL. [42], dass in einer Bariumtitanat-
Keramik bei einem sehr starken elektrischen Feld zwar alle 180°-Umklappvorgéange, jedoch

nur etwa 12 % der moglichen 90°-Umklappvorgénge tatsachlich stattfinden.

Ausgehend von diesem Modell machten RODEL & KREHER [76] die Annahme einer

Gleichverteilung von @ im Intervall [0,0g]. Daraus ergibt sich die Orientierungsvertei-

lungsdichte
sl i 0< 0 < 0
0,¢) = T Uzeosln) - - 4.20
Ip(¥,9,9) { 0 fir Op<0<n (4.20)
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PERTSEV ET AL. [73] nehmen zunéchst ein vollstandiges 180°-Umklappen und dann erst
90°-Umklappen an. Dies fithrt fiir g > #/2 zu einer anderen Orientierungsverteilungs-
dichte. Erst kiirzlich wurde von L1 [53] fiir  die Annahme einer Normalverteilung getrof-
fen. Der Erwartungswert ist dabei 0 und die Varianz ein Parameter, der den Grad der
Ausrichtung an das elektrische Feld beschreibt.

Diese Ansétze vernachlédssigen jedoch die tetragonale Kristallsymmetrie von Bariumtita-
nat. Die moglichen Richtungen der spontanen Polarisation nach dem Umklappen sind
namlich durch die Lage der anderen Kristallachsen festgelegt. So wird etwa der vollstén-
dig gepolte Zustand nicht richtig beschrieben, da der Grenzfall 8z = 0 in Gleichung (4.20)
einen Finkristall darstellt. Aus diesem Grund wird in dieser Arbeit ein anderer Ansatz
verfolgt. Ausgangspunkt ist eine isotrope Verteilung der Kristallachsen, die mit der iso-
tropen Orientierungsverteilungsdichte fy in (4.14) beschrieben wird. Zusédtzlich wird die

Polungsrichtungsfunktion

verwendet. Sie gibt die Richtung der spontanen Polarisation eines Korns mit den Euler-
Winkeln ¢, § und ¢ an (siehe Abbildung 4.7). Dies ist entweder die positive oder die
negative -, &,- oder x4-Achse des Kristalls. Die Bedeutung der Werte von p im Hinblick

auf das Umklappen sind in Tabelle 4.3 angegeben.
Fiir eine einachsige, rein elektrische Belastung hat pg die Form

+1 fir >0 und cosa = +sinysind
+2 fir 0 >0 und cosa = Fcosysinf

0,¢) = 4.22
re(t,0,9) 3 fuir < 8r oder cosa = cosf ( )
-3 fur >0 und cosa = —cosb
mit 7/4 < 0 < 7. Hierbei ist
a(v,0,¢) = arccos(max(| cos 4|, | sinep sin 6, | cos 1 sin 6])) (4.23)

der kleinste Winkel zwischen der globalen #3-Achse und den drei lokalen Achsen des
Korns. Die Winkel in Gleichung (4.22) ergeben sich aus der dritten Spalte des Transfor-
mationstensors Q(#, 6, ¢) in Gleichung (4.12).

Es ist ersichtlich, dass Umklappen (pg # 3) nur fiir § > 0 erfolgen kann. In diesem
Fall klappt die spontane Polarisation in die Richtung um, fiir welche die linke Seite des
Umklappkriteriums (4.18) am groften wird. Das ist die kristallographische Achse mit dem
kleinsten Winkel zum elektrischen Feld, beschrieben durch «. Dies stellt eine groktmogli-

che Ausrichtung an die Polungsrichtung dar. Tabelle 4.3 zeigt ausgehend vom ungepolten
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Bedeut
g kei eueu|(|ung O Anfang Ende
ein Umklappen 180°-Umklappen T 7 — arccos(1/+/3)
-3 180°-Umklappen
90°-Umklappen | 37/4 m/4
+1,4+2 | 90°-Umklappen

Tabelle 4.3: a) Bedeutung der Polungsrichtungsfunktion p. b) Bereiche von 180°- und 90°-
Umklappen bei elektrischer Polung

Zustand 0 = 7 die Bereiche von 0, in denen 180°- und 90°-Umklappen auftreten kann.
Es gibt einen kleinen Uberlappungsbereich, 0.6967 < 0z < 0.757, in dem 180°-Umklappen

noch nicht abgeschlossen ist und 90°-Umklappen bereits einsetzt.

Die Transformation der lokalen Materialtensoren €', &’ und d' nach dem Umklappen
vom lokalen Koordinatensystem K’ in das globale Koordinatensystem K erfolgt in zwei
Schritten. Zusatzlich zur Rotation um die Euler-Winkel, beschrieben in Gleichung (4.11),
wird eine Achsentransformation durchgefiihrt, die durch die Polungsrichtungsfunktion p

beschrieben wird. Mit den Tensoren

0 0 +1 1 0 0 1 0 0
Z)= 0o 1 0o |,2z=2=|0 0o =+1 |, Z2=3)=|0 £1 0
T1 0 0 0 F1 0 0 0 =1

(4.24)

kénnen die Transformationstensoren T' gebildet werden:

Damit kann etwa der lokale Steifigkeitstensor C' transformiert werden durch

!

Cijm = 13,715, Ty, T, C

mmnop

4.3.2 Mechanische Belastung

Eine Orientierungsverteilung nach ferroelastischen Umklappprozessen bei einer mechani-
schen Depolarisierung wurde von MICHELITSCH & KREHER [61] aufgestellt. Wir gehen
jedoch vom isotropen Zustand aus und beschreiben einachsige, mechanische Zug- und
Druckbelastung. Die Belastung erfolgt in z3-Richtung mit a® ohne duReres elektrisches
Feld, d.h. E° = 0. Analog zur Vorgehensweise bei elektrischer Belastung hat das Um-
klappkriterium (4.17) mit dem Ansatz von Reuss die Form

o’ A > U, . (4.27)
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Einachsiger Zug: FEsist o3, > 0. Je kleiner der Wert €4, desto eher wird das Kriterium
(4.27) erfiillt. Umklappen kann also dann erfolgen, wenn die spontane Polarisation mog-
lichst senkrecht zur Belastungsachse ausgerichtet ist, d.h. wenn der Winkel 6 mdoglichst
nahe an «/2 liegt (siche Abbildung 4.11a). Mit dem kritischen Orientierungswinkel 0

kann dies geschrieben werden als
0 <0<m—-07 |, (4.28)

wobei 7/4 < 0, < 7/2 ist. Ist Gleichung (4.28) erfiillt, dann klappt die spontane Polari-
sation zu der kristallographischen Achse mit minimalem Winkel zur Belastungsachse um.

Die Polungsrichtungsfunktion ist hierfiir

+1 fiir |[§—7/2|<7/2—-0z und cosa = |sinysind|
pz(¥,0,¢0) =< 2 fir |§ —7/2|<7/2—-0; und cosa = |cosisinb)|
3 fir |0 —7/2|>x/2—0; oder cosa = |cosd|
(4.29)

mit dem Winkel o aus Gleichung (4.23). Die zwei entgegengesetzten Richtungen die-
ser Achse sind energetisch gleichwertig. Das bedeutet, es gibt jeweils zwei Moglichkeiten
fiir die neue Richtung der spontanen Polarisation. Dies veranschaulichen die zwei gegen-
iiberliegenden Kegel um die &3;-Achse in Abbildung 4.11a. Aus diesem Grund ist py in
Gleichung (4.29) keine deterministische Funktion. Es ist sinnvoll zu fordern, dass beide

Richtungen gleich wahrscheinlich sind:
P(])Z = 1) = P(pZ = —1) 3 P(pz = 2) = P(pZ = —2) . (430)

Aus Gleichung (4.29) ist ersichtlich, dass 180°-Umklappen, p = —3, bei einer Zugbelastung

nicht moglich ist.

Kleine Winkel 8, d.h. starke Ausrichtungen, kénnen experimentell nicht beobachtet wer-
den. Die Piezokeramiken versagen aufgrund ihrer im Allgemeinen geringen Zugfestigkeit
bereits weit vor dem Erreichen des Sattigungszustandes [25]. In diesem Sinne ist der voll-

stdndig ausgerichtete Zustand lediglich eine Modellvorstellung.

Einachsiger Druck: Es ist 09, < 0. Je grofer der Wert ¢}, desto eher wird das Krite-
rium (4.27) erfiillt. Umklappen kann also dann erfolgen, wenn die spontane Polarisation
moglichst nahe zur Belastungsachse ausgerichtet ist, d.h. wenn der Winkel § moglichst
nahe an 0 oder an 7 liegt (siehe Abbildung 4.11b). Mit dem kritischen Orientierungswinkel

fp kann dies geschrieben werden als

< 0p oder 0>7—0p |, (4.31)

75



P Pt A3
" To
\
-

Abbildung 4.11: Lage der spontanen Polarisation nach Umklappen unter a) Zugbelastung und
b) Druckbelastung.

wobei 0 < 0p < 7/2 ist. Falls (4.31) erfiillt ist, klappt die spontane Polarisation zu der
kristallographischen Achse, welche den maximalen Winkel zur Belastungsachse einnimmt,
also moglichst senkrecht zur Richtung der Druckbelastung. Die Polungsrichtungsfunktion

kann in diesem Fall in der Form
+1 fir |7/2—-0]>x/2—0p und cosf = |sintysind|
pp(,0,0) =4 +2 fiir |7/2—0|>7/2—0p und cosf = |costsinb)|
3 fir |#/2—-0|<w/2—0p oder cosf=]cosd|
(4.32)

geschrieben werden. Hierbei ist
B(1, 0, ¢) = arccos(min(] cos |, | sin ¢ sin 6|, | cos ¢ sin §])) (4.33)

der grofite Winkel zwischen der globalen @3-Achse und den drei lokalen Achsen des Korns.

Liegt die spontane Polarisation innerhalb der zwei gegeniiberliegenden Kegel mit Off-
nungswinkel p (siehe Abbildung 4.11b) und befindet sich eine der anderen beiden kri-
stallographischen Achsen aufserhalb dieses Doppelkegels, dann erfolgt Umklappen. Mit
zunehmendem Winkel fp nimmt der Ausrichtungsgrad im Unterschied zur Zug- und elek-
trischen Belastung zu. Fiir kleine Werte von 0p liegt die spontane Polarisation nach Um-
klappen stets aufterhalb des Doppelkegels. Fiir grofe Werte (6p > arccos(1/v/3)) kann sie
sich, je nach Lage der anderen beiden Achsen, sowohl innerhalb als auch aufierhalb des

Doppelkegels befinden.
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Die Polungsrichtungsfunktion pp muss genau wie pz stochastisch sein. Auch in diesem
Fall sind die gegeniiberliegenden Richtungen energetisch gleichwertig. Deshalb wird eine
Bedingung analog zu Gleichung (4.30) gefordert.

4.3.3 Remanente Dehnung und remanente Polarisation

In diesem Abschnitt werden die remanente Polarisation P und die remanente Dehnung
€ des Polykristalls nach elektrischer Polung und nach Zug- und Druckbelastung berech-
net. Dazu muss der Erwartungswert der spontanen Polarisation iiber alle Orientierungen
der Kristallite im jeweiligen Zustand bestimmt werden. Allgemein ist fiir eine gegebe-

ne Orientierungsverteilungsdichte f der Mittelwert (X') einer beliebigen tensorwertigen

Groke X (v0,0. ¢) gegeben durch

2r ™ 27w

x) = [ [ [xwo.0swo0dsd0an . (134)

Dies stellt die einfachste Moglichkeit dar, effektive remanente Gréfen zu bestimmen, und
entspricht einer Voigt’schen N&herung. Mit komplizierteren Ansidtzen kénnen auch Korn-

wechselwirkungen in einer Selbstkonsistenten Naherung beriicksichtigt werden [86], [76].

Fiir die Orientierungsverteilungsdichte fp in Gleichung (4.20) erhélt man mit Gleichung
(4.34) die remanente Polarisation bzw. Dehnung®

1 0 1
' * ) el = §6S cosfp (1 + cosbp) . (4.35)

Fiir die in den vorangegangenen Abschnitten aufgestellten Polarisationsmodelle ist eine
analytische Berechnung in geschlossener Form nicht méglich, da die Darstellung nicht
mit einer Orientierungsverteilungsdichte, sondern in Form einer Polungsrichtungsfunkti-
on erfolgte. Deshalb wurde eine numerische Simulation mit 100000 Realisierungen der
isotropen Orientierungsverteilung durchgefiihrt. Fiir jede Realisierung wurde durch Aus-
werten der Polungsrichtungsfunktion der Polungszustand mit abnehmendem kritischen
Polungswinkel ermittelt und die remanenten Grofen bestimmt. Die elektromechanischen

Materialparameter und die Geometrie der Korner gehen nicht in die Rechnung ein.

3Der Mittelwert der spontanen Polarisation <PS) bzw. spontanen Dehnung (e®) iiber die Orientie-
rungen der Kérner entspricht gerade der remanenten Polarisation P% bzw. remanenten Dehnung e des
Polykristalls.
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Abbildung 4.12: a) Remanente Polarisation und b) remanente Dehnung bezogen auf die Ein-
kristallwerte bei elektrischer Belastung in Abhangigkeit vom Winkel 6.

Elektrische Belastung: Wir betrachten die Polungsrichtungsfunktion pg in (4.22).
Abbildung 4.12a zeigt die remanente Polarisation P in Richtung des elektrischen Feldes
und P senkrecht zu dieser Richtung in Abhiéngigkeit vom kritischen Winkel f5. In Ab-
bildung 4.12b sind die entsprechenden Komponenten der remanenten Dehnung, ¢, und

R
€14, zu sehen.

fr = m beschreibt den isotropen Zustand ohne remanente Polarisation und remanen-
te Dehnung. Fiir abnehmendes g wéchst zundchst nur die remanente Polarisation in
Polungsrichtung. Da fiir g > 37 /4 nur 180°-Umklappen moglich ist, dndert sich in die-
sem Bereich die remanente Dehnung nicht. Eine Auswirkung ist erst bemerkbar, wenn
90°-Umklappen auftritt. Die Beziehung ey = —2¢ gilt stets, da der Umklappvorgang
unter Volumenkonstanz ablauft [41]. Fiir den vollstandig ausgerichteten Fall (05 = 7/4)
stimmt die remanente Polarisation und die remanente Dehnung mit den analytischen Fr-
gebnissen der Sattigungspolarisation (2.2) bzw. Séttigungsdehnung (2.3) fiir tetragonale

Kristallsymmetrie tiberein.

Mechanische Belastung: Fiir die mechanische Zug- und Druckbelastung, gegeben
durch die Polungsrichtungsfunktionen pp und pz, entsteht wegen der Bedingung (4.30)
keine remanente Polarisation. Die remanenten Dehnungen sind in Abbildung 4.13 ange-

geben.

Fiir Zugbelastung stellt sich derselbe Maximalwert &, ~ 0.552¢° wie fiir elektrische Po-
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Abbildung 4.13: Remanente Dehnung bezogen auf die Einkristallwerte bei a) Zugbelastung
und bei b) Druckbelastung in Abhangigkeit vom Winkel 6, bzw. 6),.

lung ein. Unter Druckbelastung beobachtet man dagegen eine negative remanente Deh-
nung in Belastungsrichtung mit dem minimalen Wert &, ~ —0.4035¢°. Die remanente

Dehnung ist demnach fiir Druckbelastung kleiner als fiir Zugbelastung, da weniger Do-

~
~

méanen umklappen. Dies ist auch eine Ursache des experimentell gemessenen, unsymmetri-
schen Deformationsverhaltens von Piezokeramiken [26]. Im Vergleich zu dem theoretischen
Verhalten eines Vieldoméanenkristalls (2 = ¢® bzw. e} = —0.5¢%) ist dieser Unterschied

jedoch fiir einen Polykristall mit zufélligen Kristallorientierungen deutlich geringer.

Vergleicht man bei Druckbelastung zwei groke kritische Winkel 62, > 0}, so ist die An-
derung der remanenten Dehnung nur sehr gering. Bei einem Umklappvorgang, der erst
bei 67,, jedoch noch nicht bei 0}, einsetzt, muss die spontane Polarisation einen Winkel 8
nahezu senkrecht zur Belastungsrichtung mit 7/2 — 07, < |r/2 — 0] < 7/2 — 6}, einneh-
men. Zusétzlich muss eine weitere kristallographische Achse einen Winkel kleiner |§ — 7 /2|
zur x1-ro-Ebene besitzen. Es treten demnach nur noch wenige Umklappvorgiange auf, bei

denen sich zudem die spontane Dehnung in x3-Richtung kaum &ndert.
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Kapitel 5

Ergebnisse der

Finite-Elemente-Simulationen

In diesem Kapitel werden Ergebnisse der numerischen Simulation von stochastischen re-
prasentativen Volumenelementen vorgestellt. Zunéchst soll die dabei verwendete Vorge-

hensweise zusammenfassend dargestellt werden. Es sind folgende Schritte durchzufiihren:

e Erzeugung einer Realisierung eines Voronoi-Mosaiks (siehe Abschnitt 4.1.1),

e Frzeugung einer Realisierung einer isotropen Orientierungsverteilung der kristallo-
graphischen Achsen fiir die Kornstruktur (sieche Abschnitt 4.2),

e Bestimmung der Polarisationsrichtung der einzelnen Kérner (siehe Abschnitt 4.3),

o Diskretisierung der Korngeometrie mit dem auf der Makrosprache PCL des Pre-
Prozessors PATRAN [16] basierenden Vernetzungsalgorithmus (siehe Abschnitt
4.1.4),

e Vorgabe von neun bzw. fiinf geeigneten Randbedingungen fiir ein 3D- bzw. 2D-
Volumenelement. Im rein elastischen Fall Vorgabe von sechs bzw. drei Randbedin-

gungen (siehe Abschnitte 3.3 und 3.5.2),

o Losung des Randwertproblems mit dem kommerziellen Finite-Elemente-Programm

ABAQUS [34],

e Berechnung der Volumenmittelwerte der lokalen mechanischen und elektrischen Fel-
der. Dies geschieht durch eine Mittelung der FE-Ergebnisse von den Integrations-
punkten auf den Elementschwerpunkt (innerhalb von ABAQUS) und anschliekender

gewichteter Aufsummierung iiber alle Elemente,
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e Berechnung der effektiven elastischen, dielektrischen und piezoelektrischen Tenso-
ren durch Losen des Gleichungssystems (3.75) fiir ein 2D- bzw. (3.3) fiir ein 3D-

Volumenelement,

e Berechnung der effektiven isotropen oder transversal isotropen Materialparameter

(siehe Abschnitt 3.8).

Diese Vorgehensweise kann fiir mehrere Realisierungen des stochastischen repréasentati-
ven Volumenelements mit geeigneter anschliefender Mittelung durchgefiihrt werden. Zwei
verschiedene Interpretationen sind dabei moglich: Zum einen kann im Rahmen der sto-
chastischen Mikromechanik der Erwartungswert der mittleren lokalen Felder fiir mehrere
Realisierungen genauer bestimmt werden (siehe Abschnitt 3.4). Zum anderen kénnen die
Realisierungen im Rahmen der Gebietszerlegung als Teilgebiete eines Gesamtgebietes auf-
gefasst werden (siehe Abschnitt 3.6.4). Dies liefert in beiden Féllen genauere Ergebnisse

fir die effektiven Materialtensoren.

Im folgenden ersten Abschnitt werden zunachst die lokalen mechanischen und elektrischen
Felder im Volumenelement untersucht. Der zweite Abschnitt beschéftigt sich mit den
effektiven (makroskopischen) Eigenschaften des Volumenelements fiir den rein elastischen
Fall. Dabei werden grundlegende Aspekte der mikromechanischen Modellierung diskutiert
und verifiziert. Diese werden fiir den dritten Abschnitt bendtigt, in dem das effektive

piezoelektrische Materialverhalten untersucht wird.

5.1 Lokale Felder auf der Mikroebene

Die Volumenmittelwerte der lokalen Felder definieren das effektive Materialverhalten. In
dieser Hinsicht stellen die Untersuchungen dieses Abschnitts die Grundlage fiir das we-

sentliche Ziel dieser Arbeit, die Bestimmung der effektiven Materialparameter, dar.

Im Gegensatz zu klassischen mikromechanischen Modellen werden mit der in dieser Ar-
beit gewdhlten Modellierung des stochastischen Volumenelements die lokalen Felder auf
der Mikroebene vollstandig berechnet. Daraus kénnen zusétzlich Aussagen iiber die Lo-
kalisation der mechanischen und elektrischen Felder gewonnen werden. Diese sind wichtig
fiir die Auslegung von Bauteilen [27] und zur Modellierung z.B. von Mikrorissentstehung
und Einsetzen von Doménenumklappen. Ein weiteres Ziel dieses Abschnitts ist demnach

die Untersuchung dieser Lokalisation.
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Abbildung 5.1: Lokales Spannungsfeld o1 () (in Pa) auf der Mikroebene fiir 80 Kérner bei
Spannungsrandbedingungen mit o), = 100 MPa.

5.1.1 Spannungsfelder bei reiner Elastizitat

Abbildung 5.1 zeigt das lokale Spannungsfeld oq1(2) in einem représentativen Volumen-
element mit 80 Koérnern. Es wurde der ebene Dehnungszustand gewdhlt und Spannungs-
randbedingungen in z;-Richtung mit ¢, = 100 MPa aufgebracht. Es ist eine deutliche
Spannungsfluktuation zu erkennen mit maximalem Wert 402 MPa und minimalem Wert
136 MPa. Der Grund hierfiir liegt in den unterschiedlichen kristallographischen Orien-
tierungen der Kérner. Aufgrund des unstetigen Materialiibergangs an den Korngrenzen
ergeben sich in diesem Bereich tendenziell héhere Spannungsgradienten als innerhalb der
Kérner. Lokale Spannungsmaxima und -minima treten haufig an den Eckpunkten der

Korner auf.

Fiir eine genauere Untersuchung der lokal fluktuierenden Spannung muss deren statistische
Verteilung im Rahmen der stochastischen Mikromechanik betrachtet werden. Wir nehmen

an, dass die statistische Verteilung von o(2) unabhéngig vom Punkt @ € V ist.

Die Verteilungsdichten der Spannung oq; sind in Abbildung 5.2a fiir Verschiebungs-
randbedingungen, ¢}, = 0.001, und in Abbildung 5.2b fiir Spannungsrandbedingungen,

0¥, = 100 MPa, aufgetragen. Sie wurden durch numerische Simulation von 50 Realisie-
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Abbildung 5.2: Verteilungsdichte der Spannung o4, fiir den ebenen Dehnungszustand (EDZ),
fiir den ebenen Spannungszustand (ESZ) und fiir das dreidimensionale Modell.
a) fiir Verschiebungsrandbedingung €}, = 0.001 und b) fiir Spannungsrandbe-
dingungen o, = 100 MPa.

rungen der Orientierungen der kristallographischen Achsen berechnet. Das ebene Modell
besteht aus 500 Kérnern und wurde mit 18000 Elementen diskretisiert, das dreidimensio-
nale Modell aus 4096 Koérnern mit je 8 Elementen pro Korn. Die Spannungen innerhalb
der Elemente wurden auf den jeweiligen Schwerpunkt gemittelt, die mittleren Element-

spannungen wurden anschliefend in 200 Klassen unterteilt.

Fiir Verschiebungsrandbedingungen liefert der ebene Spannungszustand deutlich gerin-
gere Spannungen als der ebene Dehnungszustand und das 3D-Modell. Ein Vergleich der
Streuung ist wegen der unterschiedlichen mittleren Spannungen in diesem Fall schwierig.
Bei Spannungsrandbedingungen ist der Mittelwert der Spannungen entsprechend dem
Average Stress Theorem (3.8) gleich der am Rand des Volumenelements aufgebrachten
Spannung, (oq11) = 100 MPa. Lokal treten jedoch Spannungen zwischen etwa 50 MPa und
150 MPa auf. Weiterhin ist ersichtlich, dass die Streuung der Spannung fiir das 3D-Modell
am grofiten ist. Die Unterschiede der verschiedenen Modelle werden spéter im Hinblick

auf die effektiven Eigenschaften diskutiert.

Zur besseren Charakterisierung der statistischen Verteilung der Spannungen sind in Ta-
belle 5.1 der Erwartungswert und die Standardabweichung komponentenweise angegeben.
Die Standardabweichung ist ein Mak fiir die Lokalisation bei einer realen Mikrostruktur
im Vergleich zu einem homogenisierten Material. Man erkennt, dass sie von den Randbe-

dingungen sowie von der Art des Modells (ebener Dehnungszustand, ebener Spannungs-
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Modell Verschiebungs- Spannungs-
randbedingungen | randbedingungen
EDZ | 011 [MPa 254+ 21.4 100+ 10.4
099 |[MPal 143+ 15.3 0£8.0
o12 [MPal 04+10.2 0£4.8
ESZ | 011 [MPa] 159 £ 18.6 100£11.9
022 [MPal 58.9+12.5 0£8.1
o12 |[MPal 0£38.9 0£5.5
3D | 011 [MPa 255+ 24.7 100 £ 13.7
099 |[MPal 1454+ 12.1 0£8.2
o33 |[MPal 1454+ 12.1 0£8.2
o1z [MPa] 0+11.9 0£58
o13 |[MPal 0+11.9 0£58
093 |[MPal 04+5.9 0£4.38

Tabelle 5.1: Erwartungswert und Standardabweichung der lokalen Spannung in einem Vo-
lumenelement mit 1000 Kornern (2D) bzw. 1728 Kornern (3D) fiir Verschie-
bungsrandbedingungen mit ¢}, = 0.001 und fiir Spannungsrandbedingungen mit
9, = 100 MPa.

zustand, 3D-Modell) abhéngt. Sie ist am grokten fiir die Spannungskomponente oy in

Belastungsrichtung und am kleinsten fiir die Schubspannungen.

Als Alternative zum Poisson-Voronoi-Mosaik wurden in Abschnitt 4.1.1 Cluster- und
Hardcore-Voronoi-Mosaike vorgestellt. Zum Vergleich dieser Geometrien wurden die bei-
den Mosaike mit 99 Koérnern aus Abbildung 4.2 untersucht. Wie aus Tabelle 5.2 zu ent-
nehmen ist, stimmen die Mittelwerte und die Streuungen der lokalen Felder in beiden
Fallen annédhernd mit denen des Poisson-Voronoi-Mosaiks iiberein. Die mogliche Vermu-
tung, dass die deutlich héhere Streuung der Kornflichen beim Cluster-Voronoi-Mosaik
auch zu einer hoheren Streuung der Spannungsfelder fithrt, bestétigt sich also nicht. Dar-
aus kann man schliefen, dass unterschiedliche, homogene und isotrope Korngeometrien

nur einen geringen Einfluss auf die Verteilungsdichte der lokalen Felder haben.

Einfluss von Randeffekten
Dieser Abschnitt behandelt eine lediglich fiir die Modellierung interessante Fragestellung:
Kann bei der Untersuchung der lokalen Felder das ganze Volumenelement herangezo-

gen werden oder sollte ein bestimmter Randbereich ausgeschlossen werden? Wie schon
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Modell Cluster Hardcore Poisson
o11 [MPal 256 + 23.6 255+ 22.1 2544+ 214
092 [MPal 144 £ 15.2 144 +15.0 143+ 15.3
o12 [MPal 0+11.5 0+10.9 0410.2

Tabelle 5.2: Erwartungswert und Standardabweichung der lokalen Spannung in einem Cluster-
und einem Hardcore-Voronoi-Mosaik mit 99 Kornern sowie einem Poisson-

Voronoi-Mosaik fiir Verschiebungsrandbedingungen mit €9, = 0.001.

in Abschnitt 3.4 angesprochen und im Einfluss der Randbedingungen erkennbar, treten
wegen der Endlichkeit des Volumenelements Randeffekte auf. Die Verteilung von o (&) ist

deshalb im Allgemeinen abhéngig von der Entfernung von @ € V zum Rand 9V

Um dies zu untersuchen wurde das Volumenelement V in einen inneren Bereich V; und
einen duferen Bereich V4 unterteilt. Die Unterteilung erfolgte analog zu Abbildung 4.3b,
wobei die Breite des duferen Streifens 10 % der Kantenlinge B des gesamten Volumenele-
ments betrug. Fiir Mosaike mit 100 und 1000 Kérnern wurde die statistische Verteilung
von o (z) fiir & € V7 und fiir & € V4 getrennt untersucht (siche Tabelle 5.3). Zur besseren
Vergleichbarkeit der Randbedingungsarten erfolgte die Belastung durch einfache Sche-
rung! mit oy, = 100 MPa bzw. €J, = 0.0018, sodass fiir 1000 Kérner in beiden Fillen
(012) = 100 MPa gilt.

Anzahl der | Integrations- | Verschiebungs- Spannungs-
Kérner gebiet randbedingungen | randbedingungen

100 Vi 99.64 £+ 10.52 100.0 £9.19

Vi 100.95 £ 13.24 100.0 £6.94

1000 Vi 99.82 4+ 10.21 100.0 £ 10.06

Va 100.30 £ 11.37 100.0 £8.90

Tabelle 5.3: Erwartungswert und Standardabweichung der lokalen Spannung oy(@) unter
Schubbelastung im inneren Bereich V; und im auReren Bereich V, eines Volu-

menelements (in MPa).

Die mittlere Spannung ist im inneren und &duferen Bereich nahezu gleich, bei Verschie-

bungsrandbedingungen ergeben sich in Vy lediglich geringfiigig hohere Werte als in V.

'Bei Zugbelastung gibt es aufgrund der Querkontraktion zwei nicht verschwindende Spannungskom-
ponenten fiir Verschiebungsrandbedingungen, weshalb ein direkter Vergleich der Randbedingungsarten

nicht moglich ist.
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Bei 1000 Kérnern betragt die Standardabweichung im inneren Bereich V7 fiir beide Rand-
bedingungen jeweils ca. 10 MPa. Bei Betrachtung des ganzen Volumenelements V' und bei
Reduzierung der Anzahl an Koérnern stellt man eine deutliche Abweichung von diesem
Wert fest. Fiir Verschiebungsrandbedingungen ist die Streuung der Spannung gréfer, d.h.
die Spannungsfluktuationen werden iiberschétzt. Spannungsrandbedingungen fithren hin-
gegen bei nicht ausreichend grofen Modellen zu einer Unterschidtzung der Fluktuationen.
Es sollte demnach zur Untersuchung der Streuung des Spannungsfeldes ein innerer Bereich

eines hinreichend grofen Volumenelements betrachtet werden.

Folgende Erklarung ist méglich: Die Einschrankung der Verschiebungsfreiheitsgrade am
Rand verursacht dort geringfiigig hohere Spannungen und eine starkere Streuung. Die Vor-
gabe der Normalspannung am Rand fithrt dort wegen der Stetigkeit des Spannungsfeldes

nur zu geringeren Schwankungen.

5.1.2 Spannungsfelder und elektrische Felder bei Piezoelektrizi-
tat

Zur Untersuchung der elektromechanisch gekoppelten lokalen Felder bei linear piezoelek-
trischem Materialverhalten werden Verschiebungsrandbedingungen zusammen mit Poten-

zialrandbedingungen verwendet. Zunédchst betrachten wir den makroskopisch isotropen
Zustand.?

Abbildung 5.3 zeigt das lokale Spannungsfeld oy1(®) in einem Volumenelement mit 80
Kérnern unter einer rein elektrischen Belastung in z;-Richtung mit EY = 1000kV/m
und €® = 0. Durch die piezoelektrische Kopplung werden in den einzelnen Kérnern je
nach kristallographischer Orientierung Zug- oder Druckspannungen induziert. Die mittlere
Spannung ist jedoch wegen der makroskopischen Isotropie null. Im Vergleich zu Abbildung
5.1 ist die Fluktuation der Spannungen im Korninneren geringer und die lokalen Extrema

in den Eckpunkten sind weniger ausgepragt.

In Abbildung 5.4 ist die Komponente F; des elektrischen Feldes dargestellt. In der Nédhe
mehrerer Eckpunkte der Kérner sind lokale Maxima zu beobachten, mit Werten von Fjy,
die bis zu fiinfmal grofier als das mittlere elektrische Feld (£;) = 1000kV /m sind. Lokal
kann andererseits die Komponente des elektrischen Feldes in Richtung des angelegten

Feldes verschwinden oder sogar leicht negative Werte annehmen. Die Absolutwerte der

?Ls ist zu beachten, dass der Einfluss der spontanen Polarisation und Dehnung der einzelnen K&rner
auf die lokalen Felder nicht berticksichtigt wird (siehe Abschnitt 3.5.2).
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Abbildung 5.3: Spannung o; (in Pa) bei elektrischer Belastung, £{ = 1000kV/m.
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Abbildung 5.4: Elektrisches Feld F; (in V/m) bei elektrischer Belastung, £} = 1000kV/m.
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Abbildung 5.5: a) Verteilungsdichten des elektrischen Feldes unter a) elektrischer Belastung,
EY =1000kV/m und b) mechanischer Belastung, €9, = 0.001.

maximalen Abweichung vom Mittelwert sind fiir £ in positive und in negative Richtung
deutlich unterschiedlich.

Die Verteilungsdichten der Komponenten £ und F; des elektrischen Feldes in einem Vo-
lumenelement mit 1000 Koérnern sind in Abbildung 5.5a aufgetragen. Bei der numerischen
Simulation iiber 30 Realisierungen der Orientierungsverteilung wurde nur der innere Teil
des Volumenelements V; betrachtet. Es zeigt sich, dass die Streuung beider Komponen-
ten anndhernd gleich grof ist. Lokal konnen also auch elektrische Felder mit betragsmaé-
kig grofen Komponenten senkrecht zur Belastungsrichtung auftreten. Die Verteilung der

Komponente F, zeigt im Unterschied zu F; keine Asymmetrie.

Fiir eine rein mechanische Belastung in z;-Richtung mit ¢}, = 0.001 und E° = 0 sind
die Verteilungsdichten in Abbildung 5.5b zu sehen. Da der Polykristall makroskopisch
ungepolt ist, verschwindet der Mittelwert des elektrischen Feldes. Die Streuung beruht
auf dem piezoelektrischen Verhalten der einzelnen Kérner und ist in Belastungsrichtung

etwas grofier als senkrecht dazu.

Der Erwartungswert und die Standardabweichung der lokalen Felder fiir elektrische und
mechanische Belastung sind in Tabelle 5.4 aufgetragen. Ein Vergleich mit den rein ela-
stischen Ergebnissen in Tabelle 5.1 zeigt, dass die Berticksichtigung der piezoelektrischen
Kopplung nur einen minimalen Einfluss auf die Varianz der Spannung besitzt. In Belas-
tungsrichtung betragt die Streuung des elektrischen Feldes ca.35 %. Im Vergleich dazu

streut die Spannung in Belastungsrichtung bei dem rein elastischen Problem mit Span-
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elektrische | mechanische

Belastung Belastung
o11 |[MPal 0+6.5 262 £22.1
099 |[MPal 0+5.8 139+ 16.1
012 |[MPal 0+3.4 04+10.5
Ey [kV/m)] 1000 £ 347 0+£570
Ey [kV /m] 04316 04412

Tabelle 5.4: Erwartungswert und Standardabweichung der Spannung und des elektrischen Fel-

des in einem Volumenelement mit 1000 Kornern.

ungepolt
gepolt

Dichte [m/kV]

0 1000 2000
E, [kV/m]

3000

Abbildung 5.6: Verteilungsdichten von £ unter elektrischer Belastung fiir ungepolten und
vollstandig gepolten Zustand mit £ = 1000kV/m.

nungsrandbedingungen nur um ca. 10 %. Die lokalen Fluktuationen des elektrischen Feldes
sind demnach deutlich gréfer als die der Spannungen, wie bereits aus dem Vergleich der
Abbildungen 5.3 und 5.4 hervorgeht. Diese Unterschiede im elektrischen und mechani-
schen Verhalten lassen sich mit der héheren Anisotropie der Dielektrizitdat im Vergleich

zur Anisotropie der Elastizitdt bei Bariumtitanat-Einkristallen erklaren.

Zum Abschluss dieses Abschnitts wird kurz der Einfluss des Polungszustands auf die
Verteilung der lokalen Felder untersucht. Dazu wurde ein vollstandig elektrisch gepolter
Zustand betrachtet, der durch die Polungsrichtungsfunktion (4.22) mit g = 7/4 gege-
ben ist. Abbildung 5.6 stellt die Verteilungsdichten von E; im ungepolten und gepolten
Zustand gegeniiber. Die Belastung erfolgt rein elektrisch in Polungsrichtung. Hierbei be-

obachtet man eine Verringerung der Streuung des elektrischen Feldes. Dies kann folgen-
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dermafen erklart werden: Durch die Ausrichtung der Polarisationsrichtung im gepolten
Zustand sind die Materialtensoren der Korner ebenfalls ausgerichtet und weichen damit
weniger voneinander ab als im ungepolten Zustand. Diese geringere Streuung der lokalen

Materialeigenschaften fiithrt zu einer etwas geringeren Streuung der lokalen Felder.

5.2 Effektive Eigenschaften fiir rein elastisches Materi-
alverhalten

Bei rein linear elastischem Materialverhalten hiangen die effektiven Figenschaften lediglich

von folgenden materialspezifischen Grofen ab:

e clastische Materialparameter des Einkristalls,

o Geometrie der Kornstruktur (Art des Voronoi-Mosaiks).

Durch die stochastische Beschreibung des représentativen Volumenelements ergeben sich
fiir jede Realisierung unterschiedliche effektive Materialparameter. Deswegen kommen bei

Verwendung einer beschrankten Anzahl von Realisierungen als Einflussgréfen hinzu:

o Realisierung der Orientierungsverteilung der kristallographischen Achsen,

e Realisierung des Punktprozesses des Voronoi-Mosaiks.
Als Modellierungsgrofen gehen weiter ein:

o Art des Modells (ebener Dehnungszustand, ebener Spannungszustand, 3D-Modell),
o Grofe des Volumenelements (Anzahl der Korner),
e mechanische Randbedingungen,

e Diskretisierung.

In diesem Abschnitt wird die Bedeutung der einzelnen oben aufgefiihrten Einflussgrofen

auf die effektiven Eigenschaften untersucht.

Zunéchst eine Bemerkung zur Diskretisierung: Die numerischen Analysen haben gezeigt,

dass das Integral iiber die lokalen Felder weitgehend von der Feinheit der Diskretisierung
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unabhéngig ist. So geniigt zur Bestimmung der effektiven Eigenschaften bei der Diskre-
tisierung eines zweidimensionalen Voronoi-Mosaiks mit dem Algorithmus nach Abschnitt
4.1.4 die kleinstmdogliche Anzahl von Elementen, welche zur Vernetzung benétigt wird. Bei
dreidimensionalen quaderférmigen Koérnern geniigen acht Elemente pro Korn, um ausrei-
chend genaue Ergebnisse zu erzielen. Zur Untersuchung der lokalen Felder ist jedoch eine

feinere Vernetzung notig, insbesondere zur Bestimmung lokaler Spannungsmaxima.

5.2.1 FEinfluss der Volumenelementgréfse und der Orientierungs-

verteilung

Die Grofe des gewédhlten repriasentativen Volumenelements ist bei der Modellierung eines
Polykristalls durch die Anzahl an Kérnern im Volumenelement gegeben. Der Grofenein-
fluss ist folglich direkt mit dem Einfluss der Orientierungsverteilung der kristallographi-
schen Achsen der Korner verbunden. Es ist zu erwarten, dass die effektiven Eigenschaften,
die mit unterschiedlichen Realisierungen der Orientierungsverteilung berechnet werden,
mit zunehmender Anzahl der Kérner weniger voneinander abweichen. Deswegen miissen

diese beiden Einflussgrofien gemeinsam untersucht werden.

In den folgenden Abschnitten wird stets eine isotrope Orientierungsverteilung betrachtet.
Erst in Abschnitt 5.3.2 werden anisotrope Polungszustiande behandelt. Um den Einfluss
der Grofe des Volumenelements auf die effektive Materialantwort zu untersuchen, wurde
die Anzahl der Kérner n im Volumenelement von 5 bis 1000 variiert. Fiir jedes vorgegebene
n wurde eine Realisierung eines Poisson-Voronoi-Mosaiks mit jeweils 50 Realisierungen der

Orientierungsverteilung der kristallographischen Achsen erzeugt.

Der effektive E-Modul der einzelnen Realisierungen ist in Abbildung 5.7 in Abhéngigkeit
von n aufgetragen. Es wurde der ebene Dehnungszustand zugrunde gelegt und Verschie-
bungsrandbedingungen mit ¢!, = 0.001 aufgebracht. Wie zu sehen ist verringert sich die
Streuung des effektiven E-Moduls fiir grofer werdendes n deutlich. Der Grund hierfiir ist
der abnehmende Einfluss der Orientierung eines einzelnen Korns. Es ist zu beachten, dass

die Abszisse in Abbildung 5.7 logarithmisch aufgetragen ist.

In Abbildung 5.7 sind weiterhin die Grenzen nach Voigt und Reuss eingezeichnet (siehe
Tabelle 3.1). Diese stellen nach Ungleichung (3.92) eine obere und untere Schranke fiir
den effektiven E-Modul dar. Fiir Volumenelemente mit weniger als 40 Kérnern wird die
obere Schranke von einigen Realisierungen verletzt. Dies ist moéglich, da die Schranken

nur fiir den unendlichen Polykristall giiltig sind. Die einfachen Volumenmittelwerte (C)
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Abbildung 5.7: Effektiver E-Modul fiir jeweils 50 Realisierungen eines Volumenelements mit 5

bis 1000 Kornern sowie die Voigt- und Reuss-Grenzen.

und (D)~ ! iiber das endliche Volumenelement schliefen jedoch das numerisch berechnete

C™ fiir jede Realisierung ein (siche Ungleichung (3.56)).

Bei der Verwendung eines kleinen Volumenelements sollte demnach der Mittelwert von £~
iiber mehrere Realisierungen der Orientierungsverteilung betrachtet werden. Dies bietet

sich insbesondere bei einer begrenzten Rechnerkapazitit an.

Der Mittelwert des effektiven E-Moduls iiber die 50 Realisierungen der Orientierungsver-
teilung liegt jeweils innerhalb der Voigt- und Reuss-Grenzen. Fiir 1000 Koérner ergibt sich
als Mittelwert £* = 151.0 GPa. Als effektiven Gleitmodul erhdlt man bei diesem Modell
G* = 55.0 GPa und als effektive Poisson-Zahl v* = 0.360. Der Vergleich dieser Ergebnis-
se mit der oberen Hashin-Shtrikman-Grenze zeigt eine sehr gute Ubereinstimmung (siehe
Tabelle 3.2). Dieser Ansatz scheint dem FE-Modell am néchsten zu kommen, wihrend die

Selbstkonsistente Methode ein weniger steifes Materialverhalten vorhersagt (siehe Tabelle

3.3).

Die bereits in Abbildung 5.7 beobachtete Abnahme der Streuung der effektiven Eigen-
schaften mit Zunahme der Anzahl an Kérnern ist in Abbildung 5.8 quantitativ dargestellt.
Es zeigt sich, dass E* und G* in etwa gleich stark streuen, wahrend v* bereits mit weniger
Kornern relativ genau bestimmt werden kann. Es ist zu vermuten, dass dieses Frgebnis
von der speziellen Struktur des Einkristalltensors von Bariumtitanat abhdngt und nicht

ohne weiteres auf andere Materialien iibertragen werden kann.

92



Streuung [%)]

10 100 1000
Anzahl der Korner

Abbildung 5.8: Streuung des effektiven E-Moduls E£*, Gleitmoduls G*, der effektiven Poisson-
Zahl v* und C;, in Abhangigkeit von der Anzahl an Kornern.

Ebenfalls eingetragen ist in Abbildung 5.8 die Streuung der Komponente Cj, der effektiven
Elastizitatsmatrix. Sie liegt deutlich oberhalb der Streuung fiir G*. Beide Werte machen
eine Aussage iiber das effektive Materialverhalten unter Scherung und ihre Mittelwer-
te sind anndhernd gleich. Der Unterschied besteht darin, dass C;, aus der Lésung des
Randwertproblems fiir eine Scherbelastung bestimmt wird (siehe Gleichungen (3.13) und
(3.75)). G* hingegen ergibt sich aus den Losungen fiir ein Randbedingungssystem beste-
hend aus drei Randbedingungen mit anschliefender Mittelung geméf Gleichung (3.80).
Man sieht also, dass sich aufgrund dieser zusétzlichen Mittelung die Aussagekraft der

Ergebnisse fiir eine Realisierung des Volumenelements deutlich verbessert.

In Abschnitt 4.2 wurde zur Ermittlung der benétigten Grofe des Volumenelements der
Anisotropiefaktor A, als Maf fiir die Anisotropie eingefithrt. Es zeigte sich, dass A,, mit
zunehmender Anzahl an Kérnern n mit 1/y/n abnimmt (Abbildung 4.9 und Gleichung
(4.16)). Dabei wurde A,, durch eine einfache Volumenmittelung (C) berechnet. Es stellt
sich nun die Frage, ob dies auch eine Aussage iiber die Anisotropie des effektiven Elasti-

zitatstensors C* ermoglicht.

Dazu wurde der Anisotropiefaktor von C* fiir 3D-Volumenelemente mit 8 bis 4096 Kor-
nern und jeweils 50 Realisierungen der Orientierungen berechnet. In Tabelle 5.5 werden
die Mittelwerte fiir Verschiebungs- und Spannungsrandbedingungen C** bzw. C* mit den
Ergebnissen der Voigt’schen und Reuss’schen Naherung (C) bzw. (D)~! verglichen. Es

zeigt sich eine gute Ubereinstimmung, wobei die Voigt’sche Naherung geringfiigig grokere
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Abbildung 5.9: Anisotropiefaktor eines Volumenelements mit 1728 Kornern fiir 25 Reali-
sierungen der Orientierungsverteilung (Voigt'sche und Reuss'sche Naherung,

Verschiebungs- und Spannungsrandbedingungen).

Koérner | Voigt Reuss w-RB  ¢-RB
8 0.466 0.425 0.458 0.424
64 0.173 0.160 0.166 0.158
512 0.061 0.057 0.058 0.057

1728 1 0.032  0.029 0.030 0.029
4096 | 0.021 0.019 0.020 0.020

Tabelle 5.5: Mittlerer Anisotropiefaktor A, von 3D-Volumenelementen fiir die Voigt'sche und

Reuss’sche Naherung sowie fiir Verschiebungs- und Spannungsrandbedingungen.

Werte liefert. Zumindest fiir grofe Volumenelemente haben die Randbedingungen keinen
Einfluss auf den Anisotropiefaktor. Die Ergebnisse der einzelnen Realisierungen sind in
Abbildung 5.9 fiir 1728 Koérner aufgetragen. Selbst fiir grofe Volumenelemente ist dem-
nach, wie bereits in Abbildung 4.9 beobachtet, die Streuung des Anisotropiefaktors grof.
Fiir die meisten Realisierungen gibt es eine gute Ubereinstimmung des Anisotropiefaktors

der Ndherungen und der FE-Rechnungen.

Zur Bestimmung der bendétigten Groke des Volumenelements bei Simulation von makro-
skopisch isotropem Materialverhalten kann also folgendermafen vorgegangen werden: Die
maximal erlaubte Abweichung vom isotropen Verhalten wird in Form eines maximalen

Anisotropiefaktors An.x vorgegeben. Die bendtigte minimale Anzahl an Koérnern n mit
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A, ~ Anax kann dann aus einer einfachen Reuss’schen Mittelung iiber das Volumenele-

ment bereits vor der FE-Analyse mit Hilfe von Gleichung (4.16) bestimmt werden.

5.2.2 Einfluss der Geometrie der Kornstruktur

Es sind zwei Aspekte zu untersuchen: Zum einen kénnen unterschiedliche Punktprozesse
zur Generierung eines Voronoi-Mosaiks verwendet werden. Zum anderen werden verschie-
dene Realisierungen desselben Punktprozesses zu unterschiedlichen effektiven Eigenschaf-

ten fithren.
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Abbildung 5.10: Effektiver E-Modul fiir a) 10 Realisierungen eines Poisson-Voronoi-Mosaiks
mit jeweils 40 Kérnern und b) ein Voronoi-Mosaik mit 99 Kérnern, generiert
aus einem Hardcore-, Poisson- und Cluster-Punktfeld. Jede Korngeometrie

wurde mit 50 Realisierungen der Orientierungsverteilung analysiert.

Es wurden 10 Realisierungen eines Poisson-Punktprozesses mit 40 Punkten und jeweils 50
zufdlligen Orientierungsverteilungen erzeugt. Man erkennt in Abbildung 5.10a, dass der
effektive E-Modul fiir jedes Poisson-Voronoi-Mosaik etwa gleich stark streut. Die Mittel-
werte {iber alle Orientierungen sind annéhernd gleich. Daraus kann man schliefen, dass
es im Allgemeinen reicht, nur ein Voronoi-Mosaik zu betrachten. Zur Verbesserung der
Genauigkeit der berechneten effektiven Materialparameter ist es jedoch sinnvoll, mehrere

Realisierungen der Orientierungsverteilung zu betrachten.

Die lokalen Felder der Poisson-, Hardcore- und Cluster-Voronoi-Mosaike weisen keine sta-

tistischen Unterschiede auf (sieche Tabelle 5.2). Deshalb ist zunédchst zu vermuten, dass
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sie sich beziiglich der effektiven Eigenschaften ebenfalls dhnlich verhalten. In Abbildung
5.10b ist der effektive E-Modul der beiden Voronoi-Mosaike aus Abbildung 4.2 und eines
Poisson-Voronoi-Mosaiks fiir jeweils 50 zufillige Orientierungsverteilungen aufgetragen.
Der Mittelwert {iber 50 Orientierungen ist fiir jedes Mosaik gleich grofs. Das Cluster-
Punktfeld liefert jedoch eine etwa doppelt so grofe Streuung von E* wie die beiden an-
deren Mosaike. Dies ldsst sich mit der deutlich grokeren Varianz der Zellenflichen des
Cluster-Punktfeldes erkldren. Die Streuung des effektiven E-Moduls fiir das Hardcore-
und fiir das Poisson-Punktfeld ist anndhernd gleich.

5.2.3 Einfluss der Einkristallparameter

Selbstverstédndlich hdngen die berechneten effektiven Eigenschaften des Polykristalls stark
von den verwendeten Einkristallparametern ab. Fiir Bariumtitanat sind in der Literatur
experimentell an eindoménigen Kinkristallen gemessene Materialparameter von BERLIN-

COURT & JAFFE [5] sowie von ZGONIK ET AL. [97] zu finden (siehe Tabelle 5.6). In

Cn Ciz (OF Css Cyq Ces €31 €33 €15 511/60 /f33/60
[GPa] [GPa] [GPa] [GPa] [GPa] [GPa] [C/m?] [C/m?] [C/m?]  [-] (]
275.1 179.0 151.6 164.9 54.3 113.1 —2.69 3.65 21.3 1910 112
222 108 165 151 61 134 —0.7 6.7 34.2 2200 56

Tabelle 5.6: Materialparameter von einkristallinem Bariumtitanat nach BERLINCOURT &
JAFFE [5] (obere Zeile) und ZGONIK ET AL. [97] (untere Zeile).

E* |GPal v [+ G* |GPa]
Bariumtitanat [5] | 151.7 (1.7%) 0.360 (0.4%) 55.7 (1.8 %)
Bariumtitanat [97] | 167.0 (1.6%) 0.297 (L0O%) 64.4 (L9%)

Tabelle 5.7: Mittelwert (und Variationskoeffizient) der effektiven elastischen Parameter fiir die

Einkristallwerte [5] und [97], berechnet fiir ein Volumenelement mit 100 Kérnern.

Tabelle 5.7 werden die effektiven elastischen Parameter verglichen, die jeweils mit einem
Volumenelement mit 100 Koérnern und 100 Realisierungen der Orientierungsverteilung be-
rechnet wurden. Die Materialparameter von ZGONIK ET AL. liefern ein 10-15 % steiferes
effektives Verhalten und eine deutlich niedrigere Poisson-Zahl des Polykristalls. Die Streu-
ung aufgrund der unterschiedlichen Realisierungen der Orientierungsverteilung ist fiir £*
und G* ungefahr gleich grof, wohingegen sich bei v* Unterschiede ergeben. Da die Ma-
terialparameter von BERLINCOURT & JAFFE am héufigsten in den mikromechanischen

Modellen Verwendung finden, werden diese fiir die weiteren Simulationen zugrunde gelegt.
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5.2.4 FEinfluss der Art des Modells und der Randbedingungen

Wie in Abbildung 5.2 bereits festgestellt wurde, liefern der ebene Dehnungszustand, der
ebene Spannungszustand und das dreidimensionale Modell unterschiedliche mittlere Span-
nungen. Deshalb ist zu erwarten, dass die effektiven Materialparameter ebenfalls fiir jedes
Modell voneinander abweichen. Es stellt sich nun die Frage, inwieweit der ebene Dehnungs-

und Spannungszustand realistische Naherungen des dreidimensionalen Modells darstellen.
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Abbildung 5.11: Mittlerer effektiver E-Modul iiber je 50 Orientierungsverteilungen eines Vo-
lumenelements mit 5 bis 1000 Kornern fiir ebenen Dehnungszustand, ebenen
Spannungszustand und das 3D-Modell. (—) Verschiebungsrandbedingungen,
(--) Spannungsrandbedingungen, (- - -) periodische Randbedingungen.

Dazu wurde der effektive E-Modul fiir 2D-Volumenelemente mit 5 bis 1000 Kérnern
(Voronoi-Mosaik) und fiir 3D-Volumenelemente mit 8 bis 4096 quaderférmigen Kérnern
berechnet. Der Mittelwert des effektiven E-Moduls {iber jeweils 50 Realisierungen der Ori-
entierungsverteilung ist in Abbildung 5.11 dargestellt. Fiir die dreidimensionalen Modelle
war zur besseren Vergleichbarkeit innerhalb der Darstellung die Anzahl der Koérner in

einem ebenen Schnitt mafgebend.

Verschiebungsrandbedingungen liefern fiir jedes Modell ein steiferes effektives Material-
verhalten als Spannungsrandbedingungen. Dies entspricht der analytischen Schranken-
eigenschaft C** < €* < €™ in Ungleichung (3.62). Als anschauliche Erklidrung kann
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angefithrt werden, dass die Vorgabe der Verschiebung an den Randknoten bei Verschie-
bungsrandbedingungen zu héheren Spannungen am Rand des Volumenelements fithrt als

bei Spannungsrandbedingungen.?

Das dreidimensionale Modell wurde zusétzlich mit periodischen Randbedingungen ana-
lysiert. Diese stellen gemischte Randbedingungen im Sinne von Ungleichung (3.62) dar,
weshalb sie Werte innerhalb der Schranken C** und €*" liefern. Es zeigt sich, dass sie fiir
kleine Volumenelemente naher an den Ergebnissen fiir Verschiebungsrandbedingungen
liegen. Fiir das zweidimensionale Modell konnten keine periodischen Randbedingungen

aufgebracht werden, da die stochastische Kornstruktur nicht periodisch fortsetzbar ist.

Mit zunehmender Anzahl an Koérnern konvergieren die Mittelwerte des effektiven E-
Moduls fiir Spannungs- und Verschiebungsrandbedingungen. Dies bestatigt die Abschét-
zung nach Hill (3.15), nach der die Abweichung zwischen €** und C** mit zunehmender
Groke des reprasentativen Volumenelements abnimmt. Fiir 1000 Koérner betragt der Un-
terschied zwischen £** und E** fiir den ebenen Dehnungs- und Spannungszustand lediglich
0.7% bzw. 0.8 %. Fiir das dreidimensionale Modell ergibt sich selbst bei 4096 Koérnern mit
2.2 % eine grokere Abweichung. Entscheidend ist jedoch fiir einen Vergleich nicht die An-
zahl aller Kérner, sondern der Kérner in einem ebenen Schnitt, fiir 4096 Korner sind dies

256.

Weiter erkennt man in Abbildung 5.11, dass der ebene Spannungszustand ein deutlich
weicheres effektives Materialverhalten als der ebene Dehnungszustand liefert. Der Un-
terschied von E* fiir Verschiebungsrandbedingungen betragt bei 1000 Koérnern 13.2 GPa.
Der Mittelwert fiir den ebenen Spannungszustand, F£* = 137.8 GPa, liegt noch unter-
halb der unteren Hashin-Shtrikman-Grenze. Fiir eine grofe Anzahl an Kérnern sind die
Ergebnisse des dreidimensionalen Modells nur geringfiigig niedriger als die des ebenen
Dehnungszustands. Dies stimmt prinzipiell mit den Ergebnissen von BOHM & HAN [10]
fiir partikelverstéarkte Komposite {iberein, wobei diese jedoch einen etwas groferen Unter-

schied zwischen dem ebenen Dehnungszustand und dem 3D-Modell feststellten.

Ubergang von einem 3D- auf ein 2D-Modell

Im Folgenden soll der Grund fiir die unterschiedlichen Ergebnisse der ebenen Modelle und
des dreidimensionalen Modells untersucht werden. Anschaulich fithren die zusatzlich ein-
geschréankten Verschiebungsfreiheitsgrade in z5-Richtung beim ebenen Dehnungszustand
zu einem steiferen Materialverhalten. Da dieser einen Schnitt durch einen unendlich aus-

gedehnten dreidimensionalen Korper darstellt, ist es plausibel, dass beide Modelle zu

3Siche auch die Untersuchungen zum Einfluss des Randes auf die lokalen Felder in Abschnitt 5.1.
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Abbildung 5.12: Spannung in einem 3D-Volumenelement mit 16 x 16 x 16 Kérnern (h = 1)
und einem simulierten ebenen Modell mit 16 x 16 x 1 Kérnern (h = 1/16).

ahnlichen effektiven Figenschaften fiithren.

Fiir eine genauere Untersuchung wird der Ubergang von einem 3D-Volumenelement zu
den 2D-Néaherungen simuliert. Dazu miissen dem 3D-Modell geeignete Randbedingungen
aufgebracht werden. Gleichzeitig wird die Hohe h des Volumenelements schrittweise redu-
ziert. Der Ausgangswiirfel in Abbildung 5.12 besteht aus 16 x 16 x 16 Kérnern und wird
bei jedem Schritt bis zum quasi-ebenen Modell mit 16 x 16 x 1 Kérnern halbiert.

Der Rand des Volumenelements dV wird in einen oberen Rand (9V°), einen unteren Rand
(OV") und die Seitenflachen (0V®) zerlegt. An den Ober- und Unterseiten werden periodi-
sche Randbedingungen fiir die nicht verschwindenden Komponenten des Verschiebungs-
und des Spannungsvektors gewéhlt:
ui(e) =wi(e') , i=1,2 , xeaV°, & coV"
(5.1)
ti(e)=t(e") , =12 , ®ecaV®, ' e€v"

Zur Simulation des ebenen Dehnungszustandes wird die Verschiebung auf der gesamten
Oberfliche in z5-Richtung eingeschrankt, wéhrend fiir den simulierten ebenen Spannungs-

zustand der Spannungsvektor in z3-Richtung verschwindet,
us(e) =0 bzw. t3(x)=0 , xecdV . (5.2)

An den Seitenflichen werden jeweils Verschiebungs- und Spannungsrandbedingungen auf-
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Abbildung 5.13: Effektiver E-Modul fiir einen schrittweisen Ubergang von einem 3D-Modell

zum ebenen Dehnungszustand und ebenen Spannungszustand.

gebracht,

O >

A
() — ( ; 8 ) € = ( 8 g ) . €0 = ( g ) , (5.4)
2

A € R\ {0}, bzw. analog fiir °®), i = 1,2,3. Der effektive E-Modul wurde mit den
Verfahren fiir den ebenen Dehnungs- bzw. Spannungszustand aus den Komponenten der
lokalen Felder in der z;-z5-Ebene berechnet (sieche Abschnitt 3.8.1). Abbildung 5.13 zeigt
die Ergebnisse in Abhéngigkeit der Dicke des Volumenelements. Die Punkte auf der linken
Seite in Abbildung 5.13 sind die Ergebnisse des tatsdchlichen ebenen Dehnungs- bzw.

Spannungszustands.

Fiir den Quader (h = 1) ergeben sich wegen der Schrankeneigenschaft (3.61) Wer-
te zwischen den 3D-Ergebnissen. Die Unterschiede in der Vorgehensweise fiir ein 2D-
Volumenelement (nur drei statt sechs Randbedingungen) erklart noch nicht die niedrige
Steifigkeit des ebenen Spannungszustands. Der Einfluss der eingeschréankten Verschie-
bungsfreiheitsgrade am oberen und unteren Rand, der beim simulierten ebenen Deh-

nungszustand zu einem steiferen Materialverhalten fithrt, nimmt fiir diinner werdende
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Volumenelemente zu. Der effektive E-Modul nihert sich deshalb den Werten des tatséch-
lichen ebenen Dehnungszustands an. Andererseits ist eine deutliche Abnahme von E* beim
simulierten ebenen Spannungszustand mit abnehmender Dicke wegen des zunehmenden
Einflusses der nicht eingeschrankten Randverschiebung zu beobachten. Zur Berechnung
von effektiven Eigenschaften sollte also bei einer zweidimensionalen Modellierung der ebe-

ne Dehnungszustand verwendet werden.

5.2.5 Verfahren zur Reduzierung des Einflusses der Randbedin-

gungen

Der im letzten Abschnitt diskutierte Einfluss der Randbedingungen auf die effektiven
Eigenschaften kann durch eine Erweiterung der bisherigen Vorgehensweise verringert wer-
den. Das Verfahren basiert auf dem Prinzip der Selbstkonsistenten Methode, die in Ab-
schnitt 3.9.4 vorgestellt wurde. Die Idee dabei ist, das betrachtete Volumenelement in
ein homogenes Umgebungsmedium einzubetten, das die zu bestimmenden effektiven Ei-
genschaften besitzt. Es wird um das Volumenelement der Lénge B eine Umgebung der
Breite s gelegt (siehe Abbildung 5.14a). Das Volumenelement wird zusammen mit dem
Umgebungsmedium in einer Finite-Elemente-Analyse untersucht. Die Vernetzung erfolgt
ausgehend von dem Netz des Volumenelements. Bei der Mittelung der lokalen Felder wird
die Umgebung nicht beriicksichtigt. Als Materialparameter des Umgebungsmediums wer-
den die Voigt’sche und die Reuss’sche Ndherung (siche Abschnitt 3.9.1) aufgrund ihrer
Schrankeneigenschaft gewahlt. Am dufieren Rand werden Verschiebungs- und Spannungs-

randbedingungen aufgebracht.

Der effektive E-Modul ist fiir diese vier Félle in Abbildung 5.14b fiir ein Volumenelement,
bestehend aus 100 Kérnern, fiir s = 0.18 und s = 0.258 aufgetragen. ks zeigt sich, dass
die Materialparameter des Umgebungsmediums nur einen sehr geringen Finfluss auf £*
haben, der nahezu unabhéangig ist von s (flache Balken in Abbildung 5.14b). Eine Iteration
mit den berechneten effektiven Eigenschaften als neue Materialparameter der Umgebung
ist deshalb nicht sinnvoll.

Bereits fiir s = 0.1B sieht man eine deutliche Abnahme des Einflusses der Randbedin-
gungen im Vergleich zu den Ergebnissen ohne Umgebungsmedium (s = 0). In diesem Fall
beeinflussen die Randbedingungen die effektiven Eigenschaften jedoch deutlich stiaker als
das Umgebungsmedium. Fiir s = 0.258 ist die Abweichung zwischen Verschiebungs- und
Spannungsrandbedingungen mit 0.07 % deutlich kleiner als etwa bei 1000 Kérnern ohne
Umgebungsmedium (0.7 %). Diesem Vorteil steht jedoch eine deutlich héhere Anzahl an

finiten Elementen gegeniiber.
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Abbildung 5.14: a) Volumenelement mit 100 Kornern, eingebettet in ein homogenes Umge-
bungsmedium. b) Effektiver E-Modul fiir Verschiebungs- und Spannungsrand-
bedingungen. Materialparameter des Umgebungsmediums Voigt'sche Nahe-

rung (oberes Balkenende) und Reuss’'sche Naherung (unteres Balkenende).

5.3 Effektive Eigenschaften fiir piezoelektrisches Mate-
rialverhalten

Fiir linear piezoelektrisches Materialverhalten kommen zu den am Anfang von Abschnitt

5.2 aufgefithrten Einflussgrofen auf die effektiven Eigenschaften folgende Punkte hinzu:

e dielektrische und piezoelektrische Materialparameter des Einkristalls,
e globaler Polungszustand (Polungsrichtungsfunktion),

o elektrische Randbedingungen.

Die Ergebnisse der effektiven Eigenschaften fiir piezoelektrisches Materialverhalten glie-
dern sich in vier Teile. Zunéchst wird der ungepolte, isotrope Zustand behandelt. Hierbei
wird auf die Unterschiede zwischen einem rein elastischen bzw. dielektrischen und einem
piezoelektrisch gekoppelten Modell eingegangen und die Wahl der elektromechanischen
Randbedingungen diskutiert. In den anschliekenden drei Teilen werden die Ergebnisse
nach einer elektrischen Polung und nach einer mechanischen Zug- und Druckbelastung

vorgestellt und diskutiert.

102



5.3.1 Ungepolter Zustand

Elastisches Verhalten
Zur Berechnung der effektiven elastischen Eigenschaften eines piezoelektrischen Materials
kann zwischen vier verschiedenen elektrischen 'Zustanden’ im Volumenelement V unter-

schieden werden:

e rein elastisches Problem mit E = 0 in ganz V,
e rein elastisches Problem mit D = 0 in ganz V,
e piezoelektrisch gekoppeltes Problem mit Potenzialrandbedingungen auf 9V,

e piezoelektrisch gekoppeltes Problem mit dielektrischen Randbedingungen auf dV'.

Die bisherigen numerischen Untersuchungen bezogen sich stets auf den ersten Fall, also

ein verschwindendes elektrisches Feld.

In Abbildung 5.15a ist der effektive Gleitmodul G* fiir die beiden elastischen Probleme fiir
Verschiebungsrandbedingungen und in Abbildung 5.15b fiir Spannungsrandbedingungen
aufgetragen (nicht ausgefiillte Symbole). Bei den Berechnungen wurden zwischen 5 und 50
Realisierungen der Orientierungsverteilung in einem dreidimensionalen Volumenelement
mit 8 bis 1728 Koérnern untersucht. Fiir konstantes D ergibt sich ein deutlich héheres G*
als fiir konstantes E. Dies ist nicht iiberraschend, da aufgrund des unterschiedlichen elek-
trischen Zustandes andere Materialparameter in die elastische Rechnung eingehen (siehe
Gleichungen (2.12) und (2.13)). Der Unterschied betréagt fiir beide Randbedingungsarten
unabhéngig von der Grofe des Volumenelements ca. 14.5 GPa. Dies entspricht in etwa
dem Abstand zwischen den beiden Voigt-Grenzen (fiir konstantes E und D) und dem
Abstand zwischen den beiden Reuss-Grenzen in Tabelle 3.1. In beiden Féllen konvergie-
ren die Ergebnisse fiir Verschiebungs- und Spannungsrandbedingungen wie erwartet mit

grofer werdender Anzahl an Kérnern.

Ebenfalls in Abbildung 5.15 zu sehen ist der effektive Gleitmodul fiir das piezoelek-
trisch gekoppelte Randwertproblem (ausgefiillte Symbole). Die Ergebnisse der vier ver-
schiedenen elektromechanischen Randbedingungen konvergieren gegen einen gemeinsamen
Grenzwert. Dieser liegt zwischen den beiden Grenzwerten des linear elastischen Problems,
wobei ein konstantes E die bessere Ndherung darstellt. u-D-Randbedingungen liefern
das steifste, {-F-Randbedingungen das weichste Materialverhalten. Dies entspricht der
in Abschnitt 3.6.3 hergeleiteten Schrankeneigenschaft (3.61) dieser Randbedingungskom-
binationen. Fiir das grofite Modell mit 1728 Koérnern betrédgt der Unterschied zwischen
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Abbildung 5.15: Effektiver Gleitmodul GG* fiir Potenzial- (RB: E) und dielektrische Randbe-
dingungen (RB: D) sowie fiir rein elastisches Randwertproblem mit E = 0
und D = 0 in Abhangigkeit von der Anzahl der Korner. a) Verschiebungs-
und b) Spannungsrandbedingungen.

diesen beiden Ergebnissen 3.1 GPa. Fiir das gleiche Modell ist bei der rein elastischen
Rechnung der Unterschied zwischen Verschiebungs- und Spannungsrandbedingungen mit
1.7GPa (fiir konstantes E) bzw. 1.5 GPa (konstantes D) etwa halb so grof. Die Konver-
genz erfolgt also bei elektromechanischen Randbedingungen deutlich langsamer als bei

rein mechanischen Randbedingungen.

Dielektrisches Verhalten

Die effektive Dielektrizitatskonstante «* kann analog zu den effektiven elastischen Ei-
genschaften mit vier verschiedenen mechanischen Zustanden berechnet werden: das rein
dielektrische Problem mit € = 0 und o = 0 im ganzen Volumenelement und das piezo-

elektrisch gekoppelte Problem mit Verschiebungs- und Spannungsrandbedingungen.

In Abbildung 5.16a ist «* fiir Potenzialrandbedingungen und in Abbildung 5.16b fiir
dielektrische Randbedingungen aufgetragen. Es ergibt sich ein zum elastischen Fall ana-
loges Bild. Die beiden Grenzwerte des rein dielektrischen Problems fiir konstantes o und
konstantes € weichen stark voneinander ab. Der Grenzwert des piezoelektrisch gekoppel-
ten Problems liegt dazwischen, wobei konstantes € die bessere Naherung darstellt. u-D-
Randbedingungen liefern die niedrigste, ¢- F-Randbedingungen die héchste Dielektrizitét
entsprechend Ungleichung (3.61). Die relative Abweichung von 14.8% zwischen diesen
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Abbildung 5.16: Effektive dielektrische Konstante «* fiir Verschiebungs- (RB: ¢) und Span-
nungsrandbedingungen (RB: o) sowie fiir rein dielektrisches Randwertpro-
blem mit € = 0 und & = 0 in Abhangigkeit von der Anzahl der Korner. a)
Potenzial- und b) dielektrische Randbedingungen.

elektromechanischen Randbedingungen fiir das grofte Modell ist verglichen mit den 5.5 %
von G* fast dreimal so hoch. Die Wahl der Randbedingungen beeinflusst demnach die
effektive Dielektrizitat deutlich starker als die effektive Elastizitét.

Diese Rechnungen belegen die Notwendigkeit, die piezoelektrische Kopplung auf der Mi-
kroebene zu beriicksichtigen. Selbst fiir den isotropen Zustand, der keine makroskopi-
sche Piezoelektrizitat zeigt, beeinflusst die mikroskopische Piezoelektrizitat der Korner
die effektiven Eigenschaften. Dies ist im Prinzip nicht iberraschend und wurde qualitativ

bereits von MARUTAKE [56] festgestellt.

In den Abbildungen 5.15 und 5.16 fallt weiter auf, dass fiir u-F-Randbedingungen das
effektive elastische und dielektrische Materialverhalten nahezu unabhéangig von der Groke
des Volumenelements ist. Deshalb wird diese Randbedingungskombination fiir die weiteren

Berechnungen verwendet.

Vergleich mit analytischen Ergebnissen

Zum Vergleich mit den analytischen Methoden aus Abschnitt 3.9 werden nur die Ergeb-
nisse fiir das grofite Volumenelement mit 1728 Kérnern betrachtet. Wie in Abbildung
5.17 zu sehen ist, liegt der effektive Gleitmodul G* der numerischen Simulationen fiir

die beiden rein elastischen Probleme innerhalb der Voigt-Reuss-Grenzen. Das obere bzw.

105



| Voigt
FE
70 -
D=0 SC
&U Reuss FE
O, 60— Voigt SC
¢ FE
O] i HS +
E=0 ¢ . (|
HS -
50—
Reuss
7 Rein elastisch Gekoppelt

Abbildung 5.17: Analytische Grenzen von Voigt/Reuss und Hashin-Shtrikman (HS) sowie
Selbstkonsistente Methode (SC) fiir elastisches Materialverhalten mit E = 0
und D = 0 im RVE. Selbstkonsistente Methode fiir piezoelektrisch gekop-
peltes Materialverhalten. FE-Ergebnisse mit 3D-RVE.

untere Balkenende stellt dabei das Ergebnis fiir Verschiebungs- bzw. Spannungsrandbe-
dingungen dar. Fiir konstantes E liegt G* auch innerhalb der Hashin-Shtrikman-Grenzen,
wobei die obere Grenze die bessere Naherung darstellt. Dies wurde bereits fiir den effek-
tiven E-Modul £* des 2D-Modells (siehe Abbildung 5.7) festgestellt. Fiir konstantes D
sind die Hashin-Shtrikman-Grenzen nicht in der Literatur tabelliert. In beiden Fallen lie-
fert die ungekoppelte Selbstkonsistente Methode mit kugelférmigen Kornern einen etwas

niedrigeren Wert fiir G™*.

Ebenfalls in Abbildung 5.17 eingetragen ist der effektive Gleitmodul G* der piezoelek-
trisch gekoppelten Simulationen fiir u- D-Randbedingungen (oberes Balkenende) und ¢-£-
Randbedingungen (unteres Balkenende). OLSON & AVELLANEDA [69] berechneten mit
der gekoppelten Selbstkonsistenten Methode ein G*, das innerhalb dieser beiden Werte
liegt. Die gute Ubereinstimmung mit den analytischen Ergebnissen bestitigt die Kor-
rektheit der gewihlten Modellierung und der Methode zur Bestimmung der effektiven

elektromechanischen Eigenschaften.

Vergleich mit experimentellen Ergebnissen
Fin Vergleich mit experimentellen Messungen an polykristallinen Piezokeramiken ist
prinzipiell problematisch. Zum einen gibt es deutliche Unterschiede in den Messungen

der Materialparameter an Bariumtitanat-Einkristallen [5],[97]. Zudem ist der Einfluss
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der herstellungsbedingten Porositdt grof [3]. Fiir eine vollstandig porenfreie, ungepolte
Bariumtitanat-Keramik sind keine experimentellen Ergebnisse in der Literatur verfiigbar.
Bei einer Porositat von 4.2 % wurde ein Gleitmodul G* = 49.8 GPa gemessen [19]. Dieser
Wert liegt, wie zu erwarten, deutlich unterhalb der Ergebnisse der numerischen Simu-
lation. DUNN [19] schdtzte durch Anwendung eines Mori-Tanaka-Modells die Reduktion
des Gleitmoduls der Selbstkonsistenten Methode aufgrund der vorliegenden Porositit ab.
Fiir diesen reduzierten Gleitmodul zeigt sich, bei geeigneter Annahme iiber die Form der

Poren, eine gute Ubereinstimmung mit dem experimentellen Ergebnis.

5.3.2 Elektrische Belastung

Nachdem der isotrope Zustand der Piezokeramik ausfiihrlich diskutiert wurde, widmen
wir uns nun dem effektiven Verhalten nach einer elektrischen Polung. Das Modell zur Be-
schreibung der Orientierungsverteilung wurde in Abschnitt 4.3.1 vorgestellt. Der kritische
Orientierungswinkel 65 beschreibt dabei den Grad der Ausrichtung der spontanen Pola-
risation. Aufgrund der Einachsigkeit der Belastung sind die effektiven Materialtensoren

transversal isotrop.

Elastisches Verhalten

Abbildung 5.18a zeigt den effektiven Elastizitdtsmodul Fj in Polungsrichtung und EY
senkrecht zur Polungsrichtung in Abhéngigkeit des Winkels §g. Zur numerischen Si-
mulation wurde ein zweidimensionales Volumenelement mit 1000 Kérnern unter u-F-

Randbedingungen und zwei Realisierungen der Orientierungsverteilung verwendet.

Fiir den ungepolten Ausgangszustand (0 = =) ergibt sich wegen der begrenzten An-
zahl an Kérnern im Modell eine schwache Anisotropie. Mit abnehmendem g bleibt das
elastische Materialverhalten zundchst ann&hernd isotrop. Der Grund hierfiir ist, dass
fiir g > 37 /4 nur 180°-Umklappen auftreten kann. Dabei verandern sich die lokalen
piezoelektrischen Tensoren d(x), nicht aber die Elastizitatstensoren C(x). Dies hat nur
einen geringen Einfluss auf die effektive Elastizitit. Erst wenn fiir 05 < 37 /4 auch 90°-
Umklappvorginge stattfinden kénnen, kommt es zu einer stark zunehmenden elastischen

Anisotropie. Fiir den vollstdndig ausgerichteten Polykristall (05 = x/4) wird
By =190GPa |, FE; =119GPa

vorhergesagt. Dies sind auch die maximalen bzw. minimalen E-Moduln. Das elastische

Verhalten von vollsténdig gepolten Bariumtitanat-Keramiken ist demnach stark anisotrop.
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Abbildung 5.18: Effektive transversal isotrope E-Moduln fiir elektrisch gepolten Zustand in
Abhangigkeit vom kritischen Winkel 65 bei a) einem 2D-Volumenelement

und b) einem 3D-Volumenelement.

Im Vergleich mit dem Einkristall in (2.14), bei dem EEE mehr als dreimal so grof ist wie

EEE "ist die Anisotropie beim Polykristall jedoch deutlich geringer.

min ?

In Abbildung 5.18b sind zum Vergleich die Ergebnisse fiir ein dreidimensionales Volumen-
element mit 1728 Kornern aufgetragen. Es zeigt sich, dass der ebene Dehnungszustand
etwas steifere Ergebnisse liefert als das 3D-Modell, wie bereits fiir den elastischen Fall
in Abbildung 5.11 beobachtet wurde. Ansonsten existieren beim Polungsverhalten keine
bemerkenswerten Unterschiede, die Abweichung zwischen £} und £} ist beim 3D-Modell

geringfiigig kleiner. Im Weiteren wird deshalb nur noch das ebene Modell betrachtet.

Der effektive E-Modul ist in Abbildung 5.19a in Abhéngigkeit von der remanenten Polari-
sation dargestellt. Es wurde hierzu der Zusammenhang zwischen §z und P aus Abbildung
4.12a verwendet. Fiir P < 0.35P% gilt Ef ~ 3. Eine schwach gepolte Piezokeramik kann
demnach durchaus ein isotropes elastisches Verhalten zeigen. Die Anisotropie setzt erst

bei groberer remanenter Polarisation ein.

Der Verlauf der effektiven Gleitmoduln bei der Polung ist in Abbildung 5.19b zu sehen.
Hierbei bezeichnet (7, den Gleitmodul senkrecht zur Polungsrichtung und G7 den Gleit-
modul in einer Ebene, welche die Polungsrichtung einschliefit. Es zeigt sich ein qualitativ
ahnliches Verhalten wie beim effektiven E-Modul. Fiir den vollstandig gepolten Zustand
ist G, etwa 50 % groker als G7.

108



— T
T o
o
S <
3] 3
> 0 £
J, 140 %
120
T I T I T I T I 50 T I T I T I T I
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
P/ P°[-] P"/P°[-]

Abbildung 5.19: Effektive a) E-Moduln und b) Gleitmoduln fiir elektrisch gepolten Zustand in

Abhingigkeit von der remanenten Polarisation Pf/P*.

Mit einer Selbstkonsistenten Methode wird von RODEL & KREHER [76] ein etwas stei-
feres Materialverhalten vorhergesagt. Dies kann vermutlich mit der Abweichung in den
zugrunde gelegten Einkristallparametern [97] begriindet werden (vgl. Tabelle 5.7). Fiir
grofe Polungsgrade ergibt sich ebenfalls £y > FE7. Die in [76] gefundene nichtmonoto-
ne Abhéngigkeit der effektiven elastischen Moduln fiir kleine Polungsgrade bestétigt sich

jedoch mit dem in dieser Arbeit verwendeten Modell nicht.

Experimentelle Messungen von XU [96] an gepolten Bariumtitanat-Keramiken liefern
Ey =117GPa und E3 = 112 GPa. Die niedrige Anisotropie ldsst durch Vergleich mit den
Ergebnissen aus Abbildung 5.18 auf einen niedrigen Polungsgrad in dem realen Material
schlieffen. Ein niedriger Polungsgrad kann auch mit der Existenz einer Doméanenstruk-
tur in den Koérnern begriindet werden, die Ausrichtung der Doménen erfolgt dann nicht
vollsténdig. Poren und Mikrorisse erklaren zumindest zum Teil die deutlich héhere vor-
hergesagte Steifigkeit [19]. Abweichungen werden zudem durch die Vernachlassigung der

(reversiblen) Doméanenwandbewegung in diesem Modell verursacht.

Dielektrisches Verhalten

Wie in Abbildung 5.20a zu sehen ist, zeigt sich eine anisotrope Dielektrizitat ebenfalls erst
ab einer remanenten Polarisation von etwa P = 0.35P°. Da der lokale Dielektrizitts-
tensor k(x) beim 180°-Umklappen unveréndert bleibt, sind bis zu diesem Polungsgrad

der effektive Dielektrizitatsmodul x%; in Polungsrichtung und &7, senkrecht zur Polungs-
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Abbildung 5.20: Effektive a) dielektrische und b) piezoelektrische Moduln fiir elektrisch gepol-

ten Zustand in Abhédngigkeit von der remanenten Polarisation.

richtung nahezu gleich. Bei einer weiteren Zunahme der Polarisation zeigt sich eine starke

Anisotropie. Im vollstdndig ausgerichteten Zustand ist
k1 = 1520ep , K35 = 485¢g

Damit betrégt die Dielektrizitdt in Polungsrichtung nur etwa ein Drittel der Dielektrizitét
senkrecht dazu. Man sieht, dass bei gepolten Bariumtitanat-Keramiken das dielektrische
Verhalten deutlich anisotroper als das elastische Verhalten ist. Dies ist aufgrund der ho-
heren Anisotropie beim Einkristall nicht verwunderlich. Der Vergleich mit der Selbstkon-
sistenten Methode von RODEL & KREHER |76] ergibt dhnliche Unterschiede wie fiir das
elastische Verhalten.

Piezoelektrisches Verhalten
Die Abhéangigkeit der effektiven Piezoelektrizitét einer Piezokeramik vom Grad der Po-
larisation ist von besonderem Interesse. In Abbildung 5.20b sind die piezoelektrischen

Moduln e3,, €5, und e}, aufgetragen (Zur Bedeutung dieser Parameter siche Anhang A).

Im isotropen Zustand gibt es offensichtlich keine makroskopische Piezoelektrizitat. Mit
zunehmender Polung steigt €3, zundchst bis zu einem Maximalwert von 9.7 C/m? bei
PP =0.6P°, danach fillt e}, wieder leicht ab. e}, hingt nahezu linear von der remanenten

Polarisation ab. €3, fallt in erster Ndherung ebenfalls linear. Fiir den vollsténdig gepolten
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Zustand liefert die FE-Simulation die Werte
€3 =8.9C/m* | e, =127C/m* | ¢ = —3.8C/m?

Im Vergleich zu den Einkristallwerten (e33 = 3.655 C'/m?, €15 = 21.30 C'/m?, siehe Tabelle
2.1) ist e}, fiir den gepolten Polykristall wesentlich hoher und e wesentlich niedriger. Der
qualitative Verlauf der piezoelektrischen Moduln in [76] ist, aufer fiir sehr groke Werte

der remanenten Polarisation, &hnlich.

Bei einer remanenten Polarisation zwischen 0.2P% und 0.7 P liefern die Rechnungen Wer-
te mit €3 > ef5. Das ist auch der Fall fiir die experimentellen Messungen an gepolten
Bariumtitanat-Keramiken (e}, = 18.6 C'/m?*, ¢j; = 11.6 C'/m?, siehe |96]). Folglich ist
dies ein Anzeichen dafiir, dass Werte von P} in diesem Bereich eher der Realitit entspre-
chen, da nicht zu vermuten ist, dass durch Porositat die Reihenfolge der piezoelektrischen
Moduln verdndert wird. Zusammen mit dem Vergleich des elastischen Verhaltens deutet
dies auf eine nicht vollstandig erfolgte Polung in der realen Bariumtitanat-Keramik mit

Domanenstruktur hin.

In dem nichtlinearen elektromechanischen Materialmodell von KAMLAH [44]| wird eine
einfache lineare Abhéangigkeit der piezoelektrischen Moduln von der remanenten Polarisa-
tion angenommen. Man sieht, dass dies fiir e, und €3, eine gute Ndherung darstellt. Fiir
€35 konnte jedoch bei einer genaueren Modellierung ein anderer Zusammenhang gewéhlt
werden, falls Werte von P > 0.5P% auftreten.

5.3.3 Zugbelastung

Das Modell der Polarisationsverteilung fiir Zugbelastung einer zunéchst isotropen Piezo-
keramik wurde in Abschnitt 4.3.2 vorgestellt. Offensichtlich sind die effektiven piezoelek-
trischen Moduln alle null, da durch eine mechanische Belastung keine (makroskopische)
Piezoelektrizitiat induziert werden kann. Zunéchst ist zu erwarten, dass sich ein dhnli-
ches elastisches und dielektrisches Verhalten wie bei elektrischer Polung ergibt. In beiden
Fallen erfolgt das Umklappen zu der kristallographischen Achse, die den kleinsten Win-
kel mit der Belastungsachse einschliefit. Bei der elektrischen Polung existiert jedoch eine
Vorzugsrichtung fiir die spontane Polarisation, die Polungsrichtung. Dadurch entstehen

unterschiedliche Verteilungen der piezoelektrischen Moduln in den Kérnern.

Elastisches Verhalten
Abbildung 5.21a zeigt die effektiven E-Moduln in Abhdngigkeit von der remanenten Deh-
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Abbildung 5.21: Effektive a) elastische und b) dielektrische Moduln nach Zugbelastung in

Abhéangigkeit von der remanenten Dehnung.

nung in Belastungsrichtung. Dabei wurden dquidistante Werte des kritischen Orientie-
rungswinkels 87 vorgegeben und der Zusammenhang zwischen 07 und ek aus Abschnitt

4.3.3 verwendet.

Fir £} und E; zeigt sich eine nahezu lineare Abhéngigkeit von der remanenten Dehnung.
Dies stellt keinen prinzipiellen Unterschied zur elektrischen Belastung dar, da in Abbil-
dung 5.19a die Abhéngigkeit von der remanenten Polarisation aufgetragen ist. Es ergibt
sich jedoch ein steiferes Materialverhalten. So sind im maximal ausgerichteten Fall ET
um etwa 6 GPa bzw. ES um etwa 9 GPa grofer als bei elektrischer Polung in Abbildung

5.19a. Dies entspricht einem prozentualen Unterschied von 3% bzw. 7 %.

Die entgegengesetzte Ausrichtung der Koérner bei Zugbelastung fiithrt also im Vergleich mit
der elektrischen Belastung zu einem Steifigkeitszuwachs. Da sich die beiden Zusténde nur
in den piezoelektrischen Moduln der Kérner unterscheiden, ist dieses Ergebnis ein weiteres
Indiz fiir den Einfluss der lokalen piezoelektrischen Kopplung auf die makroskopischen

elastischen Kigenschaften.

Dielektrisches Verhalten

Auch die dielektrischen Moduln hangen ndherungsweise linear von der remanenten Deh-
nung ab, wie in Abbildung 5.21b zu sehen ist. Im Vergleich zur elektrischen Belastung
erhdlt man einen um etwa 180¢y hoheren Wert von «7; und einen um 60¢y hoheren Wert

von k%s, was jeweils einen prozentualen Unterschied von 16 % bzw. 12% darstellt. Das
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unterschiedliche piezoelektrische Verhalten der Kérner beeinflusst also ebenfalls die ma-

kroskopische Dielektrizitat.

5.3.4 Druckbelastung

Das Modell der Polarisationsverteilung fiir die Druckbelastung einer zunéchst isotropen
Piezokeramik ist in Abschnitt 4.3.2 beschrieben. Wie auch unter Zug wird dabei keine
makroskopische Piezoelektrizitidt induziert. Im Unterschied zur Zugbelastung erfolgt die
Ausrichtung der Einheitszellen senkrecht zur Belastung. Deshalb wird eine Darstellung in

Abhéangigkeit von der negativen remanenten Dehnung in Belastungsrichtung gewéhlt.

Elastisches Verhalten

Aus Abbildung 5.22a ist zu erkennen, dass im Unterschied zur Zug- und elektrischen Bela-
stung der effektive E-Modul F3 grofer ist als FY. Dies liegt an dem Ausrichtungsverhalten
senkrecht zur Belastungsrichtung. Weiter féllt auf, dass die Abhéngigkeit von £ und £
nichtlinear ist. Im maximal ausgerichteten Fall entspricht das Ergebnis £} = 190 GPa

dem Wert von EY bei elektrischer Polung in Abbildung 5.18a.

Besonders interessant ist der E-Modul senkrecht zur Belastungsrichtung F; = 144 GPa.
Dieser Wert liegt deutlich héher als der minimale E-Modul E3 = 119 GPa bei vollstandiger
elektrischer Polung und E; = 128 GPa nach Zugbelastung. Da die spontane Polarisation
in alle Richtungen senkrecht zur Belastungsachse ausgerichtet ist, wird F; durch das Ein-
kristallverhalten sowohl in Richtung der spontanen Polarisation als auch senkrecht dazu
bestimmt (vgl. Abbildung 4.11b). Dies erklart, dass F} nach Druckbelastung zwischen
dem minimalen und dem maximalen E-Modul nach elektrischer Polung liegt. Insgesamt
stellt man fest, dass eine Bariumtitanat-Keramik nach einer Druckbelastung das steifste

Materialverhalten aufweist.

Dielektrisches Verhalten

Fiir die effektiven Dielektrizitatskonstanten ist die Reihenfolge ebenfalls entgegengesetzt
zur Zugbelastung (siehe Abbildung 5.22b). Im vollstdndig ausgerichteten Fall wird als
hochster Wert 35 = 1970¢o beobachtet. «7, sinkt mit zunehmendem Grad der Ausrich-
tung erstaunlicherweise nur geringfiigig und bleibt oberhalb von 1000¢y. Ein Vergleich mit
Abbildung 5.20a zeigt, dass dieser Wert fast doppelt so hoch wie die Dielektrizitatskon-

stante k%, = 485¢y nach vollstandiger elektrischer Polung ist.
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Abbildung 5.22: Effektive a) elastische und b) dielektrische Moduln nach Druckbelastung in

Abhéangigkeit von der negativen remanenten Dehnung.

Auch hier kann als Erklarung angefithrt werden, dass in eine Richtung senkrecht zur
Druckachse sowohl die ¢-Achse als auch die a-Achse der Einheitszelle (sieche Abbildung
2.1) eines Kristallits liegen kann. Das dielektrische Verhalten des Polykristalls nach Druck-
belastung in z;-Richtung setzt sich also aus Beitrdgen von k11 und k33 des Einkristalls

zusammen. Deshalb ist ein Wert von «%; bei Druckbelastung zwischen sj; und &35 bei

Zugbelastung plausibel.
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Kapitel 6
Zusammenfassung

Das Ziel dieser Arbeit ist die Berechnung effektiver Materialeigenschaften piezoelektrischer

Polykristalle mit Hilfe eines mikromechanischen Modells.

Bei der gewédhlten mikromechanischen Modellierung wird die heterogene Mikrostruktur,
im Unterschied zu analytischen Verfahren, direkt mit einem endlichen Volumenelement
beschrieben. Die elektromechanischen Feldgleichungen werden im dreidimensionalen Fall
fiir ein Randbedingungssystem, bestehend aus neun linear unabhédngigen Randbedingun-
gen, gelost. Aus den Volumenmittelwerten der lokalen Felder lassen sich die anisotropen
effektiven Materialtensoren vollstdndig berechnen. Fiir die wichtigen Félle einer makro-
skopischen Isotropie und transversalen Isotropie wurde ein Berechnungsschema zur Be-
stimmung effektiver (transversal) isotroper elastischer, dielektrischer und piezoelektrischer

Parameter angegeben.

Anschliefend wurde das Modell des piezoelektrischen Polykristalls vorgestellt. Voronoi-
Mosaike stellen dabei die unregelméfige Geometrie der Kornstruktur dar. Durch Variation
des zugrunde gelegten Punktprozesses kénnen die statistischen Eigenschaften des Mosaiks
an die Geometrie des realen Polykristalls angepasst werden. Ein in dieser Arbeit entwickel-
ter Algorithmus ermdglicht die automatische Vernetzung eines Voronoi-Mosaiks fiir die

Finite-Elemente-Analyse.

Eine isotrope Orientierungsverteilung der kristallographischen Achsen der einzelnen Kor-
ner beschreibt die isotrope, ungepolte Piezokeramik. Ausgehend von diesem Zustand wird
die durch Umklappprozesse veranderte Verteilung der spontanen Polarisation mit Po-
lungsrichtungsfunktionen modelliert. Die drei behandelten Belastungsarten sind Polung
durch ein duleres elektrisches Feld oberhalb der Koerzitivfeldstérke sowie einachsige Zug-

und Druckbelastung oberhalb der Koerzitivspannung. Dabei wird die tetragonale Kri-
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stallsymmetrie von Bariumtitanat explizit beriicksichtigt. Der Grad der Ausrichtung der

spontanen Polarisation kann jeweils durch einen Parameter variiert werden.

Mit numerischen Simulationen wurden zunéchst die lokal fluktuierenden Felder inner-
halb des Volumenelements untersucht. Es zeigt sich fiir das elektrische Feld eine hohere
Streuung als fiir die Spannungen. Im Allgemeinen geniigt es, sich auf ein Voronoi-Mosaik
zu beschranken, hingegen sollten mehrere Realisierungen der Orientierungsverteilung be-
trachtet werden. Die bendtigte Groke des Volumenelements kann mit Hilfe eines Anisotro-
piefaktors abgeschitzt werden. Zur Berechnung effektiver Kigenschaften sollte bei einer

zweidimensionalen Modellierung der Ebene Dehnungszustand verwendet werden.

Fiir das elektromechanisch gekoppelte Problem zeigt sich in Ubereinstimmung mit der
Theorie, dass die Kombination aus Verschiebungs- und dielektrischen Randbedingungen
die hochste effektive Steifigkeit und die niedrigste effektive Dielektrizitét liefert. Die Kom-
bination aus Spannungs- und Potenzialrandbedingungen stellt den anderen Grenzfall dar.
Der Einfluss der Randbedingungen reduziert sich mit zunehmender Grofe des Volumen-
elements. Im isotropen Zustand kann eine gute Ubereinstimmung mit der gekoppelten
Selbstkonsistenten Methode festgestellt werden.

Fiir die drei Belastungszusténde wurden die transversal isotropen effektiven Materialpara-
meter in Abhéngigkeit vom Grad der Ausrichtung der spontanen Polarisation berechnet.
Bei elektrischer Polung ergibt sich eine grofere Anisotropie in der Dielektrizitat als in der
Elastizitdt. Ein Vergleich der effektiven piezoelektrischen Moduln mit experimentellen
Werten fiir gepolte Bariumtitanat-Keramik ldsst auf eine nicht vollstandig erfolgte Aus-
richtung der Polarisation schliefen. Fiir Zugbelastung stellt sich eine lineare Abhéngigkeit
der effektiven Parameter von der remanenten Dehnung heraus. Unter Druckbelastung wird
das steifste Materialverhalten und die hochste Dielektrizitat beobachtet.

Mit dem entwickelten mikromechanischen Modell lasst sich im Prinzip auch nichtlineares
Verhalten simulieren. Dazu miissen die remanente Dehnung und die remanente Polarisa-
tion bei der Finite-Elemente-Analyse beriicksichtigt werden. Bei Erhéhung der Belastung
kénnen die Umklappprozesse wie in dieser Arbeit beschrieben modelliert werden. Der

vorliegende FE-Code ist hierzu jedoch derzeitig nicht in der Lage.
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Anhang A

Materialtensoren der Piezoelektrizitat

Es gibt vier verschiedene Darstellungsarten der linear piezoelektrischen Gleichungen, je
nachdem welche Feldvariablen als unabhéngig gewahlt werden. Folgende drei Darstel-

lungsarten werden in dieser Arbeit verwendet:

( ; ) = ( (e: _:T ) ( ; ) (e, E unabhingig) (A1)
( 16) ) = ( 3 il& ) ( ; ) (o, E unabhingig) (A.2)
( :_) ) = ( I;S ’; ) ( ]_e) ) (e, D unabhingig) . (A.3)

Die Materialparameter in Gleichung (A.2) und (A.3) kénnen aus den Parametern in Glei-
chung (A.1) unter Beriicksichtigung der Inversionsvorschrift fiir Tensoren vierter Stufe
[65] umgerechnet werden

D=C"' , kR=rk+e:C":eT d=e:C" | (A.4)

Y

C=C+e k'e , B=xk', h=-rle . (A.5)

Der Elastizitatstensor C, der Dielektrizitdtstensor £ und der piezoelektrische Kopplungs-
tensor e bestehen im allgemeinen anisotropen Fall aus 21, 6 bzw. 18 unabhéngigen Kom-

ponenten und besitzen die Symmetrieeigenschaften

Cijw = Cijie = Criij Kij = Kji Cijk = Cikj - (A.6)
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Aus dem Nachgiebigkeitstensor D konnen richtungsabhéngige Elastizitdtsmoduln be-

stimmt werden. Der Elastizitatsmodul in Richtung r mit ||r|| =1 ist gegeben durch
E(’I’) = TZ'T]'T‘/CT[DM'M . (A?)
Der maximale und der minimale Elastizitatsmodul konnen dann definiert werden als

Frax = Illmllax E(r) Erin = Hrrlllin E(r) . (A.8)

r||=1 r||l=1
Bei einer tetragonalen materiellen Symmetrie (z.B. Bariumtitanat-Einkristall) reduziert
sich die Anzahl der unabhéngigen elastischen Komponenten auf sechs. In Matrixschreib-

weise! hat C dann die Form

Ch Gy Gz 0 0

Co Cy Gz 0 0

Cs Cs Gz 0 0
0 0 0 Cu O
0 0 0 0 C4 O
0 0 0 0 0 G

0
0
0

A9
; (A.9)

Die Materialtensoren e und & besitzen drei bzw. zwei unabhingige Komponenten und

kénnen in der Form

0 0 0 0 €15 0 K11 0 0
e=| 0 0 0 e5 0 0] , &=| 0 ky O (A.10)
€31 €31 €33 0 0 0 0 0 K33

geschrieben werden. Zur Interpretation der piezoelektrischen Moduln: Ein elektrisches
Feld der Starke |E| in x3-Richtung erzeugt nach dem inversen Piezoeffekt bei festgehalte-
nem Rand eine Normalspannung ess| E| in Feldrichtung und eine Normalspannung ez | E|
senkrecht zur Feldrichtung. Ein elektrisches Feld in a1- bzw. xo-Richtung erzeugt eine

Schubspannung e15|E| in der x1-z3-Ebene bzw. in der xs-z3-Ebene.

Bei einer transversalen Isotropie mit der &;-Achse als Symmetrieachse (z.B. gepolte Pie-

zokeramik) gilt die zusédtzliche Bedingung

Cos = (Ci1 —Cia) /2 . (A.11)

1Beim Ubergang von Tensor- zu Matrixschreibweise werden jeweils zwei Indizes von Cijpr und Djjp
sowie die hinteren zwei Indizes von e;j5, dijr und g;jp nach folgendem Schema ersetzt: (11) — (1);
(22) — (2); (33) — (3); (23),(32) — (4); (13),(31) — (5); (12),(21) — (6). Fiir die Tensoren der
Darstellung (A.2) miissen zusétzliche Faktoren eingefiihrt werden: Dy, = 2D;;4, falls m > 4 oder n > 4;
Dpn = 4Dyj51, falls m > 4 und n > 4; dip, = 2d;54, falls n > 4.
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Die Anzahl der unabhéngigen elastischen Parameter reduziert sich demnach auf fiinf. Aus

der Nachgiebigkeitsmatrix erhdlt man eine andere Darstellung dieser Parameter:

1/E1 —1/12/E1 —1/3/E3 0 0 0

—1/12/E1 1/E1 —1/3/E3 0 0 0
D: —1/3/E3 —1/3/E3 1/E3 0 0 0 (A12)

0 0 0  1/Gy 0 0

0 0 0 0 1/Gy 0

0 0 0 0 0 1/Gis
mit der Beziehung

G]Q = El/(Z(l + 1/12)) . (Alg)

Der Elastizitdtsmodul ist in jede Richtung innerhalb der zy-x3-Ebene gleich und wird
mit £y bezeichnet. Die Poisson-Zahl und der Gleitmodul fiir zwei beliebige orthogonale
Richtungen in dieser Ebene sind ebenfalls gleich und werden mit 145 bzw. GG13 bezeichnet.
Weiter ist K5 der Elastizitatsmodul in x3-Richtung, v3 und G5 sind die Poisson-Zahl bzw.

der Gleitmodul der z3-Richtung mit einer beliebigen Richtung in der z,-z4-Ebene.

Bei einer isotropen Symmetrie gibt es lediglich zwei unabhéngige elastische Parameter.

Zusammen mit Gleichung (A.13) gilt
E= E1 = E3 5 G = G12 = Gg 5 V ="V =V3 . (A14)

Der Dielektrizitatstensor & ist isotrop mit der Dielektrizitatskonstante k = k11 = k33. Der

piezoelektrische Kopplungstensor e verschwindet.
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Anhang B

Ungleichungen fiir Tensoren

Eine symmetrische n x n-Matrix A heifit positiv definit bzw. positiv semidefinit, wenn
2’ A-2>0 bzw. 27 -A-2>0 (B.1)

fiir alle Vektoren & # 0 erfiillt ist. Damit konnen Ungleichungen zwischen symmetrischen

Matrizen A und B im Sinne einer quadratischen Form definiert werden:
A<B <= B — A positiv semidefinit. (B.2)

Aus A < B folgt insbesondere fiir die Diagonalelemente A;; < B;; (komponentenweise).

Sind A und B beide positiv definit und besitzen sie eine gemeinsame Basis aus Eigen-

vektoren zu den Eigenwerten A" bzw. A8 ¢ =1,... ,n, dann gilt

A<B = MY <)\ (B.3)
und

A<B = B'<A' . (B.4)

Zur Formulierung von Ungleichungen symmetrischer Tensoren vierter Stufe wird die Ma-
trixschreibweise verwendet (siche Anhang A). Sind die Elastizitatsmatrizen C' und C*
beide isotrop, dann besitzen sie eine gemeinsame Basis aus n = 6 Eigenvektoren. Da C!
und C? positiv definit sind, gelten fiir sie die Beziehungen (B.3) und (B.4).

Isotrope Dielektrizitatsmatrizen ' und &? erfiillen als positive Diagonalmatrizen ebenfalls

die Voraussetzungen fiir diese Beziehungen.
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Die elektromechanischen Materialtensoren in den Gleichungen (A.2) und (A.2) koénnen
als symmetrische Matrizen mit n = 9 geschrieben werden. Speziell die Matrix in (A.2) ist

entsprechend der Definition in (B.1) positiv definit, wenn

D d’
(wT yT)( )(w>zmT-D-aeryT-%-er?yT-d-w20 (B.5)
d s Y

fiir alle Vektoren &,y # 0 erfiillt ist. Die sich daraus ergebende Ungleichung zwischen

Matrizen

1 g1,T 2 T
D d < D° d (B.6)
dl UK',l d2 UKIZ
kann abkiirzend in folgender Form geschrieben werden:
(D' d ') < (D%, d2,?) . (B.7)

Im isotropen Fall ist d = 0 und es ergibt sich eine Blockmatrix. Fiir die Untermatrizen

D und °k gelten Beziehungen analog zu (B.3) und (B.4).
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Anhang C
Einflusstensoren

Bei dem linear elastischen Randwertproblem mit linearen Verschiebungsrandbedingungen
(3.4) hiingen die lokalen Felder o(z) und €(z) linear von dem konstanten Parameter €

ab:
e(z)=Alz): € , ax)=C(z): Alz): € . (C.1)
Dabei ist A(x) der vierstufige Einflusstensor. Wegen

(0(2) = (C(x) : Alz)) : € = (C(2) : Al@)) - (A(2))™ (€] (C2)
und der Definition des effektiven Elastizitatstensors durch Gleichung (3.3) kann C™ dar-
gestellt werden als

c = (C(z): Alz)): (Az))" . (C.3)
Unter Verwendung des Average Strain Theorems (3.7) gilt (A(x)) = Z. Dann kann C™
vereinfacht als der mit (@) gewichtete Mittelwert von C(&) geschrieben werden [80]:

C"=(C(z): Alz)) . (C.4)

Fiir Mikrostrukturen mit stiickweise konstanten Materialeigenschaften in n-Phasen,
C(x) =C' = konst. fiir & € Vi, i = 1,... , n, vereinfacht sich Gleichung (C.4) zu

c = 2”: e A (C.5)

=1

Hierbei ist ¢/ = |V;|/|V| der Volumenanteil und A" der Einflusstensor der i-ten Phase,

A = |%|/ViA( yda . (C.6)
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Unter Verwendung der Hill-Bedingung (3.2) gilt

und weiter

(@) = (AT(2) : (@) = (AT (2) : C(2) : Ale) : (€) - ()
Damit ergibt sich als weitere Darstellungsmaoglichkeit fiir C™

c = (Al(z): C(z): Alz)) (C.9)

woraus zu ersehen ist, dass C™ ein symmetrischer Tensor vierter Stufe ist.

Bei dem elektromechanisch gekoppelten Randwertproblem mit Verschiebungs- und Poten-

zialrandbedingungen sind die Einflusstensoren A', 7 = 1,... , 4, folgendermafken definiert:

1 2 0
€(x) _ .AS(:I:) A4(az) 60 ‘ (C.10)
Eine Darstellung der effektiven elastischen, dielektrischen und piezoelektrischen Materi-

altensoren ist analog zu dem rein elastischen Fall moglich.
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Anhang D
Einschlussproblem nach Eshelby

Fiir das Konzept der Eigendehnungen wird das Randwertproblem der linearen Elastizitat
fiir einen heterogenen Volumenbereich C(2) auf ein homogenes Vergleichsproblem mit
konstantem Cg iiberfithrt. Die Heterogenitdt der Mikrostruktur wird dabei durch das
Eigenspannungsfeld 7(x) dargestellt:

o(x)=Cy:€(x)+ T(x) (D.1)
T(x) = (C(e) —Cy) : €(x) . (D.2)

Die Spannungs- und Dehnungsfelder o (&) und e(x) des homogenen Vergleichsproblems
(D.1) stimmen mit denen des heterogenen Ausgangsproblems {iberein, wenn die Eigen-
spannungen 7(x) Gleichung (D.2) erfiillen. Es werden lineare Verschiebungsrandbedin-
gungen mit beliebigem € betrachtet. Das Dehnungsfeld €(#) ist dann die Losung der
Integralgleichung [86]

e(x) =€ — /Vgo(:c,:c’) cr(e)de’ . (D.3)

Hierbei ist G%(x, ') der vierstufige Green’sche Tensor. Mit dem linearen Integraloperator

I'(x,7) kann Gleichung (D.3) vereinfacht geschrieben werden als
e(z) =€ —T(z,7) . (D.4)

Im Weiteren wird ein ellipsoidformiger Einschluss V! C R? in einer unendlichen homoge-
nen Matrix mit Matrixmaterial €™ betrachtet:
¢'=konst., zeV!

Clz) = (D.5)
cM =konst., ze V\V!
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Durch Einsetzen in die Integralgleichung (D.3) ergibt sich mit €y = €M

e(z)=€"— [ Gz, z'): (C"—CcM):e(z))dz’ . (D.6)
vI
Im Falle eines ellipsoidférmigen V! ist nach ESHELBY [21] das Integral iiber die Green’sche
Funktion konstant fiir 2 € V!,

G%@,2')d®' = konst. . (D.7)
VI
Aus diesem Grund ist das Dehnungsfeld (@) in Gleichung (D.6) innerhalb des Ellipsoids
ebenfalls konstant, e() = €', # € V!, weshalb der Eshelby-Tensor

P=[ G%=,z)da’:cV (D.8)
VI

unabhiingig von & € V' ist. Zusammen mit Gleichung (D.6) erhilt man

€= —P: (M. (CI - CM) c €
(D.9)
e=(Z+P: () :c'-1))": ¢

P ist abhiingig von dem Matrixmaterial C™ sowie von dem Achsenverhéltnis und der
Orientierung des Ellipsoids. Speziell fiir isotropes €™ mit Poisson-Zahl vy und einer ku-

gelférmigen Inhomogenitét V! kann der Eshelby-Tensor geschrieben werden als

Svm — 1 4 —Sv
Piikl = —r 6161 + 7 Y

oM O (bt 6ubi) D.10
15(1 — 1vy) 5(1—1/1\4)( b3t + 8udin) (D-10)

Das Finschlussproblem kann auf den elektromechanisch gekoppelten Fall iibertragen wer-
den. Die mechanischen und elektrischen Felder eines ellipsoidférmigen Einschlusses sind
in einer homogenen Matrix konstant. Daher kénnen die piezoelektrischen Analoga zu
dem Eshelby-Tensor (D.8) der Elastizitdat mit Hilfe von elektromechanischen Green’schen
Funktionen eingefiihrt werden. Eine Darstellung des piezoelektrischen Eshelby-Tensors
fiir beliebige Anisotropie wurde von BENVENISTE [4] und WANG [89] hergeleitet, jedoch
nicht in geschlossener Form. Fiir den wichtigen Fall einer transversal isotropen Matrix er-
hielt DUNN [18] eine explizite Losungen. Der Einschluss ist dabei ein unendlicher Zylinder
mit einer Ellipse als Grundfliche. DUNN & WIENECKE [20] fanden eine explizite Losung
fiir einen Ellipsoid mit zwei gleichen Halbachsen, welcher in Richtung der Isotropieachse

orientiert ist.
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