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EINLEITUNG

“If there is any message to all this work, it perhaps
should be that we are on the edge of a huge subject
which has many layers of complezity and subtlety and
which is not going to be contained comfortably wi-
thin any simple formalism.” — R. V. Moody
[Mo097]

Quasikristalle und ihre periodischen Approximanten besitzen elektronische Eigenschaf-
ten, die sich in vielerlei Hinsicht von denen ungeordneter oder periodischer Systeme unter-
scheiden. Seit der Entdeckung quasiperiodischer Strukturen durch Shechtman et al. [She84]
in der Mitte der 80er Jahre findet die Strukturklasse der Quasikristalle ein reges wissen-
schaftliches Interesse'. Herausragendstes Charakteristikum quasikristalliner Strukturen sind
wohl ihre eindrucksvollen Beugungsbilder, welche eine scharfe Bragg—Struktur aufweisen, die
fiir die reinsten Quasikristalle mit denen der Kristalle vergleichbar ist, aber sich von letzteren
durch die kristallographisch verbotene Punktsymmetrie unterscheiden. Ungeordnete Struk-
turen weisen dagegen ein diffuses Fourierspektrum auf. Letztlich sollte diese Tatsache einen
ersten Hinweis darauf geben, in welcher Richtung man allein durch die “geordnete Unord-
nung’ induzierte Effekte, d.h. durch die Aperiodizitit implizierte signifikante Unterschiede
zu den periodischen (= “geordneten”) Strukturen auf der einen Seite und den amorphen
(= “ungeordneten”) Strukturen auf der anderen, erwarten kann. Je lokaler ein physikali-
scher Prozef3 ablauft, desto unempfindlicher wird er auf die Subtilititen der Aperiodizitéit
reagieren. Obwohl die Untersuchung des Ubergangs von der aperiodischen Struktur zur un-
geordneten Strukturen ein reizvolles Unterfangen darstellt, wollen wir uns in dieser Arbeit
mit der “reinen Lehre” befassen. Das Ziel dieser Arbeit besteht darin, einen Beitrag zum
Studium des Wechselspieles zwischen der geometrischen und elektronischen Struktur in dem
“Extremfall” eindimensionaler Strukturen zu liefern, d.h. wir interessieren uns dafiir, wie sich
die geometrischen Struktureigenschaften konkret in die physikalischen Eigenschaften trans-
formieren lassen und wie die geometrische Struktur das physikalische Geschehen beeinflufit.

Natiirlich weif} jeder, wie man eine periodische Struktur erzeugen kann. Man wihlt sich
eine endliche Struktur, den sog. Fundamentalbereich, und wendet auf diesen die gew&hnli-
che Translationsoperation an, wobei die Symmetrieeigenschaften des Fundamentalbereiches
mit denen der Translationsgruppe vertrédglich sein miissen. Neben der Periodizitét ist die

nzwischen gibt es eine Reihe brauchbarer einfiihrender Literatur. Exemplarisch seien genannt [Suc2002,
Sta99, Axe95, Hip94, Jan91]. Die operatortheoretischen Aspekte eindimensionaler aperiodischer Struk-
turen findet man z.B. in [Cyc87, Pas92] ausfiihrlich diskutiert. SchlieBlich wollen wir noch ein weiteres
interessantes neues Buch [Tes2000] zu dem hier betrachteten Thema erwihnen.

iii



iv Finleitung

Selbstéhnlichkeit ein weiteres fundamentales Ordnungsprinzip. Paradebeispiel einer entspre-
chenden Konstruktionsregel sind die Substitutionsfolgen. Eine Substitutionsregel legt der
Folge von Symbolen (= Fundamentalbereiche) eine Ordnungsstruktur auf, die es klar von un-
geordneten Systemen unterscheidet. Zum einen geht die Ordnung, die sich in einem diskreten
Fourierspektrum manifestiert, mit reguldren Eigenschaften der zugrundeliegenden Struktur
beziiglich Translationen (mit einer trivialen Selbstéhnlichkeit) einher. Andererseits besitzen
die durch Substitutionen erzeugten Strukturen eine nichttriviale “Selbstdhnlichkeitssymme-
trie”, welche mit einer diskreten Dilatation einhergeht. Beides sind Formen von Repetiti-
vititen, aber eben nicht dieselben [Luc93—1]. Obwohl die hier betrachteten aperiodischen
Strukturen keine Translationssymmetrie besitzen, konnen sie ein diskretes Fourierspektrum
S(k) besitzen, die sog. Fibonacci-Folge [Fib1202] ist ein derartiger Kandidat (siehe z.B.
[Jan94], S. 24ff.). Wir werden andere Substitutionen kennen lernen, die ein singuldr—stetiges
oder ein absolut—stetiges Fourierspektrum S(k) aufweisen. Letztere haben eine Dilatations—
Symmetrie, aber sind nicht mehr hinreichend regulédr beziiglich der Translationssymmetrie.

Man kann die geometrische Situation vielleicht wie folgt charakterisieren. Man nennt die-
jenigen Strukturen, welche nicht periodisch sind, aber trotzdem ein diskretes Fourierspektrum
im strengen Sinne besitzen fastperiodisch? [Bes32, Boh32|. Sie zeichnen sich dadurch
aus, daf} sich ihre Fouriertransformierte durch eine abzdahlbare Summe von d—Distributionen
darstellen lassen. Ist die Summe endlich, so nennt man f(x) quasiperiodisch, d.h. f(x) =
glarz,...,anx), wobei g eine periodische Funktion in R™ ist. Die «; sind zueinander paarweise
inkommensurabel. Eine weitere Abschwichung regulédrer Eigenschaften beziiglich Translati-
onssymmetrie ergibt sich, wenn die “globale” Fastperiodizitdt durch eine nur noch “lokal”
(d.h. in einem endlichen Ausschnitt von R) vorhandene Fastperiodizitit ersetzt wird (sog.
schwach periodische Folgen, s. [Jan95]). Hier sind die strukturellen Korrelationen schon
so schwach, dafl das zugehorige Fourierspektrum absolut—stetig ist, wie man es von den
amorphen und randomisierten Strukturen kennt.

e Periodisch: Charakteristisch sind Begriffe wie 3-D Gitter, Einheitszelle, Brillouin—-
Zone und ein diskretes Fourierspektrum mit einem Fourier-Modul vom Rang drei.
Bekanntes Beispiel sind natiirlich die Kristalle.

e Quasiperiodisch: Hier gibt es kein Gitter, keine Brillouin—Zone, aber noch ein dis-
kretes Fourierspektrum mit Fourier-Modul vom Rang n > D, wobei n aber immer
noch endlich ist. Beispiele sind zum einen die sog. inkommensurable Kristalle (mit
kristallographisch erlaubter Punktsymmetrie), in 1-D gehoren die verallgemeinerten
Fibonacci—Folgen dazu, zum anderen die Quasikristalle (mit kristallographisch verbote-
ne Punktsymmetrie), die sich z.B. durch das Penrose-Muster geometrisch beschreiben
lassen.

e Allgemein Fastperiodisch: Die Strukturen besitzen ein diskretes Fourierspektrum
mit einem Fourier-Modul vom Rang n = oo. Beispiele hierfiir sind regulédre Fraktale

’Eine Menge w C R heifit relativ dicht, wenn ein ¢ > 0 existiert, so dafl jedes Intervall der Linge ¢
mindestens ein = € w enthilt. Eine stetige Funktion f(z) € € heifit fastperiodisch, wenn die Menge der Zahlen
r, fir die |f(z 4 7) — f(z)| < ¢, mit e > 0, gilt, relativ dicht ist. Beispiel: Die Funktion f(z) = sin(27x) + sin(2raz)
ist nicht periodisch, wenn o € R\Q. Die Vielfachen von o mod 1 iiberdecken den Einheitskreis dicht, so daf
zu jedem e > 0 ein N. derart existiert, daf} [sin(2raN,)| < e gilt. Damit ist die Existens einer relativ dichten
Menge von Zahlen r gesichert, fiir die |f(x +7) — f(2)| < € gilt.
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(oft sog. grenz-periodische?® Strukturen), wie die sog. Sierpinski-Dreiecke, oder in
1-D die sog. periodenverdoppelnden Ketten.

e “Kritisch”: Das Fourierspektrum ist nicht mehr diskret, sondern singular stetig. Ein
typisches Beispiel in 1-D ist die Thue-Morse—Folge.

e Amorph: Nur kurzreichweitige Ordnungkorrelationen, absolut stetiges Fourierspek-
trum. Random: Keine Korrelationen, absolut stetiges Fourierspektrum.

Wenden wir unsere Aufmerksamkeit der uns in dieser Arbeit interessierenden eindimen-
sionalen physikalischen Welt der elektronischen Eigenschaften zu und beginnen mit der quan-
tenmechanischen Beschreibung eines Elektrons in einem effektiven elektrostatischen Poten-
tial, das durch alle anderen Elektronen und die Atomkerne erzeugt wird. Die Schrédinger—
Gleichung hat die allgemein vertraute Form

0 . N

ih— U(x,t) = Hup V(2 1), Hupp=-—+U(@) auf G=(2_,,x,) CR, (1)

ot 2m

wobei p der Impuls— und & der Ortsoperator sein mdgen. Die ersten systematischen mathe-
matischen Untersuchungen dieses Modells gehen wohl auf Weyl [Wey10] und Titchmarsh
[Tit46] zuriick. Erstes Interesse von Seiten der Physik findet man in den beginnenden Dreif3i-
ger Jahren bei Kronig und Penney [Kro31], die eine periodische Anordnung von identischen
Potentialbarrieren betrachteten. Die wohl erste systematische Verallgemeinerung auf belie-
bige Potentiale mit periodischen Randbedingung?® findet man bei Hill [Hil1886]. Als einige
typische Anwendungsbeispiele seien hier genannt: Bandstrukturbetrachtungen und Untersu-
chungen zur Dynamik von Elektronen in geordneten Festkorpern, Lokalisierungsphdnomene
in ungeordneten Festkorpern und Fliissigkeiten (s. z.B. [Lie66, Mat93]) oder Halbleitermi-
krostrukturen [Jar89, Tun92]. Neben Untersuchungen zu den physikalischen Eigenschaften
geschichteter Supraleitern [Tan89] findet sich auch eine Anwendung beim “Quark—Tunnel”
eindimensionaler Kernmodelle [Cle90]. Trotz seiner augenscheinlichen Einfachheit sind die
Eigenschaften des *“aperiodischen Kronig—Penney—Modells” bei weitem nicht in al-
len ihren Facetten vollstdndig verstanden. Im Lauf dieser Arbeit werden wir auf eine Fiille
weiterer Arbeiten stoflen, die fiir ihre Modellrechnungen verschiedene Formen des Kronig-
Penney-Modells zugrundelegen. In diesem Zusammenhang werden wir auf eine Reihe von
“modernen” Fragestellungen zu sprechen kommen, die sich um dieses Modell ranken. Eigent-
lich sind nur die mathematischen Werkzeuge zur Beschreibung perfekt geordneter Strukturen
(abgesehen vom Vakuum, wird dieses Idealbild mit der kristallinen — also periodischen —
Phase assoziiert) einerseits® und den vollstindig ungeordneten (Random-) Strukturen am
anderen Ende der Ordnungshierarchie, zu deren Beschreibung sich statistische Methoden
hervorragend eignen, weit ausgereift. Dagegen befinden sich die Methoden zur Beschreibung

3Das sind Funktionen, die gleichmiBig gegen eine periodische Funktion konvergieren, gegebenenfalls mit
einer immer linger werdenden Periode. Ein bekanntes Beispiel ist die Funktion f(z) = 392, ay cos(2mz/27)
mit 32 | |an| < co. Sie ist Limes einer Funktion mit der Periode n — oco. Unser Beispiel spielt eine gewisse
Rolle bei der Beschreibung des Ubergangs zum Chaos via Perioden—Verdoppelung.

4(1) nennt man deshalb (v.a. in der mathematischen Literatur) auch die Hill’sche Gleichung.

SHier ist v.a. die Theorie der endlichen Gruppen zu nennen.
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des Terrains der “Zwischenwelten”, sofern man sich nicht mit Oberflichlichem begniigen will,
noch in den Kinderschuhen [M0097].

Man kann die stationédre Schrodinger-Gleichung zu (1) auf die Form eines kontinuierli-
chen dynamischen Systems

AW (z) . S 0 1 = » U(x
=) =T b0 = () o ) E0. S0 = () ). @

bringen, welches bei verschiedenen Fragekomplexen eine Schliisselrolle spielen wird. Im Fol-
genden konnen wir uns aber ruhigen Gewissens ausschliefSlich auf die Untersuchung seines
diskreten Pendants beschranken. Der Begriindung hierfiir werden wir den Anhang IT.A wid-
men, wo wir zeigen werden wie sich das kontinuierliche Modell auf folgendes, zu (2) praktisch
dquivalentes diskretes Modell abbilden 148t (sog. Poincaré-Abbildung). Den Preis, den man
hierfiir zu zahlen hat, ist, dal nun die Platz-Energien ¢, und Hiipf-Terme ¢, explizit von
der Energie € der kontinuierlichen Gleichung als Schar-Parameter abhéngen. Die auf dem
Intervall G = [-M,N — 1] C Z der “Lénge” |G| := M + N definierte 1-D diskrete Form
der Schrédinger—Gleichung (“Poincaré-Darstellung” der zu (1) gehorenden stationéren Glei-
chung) ist gegeben durch

A~

(}C(&\Ij)# =1 (€)W + 1 (E) V1 + €u(E)T, = E(E)Vy, U, :=T(z,), ne€G. (3)

Die allgemeinen Losungen dieser Fixpunktgleichung werden wir im Anhang II.A zum Kapitel
IT noch ausfiihrlich besprechen®. Die Losungen ¥, aus (3) sind gleich den Wellenfunktionen
an den Orten z,, d.h. es gilt ¥, = ¥(z,) fiir eine beliebige, streng monotone Folge (x#)#eG.
Die formale Kenntnis der Losungen ¥, von (3) wird es uns ermdoglichen, wesentliche Aspek-
te der uns interessierenden Ortsraum—Renormierung besser in ihren Zusammenhéngen

zu verstehen. Aquivalent zu (3) ist die Matrix-Gleichung (“Transfer—Matrizen Darstel-

lung”)
() - (7 ) )

-

T, (8)

= TP, (&) =T, ¥ (&) (4)
mit den Anfangswerten U v, den “Parametern”
0
sowie der sog. Transfer Matrix
1
T, = [] To&)=T,(&)T,_(&)-...-T_,(€). (6)
a=—M

Die diskrete Schrodiger—Gleichung (3) sollte nicht mit der Tight-Binding—Approximation gleich gesetzt
werden. Bei letzterem sind alle Parameter ¢,,t, und die Energie E von dem Schar—Parameter & unabhéngig!
Die Losungen w,, sind nun nicht gleich dem Wert der Wellenfunktion w am Ort z,, sondern geeignet gewihlte
Wannier—Funktionen, die am Ort z,, lokalisiert sind.
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Formal hat man es beim diskreten Modell mit einer sog. Poincaré-Abbildung (engl. “first
return map” ) fiir das kontinuierliche dynamische System zu tun. Man hat das Eigenwertpro-
blem (1) auf ein diskretes Fixpunktproblem abgebildet. Die Eigenschaften des “Stromes”
T(z) in (2) werden weitgehend durch diejenigen des “Diffeomorphismus” T}, aus (4) be-
stimmt.

Ortsraum-Renormierung ist auf der, einem physikalischen Problem zuordenbaren, geo-
metrischen Ebene Ausdruck einer zugrundeliegenden fraktalen Struktur (s. z.B. [Nij98]).
Auf dieser Ebene wird ihre “Dynamik” (diskrete “Zeit”” n) durch eine Abfolge von Mor-
phismen M,, beschrieben, die ein geometrisches Objekt in ein neues iiberfiihrt, welches zum
urspriinglichen in einem noch genauer zu definierenden Sinne “selbstdhnlich” ist. Die uns
interessierenden elektronischen Eigenschaften, beschrieben z.B. durch die (lokale) Zustands-
dichte und Kubo—Leitfahigkeit, werden vollstdndig durch das “Langzeitverhalten” eines der
Schrodinger—Gleichung (1) entsprechenden dynamischen Systems bestimmt. Letzteres wird
durch die Eigenschaften der Trajektorie {Z(™) € II |n € IN} eines gegebenen Parametertuples
#") auf einer differenzierbaren Manigfaltigkeit IT (Phasenraum) beschrieben, welche durch
eine Folge ("M,), von “elementaren Diffeomorphismen”®

M, : II — II, g RMn<5j(n)) — g+,

erzeugt werden, deren geometrisches Pendant gerade die durch die erwdhnten Morphismen
M, induzierten Trajektorien von Worten {w(™ € A%|n € N} im “Adress—Raum” A®
sind. Ist die Folge ("M,), periodisch, d.h. gilt "M, = "M fiir alle n, dann existiert unter
bestimmten Umsténden ein (oder mehrere) Fixpunkt(e) "M(z*) = &*. Im Kontext der Re-
normierungstheorie bestimmt er die entsprechenden Renormierungsgleichungen®, und damit
die Physik am “kritischen Punkt”. In unserem Falle entspricht dem Fixpunkt die aperiodische
Struktur w = M(w) mit dem unendlichen Wort w € A%. Im Sinne der Renormierungstheo-
rie kritischer Phénomene untersucht man die freie Energie eines Ensembles {j:cw}weﬂ von
Realisationen w € Q. Man hat hierbei zwei Objekte gleichzeitig im Auge zu behalten, den
Hamilton-Operator und die entsprechende Verteilungsfunktion. So ist es z.B. mdoglich, eine
Renormierungstransformation fiir die Verteilungsfunktion (Gibbs-Maf}) aufzustellen, aber
der zugehorige renormierte Hamilton—Operator mufl nicht automatisch das renormierte Mafl
reproduzieren. Dies bringt uns auf den zentralen Begriff des Orbits © = O[w] und die sog.
Hiille'® © := Hull(J,) eines homogenen Operators 5, € @ C 2(H), dem Banach-Raum der
beschrinkten Operatoren auf dem (hier als separabel angenommenen) Hilbert-Raum H.!
Ubernimmt man fiir € die entsprechende Operator-Topologie von Z(HH), so ist (€, T) ein to-

"Es sollte im Folgenden kaum die Gefahr bestehen, dieses mit der Dynamik der zeitabhiingigen
Schrodinger—Gleichung zu verwechseln.

8Im Gegensatz zu Stromen ist hier die “Zeitvariable” diskret. Ein Diffeomorphismus ist eine stetig
differenzierbare Abbildung mit stetig differenzierbarem Inversen.

°S. z.B. [Nie76, Wil83] und die einschlégige Literatur. In [Wal2003] haben wir einige der uns interes-
sierenden Aspekte hierzu zusammengetragen.

OWir “iiberladen” hier zugegebenermafen das Symbol €2, um die direkte Entsprechung zum Original Q
zu betonen. Es sollte aber kein Grund zu moglichen Konfusionen sein.

HFir die Grundlagen der Topologie und Operator—Theorie sei auf die entsprechende einschliigige Literatur
verwiesen (s. z.B. [Dun57, Ree72-I, Heu86, Meg98]). In [Wal2003] findet man eine Zusammenfassung
dessen, was uns davon als wichtig erschien.
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pologischer Unterraum von #(H) beziiglich der relativen Topologie . Auf € 148t sich unter
gewissen Voraussetzungen ein normiertes Borel-Maf$ i (Wahrscheinlichkeitsraum (2,98, ),
B ist die o—Algebra aller Borel-Mengen) erkliren, eines der wichtigsten Werkzeuge zur
Charakterisierung verschiedener Klassen von Strukturen.

Definition 1 ([Bel86], [Pas92, S. 18]) Ein Random-Feld f,, mit g € Z, nennt man ho-
mogen, wenn es eine Gruppe'® G = {T,|g € Z} von Automorphismen auf dem Wahr-
scheinlichkeitsraum (Q, 98, u) derart gibt, daf gilt: (a): G isomorph zu Z ist, d.h. es gilt
Toitgo = T T g, fiir alle g1,g5 €Z, und Ty =1id < g=0; (b): u(Ty(Q1)) = p(Qy) fir alle
Qi €B; (¢): fotg (W) = fo(Tg(w)) fir alle g,,g, € Z und alle w € Q.

Einen beschrinkten Operator 5, nennt man homogen, wenn die Familie seiner Transla-
te {FTE. 3, = 115 FH, ﬂz | € € G} eine beziiglich der starken Operator—Topologie T kompakte
Abschluf'® besitzt. &

Die durch Substitutionsregeln erzeugten aperiodischen Strukturen sind homogen im Sinne
dieser Definition. Wir haben hier somit ein nichttriviales Beispiel von unmittelbarer physi-
kalischer Relevanz vorliegen, bei dem verschiedenste mathematische Konzepte miteinander
in ein interessantes Zusammenspiel treten:

e Topologische Dynamik: In dem topologischen Raum (A%, ), wobei im Falle unend-
licher Orbits G = Z oder G = IN gilt'*, werden die Eigenschaften der Orbits

Olw] == {T*(w) | € G} C A%, we AT,

untersucht. A% ist die Menge aller Symbol-Folgen (Worte) iiber einem gegebenen Al-
phabet A = {21,...,2,}. Sie wird versehen mit der Produkt—Topologie'®> ¥. 7" ist der
Translationsoperator (engl. shift operator) T(wl) = Wt 1 € G, der fiir endliches
|G| gerade eine zyklische Permutation induziert. Jedem dieser abgeschlossenen Orbits
entspricht in Z(H) ein beziiglich der starken Operator—-Topologie abgeschlossenes En-
semble von Hamilton-Operatoren #(,, bzw. allgemeiner ein Ensemble von Resolventen
G (z) mit

M. G,(2) = TG,(2) (TN =6u(2), W =Tw) e C A"

Diese Situation ist bekanntlich Ausgangspunkt fiir verschiedene Formen von Konfigu-
rationsmittelungen, sowie bei der Konstruktion der irreduziblen Darstellungen eines
gegebenen Hamilton-Operators H,. Das Paar & = ((A%, %), T) 148t sich als topo-
logisches dynamisches System (sog. “Bernoulli-Shift”, oder “full-shift”) auffassen,
dessen Orbits jeweils ein sog.'% “symbolisches dynamisches System” (oder “sub

12Statt zP kann man auch den kontinuierlichen Fall mit RP? auf analoge Weise betrachten, d.h. man
betrachte G = {T,4|g € RP}.

13Den Abschlufl der Familie von Translaten beziiglich der starken Operator—Topologie ist per definitionem
die Hiille Hull(H) von .

"Der kontinuierliche Fall G = R soll hier, trotz seiner zentralen Bedeutung fiir die allgemeine Zeitentwick-
lung von Zusténden (Dichte-Operatoren), nicht betrachtet werden.

15 Auf dem Alphabet A = {z1,...,z,} (mit endlichem A) selbst ist die diskrete Topologie erklért.

16Das ist eine spezielle Form eines diskreten dynamischen Systems, definiert auf dem Raum abstrakter
Symbole.
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shift”) £ = ((Q,%),T) bilden, wobei € = O[w] der Abschlu von O[w] beziiglich der
induzierten Produkt—Topologie ist. Klassenbildung (irreduzible Darstellung fiir die Ob-
servable 9(,) und Konvergenzbegriff sind in diesem Zusammenhang wichtige Begriffe,
die uns im Laufe dieser Arbeit beschiftigen werden. Kombinatorische Eigenschaften,
wie das Auftreten von Potenzen von Faktoren und Palindrome'”) spielen eine wichtige
Rolle bei der Bestimmung des Spektraltyps. Diese Beziehung zwischen den kombi-
natorischen Eigenschaften der geometrischen Struktur und den physikalischen Eigen-
schaften sind letztendlich immer auf die enge Beziehung zwischen dem topologischen
dynamischen System!'® ¥ = (€2,7) und der zugehérigen einhiillenden C*—Algebral®
C*(¥) = C(N)x,G zuriickzufithren, d.h. dem verschréinkten Produkt von C(2) (=
Menge aller stetigen Funktionen iiber dem kompakten Hausdorff-Raum €2) und der
diskreten Gruppe G = Z. C*(X) besitzt eine Darstellung in Z(H). Jedem Element
w € © kann auf diese Weise ein Hamilton-Opeator F(,,, oder allgemeiner (im Falle, daf
F, ein unbeschrinkter Operator ist) eine Resolvente G, (z) zugeordnet werden.

e Abstrakte Dynamik (® = (2,9, 1, T) ist der Mal-Raum, p das T-invariante Haar—
MaB). “Metrische” Aspekte, wie die Haufigkeit bestimmter Buchstaben—Teilfolgen (y,),
im jeweiligen (unendlichen) Wort w € € spielen eine wichtige Rolle bei der Charakte-
risierung elektronischer Eigenschaften (z.B. “gap—labelling”—Theorem [Cla79, Joh82,
Bel83, Bel92, Bel93, Bel2000]). Das auf dem Mafi~Raum (€2, B) erklirte Mafl 4 auf
der einen Seite und die Autokorrelationsfunktion (“Fourierspektrum”, das Spektrum
eines unitdren Operators, Strukturfaktor) bzw. die integrierte Zustandsdichte (IDOS)
(Spektrum des selbstadjungierten Hamilton—Operators, inverses Spektralproblem) auf
der anderen, sind auf das engste miteinander verkniipft. Die relevanten Operator—
Algebren (projektor—wertige Maffunktionen &,, vgl. z.B. [Ree72-1, S. 267/367]) sind
hier die von Neumann—Algebren®® (= W*—Algebren).

e Differenzierbare Dynamik (IT = differenzierbare Mannigfaltigkeit, "M = Diffeomor-
phismus). Jeder Substitution M entspricht ein “Super-Operator” “M auf Z(H), welcher
in unserem Falle den tridiagonalen tight-binding-artigen Hamilton-Operator ¥, auf
einen neuen, wiederum tight-binding-artigen und tridiagonalen effektiven Hamilton—
Operator ffcaff[(w)[z] abbildet, dessen Parameter # (= Parametertupel als Element im
Phasenraum IT) durch den Diffeomorphismus "M aus den alten hervorgehen. Der Zu-
sammenhang mit der Theorie der “iterierenden Funktionensysteme” (IFS) ist evident
(s. z.B. [Kie2002, Fu2000] und die dort zitierte Literatur).

"Das Auftreten von Palindromen (lax formuliert sind das Worte, die vorwérts wie riickwéirts gelesen
das Gleiche ergeben, Bsp. abba) sind ein hinreichendes Kriterium fiir das Auftreten von singulir stetigem
Spektrum, falls o, = () ist. Zum Gordon’sches Argument s. z.B. [Gor76, Dan2000—2, Dan2000-3],
zum Konzept der semiprimitiven Substitutionen s. [Bov93]. Beide laufen darauf hinaus die Existenz von
Eigenwerten (Punktspektrum). Palindrome und ihre Bedeutung fiir das Spektrum sind in [Hof95—-2, A1197,
Dan2000—4, Dan2002] behandelt. Vgl. auch [Wal2003].

18Wir lassen im Folgenden die Referenz auf die zugrundeliegende Topologie in X = ((©,T),7) der Einfach-
heit halber weg und schreiben = = (©,7).

195, 2.B. [Tom87, Bel88, Her92, And98] und die dort zitierte Literatur, sowie [Min97, Jeo2000]). Vgl.
a. [Wal2003].

208, z.B. [Tom87, Gio95, Len2002]. Einige der wichtigsten Fakten findet man auch im [Wal2003]
zusammengetragen.
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Ist © ein kompakter Hausdorff-Raum (was fiir alle uns interessierenden Orbits der Fall ist)
und ¥ = (2,7) ein topologisches dynamisches System, dann gibt es ein Wahrscheinlich-
keitsmaf p(-) der Borel’schen o—Algebra in Q derart, dafl u(T 'w) = u(w) fiir alle Borel-
mefbaren Mengen w aus Q gilt [Bro76, S. 44]. Dies bedeutet, das Tupel ® = (2,98, u,T) ist
ein abstraktes dynamisches System. In unserem Falle ist diese Zuordnung sogar eindeutig, da
das System ¥ minimal ist. Die Verhéltnisse sind in folgendem Diagramm zusammengefaf3t.

Q o C() < cE) L rea(Q) —— (2, p)

(G A e
* J

Q +— C(Q) «— CQ)F = rca() «— (Qnu)
Hierbei ist C(2) der Banach-Raum (Abel’sche C*—~Algebra) aller stetigen Funktionen auf
dem kompakten Hausdorff-Raum Q. C(Q)* ist der zugehorige Dual-Raum aller stetigen
Funktionale auf C'(€2). Nach dem Darstellungssatz von Riesz—Markoff ist er isometrisch iso-
morph zum Raum aller komplexwertigen Baire-Mafe rca(€2) auf Q.2 #J* ist der zu "J ad-
jungierte Super-Operator. Bemerkenswerter Weise ist ®J genau dann ein s-Isomorphismus,
wenn I ein Homdomorphismus ist?2.

Die Abbildung der geometrischen Struktur auf die entsprechende physikalische Struktur
ist ein kontravarianter Funktor

T CompT,Bpd - C*Alg, QU x,Z— C(C(Q),Z,a)=C(Q) x, Z,

von der Kategorie?® der kompakten Gruppoide Q x, Z in die Kategorie der C*—Algebren.
Der Grund dafiir, da} wir statt der kompakten Hausdorff-Raume Q@ = O[w] das komple-
xere Konstrukt des kompakten Gruppoids Q %, Z benutzen, ist darin zu suchen, dafl es,
sowohl dem Orbit Ofw] als einem kompakten Hausdorff-Raum, als auch der durch den
Shift—Operator I implizierten inneren Struktur von Ow], gleichermaflen Rechnung trégt.
Die Struktur des dynamischen Systems ¥ = (£2,7) wird somit durch das entsprechende
Gruppoid vollstédndig beschrieben. Auf ihm wird die sog. einhiillende C*—Algebra C*(X)
eingefiihrt, deren Darstellung?® (= *—Homomorphismus) in %(H) alle uns interessierenden
Hamilton-Operatoren H,, bzw. deren Resolventen G, (z), als Elemente enthilt. In [Ren80]
findet man die zugehorige Theorie der C*—~Algebren auf Gruppoiden entwickelt?®. Die hier

218, z.B. [Ree72-1, S. 107] und [Dun57, S. 265] oder die Ausfiihrungen in [Wal2003] .

228, [Dun57, S. 278] oder auch [Wal2003)].

23Eine Kategorie besteht aus einer Ansammlung von Objekten (z.B. Gruppen, Banach-Réume oder C*—
Algebren) und einer Menge von strukturerhaltenden Morphismen (Gruppen—Homomorphismen, beschrinkte
lineare Transformationen bzw. *—Morphismen), welche die innere Struktur der Objekte respektieren und dem
Assoziativgesetz geniigen. Ein Gruppoid ist eine sog. kleine Kategorie, in der séimtliche Morphismen Isomor-
phismen sind. Ein Funktor ist ein strukturerhaltender Morphismus zwischen Kategorien. Zu den einzelnen
Details s. z.B. [Her73, Ada90] und die Artikel [Ren80, Bro87] fiir weitere Informationen zum Gruppoid.
Die fiir uns wichtigsten Zusammenhiinge findet man im ersten Teil von [Wal2003] zusammengetragen.

24Wenn man will, kann man die Darstellung wieder als ein Funktor auffassen, welcher C*-2lg in Ban,
d.h in die Kategorie der Banach—-Rdume der auf einem Hilbert—-Raum erklérten beschréinkten Operatoren,
abbildet.

%Das entsprechende, fiir unsere Belange ausreichende, abgespeckte Programm, findet man auch in [Bel93]
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favorisierte Beschreibungsform durch Kategorien und Funktoren trégt dem Ziel Rechnung,
die Transformation gefundener Strukturen aus der einen Welt (die der Worte, d.h. in unserem
Falle der Welt der geometrischen Strukturen) in die entsprechenden Strukturen der anderen
Welt (die der Hamilton—Operatoren bzw. deren Resolventen) auf eine transparente Weise zu
transformieren bzw. zu {ibersetzen. Ein entscheidender Punkt hierbei ist, daf§ der Funktor 7
bestimmte strukturelle Eigenschaften erhilt. Ein Beispiel ist die Erhaltung des Produkts?®.
Das bedeutet, dafi die natiirliche Produkt—Topologie der punktweisen Konvergenz in € in
“natiirlicher Weise” auf das entsprechende Pendant, der Produkt—Topologie ¥, (= starke
Operator-Topologie) in #(H), dem Banach-Raum aller beschrankter Operatoren auf dem
Hilbert-Raum H, “transformiert” wird. Fixpunkte sind eine topologische Eigenschaft, die
durch strukturerhaltende Funktoren vererbt werden und vieles andere mehr.
Wir werden im Folgenden etwas lax die Schreibweise

T: Ow] = B(H), wr Gu(2)

benutzen, obwohl der Funktor 7 eine Abbildung des Gruppoids, also eines gegebenen Objekts
aus CompT,Gp0, in ein Objekt aus C*-Alg, d.h. die C*-Algebra®” C*(X) = C(Q) x4 Z, ist.
Man kann den Funktor als die Grundlage des allgemeinen Prozedere betrachten, welches man
gewohnlich als Konfigurationsmittelung bezeichnet. In diesem Sinne lassen sich periodische,
aperiodische und amorphe Strukturen einheitlich durch die innere Struktur (= Gruppoid—
Struktur) des zugehorigen Orbits @ = O[w] bzw. seinem Pendant in C*-2flg, der linearen
Hiille Hull(%(,) des Operators ¥, bzw. seiner Resolventen G, (z) beschreiben.

Was hat aber die kurz gestreifte, sehr weit ausgereifte Theorie der (topologischen /abstrak-
ten) dynamischen Systeme und ihr Pendant in C*-2(lg, die sog. C*~dynamische Systeme, mit
der Theorie der Ortsraum-Renormierung zu tun, d.h. was haben die oben genannten ersten
beiden Typen dynamischer Systeme mit dem dritten, den Diffeomorphismen gemein? Es ist
wohl nicht verwunderlich, dal man die physikalischen Eigenschaften selbstédhnlicher Struktu-
ren gerade mit den Methoden der Renormierungstheorie besonders gut beschreiben kann. Aus
dem oben Gesagten sollte man eigentlich erwarten, dafl dies ein allgemeiner Zusammenhang
ist. Hierbei ist es unerheblich, daf§ man i.a. Renormierung im k—Raum (bzw. Impuls—Raum)
betreibt, wobei die Reskalierung der Felder und die geeignete Wahl von cutoffs im Vorder-
grund stehen, wenn man bedenkt, dafl dies nur ein duales Bild zur Ortsraum-Renormierung
ist, also im gewissen Sinne sich die zugrundeliegenden Strukturen durch einen geeigneten
Funktor von der Kategorie der Ortsraum-Darstellungen in die Kategorie der Impulsraum-—
Darstellungen abbilden lassen und umgekehrt. Es wire interessant eine “darstellungfreie”
Form der Renormierungstheorie zu entwickeln und alle strukturellen Eigenschaften der durch
Kadanoff, Widom und Wilson entwickelte Renormierungstheorie im Sinne der Kategorien—
Theorie auszudriicken. Doch zuriick zu der im Raum stehenden Frage! Es ist eines der wich-
tigsten Ergebnisse dieser Arbeit aufzuzeigen, wie man fiir eine spezielle Klasse von Orbits

dargestellt. Letztlich 148t sich jedem topologischen dynamischen System ¥ = (©,7) ein C*—dynamisches
System (2, G, ) zuordnen, dessen kovariante Darstellung die Hamilton—Operatoren #, zu jedem w € Q
als Elemente enthilt. Analog 148t sich jedem abstrakten dynamischen System ein W*—dynamisches System
(9, G, ) zuordnen, wobei nun, anstatt der C*~Algebra 2 die von Neumann—Algebra 9% zu stehen kommt.
Details findet man in [Ped79, Tom87]. Im ersten Teil von [Wal2003] wurden die notwendigsten Fakten
hierzu zusammengetragen.

26D h. in unserem Falle das topologische Produkt. S. hierzu die Diskussion in [Wal2003].

27S. [Bel93] oder auch die Zusammenfassung aus [Wal2003] .
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Ofw], w € A%, jedes Element o’ € O[w] nicht nur in der bekannten Form w’ = %(w) darstellen
kann, sondern auch durch eine (unendliche) Folge (M, x, )nem von elementaren (expandie-
renden) Substitutionen (= “Inflation”) M, x,. Wir haben oben gesehen, daff ein Fixpunkt
M(w) = w (transferiert durch den Funktor 7) unter gewissen Umsténden (auf die wir noch
nicht eingegangen sind) die Renormierungsgleichungen bestimmt und umgekehrt. In unse-
rem Verstdndnis sind beide nur die zwei verschiedenen Seiten ein und derselben Miinze. Es
kommt daneben aber ein weiteres Phénomen hinzu, welches in der uns bisher zugénglichen
Literatur noch nirgends diskutiert wurde: Das Konzept der Super—Inflation. Hierbei verste-
hen wir unter diesem Begriff das Transformationsverhalten des gesamten Orbits unter einem
Ensemble von Substitutionen, d.h. wir interessieren uns fiir den “Super—Orbit” {O[w(”)]}nem,
wobei M, 1 (O[w"~V]) € O[w™] gelten moge, und seine Fixpunkteigenschaften im Sinne von
M, i (O[w]) C O[w] fiir gewisse (oder sogar alle) M, , € {M,, ;. }x. Wir werden sehen, daf die
von uns im folgenden eingefiithrten “hierarchischen” Graphen einen ersten Zugang zu dieser
Problematik bieten. Man kann letztere als eine “Darstellung” des Gruppoids Olw] x4 Z, bzw.
genauer seines ihm zugrundeliegenden Graphen, auffassen in dem jedem Element I, aus
der oben definierten Gruppe G = {J,|g € Z} eine Folge von elementaren Substitutionen
[1, M, k, derart zugeordnet werden kann, dal I [T, M, (21) =[], My i, (z1), =1 € A gilt.
Damit gelingt es uns — zumindest fiir die in dieser Arbeit betrachteten Strukturen — das
Konzept der Renormierung mit dem der (C*-)dynamischen Systeme zu verkniipfen. Das
Ergebnis bezeichnen wir mit dem Begriff der Pfad—Renormierung.

Die Struktur dieser Arbeit

Nachdem wir uns einen kleinen Einblick in einige der inneren Zusammenhinge und Struktu-
ren der groflen Welt unseres Seins gestatteten, wollen wir auf die Struktur dieser Arbeit zu
sprechen kommen. Betrachten wir Abb. 1. Ziel dieser Arbeit ist es, einige Aspekte der elek-
tronischen FEinteilchen—Figenschaften derjenigen eindimensionalen Ketten zu untersuchen,
die sich auf eindeutige Art und Weise durch die Elemente w von sog. DOL—Sprachen be-
schreiben lassen, d.h. denen eine eindimensionale deterministische (D) geometrische Struk-
tur zugrunde liegt, die sich durch Anwendung ad infinitum einer (oder allgemeiner einer
beliebigen Folge von) Substitutionsregel(n) M auf ein Ausgangssymbol®® 0 (= ein gegebener
Buchstaben eines Alphabetes A, ) ergibt. Durch die Einfiihrung des abstrakten Begriffes der
Kategorie gelingt es einen “Durchbruch”, eben eine “Tiir*®” 7, zu finden, welcher einen for-

28Dijese Nomenklatur wurde so urspriinglich von A. Lindenmayer eingefiihrt, der die heute mit DOL—
Sprachen bezeichneten Mengen zum Studium spezieller biologischer Prozesse einfiihrte [Lin68]. Der dritte
Buchstaben in der Bezeichnung DOL wurde zu seinen Ehren so gewéhlt. — Ein DOL—System (s. z.B.
[Roz80]) ist somit ein Tripel G = (A, ,M,w), wobei A, ein Alphabet iiber A Buchstaben ist, M ein Morphismus
und w € A* (A* = Menge aller Worte iiber A,) ein Ausgangswort in den Buchstaben von A, , auf das der
Morphismus M wirkt. Die Sprache £(G) (“language”) von G ist definiert durch den Orbit £(S) = {M"(w)|n € IN}.

29Man kann natiirlich auch von einer Verankerung 