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Ein Vektorraumisomorphismus vom Summentyp

Hans-Heinrich Kairies und Peter Volkmann

(o)
Abstract. Let D = {9 : R — R ; Y. 27%p(2¥z) converges for every = € R}.

The set B of bounded real functions and the set C of bounded, continuous real
functions are subspaces of D. Up to now, the operator given by

Flola) = 3 2 Fp(2h)
k=0

had been investigated on B, C and on related spaces of simple structure. In this
note we discuss F' on D, its maximal possible real domain. We give a charac-
terization of D together with some applications, and we describe eigenvalues and
eigenfunctions of the operator F': D — F[D].
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1. Einleitung. Es ist seit langem bekannt [3], da§ der durch

Flgl(s) = Y- oro(2*s)
k=0
gegebene Operator stetige, nirgends differenzierbare (snd) Funktionen er-
zeugt. Fiir p(z) = cos 2wz ergibt sich eine Funktion Flp| vom Weierstra$-
schen Typ, deren snd-Eigenschaft von Hardy [2] bewiesen wurde. Fiir p(z) =
dist (z, Z) ist F[y] die bekannte Funktion von Takagi [7], die auch von de

Rham [5] untersucht wurde.

In [3] und [4] wurde gezeigt, dafi F' ein stetiger Automorphismus des Banach-
raumes B der beschrinkten reellen Funktionen ist, und es wurden Spektral-
eigenschaften von F' und seinen Restriktionen auf verschiedene Unterrdume

von B ermittelt.

Schlieflich spielt F' eine Rolle bei Untersuchungen zur Stabilitdt im Sinne
von Pélya-Szeg6-Hyers-Ulam. Man vergleiche dazu etwa das in [4] diskutierte
Resultat von Gajda [1] sowie die neueren Ergebnisse von Tabor [6]; letztere

sind in [8], [9] verallgemeinert worden.



In der vorliegenden Note wird der Definitionsbereich von F' erweitert: Wir
betrachten F': D — F|[D] mit

1
D={¢:R— R ;kz_:o 2—kg0(2kx) konvergiert fiir jedes v € R}.

Diese Menge ist ein maximaler sinnvoller Definitionsbereich innerhalb der
Theorie der reellen Funktionen. Es ist klar, daf§i B C D gilt und dafl D sowie
F[D] reelle Vektorrdume sind. Im Folgenden ist IV = {1,2,3,...}.

Satz 1. a) Fir ¢ € D erfillt = F|p| die nachstehende Funktionalgleichung
vom de Rhamschen Typ:

(1) Y(@) = 39(22) = p(2) (v € R).

b) Es sei ¢ € D. Dann hat (1) hdchstens eine fir |v| — oo beschrinkte
Lésung, und zwar ¢ = F|y).

¢) F': D — F[D] ist ein Vektorraumisomorphismus.

d) D ¢ F[D] und D # F[D].

Beweis. a) ergibt sich aus

SFlel(20) = 3 [o(20) + S0(2%0) + (@) + .| = Flel(w) - o).

b) Fiir eine Losung v von (1) liefert Iteration

n—1

P(z) = 2%@/)(2’%) + kz: 21—kg0(2kx) (n € N,z € R).

=0

Ist ¢ beschrinkt fiir |x| — 0o, so strebt der erste Summand gegen Null, der
zweite gegen F[p](z).
¢) Linearitdt und Surjektivitdt sind klar, die Injektivitéit ergibt sich aus a):
Ist ¢ € D und ¢(z) = Flp](x) = 0 fiir alle x € R, so folgt mit (1) auch
o(x) = 0.
d) Es sei ¢ € D. Fiir g(z) = ¢(z) — 3¢(2x) (z € R) folgt dann

Flglta) = 3 o [o(2h) — Sol2t1a) =
=3 o) = 3 (1) = o).

also ¢ = Flg] mit ¢ € D, d.h. ¢ € F[D]. Die zweite Aussage ergibt sich
durch Angabe eines ¢ € F[D]\ D. Dazu sei ¢ : R — IR definiert durch
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o(1) = —1,p(2™) = 2" (E - —) fir n € IV, (x) = 0 sonst. Man priift leicht
nach, da$ ¢ = F[@] auf ganz R erklart ist, und zwar durch V(2" = 2"/n

fiir n € IN,9(z) = 0 sonst. Wegen Z 2,4/)(2’C 1) = Z £ = 00 ist ¢ kein
k=1

Element von D. [ |

Zu Satz 1 sei bemerkt: Lafit man in b) beliebige unbeschrinkte Losungen
von (1) zu, so geht die Eindeutigkeit verloren: Fiir p(z) = 0 etwa liefert

(z) = ax fiir jedes reelle a eine Losung.

Bisher wurden in der Literatur Fille betrachtet, in denen F' auf B oder
einfach strukturierten Unterrdumen (wie stetigen, absolutstetigen bzw. ana-
lytischen ¢ : IR — IR) operiert. Im Gegensatz dazu ist eine einfache Be-
schreibung von D durch Standard-Regularitdtsbedingungen nicht moglich:
Einerseits existieren sehr regulire ¢ : R — IR, die nicht in D liegen, wie
etwa p(z) = ar mit a # 0. Andererseits existieren extrem irregulére ¢ € D;
dazu geben wir nun zwei Teilmengen Dy, Dy von D an, in welchen Funktio-
nen liegen, die auf jeder Menge positiven Lebesgueschen Mafles unbeschriankt

(und damit nicht mefbar) sind.

Es bestehe D; aus denjenigen ¢ : R — R, fiir welche ¢(x) = a(log|z|) (z #
0) mit einer additiven Funktion a : R — R gilt. Fiir 2 # 0 folgt dann

o0 o0

Flgl(a) = 3 peallog ")) = 3 spalog?) + 3 srallog ]

2a(log 2) + 2a(log |z|) = 2a(log|2z|) = 2@(2@,
also ist ¢ € D. (F[g](0) = 2¢(2 - 0) ist ebenfalls erfiillt.)

Es sei ¢ € Dy genau dann, wenn ¢(z) = ¢(2z) (z € IR) gilt. Dann folgt

<1 > 01
)= 3 gl = 3 gete

2¢(w);

jedes ¢ € Dy mit p(x) #0 ist also Eigenfunktion von F' zum Eigenwert 2. Die
Elemente von D, lassen sich wie folgt erhalten: Man wéhle ¢(t) € R fiir t = 0
und fiir ¢t € J := (=2,1] U [1,2) beliebig, und man setze mit p(z) = ¢(2)
(eindeutig) auf ganz IR fort.

In Abschnitt 2 werden wir eine Charakterisierung von D nebst Anwendun-
gen geben. Die Charakterisierung gestattet z. B. einen sehr iibersichtlichen

Vergleich von D, mit D: In der Tat ist D, eine sehr kleine Teilmenge von D.



In Abschnitt 3 werden Eigenwerte und Eigenrdume von F : D — F[D]
angegeben. Diese unterscheiden sich wesentlich von denen fiir den Fall F' :
B — B, der in [4] behandelt wurde.

2. Charakterisierung von D mit Anwendungen. Wie oben sei J =
(—2,—1] U[L,2). Fiir jedes = # 0 existiert dann genau ein z(z) € Z, so daf}
7(z) :=27*@) . € J gilt. Wir haben

(2) 7(2%2) = 7(x), 2(22) = 2(x) + k (v € R, # 0,k € Z),
wobei die zweite Formel sich aus 272" )tk . g — 9-2(2"2) . 9k ¢ J ergibt.

Satz 2. Fir ¢ : R — R ist ¢ € D zu folgender Bedingung dquivalent
(A) Jedem t € J ist eine Folge (al,)mez mit konvergenter Reihe Z al, zuge-

ordnet, und fir v € R,z # 0 gilt o(z) = 27® . ¢().

Beweis. Es sei ¢ € D. Setzt man al, = (1/2™)p(2™t) (t € J,m € Z), so

ist 3 af, = > 5r¢(2*t) konvergent (= F[¢](t)), und fiir z # 0 gilt p(z) =
k=0 k=0

©(2°@) . 7 (x)) = 25(@) . a:g)); das beweist (A).

Nun werde (A) vorausgesetzt. Fiir v # 0 ist t := 7(z) € J, m = z2(x) € Z
und ¢(x) = 2™ - al,, also nach (2) p(2Fz) = 2m**q! . Somit wird

= 1 2k - 1 2m+k t 2m

Z; _E E: 2k +k = E: ak

eine nach Voraussetzung konvergente Reihe, also ist ¢ € D. [ |

Die unterschiedlichen Freiheitsgrade bei der Wahl von ¢(2™t) (t € J,m € Z)
fiir ¢ € D bzw. fiir ¢ € Dy (beziiglich D, vgl. die Einleitung) treten nun klar
in Erscheinung: Im ersten Falle wird ¢ eine reelle Folge (al,)mez, im zweiten

lediglich eine reelle Zahl zugeordnet.

Mit Hilfe des nachfolgenden Satzes ldft sich (die nach Satz 1d nichtleere
Menge) F[D]\ D charakterisieren.

Satz 3. Es sei ¢ € D gemdfs (A) gegeben. Es folgt ¢ := F[p] € D genau
dann, wenn Y. > al. fir jedest € J konvergiert.
n=0k=n

o0 o0
Beweis. Es sei t € J. Dann ist Y al konvergent, und b}, := Z al exi-
k=0

stiert fiir jedes n € INU {0}. Ferner haben wir p(2%t) = 2*a}, und 1/)(2”15)
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on 3 aj, = 2"bt. Damit ist F[¢](t) = > =P (2") = 5 0! (falls Konver-
k=n n=0

n
n=0

genz vorliegt). F[¢](t) € R gilt also genau dann, wenn % bt = i% % al

n=0 n=0k=n
konvergiert. Schliefllich gilt F[¢|(z) € R fiir + = 2™t (m € Z) genau dann,
wenn F[Y](t) € Rist: F[ip)(z) = X gmp(2"Tm8) = 2™ 3 Fp(2%1). u
n=0 k=m
Das in Satz 3 angegebene Kriterium kann in gewissen Situationen handlicher
m m—1
formuliert werden. Dazu sei A!, = Y (k+ 1)al und B!, = > (k + 1)a}+
k=0 k=0
+(m + 1) 5 al. Es folgt B! — Al = (m + 1) 5 al, und > al, =
k=m k=m+1 n=0k=n

lim B! . Damit ergibt sich die folgende Erginzung zu Satz 3:

m—»00
o0
Es seip € D gemafs (A) gegeben, und es gelte (zusditzlich) lim m 3 ai € R
m—0o0 k=m

fir alle t € J. Es folgt F|p] € D genau dann, wenn k§1 k- at fir jedest € J

konvergiert.
Wir beschlieBen den Abschnitt mit einem Beispiel: Es sei al, = 0 fiir
m < 0,a5 = —1,a,, = - — —o fiir m > 1, sowie a}, = 0 fiir alle ¢ €

J\ {1} und m € Z. Dann konvergiert 5 al, fir alle t € J, also wird
k=0
durch @(z) = 2Z($)a2g)) (x # 0) und $(0) = 0 ein ¢ € D definiert. Hier

ist lim m Y af, € R fiir jedes t € J. Wegen Y kaj = oo liefert unsere
k=1

m—00 k=m
Ergénzung zu Satz 3, da8 ¢ := F[¢] ¢ D gilt. Die hier betrachteten Funk-

tionen @, ¢ sind iibrigens dieselben wie diejenigen im Beweise zu Satz 1d.

3. Eigenwerte und Eigenrdume von F. Wir bezeichnen die Menge der
Eigenwerte von F': D — F[D] mit 0,(F) und den zu A € 0,(F") gehorenden
Eigenraum mit E(F, ). In [4] wurde gezeigt, dafl F': B — B nur die Eigen-
werte 2 und % besitzt. Nun hat die Erweiterung des Definitionsbereiches von

F eine erhebliche Vergroflerung des Punktspektrums zur Folge.

Satz 4. Fir F : D — F[D] ist 0,(F) = (3,00) \ {1}, und fiir A € 0,(F) gilt

A

E(F,A):{go:JR—HR;@(x):m

©(2z) (x € R)}.

Beweis. Es sei ¢ eine Eigenfunktion zum Eigenwert A, p(z) % 0. Dann ist
¢ € D und ¢ = Flp] = Ap € D. Nach Satz la gilt ¢(z) — $¢(2z) = ¢(z),



also Ap(z) — 2Ap(2z) = ¢(z), also (A — 1)p(z) = $Ap(2x). Wegen ¢(z) #£0
ist A # 0,1, und es folgt

3,) o0) = g e2e) (e R)

Andererseits sei nun ¢ € D, p(x) #0, eine Losung der Schroderschen Funk-
tionalgleichung (3,) fiir ein A # 1. Mit v := A\/2(A — 1) liefert (3,) (durch
Iteration) ¢(z) = Y*p(2*2) (v € R, k € IN). Wegen ¢ € D konvergiert

Y sre(2fz) = 5 ﬁgp(m) fiir jedes * € R, aber das ist genau dann der
k=0 k=0
Fall, wenn [27] > 1, also [A| > |\ — 1], also A > % ist. Wir haben somit
op(F) = (3,00) \ {1} und E(F, ) = {9 € D;(3))} = {v: R - R;(3,)}
(denn eine Losung ¢ : R — IR von (3,) mit A € 0,(F) liegt notwendigerweise

in D). |

Die Eigenfunktionen kénnen auf J (im Falle A € 0,(F)\{2}) bzw. auf JU{0}
(fiir A = 2) beliebig vorgegeben werden und sind dann mit Hilfe von (3,) auf

ganz IR fortzusetzen.
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