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2.2.1.1 Rissbildungsmodelle mit Energiekriterien

Untersuchungen von Laird und Duquette [Lai72], Brown [Bro77], Kuhlmann-Wilsdorf [Kuh77]
und Mughrabi [Mug80] haben gezeigt, dass bei Wechselverformung die plastische Dehnung
entlang von Gleitbändern lokalisiert ist. Tanaka und Mura [Tan81] und Venkataraman et al.
[Ven90] haben Modelle zur Beschreibung der Rissbildung entlang von Gleitbändern unter
zyklischer Beanspruchung vorgeschlagen. Ein Gleitband wird als zwei Schichten von
Versetzungsdipolen modelliert.

Im Modell von Tanaka und Mura [Tan81] werden in einem Gleitband bei jeder neuen Zug-
bzw. Druck-Belastung immer mehr Versetzungen aufgestaut. Mit zunehmender Zyklenzahl
nimmt die Anzahl von akkumulierten Versetzungen monoton zu. Physikalisch kann eine
unendliche Anzahl von Versetzungen im Material nicht vorhanden sein. Wenn die durch
Versetzungsaufstau gespeicherte Energie einen materialspezifischen Wert erreicht, bildet sich ein
Riss. Die Entstehungszeit ist nach [Tan81] als die Zyklenzahl definiert, bei der das folgende
Energiekriterium erfüllt ist:

si dUn ω⋅⋅=∆⋅⋅ 42 Gl. 2.2-1

∆U hat bei Tanaka die Dimension [kg.m.s-2] und entspricht der durch Versetzungsaufstau
gespeicherten spezifischen Energie pro Zyklus. Die Größe ωs [N.m-1] ist eine spezifische
Bruchenergie für eine Einheitsfläche und d [m] die Länge der Versetzungsaufstauung.
Die Zyklenzahl ni kann nach [Tan81] auch wie folgt berechnet werden:

( )2

32

γ
ω
∆⋅

⋅⋅⋅=
A

db
n s

i Gl. 2.2-2

mit 
)1(2 νπ −⋅⋅

= Gb
A  und 

A

dbk

⋅
⋅⋅−∆=∆

2

)2( 2τγ

Dabei ist b [m] der Burgers-Vektor, G [N.m-2]  der Schubmodul und ν die Querkontraktionszahl.
∆γ [m2] wird von Tanaka als plastische Dehnungsamplitude bezeichnet, obwohl ∆γ die Einheit m2

besitzt. ∆τ [N.m-2] ist die Schubspannung und k [N.m-2] die Reibungsspannung. Das Modell gibt
eine Manson-Coffin-Beziehung zwischen ∆γ und der Zyklenzahl bis zur Rissbildung (Gl. 2.2-2)
mit einem festen Exponenten von zwei.

Das Modell von Venkataraman et al. [Ven90] unterscheidet sich vom Tanaka-Modell dadurch,
dass
- die Zeit bis zur Bildung eines Risskeimes, der kleiner als die Korngröße sein kann, berechnet

wird
- Gleitbänder mit unterschiedlichen Orientierungen (nicht unbedingt um 45º orientiert)

behandelt werden
- im Prinzip auch Temperatur- und Medieneinflüsse behandelt werden können

Für weitere Informationen wird der Leser auf die folgenden Literaturquellen verwiesen: [Tan81],
[Mur87] und [Ven90].

2.2.1.2 Rissbildungsmodell nach Navarro und de los Rios

Von ����������	�	
�����
��� [Nav88] wurde ein Modell zur Berechnung der Zyklenzahl bis zur
Entstehung eines Risses von der Länge eines Korndurchmessers vorgeschlagen. Das Modell
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Die mechanisch-technologischen Kennwerte des Werkstoffes (bei einer Temperatur von 20ºC)
entsprechend Abnahmezeugnis vom 18.11.1997 [Bös97] sind in Tabelle T.3.1-3
zusammengefasst. Der Werkstoff erfüllt die Mindestanforderungen nach DIN.

T [ºC] Rp0,2

[MPa]
Rp1,0

[MPa]
Rm

[MPa]
A5

[%]
Z

[%]
Av

[J]
Charge
77213

20 251 310 588 52,0 75,0 262/294/286

Sollwerte
nach DIN

20 ≥ 205 ≥ 240 510 - 740 ≥ 40 - ≥ 100

Tabelle T.3.1-3: Mechanisch-technologische Kennwerte entsprechend Abnahmezeugnis vom 18.11.1997
[Bös97]

Zur Kontrolle wurden Versuche an Standard-Zugproben bei Raumtemperatur und bei 280ºC
durchgeführt. Die für Zugfestigkeit, Bruchdehnung und Brucheinschnürung ermittelten Werte
lagen über den im Lieferanten-Abnahmezeugnis angegebenen Zahlen. Die für die
Elastizitätsgrenze ermittelten Werte stimmen mit den im Lieferanten-Abnahmezeugnis
angegebenen Zahlen überein (siehe Tabelle T.3.1-4). Abbildung 3.1-1 zeigt die technischen
Spannungs-Dehnungs-Kurven bei Raumtemperatur und bei 280ºC.

Probe T [°C] Rp0,2 [MPa] Rp1,0 [MPa] Rm [MPa] A5 [%] Z [%] Av [J]
EE01 20 241 300 607 58,0 81,5
EE03 20 255 317 622 55,1 78,4
EE04 20 243 310 616 58,0 79,1
EE16 280 186 225 417 34,9 78,9
EE17 280 190 229 421 37,9 82,6
EE18 280 186 225 418 36,5 82,7

Tabelle T.3.1-4: gemessene mechanisch-technologische Kennwerte
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Abbildung 3.1-1: Spannungs-Dehnungs-Kurve bei Raumtemperatur und bei 280ºC
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- �%�#,-��,&,"�+,-"=$.0�#,-��3$10-!**�3"*��!%7,"-!**'�E,-,!%!&$%&,%�+/%��,5-,-,%��!**,%�:,-#,%
*,"0,%� ,/ 3450,0�$%#�0-,0,%�,-*0�2$-7�+/-�8-$45�3$.'

- ?!,��!** !"#$%&*153*,�$%#�#3*�;345*0$�� !*�7$�,!%,-��!**"=%&,� !��8,-,!45�#,-��/-%&-DC,
<43'� ��� ��>� 2D%%,%� ,!%,%� ,-5, "!45,%� �%0,!"� #,-� �, ,%*#3$,-� < !*� 7$��,5-� 3"*� ���� #,-
�, ,%*#3$,->�3$*�345,%'��%��  !"#$%&�	'�(���*!%#�#!,�AB2",%735",%� !*�7$-��!** !"#$%&�<
J�
&,*45"/**,%,� �B� /",>� $%#� #!,� 8-$45"3*0*1!,"735",%� <
#�� &,D..%,0,� �B� /",>�  ,!� #,%
$%0,-*45!,#"!45,%� ?,5%$%&*3�1"!0$#,%� 3%&,&, ,%'� 
J� ,%0*1-!450� #,-� AB2",%735"��  ,!� #,-
�!**,� 3$.� #,%� �,1"!23(8!"#,-%� 7$�� ,-*0,%� �3"� ,-2,%% 3-� :3-,%'� ?!,*,� �!**,� 53 ,%� ,!%,
�=%&,�+/%�43'������'

�%� #,-� �!0,-30$-�:,-#,%��!**,��!0� ,!%,-� �=%&,� +/%� ,!%!&,%��/-%&-DC,%� !��,-� 3"*� , ,%,� �!**,
 ,53%#,"0�� #!,� $%0,-� �/#$*� �� :345*,%'� ?!,*� !*0� 3 ,-� %$-� ,!%,� 
=5,-$%&'� 8,!� &,%3$,-,-
8,0-3450$%&� +,-"3$.,%� #!,� �!**,� "/23"� .3*0� !��,-� !%� 2-!*03""/&-315!*45,%�  ,#!%&0,%
E/-7$&*, ,%,%'�8,0-3450,0��3%�F,#/45�#,%��!**�$%0,-�2",!%,-,-�E,-&-DC,-$%&��*45,!%0�,-�&"/ 3"
*,%2-,450�7$-�8,"3*0$%&*-!450$%&�7$�+,-"3$.,%'
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�  !"#$%&� 	'�(��)� AB2",%735",%�  !*� 7$-� �!** !"#$%&� <
J>� $%#� 8-$45"3*0*1!,"735",%� <
#>�  ,!� #,%
$%0,-*45!,#"!45,%�?,5%$%&*3�1"!0$#,%

����� +�%,�(���(�"�������	
��

8,!� #,%� 2-3.0&,-,&,"0,%� E,-*$45,%� �	�� $%#� ���� :$-#,%� , ,%.3""*� ,!%!&,� �,1"!23(� #-942,
3%&,.,-0!&0'
@9-� #,%� E,-*$45� �	�� <�!00,"*13%%$%&� 
$"">� *!%#� :,&,%� ,!%,-� �3*45!%,%*0D-$%&� �,1"!23(
� #-942,� %$-�  !*� ����� AB2",%� +,-.9& 3-� <?3*�E,-*3&,%� #,-� �-/ ,� ,-./"&0,� %345� 	���� AB2",%
#$-45�,!%,%�8-$45�*,%2-,450�7$-�8,"3*0$%&*-!450$%&>'��!**,�:3-,%�3 �����AB2",%�<43'�����#,-
�, ,%*#3$,->�%345:,!* 3-'�?3�#!,*,��!**,�%!450�9 ,-�#!,�&,*3�0,�A,!0�+,-./"&0�:,-#,%�2/%%0,%�
:!-#� 2,!%,� �!**:345*0$�*2$-+,� &,7,!&0'� G :/5"� ,!%,� �$**3&,� 9 ,-� #!,� �!**,%0*0,5$%&
*45:!,-!&� !*0�� 2D%%,%� ,!%!&,� �-&, %!**,� ,- -3450� :,-#,%)� �3%45,� �!**,� ,%0*03%#,%� 3%
�!%*45"9**,%�<�  !"#$%&�	'�(�	>��3%#,-,�:!,#,-$��3%��/-%&-,%7,%�<�  !"#$%&�	'�(��>'
H ,--3*45,%#� :3-� #!,� 8,/ 3450$%&� +/%� ,!%!&,%� �!**,%�� #!,� 13-3"","� 7$-� 8,"3*0$%&*-!450$%&
3%:$45*,%� � <�  !"#$%&� 	'�(��>'� �!%� 8,!*1!,"� +/%� ,!%,�� �!**�� #,-� *,%2-,450� 7$-
8,"3*0$%&*-!450$%&�&,:345*,%�!*0��7,!&0��  !"#$%&�	'�(��'

�  !"#$%&�	'�(�	)��-/ ,��	���7:,!�8,!*1!,",�.9-��!** !"#$%&�3%��!%*45"9**,%
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�  !"#$%&�	'�(��)��-/ ,��	���7:,!�8,!*1!,",�.9-��!** !"#$%&�3%��/-%&-,%7,%

�  !"#$%&�	'�(��)��-/ ,��	���7:,!�8,!*1!,",�.9-��!**:345*0$��13-3"","�7$-�=$C,-,%�8,"3*0$%&*-!450$%&

	����
# ����
# ����
#

�  !"#$%&�	'�(��)��-/ ,��	���8,!*1!,"�.9-��!**:345*0$��*,%2-,450�7$-�=$C,-,%�8,"3*0$%&*-!450$%&

8,!��-/ ,�����<2-3.0&,-,&,"0,-�E,-*$45��!0�,!%,-��!00,"*13%%$%&�+/%�I������3>�2/%%0,%�2,!%,
�!**,�&,.$%#,%�:,-#,%'�8,!�#!,*,��E,-*$45�0-30,%�*,5-�5/5,�1"3*0!*45,�E,-./-�$%&,%�<�--,!450,
?,5%$%&� ,!�E,-*$45,%#,�+/%�43'�	��>�!%��!450$%&�#,-�3%"!,&,%#,%��!00,"*13%%$%&�3$.'�?,-
E,-*$45�=5%,"0�,!%,��A$&+,-*$45'�?!,��D-%,-�53 ,%� *!45�+/""*0=%#!&�+,-7,--0�� */�#3**�,*�%345
,!%,-� ,*0!��0,%��%735"� +/%�AB2",%� .3*0�$%�D&"!45�:3-�� *!,� +/%�,!%,��8!"#� 7$��3%#,-,%�7$
,-2,%%,%�� :!,� �  !"#$%&� 	'�(��� 7,!&0'� 8,!� #!,*,-� �-/ ,� ,-./"&0,� #,-� 8-$45� %!450� #$-45
�!**:345*0$���*/%#,-%�#$-45�,!%,%�1"3*0!*45,%��/""31*'
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���
# ����
#

����
#

+/-�#,-�8,"3*0$%& %345�����AB2",% %345�	���AB2",%

%345�����AB2",%

�  !"#$%&�	'�(��)��"/%&30!/%�#,-��D-%,-��!0�7$%,5�,%#,-�AB2",%735"���-/ ,����

��- �.�!�/�!/0��
���1#����	
�	#(�#

��-�� 1#����	
�	#(�#�	#����2�
��%�����"�!��/#�#
�!�/�!/0

�6,�1"3-!*45� :$-#,%� 3%� #,-� �-/ ,� ���6��� <εBJ������ �εJ(�>� ���(�%0,-*$45$%&,%� 7$-
�-�!00"$%&� #,-� �!**3$*&3%&*1$%20,� #$-45&,.95-0� K8D*��L'� ?!,� �  !"#$%&� ,-./"&0,� +/-:!,&,%#
�!0��942*0-,$,",20-/%,%�<�/ !%*/%(?,0,20/->��#3�#!,��-2,%% 3-2,!0�#,-��!**,�$%#��D-%,-� ,**,-
3"*�  ,!� �,2$%#=-,",20-/%,%� :3-'� ?!,� �,*3�0735"� #,-� 3%3"B*!,-0,%� �!**,�  ,0-$&� ���'� �%� #,%
�!%7,"3$.%35�,%� :$-#,� �!**� .9-� �!**� 5!%*!450"!45� *,!%,*� �$*&3%&*1$%20,*� 3%3"B*!,-0'� ?!,
�-&, %!**,�*!%#�#,-��3 ,"",��'	'�(��7$�,%0%,5�,%'�G �,!%��!**�3%�,!%,-��/-%&-,%7,�/#,-�,!%,-
A:!""!%&*2/-%&-,%7,� ,%0*03%#,%� !*0�� 2/%%0,�/.0�3"*� %!450� ,!%#,$0!&� %345&,:!,*,%�:,-#,%�� #3
3$45��/-%&-,%7,%��3%45,-/-0*�,!%,%�-,450�&,-3#"!%!&,%�E,-"3$.�53 ,%� <#!,*�2D%%0,�#!,�@/"&,
#,-� �,2-!*03""!*30!/%� %345� �D*$%&*&"95,%� *,!%>'� �*� !*0� F,#/45� ,!%#,$0!&� .,*07$*0,"",%�� #3**� #!,
�!** !"#$%&� !%� #,-� �,&,"� 3%� �",!0 =%#,-%�� A:!""!%&*2/-%&-,%7,%� $%#� �/-%&-,%7,%� ,-./"&0'
�,"0,%,-�*!%#��$**45,!#$%&,%�/#,-��!%*45"9**,��!0�#,-��!** !"#$%&�!%�E,- !%#$%&�7$� -!%&,%'��*
:$-#,�2,!%,��!** !"#$%&�3%�δ(@,--!0(A,!",%� ,/ 3450,0'

�$.%35�, �",!0 3%# �/-%&-,%7,�M �$**45,!#$%&�M δ(@,--!0
A:!""!%&*2/-%&-,%7, �!%*45"$C

����� � �� �
����� �� �� �
����� �� ��
����	 � � �
����� � �	 �
����� �� �� �
����� �� �� �
����� �� � 	
����� � � �
����	 � � �
����� �� � �
����� �� � �
�,*3�0 �		 ��� �� �

�3 ,"",��'	'�(�)��!**3$*&3%&*1$%20,���-/ ,����6���<εBJ�������εJ(�>
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N$3"!030!+,� �%0,-*$45$%&,%� :$-#,%� 3$45� 3%� #,-� �-/ ,� ���6��� <εαJ������� �εJ(�>
#$-45&,.95-0'��*�530�*!45�&,7,!&0��#3**�#!,��!** !"#$%&�9 ,-:!,&,%#�3%��",!0"!%!,%�<*,"0,%,-�3$45
3%� A:!""!%&*2/-%&-,%7,%>� ,-./"&0,'� 
!/ 43- !#,� /#,-� δ(@,--!0(�,!"45,%� *45,!%,%� .9-� #!,
�!** !"#$%&�+/%�$%0,-&,/-#%,0,-�8,#,$0$%&�7$�*,!%'
�  !"#$%&� 	'�(�� 7,!&0� #3*� 8,!*1!,"� <�!**� �� !%� �-/ ,� ���6��>� ,!%,-� �!** !"#$%&� 3%� 7:,!
 ,%345 3-0,%� �",!0*B*0,�,%� !�� ;!%2,"� +/%� ,0:3� ��°� 7$,!%3%#,-'� 8,!#,� 5!,-� �3-2!,-0,%
�",!0*B*0,�,�"!,&,%�13-3"","��7$-��3$10*45$ *13%%$%&*-!450$%&'

3>  >

3"���"�#��#

�  !"#$%&�	'�(�)��-/ ,����6�����!**��O�3>��!**3$*&3%&*1$%20�� >�E,-"3$.�#,*��!**,*

?!,��-&, %!**,�#!,*,-����(�%0,-*$45$%&,%�#,42,%�*!45�3"*/��!0�#,%��-&, %!**,%�#,-� !%�#!,*,-
�- ,!0�#$-45&,.95-0,%��,1"!23(�,**$%&,%'��!** !"#$%&�,-./"&0�9 ,-:!,&,%#�3%��",!0"!%!,%�$%#
A:!""!%&*2/-%&-,%7,%��*,"0,%�3%��!%*45"9**,%'

��-�� 1#����	
�	#(�#�
���2���456�7�
�#�!

�!%!&,� �!**,� #,-� �-/ ,� ���6��� <εBJ������� �εJ(�>� :$-#,%� 7$*=07"!45� �!0� #,-� @�8(�,45%!2
$%0,-*$450'��%./-�30!/%,%�9 ,-�#!,�@�8(�,45%!2�*!%#�!��� *45%!00�	'	'	�,%053"0,%'
�  !"#$%&�	'�(��7,!&0�#,%�E,-"3$.�#,*��!**,*���3$.��-/ ,����6����#,-� ,-,!0*�!%�� *45%!00�	'�'�
+/-&,*0,""0� :$-#,'� ?!,� �!** !"#$%&� ,-./"&0,� 3%� #,-� &,2,%%7,!45%,0,%� �0,"",�� :!,� #!,� �,1"!23(
� #-942,�%345&,:!,*,%�53 ,%�<� *45%!00�	'�'�>'
8,/ 3450,0� �3%� %$-� #!,� G ,-."=45,�� 23%%� �3%� +,-�$0,%�� #3**� #,-� �!**� *45/%� 3�� �%.3%&
*,%2-,450� 7$-� =$C,-,%� 8,"3*0$%&�&,:345*,%� !*0'� �*� 2D%%0,� *!45� 3 ,-� 3$45� $�� ,!%,%� �!**� #,*
�B1*� 8� 53%#,"%� <*!,5,� �  !"#$%&� 	'�(	>'� ?!,� �%0,-*$45$%&� �!0� #,-� @�8(�,45%!2� 530� &,7,!&0
<�  !"#$%&� 	'�(�>�� #3**� #,-� �!**� 3�� �%.3%&� 7$%=45*0� *,%2-,450� 7$-� 3%&,",&0,%

/-�3"*13%%$%&�:$45*�� $%#� *1=0,-� 2-!*03""/&-315!*45�� +,-�$0"!45� 13-3"","� 7$� �",!0"!%!,%'� ?!,*
*0,50� !�� ;!#,-*1-$45� 7$� #,%� &=%&!&,%� �%%35�,%� !%� #,-� �!0,-30$-�� #3**� �!**,� 3"*
�45$ *13%%$%&*-!**,�<�B1���/#,-��B1�8>�*03-0,%�$%#�3"*�
/-�3"*13%%$%&*-!**,�:,!0,-:345*,%'
?!,�E,-3""&,�,!%,-$%&*.=5!&2,!0��$**�3%53%#�:,!0,-,-��%0,-*$45$%&,%�,-5=-0,0�:,-#,%'
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5#������	#(�/��

�  !"#$%&�	'�(�)��-/ ,����6�����!**�������(�$.%35�,�#,-�1-/ ,%/ ,-."=45,

3>��B1��  >��B1�8

�  !"#$%&� 	'�(	)� �45,�30!*45,� ?3-*0,""$%&� +/%� �!**,%� #,-� �B1,%� �� $%#� 8� <?!,� .-,!,� G ,-."=45,� !*0
*45-3..!,-0>

3> ��������

8
�#�������8
�#����-��8
�#������

�  !"#$%&�	'�(�)��-/ ,����6�����!**���<:,!0,-�3$.�#,-�%=45*0,%��,!0,>
3> �$.%35�,��!0�#,-�@�8(�,45%!2O��,%%7,!45%$%&�+/%�#-,!�3$*&,:=5"0,%��45%!00,%

∆σ
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 > 4> #>

�  !"#$%&�	'�(��<�%#,>)��-/ ,����6�����!**��
 > �45%!00���%345�,!%,-��-=13-30!/%��!0�#,-�@�8(�,45%!2
4> �45%!00���%345�,!%,-��-=13-30!/%��!0�#,-�@�8(�,45%!2
#> �45%!00����%345�,!%,-��-=13-30!/%��!0�#,-�@�8(�,45%!2

��� 9�0���
�#��""��1#����	
�	#(�#:��	�%

�#,%��	#(

?!,� #$-45&,.95-0,%� E,-*$45,%� 53 ,%� �%./-�30!/%,%� 9 ,-� #3*� 1"3*0!*45,� E,-53"0,%� $%#� #3*
�45=#!&$%&*+,-53"0,%�#!,*,*�;,-2*0/..,*�&,"!,.,-0)

- ?3*�1"3*0!*45,�E,-53"0,%�!*0��!0�*03 !"!*!,-0,%��B*0,-,*,%�&$0� ,*45-,!  3-'
- ?!,� �!** !"#$%&� ,-./"&0� 53$10*=45"!45� 3%� �",!0 =%#,-%�� A:!""!%&*2/-%&-,%7,%� $%#

�/-%&-,%7,%��*,"0,%,-�3%��!%*45"9**,%'
- �!** !"#$%&�$%#�;345*0$�� !*�,!%,-� �=%&,� +/%�,!%,-� �/-%&-DC,� <43'� ��� ��>� +,- -3$45,%

,!%,%�&-/C,%��%0,!"�#,-��, ,%*#3$,-'
- �%�#,-��,&,"�:345*,%�#!,��!**,� 7$%=45*0� !%� 2-!*03""/&-315!*45,%� ,#!%&0,%�E/-7$&*, ,%,%

<�45$ -!**,>�$%#�*1=0,-�*,%2-,450�7$-�3%&,",&0,%�
/-�3"*13%%$%&'
- �%�#,%��,!*0,%�@="",%��:=45*0�,!%�,!%7!&,-��!**�3"*��3$10-!**�$%#�.95-0�7$��8-$45��:/ ,!�#!,

�!**&,*45:!%#!&2,!0� !%�#,%� ",070,%� �45:!%&*1!,"735",%� <3 � 43'� ����#,-� �, ,%*#3$,->� *,5-
*03-2�7$%!��0'��/��0�,*�7$��!**+,-,!%!&$%&,%��#3%%�.!%#,%�*!,�,-*0�*1=0�*0300'

- ?!,��,1"!23(� #-942,�:$-#,%�3%�1/"!,-0,%��-/ ,%�3%&,.,-0!&0'�E,-*$45,��!0�%!450�1/"!,-0,%
�-/ ,%� &3 ,%� 2,!%,%� �!%:,!*� #3.9-�� #3**� #3*� �/"!,-,%� #,-� G ,-."=45,� 7$� "=%&,-,%
�, ,%*#3$,-%�.95-0'

?!,� �-&, %!**,� &,5,%� !%� #,%� �31!0,"%� �� $%#� �� !%� ,!%� �/#,""� .9-� �!** !"#$%&� $%#
�$-7-!**:345*0$��,!%'
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��������������������� �!��"��#�������#�$����%&���������&�$������'����������"�$���(()�*+*����
	+,� �&�$������ �����"�%-���.� ���� '����/&& "�/0�������� �����������"��� ���� �&%� �1����� ����� ��
�22�&���"� 	.�3�*� ��� ��!������ ����� "�/0�������� �� 4�'�� �� �/�"����&&�5� ���� ������� ��&&'-�&���
"����&�.� ���� �����������"� ���� �1����� ������ ������ ���� ����� ��&�������� 6��'�&� /�"�"�2��.
7 ��/����� ����� �1����)� ���� � �  ���������� ����)� �/��� ���� � ��� �&/�������� ������"��� ��
��"�������"�8ε��9�/�%�������8�1������������+5�������"/�����#��"�����/����
������"������/����
�����&�$���/�#�&&�9.������1�����,�����:������! ����"����%-�����%/��"&�����"�������������&�����
�1����� ����� %-�� 
���%/��"&�����"� � 8���� �1����� &��"��� $����  ���� ����"��� �/�� /�� ���
;�������"���#��9� ���������.�6������� ��% �$/�� ����-2���������&��������6��'�&��������� ��!����
����� "�/0��������� 4�'�� ��������/�"��.	.�3<�����/&���.
�22�&���"� 	.�3�<� ���&&�� /&�� ;���0��&� ���� =0/����"�!�����&��"��� σ��� ���� ���
������"�!�����&��"��� ε��� 8��� ��"�������"9� %-�� ���� ����� �����������&������ ���#�� �/�.� �����
��"�2������ ����0������� 
������"���$��� ������ /�"�&�"���� ��/%�� ! �� �+++� �� 8�����0/����"
σO

��>���)(�
�/9.��������#�"���������������2�������=0/����"�3�� ��������������"�!�����&��"
�����#������������
������"���$���*+*�����	*,��&�$������#��2� 2/�����.��/�����#�$���((
�&�$������ �������� �/"�"��� #�� "� 2� #�� ����.� �/�� 
 ��&&� $��� *+*� �&�$������ ������ /��

�����#���"�-�����%-��������������������������"���!��������.

� �� � * < 	 , � ( ? : �+ ��
ψ�@��/�A +)+ ?,)+ 	,)+ �+)+ ,)+ +)+ *()+ +)+ 	,)+ +)+ �	)+
υ�@��/�A +)+ �+)+ +)+ �,)+ ,,)+ +)+ 	<)+ *+)+ <+)+ <+)+ �*)+
ϕ�@��/�A +)+ �,)+ +)+ *+)+ *+)+ 	,)+ ,*)+ �,)+ +)+ +)+ 	,)+

�22�&���"�	.�3�*B������/&& "�/0������������������"��������&%��1����B���!���������� "�/0��������� 4�'�� �
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1

2

3 1

2

3

S11 VALUE

+3.51E+01

+4.96E+01

+6.42E+01

+7.88E+01

+9.34E+01

+1.08E+02

+1.23E+02

+1.37E+02

+1.52E+02

+1.66E+02

+1.81E+02

+1.96E+02

+2.10E+02

+2.25E+02

����������������������� 1

2

3 1

2

3

E11 VALUE
+2.85E-04

+5.37E-04

+7.89E-04

+1.04E-03

+1.29E-03

+1.54E-03

+1.80E-03

+2.05E-03

+2.30E-03

+2.55E-03

+2.80E-03

+3.06E-03

+3.31E-03

+3.56E-03

1

2

3 1

2

3

S11 VALUE
+3.66E+01

+5.12E+01

+6.58E+01

+8.03E+01

+9.49E+01

+1.10E+02

+1.24E+02

+1.39E+02

+1.53E+02

+1.68E+02

+1.82E+02

+1.97E+02

+2.12E+02

+2.26E+02

��
1

2

3
1

2

3

S11 VALUE
+3.85E+01

+5.28E+01

+6.71E+01

+8.13E+01

+9.56E+01

+1.10E+02

+1.24E+02

+1.39E+02

+1.53E+02

+1.67E+02

+1.81E+02

+1.96E+02

+2.10E+02

+2.24E+02 � 1

2

3 1

2

3

E11 VALUE
+2.97E-04

+5.11E-04

+7.26E-04

+9.41E-04

+1.16E-03

+1.37E-03

+1.59E-03

+1.80E-03

+2.02E-03

+2.23E-03

+2.44E-03

+2.66E-03

+2.87E-03

+3.09E-03

1

2

3 1

2

3

S11 VALUE
+3.85E+01

+5.28E+01

+6.71E+01

+8.13E+01

+9.56E+01

+1.10E+02

+1.24E+02

+1.39E+02

+1.53E+02

+1.67E+02

+1.81E+02

+1.96E+02

+2.10E+02

+2.24E+02

��
1

2

3 1

2

3

E11 VALUE
+3.58E-04

+5.69E-04

+7.81E-04

+9.92E-04

+1.20E-03

+1.42E-03

+1.63E-03

+1.84E-03

+2.05E-03

+2.26E-03

+2.47E-03

+2.68E-03

+2.90E-03

+3.11E-03 � 1

2

3 1

2

3

E11 VALUE
+3.58E-04

+5.69E-04

+7.81E-04

+9.92E-04

+1.20E-03

+1.42E-03

+1.63E-03

+1.84E-03

+2.05E-03

+2.26E-03

+2.47E-03

+2.68E-03

+2.90E-03

+3.11E-03

�22�&���"� 	.�3�<B� =0/����"�!�����&��"��� σ��� ���� ������"�!�����&��"��� ε��� 2��� ������ �����0/����"
σO

��>���)(�
�/5�
 ��&&�$���/9�((��&�$�����5�29�*+*��&�$�����5��9�	*,��&�$�����

�$����������������/��C&��D!���/&��������
 ��&&�� �$����/�&� /�/&E�����.� ���������������&/�������
�/���0&/��������
������"���! �"����&&�.

���������	
�	���
��	�

�/�� 
 ��&&� $��� *+*� �&�$������ ������ !��������)� /&&�����"�� 4��#�� $��� /������
� �� ����������"���8�������/2�&&���.	.�3���������/�"��.	.�3<9.�����/�"�&�"�����/%��2����"�,+
�)� �/�� ������ �����0/����"� σO

��� ! �� �/.� ?)<� 
�/� ����0�����.� C-�� ���� /������
� �$/&�0/����"���"�&��σO

��>+�����σO
��>+.

� �� � * < 	 , � ( ? : �+ ��
ψ�@FA +.+ *(.+ 3	,.+ ,.+ �+.+ +.+ 	�.+ 	,.+ +.+ 3	,.+ �	.+
υ�@FA +.+ 	<.+ 	,.+ ,,.+ �,.+ 3	,.+ �(.+ 	,.+ <+.+ 3	,.+ �*.+
ϕ�@FA +.+ ,*.+ +.+ *+.+ *+.+ 	,.+ 	+.+ 	,.+ +.+ +.+ 	,.+

�/2�&&���.	.�3�B���&�������6��'�&���������1����

7 ��/�����������1���������� � ��������������)��/�������� ����&/��������������"��������"�������"
/�%�������8�1�����������:5�������"/�����#��"�����/����
������"������/����������&�$���/�#�&&�9
���� �1����� ���� � �  ���������� ����)� �/��� ���� ������"�� �&/�������� ������"��� ��� ��"�������"
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/�%������� 8�1����� <� ���� �+5� ���� ��"/����� #��"�� ��� ���/� ��� 
������"� ���� 
/�$��/" �/&�� ���
�&�$���/�#�&&�9)�%������� &���)�����! ����"����%-�����%/��"&�����"�8�1�����	)�(�����?9�2#�.�����
%-��
���%/��"&�����"��8����&������1�����&��"���$���� ��������"����/��/������;�������"���#��9
 ��������������.

�22�&���"� 	.�3�	� "�2�� ���� =0/����"�!�����&��"� 8σ��9� ���� ���� ������"�!�����&��"��� 8ε��9� 2��
�����������0/����"� ! ��?)<�
�/�������.���$���� ���� 2������ �/�"����&&������1D��� #�������)
�/��������������� $ "���-2��������� 2��!�����&������.��/2��������� � �&��������������! ��� ��
#�� � ��� /&�� /���� ������/&2� ���� �1����� #�� ��'�����.� �/�� 7����&����� ! �� 
/H�$/&3� #�

���$/&����� &��"�� 2��� σ��� 2#�.� ε��� 2��� ���/� <)*� 2#�.� <),.� �/�� 7����&����� ! �� 
/H�$/&3� #�

����&����� 8���������"� /&&��� �/�D0��'��9� &��"�� 2��� σ��� 2#�.� ε��� 2��� ���/� �)�� 2#�.� �)?.� ���
' �'�����7�����&��"�������1D�������/�%"���������' $0&�H���6�����&���'��"��������1��������
$���7 �������#��2�"�-����.�����������#��&&���7����&�������&/����������4�� ���0&/���2�&�$/����)
����� ���� �1����� #�� ������ ���� �� 2�� &/�%������ I;������J� #��/$$��"�%/���� ������.� = 
���������� ��� !����'/&��� ;������)� ! �� ������ $������� ����� I
��������/&���"J� 2�&���)� "&�����
"�$����&��� ��"�0/����"��)� �������� ����� � ��# ��/&�� ;�����)� ���� I0/�/&&�&� "����/&���J� ����)
������ "&������ "�$����&��� ���"�������"��� /��#�������.� 6���� #�$� ;���0��&� ���
������"�!�����&��"�ε��2���/�����)�%�&&������;/���"����"���7��% �$��"�/�%)��/�������������1����
<)� �� ���� �+� "�2�&���� ����.� ������� "����"�� ��% �$/�� �� &����� ����� ! �� /&&�$� /�%� ���� "� D�
�&/�������� =���%�"'���� ���� �1����� <� ���� �+� #��-�'%-����.� ��$"�"��-2��� ����� ���� �&/������
�������� �1����� �� ���� :� � &������ !��% �$2/�.� ��%� ����0���������6����� &/����� ����� ���� ��&/��!
"����"��� ��"�0/����"��� σ��� ��� ���� �1������ �� ���� :� !��������)� ���� /��� ���� �&/��������
��"�����/%��������������������1���������&������.
���� �/����&&��"� ���� =0/����"�!�����&��"�σ��� 8�22�&���"� 	.�3�,9� ������ �$�������&������ �/#�)
�H�$0&/����������
���/����"'��������;�&/����"�"�1D���/�%#�#��"��.�7 ��/&&�$�/��� ��"���#��
�������0�&0��'���� �����2���/"�$�D�"�!������'���6����� ! ��σ��� #��2� 2/�����)�� 2��� � � �&
��"3� /&�� /��������'2�������� /�%������.� ������1D�� �����"��� ���������� ����� & '/&�6����� ! �
�/.�		K�����"& 2/&�����"�0/����"�����/���������")� 2� �&�����$/'� �' 0�����������0/����"
σO

��� ��&&� ���.� L��&����� ��' $0/��2�&��������%&-���� ����� /���� 2��� ���� /������� =0/����"�3� 2#�.
������"�' $0 �������#��2� 2/�����.����"��/$��&����������%������&&��)��/�������
���/����"'���
! ��/&&�$�/������� ��"���#��������/��"�0��"�����.

1

2

3 1

2

3

S11 VALUE
+2.77E+00

+3.74E+00

+4.72E+00

+5.69E+00

+6.67E+00

+7.64E+00

+8.62E+00

+9.59E+00

+1.06E+01

+1.15E+01

+1.25E+01

+1.35E+01

+1.45E+01

+1.54E+01 ������� 1

2

3 1

2

3

S11 VALUE
+2.77E+00

+3.74E+00

+4.72E+00

+5.69E+00

+6.67E+00

+7.64E+00

+8.62E+00

+9.59E+00

+1.06E+01

+1.15E+01

+1.25E+01

+1.35E+01

+1.45E+01

+1.54E+01

���

σ��
NBY σ��

NJO� σO
��

�<)*� 	)+� ?)<?
σ��

NBYMσO
��> �),?

1

2

3 1

2

3

E11 VALUE
+3.06E-05

+3.96E-05

+4.86E-05

+5.76E-05

+6.67E-05

+7.57E-05

+8.47E-05

+9.38E-05

+1.03E-04

+1.12E-04

+1.21E-04

+1.30E-04

+1.39E-04

+1.48E-04 ������� 1

2

3 1

2

3

E11 VALUE
+3.06E-05

+3.96E-05

+4.86E-05

+5.76E-05

+6.67E-05

+7.57E-05

+8.47E-05

+9.38E-05

+1.03E-04

+1.12E-04

+1.21E-04

+1.30E-04

+1.39E-04

+1.48E-04

���

ε��
NBY ε��

NJO� εO��
�)<,�3+	 <)?��3+, (),��3+,

ε��
NBYMεν

��> �)(:?

�22�&���"�	.�3�	B�=0/����"�!�����&��"�σ�������������"�!�����&��"�ε���2������������0/����"�σO
��>?)<
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1

2

3 1

2

3

S22 VALUE
-5.76E+00

-4.96E+00

-4.16E+00

-3.37E+00

-2.57E+00

-1.77E+00

-9.69E-01

-1.71E-01

+6.28E-01

+1.43E+00

+2.23E+00

+3.02E+00

+3.82E+00

+4.62E+00 ������� 1

2

3 1

2

3

S22 VALUE
-5.76E+00

-4.96E+00

-4.16E+00

-3.37E+00

-2.57E+00

-1.77E+00

-9.69E-01

-1.71E-01

+6.28E-01

+1.43E+00

+2.23E+00

+3.02E+00

+3.82E+00

+4.62E+00

����

|σ��N
NBY σO

��

<)(� ?)<?
|σ��N

NBYMσO
��> +)		*

�22�&���"�	.�3�,B�=0/����"�!�����&��"�σ���2��������������0/����"�σO
��>?)<�
�/

6������� 
������"��� $��� ��$� ���#� /��� *+*� �&�$�����)� 4�� ��� $��� �����������&�����
�����������"�!�����&��"���������� �����"�%-���.����� ��"�2������ ������� �/�/�%� ���)� �/��� �����
���� ���� �����������"� ���� 2���/�������� � ����� #�� 2��-�'������"��� ���)� � ������ /���� ���
�����������"�������2��/��2/������1����)������$/���/��7���/&�������� � &E'����/&&�� !��������
��&&.�����������/�-�&����'�����O2���/�����".

;�������������������%&���������&/������������� �� 0���/�%�����=0/����"�3�����������"�%�&���
/�%"�#��"�.� �$�C &"������������/��0&/��������7���/&��������� &E'����/&&������������.��/#������
�/��! �����! �"����&&���
 ��&&�$���*+*��&�$�������������������������"���/��������/2�&&���.	.�3
���������!��������.�����/�"�&�"������/%������������6����! ���+++����#�"�������)��/�������
�����0/����"�! �����)(�
�/�����0�����.

���������	
�	���
��	�

���� ! ����"������� �2�������� 2��/���&�� �&/�������� 7 �"��"�)� ���� 2��� '&������ =0/����"��� ��
����$� � &E'����/&&� ! ��/����� ����.� ��� �����$� �2�������� ����� 2��/���&�)� � � ���� 0&/�������
7��% �$��"�������#��������������������/��% &"����-2�������"��/$����� 2��/��2������.�����������
=�������� ���� 
������"� ������� ����� ������ ! �"����&&�)� �/� ���� ���� ����� 6������ &��"� ���
! �����"����2���������������.����������$�% &"����������P/&2#E'&���������=0/����"�3������"�3
PE�������/���� 2���/�����.� �22�&���"� 	.�3��� #��"�� ���� "& 2/&�)� �.�.� -2��� ���� �� 2�� "�$����&��
=0/����"�3������"�3���!�.� ���"���/"��� ���� /���� ���� ��$$�������"� ���� �/����������
8��'��$����9)�/�%������$����������;�#�"�"�� $$�������.
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�$�C &"������� &&�"�#��"��������)�/����&�����=��&&���������� $ "����;�&/����"�!�����&��"��/�
��%������� ������� & '/&��� C&��D! �"��"�� 2�"-����"�.� ��$�D� ���� 
 ��&&/��/�$��� %��"�� ����
�� 2��� ���/��#��%&��D��)�� ��������$�������=���2�0/����"�τ	α
�������2�&��2�"����&����E���$��α
����#�"��1��"��;�#�"��0/����"�τ�

	α
���������.����������� �������C/&&)�� �������D����8����/����"�9
=0/����"�#���/���$1"&������"���$�������'����/&& "�/0�������������������"�#��/$$��0/�������
�/$������������0��������"� D���� 4�'�� ���τ	α
�/�%������&����E���$���"�2�.�C-���������/&E���2�����
����� �22�&���"� 	.�3�(� /�)� ��&���� ���� ���$������� =���2�0/����"� τ(α
� /�%� ��$� 4����&�� /$
����'����� 2�&/������� �&����E���$� /�"�2�.� =�/�'� "�%������� ����� ! �� /&&�$� ���� ��$����&2/���
�$"�2��"��� ! �� � ��"���#��� ���� ���0�&0��'���.� 7��/��� ��&���� ���� ���� ��/�"� #��
' $0/��2&��� 7��% �$��")� ���� � � �&� =0/����"�-2���1���"��� ���� � �$/&�0/����"� σ��� /&�
/������������&������=0/����"�' $0 ������������/$��������' $0&�H��=0/����"�#��������$��
����� 2���"�.� ��� ���� %���#����&&��)� �/��� ��� ��� �� 2��$� ,�.� �/���������� �$� � ��� 	� #�� 0&/��������
7��% �$��"� ' $$�)�  2� �&� ���� "& 2/&�� =0/����"�3������"�3���!�� � ��� ����� �&/��������
7���/&����/�������.
7 ��"� D���;�������"�����/��������C�/"�)�����!��&���&����E���$��#������&/���������7��% �$��"��
2����/"��.����'/$�#������82��$�,�.���'��$���9�#�����������%/��"&�����"��$�� ���	�8�&����E���$
	9.��/�����$�,*.���'��$�����������/���&����E���$��*��$�� ���?�/'��!.�;��$�,	.���'��$������/�
����� ����%/��"&�����"� 8=E���$�� 	� ���� :9� �$� � ��� 	� ���.� �/��� ,(� ��'��$������ ��/�
���%/��"&�����"� �$�� ����� 8=E���$�:9���������%/��"&�����"� �$�� ���,� 8=E���$��	�����:9.�;��
���� ��������� ��'��$������ ��/���� �&�����"��� ��� ���� /������� �&�$������ ���.� �/��� ��$� ?<.
��'��$���� �/��$���������� ���� �&����E���$� 0� � � ��� /'��!� ����
���%/��"&�����"��� ��/���� ��
!��&����1������ ���)� ���2�� ������ �$�� ��� �� ����:.��$������ ���� 
������"�������� 2��� #�� ?
=E���$��0� �� ���8� ���������:9�/'��!.���������1������	)�,���������/����4�� �������2���#������
�&����E���$��/'��!.�����/�%��"&������/�'�2�&/�������� ��"���#������������&/��!�#����������&�����
;���������������$����� �����&�������! �)�#�$����&����������� "/������"���2�&/�����/&�������������
� ��2�������� 8 ���� �22�&���"9.� 6���� ��$"�"��-2��� ���� �/�&� ���� /'��!��� �&����E���$�
2���/�����)�� �#�����������������' ��"���#�/����;��������/2���/��������������2#�.�� "/��� ��
!������'��/2�8 �����22�&���"9.

����������� 1

2

3 1

2

3

SDV28 VALUE
-6.75E+01

-6.01E+01

-5.26E+01

-4.52E+01

-3.78E+01

-3.04E+01

-2.30E+01

-1.55E+01

-8.11E+00

-6.83E-01

+6.74E+00

+1.42E+01

+2.16E+01

+2.90E+01

���������������� 1

2

3 1

2

3

SDV36 VALUE
-5.09E+01

-4.20E+01

-3.31E+01

-2.42E+01

-1.53E+01

-6.44E+00

+2.46E+00

+1.14E+01

+2.03E+01

+2.92E+01

+3.81E+01

+4.70E+01

+5.59E+01

+6.48E+01

�/9 ���������������������29

����������� 1

2

3 1

2

3

SDV33 VALUE
-5.22E+01

-4.25E+01

-3.29E+01

-2.33E+01

-1.36E+01

-3.98E+00

+5.66E+00

+1.53E+01

+2.49E+01

+3.46E+01

+4.42E+01

+5.38E+01

+6.35E+01

+7.31E+01

������������������ 1

2

3 1

2

3

SDV28 VALUE
-7.25E+01

-6.45E+01

-5.64E+01

-4.83E+01

-4.02E+01

-3.22E+01

-2.41E+01

-1.60E+01

-7.92E+00

+1.57E-01

+8.23E+00

+1.63E+01

+2.44E+01

+3.25E+01

�9 ����������������������9

�22�&���"�	.�3�(B�=��$�������=���2�0/����"�τ(α
������$�4����&��/$�����'�����2�&/��������&����E���$5
/9� τ(�
� �/��� ,�� ��'��$�����5� 29� τ(��
� �/��� ,*� ��'��$�����5� �9� τ(�
� �/��� ,(� ��'��$������ �9� τ(�
� �/��� ,(
��'��$�����
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3 1

2

3

SDV36 VALUE
-5.09E+01

-4.20E+01

-3.31E+01

-2.42E+01

-1.53E+01

-6.44E+00

+2.46E+00

+1.14E+01

+2.03E+01

+2.92E+01

+3.81E+01

+4.70E+01

+5.59E+01

+6.48E+01

1

2

3 1

2

3

SDV28 VALUE
-6.75E+01

-6.01E+01

-5.26E+01

-4.52E+01

-3.78E+01

-3.04E+01

-2.30E+01

-1.55E+01

-8.11E+00

-6.83E-01

+6.74E+00

+1.42E+01

+2.16E+01

+2.90E+01

1

2

3 1

2

3

SDV33 VALUE
-5.22E+01

-4.25E+01

-3.29E+01

-2.33E+01

-1.36E+01

-3.98E+00

+5.66E+00

+1.53E+01

+2.49E+01

+3.46E+01

+4.42E+01

+5.38E+01

+6.35E+01

+7.31E+01

1

2

3 1

2

3

SDV28 VALUE
-7.25E+01

-6.45E+01

-5.64E+01

-4.83E+01

-4.02E+01

-3.22E+01

-2.41E+01

-1.60E+01

-7.92E+00

+1.57E-01

+8.23E+00

+1.63E+01

+2.44E+01

+3.25E+01
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�22�&���"� 	.�3�?� #��"�� ���� /''�$�&������ =���2������"� γ� -2��� /&&�� �&����E���$�� 2��� �����
�����0/����"�! �����)(�
�/.�=��������/��/��������&������"�	.�3(�8=�����,:9�2��������.�=��
���� $/H�$/&� ��� ���� �1������ 	)� ,)� �)� ���� ?)� �.�.� ��� ���� �1�����)� ��� ������ ���� �1������
�&/���������=0/����"�' �#����/�� ����/�%"���������/����8�22�&���"�	.�3�	9.���������$$��$��
������"�2�������! ��P/�����@P/�:(A�-2�����.

1

2

3 1

2

3

SDV109 VALUE
-5.00E-04

+1.91E-04

+8.81E-04

+1.57E-03

+2.26E-03

+2.95E-03

+3.64E-03

+4.33E-03

+5.03E-03

+5.72E-03

+6.41E-03

+7.10E-03

+7.79E-03

+8.48E-03

�22�&���"�	.�3�?B�;����������/''�$�&������=���2������"�γ�-2���/&&���&����E���$��2���σO
��>���)(�
�/

�/��7����&�����! ��
/H�$/&3�#��
���$/&������"�����! ��<),��$��&/�������������/���-2����)?��$
0&/��������� ����/��� /�"�����"��.� C������ ���� %���#����&&��)� �/��� ���� �&/��������������� �1����� �
����:������0&/��������/���!���/&���B���%"�������������"-����"������$��������C/'� ����/2������
����� !����&����$�D�"� ����"� !��% �$�� 8�22�&���"� 	.�3�:9.� ��� ������ ���� /���)� �/��� ���
=0/����"�!�����&��"�σ������������&�����������#�#���P $ "���������"�#��"��8�22�&���"�	.�3*+9.

1

2

3 1

2

3

E11 VALUE
+6.82E-04

+1.10E-03

+1.53E-03

+1.95E-03

+2.37E-03

+2.79E-03

+3.21E-03

+3.63E-03

+4.06E-03

+4.48E-03

+4.90E-03

+5.32E-03

+5.74E-03

+6.16E-03

�22�&���"�	.�3�:B�������"�!�����&��"�8ε��9�2���σO
��>���)(�
�/

1

2

3 1

2

3

S11 VALUE
+8.89E+01

+1.04E+02

+1.20E+02

+1.35E+02

+1.51E+02

+1.66E+02

+1.82E+02

+1.97E+02

+2.12E+02

+2.28E+02

+2.43E+02

+2.59E+02

+2.74E+02

+2.90E+02

�22�&���"�	.�3*+B�=0/����"�!�����&��"�8σ��9�2���σO
��>���)(�
�/

����"����������
������"���$��������������&������� �� ����������"���������������"�%-���.�=��
�����Q�/&��/��!�"&���������������������������! �"����&&�.

1

2

3 1

2

3

SDV109 VALUE
-5.00E-04

+1.91E-04

+8.81E-04

+1.57E-03

+2.26E-03

+2.95E-03

+3.64E-03

+4.33E-03

+5.03E-03

+5.72E-03

+6.41E-03

+7.10E-03

+7.79E-03

+8.48E-03

1

2

3 1

2

3

E11 VALUE
+6.82E-04

+1.10E-03

+1.53E-03

+1.95E-03

+2.37E-03

+2.79E-03

+3.21E-03

+3.63E-03

+4.06E-03

+4.48E-03

+4.90E-03

+5.32E-03

+5.74E-03

+6.16E-03

1

2

3 1

2

3

S11 VALUE
+8.89E+01

+1.04E+02

+1.20E+02

+1.35E+02

+1.51E+02

+1.66E+02

+1.82E+02

+1.97E+02

+2.12E+02

+2.28E+02

+2.43E+02

+2.59E+02

+2.74E+02

+2.90E+02
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6�������������������������$���� �/&���C�3
 ��&&�! ����������/&��������/&&����'����/2"�2�&���.���
�/���&��������$�������� 2��/���������C�3R�3��"�����")�����/���������!������������=//�&/�����! �
������2����"��00��! ���� %��� ��7�� %%�8��������&�%-�������&/"�������6��'�� %%���������/%���
���� C����"��"�������')� ��6C9� "�������� �����.� ���� 6��'�� %%� ���� '�2����3�/�$#��������.� ���
�&/��������� � ���/����� 8���>*<++++� 
�/)� ���>�*,+++� 
�/� ���� ���>��<�++� 
�/9� ���� ���
'����/&& "�/0�������� �����������"��� ���� �����������&������ �1����� 8�/2�&&�� �.	.�3*9� ������
�H0���$����&&�$���I������/�� ���$/"��"�
��� �� 0EJ�8��
9���$����&�.��/��C�3
 ��&&�2�������/��
���"��/$�� ?�:*� ������$���� �/&��� ?3�� ���3�&�$�����.� ���� �� 2�� ���� /�� ����$� &��'��� 
/��
8H�>�	+9� "�&/"���)�� � ��$�&������� ���� ��� H�3
������"� 8;�&/����"��������"9� %���"��/&���� ����.
������ ����8H�>,+)�H�>�	+9���������H�3
������"�%���.������#&��������������� ����/��������������
=�����8H�>+9����H�3
������"�%�H����.������=0/����"�! ���++�
�/������/�%�������������=����%&����
8H�>3�	,9� /�%"�2�/���.� �22�&���"� 	.�3*�� #��"�� �/�� C�3
 ��&&� ���� ����� ��
3�22�&���"� ���
��/&����� 2�.

� �� ψ@��/�A υ@��/�A ϕ@��/�A
� �++): <+): <<)?
* �+?)+ ,�)* <+?)(
< ?,)+ <*)� �()+
	 ,,)� ,:)� <	,)<
, ,�), ,?)� �*)<
� :()� ��)	 <*�)?
( ��<)? ,	): �,)*
? ��?)? 	+): <,�)	
: :,)� ,(): <*)+
�+ ��?): *:)� *	�)+

�/2�&&���.	.�3*B���&�������6��'�&������+��1����������������������C�3R�3�� 2�

������ �������������
1

2

3
1

2

3

�22�&���"�	.�3*�B�/9�
�/&���� 2��8��
95�29�C�3
 ��&&

��� ������ #������ /��� �� 0� �&/������)� �/��� �&/������30&/������� 8��� ������ ��� 2������ C�&&��� ����
�����0/����"�σO

��� ! �� �++�
�/���%������9� "��������.� ���� ��"�2������������� !��"&�����.� �/
'����� �H0���$����&&� ��$����&���� 6����� ! �&/"��)� ������� ��&&'-�&����� 6����� %-�� ���
7��%����"��"�0/�/$����)�����/�%��"&�����C&��D�0/����"���������=����"��"��0/����"����"����#�B

.

a >+.++�������)��>,+)���>�+++��
�/)�τT>�*+�
�/)�τ�>�+�
�/)�Q>Q�>�.
;�������
������"�$����&/�������$�2#�.��&/������30&/�������$�
/����/&!���/&���������/��7����&����
! ��
/H�$/&3�#��
���$/&�0/����"�! ��*),(�2#�.�*)<?B������P $ "���������"�����=0/����"
%������ ��/��.� �/�� 7����&����� ! ��
/H�$/&3� #��
���$/&������"� ���� �$� ��"���/�#� ! �� *)*?� �$
�&/�������$� ����/��� /�%� *),?� �$� �&/������30&/�������$� ����/��� /�"�����"��.� �/� �����
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������������� "�/0������ ������ ����� /�%%�&&�"� ����)� ������� ���� =0/����"�3� ���
������"�!�����&��"���%-������C/&&������&/������30&/���������
������"�"�#��"��8�22�&���"���	.�3
**9.

�22�&���"�	.�3**B�/9�=0/����"�!�����&��"� 8σ��95�29�������"�!�����&��"� 8ε��9� %-�� ������&/������30&/�������

������"�2��������������0/����"�! ���++�
�/

������" ���
���
������
��#������
�
��$
�����
����������
�%������

- �$� �&/��������� C/&&� ����� =0/����"��� ���� ������"��� ����� ��� $ "��� -2��� ���� �� 2�
!�����&�.� =0/����"�-2���1���"��� �������  %�� /�� � ��"���#��� ���� ���0�&0��'���
2� 2/�����.

- �/�� ��%������� ! �� C&��D! �"��"��� ��% &"�� ��� ���� �� 2�� ����� ��� $ "��B� ;��� $/�����
�1��������������&����E���$�������%�-��/'��!����5�2���/�������' $$����������!��&��0�����#��
�2"&�����".����������! �����������������"�����2���/��������� ���������! �����������������"
�������2��/��2/������1�����/2���"�".

- �2� �&� 2��� ���� ������� �/������������ ! �� /&&�$� ���� ��$����&2/���� �$"�2��"��� ! �
� ��"���#��� ���� ���0�&0��'���� ���/���/"��)� ������� ������ /�%��"&���� ��/�'� 2�&/������
;���������0�������&/��!�#����������&������;���������������$�������! �)�#�$����&����������� "/�
����"���2�&/�����/&������;���������$�� ���������.

- ���� �1������� /''�$�&������� =���2������"��� ������� ��� ���� �1������ /�%)� ��� ������ ���
�1��������&/���������=0/����"���/�%��/���.

- ����� ������� �/�/�%� ���)� �/��� ���� 
 ��&&�����"� ���� �&/��������� ���� �� 0��� �$
��2����/���$ ��&&�2��-�'������"���������� &&)��/���$�
/���"3
 ��&&�����������/&�������.

- ���00� ��� /&.� @���++A� �/2��� "�#��"�� 8/&&�����"�� /�� ����$� /������� 6��'�� %%)� β3
���/�&�"�����"9)� �/��� ����� �&/�������� ���� �� 0��� "��/�� /�� � &����� =��&&��� #�� ����2&�����
=0/����"�-2���1���"���%-���)�� ��/�����&����
����������/���������.
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3 7��"&������ $/�� �&/�������� ���� �&/������30&/�������� 
������"��� 8� 2��� ���� "&�����
�����0/����"� ��%������� ����9)� � � %�&&�� /�%)� �/��� 2��� 0&/��������� 
������"��� ���
=0/����"�!�����&��"��� � $ "����� ����.� �/"�"��� ����� ���� ������"�!�����&��"��� 2��
0&/���������
������"������ $ "�����/&��2����&/���������
������"��.

��� ���
���
������
��&���'������

6�������7���������"�2������"�#��"���/2��)�'1���������
���2�&���"�0�/��������/��6/�����$
! �� ����� '��#��� 
������ 8
���&��"�� �$� ;������� ���� � ��"�1D�9� ������ ����2&�����������&� /�� ���
��2����/����8$����/&��,+K9�/��$/����.���������$��2�����������������
 ��&&�#���;��������"
���� ����� ���� 
���2�&���"� ! �"����&/"��.� ;/���� ������� 
 ��&&�� ���� �/�� 
 ��&&� ! �� �/�/'/� ���

��/� @�/�?�A.� �/�� 
 ��&&� ������ �$� �/0���&� *� ! �"����&&�.� ���� ;�&���"�#���� '/��� $��� ���
�&������"� 8�&.*.*3*9� 8=����� 	9� /&�� C��'�� �� ���� & '/&��� I0&/��������� ������"�/$0&�����J
∆γ 2��������� ������.� �/�/'/� ���� 
��/� "�2��� /���� ����� "&���������"�� C �$�&�����"� ��
=0/����"���/�B

( ) ( ) dk

G
n s

i ⋅−⋅⋅−∆
⋅⋅

=
νπτ

ω
12

4
2

� �&.�	.*3�

�� ���� ���� =���2$ ��&)�ωT� ���� �0�#�%������ ;��������"��)�ν� ����S���' ���/'�� ��#/�&� ���� �� ���
���"������7�����#��"�/�%��/���".

6���� ��� 8�&.*.*3*9�∆γ�/&��C��'�� ������=���2�0/����"�∆τ���������
-�'�0/����"�'�2��������
8������=�����	9.�
���8�&.*.*3*9��������/&� �'�����/���������"�2������/&��$���8�&.	.*3�9���#��&�.
���� & '/&�� 0&/�������� ������"�/$0&������ �$� /'��!��� �&����E���$� '1����)� ���� �$� ! �����"��
�2��������/�%"�#��"�)������������C�3
 ��&&�����"�! �������/&&/""��"/��������7��������"����
�����/&&0&/���#�����$/����/&$ ��&&�� 2��������� ������.� ��� ���� /2��� $��� ���� ���#����"��� #��
7��%-"��"�����������
�����'/0/#������ ���������$1"&���)�������RC3�� 2��$��������/&&0&/���#����
#��2��������.
�����"����������&������"�8�&.	.*3�9�!��������)��$����������/��������;�&���"�/���������#�
2����$$��.� 7�����%/�������������$/'� �' 0������ =0/����"��� ���� ������"��� !��������B
���� =0/����"�/$0&������ ���� /��� ���� 7��������� 2�'/���.� ���� �������2/��� $/H�$/&�
=���2�0/����"�����&��$/��%-�����������$��������C/'� ��! ��+),.�C-������
-�'�0/����"�'�2#�.
�����0�#�%������;��������"���ωT�"�2�����E ������R����� @�E�:(A� %-�������� %���������30��&��������
=�/�&�$���������"�$�� �&���� %%/����&� 8+)*+�R5�+):*�
�5�+)*��=�5�+)����5�+)�,�=5�+)++:��9����
6�����*?�
�/�2#�.�		+�'�M$�/�.������$/�"�&��"�/��������/�����������������6�����%-�����
������������������/��������������6��'�� %%�-2��� $$��.
�/2�&&���.	.*3��"�2������2�������������������"�$���������E'&��#/�&���2�������
���2�&���"�%-�
����!����7�������)�����$���
�0&�'/3�2��-�'���2�&�"��������)�������.�C-������;��������"�����
���� ���"�� ���� 7�����#��"�/�%��/���"� ���� � ��"�1D�� "&����� "����#�.� ;��� ���� 7��������� ����
������
���2�&���"�����;�&���"�������
���������������"��! ��������� ��"�1D��!����/����.
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7������ ∆σ 
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7������
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�
RH+?
εB>+)*,K 	:+ *	, <*+++ *?++�
�
RH+	

εB�>+)<,K ,	+ *(+ �*,++ *�?		
�
RH�+

εB�>+),K �*+ <�+ ,�(+ �,,+�
�
RH��

εB�>�)+K ?<+ 	�, (++ ((�*

�/2�&&���.	.*3�B�;��������"������E'&��#/�&�2���#���;�&���"�������
������! �����������"��������� ��"�1D�
�/����&.�	.*3�

6���$/��������'/��)����$$������2������������#/�&�! ���E'&���2���#���
���2�&���"��$�C/&&�����
�� 2���
RH+?�$�������"�$���������E'&��#/�&�"���-2�����.�;�������-2��"���7����������������
��������������������"�$��������;�&���"�#��������/�'�! ����/�����/2.�
1"&�������������������
%-��'�����ωT����"����#����6�������"���"���.
�$� �/0���&� ,� ����� ����� 7�����%/����"� ���� 
 ��&&�� ! �� �/�/'/� #��� 0�/'�������� ��������"
! �"����&/"��)� ���� -2��� ����� C��3� ���/���� ���� ��0/����"� ���� ! ��/������� �H0���$����&&��
�/������$1"&����.

��" ���
���
������
��&���(�
������

�������$���������2����������������/M��3
�����"�������������2����$���/������
;�������2��"�! �"����&&�.��������$�#��������2�������������������;�� ��������������
���#�����/�����$������C�3
 ��&&��#���
 ��&&�����"��������2�� �������7���/&�����! �"����&&�.
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�'���

6���2������� ��� �/0���&� <� ��'&���)��������2��� ����"��� �E$$������������""���"�&����7��������

����� -2��� ���� "��/$��� ��2����/���� !��% &"�� ���� ������ ���"�� /�� ���� �� 2�� 2��%&����
"�$�����.� ������ �H0���$����&&��� �/���� �/2��� ��$1"&����)� ���� 
���&��"�� /&�� C��'�� �� ���
�E'&��#/�&� /�%#���/"��.��������/�����������$��� � &E� $3C��'�� ���� 8?.�������"9� "�"&�����)
���� ��� �22�&���"� 	.<3�� �H�$0&/������ %-�� ���� �� 2�� �
RH+	� 8εB>+)<,K9� ���� ���� 
���� �
�/�"����&&�.�= &�����2&�����"����������/��������������=�
�� �$�@�=�
?�A��$0% �&��.
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��&0*� !�!�($��0* ���� �$������ � &� "��#$�%��1�&�� �� � 
���2%&$�0*&�$$�&!$ � �!3���� & 0*� $� ���
4� &�� &�
������� �5��#$1 �� �!�2� $&!� ��6����������	���78�
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 LRCx10, Riß10 - 0,5%
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 LRCx11, Riß 11 - 1,0%

 LRCx08, Riß 9 - 0,25%

 LRCx04, Riß 1 - 0,35%

 LRCx08, Riß 4 - 0,25%

 LRCx04, Riß 9 - 0,35%

 LRCx11, Riß 6 - 1,0%

 LRCx10, Riß 12 - 0,5%

 LRCx08, Riß 6 - 0,25%

 LRCx04, Riß 6 - 0,35%

 LRCx10, Riß 7 - 0,5%

 LRCx11, Riß 3 - 1,0%

 LRCx04, Riß 1a - 0,35%

 LRCx08L, Riß 1 - 0,25%

 LRCx10, Hauptriß - 0,5%

 LRCx11, Hauptriß - 1,0%
9/�,&������:��.

���������� 	���7�� 
���2%&$�0*&�$$�&!$ � !��� "��#$�%�� � &� 
������� ;� < &2%��$ � 
��� � � ��  �� &
� *�����!=5��$�� �<%��.+7>?�6����0*1!&)8+�.+�>?�6����&4�8+�.+>?�6���&%$8������+.?�6�����!�8

�� � @ & 0*����� � &� A0*1����& �$ � � �� A5!��������$ ���$�$�2!#$%&�� ∆�� #!��� ��$ &� � &
���!*= � �� ��*!��#& ��2B&=�� ���� &2��0* �&��� ����� �� =�*!���� ����0* ���B&5 &� &2%�� �+
�%�!�� ��� �
���$� 2 �!�� � �4� &�� =��&%� ���&0*= �� &���#� �����$���!0*�C
%%�/D� &���$���0*
24&�� ��A5!��������$ ���$�$�2!#$%&�2%�� �� &�����&�0#�

aK ⋅⋅∆⋅⋅=∆ πσ
π
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�!� ����$�∆σ��� �A5!�������0*1����& �$ �
�� � 
���*�����# �$� � &� 
���2%&$�0*&�$$��� �0*��� ��1�&�� 4� &�  22 #$�< � A0*1����& �$ �� � �� ��
"!#$%&��)�� &2!�� ��< &��0*$�� ���� ��!�2� 24*&$ ���� �0*��� ��1 &� ���� �A0*1����& �$ ��∆�
����∆�����&0*��� ��22 #$�<1 &$ �∆�FGG�����∆��
FGG� &� $)$���!=�$� < &���� $� ��0*��� �E%&�$ �����+
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A5!��������$ ���$�$�2!#$%&�� 24&� � �� *� &� ��$ &��0*$ �� !��$ ��$��0* �� A$!*�� ���+� 24&�  �� �
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a) b)

Abbildung 4.3-5: Beschreibung mit dem linear-elastischen Bruchmechanikparameter ∆Keff; a) St E 47 nach
[Hei83]; b) X6 CrNiNb 18-10

Bei elastisch-plastischem Werkstoffverhalten können die Spannungen und Verschiebungen im
Rissspitzen-Nahfeld analog zum Spannungsintensitätsfaktor K durch das ricesche J-Integral
beschrieben werden (elastisch-plastische Bruchmechanik). Es wird als Umlaufintegral entgegen
dem Uhrzeiger von einem Rissufer um die Rissspitze herum zum anderen Rissufer ausgeführt
und ist wegunabhängig. Das J-Integral hängt wie der K-Faktor von der Risslänge, anderen
Geometriefaktoren und der Belastung ab, außerdem vom Werkstoffgesetz. Im Grenzfall linear-
elastischen Materialverhaltens ist das J-Integral identisch mit der Energiefreisetzungsrate G und
so mit den K-Faktoren verknüpft:

J=G
G

K

E

K

E

K IIIIII

2''

222

++= Gl. 4.3-6

Die Berechnung von J kann über das ricesche Linienintegral erfolgen:

[ ]∫
Γ

⋅∂∂⋅−⋅= dsxuTdyWJ / Gl. 4.3-7

Hierin bedeutet W die Energie pro Volumen, ijij dW εσ ⋅= ∫ , und T bzw. u den Spannungs-

bzw. Verschiebungsvektor jeweils an der Stelle s.
Ein spezielles Stoffgesetz wird nicht vorausgesetzt.
Im Falle einer zyklischen Beanspruchung, wurde vom Dowling und Begley [Dow76] der ∆J-
Parameter vorgeschlagen. Im folgenden wird dieser, wie von Wüthrich [Wüt82] vorgeschlagen,
mit Z gekennzeichnet. In der Definition des J-Integrals werden Spannungs-, Dehnungs- und
Verschiebungsgrößen durch die von unteren Lastumkehrpunkt berechneten Differenzen ∆σij,
∆εij, ∆ui (Gl. 4.3-8) ersetzt.

∫
Γ






 ⋅

∂
∆∂

⋅∆−⋅= ds
x

u
TdyWZ i

i Gl. 4.3-8

Lamba [Lam75] und Wüthrich [Wüt82] zeigten, dass das Z-Integral unter der Voraussetzung
wegunabhängig ist, dass außer in einer kleinen Prozesszone in der Rissspitzenumgebung überall
eine eindeutige Funktion zwischen Spannungs- und Dehnungsamplituden besteht. Bei der
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M� &1��������� � ��F��� &���� ��1�0*�$�� &�
�����=�)1 �$ ���%&���0*� �� &�����) ��$���0*+��!��
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�$ * ���� �� ��#B�� �+�2!������ �!�� � �$ ��&!2$��� �&�����$��@ �� �� &��!�$!=5��$�� �<%��>.�
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��� � ��&� � �� � *&� *%* �� @ �!�$��� �� �� �  &�$ � �%&��& �) � 5!��� & ��� A%��$
1 &� ���� ���%0#� &$���!��
%� ���� �0*& ��$�!��%� �� �=�$�!�� *= �� &��%&��&BG �)�� *= �� 
�!� &2 �$��# �$�
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Eingangskontrolle Ratchetting II 
EE, X6 CrNiNb 18-10 (1.4550) Charge 77213, 1050°C abgeschreckt
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Anhang A.4.1-2

Grundlagen der Kristallverformung

Einkristallverformung

Setzt man ein Metall einer Belastung aus, so verformt es sich zunächst elastisch. Die Dehnung
ist sehr klein und es gibt eine lineare Beziehung zwischen der Spannung und der Dehnung an
jedem Punkt eines beanspruchten Kristalls (Die Verschiebungen zwischen Atomen sind so klein,
dass die atomaren Kräften, die zur Trennung der Atome notwendig sind, klein sind und die
Beziehung als linear angenommen werden kann). Das hookesche Gesetz, das die Tensoren der
Spannung σσσσ und der elastischen Dehnung εεεεel über den vierstufigen Tensor E der
Elastizitätsmoduln verknüpft, kann dementsprechend verwendet werden:

σσσσ=E εεεεel Gl. A.4.1.2-1

Für die kubisch-flächenzentrierten Kristalle ist E aus drei voneinander unabhängigen Konstanten
aufgebaut. In der Metallkunde werden sie oft mit c11, c12 und c44 bezeichnet; Gleichung A.4.1.2-
1 kann wie folgt geschrieben werden:

klijklij c εσ = Gl. A.4.1.2-2

Die Konstanten cijkl sind die Steifigkeitskonstanten.  Die für eine bestimmte vorgegebene
Spannung erhaltene elastische Dehnung kann ähnlich geschrieben werden (sijkl sind die
elastischen Nachgiebigkeiten):

klijklij s σε = Gl. A.4.1.2-3

Es gilt:

)2)(( 12111211

1211
11 cccc

cc
s

+−
+

=

44
44

1
c

s = Gl. A.4.1.2-4

)2)(( 12111211

12
12 cccc

c
s

+−
−

=

Die elastischen Konstanten einiger kubischer Kristalle sind in Tabelle T.A.4.1.2-1 angegeben.
Die Anisotropie eines kubischen Kristalls kann durch den Anisotropiefaktor A definiert werden:

1211

442

cc

c
A

−
= Gl. A.4.1.2-5

Dieser Parameter misst den relativen Widerstand des Kristalls gegen zwei unterschiedliche
Schubdehnungen: c44 gibt den Widerstand gegen Schub in Richtung [001] in der Ebene (010)
an; ½(c11-c12) gibt den Widerstand gegen Schub in Richtung [1-10] in der Ebene (110) an.
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Werkstoff c11 c44 c12 s11 s44 s12 Ref.
Ag 12,40 4,61 9,34 2,29 2,17 -0,983 a
Al 10,82 2,85 6,13 1,57 3,51 -0,568 a
Au 18,6 4,20 15,7 2,33 2,38 -1,065 a
Cu 16,84 7,54 12,14 1,498 1,326 -0,629 a
Ni 24,65 12,47 14,73 0,734 0,802 -0,274 a
Pb 4,95 1,49 4,23 9,51 6,72 -4,38 h
Fe 22,8 11,65 13,2 0,762 0,858 -0,279 b
Mo 46 11,0 17,6 0,28 0,91 -0,078 a
Na 0,732 0,419 0,625 64,0 23,9 -29,5 c
Nb (Cb) 24,55 2,93 13,90 0,690 3,42 -0,249 d
Ta 26,7 8,25 16,1 0,685 1,21 -0,258 e
V 22,8 4,26 11,9 0,683 2,35 -0,234 e
W 50,1 15,14 19,8 0,257 0,660 -0,073 a
C (Diamant) 107,6 57,58 12,50 0,0953 0,174 -0,0099 a
Ge 12,89 6,71 4,83 0,978 1,490 -0,266 a
Si 16,57 7,96 6,39 0,768 1,256 -0,214 a
NaCl 4,87 1,26 1,24 2,29 7,94 -0,465 a
LiF 11,12 6,28 4,20 1,135 1,59 -0,31 a
MgO 28,92 15,46 8,80 0,403 0,647 -0,094 f
TiC 50,0 17,5 11,3 0,218 0,572 -0,040 g

a. H.B. Huntington, Solid State Phys., 7, 213 (1958)
b. A. E. Lord and D. N. Beshers, J. app. Phys., 36, 1620 (1965)
c. W. B. Daniels, Phys. Rev., 119, 1246 (1960)
d. K. J. Carroll, Bull. Am. Phys. Soc., 7, 123 (1962)
e. D. I. Bolef, J. app. Phys. 32, 100 (1961)
f. D. H. Chung, Phil. Mag., 8, 833 (1963)
g. J. J Gilman and B. W. Roberts, J. app. Phys., 32, 1405 (1961)
h. D. L. Waldorf and G. A. Alers, J. app. Phys., 33, 3266 (1962)

Tabelle T.A.4.1.2-1: Elastische Konstanten einiger kubischer Kristalle (bei Raumtemperatur; c11=c22=c33,
c44=c55=c66, c12=c23=c13)

Man kann zeigen [Kel70], dass der E-Modul eines Einkristalls in eine besondere
kristallographische Richtung berechnet werden kann. Wenn eine Zugspannung in dieser
Richtung vorgegeben wird, wird der E-Modul durch die folgende Gleichung definiert:

( )2
13

2
12

2
13

2
11

2
12

2
1144121111 2

1
2

1
aaaaaassss

E
++





 −−−= Gl. A.4.1.2-6

wobei a11, bzw. a12 und a13 der Kosinus der Winkel zwischen der Zugrichtung und der Ox1-,
bzw. Ox2- und Ox3-Achse ist. Die Anisotropie führt, abhängig von der kristallographischen
Orientierung (d.h. der relativen Lage der Elementarzelle gegenüber den Probenachsen), zu
unterschiedlichen makroskopischen Eigenschaften. Für A>1 erhält man den maximalen E-Modul
bei einer Belastung in Raumdiagonalenrichtung (Richtung <111>) und den minimalen E-Modul
bei einer Belastung in Kantenrichtung (Richtung <100>).

Die elastischen Vorgänge sind reversibel. Überschreitet man jedoch eine gewisse Last, so kommt
es zu bleibenden Verformungen: es ist das plastische Verhalten. Bei Einkristallen können zwei
Mechanismen für solche plastischen Verformungen verantwortlich sein: Abgleitvorgänge in der
Kristallstruktur und die mechanische Zwillingsbildung. Letztere tritt normalerweise dann auf,
wenn Abgleitvorgänge erschwert stattfinden können, was vor allem bei hexagonalen Metallen
der Fall ist. Kubische Metalle verformen sich im wesentlichen durch Gleitung. Die
Abgleitvorgänge finden auf bestimmten kristallographischen Ebenen, den Gleitebenen, und in
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bestimmten kristallographischen Richtungen, den Gleitrichtungen, statt. Die Gleitrichtung liegt
parallel zum kleinsten Translationsvektor des Bravais-Gitters. Diese Ebene und Richtungen
zeichnen sich also im allgemeinen durch eine dichtestmögliche Kugelpackung aus. Für kubisch-
flächenzentrierte Kristalle sind dies die {111}-Ebenen und die <110>-Richtungen. Der Vektor ½
<110> ist nämlich der, der den kleinsten Betrag besitzt (b=a√2/2; a: Gitterkonstante). In jeder
der vier unterschiedlichen {111}-Ebenen liegen drei Gleitrichtungen, so dass insgesamt zwölf
Gleitsysteme zur Verfügung stehen. Abhängig von der kristallographischen Orientierung und der
Belastung können in einem Kristall ein oder aber mehrere Gleitsysteme aktiviert werden. Das
schmidsche Schubspannungsgesetz [Sch31] liefert eine Aussage darüber, ob es auf einem
Gleitsystem zu Abgleitvorgängen kommt, bzw. welches Gleitsystem zuerst aktiviert wird. Nach
diesem Gesetz beginnt ein System abzugleiten, wenn die dort wirkende schmidsche
Schubspannung τ einen kritischen Wert τy erreicht. Unter der kritischen Schubspannung τy (oder
auch τ0 bezeichnet)  wird diejenige Schubspannung verstanden, die erstmals eine bleibende
Verformung hervorruft.  Die Schubspannung τ ist die Projektion des auf der Gleitebene
wirkenden Spannungsvektors auf die Gleitrichtung. Die Fließbedingung für ein System ist also:

ymn τστ ≥= )(  Gl. A.4.1.2-7

n ist dabei der Einheitsnormalenvektor der Gleitebene und m der Einheitsgleitrichtungsvektor.
Wenn man annimmt, dass alle Gleitsysteme anfänglich denselben kritischen Wert τy besitzen,
fängt dasjenige System an zu gleiten, das am günstigsten bezüglich der äußeren Spannung σσσσ
orientiert ist. Für den Fall der einachsigen Zugbelastung eines Einkristalls lässt sich Gleichung Gl.
A.4.1.2-7 wie folgt schreiben:

yτλχστ ≥= coscos Gl. A.4.1.2-8

χ und λ bezeichnen die Winkel zwischen Zugachse und Gleitebenennormale bzw. Gleitrichtung
(siehe Abbildung A.4.1.2-1). Der Faktor cosχcosλ wird als schmidscher Faktor bezeichnet. Er ist
maximal bei einer Winkelkombination von χ=λ=45° und beträgt dann 0,5.

Abbildung A.4.1.2-1: Einachsiger Einkristall-Zugversuch

Der kritische Wert τy ist im wesentlichen abhängig vom Material, sowie von der Temperatur. In
der Regel nimmt die Fließgrenze mit zunehmender Reinheit des Materials und zunehmender
Temperatur ab. Dagegen steigt sie mit wachsender Konzentration von Legierungszusätzen,
wobei die Stärke des Effekts von den zulegierten Elementen abhängt. Für eine erste
Abschätzung von τy gibt Kovacs [Kov73] einen Richtwert von τy ≈10-5G, wobei G den

σσσσσσσσ
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Schubmodul bezeichnet. Als Fließspannung bezeichnet man die an jedem Punkt der
Verfestigungskurve zur plastischen Weiterverformung benötigte Schubspannung.
Es wurde versucht, die gemessenen Fließspannungen mikrophysikalisch zu erklären. Es war aber
festzustellen, dass ein starres Abgleiten der Gleitebenen gegeneinander nicht als Mechanismus
in Frage kommen konnte. Abschätzungen hatten gezeigt, dass die dafür notwendigen
Spannungen um Größenordnungen über den experimentell ermittelten Spannungen lagen. Die
Frage nach dem elementaren Mechanismus der plastischen Verformung und der niedrigen
experimentellen kritischen Schubspannung wurde im Jahre 1934 gleichzeitig und unabhängig
von Orowan, Polanyi und Taylor in den Arbeiten [Oro34], [Pol34] und [Tay34] beantwortet.  Es
wurden eindimensionale Gitterfehler entdeckt, die sich im Material „konservativ“, d.h. ohne
Materialtransport, fortbewegen. Sie werden als Versetzungen bezeichnet. Abbildung A.4.1.2-2,
die der Arbeit von Taylor [Tay34] entnommen ist, zeigt (zweidimensional) links oben einen
kubisch Idealkristall. In der Mitte oben sieht man, was nach Auswanderung einer Versetzung
nach rechts übrig bleibt: Der Kristall ist um einen Atomabstand abgeschert. Die untere Bildreihe
zeigt den gleichen Vorgang, nur dass hier die Versetzung von rechts nach links wandert. Für die
in Abbildung A.4.1.2-2 dargestellte Wanderung sind offenbar Schubkräfte verantwortlich.
Natürlich ist das Gitter in der Umgebung der Versetzung merklich deformiert (Die Linie, die den
abgeglittenen vom noch unverformten Bereich trennt, wird Versetzungslinie genannt). Die dabei
gespeicherte elastische Energie wird beim Austritt der Versetzung aus dem Kristall abgegeben.

Abbildung A.4.1.2-2: Positionen der Atome während des Durchgangs einer Versetzung nach [Tay34]

Abbildung A.4.1.2-3 zeigt nebeneinander einen Idealkristall und einen Realkristall mit einer
Stufenersetzung. In letzterem bezeichnet man als „schlechtes Gebiet“ die unmittelbare
Umgebung der Versetzung, während die Bereiche in größerem Abstand „gutes Gebiet“
genannt werden.  Man macht nun zwei vergleichende Umläufe, einen im guten Bereich des
Realkristalls und einen im Idealkristall, indem man von zwei korrespondierenden Punkten
ausgeht und in beiden Kristallen immer gleichzeitig die gleichen Schritte macht (etwa 3 Schritte
nach rechts, 5 Schritte nach oben usw.). Der Schließungsfehler, der Vektor b, charakterisiert die
vom Umlauf erfasste Versetzung und wird Burgers-Vektor genannt. Im Falle einer umlaufenen
Schraubenversetzung erhält man ein entsprechendes Ergebnis. Im Falle eines kubisch-
flächenzentrierten Metalls mit einer Gitterkonstante a hat der Burgers-Vektor die Indizierung
a/2<1 0 1>.

Positive Versetzung
a) b) c)

d) e) f)
Negative Versetzung
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Abbildung A.4.1.2-3: Definition des Burgers-Vektors einer Stufenversetzung

Die Ebene, längs deren die Versetzung durch einen Kristall gewandert ist, wird als Gleitebene
bezeichnet. Die Versetzung mit einem Linienvektor t parallel zum Burgers-Vektor b wurde erst
im Jahre 1939 von Burgers entdeckt und heißt heute Schraubenversetzung. Dieser Name wird
sofort verständlich, wenn man sich diese Gitterstörung aufzeichnet (Abbildung A.4.1.2-4). Die
Schraubenversetzung bewirkt, dass  die im idealen Kristall parallelen Netzebenen jetzt nach Art
einer Schraubenfläche zusammenhängen, deren Achse definitionsgemäß Schraubenversetzung
heißt. Entlang der Versetzungslinie kann sich der Charakter der Versetzung ändern. Beide
Grenzfälle (Schrauben- und Stufenversetzungen) zeigen ganz typische Eigenschaften. Dies
betrifft beispielsweise die Mechanismen, mit denen Hindernisse (z.B. Fremdatome, Teilchen einer
zweiten Phase) überwunden werden können. Im Unterschied zur Stufenversetzung kann sich die
Schraubenversetzung in zwei zueinander senkrechten Richtungen ohne Atomdiffusion (d.h.
konservativ) bewegen. Jede Ebene, welche die Versetzungslinie enthält, kann Gleitebene sein.
Die Schraubenversetzung kann also auf eine andere Gleitebene quergleiten, wobei der Burgers-
Vektor erhalten bleibt. Stufenversetzungen haben aber unter Umständen (bei Temperatur, die
eine Diffusion von Atomen erlauben) die Möglichkeit, in dem durch das Hindernis blockierten
Abschnitt auf eine Gleitebene zu wechseln, die parallel zur ursprünglichen liegt. Dieser Vorgang
wird als „Klettern der Versetzung“ bezeichnet und geschieht nichtkonservativ, d.h. das
makroskopische Volumen der Probe wird verändert.
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Abbildung A.4.1.2-4: Zur Schraubenversetzung

Bereits beim Wachstum der Kristalle entstehen Gitterfehler, insbesondere Versetzungen in
größerer Zahl. Ein unverformter Kristall besitzt in der Regel eine Versetzungsdichte von etwa
1010m/m3 (Versetzungslinienlänge pro Volumen) bzw. 1010m-2 (Durchstoßpunkte pro Fläche).
Dabei sind die Versetzungen gleichmäßig auf die Gleitsysteme verteilt, so dass auf jedem
Gleitsystem eine anfängliche Versetzungsdichte von ca. 8.108m-2 vorliegt. Eine solche
Versetzungszahl genügt nicht, um eine nennenswerte plastische Verformung zu bewirken.
Infolgedessen müssen während des Verformungsvorgangs neue Versetzungen in großer Zahl
erzeugt werden. Mit beginnender Deformation steigt die Versetzungsdichte stark an, wobei
Gesamtversetzungsdichten bis zu 1015m-2 erreicht werden ([Ess79]). Einen besonders wichtigen
Mechanismus zur Erzeugung von Versetzungen haben Frank und Read [Fra50] vorgeschlagen. Er
beruht auf dem Effekt der Linienspannung der Versetzung. Ein durch zwei Punkte A und B (z.B.
Fremdatome oder Versetzungen anderer Gleitsysteme) an seinen Enden verankertes
Stufenversetzungsstück der Länge l (siehe Abbildung A.4.1.2-5) beult sich unter der angelegten
Spannung aus, wobei eine maximale Spannung von τ=Gb/l erforderlich ist, wenn das Segment
Halbkreisform besitzt. Danach wird die Versetzung instabil und wickelt sich um A und B auf. In
C treffen ein links- und ein rechtsdrehender Schraubenteil aufeinander und annihilieren sich.
Übrig bleibt ein kompletter Versetzungsring und ein neues Versetzungssegment AB, das erneut
ausgebaucht werden kann. Solch eine Quelle, für die es experimentelle Bestätigung gibt (z.B.
[Mar62]), kann unter Umständen Tausende von Versetzungsringen emittieren.
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Abbildung A.4.1.2-5: Die Frank-Read-Quelle

Bleibt die vorderste dieser Versetzungen an einem Hindernis hängen, so können natürlich auch
die folgenden Versetzungen nicht weiter. Sie werden von der Schubspannung, die sie erzeugt
hat, vorwärts gepresst; wegen ihrer gegenseitigen Abstoßung müssen sie anderseits
untereinander Abstand halten. So entsteht eine sog. Aufstauung von Versetzungen (Abbildung
A.4.1.2-6), die schließlich so stark auf die Versetzungsquelle zurückwirkt, dass diese zum
Erliegen kommt. Die Frank-Read-Quelle stellt nur einen Sonderfall der Versetzungsmultiplikation
dar. Ein ähnlicher Prozess findet bei Versetzungen statt, die nur an einem Ende festgepinnt sind.
Ebenfalls möglich ist es, dass ein Schraubenversetzungssegment nach doppelter Quergleitung als
Quelle wirkt. Weitere Information findet man z.B. in [Hir68] oder in [Asa83a,b].
Mit zunehmender Versetzungsdichte steigt natürlich gleichzeitig die Wahrscheinlichkeit, dass
sich zwei Versetzungen unterschiedlichen Vorzeichens begegnen und annihilieren. Fremdatome,
Teilchen einer zweiten Phase und vor allem Wechselwirkungen mit anderen Versetzungen
sorgen dafür, dass die Versetzungen immer wieder lokal aufgehalten und manchmal
immobilisiert werden.

Abbildung A.4.1.2-6: Aufstau von Stufenversetzungen vor Hindernisse

Es ist festzustellen, dass das Ausmaß der Behinderung von Versetzung zu Versetzung, abhängig
vom Aufenthaltsort, variiert. Die eingeführte Fließgrenze τy sollte also nicht zu absolut als
Begrenzung eines rein elastischen Bereichs gesehen werden, sondern vielmehr als Schwellwert,
ab dem eine merkliche plastische Verformung auftritt. Einzelne, wenige behinderte
Versetzungen können bereits vorher zu Abgleitvorgängen beitragen, wobei es zu deutlichen
inelastischen Deformationen jedoch erst beim Erreichen des Schwellwertes kommt. Die
Versetzungsmultiplikation und -Immobilisierung gleichen sich relativ bald aus, so dass die Dichte
der mobilen Versetzungen bei gleichen äußeren Bedingungen in etwa konstant bleibt. Die
gesamte Versetzungsdichte steigt jedoch an. Das bedeutet, dass die Zahl der notwendigen
Schneidprozesse ansteigt. Die Bewegung der mobilen Versetzungen wird also immer erschwert.
Makroskopisch macht sich dies durch eine ansteigende Spannung bemerkbar, die zum
Aufrechterhalten einer bestimmten Dehnrate erforderlich ist. Dieses Phänomen wird als
Verfestigung bezeichnet.
Ein Kristall kann sich nicht bei der Abgleitung auf diskreten Ebenen kontinuierlich verformen.
Vielmehr deformieren die aus dem Kristall austretenden Stufenversetzungsanteile die Oberfläche
treppenförmig (siehe Abbildung A.4.1.2-7). Die entstehenden Absätze werden als sogenannte
Gleitlinien erkennbar. Die  jeder Gleitlinie entsprechende Abgleitung kann individuell
unterschiedlich sein, wobei die Größe stets einem Vielfachen des Burgers-Vektors entspricht. Die
Abstände der Gleitlinien sind auch nicht unbedingt äquidistant, besonders wenn es sich um
Legierungen handelt. Die Versetzungen bewegen sich dabei in Gruppen auf wenigen, eng
benachbarten Gleitebenen, was zur Entstehung von Gleitbändern an der Oberfläche führt.
Weite Bereiche bleiben dagegen nahezu frei von Gleitung. Neuhäuser und Hampel [Neu93]
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haben gezeigt, dass die Nachbargleitlinien und -bänder in charakteristischen Abständen
angeordnet sind. Die Neigung zur heterogenen Abgleitung ist vor allem bei Legierungen
ausgeprägt, die eine niedrige Stapelfehlerenergie besitzen.

Abbildung A.4.1.2-7: Treppenförmige Abgleitung eines Kristalls (nach [Hul68])

Ein makroskopisches Maß für die bei der Versetzungsbewegung entstehende Abgleitung stellt
der Gleitwinkel γ dar. Einen quantitativen Zusammenhang zwischen der zeitlichen Änderung des
Gleitwinkels, der Gleitrate, und den Größen, welche die Versetzungsbewegung charakterisieren,
liefert die Orowan-Gleichung:

−
= vbmργ

.

Gl. A.4.1.2-9

ρm : Dichte der mobilen Versetzungen
b : Betrag ihres Burgers-Vektors
−
v  : Mittlerer Betrag ihrer Geschwindigkeit.

Die Größen auf der rechten Seite und damit die Gleitrate hängen von der Spannung ab. Frost
und Ashby [Fro82] geben eine quadratische Abhängigkeit der mobilen Versetzungsdichte von
der wirkenden Schubspannung gemäß

2~ τρm Gl. A.4.1.2-10

an.

Polykristallverformung

Vielkristalline Werkstoffe lassen sich als Verband von Einkristallen unterschiedlicher
kristallographischer Orientierung verstehen, die an den Korngrenzen miteinander verbunden
sind. Deswegen stellen für das Verständnis ihres Verformungsverhaltens Untersuchungen an
Einkristallen eine wichtige Grundlage dar. Polykristalle zeigen aber auch Eigenschaften, die nicht
durch bloßes Überlagern oder Mitteln von Einkristalleigenschaften abzuleiten sind. Beim
Übergang von einem Korn zum nächsten wechselt die Anordnung der Atome relativ sprunghaft
von dem geordneten Zustand der einen Orientierung in den der Nächsten. Die eigentliche
Korngrenze, auf der die Atome ungeordnet als eine Art Kompromiss zwischen den beiden
geordneten Lagen vorliegen, ist nur wenige Atomlagen dick. Bei Temperaturen bis zur halben
Schmelztemperatur des Metalls ist die Korngrenze fester als das Korninnere. Im
Hochtemperaturbereich kehren sich die Verhältnisse um. Analysiert man das
Verformungsverhalten eines Polykristalls, so hängt das Ergebnis stark von der Größenskala der
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Untersuchung ab. Bei einer makroskopischen Betrachtung mitteln sich die anisotropen
Eigenschaften der einzelnen Kristalle heraus. Der Werkstoff verhält sich quasiisotrop. Untersucht
man auf der Ebene der Körner, so stellt man schon im elastischen Bereich eine deutlich
inhomogene Verteilung von Verformung und Belastung fest, und zwar nicht nur von Korn zu
Korn, sondern auch innerhalb einzelner Körner. Verantwortlich hierfür ist der Zwang zum
Zusammenhalt des Kristallverbandes, dessen einzelne Bestandteile sich aufgrund ihrer
Anisotropie und unterschiedlichen Orientierung eigentlich inkompatibel verformen. Bei
zunehmender Verformung kann es, zunächst lokal begrenzt, zu plastischen Fließvorgängen
kommen. Nach dem schmidschen Schubspannungsgesetz kommt es zuerst dort zu
Abgleitvorgängen, wo das Zusammenspiel von Spannungszustand und Orientierung die größte
schmidsche Schubspannung auf einem Gleitsystem liefert. Solche lokalen Fließvorgänge machen
sich makroskopisch oft noch nicht bemerkbar, so dass die zugehörige Last-Verschiebungskurve
noch nahezu linear verläuft. Im Laufe der weiteren Deformation tragen nach und nach alle
Körner zur inelastischen Verformung bei. Die Gleitaktivität bleibt jedoch lokal unterschiedlich, so
dass immer noch eine sehr inhomogene Dehnungsverteilung vorliegt.
Die Korngrenzen, die als Trennflächen zwischen unterschiedlich orientierten Gebieten
interpretiert werden können, stellen Hindernisse für die Versetzungsbewegung dar. Trifft eine
Versetzung auf eine Korngrenze, so findet sie im Nachbarkorn im allgemeinen keine unmittelbar
für sie passende Gleitebene. Sie wird also an der Korngrenze aufgestaut, sowie nachfolgende
Versetzungen. Das Spannungsfeld des Aufstaus erzeugt eine kinematische Rückspannung und
Bildung und Bewegung nachfolgender Versetzungen werden behindert. Es kann aber an der
Spitze des Aufstaus zu starken Spannungskonzentrationen kommen (vor allem wenn die
Abgleitung auf wenige Gleitebenen beschränkt ist), die dafür sorgen können, dass es zu
Gleitvorgängen im Nachbarkorn kommt. Zwei Mechanismen stehen zur Verfügung. Einerseits ist
es möglich, dass eine im Nachbarkorn in der Nähe der Korngrenze liegende Versetzungsquelle
aktiviert wird. Anderseits kann es zum Durchtritt der Versetzungen durch die Korngrenze und
zur nachfolgenden Abgleitung in einem Gleitsystem des Nachbarkorns kommen. Die
Korngrenzen können auch Quelle oder aber Senken von Versetzungen sein. Hirth [Hir72] gibt
einen Überblick zu diesen Mechanismen.

Hall und Petch [Pet53] fanden eine Beziehung zwischen der Fließspannung und der Korngröße
(nach Messungen an einem weichen Stahl):

2

1

0

−
+= dkwσσ  Gl. A.4.1.2-11

Dabei bezeichnet σ die äußere Spannung, σ0 einen Spannungsanteil, der von der Korngröße
unabhängig ist und d den mittleren Korndurchmesser. Die Größe kw ist ein Maß für den Einfluss
der Korngrenzen. Laut Thompson und Baskes gilt diese Beziehung aber nur für kleine plastische
Verformungen.
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Anhang A.4.1-3

Eulersche Winkel und kristallographische Projektionen

Eulersche Winkel

Zur Beschreibung der Lage des lokalen Kristallkoordinatensystems 
^^^

,, zyx  gegenüber dem
globalen Probenkoordinatensystem x, y, z werden die Eulerwinkel benutzt. Das globale System
lässt sich durch drei aufeinanderfolgende Drehungen um definierte Achsen in das lokale System
überführen (Abbildung A.4.1.3-1):

1. Drehung des globalen Systems mit dem Winkel ψ um die z-Achse liefert das System
x‘, y‘, z‘.

2. Drehung des x‘, y‘, z‘-Systems mit dem Winkel υ um die x‘-Achse liefert das System
x“, y“, z“.

3. Drehung des x“, y“, z“-Systems mit dem Winkel ϕ um die z“-Achse liefert das

System 
^^^

,, zyx .

Abbildung A.4.1.3-1: Zu den Euler-Winkel

Die Transformationsmatrix A, welche die Transformation zwischen Darstellungen in lokalen und
globalen Koordinaten ergibt, hat in Abhängigkeit der eulerschen Winkel die folgende Gestalt
(siehe z.B. [Bun70]):
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A

Dabei beinhalten die Aij die Kosinus-Werte der Winkel zwischen den lokalen und globalen
Koordinatenachsen.
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Stereographische Projektionen

Es ist oft sehr nützlich, Kristallebenen und Kristallrichtungen in einem zweidimensionalen
Diagramm darzustellen, damit man Beziehungen zwischen den unterschiedlichen Winkeln des
Kristalls sowie symmetrische Anordnungen der Kristallseiten auf einem Blatt Papier diskutieren
kann. Stereographische Projektionen bieten die  Möglichkeit, die kristallographische
Orientierung, d.h. die relative Lage von Probe (bzw. Probenkoordinatensystem) und
Elementarzelle (bzw. Kristallkoordinatensystem), auf eine anschauliche und gleichzeitig
quantitativ aussagekräftige Art darzustellen. Bei einer solchen Projektion bleiben die Winkel
erhalten.
Nehmen wir an, der Kristall liege im Mittelpunkt einer Kugel, die „Projektionskugel“ (Abbildung
A.4.1.3-2). Die Normalen zu den Kristallebenen, die durch den Mittelpunkt laufen, schneiden
die Kugeloberfläche in einem Punkt P. P ist der Pol der Ebene, die OP zur Normalen hat. Eine
Kristallebene kann auch dargestellt werden, indem  man die dazu parallele Ebene zeichnet, die
den Mittelpunkt der Projektionskugel enthält. Diese wird „Diametral-Ebene“ genannt und die
Schnittlinie zwischen Ebene und Projektionskugel „großer Kreis“. Ein „großer Kreis“ hat den
gleichen Durchmesser, wie die Projektionskugel.

Abbildung A.4.1.3-2: Die Projektionskugel

Der Winkel zwischen zwei Ebenen mit den Normalen OP und OQ (Abbildung A.4.1.3-3) ist
gleich dem Winkel φ zwischen diesen beiden Normalen. Um eine zweidimensionale Darstellung
zu bekommen, müssen die Pole auf ein flaches Papier projiziert werden.

Abbildung A.4.1.3-3: Winkel zwischen zwei Ebenen
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Grundsätzlich sind eigentlich zwei Darstellungsweisen möglich. Entweder wird die projizierte
Lage der Elementarzelle gegenüber der Probe angegeben (man spricht dann von einer
„stereographische Projektion“) oder die projizierte Lage der Probenachsen (und insbesondere
der Zugachse) gegenüber der Elementarzelle („inverse stereographische Projektion“).
Bei einer stereographischen Projektion (Abbildung A.4.1.3-4) ist der Pol P1 auf eine Ebene
senkrecht zur Normalen OS projiziert. S ist einer Punkt auf der Kugeloberfläche und wird
Projektionspol genannt. Die praktischste Lösung resultiert, wenn man die zur SO senkrechte
äquatoriale Ebene verwendet. Man erhält dann den Punkt P1‘, der „stereographische Projektion
vom P1“ genannt wird. Liegt die zu projizierende Elementarzelle im Ursprung des globalen
Probenkoordinatensystems x, y, z ( Abbildung A.4.1.3-5a) und bringt man ihre in positive z-
Richtung weisenden Flächennormalen mit einer Einheitskugel, deren Mittelpunkt im Ursprung
des x, y, z-Systems liegt, zum Schnitt, so erhält man die drei Punkte D1, D2, D3. Diese werden mit
dem Projektionspol (0/0/-1) verbunden. Die Durchstoßpunkte P1, P2, P3 der Verbindungslinien
durch die Ebene z=0 ergeben die Projektion. Sie kennzeichnen eindeutig die Lage der kubischen
Elementarzelle gegenüber der Probe.

       

Abbildung A.4.1.3-4: Stereographische Projektion

Abbildung A.4.1.3-5: a) stereographische Projektion; b) inverse stereographische Projektion

Bringt man die Zugachse mit einer Einheitskugel, deren Mittelpunkt im Ursprung liegt, zum

Schnitt, so erhält man den Punkt 
^

1D  (Abbildung A.4.1.3-5b). Dieser wird mit dem

Projektionspol (0/0/
−
1 ) verbunden. Der Durchstoßpunkt 

^

1P  durch die Ebene z=0 kennzeichnet
die projizierte Lage der Zugachse. Wählt man die Achsen des Kristallkoordinatensystems so, dass
das (unter der Annahme einachsiger Zugbelastung) am stärksten belastete System die
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Indizierung (111) [
−
101] erhält, so liegt die Projektion im Standardbereich B4 (Notation nach

Schmid und Boas [Sch35]) der Abbildung A.4.1.3-6. Ändert sich die Lage der Zugachse
gegenüber dem Kristall (z.B. durch Gitterdrehung oder durch einen Wechsel der Belastung), so
gibt Abbildung A.4.1.3-6 an, welches der Gleitsysteme die stärkste Belastung erfährt.

Abbildung A.4.1.3-6: Inverse stereographische Projektion; a) Kennzeichnung des jeweils am günstigsten
orientierten Gleitsystems gemäß der Notation von [Sch35], b) Standardbereich B4 mit „harten“ und
„weichen“ Regionen.

Die inverse stereographische Projektion wird vor allem bei Einkristallversuchen verwendet. Sie
gibt an, ob die Probe eher für Einfach- oder eher für Mehrfachgleitung orientiert ist bzw. welche
Gleitsysteme neben dem Primärsystem stark belastet sind.
Die stereographische Projektion wird vor allem bei Vielkristallen verwendet. Stellt man die
Orientierungen mehrerer zu untersuchender Körner in einer Projektion dar, so erhält man auf
einfache Weise einen Überblick über die relative Lage der Körner zueinander.

Bei den Rechnungen verwendete kristallographische Orientierungen

Bei den Rechnungen werden die folgenden Orientierungen verwendet:

ψ υ ϕ ψ υ ϕ
Orientierung 1 0 0 0 Orientierung 14 46 17 40
Orientierung 2 27 43 52 Orientierung 15 14 12 45
Orientierung 3 -45 -45 0 Orientierung 16 0 30 0
Orientierung 4 25 25 0 Orientierung 17 0 -45 45
Orientierung 5 90 0 0 Orientierung 18 5 55 20
Orientierung 6 87 20 15 Orientierung 19 0 -45 -45
Orientierung 7 -45 45 0 Orientierung 20 85 60 15
Orientierung 8 80 60 45 Orientierung 21 45 0 0
Orientierung 9 -45 45 45 Orientierung 22 0 0 45
Orientierung 10 180 0 0 Orientierung 23 0 20 15
Orientierung 11 20 0 0 Orientierung 24 45 30 0
Orientierung 12 45 45 45
Orientierung 13 10 15 20

Abbildung A.4.1.3-7 zeigt die inverse stereographische Projektion aller Orientierungen.



ANHANG A.4.1-3     EULERSCHE WINKEL UND KRISTALLOGRAPHISCHE PROJEKTIONEN 117
___________________________________________________________________________________________________________________________________________

Abbildung A.4.1.3-7: Inverse stereographische Projektion aller Orientierungen

Orientierung 1
Orientierung 2
Orientierung 3
Orientierung 4
Orientierung 5
Orientierung 6
Orientierung 7
Orientierung 8
Orientierung 9
Orientierung 10
Orientierung 11
Orientierung 12
Orientierung 13
Orientierung 14
Orientierung 15
Orientierung 16
Orientierung 17
Orientierung 18
Orientierung 19
Orientierung 20
Orientierung 21
Orientierung 22
Orientierung 23
Orientierung 24

0 -1 0

-1 -1 0

-1 0 0 

-1 1 0

0 1 0

1 1 0

1 0 0 

1 -1 0

0 -1 1

-1 -1 1 -1 1 1

0 1 1

1 1 11 -1 1

0 0 1
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Liste der verwendeten Symbole

A Materialparameter
A5 Bruchdehnung
a Risslänge

)(. α

a Bezugsdehnungsgeschwindigkeit auf dem System mit dem Index (α)
α Materialparameter
α Rotationswinkel
b, B Werkstoffabhängiger Parameter
b Burgervektor
c, C Werkstoffabhängiger Parameter
C1, C2 An Wöhlerlinien angepasster Parameter
c Risslänge
ci Länge eines Risskeimes
c11, c12, c44  Elastische Modulen
cosXcosλ Schmid-Faktor
D Abstand von Hindernis zu Hindernis
D Schädigungsvariable
d Korngröße
d Charakteristische Länge
d Abstand zwischen freie Oberfläche und Hindernis entlang des Gleitbandes
d Abstand zur nächsten Barriere
da/dN Rissfortschritt
δ (COD) Rissspitzenaufweitung
δth Zum Rissfortschritt notwendige minimale Rissspitzenaufweitung
∆CTSD Lokaler Scherversatz der gegenüberliegenden Rissflanken (Rissspitzenabgleitung)
∆CTOD Lokale Rissöffnung der gegenüberliegenden Rissflanken (Rissspitzenöffnung)
∆εn Schwingbreite der Normaldehnung
∆εpl Schwingbreite der plastischen Dehnung
∆G Freie gibbsche Energie
∆γ Schwingbreite der Schubdehnung
∆J Zyklisches J-Integral
∆K Schwingbreite der Spannungsintensitätsfaktor
∆Kc Oberer Grenzwert im Bereich III der Schwingbreite des

Spannungsintensitätsfaktors
∆Keff Schwingbreite des Spannungsintensitätsfaktor modifiziert um Rissschließen
∆K0 Unterer Grenzwert im Bereich I der Schwingbreite des

Spannungsintensitätsfaktors
∆Kth Schwellwert der Schwingbreite des Spannungsintensitätsfaktors
∆σ Spannungsschwingbreite
∆τ Schwingbreite der angelegten Schubspannung
∆τfl Dauerschubfestigkeit
∆U Gespeicherte Dehnungsenergie
∆ω Breite der wechselplastischen Zone
E Elastizitätsmodul
Emittel Arithmetischer Mittelwert der E-Modulen
εa Dehnungsamplitude
εa,e Amplitude des elastischen Dehnungsanteils
εa,p Amplitude des plastischen Dehnungsanteils
εα Dehnungsamplitude
εi Lokale Dehnung im Element i
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εij Komponenten des Dehnungstensors
εo Oberdehnung
εpl Plastische Dehnung
εtechn Technische  Dehnung
εu Unterdehnung
εwahr Wahre Dehnung
ε‘

Z Werkstoffabhängige Konstante
f Reversibilitätsfaktor
f Anzahl der Versetzungen, die im Gleitband am Wachstumsprozess des Risses

teilnehmen
f Proportionalitätsfaktor zwischen Rissfortschritt pro Zyklus und Verschiebung

entlang des Gleitbandes
f(α) Funktion zur Beschreibung der Abhängigkeit der Dehnungsgeschwindigkeit von

der Spannung
G Schubmodul
g(α) Aktuelle Fließgrenze
γ Makroskopische Abgleitung (Summe der Schubdehnungen auf allen

Gleitsystemen)
γ Neigung des Gleitbands
γs Oberflächenenergie einer neu gebildeten Fläche

)(. α

γ Gleitgeschwindigkeit auf einem System (α)
G Energiefreisetzungsrate
hαβ Verfestigungsmodulen
h0 Anfänglicher Verfestigungsmodul
KI, KII, KIII K-Faktoren
k Reibungsspannung
ks Verfestigungsmodul
m, m‘, n Werkstoffabhängige Exponenten
N Zyklenzahl
n Anzahl der Elemente
n Geschwindigkeitsexponent
NB Lebensdauer
ni oder ∆Ni Zyklenzahl bei der Rissinitiierung

−
N Normalisierte Anzahl von diskreten Versetzungen in Aufstauung
ν Querkontraktionszahl
p Druck
φ Plastische Verschiebung an der Rissspitze
Φ Funktion zur Definition der relativen kristallographischen Orientierung zwischen

zwei Körnern
Ψ,υ,ϕ Euler-Winkel
q, q1 Verfestigungsparameter
R Effektive Gleitbandlänge
Rε Dehnungsverhältnis
Rp0,2 0.2%-Streckgrenze
Rp1,0 1.0%-Streckgrenze
Rm Zugfestigkeit
Rσ Spannungsverhältnis
s Zyklischer Verfestigungsexponent
s Fit-Parameter
s Von der Geometrie und vom Verformungsverhalten abhängiger Parameter
rp Ausdehnung der plastischen Zone
σ Angelegte Spannung
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σa Spannungsamplitude
σcomp Vergleichsspannung
σFL Schwellwert für das Wachstum eines Risses durch das erste Korn
σi Spannung in einem Element
σij Komponenten des Spannungstensors
σn Nennspannung
σo Oberspannung
σtechn Technische  Spannung
σu Unterspannung
σwahr Wahre Spannung
σy Fließspannung
σy

i Fließgrenze des Elementes i
σy

mittel Arithmetischer Mittelwert der Fließspannungen
σ‘

Z Werkstoffabhängige Konstante
T Temperatur
T Spannungsvektor
τ Schubspannung
τ(α) Schmid-Schubspannung auf einer Gleitsystem (α)
τA Resultierende Schubspannung entlang der Gleitbandes des Korns A
τB Resultierende Schubspannung entlang der Gleitbandes des Korns B
τ0=g(α)(0) Anfängliche Fließgrenze
τs Sättigungsspannung
ui Verschiebung in Richtung i

W Energie pro Volumen, ijij dW εσ ⋅= ∫
We

eff Effektive elastische Energie
Wp Plastische Energie
W1 Durch Versetzungen gespeicherte Energie
W2 Wegen der Öffnung eines Risses freigesetzte mechanische Energie
ωs Spezifische Bruchenergie
X Abstand von der Rissspitze zum nächsten Hindernis in der Rissebene
ξ1, ξ2 Beiträge an W1 und W2, numerisch berechnet
YI, YII Geometriefaktoren
Z Brucheinschnürung
Z Zyklisches J-Integral
ZD ZD-Parameter
Zeff Effektives Z-Integral
ZHAD Z-Integral mit Korrektur nach El Haddad
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Glossar

Ausscheidung Eine Phasenumwandlung in einem mehrkomponentigen festen
Körper mit begrenzter Mischbarkeit, bei der sich in einem
übersättigen Mischkristall durch Entmischung eine neue Phase
bildet. Während der Ausscheidung entstehen in der homogenen
Phase des Mischkristalls lokale Bereiche mit erhöhter
Konzentration eines gelösten Stoffes, so dass die Konzentration
im übrigen Mischkristall auf einen Wert unterhalb der
Löslichkeitsgrenze verringert wird.

Austenit Mischkristalle aus γ-Eisen und Kohlenstoff. Das γ-Eisen existiert im
Temperaturbereich (1184-1665 K) und hat kubisch-
flächenzentriertes Gitter

Bauschinger-Effekt Ein bei Metallen beobachteter Effekt, der darin besteht, dass bei
einer mechanischen Wechselbeanspruchung nach der ersten
Spannungsumkehr die Fließspannung bei der plastischen
Verformung in Vorwärtsrichtung größer als in umgekehrter
Richtung ist. Die Verfestigung in Vorwärtsrichtung kommt durch
die abstoßende Wirkung der in einer Gleitebene aufgestauten
Versetzungen zustande. Bei Lastumkehr ist ein Gleiten der
Versetzungen viel leichter möglich, weil dann die äußere
Belastung und die innere Spannung in derselben Richtung wirken.

Dauerfestigkeit Sie liefert einen Beanspruchungsgrenzwert, bis zu dessen Höhe
eine schwingende Beanspruchung beliebig oft ohne Bruch
ertragbar ist.

Dehnungsverhältnis Das Dehnungsverhältnis Rε ist definiert als Verhältnis von
Oberdehnung εu zu Unterdehnung εo

Euler-Winkel Drei Winkel, welche die Lage zweier rechtwinkliger
Koordinatensysteme mit gemeinsamem Ursprung zueinander
beschreiben (siehe Anhang A.4.1-3)

Fließgrenze Beginn der plastischen Formänderung (auch Streckgrenze
genannt)

Fließspannung (auch kritische Schubspannung genannt)
Diejenige Spannung auf einem Festkörper, ab welcher der Körper
anfängt, auch plastisch zu reagieren. Im Spannungs-Dehnungs-
Diagramm ist die Fließspannung die zur Fließ- oder auch
Streckgrenze gehörige Spannung unterhalb derer das Material nur
elastisch deformiert wird, d.h. nach Wegnahme der Spannung
stellt sich der unverformte Zustand von selbst wieder ein.
Werkstoffe mit konstanter Fließspannung heißen ideal-plastisch.

Gleitband Elementarstruktur der Gleitlinien. Die feinen Gleitlinien von 20 nm
und weniger, wie sie besonders bei kleinen Abgleitungen
gefunden werden, werden in der Literatur häufig als Gleitbänder
bezeichnet.

Gleitebenen Dichtbesetzte kristallographische Ebenen eines Kristalls, entlang
derer infolge von Schubspannung Kristallschichten gegeneinander
verschoben werden, so dass entlang ihnen das Gleiten erfolgt.
Gleitebene sind demzufolge Ebenen mit kleinen millerschen
Indizes, so z.B. bei Kfz-Metallen in dem {111}-Ebenen.

Gleitlinien Die bei der Verformung von Kristallen an der Oberfläche
sichtbaren Gleitspuren entlang der Gleitebenen.
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Gleitung Der Verformungsvorgang bei der plastischen Verformung von
Kristallen, die auf einer gegenseitigen Verschiebung von
Kristallschichten parallel zu einer kristallographisch bestimmten
Richtung beruht.

Hall-Petch-Beziehung
3L

C
s =∆σ

mit ∆σs: Streckgrenze, L3: mittlerer Sehenslänge der Kristallite, C:
korngrenzenstrukturabhängige Konstante
In einphasigen polykristallinen Werkstoffen ist die Abhängigkeit
der Streckgrenze von der Größe und Orientierung der Kristallite
nachgewiesen. Nimmt die Kristallitgröße ab, so weist das Gefüge
eines Werkstoffes mehr Korngrenzen auf. Da diese die
Versetzungsdichte stark erhöhen (Kaltverfestigung) und
Bewegungshindernisse für Versetzungen darstellen
(Korngrenzenverfestigung), steigt die Streckgrenze einphasiger
Werkstoffe mit abnehmender Korngröße.

Korngrenze Zweidimensionaler Baufehler; Grenzfläche, die entsteht, weil in
einem einphasigen polykristallinen Werkstoff Kristallite (Körner)
unterschiedlicher Orientierung aneinander stoßen. Die Korngrenze
ist geometrisch ein Gebiet, in dem sich die Orientierung des
Gitters innerhalb eines kleinen räumlichen Gebietes sehr plötzlich
ändert. Es entsteht also ein Bereich gestörter Besetzungsdichte.

Korngröße Durchschnittliche Größe der Kristallite eines polykristallinen
Materials.

Langer Riss Lange Risse erstrecken sich über vielen Körnern (a>100d, a:
Risslänge, d: Korngroße) und wachsen unter Mode I. Die
Ausdehnung der plastischen Zone ist klein im Verhältnis zur
Risslänge und zu anderen Abmessungen der Struktur (a/rp>>1)
und die elastische Bruchmechanik kann das Wachstumsverhalten
gut beschreiben.

Lebensdauer Die bis zum Bruch ertragene Einwirkungszeit der
Schwingbeanspruchung wird als die Lebensdauer des Bauteils
bezeichnet.

Masing-Modell siehe Kapitel 4
Masing-Verhalten Metallische Werkstoffe zeigen näherungsweise das Masing-

Verhalten, d.h. der Spannungs-Dehnungs-Pfad folgt bei
Belastungsumkehr einer Kurve, die in Spannungen und
Dehnungen der verdoppelten zyklischen Spannungs-Dehnungs-
Kurve (Erstbelastungskurve) entspricht. Mit dem Masing- und
Memory-Verhalten wird (auf der Seite des Werkstoffes)
gewährleistet, dass bei wiederholter Beanspruchungsumkehr
geschlossene Hysterese entstehen, die bei
Schwingfestigkeitsuntersuchungen ein Schädigungsereignis
darstellen.

Memory-Verhalten Die Werkstoffe zeigen bei nicht einstufigen Belastungen
näherungsweise drei Arten des Werkstoffgedächtnisses:
- Nach Schließen einer Hysterese, die auf der zyklischen

Spannungs-Dehnungs-Kurve begonnen hat, folgt der
Spannungs-Dehnungs-Pfad wieder der zyklischen Spannungs-
Dehnungs-Kurve.

- Nach Schließen einer Hysterese, die auf einem Hysterseast
begonnen wurde, folgt der Spannungs-Dehnungs-Pfad dem
ursprünglichen Hystereseast.
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- Ein auf der zyklischen Spannungs-Dehnungs-Kurve
begonnener Hystereseast endet, sobald der Betrag der
Spannung oder Dehnung seines Startpunktes im
gegenüberliegenden Quadraten wieder erreicht wird. Der
Spannungs-Dehnungs-Pfad folgt anschließend weiter der
zyklischen Spannungs-Dehnungs-Kurve.

Mikrostrukturell kurzer Riss Mikrostrukturell kurze Risse sind Risse von einer Länge im Bereich
eines Korndurchmessers. Sie wachsen unter Mixed-Modus II und
III. Die plastische Zone ist groß. Bei der Modellierung des
Wachstumsverhalten muss die Mikrostruktur betrachtet werden.

Physikalisch kurzer Riss Physikalische kurze Risse haben eine Länge von weniger als zehn
Korngrößen. Das Verhältnis a/rp hat einen Zwischenwert und die
elastisch plastische Bruchmechanik muss zur Beschreibung des
Wachstums eingesetzt werden.

Plastische Verformung Unter Krafteinwirkung auf einem Festkörper auftretende
irreversible Formänderung. Speziell bei kristallinen Stoffen tritt bei
plastischer Verformung meist eine Verschiebung der
Kristallebenen entlange von Gleitebenen auf.

Plastische Zone

Ramberg-Osgood-Beziehung
s

aap
a

e
aa KE

/1






+=+=

σσεεε

εa: Amplitude der lokalen Dehnungen,
εa,e: Amplitude des elastischen Dehnungsanteils
εa,p: Amplitude des plastischen Dehnungsanteils
σa: Spannungsamplitude
K’: zyklischer Verfestigungskoeffizient
n’ : zyklischer Verfestigungsexponent

Spannungsverhältnis 
o

uR
σ
σ

= ; σu: Unterspannung, σo: Oberspannung

Stadium 1 Stadium des Risswachstum des Risses, bei dem der Riss unter
Schub (Modus II) wächst

Stadium 2 Stadium des Risswachstum des Risses, bei dem der Riss senkrecht
zur größten Normalspannung (Modus I) wächst

Stereographische Projektion siehe Anhang A.4.1-3
Streckgrenze siehe Fließgrenze
Versetzung Eindimensionaler Baufehler, die durch das Fehlen oder zusätzliche

Auftreten von Netzebenenabschnitten entstehen. Es gibt zwei
Arten von Versetzungen: die Stufenversetzung und die
Schraubenversetzung. Für weitere Informationen, siehe Anhang
A.4.1-2.

Zwillingskorngrenze Sonderfall der Korngrenzen. In ihr treffen zwei Kristallite unter
einem Winkel aufeinander, bei dem Gitterverzerrungen nicht
auftreten. Die beiden Kristallite sind spiegelsymmetrisch zur
Zwillingskorngrenze angeordnet.

Zyklische Entfestigung Abnehmende Spannungsamplituden bei konstanter
Dehnungsamplitude

Zyklisches Kriechen Unter spannungskontrollierter unsymmetrischer Belastung
(Mittelspannung ungleich Null) können gerichtete plastische
Verformungen auftreten, so dass die Mitteldehnung mit der
Zyklenzahl immer weiter zunimmt. Dieser Effekt wird oft als
„zyklisches Kriechen“ bezeichnet. Der in der englischsprachigen
Literatur üblichen Begriff „Ratcheting“ wird oft verwendet.
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Zyklische σ-ε-Kurve Die Umkehrpunkte der für jede Dehnungsamplitude aus dem
stabilisierten Bereich entnommenen Hystereseschleifen bilden die
sogenannte Spannungs-Dehnungs-Kurve.

Zyklische Verfestigung Zunehmende Spannungsamplituden bei konstanter
Dehnungsamplitude.
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