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Reliability analysis of complex components using the stochastic finite element method

Abstract

The aim of the present work is the development and investigation of stochastic finite element
methods for the calculation of component reliabilities. Different probabilistic methods are
used in conjuction with the commercial finite element code ABAQUS. The following pro-
babilistic methods are used: Monte-Carlo method, response surface procedure and the re-
liability method of first order (FORM). The gradient of specific results of a finite element
analysis with respect to scattering input parameters is calculated using the adjoint method.
Both, the material properties and the geometrical dimensions of the component are taken
into account as scattering input quantities. The procedures developed are applied to analyse
the reliability of turbine blades. The stochastic output quantities considered in this study are
the deflection and the eigenfrequencies of the turbine blades.

Zuverlissigkeitsanalyse komplexer Bauteile mit Hilfe der stochastischen Finite-Ele-

mente-Methode

Kurzfassung

Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Entwicklung und Untersuchung stochastischer Finite-
Elemente-Methoden zur Ermittlung von Bauteilzuverldssigkeiten. Dabei werden verschiede-
ne probabilistische Analyseverfahren mit dem kommerziellen Finite-Elemente-Programm
ABAQUS kombiniert. Als probabilistische Verfahren kommen die Monte-Carlo-Methode,
das Antwortflichenverfahren und die Zuverlissigkeitsmethode erster Ordnung zum Einsatz.
Die adjungierte Methode wird im Rahmen des Zuverlidssigkeitsverfahrens verwendet, um den
Gradienten bestimmter Ergebnisse einer Finite-Elemente-Rechnung beziiglich streuender
Eingangsparameter zu ermitteln. Dabei sind als streuende Eingangsgrofen sowohl die Ma-
terialeigenschaften als auch geometrische Abmessungen des Bauteils beriicksichtigt worden.
Die entwickelten und untersuchten Verfahren werden dann auf die Zuverldssigkeitsanalyse
von Turbinenschaufeln angewendet. Dabei stand die Untersuchung des Verformungsverhal-
tens und der Eigenfrequenzen der Turbinenschaufeln im Vordergrund.
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Verzeichnis der verwendeten Symbole

Bool’sche Matrix zur Assemblierung elementbezogener Grofen in globale Gré-
Ben bei der Finite-Elemente-Methode

Zufillige Funktion des Ortes, die ein Zufallsfeld beschreibt

Zufallsvariable, d.h. zufilliger Wert des Feldes B(x) an der Stelle x;

Vektor der Feldelemente eines diskretisierten Zufallsfeldes im b-Raum
Riaumlicher Mittelwert des Zufallsfeldes B(x)

Kompatibilitdtsmatrix

Drehmatrix der Dehnungen zur Transformation der Dehnungen ¢ vom Materi-
alachsensystem ins Bauteilachsensystem und umgekehrt

Drehmatrix der Spannungen zur Transformation der Spannungen ¢ vom Mate-
rialachsensystem ins Bauteilachsensystem und umgekehrt

Elastizitdtsmodul

Erwartungswert, d.h. stochastischer Mittelwert

Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen b;

Indikatorfunktion

Jacobische Matrix zur Transformation von lokalem Elementkoordiantensystem
¢ in das globale Bauteilkoordinatensystem x

Globale Steifigkeitsmatrix des diskretisierten Bauteils

Steifigkeitsmatrix eines finiten Elements

Cholesky-Zerlegte der Korrelationsmatrix p*

Materialmatrix beziiglich des bauteilfesten_l(oordinatensystems x,y,z
Materialmatrix beziiglich des Werkstoffachsensystems x', ', 2’

Formfunktions- oder Interpolationsmatrix

Ausfallwahrscheinlichkeit
Vektor der Feldelemente eines diskretisierten Zufallsfeldes im r-Raum der stan-

dard-normalverteilten und unkorrelierten Basisvariablen
Geometriematrix zur Transformation der Koordinaten des Werkstoffachsensy-

stems ins Bauteilachsensystem und umgekehrt

VergroBerungsfaktor der Eigenschwingungen durch die Erregung

Varianz

Elastische Verzerrungsenergie

Vektor der Feldelemente eines diskretisierten Zufallsfeldes im z-Raum der stan-

dard-normalverteilten Basisvariablen

Vektor aller beliebig verteilten und evtl. auch untereinander korrelierten Basis-

variablen
Komponente von b
Vektor der Eingangsgrofien, die in einem Antwortflichenmodell zu berticksich-

tigen sind
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Einheitsvektor im globalen Bauteilkoordinatensystem, mit dem die Richtung ei-
ner Knotenverschiebung festgelegt wird. '

Einheitsvektor im globalen Bauteilkoordinatensystem, mit dem die Orientierung
einer Rotationsachse festgelegt wird.

Vektor der duBleren Knotenkrifte, die auf das FEM-Modell einwirken
Versagensfunktion

Approximierung der Versagensfunktion g im Rahmen der Antwortflichenver-
fahren

Anzahl der Basisvariablen, d.h. Linge der Vektoren b, z und r

Anzahl der Eigenmoden, die im Rahmen einer Eigenfrequenzanalyse ermittelt
wurden

Anzahl der numerischen Experimente eines Versuchsplans im Rahmen der Ant-
wortflachenverfahren

Anzahl der finiten Elemente, in die ein Bauteil diskretisiert wird

Anzahl der Gausspunkte bei der numerischen Integration zur Ermittlung der
Elementsteifigkeitsmatrix Ky,

Anzahl der Koeffizienten des Polynoms zweiter Ordnung im Rahmen der Ant-
wortflachenverfahren '

Anzahl der Knoten in einem finiten Element

Anzahl aller mechanischen Eingangsgroflen, die ein Bauteil beschreiben

Anzahl der Simulationen bei dem Monte-Carlo-Verfahren

Anzahl der Zentrumspunkte eines Versuchsplans im Rahmen der Antwortfld-
chenverfahren

Anzahl der ZufallsgroBen in einem stochastischen Modell, d.h. die Summe aus
den Zufallsvariablen und den Zufallsfeldern

Vektor der standard-normalverteilten und unkorrelierten Basisvariablen

Vektor der Knotenpunktsverschiebungen des Bauteils

Vektor der Knotenpunktsverschiebungen des finiten Elements fe

Vektor der Verschiebungen u, v, w an einem beliebigen Punkt im Bauteil
Koordinatenvektor x, y, z eines Punktes beziiglich des globalen Bauteilachsensy-
stems

Koordinatenvektor eines beliebigen Punktes auf einer Rotationsachse
Koordinatenvektor des Mittenpunktes des Kreises, den ein um eine Rotations-
achse gedrehter Punkt beschreibt

Koordinatenvektor eines Punktes der Bauteilreferenzgeometrie beziiglich des

globalen Bauteilachsensystems

Oberfliche des Bauteils

Ortliche Fluktuation eines Zufallsfeldes um dessen raumlichen Mittelwert herum
Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung

Gebiet des Bauteils

Gebiet eines finiten Elements
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Gebiet eines stochastischen Elements eines Zufallsfeldes

Variationskoeffizient

Fehlerterm im Rahmen des Antwortflichenverfahrens

Dehnungstensor

Vektor der Dehnungen

Neigungswinkel des Materialachsensystem gegeniiber dem Bauteilachsensystem
Rotationswinkel des Materialachsensystem gegeniiber dem Bauteilachsensystem
Querkontraktionszahl

Vektor der lokalen Elementkoordinaten &, %, {

Dichte eines Werkstoffes

Matrix der Korrelationskoeffizienten zur Beschreibung der Korrelation unter den
Zufallsfeldelementen B

Matrix der Korrelationskoeffizienten zur Beschreibung der Korrelation unter den
standard-normalverteilten Zufallsfeldelementen Z

Spannungstensor

Vektor der Spannungen

Rotationswinkel des Materialachsensystem gegeniiber dem Bauteilachsensystem
Eigenkreisfrequenz

Erregerkreisfrequenz
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1. Einleitung und Aufgabenstellung

Bei der Herstellung und im Betrieb technischer Bauteile treten grundsitzlich Ungenauigkei-
ten auf. Diese Ungenauigkeiten beruhen darauf, dafl entweder die Herstellungs- und Pro-
zeflparameter nur innerhalb gewisser Toleranzen eingehalten werden konnen, oder daf sie
von Umwelteinflissen bestimmt werden, die naturgemi8 nicht zu vermeiden und auch nicht
vorhersehbar sind. Dies fithrt dazu, dal sowohl die Eigenschaften der Bauteile als auch ihre
Einsatzbedingungen in gewissen Grenzen streuen. Das Streuverhalten dieser Eingangsgrofen
fubrt dazu, daB auch die Reaktionen der Bauteile, wie z.B. das Verformungsverhalten, die
inneren Dehnungen oder Spannungen, nicht mehr deterministisch bleiben. Infolgedessen

unterliegt auch die Lebensdauer dieser Bauteile starken Schwankungen.

Bei der konventionellen Auslegung von Bauteilen wird auf die Beschreibung der Ungenau-
igkeiten verzichtet und das Bauteil rein deterministisch ausgelegt. Die Integritit des Bauteils
wird dabei zum einen durch ,worst case“-Annahmen und zum anderen durch die Verwen-
dung von Sicherheitsfaktoren gewihrleistet. Die Werte dieser Sicherheitsfaktoren werden
vielfach aus praktischer Erfahrung gewonnen und richten sich nach der Art der Ungenauig-
keit sowie nach den Folgen, die ein unvorhergesehenes Bauteilversagen nach sich zieht. Das
Ergebnis einer konventionellen Auslegung eines Bauteils ist die bindre Aussage ,Bauteil

hélt* oder ,,Bauteil versagt®.

Der Vorteil der konventionellen Auslegung ist, daB sie in aller Regel deutlich auf der sicheren
Seite liegt. Der Nachteil liegt darin, daB aus dieser Methode keine Aufschliisse darauf ge-
wonnen werden konnen, wie weit man auf der sicheren Seite liegt, d.h. wie sicher denn das
Bauteil wirklich ist. Durch die konventionelle Auslegung wird somit im allgemeinen eine
Uberdimensionierung erreicht, die vielfach unnétig ist und im Sinne des Materialeinsatzes
bzw. des damit verbundenen Gewichts teuer werden kann. Diese Uberdimensionierung kann
mit konventionellen Methoden nicht beseitigt werden, da diese keine Informationen bereit-
stellen, wie weit die Uberdimensionierung abgebaut werden darf, um den Bereich einer si-

cheren Bauteilauslegung nicht zu verlassen.

Bei einer ganzen Reihe von Einsatzbereichen hochstbelasteter Komponenten werden dage-
gen sowohl ein geringes Gewicht als auch eine méglichst sichere Auslegung gefordert, so dafl
eine konventionelle Auslegung der Bauteile an ihre Grenzen sté6t. Dies ist z.B. im Flug-
zeugbau, in Teilbereichen des Kraftfahrzeugbaus oder auch bei Konstruktionen, die in der
Meerestechnik eingesetzt werden, der Fall, also z.B. bei Oltankern und Olbohrinseln.

Bei einer stochastischen Auslegung werden die erwdhnten Ungenauigkeiten beriicksichtigt,
indem die Streuungen, die sie bei den Bauteileigenschaften oder -einsatzbedingungen her-
vorrufen, mit in die Berechnung einbezogen werden. Dies setzt voraus, dafl nicht nur das




deterministische Bauteilverhalten beschrieben werden kann, sondern auch die Auswirkungen
der Streuungen auf die Bauteilreaktionen in einem Modell erfaB8t sind. '

Wie in Abbildung 1 gezeigt, gliedern sich stochastische Methoden somit ganz allgemein in
zwei Teile, das mechanische Modell und das probabilistische Modell.

PROBABILISTISCHES MODELL |

\_ [MECHANISCHES
Bl =(by ... by ) MODELL al=(a,,....a,)
(FEM)

Abbildung 1. Struktur siochastischer Methoden

Das mechanische Modell beschreibt das deterministische Bauteilverhalten, d.h. zu welchen
Reaktionen 4 die betreffenden EingabegréBen b, filhren. Dabei werden im Vektor b, alle
Eingangsgroflen des mechanischen Modells gesammelt, mit n,, ist die Anzahl dieser Ein-
gangsgroflen bezeichnet. Diese konnen wie folgt gegliedert werden:

¢  Materialparameter

¢  Geometrische Abmessungen
e  AuBere Belastungen

e  Auslegungsgrenzwerte

Der Vektor 4 enthilt alle Grélen, die als Ergebnis bzw. als Ausgangsgrofien einer determi-
nistischen Analyse von Interesse sind. Dies sind z.B. Verformungen, Dehnungen oder
Spannungen an bestimmten Stellen des Bauteils, insbesondere auch an den Stellen, an denen
diese GréBen ein Maximum einnehmen. Mit / ist die Anzahl der Ausgangsgréfen gekenn-

zeichnet.

Im Rahmen der stochastischen Finite-Elemente-Methode (SFEM) wird fur das mechanische
Modell die Finite-Elemente-Methode (FEM) verwendet. Die Finite-Elemente-Methode ist
ein sehr effektives numerisches Verfahren, mit dem im Rahmen der Strukturanalyse z.B. das
Verformungs- und Verzerrungsverhalten sowie die daraus entstehenden Spannungen im
Bauteil deterministisch bestimmt werden kénnen. Dabei sind besonders kommerzielle Fini-
te-Elemente-Programme (z.B. ABAQUS, NASTRAN, ADINA) geeignet die Fiahigkeiten der
Finite-Elemente-Methode voll auszuschépfen. Zudem koénnen mit kommerziellen Finite-
Elemente-Programmen komplexe Bauteile behandelt werden, deren Bearbeitung durch
nicht-kommerzielle Programme wegen des damit verbundenen Beschreibungsaufwands gar-

nicht erst in Frage kommt.




Im probabilistischen Modell ist die Beschreibung der stochastischen Eigenschaften derjeni-
gen Eingangsgrofien des mechanischen Modells enthalten, die Streueinfliissen unterliegen.
Die Menge der stochastischen Eingabegrofen b ist eine Teilmenge der Menge aller Einga-
begréfen b,,. Infolge des zufilligen Charakters dieser Eingabewerte sind auch die Ausgabe-
groflen 4 Streuungen unterlegen, die ebenfalls im probabilistischen Modell bestimmt werden.
Als Ergebnis einer stochastischen Auslegung kénnen somit auch die Aussagen ,Bauteil
hdlt“ oder ,,Bauteil versagt* nicht mehr absolut stehen bleiben, sondern werden durch die
Uberlebenswahrscheinlichkeit und die Ausfallwahrscheinlichkeit ersetzt.

In der Literatur werden im Zusammenhang mit den stochastischen Finite-Elemente-Metho-
den in der Regel vereinfachende Annahmen getroffen. Diese Vereinfachungen bestehen zum
einen darin, daB anspruchsvolle stochastische Methoden mit nicht-kommerziellen Finite-
Elemente-Programmen gepaart werden, die aufgrund ihrer begrenzten Fihigkeiten und ein-
geschrinkten Benutzerfreundlichkeit nur auf einfache mechanische Modelle angewendet
werden konnen. Bei einer anderen hiufig angewendeten Art, die Berechnungen zu vereinfa-
chen, werden an dem mechanischen Modell keine Abstriche gemacht, dafiir aber das sto-
chastische Modell simplifiziert, indem z.B. die Anzahl der streuenden EinfluBgréfen redu-
ziert wird oder bei der Beschreibung der Art der Streuungen auf einfach zu behandelnde

Sonderfille zuriickgegriffen wird.

In der vorliegenden Arbeit wird mit der Implementierung unterschiedlicher probabilistischer
Verfahren in das Finite-Elemente-Programm ABAQUS eine Méglichkeit der stochastischen
Auslegung realer und komplexer Bauteile aufgezeigt, die weder auf die Vorteile eines kom-
merziellen Finite-Elemente-Programms verzichtet noch das stochastische Modell ein-
schriankt. Die Ausfallwahrscheinlichkeit, die mit den stochastischen Finite-Elemente-Me-
thoden berechnet werden kann, ist ein wichtiges Maf, um bereits in der Entwurfsphase eines
Bauteils entweder Schwachpunkte identifizieren zu kénnen und damit mdglichen Schadens-
fillen entgegenzuwirken, oder um die erwihnte Uberdimensionierung gezielt abbauen zu
konnen und somit die Fiahigkeiten des Materials besser auszunutzen.

Im folgenden Kapitel wird auf die Grundlagen der Finite-Elemente-Methode, die hier das
mechanische Modell reprisentiert, und auf die der probabilistischen Methoden allgemein
eingegangen. Im AnschluB wird auf die im Rahmen der stochastischen Finite-Elemente-
Methode méglichen probabilistischen Verfahren genauer eingegangen, wobei der Schwer-
punkt auf denjenigen Methoden liegt, die in dieser Arbeit verwendet wurden. Im vierten
Kapitel wird die sogenannte ,,adjungierte Methode* erldutert, die fiir eine der verwendeten
probabilistischen Methoden benétigt wird. Die erlduterten Methoden werden im anschlie-
Benden funften Kapitel zur Berechnung der Ausfallwahrscheinlichkeit von Turbinenschau-

feln verwendet und die Ergebnisse miteinander verglichen.







2. Theoretische Grundlagen

2.1 Grundlagen der Finite-Elemente-Methode

Die Finite-Elemente-Methode, auch kurz mit FEM bezeichnet, ist ganz allgemein ein effi-
zientes Verfahren zur numerischen Lésung partieller Differentialgleichungen. Infolgedessen
hat sie in den letzten Jahren eine starke Verbreitung in Bereichen gefunden, in denen die
zugrundeliegenden partiellen Differentialgleichungen im allgemeinen Fall nicht mehr analy-
tisch geldst werden konnen. Dies ist zum Beispiel in vielen Anwendungsfillen der Aerody-
namik, Fluiddynamik, Thermodynamik und der Strukturmechanik der Fall, um nur einige

ZU nennen,

Im folgenden soll keine vollstindige Abhandlung iiber die Grundlagen Finite-Elemente-Me-
thode zur Lésung strukturmechanischer Probleme gegeben werden. Da aber bereits in der
Einleitung veranschaulicht wurde, daB8 das probabilistische Modell auf dem mechanischen
Modell aufbaut, ist es erforderlich, eine Zusammenfassung der Definitionen und Notationen

der wichtigsten Groflen der Finite-Elemente-Methode zu geben.

Im Rahmen der Strukturmechanik ist ein gekoppeltes System von Differentialgleichungen
zu lésen, das zum einen aus der Gleichgewichtsbedingung und zum anderen aus der kine-
matischen Kompatibilititsbedingung gebildet wird. Von diesem gekoppelten System sind

noch Randbedingungen zu erfiillen, auf die hier nicht ndher eingegangen werden soll.

Die Gleichgewichtsbedingung schreibt vor, daff in jedem Punkt eines Korpers die duBleren
angreifenden Krifte mit den inneren Reaktionen im Gleichgewicht stehen miussen. In Ten-

sorschreibweise wird dies durch die Gleichung

aij,i + p‘Vj = 0 (2.1)

beschrieben. Dabei sind / und j Indizes fir die drei Raumrichtungen, durch ,, / wird die
Ableitung einer GréBe nach der i-ten Koordinate gekennzeichnet. oy ist der Spannungsten-

sor, p die Dichte des Materials und v; die duflere Volumenkraft in j-Richtung.

Bei dieser und allen weiteren Gleichungen, die in Tensornotation angegeben werden, soll die
Einsteinsche Summenkonvention gelten, d.h. es wird iiber doppelt auftretende Indizes sum-
miert. Unter der Voraussetzung der Theorie kleiner Verschiebungen ergibt sich der Tensor

der Dehnungen ¢; aus der Beziehung

1
SU = '—2— (ul‘J + uj,i) . (2.2)




Dabei ist u; die Verschiebung in i-Richtung. Die Kopplung des Spannungs- und des Deh-
nungstensors erfolgt durch das Materialgesetz. Im Fall eines linear-elastischen Materials ist
dies durch das Hooke’sche Gesetz

ag

i

= sz'kz ey ' (2.3)

gegeben, wobei My, der Materialtensor 4. Stufe ist.

2.1.1 Diskretisierung und Verschiebungsansatz

Ein wesentlicher Bestandteil der FEM ist die Tatsache, daB der betrachtete Korper in Un-
terbereiche, sogenannte finite Elemente, unterteilt wird. Die Gesamtzahl finiter Elemente

wird hier mit n, gekennzeichnet.

Bei der Diskretisierung sollen die finiten Elemente in ihrer Gesamtheit die Geometrie des
Bauteils erfassen, wie dies in Abbildung 2 grob skizziert ist. Zudem miissen bei der Diskre-
tisierung auch noch Anforderungen erfillt werden, die sich aus der Erfassung der Span-
nungsverteilung im Bauteil ergeben, worauf hier aber nicht eingegangen werden soll.

Im Rahmen der Verschiebungsmethode der FEM ist ein finites Element definiert durch eine
bestimmte Anzahl an Knoten, Interpolationsfunktionen zur Festlegung, wie sich die Kon-
turen des Elements aus der Lage dieser Knoten ergeben und einem Verschiebungsansatz mit
den Interpolationsfunktionen zur Festlegung, wie die Verschiebungen an einer beliebigen
Stelle im Element aus den Verschiebungen an den Knoten hervorgehen. Im folgenden wer-
den nur isoparametrische Elemente [1][2] behandelt, bei denen die Interpolationsfunktionen
fir die Elementkontur identisch mit denen fiir die Verschiebungen sind.

DISKRETI—

SIERUNG

Realer Korper FE—Modell

Abbildung 2. Diskretisierung eines beliebigen, realen Korpers in finite Elemente




Eine beliebige Stelle innerhalb eines Elements, soll durch

die Koordinaten des globalen Bauteilachsensystems A

X = (x,y,2)T gekennzeichnet werden. Die Verschiebungen y % 3
Uy, = (u, v, w)T sind dann durch den Ansatz 4 £ =
Nt + oo + Ny (Ot =
yp(!) : Nl (—é—)'vl + o + Nnkpe(—é—).vnkpe (2'4) 1 )g

Ni(E)wi + oo + Ny (),

pe

Abbildung 3. Finites Element

als Funktion der Verschiebungen an den Knotenpunkten des finiten Elements dargestellt. In

Matrixschreibweise ergibt sich aus dieser Gleichung
u(x) = N(&) up, (2.5)
mit

T
l—‘fe = (uh vl) wl, teey unkpa9 Vnkp;) Wnkpe) . (26)

Der Vektor ¢=(¢&,n, O)T kennzeichnet die lokalen, elementbezogenen Koordinaten des
Raumpunktes und Ripe ist die Anzahl der Knoten des finiten Elements. Mit N;, i = 1,..., figpe
sind die Formfunktionen bezeichnet, die zur Formfunktionsmatrix N zusammengefaf3t wer-

den.,

2.1.2 Formfunktionen und Koordinatentransformationen

Die Formfunktionen N; in Gleichung (2.4) stellen reine Interpolationsfunktionen dar, die nur
innerhalb des betrachteten Elements von null verschiedene Werte einnehmen. Im allgemeinen
werden einfache Polynome der lokalen Elementkoordinaten ¢,n und { verwendet. In der
Praxis haben sich fiir die Formfunktionen Polynome erster und zweiter Ordnung durchge-
setzt, weshalb man bei den entsprechenden Elementen auch kurz von linearen oder quadra-

tischen Elementen spricht.

Die Verwendung der lokalen Koordinaten fiir die N; fihrt dazu, daf} die Formfunktionen fur
Elemente mit der gleichen Anzahl an Knoten und der gleichen Ordnung des Polynomansatzes
immer gleich ausfallen, d.h. durch die Formfunktionen ist eine ganze Elementfamilie defi-
niert. Die Voraussetzungen, welche die Formfunktionen erfiillen missen, kénnen der Litera-

tur [1] entnommen werden.




Die parallele Verwendung eines globalen und eines lokalen, elementbezogenen Koordinaten-

systems macht es erforderlich, daB} physikalische GréBen in beiden Koordinatensystemen

dargestellt und beschrieben werden kénnen. Zur Transformation zwischen beiden Koordina-

tensystemen wird die Jacobische Matrix verwendet, mit

I
Il

D

Id\llk

Fir isoparametrische Elemente gilt,

n/(pl'
Ji, = Ox - %x
11 64: aé k
k=1
nkp&
g2 NN
12 — aé - aé Yk
k=1
nkpc
g 9z N N
» =y T
k=1

2.1.3 Dehnungen und Spannungen

(2.7)

(2.8)

Die Dehnungen innerhalb eines Elements werden im Rahmen der Finite-Elemente-Methode

als Funktion der Knotenpunktsverschiebungen des Elements ausgedriickt. Dazu wird Glei-

chung (2.5) in die Definition des Dehnungstensors (2.2) eingesetzt und beriicksichtigt, daf}

zum einen die Verschiebungen ug, an den Eckknoten der Elemente keine Funktion der Orts-

koordinaten sind, und dafl zum anderen die Scherungen y; definiert sind durch:

})U = 2'81']’ i#J .

Dann folgt fiir die Dehnungen

§::

™

.l_lfe ’

mit

™
I

- (ex’ Cyv €25 Vyz: Yax» ny)

(2.9)

(2.10)

T, (2.11)




Die sogenannte Kompatibilitdtsmatrix C enthélt dabei ausschlieBlich Terme mit den Ablei-
tungen der Formfunktionen nach den globalen Koordinaten x, y, z. Diese wiederum kénnen
mit

ON; aN(g) 8¢ IN(?)

-1 .
== = =1,.. 2.12
a£ aé a aé __‘l { y 7"1([)8 ( )

durch deren Ableitungen nach den lokalen Koordinaten ¢ bestimmt werden. Die Formfunk-
tionsmatrix N, die Kompatibilitdtsmatrix C und die Jacobische Matrix J sind vom betref-
fenden Elementtyp abhingig und kénnen deshalb auler durch die vorgenannten Gleichungen
nicht einheitlich angegeben werden, Diese Matrizen sind jedoch im Anhang A am Beispiel
eines einfachen Vierknotenelements mit linearem Verschiebungsansatz, wie in Abbildung 3

dargestellt, im Detail aufgefiihrt.

Analog zu Gleichung (2.11) werden auch die Spannungen in der Form

(2.13)

_ T
g = (va gy, Gy, Tyzi Tax s Txy)

im Vektor g zusammengefaf3t. In Matrixnotation wird das Hooke’sche Materialgesetz (2.3)

somit in der Form

a=Meg (2.14)

geschrieben. Im Anhang B ist die Materialmatrix M fiir verschiedene linear-elastische Mate- -
rialmodelle aufgefiihrt. Mit Gleichung (2.14) konnen auch die Spannungen im Element aus

den Knotenpunktsverschiebungen bestimmt werden:

o= MCu, . (2.15)

Der Vektor us, der Knotenverschiebungen im Element ist eine Untermenge der Verschiebun-
gen u aller Knoten der FE-Struktur. Zwischen diesen gilt die Beziehung:

er|i = ég ’i = l)"') nfe . (2'16)
Dabei ist 4 eine Boole'sche Transformationsmatrix, die die Assemblierung der Freiheitsgrade
eines finiten Elements auf die der Struktur vornimmt [3]. Die Matrix 4 enthdlt nur Einsen
und Nullen. Mit ny, ist die Gesamtzahl der finiten Elemente des Bauteils gekennzeichnet.

2.1.4 Grundgleichung der Finite-Elemente-Methode

Zur Herleitung der Grundgleichung der Finite-Elemente-Methode sind in der Literatur im
wesentlichen drei Methoden oder Prinzipien bekannt, das Prinzip der virtuellen Arbeit, die
Variationsmethoden und die Methode des gewichteten Residuums [1] [2]{4]. Da alle Her-
leitungsarten auf die gleiche Formulierung fiihren, sei hier willkiirlich das Prinzip der virtu-




ellen Arbeit herausgegriffen. Dieses basisiert auf dem Grundsatz, daB die virtuelle innere
Verzerrungsenergie 6 W; im Gleichgewicht mit der virtuellen duleren Arbeit 6 W, steht, d.h.
es gilt:

SW, = 5W 2.17)

a °*

Im Rahmen der Verschiebungsmethode werden die kinematischen Gréflen in dieser Glei-

chung als virtuell angesehen, so daB sich die virtuelle innere Verzerrungsenergie ergibt aus:

W, =f5;_;ngQ , (2.18)
Q

wobei Q das Gebiet des betrachteten Bauteils ist. Dabei ist das Integral tiber Q gleich der
Summe der Integrale tiber die Elementgebiete Qpy;, i = 1, ..., n,. Wird dann fur die Dehnun-
gen ¢ die Gleichung (2.10), fir die Spannungen ¢ die Gleichung (2.15) und fir die darin auf-
tretenden Elementknotenverschiebungen uy, die Gleichung (2.16) eingesetzt, dann fuhrt dies

zu der Gleichung:
oW, = Zf u" 4" CTMC AudQy . (2.19)

Dabei wurde beriicksichtigt, dal die Materialmatrix symmetrisch ist. Die Transformations-
matrix 4 ist ebenso wie der Vektor der Knotenpunktsverschiebungen u bzw. der virtuellen
Knotenpunktsverschiebungen éu vom Ort unabhingig und konnen aus dem Integral her-
ausgezogen werden. Zudem sind beiden Verschiebungsvektoren ¥ und du konstante Grofen

fur alle Elemente, so daf} folgt:

SW, = ou” QTJ C'"MCdQud; Ju . (2.20)

-!;{fe = J' grggdﬂfe ’ (2-2l)

definiert und die globale Steifigkeitsmatrix K formuliert durch
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K = Eéiréfeliéi (2.22)

eingesetzt. Somit ergibt sich fiir die virtuelle innere Verzerrungsenergie:
OW; = 6u"Ku (2.23)

Es sei hier nur kurz hinzugefiigt, daB die Integration in Gleichung (2.21) in lokalen Ele-
mentkoordinaten ¢ ausgefiihrt wird. Fir die Elementsteifigkeitsmatrix ergibt sich damit:

K, = J C" M Cdet(J) dédndt (2.24)

Q ‘fe

Die virtuelle duBlere Arbeit geleistet von Volumen- und Oberfldchenlasten bestimmt sich aus:

SW, = Jéyprydﬂ + Janggdr . (2.25)

Q r

Darin ist y = (v, v, v;)7 der Vektor der Volumenkrifte und p = (py, py, p,)7 der Vektor der
Fldchenlasten auf der Oberfliche I' des Bauteils. Analog zu dem Integral fur die virtuelle
innere Verzerrungsenergie in Gleichung (2.18) werden auch hier die Integrale als Summe von
Integralen beziiglich der einzelnen Elemente dargestellt. Dann die Gleichungen (2.5) und

(2.16) eingesetzt filhrt zu der Beziehung

n/,

6Wa = \[ 5ET_41T__1¥T! dee\i + J‘ 5HT_AQT£T£ drfe\i ) (2'26)

=1 i Upeli

wobei I'y,; die Oberfliche des finiten Elements i ist, das sich auf der Oberfldche I" des Bauteils
befindet. Auch hier kann die Transformationsmatrix 4 aus den Integralen und die virtuellen

Verschiebungen aus der ganzen Summation herausgezogen werden, woraus folgt:

W, =06u" ) A f NTydQ,, + J N'pdlyyp (2.27)
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Die Definition des Vektors der d4quivalenten Elementknotenkrifte

Lo =J N"ydQpy, + J N pdry, (2.28)

Qpyy Thyi

und des Vektors der dquivalenten globalen Knotenkrifte
ny,
[ = Zi_iirffeli ' (229)
=1

in Gleichung (2.27) eingesetzt, ergibt fir die virtuelle 4ulere Arbeit:

W, =u"f . (2.30)

Da die Gleichung (2.17) fir alle virtuellen Verschiebungen du # 0 gelten muf, folgt durch
Einsetzen von (2.23) und (2.30) die Grundgleichung der Finite-Elemente-Methode:

Ku=f. (2.31)

Ergidnzend sei noch hinzugefugt, da} analog zu Gleichung (2.24) auch die Integration in
Gleichung (2.28) zur Bestimmung der dquivalenten Elementknotenkrifte unter Beriicksichti-
gung der Jacobischen Matrix in lokalen Koordinaten ¢ formuliert wird. In beiden Féllen wird
die Integration numerisch mit Hilfe der Gauss-Quadratur ausgefiihrt [2]. Darauf soll aber
erst in einem spiteren Kapitel genauer eingegangen werden.

2.1.5 Materialorientierungen anisotroper Werkstoffe

Die Materialmatrix in Gleichung (2.14) wird bei anisotropen Werkstoffen nicht nur durch
die elastischen Werkstoffparameter, sondern auch noch durch die Orientierungen des Mate-
rialachsensystems x’, y’, z’ relativ zum Bauteilachsensystem x, y, z bestimmt.

2.1.5.1 Beschreibung der Materialorientierungen

Wie in Abbildung 4 veranschaulicht, wird die Orientierung des Materialachsensystems
x',y', z' relativ zum raumfesten Bauteilachsensystem x,y,z durch die Euler-Winkel ¢,0,« be-
schrieben.

Die Koordinaten eines Punktes x im globalen System und seine Koordinaten x’ im Materi-
alachsensystem sind dabei durch die Beziehungen

12




Abbildung 4. Transformation des x,y,z-Systems in das x’, y, Z’-System.
(2.32)

x' = Tx
x=TIx (233)
miteinander verkniipft. Dabei ist T eine orthogonale Rotationsmatrix, die gegeben ist durch:
cos¢-cosk — cosh-sing-sink sing-cosk + cosf-cosp-sink  sing-sink
— sin¢g-sink + cosf-cos¢-cosk  sing-cosx (2.39)
cosf

I'=1] - cosdsink — cosf-singd-cosk
— sin@-cos¢

sinf-sing

2.1.5.2 Transformation der Dehnungen und Spannungen

Um das Materialverhalten orientierungsbehafteter Werkstoffe beschreiben zu konnen, miis-
sen auch Spannungen und Dehnungen sowohl im bauteilbezogenen als auch im werkstoff-

bezogenen Koordinatensystem vorliegen. Fiir den Dehnungstensor gilt:
ey = Ty Tyey . (2.35)
Unter Beriicksichtigung der Konvention in (2.9) und der Symmetrie des Dehnungstensors,
ergibt sich durch Einsetzen von Gleichung (2.34) in (2.35) in Matrizenschreibweise:
(2.36)

Die Eintrige in dic Rotationsmatrix der Dehnungen D, sind ausfiihrlich in [5] und [6] wie-

dergegeben.
13



Fiir den Spannungstensor gilt analog;

O"ij = T; '7}1 K7 (2.37)

Unter Beriicksichtigung der Symmetrie des Spannungstensors erhdlt man durch Einsetzen
von Gleichung (2.34) in (2.37) in Matrizenschreibweise:

¢ -Do . (2.38)

Fiir die Spannungen kénnen die Komponenten der Drehmatrix ebenfalls aus [5] entnommen

werden.

2.1.5.3 Transformation der Materialmatrix

Da die elastische Verzerrungsenergie W,; als skalare Grofe invariant gegeniiber Anderungen

des Koordinatensystems ist, muf} gelten:

Wy=5a"e= 1o . ‘ (2.39)

In beiden Koordinatensystemen gelten die Hooke’schen Beziehungen

g =

I

Setzt man die Gleichungen (2.40) und (2.36) in (2.39) ein und beriicksichtigt, dal M und M’
symmetrisch sind, dann erhilt man nach kurzem Umformen:

M=D"MD, . (2:41)

Diese Gleichung gilt unabhingig von der Art des Materials. Setzt man hier fir M’ die Ma-
terialmatrix eines isotropen Werkstofles ein, dann ergibt sich, wie zu erwarten, dafl M = M’
ist, unabhingig davon, welche Werte die Euler-Winkel einnehmen.

2.2 Grundlagen stochastischer Auslegungsverfahren

Die Streueinfliisse, denen die Herstellung und der Betrieb technischer Bauteile unterliegen,
werden durch Zufallsvariablen, auch Basisvariablen genannt, beschrieben. Diese Basisvari-

ablen werden in dem Vektor

Q = (bly b)y ey bnb)T (2‘42)

zusammengefalt. Mit n, ist die Anzahl der Basisvariablen gekennzeichnet. Dabei ist die
Menge der Basisvariablen eine Teilmenge aller mechanischen Eingangsvariablen b, die in
Abbildung 1 aufgefiihrt sind, d.h. es gilt n, < np,.

14
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2.2.1 Versagensfunktion

Die stochastische Auslegung von Bauteilen verfolgt im wesentlichen zwei Zielrichtungen.
Zum einen ist die Verteilung bestimmter Antwortgrofien von Interesse, zum anderen soll die
Ausfallwahrscheinlichkeit des Bauteils berechnet werden. In beiden Fillen ist eine Definition
des Begriffes ,,Bauteilversagen* erforderlich. Zu diesem Zweck werden aus den Ausgabegro-
Ben, die von einer Finite-Elemente-Analyse bereitgestellt werden, diejenigen herausgegriffen,
die fur das Bauteilversagen verantwortlich sind. Mit diesen wird eine Versagensfunktion de-

finiert, die den Bauteilzustand in der Form

g(b,u) < 0 Bauteil hat versagt (Versagensbereich) 00
2.43

g(b, u) > 0 Bauteil ist funktionsfihig (sicherer Bereich)

kennzeichnet. Die Versagensfunktion kann im allgemeinen Fall sowohl explizit als auch im-
plizit von den stochastischen EingangsgréBen b und dem Verschiebungsfeld u als Ausgangs-
grofle der Finite-Elemente-Analyse abhingen. Die Grenze zwischen dem Versagensbereich
und dem sicheren Bereich wird im Raum der Basisvariablen 4 durch die (#, — 1)-dimensionale
Hyperfliche g(b, u) = 0 beschrieben, die auch Versagensgrenzfliche genannt wird. Die Ver-
sagensfunktion wird aus geeigneten Versagenskriterien abgeleitet und stellt sich im allgemei-
nen in der Form g = G — S als Differenz zwischen einem Versagensgrenzwert G und dem

Beanspruchungskennwert S im Bauteil dar. Typische Beipiele sind:

1. Vergleichsspannungskriterium nach v. Mises:

g(b,y) = Oprir — av,M(br L.l) . (2'44)
Ort

Darin ist
oymlb, u) = \/3_'\/ Iy (2.45)
und I, die zweite Invariante des Spannuhgsdeviators.

2. Vergleichsspannungskriterium nach Tresca:

8, u) = oy — oy1(b, u) : (2.46)
) Ort
Dabei ist
oyalt,w) = 2JT; - cosa (2.47)

wobel sich o errechnet aus
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o = —-arcsin mit -2 <a < = . (2.48)
2 1123

3 6 6

I'; ist die dritte Invariante des Spannungsdeviators.

3. Verschiebungskriterium:
g(b) Ll) = A[max — E(xryy Z)'gd 0 (2‘49)

Darin ist ¢4 ein Einheitsvektor, der in die Richtung weist, in der die Verschiebungen den
maximal Wert Al,,, nicht Uiberschreiten diirfen.

Alle genannten Versagensfunktionen beziehen sich dabei auf einen besonders gefihrdeten
Ort im Bauteil. Im allgemeinen Fall kénnen die Versagensgrenzwerte oy,;, bzw. Al eine
Funktion zufilliger GréBen sein, oder sie sind selbst Zufallsvariablen und als solche im
Vektor b enthalten.

2.2.2 Versagensintegral

Nach Gleichung (2.43) ist die Ausfallwahrscheinlichkeit die Wahrscheinlichkeit, da3 die Ba-
sisvariablen Werte annehmen, fiir die g(b, u) <0 ist. Die Wahrscheinlichkeit, da3 die Basis-
variablen einen ganz bestimmten, aber beliebigen Satz an Werten annehmen, wird durch die
gemeinsame Verteilungsdichtefunktion f;(b) beschrieben, so daB sich die Ausfallwahrschein-
lichkeit als Integral dieser Verteilungsdichtefunktion iiber dem durch Gleichung (2.43) defi-
nierten Versagensbereich bezuglich aller Basisvariablen darstellt:

Pf = Plgb,u)<0] = f fQ(Q) ) dbl~...~dbnb . (2.50)
gb,w=<0

Sind alle Basisvariablen stochastisch unabhingig, dann errechnet sich die gemeinsame Ver-
teilungsdichtefunktion aus dem Produkt aller einzelnen Verteilungsdichtefunktionen:

So&) = fi(by)fp (Br) - (2.51)

2.2.3 Zufallsfelder

Unter einem Zufallsfeld wird im Rahmen der stochastischen Finite-Elemente-Methode eine
Zufallsgréfe verstanden, die nicht nur von einer Realisierung zur anderen, also von einem
Bauteil zum anderen, zufillig unterschiedliche Werte einnimmt, sondern auch innerhalb eines
Bauteils von Ort zu Ort streut. Ein Zufallsfeld B(x) ist somit im allgemeinsten Fall eine zu-
fallige, stetige Funktion aller drei Raumkoordinaten. Dies ist fir den Sonderfall eines eindi-
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Abbildung 5. Eindimensionales Zufallsfeld: Realisierungen und stochastische Eigenschaften

mensionalen Zufallsfeldes in Abbildung 5 anhand verschiedener Realisierungen des Zufalls-

feldes gezeigt.

An jedem beliebigen Punkt x; wird das Zufallsfeld B(x) stochastisch durch die Zufallsvariable
B(x;) beschrieben. Die Verteilung der Zufallsvariable B(x;) wird Randverteilung genannt. Zu- .
fallsfelder werden iiblicherweise als homogen vorausgesetzt. Die Randverteilung fB(&)(B(;Q)),
in Abbildung 5 auch kurz mit f; bezeichnet, hingt in diesem Fall nicht vom Ort ab, und es

gilt f; = f.

2.2.3.1 Diskretisierung von Zufallsfeldern

Die Behandlung einer zufilligen Funktion ist nur méglich, wenn zu ihrer Charakterisierung
eine endliche Anzahl an Zufallsvariablen ausreicht. Bei der Darstellung dieser zufilligen
Funktion durch eine endliche Anzahl an Basisvariablen werden im allgemeinen zwei Vorge-

hensweisen unterschieden:

1. Durch Diskretisierung des Zufallsfeldes wird das Bauteil in Teilgebiete gegliedert, wie in
Abbildung 6 angedeutet. Innerhalb dieser Teilgebiete wird der, durch das Zufallsfeld
beschriebene, Eingangsparameter als rdumlich konstant angesehen [7]. Innerhalb eines
Teilgebietes ist das Streuverhalten somit durch eine einzelne Zufallsvariable charakteri-

siert.

Analog zur mechanischen Diskretisierung des Bauteils in finite Elemente bzw. in ein
mechanisches Netz spricht man bei der Aufteilung von Zufallsfeldern in einzelne Teil-
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Abbildung 6. Unierscheidung von stochastischer und mechanischer Diskretisierung

gebiete von einer stochastischen Diskretisierung bzw. von einem stochastischen Netz.
Die durch die stochastische Diskretisierung eines Zufallsfeldes entstandenen Teilgebiete
des Bauteils werden analog als stochastische Elemente bezeichnet.

Die Zufallsvariablen, die das stochastische Verhalten des Zufallsfeldes innerhalb eines
Teilgebietes beschreiben, werden als Feldelemente bezeichnet und in dem Vektor
B=(By, ..., B, )T zusammengefaBit, wobei ng, dic Anzahl der stochastischen Elemente

se

ist, in die das Zufallsfeld diskretisiert wird.

2. Bei der Reihenentwicklung der zufilligen Funktion in linear unabhingige, deterministi-
sche Funktionen mit zufilligen Koeffizienten wird das Zufallsfeld durch Abbruch nach
einer geeigneten Anzahl an Termen in eine endliche Anzahl an Zufallsvariablen iiber-
fuhrt [7][8].

Dieses Verfahren wird hdufig bei der Beschreibung zeitabhingiger EingangsgroBen ver-
wendet, wie z.B. streuenden Lastspektren. Es ist jedoch streng auf Gauss’sche Zufalls-
felder [9] beschrinkt. Da dies jedoch eine unzuldssige Einschriankung des stochastischen
Modells darstellt, soll auf dieses Verfahren im weiteren nicht niher eingegangen werden.

Anders als die mechanische Diskretisierung des Bauteils, die sich an einer moglichst guten
Erfassung des Spannungszustandes bzw. der Spannungsinhomogenitdten im Bauteil orien-
tiert, richtet sich die stochastische Diskretisierung nach der ortlichen Fluktuation des Zu-
fallsfeldes. Diese kann somit fir Zufallsfelder unterschiedlicher physikalischer Parameter
verschieden ausfallen. Insbesondere muf} sie nicht mit der mechanischen Diskretisierung
Ubereinstimmen [107[11].

Da in den meisten FEM-Programmen bauteilbestimmende Eigenschaften, wie z.B. Material-
parameter, direkt den finiten Elementen zugeordnet werden, muB ein stochastisches Element
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mindestens ein finites, mechanisches Element umfassen, wie in Abbildung 6 veranschaulicht.
Die maximale Anzahl an Basisvariablen, in die ein Zufallsfeld diskretisiert wird, ist somit
durch die Anzahl der finiten Elemente in der Struktur gegeben.

Der Vektor der Feldelemente B ist Teil des Vektors aller Basisvariablen b, d.h. die einzelnen
Feldelemente gehen, wie alle Zufallsvariablen, in b ein. Die Gesamtzahl n, der Basisvariablen
ergibt sich somit aus der Anzahl der Zufallsvariablen plus der Anzahl der Feldelemente aller
Zufallsfelder. Diese Gesamtzahl kann somit sehr grol werden, wenn eine oder mehrere Zu-
fallsgroBen stochastisch durch ein Zufallsfeld und nicht durch eine Zufallsvariable beschrie-
ben werden.

2.2.3.2 Korrelationen in Zufullsfeldern

Die Zufallsvariablen B(x;) und B(x)), die das stochastische Verhalten des Zufallsfeldes B(x)
an den Stellen x; und x; beschreiben, sind nicht unabhéngig voneinander. Zwischen beiden
besteht eine Korrelation derart, dafl die zufillige Abweichung, welche die beiden Zufallsva-
riablen zueinander haben, im Mittel umso geringer ausfillt, je niher x; und x; zueinander
liegen. Wie in Abbildung 5 zu ersehen, muf im Grenzfall x; —» x;, B(x;) — B(x)) gelten.

Die Korrelation dieser beiden Zufallsvariablen wird mit Hilfe des Korrelationskoeffizienten
py = p(x; x;) beschrieben. Diese Korrelation ist ein MafB fiir die lineare Abhingigkeit von
B(x;) und B(x). Der EinfluB des Abstandes |x;— x Il auf den Korrelationskoeffizienten py
wird in der Regel durch Funktionen der Art

|x,-——xj| |y,-—y,| |Z,~—-Zj|
py = eXp< Sy A (2.52)
oder
2 2 2
Xp— X Yi— Y 24—
Py = eXp< - ( I > - ( I ) - < n )) | (2.53)
X v 2

beschrieben [12] [13][14]. Dabei sind , I, und I, die Korrelationslingen des Zufallsfel-
des. Da in die Gleichungen (2.52) und (2.53) nur der relative Abstand der Punkte / und j zu-
einander eingeht, wird eine solche Korrelationsstruktur homogen genannt. Eine isotrope, d.h.

zusdtzlich richtungsunabhingige Korrelationsstruktur ergibt sich fur i, = by = . = k.

Aus den Gleichungen (2.52) und (2.53) 148t sich entnehmen, daB sich eine vollstindige Kor-
relation mit p; = 1 fiir alle 4,/ einstellt, wenn die Korrelationsldngen gegen unendlich gehen.
In diesem Fall verhalten sich die Feldelemente stochastisch untereinander gleich und das

Zufallsfeld kann durch eine Zufallsvariable beschrieben werden.
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Abbildung 7. Diskretisierung eines eindimensionalen Zufallsfeldes mit der Mittenpunktsmethode

Gehen die Korrelationslingen im Gegensatz dazu gegen Null, dann gilt p; = 0 fiir i # j. Die-

ser Fall ist gleichbedeutend damit, die Feldelemente als unkorreliert zu betrachten.

Ist ein Zufallsfeld B(x) durch Diskretisierung in die Feldelemente B iiberfiihrt worden, dann
werden fur die Beschreibung der Korrelationen unter diesen Basisvariablen iblicherweise

folgende Verfahren verwendet:

1.

20

Punktmethoden:

Bei den Punktmethoden wird innerhalb eines Feldelementgebiets ein einzelner Punkt als
repréasentativ {Ur das ganze Feldelementgebiet ausgewéhlt. Der Wert, den das Zufallsfeld
an dieser Stelle einnimmt, wird als rdumlich konstant fur das Feldelementgebiet ange-
nommen. Die Korrelation zweier Feldelemente ergibt sich somit durch den Abstand, den
die darin gewihlten Punkte zueinander einnehmen. Die Verteilung jedes Feldelementes
B; entspricht der Verteilung des Zufallsfeldes an dem ausgewéhlten Punkt, d.h. der er-
wihnten Randverteilung des Zufallsfeldes.

Bei den Punktmethoden unterscheidet man:

Methode Ausgewihlter Punkt

Mittenpunktsmethode [7] [15] Volumetrischer Mittenpunkt des Feldelementge-
bietes

Knotenpunktsmethode [16] Arithmetischer Mittenpunkt aller Knoten der fi-

niten Elemente im Feldelementgebiet

In Abbildung 7 ist die Diskretisierung eines eindimensionalen Zufallsfeldes mit der
Mittenpunktsmethode veranschaulicht.

Die Methode der ‘volumetrischen Mittelung [12]:

Innerhalb eines Feldelementgebietes stellt der volumetrische Mittelwert Ee,,- des Zu-
fallsfeldes B(x), gebildet aus
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Abbildung 8. Diskretisierung eines eindimensionalen Zufallsfeldes mit der Methode der volume-

trischen Mittelung

B, = 1 f Bx)dQ; , i=1,.,n, , (2.54)
Qseii 7o)

seli

selbst eine Zufallsvariable dar, wobei Qy,; das Gebiet des i-ten Feldelementes ist. Die
Korrelationsstruktur unter den Feldelementen ergibt sich aus dem Doppelintegral

j plxy xp) A dQp,;  mit i j=1,.., 1, . (2.55)
th' Q.u[j

— 1

p.. TR m——
d Qseli Qse[j
In Abbildung 8 ist die Diskretisierung eines eindimensionalen Zufallsfeldes mit der

Methode der volumetrischen Mittelung dargestellt.

Ohne auf die Eigenschaften dieser Verfahren im Detail einzugehen sei erwihnt, dafl alle
Punktverfahren den EinfluB der rdumlichen Streuung eines Zufallsfeldes {iberschitzen, wo-
hingegen die zuletzt genannte Methode wegen der Mittelung in Gleichung (2.54) diesen
EinfluB unterschitzt. Aufgrund der einfacheren Anwendung wird vielfach auf Punktmetho-
den zuriickgegriffen. In dieser Arbeit soll auf die Methode der volumetrischen Mittelung
deshalb nicht weiter eingegangen werden. Ein Vergleich der beiden beschriebenen mit ande-

ren, weniger gebrduchlichen Diskretisierungsstrategien ist in [10] gegeben.

2.2.3.3 Transformation auf unabhiingige Basisvariablen

Fir alle probabilistische Auswertungsverfahren ist es erforderlich, die korrelierten Feldele-
mente B, die sich aus der Diskretisierung eines Zufallsfeldes ergeben, in unabhingige Basis-
variablen zu transformieren. In der Literatur sind dafiir mehrere Verfahren beschrieben, z.B.
die Rosenblatt-Transformation [17][18], das Morgenstern-Modell [19] und die ,,Hermite
moment“-Transformation [20]. Wegen seiner vorteilhaften Eigenschaften wird am haufig-
sten das Nataf-Modell [7] [19][21] verwendet.
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Das Nataf-Modell geht bei dieser Transformation der Basisvariablen in zwei Schritten vor.
Im ersten Schritt werden die korrelierten und beliebig verteilten Feldelemente B;,
i=1,..., ng, mit Hilfe der ,,normal tail approximation® [22] in standard-normalverteilte Ba-

sisvariablen Z uberfiihrt. Dazu wird die Beziehung

®Z) = F(B) (256

verwendet, wobei ® die Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung und Fp, die
Verteilungsfunktion der Feldelemente B; ist. Diese Transformation veridndert auch die Kor-
relationsstruktur unter den Basisvariablen. Ist p; der Korrelationskoeffizient zwischen den
-beiden Feldelementen B; und Bj, dann geht die Korrelation p zwischen den Basisvariablen

Z; und Z; implizit aus der Gleichung

s 00 fose) Bi _ #Bi Bj— NB .
v J j < 95, >< g - ) o(Z 2, pj) 42,47, (2.57)

—o0 Y—o0

hervor, wobei ug, op, U, op; der Erwartungswert bzw. die Standardabweichung von B,
bzw. B; sind und ¢(Z;, Z;, p¥) ist die gemeinsame standard-normale Verteilungsdichtefunk-
tion der beiden mit p} korrelierten Basisvariablen Z; und Z;. Die Gleichung (2.57) kann nu-
merisch gelést werden, um p} zu erhalten. Diese aufwendige iterative Lsung kann aber mit

den in [19] angegebenen Niherungsformeln vermieden werden.

Im zweiten Schritt werden die standard-normalverteilten, aber noch korrelierten Feldele-
mente Z in die standard-normalverteilten, unkorrelierten Feldelemente R transformiert. Dies

geschieht mit Hilfe der Beziehung
R=L"Z, (2.58)

wobei L die linke, untere Dreiecksmatrix der Cholesky-Zerlegung von g‘* darstellt. Analog
wie die Feldelemente B eines Zufallsfeldes im Vektor aller Basisvariablen b enthalten sind,
so sind auch die standard-normalverteilten Feldelemente Z im Vektor aller standard-nor-
malverteilten Basisvariablen z enthalten bzw. die Feldelemente R Teil des Vektors aller un-

korrelierten Basisvariablen r.

Fiir den Sonderfall eines normalverteilten Zufallsfeldes ist das Nataf-Modell ein exaktes
Verfahren, um die stochastischen Abhingigkeiten unter den Feldelementen zu beseitigen.
Fir andere Felder kénnen ﬁﬁt diesem Modell nur lineare Abhingigkeiten eliminiert werden,
d.h. der Korrelationskoeflizient verschwindet. In diesen Fillen bleibt das Nataf-Modell ein
Néherungsverfahren. Da sich Abhingigkeiten hoherer Ordnung in den meisten Fillen nicht
aus der vorhandenen Datenbasis ableiten lassen, begniigt man sich in der Praxis mit einer

solchen Transformation.
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Das Nataf-Modell kann nicht nur zur Transformation B — Z — R auf unkorrelierte Zufalls-
variablen verwendet werden, sondern auch zur Erzeugung korrelierter Zufallsvariablen im
Rahmen von Simulationen. Dabei werden die Gleichungen (2.56) bzw. (2.58) entsprechend
umgeformt und die Transformation in umgekehrter Richtung R — Z — B angewendet.
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3. Probabilistische Verfahren

3.1 Allgemeines

Das Versagensintegral in Gleichung (2.50) ist im allgemeinen Fall nicht analytisch lésbar.
Dies liegt zum einen daran, daB das Integrationsgebiet eine sehr komplexe Form besitzen
kann, d.h. die Integrationsgrenze g(b, u) = 0 beliebig gekriimmt sein kann. Im Falle der sto-
chastischen Finite-Elemente-Methode ist auferdem die Versagensfunktion nicht explizit,
sondern nur in algorithmischer Form gegeben. Wie in Abbildung 1 angedeutet, besteht
zwischen den Eingabegrofien einerseits und den Ausgabegréfien bzw. der daraus abgeleiteten
Versagensfunktion g andererseits nur eine punktweise Beziehung. Eine Finite-Elemente-
Analyse 14t sich nur fiir einen bestimmten Satz an Eingabewerten durchfiihren, ein explizi-
ter Ausdruck fur die Versagensfunktion g oder die Versagensgrenzﬂéche g = 0in Abhingig-

keit dieser Eingabewerte ergibt sich daraus nicht.

Eine weitere Schwierigkeit bei der Losuag des Versagensintegrals besteht darin, dafl je nach
dem probabilistischen Verfahren eine mehr oder weniger grofie Anzahl an Berechnungen der
Versagensfunktion fiir verschiedene Eingabewerte erforderlich ist. Da jede Bestimmung der
Versagensfunktion g im Rahmen der stochastischen Finite-Elemente-Methode eine Finite-
Elemente-Analyse darstellt, die bei komplexen Bauteilen sehr viel Rechenzeit erfordert, sind
nur jene probabilistischen Auswertungsverfahren geeignet, die mit einer moglichst geringen
Anzahl an Finite-Elemente-Analysen auskommen.

Wie bereits angedeutet, kann eine Zufallsgrofe stochastisch als Zufallsvariable oder als Zu-
fallsfeld modelliert werden. Diese stochastische Modellierung darf auf den erforderlichen
Rechenaufwand ebenfalls keinen groBen EinfluB} besitzen. Im Rahmen der stochastischen
Finite-Elemente-Methoden erscheinen drei probabilistische Methoden prinzipiell geeignet zu
sein [23]. Dies sind die Monte-Carlo-Simulationsmethoden, die Antwortflichenverfahren
und die Zuverldssigkeitsverfahren, die im folgenden erldutert werden.

3.2  Monte-Carlo-Simulation

3.2.1 Allgemeine Grundlagen

Die Monte-Carlo-Simulation ist eine weit verbreitete Methode, das Versagensintegral in
Gleichung (2.50) zu bestimmen [24][25]. Bei dem direkten Monte-Carlo-Verfahren werden
den stochastischen EingangsgroBen b durch Simulationen Werte 5% zugewiesen, die ihrer
Verteilung entsprechen. Dazu werden mit Zufallszahlengeneratoren standard-normalverteilte
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und unabhingige Zufallszahlen #, ..., r,, erzeugt. Mit dem Nataf-Modell, d.h. mit Glei-
chung (2.58) und (2.56), werden diese in die beliebig verteilten und gegebenenfalls korrelier-
ten Basisvariablen % transformiert, wobei s = 1, ..., #gy, ist und ng, die Anzahl der durch-
gefiihrten Simulationen kennzeichnet. Dies ist in Abbildung 9 fiir ein Beispiel mit zwei nor-
malverteilten Basisvariablen b, und b, dargestellt. Jede Finite-Elemente-Analyse liefert somit
zufillig andere Ausgabegrofen und damit auch einen zugehérigen Wert g® = (6%, 1) fiir
die Versagensfunktion.

Die Ausfallwahrscheinlichkeit P, ergibt sich dann

aus einer statistischen Auswertung der Ergebnisse \

<
g%). GemiB der Konvention fiir die Versagensfunk- g<0 (Versagen)

tion (2.43) werden die Ergebnisse der einzelnen Si-
mulationen durch die Indikatorfunktion I gewichtet,
fur die gilt:

1, fur g(s) <0 .
I[g9<0] =< 3.1 g>0 (sicher)
<00 =3¢ g¥>0 31) ;
o0
' b
Eine Schitzung fur die Ausfallwahrscheinlichkeit Py }b\/_- 1
ergibt sich dann aus: ;
Msim Abbildung 9. Monte-Carlo-Simu-
- 1 ) _ lationen
b= Yilesi- 2L 62

i=1
Darin ist n, die Anzahl der Simulationen, die zu einem Versagen des Bauteils gefihrt haben.
Die so erhaltene Ausfallwahrscheinlichkeit ist selbst eine ZufallsgroBe, die fur ng, — co ge-
gen ihren Erwartungswert E[P/] konvergiert. Liegt eine hinreichend groe Anzahl an Simu-
lationen vor, dann kann Pr nach dem zentralen Grenzwertsatz als normalverteilt angenom-
men werden. Dann gilt E[Pf]~P, und der Standardfehler der Schitzung ergibt sich aus

Psim

2 _ o1 ) 1
= EI <O0]—P)° = ———(P(1 = P, (3.3)
"P/ Asim (nsim - 1) ( [g ] f) Agim — | ( f( f))

i==1

3.2.2 Eigenschaften des Verfahrens

Der Vorteil des Monte-Carlo-Verfahrens ist seine universelle Anwendbarkeit. Das Finite-
Elemente-Programm kann als ,,black box* betrachtet werden. Die Anzahl und der Vertei-
lungstyp der Basisvariablen spielen bei dieser Methode ebenfalls keine Rolle. Die stochasti-
sche Modellierung einer ZufallsgroBe dndert somit an der erforderlichen Rechenzeit nichts.
Der Implementierungsaufwand beschrinkt sich auf die Bereitstellung der simulierten Basis-
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variablen b®) (preprocessing) und die statistische Auswertung der Ergebnisdaten g® (post-
processing). Wie bei allen Simulationsverfahren ergibt sich als Resultat nicht nur ein einzel-
ner Wert fir die Ausfallwahrscheinlichkeit, sondern es wird eine empirische Verteilungs-
funktion fuir die Belastungskenngrofie ermittelt, aus der man die Ausfallwahrscheinlichkeiten

beziiglich mehrerer Versagensgrenzwerte bestimmen kann,

Wie man jedoch aus Gleichung (3.3) erkennt, ist der Standardfehler op, ungeféhr proportional
zu 1//ng, . Daraus 148t sich ableiten [26], daB fir eine zuverldssige statistische Auswertung
etwa 100/ Py Simulationen erforderlich sind. Da flir die Ausfallwahrscheinlichkeit in der Regel
Werte zwischen 107 und 1078 angestrebt werden, ergeben sich bereits bei einer Rechenzeit
von nur wenigen Minuten pro Finite-Elemente-Analyse unakzeptable Gesamtrechenzeiten.
Die direkte Monte-Carlo-Methode eignet sich im Rahmen von stochastischen Finite-Ele-
mente-Analysen somit nur zur Bestimmung des stochastischen Bauteilverhaltens bei mittle-

ren Ausfallwahrscheinlichkeiten im Promillebereich.

3.2.3 Andere Simulationsverfahren

Die Reduktion der erforderlichen Anzahl an Simulationen ist Ziel der sogenannten Varianz-

reduktionstechniken. Verwendung finden dabei hauptséichlich:

¢ Importance sampling

®  Stratified sampling

¢ Latin hypercube sampling
e  Efficient sampling

¢  Directional simulation

®  Axis-orthogonal simulation

Wie aus den Namen teilweise erkennbar, beruhen diese Verfahren im wesentlichen auf einer
Verschiebung der in Abbildung 9 dargestellten zufillig gezogenen Stichproben in Richtung
des Versagensgebietes. Dazu wird entweder die Indikatorfunktion aus Gleichung (3.1) modi-
fiziert, oder es werden Informationen iber die Form der Versagensfunktion g(b, u) ausge-

nutzt.

In beiden Fillen sind aufWendige Vorberechnungen erforderlich, die darauf abzielen, her-
auszufinden, wie die Indikatorfunktion modifiziert werden mufl bzw. wie die Versagensfunk-
tion g(b, u) geformt ist. Bei komplizierten Problemen ergibt sich bei Verwendung der Vari-
anzreduktionsverfahren vor allem bei sehr kleinen Ausfallwahrscheinlichkeiten keine oder nur

eine geringe Einsparung der Gesamtrechenzeit.
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3.3 Antwortflichenverfahren

3.3.1 Allgemeine Grundlagen

Anstatt eine groBle Menge Monte-Carlo-Simulationen mit zufilligen Werten der Basisvari-
ablen durchzufiihren, werden bei dem Antwortflichenverfahren die Finite-Elemente-Analy-
sen systematisch durchgefuhrt. Das Versagensintegral in Gleichung (2.50) wird dabei mittels
einer Approximierung g der Antwort g geldst. Zur Approximierung wird iblicherweise ein
Polynom zweiter Ordnung der stochastischen EingangsgroBen verwendet.

Mit Hilfe der Werte von g,' die an bestimmten Stiitzstellen ermittelt werden, kann die Ap-
proximierung g durch einen Fit bestimmt werden. Da es bei der Frage, welche der stocha-
stischen EingangsgréBen hier eingehen, unterschiedliche Ansétze gibt, seien diese zunéichst
allgemein mit ¢, /=1, ..., n,, bezeichnet, wobei n,;, die Anzahl dieser Eingangsgréflen ist.

Die Antwortfldche ergibt sich somit allgemein aus:

ein  Nein

Rein n !
g =c¢ + Zci'e, + Zc,-j-e,«ej + & , : (3.9

i=1 i=tj=i

wobei mit ¢, ¢; und ¢, die Koeffizienten der quadratischen Antwortfliche bezeichnet sind
und in ¢ die zufilligen Fehler enthalten sind. Die Anzahl der Koeffizienten n,,, die dieser
Ansatz insgesamt enthilt, ergibt sich aus

Rroe = nein(”ein + l)/2 + Hgip + 1. (3'5)

Gleichung (2.50) wird bei diesem Verfahren geldst, indem die approximierte Antwortfldche
g anstelle der wahren Antwort g verwendet wird. Bei diesem Verfahren ergibt sich die Aus-
fallwahrscheinlichkeit somit niherungsweise aus dem Ansatz:

P=P[g<0] = j fe) - dey-...de, , (3.6)
g§<0
wobei f,(e) die gemeinsame Verteilungsdichte der streuenden EingangsgréBien e, i =1, ..., ngp
ist. Aus Gleichung (3.6) kann man entnehmen, dafl die Ausfallwahrscheinlichkeit P, dann
korrekt bestimmt wird, wenn das approximierte Integrationsgebiet § <0 mit dem wahren
Integrationsgebiet g < 0 ibereinstimmt. Dies ist dann der Fall, wenn die approximierte Ver-
sagensgrenzfliche § = 0 mit der wahren Versagensgrenzfliche g = 0 zusammenfllt.
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Grundlage der Antwortflichenverfahren ist ein Ver-
suchsplan [27], in welchem festgelegt wird, an wel-
chen Stellen ¢ die Finite-Elemente-Analysen
durchzuflihren sind, die im Rahmen des Antwort-
flichenverfahrens als numerische Versuche angese-
hen werden. Dabei ist v= 1, ..., nexp und ngy, die
Anzahl der Versuche im Versuchsplan, d.h. die An-
zahl der Stiitzstellen fiir den Fit der Antwortfliche
g. Durch den Versuchplan ist somit auch festgelegt,
wie aus den ermittelten Versuchsergebnissen g® die
Koeffizienten in Gleichung (3.4) zu bestimmen sind.

In Abbildung 10 ist ein zentral zusammengesetzter
Versuchsplan [27](28] angedeutet. Dieser enthilt
2" faktorielle Stiitzpunkte, 2:n,, Sternpunkte und
Nzen Versuche im Zentrum des Versuchsplans, deren
Anzahl nicht von ng, abhingt, sondern frei gewihlt

werden kann. Durch die Sternpunkte wird der soge-:

nannte Versuchsbereich des Plans abgesteckt.

ej g<0

*\. Versuchs-
bereich

F.
—e

ey

g>0 (sicher)

O Faktorielle Punkie
[ Zentrumspunkte
¥ Sternpunkte

Abbildung 10. Zentral zusammenge-
setzter Versuchsplan

Ganz allgemein lduft eine stochastische Finite-Elemente-Analyse mit dem Antwortflidchen-

verfahren nach folgendem Schema ab:
1. Festlegen des Versuchsbereiches.

2. Aufstellen des Versuchsplans.

3. Durchfiihren der numerischen Versuche, d.h. der Finite-Elemente-Analysen, mit den
Werten fur die Eingangsvariablen, die vom Versuchsplan vorgesehen sind.

4. Ermittlung der Koeffizienten von Gleichung (3.4) mit Hilfe der Versuchsergebnisse.

5. Losung des Versagensintegrals (3.6) mit der Antwortfliche g. Da im Gegensatz zur Be-
stimmung der. wahren Versagensfunktion g mit der Finiten-Elemente-Methode die Be-
rechnung des Polynoms zweiter Ordnung in (3.4) bei bekannten Koeffizienten nur
Bruchteile von Sekunden dauert, kann hierfir das bereits erlduterte direkte Monte-Car-

lo-Verfahren verwendet werden.

Wie bereits erwihnt, geht die Forderung nach einer genauen Berechnung der Ausfallwahr-
scheinlichkeit einher mit der moglichst korrekten Erfassung der Versagensgrenzfliche g = 0.
Bei dem Antwortflichenverfahren gilt, wie bei anderen Interpolationsverfahren auch, dafl
sich bei Extrapo.lationen auBlerhalb des Interpolationsgebiets grofie Ungenauigkeiten ergeben
kénnen. Auf diesen Umstand wird noch in einem spiteren Abschnitt genauer eingegangen.
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Die erwiinschte Erfassung der Versagensgrenzfliche kann deshalb nur dann mit hinreichen-
der Genauigkeit erreicht werden, wenn die Festlegung des Versuchsbereiches so erfolgt, daf3
das Zentrum des Versuchsbereichs genau auf der Versagensgrenzfliche liegt. Es gilt als ein
gewisses Manko des Antwortflichenverfahrens, daB die Lage der Versagensgrenzfliche somit
a priori bekannt sein muf}, was im allgemeinen nicht der Fall ist.

Dieses Problems kann durch eine iterative Vorgehensweise geldst werden. Dabei wird das
Zentrum des Antwortflichenplans zunéchst in einen willkiirlich gewdhlten Punkt gelegt. Dies
kann z.B. der Erwartungspunkt E[e] sein. Aus dem so erhaltenen Antwortflichenmodell re-
sultiert die Versagensgrenzfliche () = 0, Dann wird das Zentrum des Antwortflichenplans
in geeigneter Weise auf diese Versagensgrenzfliche gelegt und die Berechnung wiederholt,
woraus die Versagensgrenzfliche g® =0 bestimmt wird. Diese Schritte werden solange
durchgefiihrt, bis ein Konvergenzverhalten beobachtet wird. Auf dieses vergleichsweise auf-
wendige Verfahren soll hier nicht weiter eingegangen werden.

3.3.2  Antwortflichenverfahren nach Bucher/Bourgund

Bei dem von Bucher und Bourgund [29] vorgeschlagenen Ansatz werden alle Basisvariablen
by i=1, ..., ny,, als Eingangsvariablen betrachtet, unabhingig davon, ob es sich um Basisva-
riablen handelt, die aus Zufallsvariablen resultieren, oder um solche, die sich aus der Dis-
kretisierung von Zufallsfeldern ergeben, d.h. es gilt n,, = n, und ¢;= b; mit i = 1, ..., n,. Wegen
der groflen Anzahl an Basisvariablen beim Auftreten von Zufallsfeldern, werden Kkeine ge-
mischten Terme im Antwortflichenmodell beriicksichtigt, d.h. es ist ¢;j=0 fur i+ j. Glei-
chung (3.4) geht bei diesem Ansatz liber in

My my
§ = Co + Zci'bi + ch"‘bizl . (3.7)

i=1 i=1

Zur Bestimmung der Koeflizienten cp, ¢; und ¢; wird ein sogenannter gesittigter Versuchsplan
verwendet, der genauso viele Versuchspunkte besitzt, wie der Ansatz Koeffizienten, d.h.
Rexp = Nyoe. Dieser Versuchsplan enthilt, anders als der in Abbildung 10 gezeigte, keine fak-
toriellen Punkte und nur einen Zentrumspunkt, hat also genau n,y, = 2, + 1 Versuche. Die
Bestimmung der Genauigkeit der Anpassung oder eines zufilligen Fehlers ¢ ist bei diesem
Ansatz nicht méglich.

Wie im Abschitt 2.2.3.1 erldutert, kann die Anzahl an Basisvariablen sehr grol werden, wenn
Zufallsfelder im stochastischen Modell auftreten. Trotz der Vernachlédssigung der gemischten
Terme fiihrt dies bei diesem Antwortflichenmodell zu einer sehr groBen Anzahl an durchzu-
fihrenden Finite-Elemente-Analysen. Da es auierdem nicht méglich ist, die Giite der ermit-
telten Antwortfliche tiber einen Fehlerterm abzuschitzen, soll auf dieses Antwortflichen-

modell nicht weiter eingegangen werden.
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3.3.3 Antwortflichenverfahren nach Faravelli

3.3.3.1 Beschreibung des Verfahrens

Bei dem Antwortflichenmodell nach Faravelli [28][30] werden nicht die Basisvariablen zur
Beschreibung des Antwortverhaltens verwendet, sondern allgemein die Zufallsgréfien. Dies
wird erreicht, indem bei einer Zufallsgréfe nur deren volumetrischer Mittelwert als Ein-

gangsgrofie eingeht.

Wird eine ZufallsgroBe stochastisch als Zufallsvariable behandelt, dann ist diese gleich ihrem
volumetrischen Mittelwert. Eine Zufallsvariable geht somit direkt als eine Eingangsvariable
¢; in das Antwortflichenmodell ein. Wird eine ZufallsgroBle stochastisch als Zufallsfeld B(x)
modelliert, dann stellt deren volumetrischer Mittelwert B eine Eingangsvariable ¢; im Ant-
wortflichenmodell dar, unabhingig davon, in wieviele Feldelemente ng, das Zufallsfeld dis-
kretisiert wurde. Der Einflu} der ortlichen Fluktuation des Zufallsfeldes auf die Antwortfla-
che wird durch einen Fehlerterm ¢ beriicksichtigt. Ist n,,, die Anzahl der Zufallsgrofien, dann
geht Gleichung (3.4) iiber in .

Nugr nzgr nzgr

g = Cpy + C,-'B—i + ZZCU'EI"EJ' + & . (3.8)

i=1 i=1j=i

Da im allgemeinen n,q,<nj, ist, werden bei diesem Ansatz erheblich weniger Finite-Elemente-
Analysen benétigt, als zur Bestimmung von (3.7) erforderlich. Grundlage des Ansatzes (3.8)
ist die Zerlegung eines Zufallsfeldes B(x) nach

B(x) = B + A(x) . (3.9)

Dabei ist B der volumetrische Mittelwert und A(x) die ortliche Fluktuation des Zufallsfeldes
um den rdumlichen Mittelwert herum. Fir den volumetrischen Mittelwert gilt

&

1
- 5| e, . (3.10)
42 Q.

‘ges

Darin ist Qg das Gebiet des gesamten Zufallsfeldes. Flir homogene Zufallsfelder gilt an jeder
Stelle x

E[B(x)] = E[B] (3.11)
und damit |
E[Ax)]=0 . (3.12)

Der Fehlerterm ¢, in dem sich alle zufilligen Fehlereinflisse durch die értlichen Fluktuatio-
nen niederschlagen, wird als eine normalverteilte Zufallsvariable angenommen. Da der Er-
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wartungswert dieser ortlichen Fluktuationen nach Gleichung (3.12) verschwindet, wird auch
fur den Erwartungswert des Fehlerterms ¢, in dem sich diese ortlichen Fluktuationen nieder-
schlagen, angenommen, dafl E[¢] = 0 ist. Die Varianz des experimentellen Fehlers VAR[e]
wird als ortunabhingig vorausgesetzt. Wenn es einen zufilligen FehlereinfluB gibt, dann
macht er sich aus diesem Grund bei allen Versuchen in gleichem MaBe bemerkbar.

Bei diesem Verfahren wird der in Abbildung 10 veranschaulichte, zentral zusammengesetzte
Versuchsplan verwendet. Ein solcher Plan enthilt Noxp = 2% + 2Myg, + Npen Versuche. Die
Anzahl der Versuche ist deshalb immer groBer als die Anzahl der Koeffizienten ny,, in Glei-
chung (3.8). Zur Bestimmung dieser Koeffizienten wird eine Regressionsanalyse herangezo-
gen. Bei der Durchfihrung der n,,, Versuche wird bei Zufallsfeldern an jedem Versuchspunkt
v=1, ..., fxp, ein Zufallsfeld B erzeugt, das den vom Versuchsplan vorgegebenen volume-
trischen Mittelwert B® aufweist, dem eine simulierte ortliche Fluktuation A®)(x) tiberlagert
ist. Wird ein Versuch am gleichen Versuchspunkt wiederholt, dann werden dem gleichen vo-
lumetrischen Mittelwert unterschiedliche értliche Streuungen tiberlagert. Dies hat zur Folge,
dal die resultierenden Versagensfunktionen g trotz gleichem volumetrischen Mittelwert

zufillig voneinander abweichen.

Dieser Effekt, daB die Antwort g selbst streut, wenn &rtliche Fluktuationen simuliert wer-
den, wird durch den experimentellen Fehler ¢ erfa8t. Daraus ldft sich auch erkennen, daf3 es
keinen experimentellen Fehler geben kann, wenn das stochastische Modell keine Zufallsfelder
enthédlt, weil es dann keine uberlagerten, streuende Fluktuationen auf der Seite der Ein-
gangsgroflen gibt. Eine Wiederholung eines Versuches mit den gleichen Eingangsvariablen
wiirde in einem solchen Fall das gleiche Ergebnis fur die Versagensfunktion g™ zur Folge
haben.

Da, wie oben erwihnt, die Varianz des experimentellen Fehlers in jedem Versuchspunkt die
gleiche ist, konnen zur Bestimmung dieser Varianz nicht nur die Zentrumspunkte herange-
zogen werden, in denen die Versuche ggf. mehrfach wiederholt werden, sondern alle Ver-
suchspunkte. Ein entsprechendes Varianzanalyseverfahren ist in [31] erldutert.

Die Streuung, welche die Ergebnisse g an allen Versuchspunkten v = 1, ..., #,y, durch die
ortliche Fluktuation von Zufallsfeldern erfahren, macht sich auch auf die Koeffizienten in
Gleichung (3.8) bemerkbar, die damit selbst Zufallsvariablen werden. Wie in [31] gezeigt,
mul} der ganze Versuchsplan deshalb mehrfach wiederholt werden, bis sich fur die Mittel-
werte der aus den einzelnen Versuchen ermittelten Koeffizienten ein Konvergenzverhalten
einstellt.

3.3.3.2  Durchfithrung der Versuche

Im Rahmen des Antwortflichenverfahrens miissen die Versuche mit denjenigen Werten
durchgefiihrt werden, die vom Versuchsplan vorgesehen sind. Handelt es sich bei einer Ein-
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Abbildung 11. Verschiebung eines diskretisierten, eindimensionalen Zufallsfcldes

gangsvariable ¢; im Antwortflichenmodell um eine Zufallsvariable, dann kann dafur direkt
der Versuchsplanwert ibernommen werden. Handelt es sich bei der Eingangsvariable e; da-
gegen um ein Zufallsfeld, dann mufl dem vom Versuchsplan vorgegebenen volumetrischen
Mittelwert BY) nach Gleichung (3.9) eine geeignete 6rtliche Fluktuation iiberlagert werden.

Dazu werden mit Hilfe eines Zufallszahlengenerators standard-normalverteilte und unab-
hingige Zufallszahlen R® erzeugt. Da es sich dabei um eine Simulation mit zufilligen Wer-
ten handelt, wird die Nataf-Transformation R®) - B® zu einem Zufallsfeld fithren, dessen
volumetrischer Mittelwert B¢ nicht mit dem vom Versuchsplan vorgesehen Wert B® {iber-
einstimmt. Um diese Ubereinstimmung zu erzeugen, kann das simulierte Zufallsfeld B im

allgemeinen im b-Raum nicht einfach verschoben werden, wie in Abbildung 11 angedeutet.

Dies wird am Beispiel eines Zufallsfeldes mit lognormaler Randverteilung deutlich. Dabei
muf} fur alle Feldelemente gelten, B; > 0. Somit kann auch der volumetrische Mittelwert kei-
ne negativen Werte einnehmen. Wie in Abbildung 11 gezeigt, kann es je nach der Fluktua-
tion des Zufallsfeldes trotz Vorgabe eines volumetrischen Mittelwertes mit BY >0 dazu
kommen, daB} einzelne Feldelemente negative Werte einnehmen und damit den zuldssigen

Bereich fiir lognormale Zufallsvariablen verlassen.

Auch bei Verteilungen ohne Verteilungsgrenzen, ist eine solche Verschiebung nicht korrekt,
da die Verteilungen im allgemeinen nicht invariant gegeniiber einer linearen Operation sind.
Dabei macht lediglich die Normalverteilung eine Ausnahme, die eine solche Invarianzeigen-

schaft besitzt,

Da die Nataf-Transformation R — B unabhiingig vom Typ der Randverteilung immer zulis-
sige Werte fur die B, i= 1, ..., ny liefert, kann dieses Problem geldst werden, indem die Ver-
schiebung des volumetrischen Mittelwertes nicht im realen Raum, d.h. durch Verschiebung
der Komponenten von B, sondern im Raum der standard-normalverteilten und unkorrelier-

ten Basisvariablen vorgenommen wird, d.h. durch Verschiebung der Komponenten R.
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Da die Nataf-Transformation im allgemeinen nicht-linear ist, muf} diese Verschiebung im
r-Raum iterativ vorgenommen werden. Der volumetrische Mittelwert des simulierten Zu-
fallsfeldes R wird deshalb solange verschoben, bis der volumetrische Mittelwert des trans-

formierten Zufallsfeldes B®) den vorgegebenen Wert BY aufweist.

Da die Nataf-Transformation bei einem normalverteilten Zufallsfeld eine lineare Operation
darstellt und die Normalverteilung, wie bereits erwihnt, invariant gegeniiber linearen Ope-
rationen ist, ergeben sich aus der Verschiebung im r-Raum die gleichen Werte fur B, wie bei
einer Verschiebung, die direkt im »-Raum, d.h. mit den Feldelementen B vorgenommen

wiirde.

3.3.3.3  Simulation auf der Antwortfliche bei normalverteilten Zufallsfeldern

Wie bereits erwihnt, erfolgt die Berechnung der Ausfallwahrscheinlichkeit bei dem Ant-
wortflichenverfahren gemifl Gleichung (3.6). Dazu werden iblicherweise Simulationsver-
fahren angewendet, bei denen mit der approximiertén Antwortfliche g anstelle der wahren
Versagensfunktion gerechnet wird. Zu diesem Zweck ist die Kenntnis der Verteilung des vo-

lumetrischen Mittelwertes eines Zufallsfeldes erforderlich.

Dies ist bei normalverteilten Zufallsfeldern vergleichsweise einfach. Da bei der Anwendung
linearer Operationen auf normalverteilte Zufallsvariablen der Verteilungstyp erhalten bleibt,
ist der volumetrische Mittelwert selbst wieder eine normalverteilte Zufallsvariable [32]. Nach
Gleichung (3.11) bleibt auch der Erwartungswert erhalten, nur die Varianz des volumetri-

schen Mittelwertes verringert sich gegeniiber der Randverteilung gemif
VAR[B] = y- VAR[B] mit 0<y<l , (3.13)

wobei y der Varianzreduktionsfaktor ist. Dieser wird nach [12] und [33] bestimmt aus:

nf' nIG
1
V= 2 Z Z Qseii* Py * Ly (3.14)
Q)™ (3120
mit
nSt
Qges = Z Qi ' ‘ (3.15)
i=1

Der Varianzreduktionsfaktor ist somit allein von der Diskretisierung des Zufallsfeldes und
der Korrelationsstruktur p unter den Feldelementen, bzw. den darin eingehenden Korrela-

tionsldngen, abhingig.
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3.3.3.4 Simulation auf der Antwortfliche bei nicht-normalverteilten Zufallsfeldern

Bei nicht-normalverteilten Zufallsvariablen gilt im allgemeinen nicht mehr, daB der Vertei-
lungstyp bei Anwendung einer linearen Operation erhalten bleibt. Deshalb ist von der Ver-
teilung des volumetrischen Mittelwertes eines Zufallsfeldes nur bekannt, dafl die folgenden
Bedingungen erfiillt werden miissen:

1. Gleichung (3.11) muB gelten, d.h. der Erwartungswert des volumetrischen Mittelwertes
muf gleich dem der Randverteilung sein.

2. Die Varianz des volumetrischen Mittelwertes ergibt sich auch bei nicht-normalverteilten
Zufallsfeldern aus den Gleichungen (3.13) und (3.14).

3. Die Verteilungsgrenzen der Randverteilung missen auch von der Verteilung des volu-
metrischen Mittelwertes eingehalten werden.

4.  Ist ein Zufallsfeld in hinreichend viele Feldelemente diskretisiert und sind diese stocha-
stisch unabhingig, d.h. ist die Korrelationsldnge sehr klein, dann muB} die Verteilung des
volumetrischen Mittelwerts nach dem zentralen Grenzwertsatz gegen eine Normalver-

teilung gehen.

5. Sind die Feldelemente stark korreliert, dann verhalten sie sich stochastisch gleich, d.h. .
die Verteilung des volumetrischen Mittelwerts geht mit zunehmender Korrelation gegen

die Randverteilung,

Zur Bestimmung der Verteilung volumetrischer Mittelwerte ist in der Literatur nur ein An-
satz von Der Kiureghian [33] bekannt. Dabei handelt es sich um ein bimodales Verteilungs-

modell, das alle genannten Bedingungen erflillt:

_ B —pup _
&@)=w%§m(—7ﬁ?>+u—wmw)- (3.16)
i GB(

Dabei ist

v= —"r (1-y) (3.17)
und 7 ist ein freier Parameter. In Gleichung (3.16) ist, vom Vorfaktor v abgesehen, der erste
Summand die Verteilungsdichtefunktion einer Normalverteilung mit Erwartungswert up und
Standardabweichung aBi/\/n— . Der freie Parameter » ist nach [33] aus Monte-Carlo-Simula-
tionen fir volumetrische Mittelwerte des betreffenden Anwendungsfalles zu ermitteln. Bei
diesem Ansatz werden somit eine Normalverteilung und die Randverteilung additiv tiberla-
gert. Diese beiden Anteile sollen im folgenden allgemein mit Normalverteilungsanteil, Index
» N, und Nicht-Normalverteilungsanteil, Index ,NN“ bezeichnet werden. Mit den Faktoren
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v bzw. 1 — v werden die beiden Anteile gewichtet, wobei fir den Gewichtsfaktor v gelten
muB:

0<v<l . (3.18)

Durch Einsetzen von Gleichung (3.17) in (3.18) folgt, daB fur den freien Parameter n gelten
muf3,

—;-_<_n<oo . (3.19)

Die L. und 2. Bedingung sind bei diesem Ansatz fiir alle » immer erfiillt. In Gleichung (3.16)
wurde der Einfachheit halber vorausgesetzt, daB die Erwartungswerte von B hinsichtlich der
beiden Verteilungsanteile gleich sind, d.h. E[B]= Ep[B] = Eys[B]. Dies muB nicht not-
wendigerweise der Fall sein. Zur Erfullung der 3. Bedingung ist die Normalverteilung geeignet
abzuschneiden, wenn die Randverteilung begrenzt ist.

Um die Grenzfille in der 4. und 5. Bedingung zu erfullen, wird der Gewichtungsfaktor v in
Gleichung (3.17) als Funktion des Varianzreduktionsfaktors formuliert, der ein skalares MaB
fur die Korrelation des Zufallsfeldes darstellt. Da bei einem unkorrelierten Zufallsfeld pi=1
und py; = 0 bei i # j mit i, j = 1, ..., ng, gilt, ergibt sich aus Gleichung (3.14):

nfl
1 Z 2
Y= (o) (3.20) .
Q) La . ,

Fir ng, — oo gilt bei einer gleichmiBigen Verringerung der GroBe aller stochastischen Ele-
mente Qg — 0.

Dabei muB Q,,; zwar konstant bleiben, und damit nach

Gleichung (3.15) auch die Summe aller Qy,; Uber alle /,

aber deren Quadrate konvergieren schneller gegen null,
so dal} y gegen 0 geht. Nach Gleichung (3.19) geht da-
mit 7 gegen oo. Setzt man beides in Gleichung (3.17)

ein, dann folgt daraus, daB fiir y - 0 die Verteilung des

volumetrischen Mittelwerts allein durch den Normal-

verteilungsanteil beschrieben wird.

20 mm——s}

Sind die Feldelemente des Zufallsfeldes stark korreliert,

dann gilt p; =1 fur alle i, j. Man kann mit Gleichung by 20 mm

(3.14) zeigen, daB dann auch y = 1 gilt. Aus Gleichung .G
(3.17) folgt daraus direkt, daB in diesem Fall die Ver-

teilung des volumetrischen Mittelwerts allein durch den Abbildung 12. Platte
Randverteilungsanteil beschrieben wird.
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Zur Uberpriifung dieses bimodalen Ansatzes in Gleichung (3.16) wurde nach einem Beispiel
in [13] der volumetrische Mittelwert B fur ein Zufallsfeld B(x,y), das als beliebiger stocha-
stischer Parameter einer quadratischen Platte mit 20x20 stochastischen Elementen auftritt,
simuliert. Das Modell der Platte ist in Abbildung 12 skizziert.

Dabei wurden als Randverteilungen die Lognormal-Verteilung und die Gleichverteilung ver-
wendet. Die lognormale Randverteilung wird fiir alle Feldelemente B;, i =1, ..., ng, beschrie-
ben durch

1 1 / InB; — Ind 2
(B) = —L— exp[ - L —-’——————) L0 < B < +oo . (3.21)
fB,( l) B‘né\/i; p< ) < é > i

Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit werden hier die Verteilungsparameter aus einem
spédter behandelten Anwendungsbeispiel verwendet, mit 1 =4.479 und ¢ =0.744. Die
Gleichverteilung ist flir alle Feldelemente B;, i = 1, ..., n, durch

fBi(Bi) = b — a mit a < B, <b . (3.22)
beschrieben, wobei die Verteilungsgrenzen auf a = 0 und b = 90 gesetzt werden.

Zur Beschreibung der Korrelationsstruktur unter den Feldelemente B; wurde die Mitten-
punktsmethode und eine lineare, isotrope Korrelationsfunktion nach Gleichung (2.52) ver-
wendet, d.h. mit [, = I, = I,. Die Korrelationslinge wurde in den einzelnen Rechnungen

variiert.

Dabei wurden bei der lognormalen Randverteilung 20000 Simulationen durchgefiihrt, und
bei der Gleichverteilung 40000. Fiir jede dieser Simulationen wurden 400 standard-normal-
verteilte Zufallszahlen R erzeugt und diese dann mit dem Nataf-Modell in den realen Raum,
d.h. in den Vektor B transformiert. Unter diesen wurde dann der volumetrische Mittelwert

errechnet,

In Abbildung 13 bis Abbildung 16 sind fiir beide Randverteilungstypen Realisierungen je-
weils eines schwach und eines stark korrelierten Zufallsfeldes dargestellt und der zugehorige

volumetrischen Mittelwert dieser Realisierungen angegeben.
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Abbildung 13. Lognormalverteiltes Zufalls- Abbildung 14. Lognormalverteiltes Zufalls-
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Abbildung 15. Gleichverteiltes Zufallsfeld: Abbildung 16. Gleichverteiltes Zufallsfeld:
= 3mm, B =47.83 l, = 300mm, B = 66.01

Abbildung 17 bis Abbildung 24 zeigen die aus diesen Simulationen erhaltenen empirischen
Verteilungsdichten. Wie man aus diesen Abbildungen erkennt, ist die Gleichung (3.16) vor
allem im Bereich mittlerer Korrelationen nicht sehr gut geeignet, die Verteilung des volume-
trischen Mittelwertes zu beschreiben. Deshalb wurde dieser Ansatz wie folgt modifiziert:

f5(B) = %w( ——",{3’—> + (1= v)i(B.p) (3.23)
Darin ist
v=m(l-y) , (3.24)

und m, p sind freie Parameter. Auch bei dem modifizierten Ansatz werden ein Normalver-
teilungsanteil und ein nicht-normalverteilter Anteil iiberlagert. Dabei ist bei der Verteilungs-
dichtefunktion fyp(B, p) ein Verteilungsparameter p neben m als weiterer freier Parameter
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des Ansatzes verwendet worden. Im Gegensatz zu dem Ansatz aus der Literatur wird hier
nicht mehr davon ausgegangen, da8 der Verteilungstyp des nicht-normalverteilten Anteils
fNN(E , p) immer gleich dem Typ der Randverteilung sein muf. Da aber auch von dem mo-
difizierten Ansatz in (3.23) die 5. Bedingung erfiillt werden muB, ist der Verteilungstyp von
Sva(B, p) so zu wihlen, daB die Randverteilung fz(B;) fur einen bestimmten Wert von p als

Sonderfall enthalten ist.

Auch hier wurde von der Voraussetzung ausgegangen, dafl die Erwartungswerte von B hin-
sichtlich der beiden Verteilungsanteile gleich sind, d.h. E[E] = Ep[B]=EyA[B]. Bei einer
zweiparametrigen Verteilung fiir den nicht-normalverteilten Anteil kann mit dieser Annahme
der zweite Verteilungsparameter als Funktion des freien Verteilungsparameters p bestimmt

werden,
0.5
™M 03 4 i“:'gf::&t:nﬂ-‘j_}l‘r’uﬂm +  Simuliert
B o -6l (3.18)
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Abbildung 17. Verteilungsdichte von B:
f =3 mm, y = 0.0939
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Abbildung 19. Verteilungsdichte von B:

, =100 mm, y = 0.9022
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Abbildung 18. Verteilungsdichte von B:
& =10 mm, y = 0.3969
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Abbildung 20. Verteilungsdichte von B:

I, = 300 mm, y = 0.9660
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Abbildung 21. Verteilungsdichte von B Abbildung 22. Verteilungsdichte von B:
l, = 10mm, y = 0.3969: l =50 mm, y = 0.8159
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Abbildung 23. Verteilungsdichte von B: Abbildung 24. Verieilungsdichte von B:
I = 100 mm, y = 0.9022 & = 300 mm, y = 0.9660

Die Standardabweichung oy des Normalverteilungsanteils ergibt sich aus der 2. Bedingung,

d.h. nach Gleichung (3.13) zu

y VAR[B] — (1 —(;n fly)— V) VARyMB] (3.25)

oy° = VAR,[B] =

Tritt die in Gleichung (3.21) wiedergegebene Lognormal-Verteilung als Randverteilung auf,
dann wird fiir den Verteilungstyp des nicht-normalverteilten Anteils fyn(B, p) ebenfalls die
Lognormal-Verteilung gewihlt. Die Verteilungsdichte wird analog zu (3.21) durch die beiden

Parameter 1 und & beschrieben. Als freier Parameter wird hier der Parameter p = A verwen-

det.

Tritt die in Gleichung (3.22) wiedergegebene Gleichverteilung als Randverteilung auf, dann

ist diese durch die Verteilungsgrenzen a und b vollstindig festgelegt. Einen freien Parameter
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hat diese Verteilung nicht, da diese Grenzen erhalten bleiben miissen. In diesem Fall wurde
fir fun(B, p) eine Beta-Verteilung gewihlt deren Verteilungsdichte durch

Fp+r) (B—af '(b—B)~'
TETO) — (p—gpt! (3.26)

fNN(E-’ P) =

mit den Parametern p, r, a, b bestimmt ist. Darin ist I'(...) die Gammafunktion und aus
Symmetriegriinden muB dabei immer p = r gelten. Die Beta-Verteilung ist ebenfalls durch das
Intervall [a, b] begrenzt und ergibt fiir p = r = 1 eine Gleichverteilung.

Fir beide Randverteilungstypen wurden nach (3.23) die beiden freien Parameter m und p
nach der Maximum-Likelihood-Methode der simulierten volumetrischen Mittelwerte ermit-
telt und die erhaltene Verteilung des volumetrischen Mittelwertes mit dem Literaturansatz in
Gleichung (3.16) verglichen,

Aus Abbildung 17 bis Abbildung 24 ist deutlich ersichtlich, daB die Gleichung (3.23) we-
sentlich besser an die Verteilung des volumetrischen Mittelwertes angepaf3t werden kann als
Gleichung (3.16). Dies geht auch aus Tabelle 1 hervor, in der die Summe der Residuenqua-

drate der beiden Ansitze gegeniibergestellt ist.

on

[=]

% Z(/;im "'fAnsalz)Z

T Korrelations-

[}

'é linge J; Literatur Eigener Ansatz

& Gl (3.16) Gl (3.23)

% 1 1.996.10" 0.885.107!

=

E 3 0.854-107! 0.06610™"

N

3 10 0.461:107" 0.011-107"

£

S 100 0.014.10" 0.003.10~"!

Y]

D

~ 300 0.006-10~! 0.004-10~"

3 0.158:1073 0.128-1073

<Y}

5 10 0.390-1073 0.086:1073

o

3 50 0.381.1073 0.083-1073
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3 100 0.166.1073 0.064.1073
300 0.083.1073 0.073-10~3

Tabelle 1.  Vergleich der Fitgenauigkeit des volumetrischen Mittelwerts




Die bessere Ubereinstimmung der Gleichung (3.23) mit den Simulationswerten liegt im Falle
der lognormalen Randverteilung an dem zusitzlichen freien Parameter p. Tritt die Gleich-
verteilung als Randverteilung auf, dann ist dies hauptsdchlich der Tatsache zuzuschreiben,
dafl hierbei von der Forderung abgegangen wurde, daBl der nicht-normalverteilte Anteil
identisch mit der Randverteilung zu sein hat. '

Die bessere Beschreibung der Verteilung volumetrischer Mittelwerte durch Gleichung (3.23)
wird allerdings mit dem Nachteil erkauft, daB die Bestimmung der beiden freien Parameter
nach der Maximum-Likelihood-Methode schwieriger ist als mit nur einem Parameter.

3.3.3.5 Simulationen auferhalb des Versuchsbereiches

Die Antwortflichenverfahren gehéren allgemein zu
den Interpolationsmethoden. Es ist bekannt, daf3

. o gf li
sich groBe Fehler ergeben kénnen, wenn Funktio- Versuchs— neats

bereich g

nen, die durch Interpolation innerhalb cines Inter-
valls ermittelt wurden, auch auBlerhalb dieses Inter-
valls verwendet werden. Wie in Abbildung 25 illu-
striert, kann die approximierte Versagensfunktion g
bei einem Fit durch einen Polynom zweiter Ordnung
auBlerhalb des Versuchsbereiches deutliche Abwei-
chungen von der wahren Versagensfunktion g auf-

weisen. Zur Vermeidung dieses Effektes wird inner-

halb des Versuchsbereiches die Approximierung g
verwendet, aullerhalb aber deren lineare Fortset- Abbildung 25. Lineare Fortsetzung
zung, die sich an der Grenze des Versuchsbereiches

stetig differenzierbar anschlief3t.

Die Approximierung der wahren Antwortfliche kann durch diese Vorgehensweise verbessert
werden, dies mufl aber bei weniger krassen Beispielen als das in Abbildung 25 gezeigte, nicht
der Fall sein. Es mufl daher in jedem einzelnen Beispiel entschieden werden, ob die rein
quadratische Antwortfliche verwendet wird oder ob es besser ist, am Rand des Versuchsbe-
reiches zu linearisieren. Diese Entscheidung ist allerdings nur méglich, wenn durch ein an-
deres probabilistisches Verfahren eine zuverldssige Vergleichsmoglichkeit gegeben ist.

Auch wenn durch eine Linearisierung am Rand des Versuchsbereiches eine Verbesserung er-
zielt wird, kénnen sich, wie in Abbildung 25 gezeigt, dennoch deutliche Abweichungen von
der wahren Antwortfliche ergeben. Eine Vermeidung dieser Ungenauigkeit, d.h. eine ge-
nauere Erfassung des Antwortverhaltens in einem Bereich auBerhalb des Versuchsbereiches,
ist nur durch eine Wiederholung der Analyse bei Verschiebung des Versuchsbereiches mog-
lich.
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3.3.4 Modifiziertes Antwortflichenverfahren

Das Antwortflichenverfahren nach Faravelli, beschrieben in Abschnitt 3.3.3.1, hat zwei
Nachteile. Zum einen muB der ganze Versuchsplan mehrfach wiederholt werden, um fiir die
Koeffizienten des Antwortflichenmodells in Gleichung (3.8) Konvergenzwerte ermitteln zu
konnen. Wie in {31] gezeigt, sind ca. 20-30 Durchfiihrungen erforderlich, um ein Konver-
genzverhalten beobachten zu konnen. Je nach der Anzahl der Versuchspunkte pro Ver-
suchsplan kann damit immer noch eine unakzeptable Gesamtzahl an durchzufihrenden Fi-
nite-Elemente-Analysen entstehen, auch wenn diese kleiner bleibt, als bei den Monte-Carlo-
Verfahren.

Zudem ist bekannt, daB durch die Simulation der értlichen Fluktuation eines Zufallsfeldes in
jedem Versuch, der EinfluB dieser 6rtlichen Effekte auf die Antwortfliche deutlich iiber-
schitzt wird [34]. Dies kann behoben werden, indem eine durch Simulation ermittelte &rtli-
che Fluktuation A¥(x) in mehreren Versuchen verwendet wird, anstatt in jedem Versuch eine
neue Fluktuation zu simulieren. Diese Vorgehensweise wird ,,blocking” genannt, weil die
solchermaflen gleich behandelten Versuzhe als ein Block betrachtet werden.

Dies setzt jedoch die Kenntnis einer Strategie voraus, die bestimmt, wie die Versuche zu
Bldcken zusammengefaBt werden. Eine solche Strategie 148t sich jedoch nicht direkt festle-
gen. Eine Moglichkeit, dies zu umgehen, stellt die volle Blockung dar, d.h. die 6rtliche Fluk-
tuation wird nur einmal simuliert und dann jedem Versuch des Versuchsplans zugewiesen. -
Dies wiirde aber bedeuten, daB z.B. an einer kritischen Stelle im Bauteil einzelne Feldele-
mente in allen Versuchen zufillig zu niedrige oder zu hohe Werte einnehmen. Damit wiirde
die ganze Antwortfliche zufillig nach oben oder nach unten verschoben werden.

Diese Nachteile des Verfahrens kénnen durch die im folgenden vorgeschlagene Vorgehens-

weise vermieden werden:

1. In der ersten Durchfiihrung des Versuchsplans wird die értliche Fluktuation eines Zu-
fallsfeldes B(x) ganz unterdriickt, d.h. es wird keine 6rtliche Fluktuation simuliert und
in jedem Versuch nur mit dem volumetrischen Mittelwert B® gerechnet. Die Feldele-
mente des Zufallsfeldes B ergeben sich, anders als in Gleichung (3.9), nach

Bl'(y) = E(V) y i= 11""nse 4 (3'27)

Die Koeffizienten des Ansatzes in Gleichung (3.8), die sich aus einer Regressionsanalyse
mit den Ergebniswerten dieses ersten Versuchsplanes ergeben, enthalten dann keine zu-
falligen Fehlereinfliisseé und sind deshalb deterministische Werte.

2. Bei jeder weiteren Wiederholung des ganzen Versuchsplans werden, wie bei dem voran-
gegangenen Verfahren auch, die 6rtlichen Fluktuationen in jedem Versuch mitsimuliert,
d.h. hier wird wieder Gleichung (3.9) verwendet, um B zu bestimmen. Die Versuchs-
ergebnisse dieser weiteren Wiederholungen werden aber nur zur Bestimmung der Stati-
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stik des Fehlerterms ¢ verwendet, d.h. die értlichen Fluktuationen gehen nur in den
Fehlerterm ¢ ein, nicht in die Koeffizienten des Ansatzes.

Auch hier wird davon ausgegangen, daBl ¢ eine normalverteilte Zufallsvariable ist. Da die
Koeflizienten des so ermittelten Antwortflichenmodells aber nicht streuen, kann der Fehler-
term sowoh! hinsichtlich der Varianz als auch seines Erwartungswertes bestimmt werden. Bei
diesem Verfahren kann somit die Annahme, daB3 E[¢] = 0 ist, fallengelassen werden.

Bet dem Antwortflichenverfahren nach Faravelli dienen die Wiederholungen des Versuchs-
plans hauptséchlich der Bestimmung von Konvergenzwerten fir die Koeffizienten der ein-
zelnen Versuchspline. Bei der hier vorgeschlagenen Modifikation des Verfahrens dienen die
Versuchsplanwiederholungen nur der Bestimmung der Statistik des Fehlerterms ¢. Da in je-
dem einzelnen Versuch eine Realisierung von ¢ bereitgestellt wird, ist der Stichprobenumfang
in diesem Fall erheblich gréBer, weshalb der Versuchsplan je nach der Anzahl der Versuche

pro Plan nur ein- bis sechsmal wiederholt werden mu8.

Diese beiden Varianten des Antwortflichenverfahrens stellen Grenzfille in der Bewertung der
ortlichen Fluktuation A(x) von Zufallsfeldern dar. Wihrend sich die ortlichen Streuungen im
ersten Verfahren in jedem Versuch niederschlagen, dessen Ergebnis zur Bestimmung der
Koeflizienten der Antwortfliche herangezogen wird, ist beim zweiten Verfahren kein Ver-
such, aus dem die Koeffizienten hervorgehen, davon beeinfluit. Die Realitit ’muB folglich
zwischen diesen beiden Grenzbetrachtungen liegen. Es kann nur am konkreten Beispiel ent-

schieden werden, ob eines der beiden Verfahren der Realitéit niher kommt als das andere.

3.3.5 Eigenschaften des Verfahrens

Wie das Monte-Carlo-Verfahren ist auch das Antwortflichenverfahren eine Simulationsme-
thode, mit dem Unterschied, daB die Simulationen mit deterministisch festgelegten Werten
fur die Basisvariablen durchgeflihrt werden, anstatt mit zufillig ermittelten. Das Antwortfl4-
chenverfahren weist daher dhnliche Vorteile auf, wie das Monte-Carlo-Verfahren. Auch hier

kann das FEM-Programm als ,,black box* betrachtet werden.

Trivialerweise spielt die Anzahl der Zufallsgréfien n,, eine entscheidende Rolle fur den nu-
merischen Aufwand, der zur Bestimmung der Antwortfliche und damit auch zur Berechnung
der Ausfallwahrscheinlichkeit erforderlich ist. Um diesen Aufwand in Grenzen zu halten,
sollte n,,, nicht grofler als 10 sein. Da dies aber die Behandlung von Zufallsfeldern einschliefit,

macht sich diese Begrenzung im allgemeinen nicht bemerkbar.

Da die Auswertung der ermittelten Antwortfliche durch Monte-Carlo-Simulationen erfolgt,

kann man auch hier eine empirische Verteilungsfunktion als Ergebnis erhalten.
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Ein deutlicher Nachteil des Antwortflichenverfahrens liegt in dem Umstand,. dafl eineﬂGe-
nauigkeit des erzielten Ergebnisses von der gewihlten Lage des Versuchsbereiches abhéngt.
Eine maximale Genauigkeit ist nur dann gewshrleistet, wenn das Zentrum dfes V?rsuchsbe-
reiches genau auf der Versagensgrenzfliche liegt, deren Lage in der Regel nicht im voraus

bekannt ist.
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3.4  Zuverlissigkeitsverfahren

3.4.1 Aligemeine Grundlagen

Die Zuverlidssigkeitsverfahren erster Ordnung
(FORM) und zweiter Ordnung (SORM) sind Ni-
herungsverfahren zur Losung des Versagensintegrals
in Gleichung (2.50) [7][35]. Dabei wird im r-Raum,
d.h. im Raum der standard-normalverteilten und
nicht korrelierten Basisvariablen, die Versagens-
grenzfliche g, = g(b(r), u(r)) =0 approximiert. Bei
FORM wird dafiir eine Tangentenhyperebene und
bei SORM eine Tangentenhyperfliche zweiter Ord-

nung verwendet, wie in Abbildung 26 flir ein Bei-

spiel mit zwei Zufallsvariablen r; und r, gezeigt. \

Das Versagensintegral aus Gleichung (2.50) geht
Abbildung 26. Zuverlissigkeitsme-

damit ganz allgemein fir die Zuverldssigkeitsver-
thoden

fahren tber in

Pr= P[E,<0] = f SO drpeedr, (3.28)

grso

Fir die gemeinsame Verteilungsdichtefunktion der Basisvariablen im r-Raum gilt
L) = @) o on(r) (3.29)

Darin ist ¢ die Verteilungsdichtefunktion der Standard-Normalverteilung. Da nach Glei-
chung (3.29) der Integrand des Versagensintegrals in (3.28) in der Nihe des Ursprungs des
r-Raumes die groBten Werte einnimmt, wird die Approximierung der Versagensgrenzfliche
in beiden Fillen im sogenannten Designpunkt r* vorgenommen. Dies ist derjenige Punkt auf
der Versagensgrenzfliche, der dem Ursprung r =0 am nichsten liegt. Am Designpunkt
nimmt die Verteilungsdichte f,(r) bezogen auf das Integrationsgebiet ein Maximum ein.

Durch die zunehmende Abweichung der angendherten Versagensgrenzfliche g, =0 von der
realen g = 0 mit gréBerer Entfernung vom Designpunkt entsteht ein Approximationsfehler.
Da die Verteilungsdichte f(r) in Gleichung (3.29) mit zunehmendem Abstand vom Ursprung
r =0 stark abnimmt, tragen jedoch weit vom Designpunkt entfernte Gebiete nur wenig zum

Versagensintegral bei.

Die Auswertung der Gleichung (3.28) 148t sich nach gefundenem Designpunkt sehr einfach
durchfithren und die Ausfallwahrscheinlichkeit ergibt sich bei FORM niherungsweise zu
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P = (—p) . (3.30)

Dabei ist § der Betrag des Vektors r*, bzw. der Abstand des Designpunktes vom Ursprung.
Dieser wird auch Hashofer-Lind-Zuverldssigkeitsindex genannt. Er errechnet sich aus:

B = lr*l = (r*)Tr*. . ' (3.31)

Im Falle des Zuverldssigkeitsverfahrens zweiter Ordnung wurden von Breitung [36] bzw. von
Tvedt [37] asymptotische bzw. exakte Formeln zur Berechnung der Ausfallwahrscheinlich-
keit angegeben. In beiden Fillen gehen aufler dem Abstand des Designpunktes § noch die
Hauptkrimmungen der Versagensgrenzfliche am Designpunkt in die Ausfallwahrscheinlich-

keit ein.

Die Bestimmung dieser Hauptkrimmungen ist sehr aufwendig, weil dazu entweder die
Hesse’sche Matrix der zweiten Ableitungen der Versagensfunktion nach den Basisvariablen
benotigt wird [7][38] oder zusitzliche Finite-Elemente-Analysen um den Designpunkt her-
um erforderlich sind [7][39]. Deshalb soll hier die Zuver]éssigkei‘tsmethode zweiter Ordnung

nicht weiter verfolgt werden.

3.4.2 Auffinden des Designpunktes

Aufgrund der erwihnten geometrischen Interpretation des Designpunktes im r-Raum stellt
dessen Auffindung ein Optimierungsproblem mit einer Zwangsbedingung dar. Dieses kann

wie folgt formuliert werden:

d2 T

Minimiere =r'r

(3.32)
unter der Zwangsbedingung glb,u) =0 .

Dieses Optimierungsproblem kann nicht geschlossen, sondern nur iterativ geldst werden. Die
meisten Optimierungsverfahren sind Liniensuchalgorithmen, bei denen zunidchst eine geeig-
nete Suchrichtung Ar® bestimmt wird. Vom aktuellen Punkt r% aus wird dann der neue
Punkt nach

D O L h A mie R >0 (3.33)

bestimmt, so daB r**+! dem gesuchten Optimum niher liegt. Dabei ist i ein Faktor fir die
Schrittweite. In [7] und [40] sind verschiedene Optimierungsverfahren erldutert und in ihren
Eigenschaften miteinander verglichen. Der Einfachheit halber sind fiir diese Arbeit nur drei

Verfahren verwendet worden.

1. Der HL-RF-Algorithmus [35], bei dem die Suchrichtung gegeben ist durch
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A = '—l‘—[Y, gDy® — 0]y O (3.34)

Dabei ist g®) der Wert der Versagensfunktion an der Stelle r® und V,g® der Vektor des
Gradienten der Versagensfunktion im 7-Raum beziiglich der Basisvariablen r®) ebenfalls
an der Stelle r®, d.h. es gilt

0] (k) &)
vo® _ ag(f ) ag(l ) 5g([ ) ' (3.35)

- n® " oam® T o, ®

Der Faktor f; fiir die Schrittlinge ist bei dem HL-RF-Algorithmus immer 1.

Der modifizierte HL-RF-Algorithmus [41], bei dem die gleiche Suchrichtung Ar® aus
Gleichung (3.34) verwendet, der Faktor A, fur die Schrittlinge jedoch so bestimmt wird,
daB} die Funktion

\V(_r.(k) + Ay, Ar(k)) = !(k)Tz(k) + 2k, I(k)TAL'(k) + hk2 'I(k)T£<k)

1 (3.36)
+ oA, gD LB, (g(k+1))2
minimal ist. Darin wird die Versagensfunktion g%+ ) linearisiert in der Form
gt _ g0 hk-_V_,g(k) Ar® (3.37)
eingesetzt. Die Faktoren 4, und By sind bestimmt durch
Ay = —2—[g® _ y,g®,®) (3.38)
|v.e®|
und
- L ' 3.39
Bk—max IAkI, —2—(Bk—l+IAk') . ( . )

Diese Vorgehensweise ist der Sequentiellen Quadratischen Programmierung [42](43] zur
Losung allgemeiner nicht-linearer Optimierungsprobleme entnommen und speziell der
Zielfunktion der Zuverlédssigkeitsanalyse in Gleichung (3.32) angepaft.

Das NESSUS-Verfahren [44]-[46], das mit dem Zuverldssigkeitsverfahren erster Ord-
nung verwandt ist. Bei diesem wird jedoch nicht die Versagenswahrscheinlichkeit zu ei-
nem gegebenen Versagensgrenzwert gesucht, sondern umgekehrt, der Versagensgrenz-
wert wird iterativ bei einer gegebenen Versagenswahrscheinlichkeit gesucht. Da dies nur
eine Abwandlung bereits vorhandener Verfahren darstellt, braucht dies nicht weiter er-

fdutert zu werden.




In allen Fillen wird der Gradient V,g der Versagensfunktion im y-Raum beziiglich der Ba-
sisvariablen r am aktuellen Iterationspunkt r¥) benétigt, um den ndchsten Iterationspunkt
A%+ bestimmen zu kénnen. Der Gradient der Versagensfunktion kann nur im ,realen®
Raum der Basisvariablen b berechnet werden, d.h.

g 9  og
V——bg - < abl ’ ab2 y ey m) . (3'40)

Zur Transformation des Gradienten V,g in den r-Raum kann die Kettenregel

"y

dg(r) dglb) 9 Oz .

ar" - Z abj ' 321 ' ar,- ’ = 1,.“, e (3.41)
j=1

verwendet werden. Die Ableitungen darin kénnen mit den Gleichungen (2.56) und (2.58) be-
stimmt werden. In (3.41) ist bereits beriicksichtigt, daf} die Transformation b — z in Glei-
chung (2.56) komponentenweise erfolgt, d.h. b; = by(z).

3.4.3 Punktweise Bestimmung der Verteilungsfunktion

Mit den Zuverlissigkeitsmethoden kann immer nur die Ausfallwahrscheinlichkeit beziiglich -
eines Versagensgrenzwertes bestimmt werden. In manchen Anwendungsfillen ist jedoch die
Bestimmung der Verteilungsfunktion der Bauteilantwort von Interesse. Ist die Versagens-
funktion, wie erldutert, in der Form g = G — S definiert, und ist der Versagensgrenzwert G
eine deterministische Grofle, dann gilt fiir die Verteilungsfunktion Fs an der Stelle G:

Fs(G) = P[S<G] = P[g>01 =1 - P[g<0] =1 — P, . (3.42)

Somit ist durch die Berechnung der Ausfallwahrscheinlichkeit P, ein Punkt der Verteilungs-
funktion Fg gegeben. Liegen bei einem bestimmten Problem keine Informationen vor, aus
denen man auf eine giinstige Wahl des Startspunktes fur die Iterationen schliefen kann, dann
wird der Startpunkt im allgemeinen in den Erwartungspunkt gelegt, d.h. b° = E[].

Ist jedoch die Verteilungsfunktion an einer Stelle G; bestimmt worden, wobei sich der De-
signpunkt r¥ ergeben hat, und wird auch die Verteilungsfunktion bei G, gesucht, dann
braucht die iterative Suche nach dem Designpunkt 7 nicht wieder im Erwartungspunkt zu
beginnen. Am Designpunkt r¥ gilt g, = G, — G,. Dies in Gleichung (3.34) eingesetzt, ergibt
die Beziehung '

B = ——— (Ve ¥ — (G- 6] Vigleh) - (343)
IYrg(Kl )l

Nach [35] gilt fiir den Designpunkt r auBerdem
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* v.g(ri')
1

o= =p 0 (3.44)
|V,e(r)| n
AN
Setzt man dies in Gleichung (3.43) ein, dann erhilt N
man nach kurzem Umformen die Gleichung -
y, > f&,?
~ * G2 - Gl
L=n {1+ PR B (3.45) &
B erg(Zl )' Z %
| pts
woraus man erkennt, daf3 der Vektor 7, eine Strek- \ -

kung (oder Stauchung) des bereits gefundenen De-

signpunktvektors rf darstellt. Dies ist in
Abbildung 27. Ermittlung mehre-

Abbildung 27 in einer beliebigen 7;-r,-Ebene veran- rer Designpunkte

schaulicht.

3.4.4 Eigenschaften des Verfahrens

Im Gegensatz zu den Simulationsverfahren wird bei den Zuverlissigkeitsverfahren in einer

Analyse nur ein Wert fur die Ausfallwahrscheinlichkeit berechnet. Dabet muf3 der Design-
punkt iterativ gefunden werden. Fiir die im folgenden betrachteten Anwendungsprobleme
sind etwa 4 bis 16 Iterationsschritte erforderlich. Bei einer punktweisen Bestimmung der
Verteilungsfunktion werden durch die Verwendung der Gleichung (3.45) je nach Anwen-
dungsfall ein bis drei [terationsschritte pro Analyse gespart. Es sollte betont werden, daf3 sich
diese Werte nicht verallgemeinern lassen.

Innerhalb eines Iterationsschrittes mufl zur Bestimmung des nichsten Iterationspunktes mit
Gleichung (3.33) am aktuellen Punkt 5® sowohl die Versagensfunktion g®) als auch der
Gradient der Versagensfunktion beziiglich der Basisvariablen 4 berechnet werden.

Da die Anzahl der [terationsschritte direkt mit dem Anwendungfall und dem Optimierungs-
algorithmus verkniipft ist, kommt der Berechnung dieses Gradienten eine besondere Bedeu-
tung zu. Dies gilt sowohl fiir die Genauigkeit des erzielten Ergebnisses, als auch fir den er-
forderlichen Rechenaufwand. Die Bestimmung des Gradienten ist deshalb Gegenstand des
nichsten Kapitels. Ohne auf die Details einzugehen, sei als Vorgriff des nidchsten Kapitel
bereits erwihnt, dal die numerisch effektiveren Verfahren zur Bestimmung des Gradienten
eine Verwendung des Finite-Elemente-Programms als ,,black box* nicht mehr gestatten.

Im Gegensatz zu den Monte-Carlo-Verfahren liefern die Zuverldssigkeitsverfahren genauere
Ergebnisse flir kleinere Ausfallwahrscheinlichkeiten. Diese beiden Methoden sind somit als
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gegenseitige Ergidnzungen anzusehen [24][26]. Eine besondere Bedeutung kommt der Zu-
verldssigkeitsmethode erster Ordnung dadurch gerade bei der Auslegung technischer Bauteile
zu, da hierbei in der Regel sehr kleine Ausfallwahrscheinlichkeiten von 10™* bis 1073 ange-
strebt werden, die mit dem Monte-Carlo-Verfahren nicht mehr mit vertretbarem Aufwand

erreicht werden kénnen.

Im Gegensatz zum Antwortflichenverfahren, bei dem die Lage der Versagensgrenzfliche im
voraus bekannt sein mufl, kommt die Zuverldssigkeitsmethode erster Ordnung ohne Vorin-
formationen aus. Da die Versagensfunktion bei den hier behandelten Anwendungsbeispielen
glatt und wohlverhalten ist, hat eine ungtinstige Wahl des Startpunktes lediglich eine ge-
ringfligig hohere Anzahl an Iterationen zu Folge, eine Anderung bei dem gefundenen De-

signpunkt ergibt sich dadurch nicht.

Da der Designpunkt bzw. dessen nihere Umgebung die groBten Beitrdge zum Versagensin-
tegral (3.28) liefert, dient er bei vielen anderen probabilistischen Verfahren ais wichtige Ein-
gangsgroBe. Insbesondere bei dem Antwortflichenverfahren kann man ein¢ zuvor durchge-
fihrte FORM-Analyse verwenden, um das Zentrum des Antwortflichenplans genau auf den

Designpunkt zu legen.

Dies hat den Vorteil, dal somit das wahre Antwortverhalten durch das Antwortflichenmo-
dell in dem Bereich am genauesten erfaBt werden kann, der am stirksten zum Versagen bei-
trdgt. Dieser Vorteil wurde bei den Rechenbeispielen, die in einem spiteren Kapitel behandelt

werden, ausgenutzt.
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4. Adjungierte Methode und adjungierte Elemente

4.1 Allgemeines

Im folgenden wird auf die Berechnung des Gradienten der Versagensfunktion g beziiglich der
Basisvariablen b eingegangen. Wie bereits im Abschnitt 2.2.1 erldutert ist die Versagens-
funktion sowohl eine Funktion der Basisvariablen b als auch des Verschiebungsfeldes u. Da-
bei ist g(b, u) im allgemeinen explizit von b und ¥ abhéngig, iiber das Verschiebungsfeld ergibt
sich zusitzlich noch eine implizite Abhingigkeit von b, d.h. es gilt g(b, u) = g(b, u(b)).

In den folgenden Gleichungen wird nach diesen expliziten und impliziten Abhéingigkeiten
unterschieden. Deshalb sind mit einem ,,0“ die Ableitungen nach den expliziten Abhingig-
keiten gekennzeichnet. Mit ,,d“ sind die totalen Ableitungen nach den Basisvariablen verse-

hen, die sowohl die expliziten als auch die impliziten Abhidngigkeiten umfassen.

Zur Berechnung des Gradienten gibt es in der Literatur im wesentlichen drei Verfahren, die
im Rahmen der Finite-Elemente-Methode angewendet werden kénnen:

1. Finite-Differenzen-Verfahren
2.  Direkte Methode
3. Adjungierte Methode

Bei der Finite-Differenzen-Methode [47] muB jede Basisvariable b, i = 1, ..., n, gemidB

dg(b,u)  Aglb,u)  glb+ Ab, u(b; + Ab)) — g(b;— Ab, u(b; — Ab))

b, T T A T 2Ab, (@1

variiert werden. Somit sind zur Bestimmung des Gradienten V,g insgesamt 2n, Finite-Ele-
mente-Analysen erforderlich. Trotz dieses groen Rechenaufwandes ist das Finite-Differen-
zen-Verfahren sehr ungenau. Da es sehr einfach zu implementieren ist und die Verwendung
des Finite-Elemente-Programms als ,,black box“ gestattet, wird es hidufig im Zusammenhang
mit kommerziellen Finite-Elemente-Programmen angewendet, die einen Eingriff in das Pro-
gramm oder den Programmablauf nicht gestatten. Da die Suche nach dem Designpunkt we-
sentlich von der gewidhlten Suchrichtung beeinflufit wird, ist das Finite-Differenzen-Verfah-
ren jedoch fur eine Anwendung im Rahmen des Zuverldssigkeitsverfahrens erster Ordnung

nicht geeignet.

Bei der direkten Methode wird die Grundgleichung der Finite-Elemente-Methode (2.31) di-
rekt nach einer Basisvariablen b; abgeleitet. Bei linear-elastischen Problemen hingt die Stei-
figkeitsmatrix nicht von dem Verschiebungsfeld u ab. Aus Gleichung (2.31) ergibt sich somit
durch Ableitung nach b;
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Dies ist ein abgeleitetes Gleichungssystem von der gleichen Form und Dimension wie (2.31).
Darin sind die Abhingigkeiten der Steifigkeitsmatrix K und des Vektors der dulleren Krifte
J von den Basisvariablen in der Regel explizit bekannt. Die darin auftretenden Ableitungen
kénnen somit im Prinzip analytisch bestimmt werden. Wenn die Berechnung dieser Ablei-
tungen jedoch mit Hilfe des Finite-Differenzen-Verfahrens geschieht, dann spricht man von

einer semi-analytischen Methode [47].

Durch die erwidhnte Auftrennung nach expliziten und impliziten Abhéngigkeit der Versa-
gensfunktion ergibt sich fiir den gesuchten Gradienten die Kettenregel

dglb,w) _ dglby) . Jsby) ou 43)

dbi abi I u = konst. ou b = konst. 6bi
Da die partiellen Ableitungen der Versagensfunktion leicht zu bestimmen sind, kann durch
Einsetzen der Lésung von Gleichung (4.2) in (4.3) eine Komponente des Gradientenvektors
errechnet werden. Zusammen mit der fiir die rechte Seite von Gleichung (4.2) erforderlichen
Ldsung des Verschiebungsfeldes ergibt sich bei der direkten Methode ein numerischer Auf-

wand von n, + 1 Finite-Elemente-Analysen zur Ermittlung des Gradienten.

Die direkte Methode ist ein analytisches Verfahren und somit wesentlich genauer als das Fi-
nite-Differenzen-Verfahren. Je nach der Anzahl der Basisvariablen ist der numerische Auf-

wand aber immer noch recht hoch.

Die adjungierte Methode geht auf Arora und Haug zuriick [48][49]. Sie ist ein numerisch
sehr effizientes Verfahren, um den gesuchten Gradienten V,g zu berechnen. Die Effizienz
beruht darauf, daB neben der Lésung von Gleichnung (2.31) nur eine zusitzliche Finite-Ele-
mente-Analyse durchgefiihrt werden muBl. Die adjungierte Methode ist, wie die direkte Me-
thode auch, ein analytisches Verfahren und weist deshalb eine hohe Genauigkeit auf.

Im Zusammenhang mit der Zuverléssigkeitsmethode erster Ordnung werden in der Literatur
in der Regel Vereinfachungen vorgenommen. Die erforderliche Berechnung des Gradienten
V.g wird entweder fiir sehr einfache Beispiele mit nicht-kommerziellen Finite-Elemente-Pro-
grammen analytisch durchgefiihrt oder es wird ein kommerzielles Finite-Elemente-Programm
auf komplexe Probleme angewendet, der Gradient aber mit Hilfe des recht ungenauen Fini-
te-Differenzen-Verfahrens ermittelt, was die Genauigkeit der stochastischen Auswertung

stark beeintriachtigt.

In den folgenden Abschnitten wird die Implementierung der adjungierten Methode in das
Finite-Elemente-Programm ABAQUS aufgezeigt. Durch die damit erreichte Anbindung der
Zuverlassigkeitsmethode erster Ordnung an ABAQUS konnen die Vorteile einer anspruchs-
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vollen und effektiven probabilistischen Methode mit denen eines kommerziellen Finite-Ele-

mente-Programm kombiniert werden.

4.2 Lagrange-Funktion und Kuhn-Tucker-Bedingungen

Ausgangspunkt der adjungierten Methode ist das Optimierungsproblem in den Beziehungen
(3.32) bzw. die zugehodrige Lagrange-Funktion, Da auch das im Sinne von (3.32) optimale
Bauteil das statische Gleichgewicht erfiillen muB, ist die Gleichung K u = f(2.31) als zusitz-
liche Zwangsbedingung zu behandeln. Fiir das vorliegende Problem ergibt sich die Lagran-

ge-Funktion somit zu
Libyu, A% p) = r" v + 2 (f— Ku) + pg . (4.4)

Dabei sind 4* und p Lagrange-Multiplikatoren. Da die Beziehung (2.31) ein Gleichungssy-
stem ist, mul} der zugehorige Lagrange-ivMultiplikator ein Vektor entsprechender Linge sein.
Es ist zu beachten, daBl im Zusammenhang mit der Lagrange-Funktion alle auftretenden

Variablen, und somit auch b und y, als voneinander unabhingig gelten.

Die Kuhn-Tucker-Bedingungen fiir die Existenz eines Minimums der Lagrange-Funktion
besagen, dafl alle Ableitungen der Lagrange-Funktion nach den Variablen, von denen sie

abhingt, verschwinden miissen [50][51]. Somit gilt:

J
OL _ _ T Og _ 4.6
OL _ ¢ gy - 4.7
oL _ . _y (4.8)
ou

Wie man erkennt, reproduzieren die Ableitungen nach den Lagrange-Multiplikatoren in
(4.7) und (4.8) lediglich die Zwangsbedingungen.
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4.3 Grundgleichung der adjungierten Methode und Gradientenbestimmung

Aus der Kuhn-Tucker-Bedingung (4.6) erhélt man nach kurzem Umformen die Beziehung

og d :
54:(@) - (49)

Dabei ist beriicksichtigt, daBl die Steifigkeitsmatrix K symmetrisch ist und A= A*/u mit
# # 0 gesetzt wurde. Dieses Gleichungssystem hat die gleiche Form und Dimension wie die
Grundgleichung der Finite-Elemente-Methode (2.31) und wird deshalb die Grundgleichung
der adjungierten Methode genannt. Aufgrund dieser Analogie zu Gleichung (2.31) wird der
Vektor 4 als adjungiertes Verschiebungsfeld und die rechte Seite von Gleichung (4.9) als ad-
jungierte Krifte bezeichnet, auch wenn dies hinsichtlich der physikalischen Einheiten nicht

korrekt ist.

Die Gleichung zur Berechnung des Gradienten erhilt man, indem zunichst die Gleichung
(2.31) direkt nach einer Basisvariablen &, mit i = 1, ..., n, abgeleitet wird. Daraus. ergibt sich
die Gleichung (4.2), die, linksseitig mit A7 multipliziert, auf die Beziehung

T Ou _ 7 i r 9K 4.10
fuhrt, Gleichung (4.9) transponiert und rechtsseitig mit du/db; multipliziert liefert,
T, Ou 9g(b, u) du 411
4K ab;  du b, @10

b = konst.

Die Gleichungen (4.10) und (4.11) einander gleichgesetzt und das Ergebnis in (4.3) eingesetzt,
ergibt die gesuchte Gleichung fiir den Gradienten:

PRy )

dg(b,u)  dglb, u) A
= 0b ~ 0

by,  ~  op,

U, i=1l.,n . (412

u = konst.

Sind die Vektoren der realen Verschiebungen u und der adjungierten Verschiebungen A be-
rechnet, dann kann die rechte Seite dieser Gleichung einfach bestimmt werden, da die expli-
ziten Abhingigkeiten der Versagensfunktion nach der Basisvariable b; bekannt sind. Auf die
Ableitung der Knotenkrifte bzw. der Steifigkeitsmatrix wird in den beiden anschlieBenden
Abschnitten ausfiihrlicher eingegangen.

Zur Bestimmung des Gradienten der Versagensfunktion sind somit bei der adjungierten Me-
thode genau zwei Finite-Elemente-Analysen erforderlich. Sind in einem Bauteil mehrere
Versagensmoden zu beriicksichtigen, dann ist ein entsprechendes Gleichungssystem wie
(4.9) fur jede der daraus resultierenden Versagensfunktionen zu 16sen [3]. Da die Anzahl der
Versagensmoden aber in der Regel viel kleiner ist als die Anzahl der Basisvariablen, kommt
die adjungierte Methode schneller zum Ziel als die direkte Methode. Entsprechende Verglei-
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che zwischen der adjungierten und der direkten Methode kénnen der Literatur entnommen
werden [52].

Die Gleichungen der adjungierten Methode (4.9) und (4.12) sind in der hergeleiteten Form
auch fir geometrisch nicht-lineare Probleme und nicht-linear elastisches Materialverhalten
anwendbar [7]. Die Erweiterung der adjungierten Methode auf Problemstellungen mit ela-
sto-plastischem Materialverhalten ist aufwendig, aber moglich [53][54]. Die adjungierte
Methode hat bei diesen nicht-linearen Problemen den Vorteil, daB} das zugehérige adjungierte
Finite-Elemente Problem (4.9) immer linear bleibt [52], weil die Steifigkeitsmatrix nicht von

den adjungierten Verschiebungen A abhingt.

4.4 Definition adjungierter Elemente

Die Ableitungen der Steifigkeitsmatrix K und des Kriftevektors f nach den Basisvariablen
koénnen nicht auf globaler Ebene gebildet werden, da deren Abhédngkeit von den Einflulgro-
Ben nur auf der Elementeebene mit den Gleichungen (2.24) bzw. (2.28) gegeben ist [53][55].
Beriicksichtigt man, daf} es auch flir den Vektor der adjungierten Verschiebungen A eine Be-
ziehung analog zu (2.16) gibt, dann folgt durch Einsetzen von (2.22) und (2.29) in (4.12):

nfe

() 0Ky (b) |
+ 2(&21-—'55— - .&fTe;fT Ui | - (4.13)
u = konst. = -

i=1

dg(b,u)  dglb, u)
db b

Dabei beziehen sich die mit dem Index fe gekennzeichneten Gréflen auf die einzelnen finiten
Elemente, ny, ist die Anzahl der finiten Elemente. Alle Finite-Elemente-Programme gehen bei
der Losung der Gleichungen (2.31) bzw. (4.9) elementweise vor. Die betreffenden Vektoren
und Matrizen werden auf der Elementeebene ermittelt und dann assembliert. Da alle zur
Losung der Gleichungen (4.9) und (4.13) erforderlichen GroBen auf der Elementeebene ver-
fugbar sind, ist es sinnvoll, auch die betreffenden Ableitungen innerhalb des Finite-Elemen-

te-Programms auf der Elementeebene zu bilden.

Unter adjungierten Elementen sollen hier somit solche verstanden werden, die, zusétzlich zu
der Elementsteifigkeitsmatrix Ky, und dem adjungierten Kraftvektor auch die Ableitungen in
Gleichung (4.13) bereitstellen. Da bei der Lésung von Gleichung (4.9) durch ein Finite-Ele-
mente-Programm alle Elemente sukzessive durchgegangen werden, kann auch die Summation
in Gleichung (4.13) im Rahmen dieses Programms durchgefiihrt werden.

Diese Erweiterung des Finite-Elemente-Programms kann nur durchgefiihrt werden, wenn ein
Zugriff auf die Elementeebene moglich ist, damit die ,,realen” Elemente durch die adjungier-
ten ersetzt werden konnen. Dieser Zugriff ist bei Vorliegen des Quelltextes immer gegeben,
kann aber bei kommerziellen Fihite-Elemente-Programmen in der Regel nur iiber geeignete
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Schnittstellen erfolgen. Steht eine solche Schnittstelle nicht zur Verfigung, dann kann Glei-
chung (4.13) nur in einem gesonderten Rechenlauf vollstdndig auBerhalb des Finite-Elemen-
te-Programms bestimmt werden. Dies fiihrt jedoch zu einem Mehraufwand, sowohl hin-
sichtlich der Berechungsdauer als auch bei der Implementierung [53].

4.5 Bestimmung der erforderlichen Ableitungen

Da bei einer verschiebuhgsorientierten Versagensfunktion nach Gleichung (2.49) die Ver-
schiebungen u direkt eingehen und auch die Spannungen in einer Versagensfunktion nach
Gleichung (2.44) oder (2.46) durch Gleichung (2.15) explizit in Abhéngigkeit der Verschie-
bungen bestimmt sind, soll auf die Berechnung der adjungierten Krifte hier nicht weiter ein-

gegangen werden.

Wie in der Einleitung beschrieben, treten als Zufallsgrofen Materialparameter, geometrische
Abmessungen des Bauteils, duBere Lasten und der in der Versagensfunktion verwendete
Versagensgrenzwert auf, Dabei kann es sich bei einem Materialparameter um einen Werk-
stoffkennwert oder um einen Orientierungsparameter des Materialachsensystems anisotroper
Werkstoffe handeln. Da der Versagensgrenzwert G nur in der Versagensfunktion mit
g = G — S auftritt, braucht die entsprechende Ableitung nicht erldutert zu werden.

Der Vektor der duBeren Krifte wird von den Basisvariablen nur beeinflufit, wenn es sich
dabei um streuende Lasten oder um streuende geometrische GréBen handelt. In dieser Arbeit
werden streuende Lasten nicht behandelt. Im Falle stochastischer Geometrieparameter muf}
die betreffende Ableitung der Knotenkrifte Jre nur bertcksichtigt werden, wenn sie aus Vo-
lumenlasten resultieren, z.B. bei Fliehkriften. Oberflichenlasten oder Einzelkrifte werden in
der Regel als unabhiingig von der Geometrie des Bauteils angesehen. Da auch Volumenlasten
im Rahmen Zuverlédssigkeitsmethode erster Ordnung nicht betrachtet werden, soll auf die

Ableitung der Knotenkrifte nicht weiter eingegangen werden.

4.5.1 Streuende Werkstoffparameter

Bei der Ableitung der Versagensfunktion nach den Basisvariablen bei konstant gehaltenen
Verschiebungen muBl zundchst nach der Art des Versagenskriteriums unterschieden werden.
Im Falle des Verschiebungskriteriums ist diese Ableitung immer null. Bei den spannungsbe-

zogenen Kriterien gilt

e O
ob " 9o

u = konst.

(4.14)
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wobei die Ableitung der Versagensfunktion nach den Spannungskomponenten aus den Glei-
chungen (2.44) bis (2.48) zu bestimmen ist, die Spannungskomponenten selbst errechnen sich
aus Gleichung (2.15). Ist b, i=1, ..., n, ein Werkstoffkennwert, dann folgt fur die Ableitun-
gen der Spannungen nach den Basisvariablen aus Gleichung (2.15) und (2.41):

da T oM

=D, W:sgue :

(4.15)

b Yy = konst.

Im Anhang B sind die Materialmatrizen M' fur verschiedene linear-elastische Werkstoffe
aufgefiihrt. Die Ableitungén nach den darin auftretenden Werkstoffparametern sind gegebe-
nenfalls umfangreich, aber kein prinzipielles Problem. Fiir die Ableitung der Elementsteifig-
keitsmatrix nach einem Werkstoffkennwert ergibt sich analog aus Gleichung (2.24):

0K oM’
= _ J c'p” —5 L. Cdet()) dédndl . (4.16)
i

4.5.2 Streuende Materialorientierungen

Stellt &; einen Orientierungswinkel des Materialachsensystems bei anisotropen Werkstoffen
dar, dann folgt aus Gleichung (2.15) und (2.41):

3 ) oD
- = =MD Cu + DM S Cu, . 4.17)

IS

|

I
@
S

Die Abhingigkeit der Drehmatrix D, von den Orientierungswinkeln ist dabei durch die Glei-
chungen (2.34) und (2.35) gegeben. Analog gilt fiir die Ableitung der Elementsteifigkeitsma-
trix:

T
0K;, CT< an,” r oy 2L

M — )gdet@ dednd? . (4.18)

4.5.3 Streuende Geometrie

Handelt es sich bei b; um eine geometrische GréBe des Bauteils, dann ergibt sich zunéchst

allgemein fur die Ableitung einer spannungsbezogenen Versagensfunktion:
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: dx
W ——=cosa
§‘\ dAR

(4.19)

b T % ox, b, ’

u = konst. = =

wobei x;, der Vektor der Koordinaten der Knotenpunkte eines finiten Elements ist, fiir den
gilt:

T
Efe = (xh J1y Ziy veey x"kpe’ ynkpe’ anpe) . (4‘20)

Diese Knotenkoordinaten gehen in den Spannungsvektor in Gleichung (2.15) nur tiber die
Jacobische Matrix ein, die, wie bereits erwihnt, bei der Bestimmung der Kompatibilitdtsma-
trix C mit Hilfe von Gleichung (2.12) zu beriicksichtigen ist. Die Abhéngigkeit der Jacobi-
schen Matrix J von den Knotenkoordinaten ist durch die Gleichungen (2.8) festgelegt, die
entsprechenden Ableitungen nach x;, konnen damit analytisch bestimmt werden. Ahnliches
gilt fur die Ableitung der Elementsteifigkeitsmatrix

oK, ac”
e . ~ T ap
S - { 3 DM Do) +
Qﬂ
. aC @.21)

C'D D, 2= ded) +

= £ alfe

CTDTM D, C -2 der(n)) dedndy .

Auch darin kann die Ableitung nach den Knotenkoordinaten Xy, analytisch bestimmt werden.

Dies ist fur den Term dxz,/db; in den Gleichungen (4.19) und (4.21) nicht so einfach. Dieser
besagt, um wieviel, und in welcher Richtung, sich die Knoten der diskretisierten Struktur
verschieben, wenn eine geometrische Basisvariable ein infinitesimales Stiick verdndert wird.
Fir diesen Term gibt es keine allgemeine Formulierung, da dies von dem betreffenden An-
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wendungsfall abhidngt [47]. Dies ist in Abbildung 28 fiir einen Knoten am Rand einer Boh-
rung gezeigt, wenn zum einen die x-Koordinate des Mittelpunktes eine zufillige Verschie-
bung AM aufweist, oder der Radius eine zufillige Anderung AR erfihrt.

Abbildung 29. Oberflichenparametrisierung Abbildung 30. Oberflichentransformation

Die Beschreibung des Einflusses einer Geometrieverdnderung auf die Knotenkoordinaten des
FEM-Modells gliedert sich in zwei Teile

1. Beschreibung der Oberflichenverinderung:

Eine zufillige Verdnderung einer geometrischen Abmessung veridndert zunidchst die

Form und die Lage betroffener Begrenzungsflichen des Bauteils. Dies kann auf zwei

Arten erfafit werden:

e

Parametrisierung der Oberfliche:

Die Oberfliche des Bauteils kann durch Polynome oder durch Spline-Funktionen
beschrieben werden [56], bei denen entweder die Lage der Stuitzpunkte oder die
entsprechenden Koeflizienten als Zufallsgrofien behandelt werden. Die Behandlung
einer Oberfldche als Polynom bei Verschiebung eines Stiitzpunktes S ist in Abbil-

dung 29 skizziert.
Transformation der Oberfliache:

Die Geometriednderung wird als Verschiebung der Oberfldche relativ zu einer Re-
ferenzkonfiguration aufgefait [57]. Die Verschiebung ist durch eine Transforma-
tionsvorschrift definiert. Hat die betreffende geometrische Basisvariable den Wert
Null, dann ergibt sich die Referenzkonfiguration. Wie in Abbildung 30 gezeigt,
wirkt diese Transformationsvorschrift auf die einzelnen Punkte der Oberfliche des
Bauteils und mufl somit nicht fur alle Randpunkte gleich ausfallen. Beispiele fiir

solche Transformationsvorschriften sind:

« Translation entlang einer vorgegebenen Raumrichtung:
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Ist ¢, ein Einheitsvektor, der die Richtung bezeichnet, in welcher die Punkte
auf der betroffenen Oberfliche durch eine Anderung der Basisvariablen &; ver-
schoben werden, dann gilt fir einen beliebigen Punkt x auf dem Rand:

E = xR + b"gd . (4-22)

‘Dabei sind durch x; die Koordinaten des entsprechenden Punktes auf der
Oberfliche der Referenzkonfiguration des Bauteils gekennzeichnet. Die linke
Skizze in Abbildung 28 ist fir 5; = AM ein Beispiel fiir ein derartige Transfor-
mation.

® Translation normal zur Oberflidche:

Ist # der Normaleneinheitsvektor auf der betroffenen Oberfliche am Punkt
Xg, dann 1st die Abbildungsvorschrift gegeben durch

X =xp+ b-n . (4.23)

Die rechte Skizze in Abbildung 28 wird durch eine solche Transformations-
vorschrift mit b = AR beschrieben.

= Rotation um eine Raumachse:

Die Rotationsachse wird durch die Angabe der Koordinaten eines beliebigen .
Punktes x4 auf der Achse und eines Einheitsvektors ¢4, der die Orientierung
der Rotationsachse im Raum festlegt, beschrieben. Ist durch b; der Drehwinkel
in mathematisch positiver Richtung festgelegt, dann wird die Rotation durch
die Gleichung

X = xp + (xg — Xp)cosh; + [e4 X (xg — Xp)] sing; (4.24)

bestimmt. Dabei ist x,, der Mittelpunkt des Kreises, den der Punkt x wédhrend
der Drehung beschreibt. Dieser Mittelpunkt errechnet sich aus:

Xy = X4 + [(IR - EA)'.QA]'QA . (4-25)

Die Parametrisierung einer Oberflidche ist vor allem bei dreidimensionalen Bauteilen mit
komplexer Geometrie sehr aufwendig. Wie in Abbildung 29 dargestellt, miissen in jedem
Punkt auf der betreffenden Oberfliche immer alle Informationen bearbeitet werden, die
zur Beschreibung der ganzen Oberfldche dienen. Dies fithrt bei der Berechnung der Ab-
leitung der Knotenkoordinaten, z.B. bei streuender Lage der Stiitzpunkte, zu erheblichen
Rechenzeiten und hat sich bei den Anwendungsbeispielen, die in dieser Arbeit betrachtet
werden, als unpraktikabel herausgestellt.

Die Transformationen in (4.22), (4.23) und (4.24) stellen dagegen einfache Operationen
dar. Die erforderlichen Ableitungen der Koordinaten der Punkte auf dem Bauteilrand




nach der betreffenden Basisvariable lassen sich damit sehr einfach und ohne grofien
zeitlichen Rechenaufwand bestimmen. Zudem eignet sich diese Vorgehensweise sehr fir
die hier verwendete elementorientierte Losung der Gleichung (4.13), da zur Berechnung
der Ableitungen nur Gréfen verwendet werden, die entweder auf Elementeebene ohne-
hin vorliegen, wie z.B. die Koordinaten der Elementeknoten, oder leicht bestimmt wer-
den konnen, wie z.B. Normalenvektoren auf der Elementoberfliche.

2. Beschreibung der ,,Tiefenwirkung® der Oberflicheninderung

Geometrievariationen machen sich direkt an jenen Knoten bemerkbar, die an der Ober-
fliche des Bauteils liegen. Je weiter ein Knoten im Innern des Bauteils von der betroffe-
nen Oberfliche entfernt ist, desto weniger wird seine Lage davon beeinfluBlt. Deshalb
wird iblicherweise der Bereich, indem eine Verschiebung der Knotenpunkte berticksich-
tigt wird, auf eine Schicht in der Ndhe der betroffenen Oberfliche begrenzt [56]. Werden
im Extremfall zu dieser Schicht nur die Elemente gerechnet, die direkt an der Oberflache
liegen, dann spricht man von einer , Ein-Element-Tiefen-Sensitivitdt“ [57].

Die Berticksichtigung der Knotenversckiebungen nur in der ersten Elementschicht an der
Oberfldche hat eine deutliche Reduzierung der Rechenzeit zur Folge, da ein entsprechender
Ableitungsterm dxy/0b; nur bei den betroffenen Oberflichenelementen zu bestimmen ist. Der
Nachteil liegt, vor allem bei groBen Geometrieverdnderungen, in der geringeren Genauigkeit
der Finite-Elemente-Analyse, da es zu verzerrten Elementen kommen kann.

Im Bereich der Zuverlidssigkeitsanalyse von Bautei-
len mit streuender Geometrie kann diese Vorge-
hensweise, die urspriinglich fur die Bauteiloptimie-
rung vorgeschlagen wurde, jedoch ohne weiteres
verwendet werden, da sich die Geometrievariationen
nur innerhalb der vergleichsweise engen Herstel-

lungstoleranzen abspielen.

e——“
B

In Abbildung 31 ist die Verinderung des FEM-

Netzes bei Anwendung der ,,Ein-Element-Tiefen-

1
Foemmen
[4-]

Sensitivitidt” gezeigt. Mit ,,¢* sind die Knotenposi-

B
b3

tionen der Referenzkonfiguration gekennzeichnet.
Mit ,,0% ist die Lage der Knoten kenntlich gemacht,
. bbild 31. FEinfluf§ tri-
nachdem der Rand des FEM-Modells um Ax in Abbildung e 'geOI'ne "
. scher Basisvariablen
x-Richtung verschoben wurde. auf des FEM-Netz

Finite Elemente mit linearem Verschiebungsansatz besitzen keine Mittenknoten auf den

Elementseiten. Durch Angabe der Verschiebungen der Eckknoten auf der betroffenen Ober-
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flache ist der gesuchte Vektor der Ableitungen dxy/db; vollstindig bestimmt. Bei quadrati-
schen Elementen muB noch festgelegt werden, wie die Mittenknoten von einer Geometrie-
dnderung beeinflufit werden.

Um den Verschiebungsansatz der finiten Elemente nicht zu verindern, miissen die Mitten-
knoten auch nach der Verschiebung genau in der Seitenmitte liegen. Der Einfachheit halber
wurde hier fur die Verschiebung eines Mittenknotens m das arithmetische Mittel der Ver-
schiebungen der jeweils benachbarten Eckknoten el und e2 verwendet, d.h. es gilt:

1
Xy = Xgim + 7{(5“ ‘_:’S'R]el) + (532—£R|e2)} . (4.26)

Dieser Ansatz stimmt dann exakt, wenn die Elementseite eine Gerade ist und, wenn die Ele-
mentseite eine Parallelverschiebung erfihrt. In allen anderen Fillen stellt Gleichung (4.26)
nur eine Niherung dar, die wegen der geringen Geometrieverdnderungen, die bei einer Zu-
verldssigkeitsanalyse zu betrachten sind, aber genau genug ist.

4.5.4 Zufallsfelder bei streuender Geometrie

Im Gegensatz zu den Materialeigenschaften ist die Geometrie nicht mit den finiten Elemen-
ten verknipft, sondern mit den Knoten an der Oberfliche des Finite-Elemente-M odells. Wie
aus den Transformationsgleichungen (4.22), (4.23) und (4.24) zu ersehen, ist es moglich, der -
Lage eines jeden Knotens auf der Oberfliche eine andere Basisvariable b; zuzuordnen und
auf diese Weise ein Zufallsfeld zu modellieren.

Ein stochastisches Element eines Zufallsfeldes, das eine geometrische Zufallsgrée modelliert,
muf} dabei mindestens einen solchen Knoten umfassen. Die Lage der Mittenknoten, auch
wenn diese auf der Oberflache liegen, kann keine stochastische Gréfe sein, da sie durch die
genannte Bedingung, immer auf der Seitenmitte zwischen den Nachbareckknoten zu liegen,
vollstéindig bestimmt sind.

Geometrische Zufallsfelder kommen in Betracht, wenn das Streuverhalten der Oberfldche
infolge der Oberflichenrauhigkeit im stochastischen Modell berticksichtigt werden soll. Da
bei technischen Bauteilen diese Oberflichenrauhigkeiten in der Regel sehr fein sind, miifite
auch das Netz des Finite-Elemente-Modells ebenso fein diskretisiert werden. Dies ist jedoch
zur Losung des mechanischen Problems nicht mehr sinnvoll, und auch hinsichtlich der damit
verbundenen Rechenzeit nicht mehr vertretbar.

Eine Ausnahme bilden hier sehr kleine Strukturen, wie sie z.B. in der Mikrosystemtechnik
behandelt werden. Eine Modellierung geometrischer Zufallsfelder ist unter Umsténden auch
bei der Berechnung sehr inhomogener Ubergangsschichten, wie z.B. Létschichten, sinnvoll,
da auch in diesem Fall die geometrische Ausdehnung des Finite-Elemente-Modells in den
Bereich der GroBenordnung der Geometrievariationen gelangt.
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4.6 Implementierung adjungierter Elemente in ABAQUS

Die Berechnungen in dem anschlieBenden Kapitel mit Anwendungsbeispielen wurden mit
dem FEM-Programm ABAQUS durchgefithrt. Zur Berechnung des Gradienten der Versa-
gensfunktion nach den Basisvariablen wurden USER-Elemente programmiert [58][59]. Da-
mit wird in ABAQUS die Schnittstelle UEL angesprochen, mit welcher der Benutzer finite
Elemente mit beliebigen Eigenschaften selbst implementieren kann. Gedacht ist diese
Schnittstelle fir die Implementierung finiter Elemente, die hinsichtlich der verwendeten
Formfunktionen odér der Anzahl der Knoten von den Standardelementen in ABAQUS ab-

weichen.

Da dem Programm ABAQUS somit die vom Benutzer programmierten Formfunktionen un-
bekannt sind, muB auch die Berechnung der Matrizen, die zur Lésung der Grundgleichungen
der adjungierten Methode (4.9) und (4.13) erforderlich sind, programmiert werden. Auf alle
Details der Implementierung einzugehen, wiirde zu weit fiihren. Im folgenden sei lediglich

die Grundidee grob skizziert.

Zur Lbsung des FEM-Problems in (4.9) werden von ABAQUS fiir alle Elemente der Struktur
der Reihe nach die Elementsteifigkeitsmatrix K und der Vektor der dquivalenten Knoten-
krifte f;, angefordert. Als EingangsgroBen zu deren Bestimmung werden iiber die Schnitt-
stelle im wesentlichen nur die Knotenkoordinaten x;, und die Materialparameter geliefert.

Fir die numerische Integration in Gleichung (2.24) werden zuerst die Anzahl der Gauss-
punkte rgg,;, deren Lage in lokalen Elementkoordinaten ¢ und deren Gewichtungsfaktoren
bestimmt. Dann werden gemiBl der Anzahl der Knoten des Elements und des Verschie-
bungsansatzes die Formfunktionen festgelegt. Fiir das im Anhang A erlduterte einfache
Vierknotenelement mit linearem Verschiebungsansatz ergeben sich die Formfunktionen N,
aus Gleichung (4.1) mit i = 1, ..., 4. Firr jeden Gausspunkt wird dann die Jacobische Matrix
J nach Gleichung (4.2) berechnet, und durch Einsetzen von J in Gleichung (2.12) kann die
Kompatibilititsmatrix C ermittelt werden.

Je nach dem Materialmodell kann mit Hilfe der entsprechenden Parameter die Materialma-
trix M errechnet werden. Bei einem ebenen Element sind die Formeln fiir die Materialmatrix
im Anhang B jeweils gemdB des ebenen Spannungszustands oder des ebenen Dehnungszu-
stands zu modifizieren. Handelt es sich um ein richtungsabhingiges Material, so ist dabei
auch noch die Gleichung (2.41) zu beriicksichtigen. Die Elementsteifigkeitsmatrix wird dann,
wie bereits erwihnt, mit der Gauss-Quadratur berechnet, woraus sich die Gleichung

ng auss

K, = Zgr(gg)__nz__qgg) det(J(&,))G, (4.27)

g=1
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ergibt. Dabei ist durch &, g =1, ..., ngquss die Lage der Gausspunkte in lokalen Elementko-
ordinaten festgelegt. Mit G, sind die Gewichtungsfaktoren der einzelenen Gausspunkte ge-
kennzeichnet.

Der Vektor der adjungierten Elementknotenkréfie kann, wie bereits erwihnt, durch explizites
Ableiten der Versagensfunktion nach den Verschiebungen direkt berechnet werden. Ubergibt
man somit die adjungierten Knotenkrifte an die Schnittstelle UEL, dann werden von ABA-
QUS die adjungierten Verschiebungen A anstelle der realen Verschiebungen u geldst. Zu-
sdtzlich zur Losung der Gleichung (4.9) werden, wie bereits erwéhnt, auf der Elementeebene
die Ableitungen in Gleichung (4.13) berechnet und damit der gesuchte Gradient.

Dies bedeutet, da3 je nach der Art der Basisvariable und nach der Art des Versagenskriteri-
ums die in Abschnitt 4.5 erlduterten Ableitungen zu implementieren sind. Dabei ist zu be-
riicksichtigen, daB3 sowohl die Dimension als auch der Inhalt der dabei auftretenden Vektoren
und Matrizen von dem Typ der im Finite-Elemente-Modell verwendeten Elemente abhingen.

Neben dem erwdhnten ebenen Vierknotenelement mit linearem Verschiebungsansatz wurden
noch weitere Kontinuumselemente zur probabilistischen Analyse von Finite-Elemente-Mo-
dellen mit Hilfe der adjungierten Methode implementiert. Die folgende Tabelle gibt einen
Uberblick iiber den Implementierungsumfang hinsichtlich der verschiedenen Elementtypen.
Damit kann das Zuverlissigkeitsverfahren auf tibliche isotherme, mechanische, zwei- und
dreidimensionale Probleme mit linear-elastischem Materialverhalten angewendet werden.
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= Numerische Integration
Bezeich- Ansatzfunk- §
nung tion £ Spannungszustand Gauss- | Integrations-
hi punkte ordnung
Dreieck linear 3 ESZ | EDZ 1 vollstdndig
Dreieck quadratisch 6 ESZ | EDZ 3 vollstindig
Rechteck linear 4 ESZ | EDZ 2x2 vollstdndig
Rechteck linear 4 ESZ | EDZ 1 reduziert
Rechteck quadratisch 8 ESZ | EDZ 3x3 vollstandig
Rechteck quadratisch 8 ESZ | EDZ 2x2 reduziert
Tetraeder linear 4 rdumlich 1 vollstdndig
Tetraeder quadratisch 10 rdumlich 4 vollstindig
Keil linear 6 rdumlich 3x2 vollstindig
Keil quadratisch 15 rdumlich 7x3 volistindig
Quader linear 8 rdumlich 2x2x2 vollstdndig
Quader quadratisch 20 rdumlich 3x3x3 vollstdndig
Quader linear 8 rdumlich IxIx1 reduziert
Quader quadratisch 20 rdumlich 2x2x2 reduziert
Tabelle 2.  Implementicrte adjungierte Finite-Elemente:

EDZ = Ebener Dehnungszustand, ESZ = Ebener Spannungszustand
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5. Anwendungsbeispiele

Als Anwendungsbeispiele werden im folgenden Turbinenschaufeln behandelt. Die Daten, die
zur Modellierung einer FEM-Struktur erforderlich waren, sind von der Motoren- und Tur-
binen Union in Miinchen zur Verfiigung gestellt worden. Dabei handelt es sich um eine

Leitschaufel und eine Laufschaufel.

Die Geometrie der Schaufeln ist durch Schaufelquerschnitte definiert, die fur beide Schau-
felarten im Anhang C Wiédergegeben sind, Eine Modellierung der Schaufeleinspannung war
mit den vorhandenen Informationen fiir beide Schaufeltypen nicht méglich, diese wurde je-
doch durch geeignete Randbedingungen erfait. Turbinenschaufeln werden allgemein als un-
gekithlte Vollschaufeln oder als gekiihlte Hohlschaufeln hergestellt. Beide Schaufelformen
sollen im weiteren probabilistisch analysiert werden.

Die betrachteten Turbinenschaufeln bestehen aus einer Nickelbasislegierung und kénnen
werkstofftechnisch auf drei Arten hergestellt werden, konventionell, gerichtet erstarrt und
einkristallin. Bei einer konventionell hergestellten "Schaufel wird hinsichtlich des Herstel-
lungsprozesses kein EinfluBl auf die Ausrichtung der Kristallite im Schaufelgefiige genommen.

Gerichtet erstarrte Schaufeln werden im PrizisionsguBBverfahren hergestellt [60]. Dabei wer-
den durch eine geeignete geometrische Anordnung einer Heizung und einer Kithlung und
durch eine Relativbewegung der Heizung zum GuBkérper die ProzeBparameter , Wirme-
flurichtung®, ,,Kristallisationsgeschwindigkeit“ und ,, Temperaturgradient® vor der Fliissig-
Fest-Grenzfliche so eingestellt, daBl es zu einem gekoppelten, gerichteten Wachstum der Le-

gierungsphasen kommt,

Bei einkristallinen Turbinenschaufeln wird zusitzlich noch EinfluB auf den Beginn des Er-
starrungsprozesses genommen, bei dem zunidchst mehrere Kérner wachsen. Da diejenigen
Kdrner mit einer giinstigen Ausrichtung schneller wachsen als ungiinstig ausgerichtete, 146t
sich durch eine selektierende Guform am Anfang der Erstarrungszone erreichen, daB in den

eigentlichen Schaufelkérper nur ein Kristall hineinwéchst.

In den folgenden Beispielen sollen zum einen die implementierten Methoden miteinander
verglichen werden und zum anderen wird der EinfluB bestimmter Parameter auf die Ausfall-
wahrscheinlichkeit untersucht. In allen Beispielen soll von linear-elastischem Materialver-

halten ausgegangen werden.
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5.1 Leitschaufel ohne Kiihlung

Die betrachtete Leitschaufel ist Teil eines gegossenen Leitschaufeldrillings, wie in
Abbildung 32 gezeigt. Dieser Drilling ist wiederum Bestandteil des 5. Leitschaufelrings des
Niederdruckteils der ADP-Triebwerksturbine von MTU. Der schematische Aufbau des Leit-
schaufeldrillings ist in Abbildung 32 skizziert.

Das duflere Deckband des Drillings wird im Turbinengehiuse befestigt, die inneren Deck-
binder benachbarter Drillinge stehen dabei direkt in Beriihrung. Aufgrund der Symmetrie der
Belastung des ganzen Schauf’elringes braucht nur eine einzelne Turbinenschaufel betrachtet
zu werden. Da, wie bereits erwdhnt, fiir das innere und das duflere Deckband keine Daten
vorlagen, wurde nur das eigentliche Schaufelblatt modelliert.

dufleres
Deckband

Schaufel- A
blatt Umfangs-

richtung

Inneres
Deckband

axiale
Richtung

Abbildung 32. Schematischer Aufbau des Leitschaufeldrillings

5.1.1 Beschreibung des mechanischen Modells

5.1.1.1 Modellierung der Geometrie und der Randbedingungen

Auf der Grundlage der gegebenen Schaufelquerschnitte in Abbildung 62 in Anhang C.1
wurde eine Turbinenschaufel aus dem Leitschaufel-Dreier-Segment, wie in Abbildung 33 Teil
a) und b) gezeigt, in insgesamt 10 Elementlagen mit je 15 finiten Elementen diskretisiert. Alle
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Elemente haben einen quadratischen Verschiebungsansatz mit 20 Knoten pro Element. Das
ganze Modell umfafit 1178 Knoten und ist 170 mm lang,.

Da das duBlere Deckband fest im Turbinengehéduse fixiert wird, haben die Knoten, die in
dieser Flidche der Schaufeloberseite liegen, iiberhaupt keine Freiheitsgrade. Durch das innere
Deckband, das sich in allen Richtungen bewegen kann, jedoch weiterhin einen geschlossenen
Ring mit allen Segmenten der Schaufelstufe bilden muB, kénnen sich die Knoten, die am in-
neren Deckband liegen, nur gleichmifBig transversal verschieben, aber nicht verdrehen und
auch keine Relativbewegung zueinander ausfithren. Unter Beriicksichtigung dieser kinemati-
schen Randbedingungen verbleiben in dem Modell noch 3069 Freiheitsgrade.

Abbildung 33. Modellschaufelgeometrie

5.1.1.2 Belastung der Schaufel

Auf die Schaufel wirkt eine Druckdifferenz zwischen der Druck- und der Saugseite der
Schaufel: Hinzu kommen die Reibungskrifte des umstrémenden Gases. Die Summe dieser
beiden auf der Oberfliche verteilten Belastungen wurden von MTU in eine dquivalente Li-
nienlast umgerechnet [61], die entlang der Schaufellingsachse jeweils im Schwerpunkt eines
jeden Querschnitts der Schaufel angreift. Das Finite-Elemente-Programm ABAQUS verlangt
dagegen die Angabe von Einzelkriften, weshalb diese von MTU zur Verfugung gestellte Li-

nienlast in dquivalente Knotenkrifte umgerechnet wurde.
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Wie aus Abbildung 62 im Anhang C erkennbar, liegt der Flichenschwerpunkt der Schau-
felprofile in manchen Fillen auBerhalb des Querschnitts. Bei der Diskretisierung der Turbi-
nenschaufel wurde deshalb beriicksichtigt, dal an dem Punkt auf der Oberfliche jedes
Querschnittprofils, der dem jeweiligen Flichenschwerpunkt am néchsten liegt, ein Knoten
liegt, an dem dann ersatzweise die Einzelkrifte angreifen kénnen. '

5.1.1.3 Versagen der Schaufel

Zwischen dem inneren Deckband des Leitschau-
felrings und dem Rotor der Turbine wird ein
Spalt fret gelassen, der verhindert, dafl die mit
hoher Drehgeschwindigkeit bewegten Rotorteile
mit den feststechenden Teilen der Turbine in
Kontakt gelangen.

In den folgenden Beispielen soll angcnommen
werden, dafl Versagen der Turbinenschaufel dann
eintritt, wenn die maximale Verschiebung auf der
Schaufelriickseite in axialer Richtung der Turbine
die Breite dieses Spaltes iberschreitet, was
gleichbedeutend mit einem Anlaufen des Rotors
an den Stator ist.

Knoten 361

e L L

g 3 - 7 o ST I

Auch wenn dieses Anlaufen kein pl6tzliches Ver-
sagen zur Folge haben wird, so ist doch in einem ' ‘:1
solchen Fall mit einer Erh6hung der Schaufelbe- 351.x
lastungen durch die zusitzlichen Reibungskrifte

und daraus resultierend mit einer deutlichen Ver- Abbildung 34. Verformte Schaufel
ringerung der Lebensdauer zu rechnen.

Die maximale Axialverschiebung der kontaktgefihrdeten Rickseite der Schaufel tritt bei
diesem Finite-Elemente-Modell immer im Knoten 351 auf, der in Abbildung 34 hervorge-

hoben ist.

Die in Gleichung (2.49) definierte Versagensfunktion hat hier somit folgende Form:
g(b’ "—‘) = ASpall - u3.51,x(-l2) . (5‘1)

Hierbei ist mit Asp,, die Breite des Spaltes bezeichnet, und u;s) x ist die Verschiebung des

Knotens 351 in die als x-Achse benannte Achsenrichtung der Turbine.

72




Geitztes Bauteil - Ansicht der

Konventionell hergestellter Leitschaufeldrilling

Abbildung 35.

Hinterkanten
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3.1.2 Konventionell hergestellte Leitschaufel

5.1.2.1 Materialverhalten der konventionellen Schaufel

Die Gefiigestruktur der konventionell hergestellten Turbinenschaufel kann, wie in
Abbildung 35 zu ersehen, als isotrop angesehen werden, da sich keine einheitliche Ausrich-
tung der Kristallite ergibt. Das Materialverhalten wird bei elastischen Verformungen durch
die Werkstoffparameter Elastizitditsmodul und Querkontraktion beschrieben. Aufgrund der
Abkihlbedingungen wihrend des Erstarrungsprozesses weisen jedoch die Kanten der
Schaufel ein feinkérnigeres Gefuge auf als der dickere Mittelteil der Schaufel.

In Abbildung 35 ist dieser Effekt fur die hinteren Abstrémkanten zu sehen. In der Seiten-
ansicht einer geitzten Schaufel in Abbildung 36 kann man dies an beiden Kanten erkennen.

Abbildung 36. Geiitzte Turbinenschaufel Abbildung 37. Dreiteilung der Schaufel

5.1.2.2 Beschreibung des stochastischen Modells

Diese drei Bereiche sind recht scharf voncinander getrennt, weshalb auch das Finite-Ele-

mente-Modell entsprechend unterteilt werden kann. Die in Abbildung 37 dargestellte Un-
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terteilung ergibt sich, indem jeweils die beiden 4uBleren finiten Elemente einer jeden Ele-
menteschicht zum Kantenbereich gezdhlt werden. Bei der in Abbilduhg 36 gezeigten
Schaufel handelt es sich nach Angaben des Herstellers um Ausschufl. Im Normalfall sind
die Kantenbereiche, in denen sich ein feinkorniges Gefilge ausbildet, schmaler. Deshalb ist
es ausreichend, wenn die Kantenbereiche in der hier vorgenommenen Art gewihlt werden.

Da die Querkontraktion im allgemeinen nur sehr geringe zufillige Schwankungen aufweist,
soll dies hier ganz vernachldssigt werden. Nach Angaben von MTU hat der isotrope Elasti-
zitdtsmodul in der gegossenen Turbinenschaufel einen Erwartungswert von
#g = 191058.5 N/mm? [62]. Als Verteilung wird eine Gauss-Verteilung angenommen. Da in
den Berechnungen mit der konventionell hergestellten Turbinenschaufel ein Vergleich der
vorgestellten stochastischen Finite-Elemente-Methoden im Vordergrund steht, wurde die
Standardabweichung oz auf 5% des Erwartungswertes gesetzt, obwohl diese in Realitdt we-
sentlich kleiner ist.

In beiden Kantenbereichen kann das Material wegen des feinen Gefliges als quasi-homogen
angesehen werden. Die beiden Elastizitdtsmoduli in der Vorderkante E, und in der Hinter-
kante Ey sollen deshalb als Zufallsvariablen behandelt werden. Aufgrund der geringen An-
zahl an Kristalliten, die im mittleren Bereich von einem finiten Element umschlossen werden,
kann hier nicht mehr von einer Homogenitit ausgegangen werden, weshalb in diesem Teil
der Schaufel der Elastizitdtsmodul als Zufallsfeld E,{(x) behandelt werden soll.

Fiir das stochastische Netz wird die gleiche Diskretisierung verwendet wie fir das mechani-
sche Netz. Dies bedeutet, daB in jedem finiten Element der Elastizititsmodul einen Wert
einnimmt, der zufillig von dem in einem benachbarten Element abweichen kann. Da die
Elastizitdtsmoduli in Nachbarelementen nicht unabhingig voneinander sind, wurde eine li-
neare Korrelationsstruktur nach Gleichung (2.52) zugrunde gelegt. Die Korrelationstruktur
wird als isotrop angenommen, d.h. es gilt /=l =l =l Bei der Korrelationslinge

wurde mit /, = 10 mm gerechnet.

Das stochastische Modell dieses Rechenbeispiels umfafit mit den Elastizitdtsmoduli in den
beiden Kanten und den Feldelementen des mittleren Bereiches insgesamt 112 Basisvariablen.

5.1.2.3 Darstellung der Ergebnisse

Zur stochastischen Analyse wurden alle im vorangegangenen Kapitel erlduterten probabili-
stischen Verfahren herangezogen. In Abbildung 38 sind die Ergebnisse der Monte-Carlo-
Simulationen ,MCS*, des Antwortflichenverfahrens und der Zuverlidssigkeitsmethode erster
Ordnung ,,FORM?* dargestellt, Bei den Antwortflichenverfahren wurde sowohl das Verfah-
ren von L. Faravelli ,RSM (Faravelli)“, als auch das modifizierte Verfahren ,,RSM (ge-
blockt)* verwendet.
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Abbildung 38. Gauss-Plot fiir die konventionell hergestellte Turbinenschaufel

In Abbildung 38 ist nicht die Ausfallwahrscheinlichkeit P, sondern ,,— = ®~!'(P)* uber
der Spaltbreite Agpq, aufgetragen. Dabei sind nur kleine Ausfallwahrscheinlichkeiten be-
riicksichtigt. Bei dieser als Gauss-Plot bezeichneten Auftragungsform wird zum einen die
Gauss-Verteilung leichter erkennbar, da sich die aufgetragenen Ergebnisse dann als Gerade
abbilden, zum anderen werden die besonders interessanten kleinen Ausfallwahrscheinlich-
keiten besser hervorgehoben. Wie man erkennt, ist die Annahme einer Gauss-Verteilung fur
die Antwortgrofle uss;  in diesem Beispiel ndherungsweise gerechtfertigt.

Fir die 1000 Monte-Carlo-Simulationen sind in Abbildung 38 nicht nur die Erwartungs-
werte nach Gleichung (3.2) als durchgezogene Linie aufgetragen, sondern gepunktet auch
das + 3o0-Streuband nach Gleichung (3.3). An dem starken Auffichern des Streubandes fiir
kleine Ausfallwahrscheinlichkeiten ist deutlich zu erkennen, dal die Ergebnisse der Monte-
Carlo-Simulationen in diesem Bereich nicht mehr zuverléssig sind.

Die besondere Behandlung von Zufallsfeldern bei dem Antwortflichenverfahren von Fara-
velli bewirkt in diesem Beispiel, daf} in das Antwortflichenmodell nur die drei ZufallsgroBen
Ey, E); und Ey eingehen. Nach Myers [63] besteht der zentral zusammengesetzte Ver-
suchsplan fur dieses Beispiel aus 23 Versuchen, wobei 9 im Zentrum des Versuchsbereiches
liegen.

Wie bereits erwihnt, ist eine Wiederholung des ganzen Versuchsplans erforderlich. Fiir die
in Abbildung 38 unter ,,RSM (Faravelli)* gezeigten Ergebnisse wurde der Versuchsplan 10
mal durchgefiihrt, d.h. es waren insgesamt 230 Finite-Elemente-Analysen erforderlich. Das
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Abbildung 39. Konvergenzverhalten des Antwortflichenverfahren nach Faravelli

Konvergenzverhalten der Ergebnisse des Antwortflichenverfahrens nach Faravelli ist fur
bestimmte Anzahlen an Versuchsplandurchfihrungen in Abbildung 39 dargestellt. Dabei ist
fur alle Versuchsplandurchfiihrungen das Ergebnis der Analyse bei Agp,, = 1.21 mm hervor-
gehoben,

Da bei dem modifizierten Verfahren in der ersten Durchfihrung des Versuchsplans nur die
Erwartungswerte ohne Uberlagerung értlicher Streuungen verwendet werden, sind mehrfa-
che Versuche im Zentrum des Versuchsplans nicht sinnvoll, daraus wiirden jedesmal identi-
sche Ergebnisse resultieren. Fiir das modifizierte Antwortflichenverfahren wurde somit nur
mit einem Zentrumspunkt gerechnet, weshalb der ganze Versuchsplan 15 Versuche umfaft.
Da die Wiederholungen des Versuchsplans unter Einbeziehung der értlichen Streuungen nur
der Ermittlung der Statistik des Fehlerterms ¢ dienen, waren 3 zusitzliche Durchfihrungen
des Versuchsplans ausreichend, so daBl im ganzen 60 Finite-Elemente-Analysen erforderlich

waren.

Die gezeigten FORM-Resultate wurden sukzessive mit Hilfe der Gleichung (3.45) bestimmt.
Dabei waren bei der ersten Zuverléssigkeitanalyse 3 Iterationsschritte zur Auffindung des
Designpunktes erforderlich; fiir alle weiteren wurden nur noch 2 Iterationen benétigt.

Wie man in Abbildung 38 erkennt, werden durch das modifizierte Antwortflichenverfahren
und durch die Zuverldssigkeitsmethode erster Ordnung die ,,wahren” Verhiltnisse der Mon-
te-Carlo-Simulationen am besten wiedergegeben. Wie zu erwarten, sind bei dem Antwort-
flichenverfahren von Faravelli verniinftige Ergebnisse erst zu erwarten, wenn der ganze
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Versuchsplan hinreichend oft wiederholt wurde. Es ist nicht auszuschlieBen, daB nach zu-
sdtzlichen Wiederholungen eine weitere Verbesserung der Resultate eintreten kann, wobei
allerdings die ohnehin schon recht grofie Anzahl an Finite-Elemente-Analysen deutlich

steigt.

In Tabelle 3 ist der Rechenaufwand, der bei den einzelnen Methoden zur Bestimmung der
gezeigten Ergebnisse erforderlich war, aufgelistet. Dabei ist es Uiblich, nicht die CPU-Zeit zu
vergleichen, sondern die Anzahl der Finite-Elemente-Analysen.

Methode informationsmenge FE-Aufrufe G;aljfftz};en Reif)z::;luﬁ
FORM 10 Punkte 21 21 84
RSM (Faravelli) ganze Verteilung 230 - 230
RSM (geblockt) ganze Verteilung 60 - 60
Monte-Carlo ganze Verteilung {000 - 1000

Tabelle 3.  Rechenaufwandvergleich: Gegeniiberstellung der Verfahren in Abbildung 38

Bei dem Zuverldssigkeitsverfahren FORM ist dabei zu beachteten, daB in einem Iterations-
schritt zur Auffindung des Designpunktes eine Finite-Elemente-Analyse zur Lésung des
»realen” Problems in Gleichung (2.31) und die Bestimmung des Gradienten, d.h. die Lésung
der Gleichungen (4.9) und (4.13), enthalten ist. Die Berechnung des Gradienten ist aufwen-
diger als eine ,reale“ Finite-Elemente-Rechnung und dauert ungefihr drei mal so lang. Dies

ist in Tabelle 3 entsprechend beriicksichtigt.

Aus dieser Tabelle geht hervor, daB hinsichtlich des Rechenaufwandes das modifizierte
Antwortflichenverfahren und die Zuverldssigkeitsmethode erster Ordnung am geeignetsten
sind. Fiir FORM wiirde dies noch deutlicher, wenn die Analysen auf den wichtigen Bereich

sehr kleiner Ausfallwahrscheinlichkeit beschrinkt worden wiren.

5.1.3 Gerichtet erstarrte Leitschaufel

5.1.3.1 Materialverhalten der gerichtet erstarrten Schaufel

Das Materialverhalten gerichtet erstarrter Werkstoffe ist ein Sonderfall der Anisotropie, der

auch als transversale Isotropie bezeichnet wird. Diese Werkstoffe zeigen isotropes Verhalten
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in jeder Ebene senkrecht zur Wachstumsrichtung des Korngefiiges. Diese Ebenen werden
deshalb auch als Ebenen der Isotropie genannt.

Gemif der in [64] angegebenen Notation werden gerichtet erstarrte Materialien durch finf
unabhéngige Konstanten beschrieben. Die Parameter E;, v; und G, beziehen sich auf die
Orientierung senkrecht zu den Ebenen der Isotropie, d.h. auf die Wachstumsrichtung der
Erstarrung. Die Wachstumsrichtung ist die z’-Achse des Werkstoffachsensystems. Die Pa-
rameter E, und v, beschreiben das Materialverhalten innerhalb der Ebenen der Isotropie.
Diese Ebenen werden durch die Achsen x' und y' aufgespannt. Nach [65] sind diese elasti-
schen Konstanten gegeben durch ‘

E, = 125.1 GPa

v, = 0.391

G, = 118.6 GPa (5.2)
E, = 166 GPa

v, = 0.143 .

Wie im Abschnitt 2.1.5 erldutert, wird die Lage des Werkstoffachsensystems relativ zum
Bauteilachsensystem durch die Euler-Winkel ¢, 6 und x beschrieben, die in Abbildung 4
dargestellt sind. Dabei wird die Lage der Wachstumsrichtung z' durch die beiden Winkel ¢
und 6 festgelegt. Da jede Ebene senkrecht dazu eine Ebene der Isotropie ist, spielt der Win-
kel k, der die Orientierungen innerhalb solcher Ebenen beschreibt, bei gerichtet erstarrten

Materialien keine Rolle.

In den Gleichungen (B.2) im Anhang ist die Materialmatrix M’ wiedergegeben, die sich aus
den genannten Werkstoffkonstanten ergibt, ihre Umrechnung in das B‘auteilachsensystem 1st
durch Gleichung (2.41) beschrieben.

5.1.3.2  Beschreibung des stochastischen Modells

Wie in dem vorangegangenen Beispiel sollen die Querkontraktionen als deterministisch be-
trachtet werden. Die anderen Materialparameter sollen aus Mangel an geeigneten Daten
wiederum als normalverteilt angenommen werden,

Es ist leicht einzusehen, dafl auch die beiden Orientierungswinkel im Herstellungsprozef3
nicht genau reproduziert werden kénnen, sondern Zufallsgréfien sind. Die Ergebnisse von
Messungen dieser Winkel sind in [66] beschrieben und werden in den folgenden Abbildun-
gen dargestellt:
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Fiir den Drehwinkel ¢ gibt es im Erstarrungsprozess keine Vorzugsrichtung. Deshalb kann
die Verteilung dieses Winkels als Gleichverteilung angenommen werden. Die Ergebnisse der
Messungen in Abbildung 40 bestitigen dies. Aufgrund von Symmetrieeigenschaften des
kubischen Kristalls miissen die Verteilungsgrenzen mit 0° und 90° festgelegt werden. Der
Erwartungswert liegt somit bei p, = 45°. '

Bei dem Neigungwinkel 6 kann der angestrebte Idealfall § =0° theoretisch nie erreicht
werden, da wihrend des Erstarrungsvorgangs immer Stérungen auftreten konnen, die eine
Abweichung der z'-Achse bewirken. Ebenso werden grofle Abweichungen mit
zunehmendem 6 immer seltener aufireten. Die statistische Verteilung des Winkels 8 wird
durch eine Lognormalverteilung beschrieben, was mit den Messungen, dargestellt in Abbil-

dung 41, Gibereinstimmt.

Wie aus Gleichung (3.21) zu erkennen ist, treten bei der Lognormal-Verteilung die Groflen
A und ¢ als Verteilungsparameter auf. Diese wurden nach der Maximum-Likelihood-Me-
thode auf der Basis der Daten aus Abbildung 41 zu 1 =4.479° und ¢ = 0.744 ermittelt.
Daraus ergibt sich ein Erwartungswert von uy = 5.906°.

In den folgenden Beispielen sollen sowohl die elastischen Konstanten als auch die Orientie-
rungswinkel als Zufallsfelder betrachtet werden. Bei der Behandlung der konventionell her-
gestellten Schaufel wurde bereits angedeutet, dafl das stochastische Modell bei Materialpa-
rametern und damit auch die Korrelationsstruktur entsprechender Zufallsfelder mit den Ge-
fligeeigenschaften gekoppelt ist. Dies gilt im besonderen Mafle fiir die hier behandelten ge-
richtet erstarrten Werkstoffe, bei denen die Kérner in Erstarrungsrichtung eine wesentlich

groflere Ausdehnung besitzen als quer dazu.

Nimmt man an, daf} die Werkstoffparameter innerhalb eines Korns rdumlich konstant sind,
dann werden strcuende MaterialgréBen innerhalb eines Korn durch Zufallsvariablen be-
schrieben. Die Materialeigenschaften an zwei Punkten x; und x; innerhalb eines Korns sind
mit p; = 1 korreliert. In einem Nachbarkorn werden die Materialgrofien nicht vollig andere

80




Werte einnehmen, aber mit Uberschreiten der Korngrenze wird sich im allgemeinen eine
zufillige Veranderung der Materialparameter einstellen. Uber eine gréBere Anzahl an Kor-
nern hinweg wird die Korrelation der Materialeigenschaften immer schwécher.

Die Korrelation zwischen den Materialeigenschaften an zwei beliebigen Punkten x; und x;
wird somit davon beeinflult, wieviele Korngrenzen zwischen diesen Punkten liegen, d.h. wie
fein- bzw. grobkornig das Geflige zwischen x; und x; ist. Durch die Gefligestruktur ist somit
fur alle Materialparameter eine einheitliche Korrelationsstrukur bestimmt.

Fir diese einheitliche Korrelationsstruktur wird wieder eine Korrelationsfunktion nach
Gleichung (2.52) zugrunde gelegt. Da die Kérner aber in Lingsachsenrichtung der Turbi-
nenschaufel gestrecki sind, kann die Korrelationsstruktur nicht mehr als isotrop angenom-
men werden. In axialer Richtung muB die Korrelationslinge daher wesentlich grofer sein,
als in einer Richtung quer dazu. Die Korrelationslinge in Schaufellingsrichtung wird hier
mit /, , = 850 mm angenommen, was der flinffachen Linge des FEM-Modells der Schaufel
entspricht. Innerhalb der Ebenen der Isotropie soll auch die Korrelationsstruktur isotrop
sein, d.h. es soll gelten /; =/, , = l,. Fir das folgende Beispiel wurde mit /, =20 mm ge-
rechnet, was ungefihr der Hilfte der mittleren Schaufelbreite entspricht.

5.1.3.3 Einflup der Verteilungsparameter der Werkstoffkonstanten

Im Beispiel mit der konventionell hergestellten Turbinenschaufel wurden die Werkstoffpa-
rameter in Ermangelung geeigneter Daten als gaussverteilt mit einer Standardabweichung
von 5% des Erwartungswertes angenommen, d.h. mit einem Variationskoeffizienten von
0 = o/u =0.05. Da auch fiir die gerichtet erstarrte Schaufel fiir die Variationskoeffizienten
keine Werte vorlagen, soll der EinfluB dieses Verteilungsparameters auf die Zuverldssig-

keitsanalyse untersucht werden.

Bei den gestrichelten Kurven in Abbildung 42 wurde der Variationskoeffizient jeweils einer
der ZufallsgroBen E), G, und E, variiert, die betreffenden anderen sind dabei auf 5% fest-
gehalten worden. Die durchgezogene Kurve ergibt sich, wenn die Variationskoeffizienten
aller ZufallsgréBen gleichzeitig verindert werden. Bei diesen Berechnungen wurden die sto-
chastischen Eigenschaften der Orientierungswinkel ¢ und 6 zunichst aufler acht gelassen
und diese Winkel als deterministisch behandelt.

Die dargestellten Ergebnisse sind mit dem NESSUS-Verfahren ermittelt worden [44]-[46],
das im Abschnitt 3.4.2 erwidhnt ist. Dabei wurde die Ausfallwahrscheinlichkeit mit
Pr=10"% vorgegeben und diejenige Spaltbreite Aspar als Versagensgrenze ermittelt, die zu
dieser Ausfallwahrscheinlichkeit fiihrt.

In Abbildung 42 ist die Spaltbreite nicht absolut, sondern relativ zur nominellen Verschie-
bung uss) , aufgetragen. Das ist die Verschiebung der Schaufelspitze, die sich bei einer rein
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Abbildung 42. EinfluB der Variationskoeffizienten: Die Ausfallwahrscheinlichkeit wurde auf
1074 festgelegt.

deterministischen Betrachtungsweise ergibt, d.h. wenn alle EingangsgroBen ihren Erwar-
tungswert als Nominalwert einnehmen. Die gezeigten Ergebnisse sind so zu interpretieren,
um wieviel Prozent die Spaltbreite groBer sein mufl als die nominelle Schaufelauslenkung

u3s)x, damit die Ausfallwahrscheinlichkeit den vorgegebenen Wert von Pr= 10~* nicht
Uiberschreitet.

Wie zu erwarten, geht die relative Spaltbreite (Aspay — Unom)/Unom gegen Null, wenn alle Va-
riationskoeffizienten gegen Null gehen, das Problem also deterministisch wird. Dabei kann
der Fall o/u = 0 selbst nicht berechnet werden, da zum einen die Gleichung (2.57) der Na-
taf-Transformation singuldr wird. Zum anderen kann es im rein deterministischen Fall keine
Ausfallwahrscheinlichkeit von Py= 10" geben, da diese dann entweder 0 oder 1 ist.

Die Ergebnisse in Abbildung 42 zeigen ferner, daf die Streuung von E, keinen Einfluf} be-
sitzt. Diese ZufallsgréBe kann somit als deterministisch angesehen werden, ohne das Ergeb-
nis zu verdndern. Dieses Resultat soll bei der folgenden Untersuchung des Einflusses der
Korrelationsldnge /, beriicksichtigt werden. Die Streuung des Elastizitdtsmoduls E,; tibt da-
gegen einen dominanten Einfluf} auf die Ergebnisse der Zuverlissigkeitsanalyse aus.

5.1.3.4 Einflup der Korrelationslinge der Zufallsfelder

Da auch fiir die Korrelationslinge der Zufallsfelder keine Angaben vorliegen, soll im fol-
genden der EinfluB dieser Grofle auf die Ausfallwahrscheinlichkeit ermittelt werden. Die
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Abbildung 43. Abhiingigkeit der Ausfallwahrscheinlichkeit von der Korrelationslinge

Streuung des Elastizititsmoduls E, kann, wie gezeigt, vernachléssigt werden. In diesem Fall
sollen jedoch die Orientierungswinkel ¢ und 6 mit einbezogen werden, so daf das stocha-
stische Modell 600 Basisvariablen enthalt.

In Abbildung 43 ist die Korrelationslinge innerhalb der Ebenen der Isotropie variiert wor-
den, die Korrelationslinge in z-Richtung [, , ist dabei auf dem genannten Wert Konstant
geblieben. Die Spaltbreite wurde auf den Wert Agp,, = 1.45 mm gesetzt. Die Rechnungen
wurden mit dem Zuverldssigkeitsverfahren erster Ordnung (FORM) und dem modifizierten
Antwortflichenverfahren (RSM) durchgeflihrt.

Bei diesen Berechnungen wurde das Ergebnis der FORM-Analyse bei der Durchfithrung des
Antwortflichenverfahrens ausgenutzt und das Zentrum des Versuchsplans genau auf den
Designpunkt gelegt. Dadurch kann die Versagensgrenzfliche durch das Antwortfldchenver-
fahren in dem Bereich am genauesten erfalit werden, der fiir das Versagen ausschlaggebend
ist. Ohne dies in jedem der folgenden Beispiele extra zu erwdhnen sei hier nur angemerkt,
daf} dies grundsitzlich gemacht wird, wenn, wie in diesem Beispiel beide Analyse-Verfahren

angewendet werden.

Die Berechnung kann im Prinzip mit jeder Korrelationslinge { = l, x = ly,, Vvorgenommen
werden. Es ist allerdings nicht sinnvoll, wenn diese gréBer wird als die Korrelationsldnge in
z-Richtung, denn in Richtung der Erstarrung ist die Korrelation sicher stirker als senkrecht

dazu. Wie in Abbildung 43 zu erkennen, dndert eine VergroBerung der Korrelationslinge
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Uiber diese Grenze der funffachen Schaufellinge hinaus die Ergebnisse ohnehin nur noch

geringfugig.

Ein Vergleich der Ergebnisse der beiden verwendeten Berechnungsverfahren untereinander
zeigt, daf3 diese im Bereich grofler Korrelationsldngen sehr gut iibereinstimmen. Bei kleineren
Korrelationslidngen ergeben sich jedoch Abweichungen. Dies konnte daran liegen, dafl miit
kleinerer Korrelationslinge die Versagensgrenzfliche stdrker gekrimmt ist, was mit dem

Zuverldssigkeitsverfahren erster Ordnung nicht erfafit werden kann.

Trotz der Abweichung der Ergebnisse der beiden Berechnungsverfahren lassen sich aus den
Resultaten zwei Folgerungen ableiten. Zum einen steigt die Ausfallwahrscheinlichkeit mit
zunehmender Korrelationsldnge an. Dies liegt an der Art des gewidhlten Versagenskriteriums.
Das Verschiebungskriterium ist ein globales Versagenskriterium, d.h. die Verformungen in
allen Teilbereichen der Turbinenschaufel summieren sich zur Gesamtverschiebung an der

Schaufelspitze auf.

Wenn die genannten Materialkennwerte und -oriéntierungen an einer Stelle ungiinstige
Werte einnehmen, so dafl dem Verformungsverhalten ein geringerer Widerstand entgegen
gesetzt wird, dann ist es bei einer sehr kleinen Korrelationslinge moglich, dal diese lokale
Schwachstelle an einem anderen Punkt durch ein zufillig steiferes Verhalten wieder ausge-
glichen wird. D.h. in das globale Versagensverhalten geht bei dem Verschiebungskriterium

eine Mittelung lokaler Effekte ein.

Mit zunehmender Korrelationsldnge vereinheitlicht sich das stochastische Verhalten der
Feldelemente untereinander. Wie bereits im Abschnitt 2.2.3.2 erldutert, kann das stochasti-
sche Verhalten eines Zufallsfeldes fiir den Grenzfall einer unendlichen Korrelationslidnge
durch eine Zufallsvariable beschrieben werden. Kommt es in einem solchen Fall zu einer
Ausbildung ungiinstiger Materialkennwerte und -orientierungen, dann gilt dies fiir das ganze
Bauteil, was sich entsprechend negativ auf das globale Bauteilverhalten und damit auf die

Ausfallwahrscheinlichkeit niederschligt.

Eine weitere Folgerung aus den in Abbildung 43 gezeigten Ergebnissen ist, daf} die Korre-
lationslidnge einen deutlichen Einflul auf die Ausfallwahrscheinlichkeit besitzt. Bei den fol-

genden Beispielen soll dieser Einfluf deshalb jeweils beriicksichtigt und untersucht werden.
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5.1.4 Einkristalline Leitschaufel

5.1.4.1 Materialverhalten der einkristallinen Schaufel

Der Einkristall der genannten Nickelbasislegierung bildet eine kubisch-flichenzentrierte
Kristallstruktur, dessen linear-elastisches Materialverhalten gemiB Nye [67] durch die drei
Materialkonstanten S;;, S;, und S, beschrieben wird. Diese Konstanten kénnen mit Hilfe
eines akustischen Verfahrens experimentell bestimmt werden. Nach [62] ergeben sich daraus

fir eine Nickelbasislegierung die Werte,

2
-6 mm
S” - 7.99'10 T

2
S, = —3.12:107° % (53)

2
- .o~ om

S4u = 8.44:10 N
Diese Werte beziehen sich auf das lokale Werkstoffachsensystem eines Kristalls x’, y', 2, die
zugehorige Materialmatrix ist in den Gleichungen (B.3) im Anhang wiedergegeben. Wie bei
einem gerichtet erstarrten Material wird das Materialverhalten einer einkristallinen Turbi-

nenschaufel somit auch noch durch die Orientierungswinkel ¢, 8 und k beeinflufit. Im Ge-

Abbildung 44. Lage des Einkristalls in Abhiingigkeit der Euler-Winkel
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gensatz zur gerichteten Erstarrung besteht jedoch eine Abhingigkeit der Materialeigen-
schaften des kubischen Einkristalls vom Winkel x, wie in Abbildung 44 zu erkennen.

5.1.4.2 Beschreibung des stochastischen Modells

Wiirde die ganze Leitschaufel aus einem einzigen idealen Kristall bestehen, dann wéren alle
Materialparameter und die Orientierungen des Kristalls ortsunabhéngige Zufallsvariablen.
Dies entspricht jedoch nicht der Realitit. Die Bildung von Korngrenzen kann zwar weitge-
hend unterdriickt werden, trotzdem entsteht durch verschiedene Einfliisse des Herstellungs-

prozesses kein idealer Einkristall.

Aus [68] ist ersichtlich, daB die Gefligestruktur einer Nickelbasislegierung fiir Turbinen-
schaufein Inhomogenitidten aufweist. Nach Angaben des Herstellers [61] kann es zur Bil-
dung von Subkorngrenzen in Schaufellingsachenrichtung kommen, die zu einer Ortsabhin-
gigkeit der Kristallorientierungen fithren. Der Grund fiir diese Stérungen in der Orientierung
kann darin liegen, daB bei dem Erstarrungsprozef eine vollig ebene Fest-Fliissig-Grenzfliche
angestrebt wird, diese jedoch aufgrund der komplexen Geometrie und dem damit verbunde-
nen inhomogenen Temperaturfeld nicht exakt erreicht werden kann [60].

Aufgrund der vorgenannten Gefilgeverhiltnisse sollen als ZufallsgroBen die Materialpara-
meter Sy, S)3, und Sy und Orientierungswinkel ¢, 8 und k auftreten. Die Materialkon-
stanten werden als Zufallsvariablen behandelt, die wiederum in Ermangelung geeigneter
Daten als gaussverteilt angenommen werden. Die Erwartungswerte gehen aus Gleichung
(5.3) hervor, die Standardabweichungen werden willkiirlich auf 5% des jeweiligen Erwar-

tungswertes festgelegt.

Fir die Verteilung der Orientierungswinkel werden die Angaben des vorangegangenen Bei-
spiels tibernommen. Alle Orientierungswinkel sollen als Zufallsfelder behandelt werden. Zur
Beschreibung der Korrelationsstruktur wurde eine lineare, aber anistrope Korrelationskoef-

fizientenfunktion nach Gleichung (2.52) angenommen.

Der starken Korrelation in Schaufellingsachse wird hier dadurch Rechnung getragen, daf3
die Korrelationslinge [, , mit dem 5-fachen der Schaufellinge angesetzt wird. Obwohl es in
einem Einkristall keine Ebenen der Isotropie gibt, erscheint es trotzdem sinnvoll, hinsichtlich
der Korrelationsstruktur zwischen den beiden Richtungen senkrecht zur Wachstumsrichtung

keinen Unterschied zu machen, d.h. es soll gelten l x =l y = /.

Das stochastische Netz soll auch in diesem Beipiel identisch mit dem mechanischen Netz der
finiten Elemente sein. Mit den drei Zufallsvariablen der Materialkonstanten und den je 150
Feldelementen der drei Zufallsfelder enthilt dieses stochastische Modell somit insgesamt 453

Basisvariablen.
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Abbildung 45. Gauss-Plot fiir die einkristalline Leitschaufel

5.1.4.3 Darstellung der Ergebnisse

In Abbildung 45 sind die Ergebnisse der Zuverldssigkeitsanalyse der einkristallinen Turbi-
nenschaufel in Abhingigkeit der Spaltbeite As,y, dargestellt. Wegen der groflen Anzahl an
Rechenldufen, die bei dem Monte-Carlo-Verfahren und bei dem Antwortflichenverfahren
nach Faravelli zu erwarten sind, wurden zur Auswertung nur das modifizierte Antwortfli-
chenverfahren und die Zuverldssigkeitsmethode erster Ordnung (FORM) verwendet. Die
Korrelationslinge fur die Korrelation in der xy-Ebene wurde hier mit /, = 20 mm ange-

nommen.

Die Auswertung der Antwortfliche durch Simulationen erfolgte zum einen mit der rein
quadratischen Antwortfliche (,RSM (quadratisch)*), zum anderen mit der nach
Abschnitt 3.3.3.5 korrigierten Antwortfliche, die auflerhalb des Versuchsbereiches durch
eine Linearisierung am Rand des Versuchsbereiches beschrieben wird (,,RSM (Randlin.)“).
Dabei wurde ein Versuchsplan verwendet, dessen Zentrum in dem Designpunkt liegt, der
sich als Ergebnis der Zuverldssigkeitsmethode erster Ordnung bei Ag,,y = 1.5 mm ergab. In-
folgedessen ist auch die gréﬁte Ubereinstimmung aller gezeigten Ergebnisse bei dieser

Spaltbreite zu finden.

In Abbildung 45 ist der minimale und der maximale Wert gekennzeichnet, der im Rahmen

des Antwortflichenverfahrens innerhalb des Versuchsbereiches beobachtet wurde. Dies be-
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deutet, dafl die Ergebnisse auBerhalb des gekennzeichneten Intervalls auch auBerhalb des
Versuchsbereiches lagen und somit ungenau sein kénnen.

Fiir Ausfallwahrscheinlichkeiten gréBer als 20% weichen die FORM-Resultate von denen
des Antwortflichenverfahrens zunehmend ab. Dies liegt jedoch nicht an den Ungenauigkei-
ten einer Methode, sondern an denen beider Verfahren. Zum einen liegen die Antwortflach-
energebnisse auBerhalb des Versuchsplans, zum anderen ist bereits bei der Erlduterung der
Grundlagen der Zuverldssigkeit erster Ordnung erwihnt worden, daf sie nur bei sehr kleinen
Ausfallwahrscheinlichkeiten von weniger als 10genauere Ergebnisse liefert.

Im Bereich weit auBerhalb des Versuchbereiches liegen die Resultate des Antwortfldchen-
verfahrens mit der Randlinearisierung zwischen den FORM-Ergebnissen und denen des
Antwortflichenverfahrens ohne die Randlinearisierung. Dies war zu erwarten, da die teil-
weise Linearisierung ein Zwischending zwischen der reinen Linearisierung bei FORM und

der rein quadratischen Betrachtung darstellt,

Method Infi . FE-Aufouf Gradienten | Rechenauf-
0 t - ufe
e e nformationsmege Aufr Aufrufe wand
FORM 9 Punkte 81 81 324
RSM ganze Verteilung 154 - 154
Tabelle 4.  Rechenaufwandvergleich: Gegeniiberstellung der Verfahren in Abbildung 45

Der Rechenaufwand, der zur Ermittlung der in Abbildung 45 gezeigten Ergebnisse erfor-
derlich war, ist in Tabelle 4 fur die beiden verwendeten Verfahren gegeniiber gestellt. Da das
Antwortflichenverfahren wie alle Simulationsverfahren die ganze Verteilungsfunktion mit
einer Analyse bereitstellt, ist es dem Zuverldssigkeitsverfahren erster Ordnung iberlegen,

wenn der Versagensgrenzwert als Auftragungsparameter dient.

Dies dndert sich, wenn ein anderer Parameter variiert wird, wie z.B. in Abbildung 46 die
Korrelationslinge /, in der x,y-Ebene. Die Spaltbreite wurde fur die Untersuchung des Ein-
flules dieser Korrelationslidnge auf Aspaie = 1.5 mm gesetzt.

Da in diesem Fall fiir jeden Wert der Korrelationsldnge bei allen Verfahren eine vollstindige
Analyse durchgefiihrt werden muf, braucht die Zuverldssigkeitsmethode erster Ordnung
insgesamt weniger Rechenzeit als das Antwortflichenverfahren, wie Tabelle 5 belegt.
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Gradiente Rechenauf-
Methode Informationsmenge | FE-Aufrufe ;auf’:u'}e 4 wand f
FORM 7 Punkte 78 78 312
RSM 7 Punkte 1078 - 1078
MCS 2 Punkte 5500 - 5500
Tabelle S.  Rechenaufwandvergleich: Gegeniiberstellung der Verfahren in Abbildung 46

Aus Abbildung 46 geht hervor, daB deutliche Abweichungen zwischen den Ergebnissen der
Zuverldssigkeitsmethode (FORM) und denen des Antwortflichenverfahrens (RSM) vorlie-
gen. Dies betrifft sowohl die absoluten Werte als auch die Tendenz der Ergebnisse.

Zur Kontrolle dieser Ergebnisse wurden bei /, = 10 mm und /, = 300 mm Monte-Carlo-Si-
mulationen (MCS) durchgefiihrt. Die Monte-Carlo-Simulationen bei /, = 300 mm lassen
keine SchluBfolgerung zugunsten einer der beiden Niaherungsmethoden zu. Bei [, = 10 mm
deutet ein Vergleich der Ergebnisse jedoch eher darauf hin; daB die FORM-Ergebnisse ge-
nauer sind. Zudem bestétigen die Monte-Carlo-Simulationen die im vorangegangenen Bei-
spiel erliuterte Tendenz steigender Ausfallwahrscheinlichkeit mit zunehmender Korrela-
tionsldnge. Warum das Antwortflichenverfahren diese Tendenz nicht wiedergibt, konnte
nicht festgestellt werden. Die Effizienz der beiden Niherungsverfahren, insbesondere des
Zuverldssigkeitsverfahrens erster Ordnung, wird an diesem Beispiel besonders deutlich, da
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Abbildung 46. EinfluB der Korrelationskinge [, bei Agpq; = 1.5 mm
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zur Durchfihrung dieser Monte-Carlo-Simulationen insgesamt 5500 Finite-Elemente-Ana-
lysen erforderlich waren (siehe Tabelle 5).

Ein Vergleich mit Abbildung 43 zeigt jedoch, daB beide Verfahren den EinfluB der Korrela-
tionsldnge auf die Ausfallwahrscheinlichkeit nicht so stark einschitzen, wie dies bei der ge-
richtet erstarrten Leitschaufel der Fall ist. Dies liegt zum einen daran, dafl das Verhalten ei-
ner einkristallinen Schaufel ganz allgemein Unterschiede gegeniiber dem einer gerichtet er-
starrten Schaufel zeigen kann. In diesem Fall macht sich jedoch sicher auch die Tatsache
bemerkbar, daB bei der einkristallinen Turbinenschaufel die Materialparameter als Zufalls-
variablen nicht von der Korrelationslinge beeinfluBlt werden.

Fir die Berechnung bei einer Korrelationsldnge von fj x = ly, = 50 mm wurde bei dem Zu-
verldssigkeitsverfahren erster Ordnung die beiden Iterationsverfahren zur Auffindung des
Designpunktes in ihrem Konvergenzverhalten miteinander verglichen. Es ist bekannt, daf3
das HL-RF-Verfahren nach Gleichung (3.34) mit dem Schrittweitenfaktor A, = 1 nur lang-
sam und nicht sehr zuverlédssig konvergiert [40][41].

Dies war auch bei der Berechnung mit der genannten Korrelationslinge der Fall. Wie in ei-
ner logarithmischen Auftragung in Abbildung 47 zu erkennen, stellte sich zwar scheinbar fur
die Ausfallwahrscheinlichkeit eine Konvergenz ein, die Versagensfunktion, die im Design-
punkt null sein muB, steigt jedoch ab dem sechsten Iterationschritt stetig wieder an, anstatt
gegen null zu konvergieren. Ebenso nimmt die Gesamtschrittlinge r®*+ 1 — r® nach Glei-
chung (3.33) von einem Iterationspunkt zum darauffolgenden ab dem sechsten Schritt wieder
zu.

Bei dem modifizierten HL-RF-Verfahren stellt sich dagegen in der Tat ein Konvergenzver-
halten ein, wie in Abbildung 48 dargestellt. Der Wert der Versagensfunktion geht kontinu-
ierlich gegen null und die Schrittlinge nimmt stetig ab, woraus zu erkennen ist, daB} die Ite-
ration sich langsam dem Designpunkt néhert. In diesem Fall waren die KonvergenzKriterien
nach der zehnten Iteration erfiillt.

Ohne dies in jedem Fall einzeln zu belegen, sei hier nur erwidhnt, dal das modifizierte HL-
RF-Verfahren in allen durchgefiihrten Vergleichsrechnungen sicherer und schneller konver-
gierte. Alle in der vorliegenden Arbeit gezeigten Ergebnisse der Zuverldssigkeitsmethode er-
ster Ordnung wurden mit Hilfe dieses Iterationsverfahrens erstellt.
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5.2 Einkristalline Leitschaufel mit Kiihlkanal

Die Turbinenschaufeln der ersten Schaufelringe einer Triebwerksturbine sind hinsichtlich der
Strémungsgeschwindigkeit und der Temperatur besonders hohen Belastungen ausgesetzt.
Diesen Belastungen wird durch zwei Mafinahmen entgegen gewirkt. Zum einen werden die
Schaufeln als Hohlschaufeln ausgefiihrt und im Betrieb gekiihlt, zum anderen werden sie aus
einkristallinem Material gefertigt, dessen Gefligestruktur auch bei hohen Temperaturen sta-
bil ist.

Die Herstellung von Hohlschaufeln erfolgt bei gegossenen Schaufeln durch das Einlegen ei-
nes GufBlkerns in die GuBiform. An fertigen Hohlschaufeln kann man die Beobachtung ma-
chen, daB die Lage des Kiihlkanals starken Schwankungen unterlegen ist. Dies liegt zum ei-
nen daran, daB aus fertigungstechnischen Griinden die Positionierung des GufBikerns
schwierig ist und deshalb bereits vor dem Gufl Abweichungen des GuBlkerns von der ge-
winschten Lage auftreten. Da die Aufhdngung des GuB3kerns zudem nicht starr ist, kann es
wirend des GuBvorgangs durch das eingegossene Metall bzw. im Erstarrungsvorgang durch
Asymmetrie der Erstarrungsfront zu einem Wegdriicken des Kerns kommen.

Im folgenden Beispiel sollen diese streuenden Geometrieeinfliisse in einem stochastischen
Modell erfait werden. Da fiir die Temperaturbelastung keine Angaben vorlagen, muf} die
Berechnung isotherm erfolgen.

5.2.1 Beschreibung des mechanischen Modells

Fur gekiihlte Leitschaufeln standen keine Geometriedaten zur Verfligung. Deshalb wird hier
davon ausgegangen, dafl die Auflenkontur der im folgenden behandelten Hohlschaufel
identisch mit der AuBenkontur der Turbinenschaufeln der vorangegangenen Beispiele ist.
Die Lage und die Kontur des Kiihlkanals wurde willkiirlich modelliert. Dieser befindet sich,
wie in Abbildung 49 bzw. Abbildung 50 zu sehen, im vorderen Teil der Schaufel in der Néhe
der Anstromkante. In jedem Querschnitt nimmt der Kithlkanal genau 40% der Dicke der
Schaufel ein. Da die Druck- und Reibungsbelastung der Schaufel durch dquivalente Einzel-
krédfte modelliert werden mufBite, konnte der Kithlkanal nicht bis in die hintere Hilfte der
Schaufe] gezogen werden. Wiirden die Einzelkrifte auf den Kithlkanal driicken, dann hitte
dies unrealistisch groBe, lokale Verformungen der Schaufel an den Krafteinleitungsknoten
zur Folge.

Die wegen des Kithlkanals erforderliche feinere Diskretisierung der Turbinenschaufel be-
wirkt, da3 dieses Modell in 25 Elementlagen jeweils 44 Elemente enthdlt. Die Anzahl der.
Knoten belduft sich auf insgesamt 6457. Da auch dieses Modell der Leitschaufel den bereits
erlduterten Randbedingungen unterliegt, bleiben insgesamt 18246 Freiheitsgrade iibrig.
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5.2.2  Versagen der Schaufel

Auch im Fall der gekiihlten Leitschaufel soll Versagen angenommen werden, wenn die ma-
Ximale Verschiebung auf der Riickseite der Schaufel die Spaltbreite Agq;, zwischen Rotor und
Stator iberschreitet. Aufgrund der verdnderten Diskretisierung der gekiihlten Schaufel ge-
genliber der Vollschaufel bezieht sich das Versagenkriterium jedoch auf einen anderen Kno-

ten als in Gleichung (5.1).

5.2.3 Beschreibung des stochastischen Modells

Da hinsichtlich des Materialverhaltens nur fiir die Orientierungswinkel ¢, 6 und x Vertei-
lungsdaten vorliegen, sollen die Materialparameter S;;, S;, und Sy in diesem Beispiel als
deterministisch behandelt werden. Wie im vorangegangenen Beispiel werden die Orientie-
rungswinkel stochastisch durch Zufallsfelder beschrieben, die Daten fiir die Verteilungen und

die Korrelationsstruktur werden fiir dieses Beispiel ibernommen.

Zusitzlich soll die Lage des Kiihlkanals in den Querschnitten der Turbinenschaufel als
streuend angenommen werden. Die Firma MTU hat an einer gekiihlten Laufschaufel an
verschiedenen Stellen des Kithlkanals die Verteilung der Wanddicke gemessen [61]. Dabei
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hat sich herausgestellt, daB fur diese GroBe in erster Ndherung eine Normalverteilung ange-
nommen werden kann,

Die gemessenen Verteilungen kdnnen aber nicht direkt auf dieses Beispiel itbertragen werden.
Zum einen liegt bei der vermessenen Laufschaufel eine ganz andere Geometrie zugrunde.
Zum anderen setzt sich die Verdnderung der Wanddicke bei der Herstellung der Turbinen-
schaufel aus zwei Anteilen zusammen, einer reinen Translation des GuBkerns, der den
Kihlkanal darstellt, und einer Verdrehung des GufBkerns.

Dabei kann eine Translation des GuBkerns in Richtung der Lingsachse der Schaufel durch
die Aufhdngung des GuBkerns in wesentlichen unterdriickt werden. Eine Verdrehung des
Kerns kann jedoch im allgemeinen Fall um alle drei Raumachsen erfolgen. Zum gegenwérti-
gen Zeitpunkt ist es nicht moglich, die Verteilungsdaten fiir die Wanddicke daraufhin zu
analysieren, welche Wanddickenverdnderung auf die Translation, und welche auf die Rota-
tion des GuBkerns zuriickzufiihren ist.

In diesem Beispiel soll vorausgesetzt werden, dafl die Wanddickenédnderung allein durch eine
Verschiebung des Kerns hervorgerufen wird. Es soll weiterhin davon ausgegangen werden,
daf} bei der Herstellung der Turbinenschaufel keine systematischen Fehler auftreten. Dies
bedeutet, dafl sich die Nominalgeometrie der Schaufel, gegeben durch die Konstruktions-
zeichnung, auch als Mittelwert flir mehrere gegossene Schaufeln einstellt.

Die streuende Lage des Kiihlkanals kann somit gemiB Gleichung (4.22) durch die gaussver-
teilten Verschiebungen Ax und Ay in x- bzw. y-Richtung beschrieben werden. Aus der An-
nahme, dafl die Herstellung keinen systematischen Fehler aufweist, ergeben sich die Erwar-
tungswerte dieser Zufallsgrofen zu E[Ax] = E[Ay] = 0. Bei der Standardabweichung wurde
der mittlere Wert, der sich bei den Messungen flir die Standardabweichung der Wanddicken
ergab, fur beide Zufallsvariablen angenommen, d.h. es gilt o5, = g4, = 0.15 mm.

5.2.4 Darstellung der Ergebnisse

Da geometrische Zufallsgréfen bisher noch nicht behandelt wurden, sind zur Uberpriifung
der Néaherungsverfahren 500 Monte-Carlo-Simulationen mit dem Modell durchgefiihrt wor-
den. Die Ergebnisse dieser Simulationen sind mit ihrem + 3o0-Streuband in Abbildung 51

aufgetragen,

Fir das verwendete modifizierte Antwortflichenverfahren ist in Abbildung 51 neben den
Ergebnissen auch der minimale und der maximale Wert innerhalb des Versuchsbereiches
eingezeichnet. Signifikante Differenzen von den Monte-Carlo-Simulationen ergeben sich er-
kennbar erst aulerhalb des Versuchsbereiches. Dieses Phinomen ist bereits erldutert worden.
Auch die Ergebnisse der Zuverlidssigkeitsmethode erster Ordnung zeigen eine zufriedenstel-

lende Ubereinstimmung mit denen der beiden anderen Verfahren.
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In Abbildung 52 wurde fiir eine Spaltbreite von Agp,; = 1.64 mm die Korrelationslinge / in
den Querschnittsebenen der Turbinenschaufel variiert. Anders als im vorangegangenen Bei-
spiel hat hier diese Korrelationslinge keinen grofien EinfluB, Dies ist auf den dominanten
EinfluB der geometrischen ZufallsgréBen auf die Ausfallwahrscheinlichkeit zurtickzufiihren,
die von dieser Korrelationslinge unbeeinflufit bleiben.
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5.3 Laufschaufel mit isotropem Materialverhalten

Zusitzlich zu der bisher behandelten Leitschaufel sind von der MTU die Geometriedaten ei-
ner gekiihlten Laufschaufel zur Verfligung gestellt worden, die im Anhang C in
Abbildung 63 und Abbildung 64 wiedergegeben sind.

Anders als die Leitschaufel haben die rotierenden Laufschaufeln natiirlich kein Deckband am
Schaufelende. Die einzige Einschrinkung der Bewegungsfreiheit resultiert aus der Einspan-
nung des Schaufelfules in der Rotorwelle. Es liegen keine Angaben iiber die Materialbe-
schaffenheit der Laufschaufel vor. Im folgenden soll deshalb davon ausgegangen werden, da3

isotropes Materialverhalten vorliegt.

5.3.1 Beschreibung des mechanischen Modells

5.3.1.1 Modellierung der Geometrie und der Randbedingungen

Die Zeichnungen der Laufschaufel in Abbildung 63 und Abbildung 64 wurden auf die glei-
che Weise in ein Finite-Elemente-Modell tiberfiihrt, wie bei der Vollschaufel, d.h. die kom-
plexe Geometrie des Schaufelfues wurde nicht beriicksichtigt. Da die Laufschaufel gekiihlt
ist, wurde der Kiihlkanal in dem Finite-Elemente-Modell entsprechend modelliert, wie in
Abbildung 53 dargestellt. Als kinematische Randbedingungen sind bei diesem Modell ledig-
lich die festgehalten Knoten in dem Querschnitt des Schaufelfufles zu beriicksichtigen, die
Knoten, die im Querschnitt im Schaufelende liegen, sind in ihren Freiheitsgraden nicht ein-

geschrankt.

5.3.1.2 Belastung der Schaufel

Die Belastung der Schaufel durch das umstrémende Medium standen fiir dieses Anwen-
dungsbeispiel nicht zur Verfugung. Eine Belastung ergibt sich jedoch infolge der Rotation des
Turbinenldufers. Dabei stellt sich zum einen eine Zentrifugalbelastung der Schaufel ein, zum

anderen werden die Schaufeln zu Schwingungen angeregt.

Die Eigenkreisfrequenzen der Schaufel sind dabei nicht unabhingig von der Rotationsbela-
stung, da diese einen versteifenden Einfluf} auf die Schaufel besitzt, und damit eine Erh6hung
der Eigenkreisfrequenzen bewirkt. Dieser versteifende Einflul der Fliehkrifte kann im Rah-
men einer Eigenfrequenzanalyse vom FEM-Programm ABAQUS beriicksichtigt werden.
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Die Verformungen der Laufschaufel durch die Schwingungen der ersten drei Eigenschwin-
gungsformen, sind in Abbildung 54 bis Abbildung 56 dargestellt. Die Umrisse der Schaufel-
spitze der unverformten Schaufel sind zum Vergleich ebenfalls eingezeichnet. Aus diesen
Darstellungen kann man erkennen, daf} die erste Eigenschwingung eine Biegeschwingung ist,
die zweite Eigenschwingung eine Torsionsschwingung um die Schaufellingsachse darstellt
und bei der dritten Eigenschwingung eine Mischung aus beidem vorliegt.

5.3.1.3 Versagen der Laufschaufel

Anders als in den vorangegangenen Beispielen soll das Versagen der Laufschaufel nicht durch
ein Verschiebungskriterium nach Gleichung (2.49) beschrieben werden, sondern durch ein
Eigenkreisfrequenzkriterium, d.h. es wird im folgenden davon ausgegangen, dafl Versagen

durch den Resonanzfall ausgelost wird.

Da die Wahrscheinlichkeit, dal eine der Eigenkreisfrequenzen der Laufschaufel identisch mit
der Erregerkreisfrequenz zusammenfillt. gleich Null ist, kann der Resonanzfall, und damit
das Versagen, nicht einfach durch die Gleichheit von Erregerskreisfrequenz und Eigenkreis-

frequenz beschrieben werden.

Abbildung 53. FE-Modell der gekiihlten Abbildung 54. Erste Eigenschwingung der
Laufschaufel Laufschaufel
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Hier muB} vielmehr davon ausgegangen werden, da3 Versagen dann eintritt, wenn eine Ei-
genfrequenz der Erregerfrequenz nur hinreichend nahe kommt, also in ein Intervall um die
Erregerfrequenz herum fillt. Eine kritische Erregung liegt bei diesem Schaufeltyp nach In-
formationen des Herstellers [61] bei einer Kreisfrequenz von ., = 4029 s~

Die Breite dieses Intervalls soll hier mit Hilfe des VergréBerungsfaktors ¥, beschrieben
werden. Der VergroBerungsfaktor ist die Amplitude der erzwungenen Schaufelschwingungen
bezogen auf die Amplitude der Erregerschwingung. Das Finite-Elemente-Programm ABA-
QUS kann neben den Eigenfrequenzen und Eigenmoden auch den Vergroferungsfaktor ¥V,
berechnen [58][59]. Dies ist aber nur moglich, wenn die Erregerbelastung nach Art und
Grolle bekannt ist. Dartiber liegen jedoch keine Informationen vor, weshalb der Vergrofle-
rungsfaktor hier mit einem vereinfachten Modell bestimmt werden soll. Dazu werden fol-
gende Annahmen getroffen:

1. Der Einschwingvorgang der erzwungenen Schaufelschwingungen wird als abgeschlossen
betrachtet, d.h. die Schwingungsamplituden und die Frequenz der Schwingungen sind
nicht mehr zeitabhidngig.

2. Der Einfachheit halber sollen die einzelnen Eigenkreisfrequenzen der Schaufel hinsicht-
lich des Versagens als unabhingig betrachtet werden, d.h. Versagen tritt dann ein, wenn
eine der Eigenkreisfrequenzen in die Nidhe der Erregerkreisfrequeni gelangt. Diese An-
nahme fuhrt zu einer Verringerung des versagensrelevanten Intervalls um die Erreger-
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frequenz herum, weil sich die Eigenschwingungen in der Realitit gegenseitig aufschau-

keln kénnen.

3. Die Werkstoffdimpfung der Turbinenschaufel wird vernachldssigt. Diese Annahme ist
im Gegensatz zu der vorigen Vorausetzung eine stark konservative Vereinfachung. In
der Realitdt werden die Schwingungsamplituden, und damit auch der VergréBerungs-
faktor, durch die Dampfung verringert [69].

4. Es wird von einer dynamischen Erregung ausgegangen, wie dies z.B. bei einer inneren
Unwucht in der Turbine gegeben ist.

Durch diese Vereinfachungen 148t sich der VergroBerungsfaktor ¥, der Schwingungsampli-
tuden nach [69] bestimmen aus:

Dery )2
( c"eig (54)

Das versagensrelevante Intervall um die kritische Erregerkreisfrequenz herum ergibt sich

daraus zu:

2 Va_ 1 2 2 Va+ 1
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a

(5.5)

w

5.3.2 Beschreibung des stochastischen Modells

Bei einer Eigenfrequenzanalyse haben die Masse des Bauteils und die riumliche Verteilung
der Masse des schwingenden Systems einen deutlichen EinfluB auf die Eigenfrequenzen und
die Eigenschwingungen. Dabei werden die Masse und ihre rdumliche Verteilung durch die
Dichte und die geometrischen Parameter bestimmt.

In Anlehnung an das vorangegangene Beispiel sollen als streuende Geometrieparameter die
Lage des Kiihlkanals, beschrieben durch eine zufillige Verschiebung Ax und Ay in x- bzw.
y-Richtung, beriicksichtigt werden. Zusitzlich soll eine zufillige GroBendnderung AD des
GuBkerns einbezogen werden. Dabei ist AD definiert als eine Verschiebung aller Punkte auf
der Oberfliche des Kithlkanals, so daB jeder Punkt in Richtung der Oberflichennormale n

verschoben wird.

Da die Elementschichten, aus denen das FEM-Modell aufgebaut ist, insbesondere die
Deckflachen am Schaufelful und an der Schaufelspitze eben bleiben miissen, wird von dem
Normalenvektor n nur eine geeignete Projektion n* in die x-y-Ebene verwendet. Dies ist in
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Detail A

Abbildung 57. Verinderung der GuBkerngrifie senkrecht zur Kiihlkanaloberfliiche

Abbildung 57 anhand eines Schnittes in Schaufelldngsachse senkrecht zum Kiihlkanal grob
vereinfacht skizziert.

Fir die geometrischen Gréfen wurde angenommen, dafl sie gaussverteilt mit den Vertei-
lungsparametern E[Ax] = E[Ay] = E[AD]=0 und oax = 065y = 0.2 mm bzw.
oap=0.02mm. Die Standardabweichung des Gréfenaufmafles AD auf dem GuBkern ist
verglichen mit denen von Ax und Ay sehr Klein, da es sich bei dieser Geometriednderung
nicht um eine Ungenauigkeit handelt, die aus dem GuBprozeB resultiert, sondern damit soll
die Herstellungsungenauigkeit der GuBkerne selbst erfait werden.

Fir die Dichte p der Nickelbasislegierung, die fir Turbinenschaufeln verwendet wird, finden
sich in [70] die Angaben, daB p ebenfalls normalverteilt ist, mit dem Erwartungswert
E[p] = 8.05 g/cm® und der Standardabweichung o, = 0.0493 g/cm’.

5.3.3 Darstellung der Ergebnisse

Zur probabilistischen Auswertung dieses Beispiels wurde das Antwortflichenverfahren
(RSM) und die Monte-Carlo-Simulation (MCS) herangezogen. Eine Berechnung dieses Bei-
spiels mit der Zuverldssigkeitsmethode erster Ordnung ist zur Zeit nicht méglich. Die Be-
stimmung der Ableitungen der Eigenkreisfrequenzen nach den Basisvariablen b ist zwar
mdglich [3], aber noch nicht implementiert.

Bei dem Antwortflichenverfahren braucht nicht unterschieden zu werden, ob es sich um das
Originalverfahren von L. Faravelli oder um das modifizierte Verfahren handelt. Da in diesem
Beispiel keine Zufallsfelder einbezogen sind, fallen beide Verfahren zusammen.
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Abbildung 58. Gauss-Plot der Verteilung der Eigenfrequenzen der ersten vier Eigenschwingungen
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Abbildung 59. Verteilungsdichtefunktionen der Eigenfrequenzen der ersten vier Eigenschwingun-

gen
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In Abbildung 58 sind die Verteilungsfunktionen F,, fur die Eigenkreisfrequenzen aufgetra-
gen, die sich mit den beiden verwendeten Verfahren ergeben haben. Wie in den vorange-
gangenen Beispielen, wurde nicht die Verteilungsfunktion Fo,, selbst, sondern die Gauss-
Darstellung ,,®~'(F,, )“. Da als Argument von @' die Verteilungsfunktion und nicht die
Ausfallwahrscheinlichkeit verwendet wird, ist dies nicht mit dem Zuverldssigkeitsindex zu
verwechseln,

Um die Ergebnisse in Abbildung 58 zu erhalten, waren insgesamt fiir das Antwortflichen-
verfahren 25 Finite-Elemente-Analysen und fiir die Monte-Carlo-Simulationen 200 FE-
Rechnungen erforderlich. Aus Abbildung 58 ist ersichtlich, daB3 die RSM-Ergebnisse mit
denen der Monte-Carlo-Simulationen sehr gut iibereinstimmen. An der Kriimmung der ge-
zeigten Kurven ist zu erkennen, daB3 die Eigenkreisfrequenzen der ersten vier Eigenschwin-

gungen der Laufschaufel nicht normalverteilt sind.

In Abbildung 59 sind die Verteilungsdichtefunktionen der ersten vier Eigenschwingungen
aufgetragen. Ebenfalls eingezeichnet ist das versagensrelevante Intervall fiir die Eigenfre-
quenzen aus Gleichung (5.5) bei einem VergréBerungsfaktor von V, = 3.0. Aus diesem Dia-
gramm ist ersichtlich, daf ein Versagen durch Eintreten des Resonanzfalles bei diesem Bei-
spiel nur von der zweiten und dritten Eigenschwingung zu erwarten ist.

Da die einzelnen Eigenschwingungen als unabhingig hinsichtlich ihres Einflufies auf das
Versagen der Turbinenschaufel vereinbart wurden, 146t sich die gesamte Versagenswahr-
scheinlichkeit, d.h. die Wahrscheinlichkeit, daB irgendeine der Eigenkreisfrequenzen in das
versagensrelevante Intervall fillt, sehr einfach aus den Versagenswahrscheinlichkeiten ablei-
ten die bei isolierter Betrachtung der einzelnen Eigenschwingungen ergeben. Ist g, die An-
zahl der ermittelten Eigenschwingungen, dann gilt:

neig

Pree = 1 =[]0 = By . (5.6)

i=1

Dabei ist mit Py die Versagenswahrscheinlichkeit hinsichtlich der i-ten Eigenschwingung
gekennzeichnet. Diese isolierten Versagenswahrscheinlichkeiten sind zusammen mit der ge-
samten Ausfallwahrscheinlichkeit Ppgs in Abbildung 60 iiber dem Vergréerungsfaktor ¥,
der Schwingungsamplituden aufgetragen. Analog dazu ist in Abbildung 61 der negative
Zuverléssigkeitsindex ,,— f = CD“‘(Pf)“ tiber V, aufgetragen.

Die erste und die vierte Eigenschwingung liefern dabei keinen Beitrag zur Ausfallwahr-
scheinlichkeit geliefert. Dies war auch zu erwarten, denn in Abbildung 59 erkennt man, daf3
bei einer VergréBerung des versagensrelevanten Intervalls die Dichtefunktionen der zweiten
und dritten Eigenschwingung vollstindig in das Intervall fallen, bevor die erste oder die
vierte Eigenschwingung Beitréige liefern kénnen. Fiir eine solche Verbreiterung des Intervalls
miBte der VergroBerungsfaktor der Schwingungsamplituden V, jedoch auf ein unrealisti-

sches MafB reduziert werden.
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Wie besonders aus dem Diagramm in Abbildung 61 hervorgeht, besitzt in diesem Beispiel
die zweite Eigenschwingung fiir kleine Werte des Vergroferungsfaktors einen dominanten
EinfluB auf das Versagen. Dagegen iibernimmt die dritte Eigenschwingung bei gréBeren
Werten fir den VergroBerungsfaktor die dominante Rolle.
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Abbildung 60. Versagenswahrscheinlichkeit als Funktion des Vergrofierungsfaktors
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Abbildung 61. Versagenswahrscheinlichkeit als Funktion des Vergroflerungsfaktors
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6. Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wurde die probabilistische Auslegung komplexer Bauteile mit
Hilfe der stochastischen Finite-Elemente-Methode behandelt. Ziel dieser Methoden ist die
Zuverldssigkeitsanalyse von Bauteilen mit streuenden Eigenschaften, bei denen zum einen
die deterministische Auslegung den Anforderungen nicht mehr gerecht wird und die zum
anderen aufgrund einer komplexen Geometrie der analytischen Berechnung nicht mehr zu-
ganglich sind.

Die Fiahigkeiten der hier behandelten stochastischen Finite-Elemente-Methoden reale Bau-
teile mit vergleichsweise geringem numerischen Aufwand probabilistisch beurteilen zu kén-
nen ist iberall dort von Interesse, wo die Materialeigenschaften hochbelasteter Bauteile
stdrker ausgereizt werden sollen, als dies im Rahmen einer deterministischen Auslegung

moglich ist.

Entgegen den in der Literatur hiufig verwendeten Vereinfachungen bei der Anwendung der
stochastischen Finite-Elemente-Methode wurde hier eine M6glichkeit aufgezeigt anspruchs-
volle probabilistische Analyseverfahren mit einem kommerziellen Finite-Elemente-Pro-
gramm zu kombinieren. Durch eine solche Anbindung kénnen die Vorteile effizienter pro-
babilistischer Auslegungsverfahren und die Féhigkeiten eines ausgereiften Finite-Elemente-

Programms gleichermafBen ausgenutzt werden.

In dieser Arbeit wurden verschiedene probabilistische Methoden eingesetzt, die sich hin-
sichtlich der erforderlichen Rechenzeit, der Genauigkeit der erzielten Ergebnisse und der
Aussagekraft der Ergebnisse deutlich voneinander unterschieden. Dabei handelt es sich um
das Monte-Carlo-Verfahren, das Antwortflichenverfahren und um die Zuverldssigkeitsme-

thode erster Ordnung,.

Das Monte-Carlo-Verfahren ist einfach zu implementieren und einfach anzuwenden. Dabei
kann das Finite-Elemente-Programm als ,,black box* eingesetzt werden, d.h. ein Eingriff in
das Programm ist nicht erforderlich. Das Ergebnis einer stochastischen Finite-Elemente-
Analyse mit dem Monte-Carlo-Verfahren ist sowohl eine empirische Verteilungsfunktion der
Bauteilantwort als auch die Ausfallwahrscheinlichkeit beziiglich eines geeigneten Versagens-
kriteriums. Monte-Carlo-Simulationen werden vielfach zur Kontrolle fur Néaherungsrech-
nungen durchgefithrt. Bei Anwendungsbeispielen mit einer sehr kleinen Ausfallwahrschein-
lichkeit ist dazu allerdings eine sehr groBe Anzahl an Simulationen erforderlich. Werden in
diesen Féllen weniger als die erforderliche Anzahl an Simulationen durchgefihrt, dann be-
sitzt das Monte-Carlo-Verfahren nur eine miBige Genauigkeit.

Bei den Antwortflichenverfahren wird die Bauteilantwort durch einen einfachen Polyno-
mansatz als Funktion der streuenden Bauteileigenschaften approximiert. Die Koeffizienten
dieses Ansatzes konnen mit einer vergleichsweise geringen Anzahl an Simulationen ermittelt
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werden. Auch bei dem Antwortflichenverfahren kann das Finite-Elemente-Programm als
»black box“ eingesetzt werden. Die Genauigkeit dieses Verfahrens hiingt von der Giite der
Approximierung fur einen konkreten Anwendungsfall ab und kann deshalb nicht generell
beurteilt werden. Da das Antwortflichenverfahren im Prinzip ein Simulationsverfahren ist,
kann auch dabei eine empirische Verteilungsfunktion der Bauteilantwort und eine Ausfall-
wahrscheinlichkeit ermittelt werden.

Fiir das in der Literatur verwendete Antwortflichenverfahren werden trotz der erheblichen
Reduzierung des Rechenaufwandes immer noch sehr viele Finite-Elemente-Analysen bené-
tigt, zusitzlich wird der Einflul értlicher Streuungen von Zufallsgréfien iiberbewertet. Des-
halb wurde eine Modifikation dieses Verfahrens vorgestellt, bei der diese Nachteile vermie-
den bzw. vermindert werden kénnen.

Im Rahmen des Antwortflichenverfahrens wurde zudem ein eigenes Modell fiir die Vertei-
lung volumetrischer Mittelwerte vorgeschlagen und hinsichtlich seiner Genauigkeit mit ei-
nem aus der Literatur entnommenen Ansatz verglichen. Dieser Vergleich zeigt, daBl der hier
vorgeschlagene Ansatz mit durchgefiihrten Simulationen fur volumetrische Mittelwerte we-

sentlich besser libereinstimmt.

Das Zuverlissigkeitsverfahren erster Ordnung ist ein sehr effizientes Verfahren, um die
Ausfallwahrscheinlichkeit eines Bauteils gemessen an einem geeigneten Versagenskriterium
zu berechnen. Dabei wird die Ausfallwahrscheinlichkeit iterativ ermittelt. Zur Durchfiihrung
dieser Iterationen ist die Berechnung des Gradienten der Bauteilantwort beziiglich der
streuenden Eingangsgréfen erforderlich. Die Berechnung dieses Gradienten ist bei den {ibli-

cherweise verwendeten Methode sehr zeitaufwendig.

Die adjungierte Methode kommt dagegen bei der Bestimmung des genannten Gradienten
mit einem Minimum an Rechenzeit aus. Deshalb wurde in dieser Arbeit die Implementierung
der adjungierten Methode in ein kommerzielles Finite-Elemente-Programm behandelt, mit
dem Ziel, die Zuverldssigkeitsmethode erster Ordnung auf uibliche zwei- und dreidimensio-
nale, isotherme, strukturmechanische Probleme mit linear-elastischem Materialverhalten
anwenden zu kénnen. Den Grundlagen der adjungierten Methode und ihrer Implementie-
rung ist ein eigenes Kapitel dieser Arbeit gewidnet.

Die Leistungsfahigkeit der drei genannten probabilistischen Verfahren wurde an einem rea-
len Bauteil demonstriert. Als Beispiel diente dabei die probabilistische Auslegung von Leit-
und Laufschaufeln von Turbinen. Die unterschiedlichen Herstellungsformen der Turbinen-
schaufeln als isotrope, gerichtet erstarrte oder einkristalline Schaufeln und die unterschiedli-
chen Geometrieformen als ungekiihlte Vollschaufel oder gekiihlte Hohlschaufel wurden be-
handelt.

Dabei sind die drtlichen Inhomogenititen der einzelnen Materialien berticksichtigt worden.
Diese wurden durch ein dem Herstellungsproze8 bzw. der daraus resultierenden Geflige-
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struktur angepaBtes stochastisches Modell erfaBt. Der EinfluB dieser Inhomogenitéten auf
das Bauteilverhalten wurde probabilistisch bewertet. Dabei wurde sowohl das Verformungs-
verhalten als auch das Eigenfrequenzverhalten der Schaufeln betrachtet.

Zudem wurden verschiedenartige streuende Bauteilparameter, wie z.B. unterschiedliche Ma-
terialparameter oder geometrische Konstruktionsmerkmale der Turbinenschaufeln, beziiglich
ihrer Auswirkungen auf die stochastische Auslegung der Schaufeln miteinander verglichen.
Dabei hat sich herausgestellt, daB geometrische ZufallsgréBen einen dominanten Einfluf3

besitzen.

Diese Feststellung ist besonders fiir das Eigenfrequenzverhalten der Turbinenschaufeln von
Bedeutung. Die probabilistische Bewertung der Eigenfrequenzen wurde hier mit dem Mon-
te-Carlo-Verfahren und dem Antwortflichenverfahren vorgenommen. Eine Weiterentwick-
lung des Zuverléssigkeitsverfahrens erster Ordnung zur Behandlung von Eigenfrequenzpro-

blemen erscheint sinnvoll.

Insgesamt konnte gezeigt'werden, daB die stochastische Fipite-Elemente-Methode ein sehr
effizientes Werkzeug bei der Beantwortung der Frage darstellt, wie sicher ein Bauteil ist. Dies
gilt umso mehr, wenn, wie bereits mehrfach betont, die Leistungsfihigkeit kommerzieller
Finite-Elemente-Programme fir probabilistische Analyseverfahren genutzt werden kann.

Abschlieflend soll darauf hingewiesen werden, da mit der hier erlduterten Implementierung
der adjungierten Methode die Moglichkeit gegeben ist, den Gradienten bestimmter Bauteil-
antworten beziiglich sehr vieler geometrischer EinfluBgroBen zu berechnen. Dies diirfte z.B.
bei der Optimierung von Bauteilen von besonderem Nutzen sein.
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Anhang A. Vierknotenelement mit linearem Verschiebungsansatz

Ein ebenes finites Element mit vier Knoten und einem linearen Verschiebungsansatz wird

beschrieben durch die Formfunktionen:

Ny= 5 (=81 ,
Ny= & (1+ &1 -n)
Ny= & A+ 81+
No= 5 (L= 8(1+7) .

(4.1)

v

Da dieses Element zweidimensional ist, ist die Jacobische Matrix eine 2 x 2 Matrix, deren

Bestandteile sich durch Einsetzen der Gleichungen (4.1) in (2.8) ergeben zu:

ox 1 1 .
.]11=-——-a§ =-—z-xl+-4—x2+-—x3——x4,
o 1
12 = g ST gh Tt gnt g g
dx 1 1
J21=—5’T=-——xl——?x2+—x3+—4-x4,
% 1 1
Iy = n = T gh T gnt gt

(4.2)

Die Kompatibilitdtsmatrix ergibt sich allgemein gemifl Gleichung (2.10) fur dieses Element

YAVN
3Nl 0 6N2 0
ox ox
aN, oN,
N, ON, 4N, 0N,
ay ox ay ox

aN,

Ox

N,

dy

0
N,
dy

N,
Ox

dN,

ox

dN,

dy

3N,

0

aN,
dy

Ox

(4.3)

Die Ableitungen der Formfunktionen nach den globalen Koordinaten x und y werden dabei

durch Gleichung (2.12) bestimmt.
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Anhang B. Linear-elastische Materialmodelle

Die hier wiedergegebenen Materialmatrizen beziehen sich auf einen allgemeinen rdumlichen
Spannungszustand. Die Formulierungen fiir den ebenen Spannungszustand bzw. den ebenen
Dehnungszustand kénnen aus der rdumlichen Betrachtung abgeleitet werden. Auflerdem liegt

das entsprechende Werkstoffachsensystem x’, y’, z’ zugrunde.

B.1 Isotropes Material

Bei isotropem Material hingt das WerkstofIverhalten nicht von den Werkstofforientierungen
im Bauteil ab, und es gilt M = M'. Das Materialverhalten wird im linear-elastischen Fall al-

lein durch die beiden Parameter Elastizititsmodul E und Querkontraktion v beschrieben:

E(l —v)
(I + v)(1 —2v) ~

Mn = M22 = M33 =

E-v

My = My, = My; = My = My; = My, = (1 + v — v) (B.1)
E
My = Mss = Mg = m

Die hier nicht aufgefiihrten Bestandteile der Materialmatrix sind Null,

B.2  Transversal-isotropes Material

Transversale Isotropie ist ein Sonderfall der Anisotropie. Dabei liegt innerhalb jeder Ebene
senkrecht zu einer Materialachse 2z’ isotropes Materialverhalten vor, d.h. alle Richtungen die
innerhalb einer solchen Ebene liegen, sind zueinander dquivalent. Eine Richtungsabhéngig-
keit liegt dagegen bei allen nicht parallelen Orientierungen vor, die Komponenten in

z'-Richtung besitzen.

Das Materialverhalten wird durch die fiinf unabhéngigen Konstanten Ej, v;, Gy, E; und v,

beschricben. Nach [6] ist die Materialmatrix dann gegeben durch:
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E (1 - P‘V12)

My, = =My ,
l 1+ vz)(l — v, —2p v,2)
2
, E, (Vz + pvy ) ,
My, = ' 2 My
(1 + vz)(l — vy —2pv, )
Eyv
M — =M — Ml — MI ,
13 (l — v, — 2pv12) 31 23 32 (B-2)
E (1 =
M’33 — 1( V2) ,

(1 = v, —2pv)’)
M’44 = Gl = M,SS y

E,
T 2(1+vy)

mit p = E,/E,. Die nicht aufgefiihrten Eintrige sind Null.

B.3  Kubisch-anisotropes Material

Nach [67] wird das Materialverhalten kubischer Einkristalle durch drei elastische Parameter -
beschrieben, die mit S;), S;, und Sy gekennzeichnet werden. Die auf das Werkstoffachsen-
system bezogene Materialmatrix M’ berechnet sich mit diesen Parametern aus:

S+ Spp
(S — S8y +28y)

" _ " . " _
MII—M22_M33-—

- Sl2

’ (B‘3)
(S1y — SR (S + 28),)

’ — —_ (] —
MlZ_MIIB"‘MB_

1

My = Mss = Mgs = ?44—

Auch hier verschwinden die nicht aufgefithren Eintrdge der Matrix.
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Anhang C. Schaufelgeometrien

C.1 Leitschaufel

Die gezeigten Schaufelschnitte beschreiben die Geometrie der Leitschaufel, die in den Ab-
schnitten 5.1 und 5.2 behandelt wird.

2:353 ' 17455

7=387 7:489

19621 712523 i

=

Abbildung 62. Leitschaufelgeometrie (Schaufclquerschnitte)
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C.2 Laufschaufel

Die folgenden Abbildungen beschreiben die Geometrie der Laufschaufel, die im Abschnitt
5.3 behandelt wird.
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Abbildung 63. Laufschaufelgeometrie (Seitenansicht)
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Abbildung 64. Laufschaufelgeometrie (Schaufelquerschnitte)

114




(1]

(2]

(3]

(4]
[5]

(6]

(7]

(8]

(9]

(10]

(1]

[12]

[13]

[14]

[15]

L16]

L17]

(18]

Literaturverzeichnis

. G. Hahn, Methode der finiten Elemente in der Festigkeitslehre, Akademische Ver-
lagsgesellschaft, Frankfurt/Main 1975

O. C. Zienkiewicz, Methode der finiten Elemente, McGraw-Hill Book Company,
Maidenhead - Berkshire 1977

L. J. Haug, K. K. Choi, V. Komkov, Design Sensitivity Analysis of Structural Systems,
Academic Press, Orlando, Florida 1986

K.-J. Bathe, Finite-Elemente-Methoden, Springer-Verlag, Berlin 1990

F. Bshm, S. Reh, unveréflentlichter Bericht, Kernforschungszentrum Karlsruhe,
2/1992.

S. G. Lekhnitskii, Theory of Elasticity of an Anisotropic Body, Mir Publishers, Mos-
cow 1963

A. Der Kiureghian, P.-L. Liu, Finite-Element Reliability Methods for Geometrically
Nonlinear Stochastic Structures, Report No. UCB/SEMM-89/05, Department of Civil
Engineering, Univ. of California at Berkeley, California

P. D. Spanos, R. Ghanem, Stochastic Finite Element Expansion for Random Media,
Journal of Engineering Mechanics, 115 (1989) 1035-1053

Y. K. Lin, Probabilistic Theory of Structral Dynamics, McGraw-Hill, New York 1967
C.-C. Li, A. Der Kiureghian, An Optimal Discretization of Random Fields, Report
No. UCB/SEMM-92/04, Department of Civil Engineering, Univ. of California at Ber-
keley, California

P.-L. Liu, K.-G. Liu, Selection of Random Field Mesh in Finite Element Reliability
Analysis, Journal of Engineering Mechanics, 119 (1993) 667-680

E. H. Vanmarcke, Random Fields: Analysis and Synthesis, MIT Press, Cambridge,
Massachusetts, 1983

IF. Yamazaki, Simulation of Stochastic Fields and Its Application to Finite Element
Analysis, Report 87-04, Ohsaki Research Institute, Nov. 1987

F. Yamazaki, M. Shinozuka, G. Dasgupta, Neumann Expansion [or Stochastic Finite
Element Analysis, Journal of Engineering Mechanics, 114 (1988) 1335-1354

A. Der Kiureghian, J.-B. Ke, The Stochastic Finite Element Method in Structural
Reliability, Probabilistic Engineering Mechanics, 3 (1988) 83-91

T. Hisada, S. Nakagiri, Stochastic Finite Element Methods Developed for Structural
Safety and Reliability, Proc. of the 3rd Int. Conf. on Structural Safety and Reliability
1981, Trondhein, Norwegen, 395-408

M. Hohenbichler, R. Rackwitz, Non-normal Dependent Vectors in Structural Relia-
bility, Journal of Engineering Mechanics, ASCE, 107 (1981) 1227-1238

M. Rosenblatt, Remarks on Multivariate Transformation, The Annals of Mathemati-
cal Statistics, 23 (1952) 470-472

115




[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

[28]

[29]

[30]

(31]

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

116

P.-L. Liu, A. Der Kiureghian, Multivariate Distribution Models with Prescibed Mar-
ginals and Covariances, Probabilistic Engineering Mechanics, 1 (1986) 105-112

S. R. Winterstein, Nonlinear Vibration Models for Extremes and Fatigue, Journal of
Engineering Mechanics, ASCE, 114 (1988) 1772-1790

A. Der Kiureghian, P.-L. Liu, Structural Reliability under Incomplete Probability In-
formation, Journal of Engineering Mechanics, 112 (1986) 85-103

O. Ditlevsen, Principle of Normal Tail Approximation, Journal of Engineering Me-
chanics, ASCE, 107 (1981) 1191-1208

. B6hm, unvers(fentlichter Bericht, Kernforschungszentrum Karlsruhe, 11/1989

P. Bjerager, Methods for Structural Reliability Computations, Computational Me-
chanics of Probabilistic and Reliability Analysis, W. K. Liu, T. Belytschko (Editors),
Elmepress International, Lausanne 1989, 47-68

J. M. Hammersley, D. C. Handscomb, Monte Carlo Methods, Chapman and Hall,
L.ondon 1964

P. Bjerager, On Computational Methods for Structural Reliability Analysis, Structural
Safety, 9 (1990) 79-96

H. Bandemer, A. Bellmann, W. Jung, K. Richter, Optimale Versuchsplanung, Verlag
Harri Deutsch, Ziirich 1976 ,

L. Faravelli, Finite Element Analysis of Stochastic Nonlinear Continua, Computatio-
nal Mechanics of Probabilistic and Reliability Analysis, W. K. Liu, T. Belytschko
(Editors), Elmepress International, Lausanne 1989, 264-280

C. G. Bucher, U. Bourgund, A Fast and Efficient Response Surface Approach for
Structural Reliability Problems, Structural Safety, 7 (1990) 57-66

L. Faravelli, Stochastic Finite Elements by Response Surface Techniques, Computa-
tional Probabilistic Methods, 93 (1988) 197-203

I'. Béhm, A. Brickner-Foit, On Criteria for Accepting a Response Surface Model,
Probabilistic Engineering Mechanics, 7 (1992) 183-190

A. H. Ang, W. I1. Tang, Probabilistic Concepts in Engineering planning and Design:
Volume | - Basic Principles, John Wiley & Sons, New York 1975

A. Der Kiureghian, Multivariate Distribution Models for Structural Reliablity, Proc.
of the 9th Int. Conf. on Structural Mechanics in Reactor Technology SMIRT, Lau-
sanne, M (1987) 373-379

R. G. Petersen, Design and Analysis of Experiments, Marcel Dekker, Inc. , New York
1985

. O. Madsen, S. Krenk, N. C. Lind, Methods of Structural Salety, Prentice-Hall,
Englewood Cliffs, New Jersey 1986

K. Breitung, Asymptotic Approximation for Multinormal Integrals, Journal of Engi-
neering Mechanics, 110 (1984) 357-366

L. Tvedt, Second Order Reliability by an Exact Integral, P. Thoft-Christensen (Editor),
Proc. of the 2nd IFIP Working Conference on Reliability and Optimization on Struc-

tural Systerms, Springer, 1988




[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

[44]

[45]

[46]

[47]

(48]

[49]
[50]

(51]

[52]

£53]

£54]

P. Geyskens, A. Der Kiureghian, G. De Roeck, SORM Analysis Using Quasi-Newton
Optimization, Computational Stochastic Mechanics, Computational Mechanics Pu-
blications, Southampton 1991, 89-99

A. Der Kiureghian, M. De Stefano, Efficient Algorithm for Second-Order Reliability
Analysis, Journal of Engineering Mechanics, 117 (1991) 2904-2923

P.-L. Liu, A. Der Kiureghian, Optimization Algorithms for Structural Reliability,
Structural Safety, 9 (1991) 161-177

T. Abdo, R. Rackwitz, Reliability of Uncertain Structural Systems, Finite Elements in
Engineering Applications 1990, 161-176

K. Schittkowski, On the Convergence of a Sequential Quadratic Programming Method
with an Augmented Lagrangian Line Search Funktion, Mathematische Operations-
forschung und Statistik, Ser, Optimization, 14 (1983) 197-216

K. Schittkowski, NLPQL: A FORTRAN Subroutine Solving Constrained Nonlinear
Programming Problems, Annals of Operations Research, 5 (1986) 485-500

Y. T. Wu, O. H. Burnside, Efficient Probabilistic Structural Analysis Using an Ad-
vanced Mean Value Method, Proceedings of the 1988 Speciality Conference, Virginia,
May 25-27, 1988

Y. T. Wu, O. H. Burnside, T. A. Cruse, Probabilistic Methods for Structural Response
Analysis, Computational Mechanics of Probabilistic and Reliability Analysis, W. K.
Liu, T. Belytschko (Editors), Elmepress International, Lausanne 1989, 181-196

Y. T. Wu, H. R. Millwater, T. A. Cruse, An Advanced Probabilistic Structural Ana-
lysis Method for Implicit Performance Functions, Proceedings of the 30" AIAA/
ASTM/AHS/ASC Structures, Structural Dynamics and Materials Conference (1989)
1852-1859

R. T. Haftka, H. M. Adelman, Recent Developments in Structural Sensitivity Analy-
sis, Structural Optimization, 1 (1989) 137-151

E. J. Haug, J. S. Arora, Design Sensitivity Analysis of Elastic Mechanical Systems,
Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, 15 (1978) 35-62

E. J. Haug, J. S. Arora, Applied Optimal Design, John Wiley & Sons, New York 1979
I. N. Bronstein , K. A. Semendjajew, Taschenbuch der Mathematik, Verlag Iarri
Deutsch, Frankfurt/Main 1981

G. H. Besterficld, W. K. Liu, M. A. Lawrence, T. B. Belytschko, Brittle Fracture Re-
liability by Probabilistic Finite Elements, Journal of Engineering Mechanics, 116
(1990) 642-659

W. K. Liu, G. Besterfield, M. Lawrénce, T. Belytschko, A. Mani, Use of Adjoint Me-
thods in the Probabilistic Finite Element Approach to Fracture Mechanics, AIAA
Paper 88-2420, Proc. AIAA/ASME/ASCE/AHS 29th Structures, Structural Dynamics
and Material Conference, 3 (1988) 1631-1634

J. S. Arora, J. E. B. Cardoso, A Design Sensitivity Analysis Principle and its Imple-
mentation into ADINA, Computers & Structures, 32 (1989) 691-705

R. T. Haftka, Z. Mr6z, First- and Second-Order Sensitivity Analysis of Linear and
Nonlinear Structures, AIAA Journal 24 (1986) 1187-1192

117




(53]

[56]

[57]

(58]
£59]
[60]
[61]

[62]

(631

[64]

[65]

[66]

[67]
[68]

[69]

L70]

118

E. J. Haug, Second-Order Sensitivity Analysis of Stuctural Systems, AIAA Journal 19
(1981) 1087-1088

V. Braibant, Shape Sensitivity by Finite Elements, Journal of Structural Mechanics,
14 (1986) 209-228

M. E. Botkin, Shape Optimization with Multiple Loading Conditions and Mesh Refi-
nement, AIAA Paper 88-2299, Proc. AIAA/ASME/ASCE/AHS 29th Structures,
Structural Dynamics and Material Conference, 2 (1988) 689-695
ABAQUS-User’s-Manual, Version 4.9, Hibbit, Karlson & Sorensen, Inc., RI, USA,
1989

ABAQUS-Theory-Manual, Version 4.9, Hibbit, Karlson & Sorensen, Inc., RI, USA
1989

W. Kurz, P. R. Sahm, Gerichtet erstarrte eutektische Werkstofle, Springer-Verlag,
Berlin 1975

M. Renkel, Motoren- und Turbinenunion, persénliche Mitteilungen

M. Renkel, Theoretische Untersuchung zur Anisotropie von kubischen Nickel-Einkri-
stallen und die Messung ihrer elastischen Konstanten, EM-Notiz 70-85 M, MTU,
Miinchen 1985

R. H. Myers, Response Surface Methodology, Allyn and Bacon, Inc., Boston 1971

O. C. Zienkiewicz, Y. K. Cheung, K. G. Stagg, Stresses in Anisotropic Media with
Particular Reference to Problems of Rock Mechanics, The Journal of Strain Analyses,
1 (1966) 172-182

C. H. Wells, The Elastic Constants of a Directionally Solidified Nickel-Base Superal-
loy, ASM Transactions Quarterly, 60 (1967) 270-271

J. H. Laflen, Analysis of an Idealized Directionally Solidified FCC Material, Journal
of Engineering Materials and Technology, 105 (1983) 307-312

J. . Nye, Physical Properties of Crystalls, Clarendon Press, Oxford 1957

L. Méric, P. Poubanne, G. Cailletaud, Single Crystal Modelling for Structural Calcu-
lations: Part 1| - Model Presentations, Transactions of the ASME, 113 (1991) 163-170
Dubbel, Taschenbuch fiir den Maschinenbau, W, Beitz und K.-H. Hittner (Herausg.),
15. Auflage, Springer-Verlag, Berlin 1983

T. A. Cruse, Y.-T. Wu, B. Dias, K. R. Rajagopol, Probabilistic Structural Analysis
Methods and Applications, Computers & Structures, 30 (1988) 163-170




	Blank Page

