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Einleitung

Es seien E ein reeller Banachraum, IR der Bereich der reellen Zahlen,
FCGCR x Eund f:G — E. Ferner sei die Differentialgleichung

u' = f(t,u) (1)

gegeben. Wir interessieren uns fiir Bedingungen, unter denen gilt:
Ist u : [,T) — E eine Losung von (1) mit (7,u(r)) € F, so ist
(t,u(t)) e FlirTt<t<T.

Solche F' nennen wir positiv invariant.

Nagumo [16] gab 1942 hinreichende und notwendige Bedingungen fiir die
positive Invarianz abgeschlossener Teilmengen von IR x IR", wenn die
rechte Seite f in (1) stetig ist. Es besteht der Eindruck, daf diese grund-
legende Arbeit eine Zeit lang unbekannt blieb. Eine Reihe von Arbeiten
(unabhiingig von Nagumo) erschien in den 60er und 70er Jahren: Bony
[5], Brezis [6] und Redheffer [19] (vgl. auch Crandall [7], Hartman [10]
und Yorke [33]) behandelten den endlichdimensionalen Fall.

Bei der Ubertragung dieser Resultate auf nicht notwendig endlichdimen-
sionale E traten Komplikationen auf. Redheffer und Walter [20] (vgl.
auch Volkmann [27],[26]) arbeiteten mit F = IR x M, wobei M C E
eine Distanz-Menge ist, d.h. zu z € E existiert Heuj\r/} ||z — yl|. Solche M
sind stets abgeschlossen; die Umkehrung gilt abeyr im allgemeinen nicht.
Ergebnisse fiir abgeschlossene M C E bzw. FF C IR x E findet man bei
Volkmann [28] bzw. bei Volkmann und Yiping Lin [30].

Fir die Notwendigkeit der Bedingungen benétigt man die Existenz von
Losungen der Differentialgleichung (1).



2 EINLEITUNG

Falls dim F < oo ist, gentiigt die Stetigkeit der rechten Seite f. Fiir belie-
bige E sind weitere Voraussetzungen an f erforderlich, welche das Vor-

handensein einer Losung garantieren (vgl. das Beispiel von Dieudonné

[9))-

In dieser Arbeit werden wir unter anderem die positive Invarianz von
F C G CRxE (G offen, F relativ abgeschlossen in G) charakterisieren,
wenn E ein beliebiger Banachraum ist, und f : G — E stetig und a-
Lipschitzsch ist, wobei a das Kuratowskische Nichtkompaktheitsmaf ist.

In Kapitel 1 werden wir die Hilfsmittel bereitstellen, insbesondere die

Eigenschaften des NichtkompaktheitsmaBes.

Dann geben wir in Kapitel 2 die angekiindigte Charakterisierung posi-
tiver Invarianz (Satz 2.2) an. Dabei werden wir von den Bedingungen
von Nagumo ausgehen. Eine Konstruktion, die auf Okamura [17] zuriick-
geht, ist grundlegend fiir den Beweis. Die lokale Kompaktheit des IR"
steht uns nicht zur Verfiigung. Daher miissen wir mit geeigneten Mitteln
und Uberlegungen arbeiten. Wir benutzen das Kuratowskische Nichtkom-
paktheitsmaf (es geht analog mit dem Hausdorffschen) und ein Ergebnis
von Ambrosetti [1] (Lemma 1.4). Fiir Existenzzwecke ziehen wir einen
Satz von Szufla [23] heran. Satz 2.6 stellt eine unmittelbare Erweiterung
von Satz 2.2 dar.

In Kapitel 3 werden wir zunéchst (im Bezug auf Nagumo) die hinrei-
chende Bedingungen bei Redheffer und Walter [20], Volkmann [28], und
Volkmann und Yiping Lin [30] ertrtern. Dann dehnen wir das Ergeb-
nis in [28] auf bestimmte Teilmengen von IR x E aus. Als Anwendung
betrachten wir ein Beispiel fiir £ = {.

Schliefilich zeigen wir in Kapitel 4, daf die Invarianzaussage eines Satzes
von Max Miiller [15] fiir eine Klasse von Banach-Verbéinden gilt, deren
Eigenschaften von Shizuo Kakutani [11] untersucht wurden. Wir gehen
wie bei Walter [32] vor; an entscheidender Stelle benutzen wir eine Fol-
gerung aus dem Hahn-Banachschen Trennungssatz. Dann betrachten wir
die Existenzaussage des Miillerschen Satzes.



Kapitel 1

Hilfsmittel und Bezeichnungen

Es bezeichne E einen reellen Banachraum, IR den Bereich der reellen
Zahlen, 6 das Nullelement von E, 7, T reelle Zahlen mit 7 < T.
Fir f: IR x E — E und C C IR x E schreiben wir

flCT=A{f(t,z): (t,x) € C}.
Wir setzen
A+B={a+bla€e A be B} und M ={)a|ac€ A}
fir A,BC E,X € R.

S(eir)={ye Elllz—yll <r}, S(er)={yeE|le—yll<r}
fir r > 0.
diam(B) = sup{||z — y|| | =,y € B}, falls B # ) ist, diam () = 0.
convB bedeutet die abgeschlossene konvexe Hiille von B.

Bekanntlich ist eine Teilmenge B des Banachschen Raumes E relativ
kompakt genau dann, wenn fiir jedes € > 0 endlich viele Kugeln mit
Radius e existieren, so dal deren Vereinigung B iiberdeckt. Falls B nur
beschrinkt ist, gibt es eine positive untere Schranke fiir solche e.

Definition 1.1 Es sei B die Familie der beschrinkten Teilmengen von
E. Dann ist das Kuratowskische Nichtkompaktheitsmaff o : B — [0, 00)
definiert fiir B € B durch

n
a(B) =inf{e>0: B C UBi’ n € IN,diam(B;) <e¢,i=1,...,n}.

i=1
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Das Kuratowskische Nichtkompaktheitsmafl des Banachraumes IR x FE
mit der Norm |[|(¢, z)|| = max{|¢|, ||z||} bezeichnen wir auch mit . Statt
« kann auch das “Hausdorffsche” Nichtkompaktheitsmafl genommen wer-
den. In manchen Fillen ist es sogar von Vorteil (vgl. [22]).

Lemma 1.2 Es gelten:
(i) a(B) = 0 <= B kompakt (B € B).
(i) a(AB) = |Na(B) und a(A+ B) < a(A)+a(B) (4,Be€ B,A€R).
(iti)) A C B = a(d) < a(B); a(AU B) = max{a(A),a(B)}
(A,B € B).
(iv) a(A) = a(A); a(convB) = a(B) (A, B € B).

(v) a(J x B) = «(B) fiir nichtleere, beschrinkte Intervalle J C IR, und
BeB.

(vi) a(Up<cr<n AB) = ha(B) (B € B; h,A € R)
Fiir den Beweis verweisen wir auf [3], [8], [22].

Satz 1.3 FEs seien J=[c — 1,0+ 6] CR, a€ E, r >0,
f:Jx S(a;r) = E stetig und ||f(t,z)]| < c. Ferner sei k > 0, so daf§
a(f[J x B]) < ka(B) fir B C S(a;r) gilt. Dann hat das Anfangswert-

problem

U(U) = a, u' = f(tau)
eine Losung auf [0—by,0+bs], wobei by < min{fy, L} und by < min{lz, 7}
gilt.
Den Beweis fiir eine Losung nach rechts findet man in [23]. Fiir die Losbar-
keit nach links ist die Transformation t — —t anwendbar.

Wir werden folgendes Resultat von Ambrosseti [1] bendtigen, welches eine
Verallgemeinerung des klassischen Satzes von Arzeld und Ascoli darstellt.

Lemma 1.4 Es seien W eine gleichgradig stetige und beschrinkte Funk-
tionenfamilie auf dem kompakten Interval J C IR mit Werten in E,
W(t) = {w(t) | w € W} firt € J. Dann gilt:

aW) =a({w(t) |lweW, t e J}) =sup{a(W(t)) |t € J}.



Kapitel 2

Charakterisierung von positiver Invarianz

Definition 2.1 Es seien F C G CIR X FE und f : G — E. Dann heifit F
positiv invariant beziiglich der Differentialgleichung u' = f(t,u(t)), falls
fiir jede Lésung u : [7,T) = E mit (t,u(r)) € F gilt:

(t,u(t)) e F (r<t<T).
f: G = E heifit a-Lipschitzsch, wobei o das Kuratowskische Nichtkom-

paktheitsmaf ist, wenn es ein k > 0 gibt, so daf gilt:
a(f[B]) < ka(B) fir beschrinkte B C G.

Wir geben nun die angekiindigten hinreichenden und notwendigen Be-

dingungen fiir die positive Invarianz an.

Satz 2.2 Essecien) # F C G CRx E, G offen, F relativ abgeschlossen
in G und f : G — E stetig und a-Lipschitzsch.

Dann gilt: F ist genau dann positiv invariant, wenn es zu jedem (o,a) € F
eine offene Umgebung Q in G und eine Funktion V : Q — [0, 00) gibt, so
dafs gilt:

(1) V ist stetig in Q.

(2) [V(t,z) = V(t,y)| <llz—yll (¢ 2),(y) €Q).

(3) V(t,z) =0 ((t,z) € QAN F).

(4) V(t,2) >0 ((t,2) € Q\ F).

(5) D¥ gV (te) = Tm & (V(t+ho+hf(t,a) = V(ta) <0
((t,z) € Q).
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Beweis: Fiir die Hinldnglichkeit der Bedingungen sei F' nicht positiv in-
variant. Dann gibt es ein (to, zo) € F und eine Lésung u : [to,T") — E von
u' = f(t,u(t)) mit u(to) = xo und (¢1,u(t;)) € G\ F fiir ein t; € (to,T).
Wegen der Abgeschlossenheit von F' in G und der Stetigkeit von u exi-
stiert

ty = max{t | to <t <ty ,(t,ut)) € F}.

Zu (t2,u(t2)) € F existiert eine Umgebung Q und eine Funktion V' wie
in der Voraussetzung. Es folgt V(t2,u(t2)) = 0 und V(¢,u(t)) > 0 fiir
t € (t2,t1], (¢, u(t)) € Q. Andererseits folgt aus (5) und (2), dal V' (¢, u(t))
in ¢ monoton fallend ist. Das ist ein Widerspruch.

Fiir die Notwendigkeit sei (¢,a) € F und k > 0 die Konstante fiir die
a-Lipschitzsche Voraussetzung. Dann gibt es £,¢ > 0, so daf} 2¢ < k+_1

und ||[f(t,z)|| <cauf Il = {(t,z) : |t —o| <L, ||z —al <6cl} C G ist.
Wir setzen Q = {(t,z) : |t —o| <!, ||z —al| <c }.

Fiir zwei beliebige Punkte P = (tp,zp) und Q = (tg,zg) in 2, so daf
tp < tg, definieren wir die Okamurasche Funktion D(P, Q) wie folgt:
Wir teilen das Intervall [tp,tg] durch #1,t2,...,th—1, so daB ¢;_1 <
ti , to = tp und ¢, = tg. P; = (t;,2;) und Q; = (¢;,T;) seien Punkte
von Q auf derselben Hyperebene t = t; derart, da8 Q;—; und P; auf einer
in Q laufenden Integralkurve liegen, Py = P und Q,, = Q.

n
D(P,Q) :=inf{> |lzi = Til|, n € N, P;=(t;z;) und
i=0
Q; = (ti,T;) wie oben}.
Wegen der Losbarkeit nach beiden Seiten und der Konstruktion von Q
existiert eine fiir t € [0 — £,0 + ] in Q laufende Integralkurve, die durch

(0,a) geht (Satz 1.3). Also wird das Infimum nicht {iber die leere Menge
gebildet.

Eigenschaften von D(P, Q) und deren Beweise findet man in Lemma 2.5.
Fiir X = (t,z) mit t < tp erweitern wir D(P, X) durch
|t —zp||+c(tp —t) flirt < tp

D*(P,X):{ D(P,X) fiir t > tp, } |
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D*(P, X) ist dann eine stetige Funktion von (P, X) fiir P € Q, X € Q.
D*(P, X) erfiillt als Funktion von X (1), (2) und (5) (vgl. Lemma 2.5).

Nun definieren wir V (t,2) = infper, D*(P,(t,z)), wobei F; = F N Q.
Die letztere Menge ist nicht leer, da z. B. (0, a) darin liegt. Wir werden
nachweisen, dafl V (¢, ) die gewiinschten Eigenschaften besitzt.

Zunichst zeigen wir fiir (¢,7) € Q: V(,7) = 0 < (¢,7) € F;. Damit
werden (3) und (4) bewiesen.

(«<=): Einfach. Denn

0< V@) = inf D*(P, (%) < D*((

)
5]
A
—
)
5]
A
A
Il
o

Also gilt (3).
(=): V(t,7) = 0. Wir werden nun zeigen, daB (¢,7) € Fy gilt.

Es sei P; = (tp;,xp;) € F1 eine minimierende Folge, d. h. D*(P;, (t,T))
< g (j €EN).

Fall 1. Es gibt eine Teilfolge (¢p,,) C (tp,) mit tp,, > ¢. Dann gilt nach
Definition von D*:
i} . __ 1
lzp, —Z|| + c(tp, —t) = D*(Py, (t,7)) < Py

Also konvergieren P, gegen (#,7). Wegen der Abgeschlossenheit von F
in G ist dann (¢,7) € F. Da (¢,7) € Q ist, erhalten wir (¢,T) € F}.

Fall 2. Es sind fast alle tp; < #. O.B.d.A. seien alle tp; < t, da die
endlichen Ausnahmen uninteressant fiir den Grenziibergang sind. Dann
gilt fiir beliebiges, aber festes j € IN:

N 1
D (P]"(tvw)) _D(Pja(tam)) < Z

Nach Definition von D(Pj,(t,Z)) existiert eine Zerlegung Z =
{to,...,tn} von [tpj,ﬂ mit zugehorigen {zp;, = 2o, To,T1,T1,...,Tn,Tpn =
T}, so daf} gilt:

| =

o _ 1 1 1
i —Zi|| < D(P;, (t, T —< =+ -,
S s~ S DB 0.7 + 35 € 55+ 55 <

<
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Dabei gibt es Lésungen ui(t) auf [ti—lati] mit ui(ti_l) = Tij_1 und

ui(t;) = x; fir i = 1,2,...,n. Wir setzen ug(to) = zp, = xo und
Unt1(tn) =T = Tp. Es sei Uj(t) die Funktion, die auf (¢;, t;41] mit w41 (t)
tibereinstimmt, fiir i = 0,1,2,...,n — 1. Es sei Uj(tp) = xp,. Dann hat

U;(t) hochstens n Unstetigkeitsstellen.

Wir setzen

vilt) = Y (uilti1) —uia(ti1)) fiiri =1,2,...,n+ 1.

t<t;_1

Dann ist w;(t) = Uj(t) + v;(t) stetig und stiickweise differenzierbar.
wj(t,) = wj(t) = T. AuBerdem ist

dist(F1, (tp;, witr;)) < lwi(tey) —zp |l = [lwi(to) — U;(to)l

= [l (to)ll
n+1

< Z(ui(tFl) — w1 (ti—1))]|
17, 1

< =
J

Also,
1

dist(F1, (tp,, w;(tp,))

Wir setzen w;(t) nach links bis (¢ —¥¢) mit einer Losungkurve fort, die bei
(tp;, (Uj +v;)(tp,)) beginnt. Diese Losungskurve verlduft moglicherweise
auBerhalb Q, bleibt aber in II nach Konstruktion. Damit erhalten wir fiir
beliebiges j € IN:

Uj(t) +vi(t) =T + 7 f(s,U;(s)) ds
fir ¢ € [tp,,t]

T-l-f;*"f f(s,Uj(s))ds-l-f:Pj Fs,wi(s)) ds
firt € [o —[,tpj]

wy(t) = (2.1)

Wegen a({w;|j € IN}) = 0 (Lemma 2.3), existiert eine gleichmiflig kon-
vergente Teilfolge von w;. Ohne Einschrinkung seien w; —gim w (j —
00). AuBerdem gilt wegen tp, € [0 — ¢,¢] fiir alle j € IN , daB 0.B.d.A.
tp, > t* €lo—L,t] (j = o0).
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Aus dist(Fy, (tp;, w;(tp;))) < 5 und der gleichméBigen Konvergenz von
wj folgt fiir (j — oo), daB dist(Fi, (t*,w(t*))) = 0 gilt.

Also ist (t*,w(t*)) € Fi. Mit w; konvergiert auch U; gleichmaflig gegen
w, da v; gleichméBig gegen Null konvergiert. Aus ( tp, — t*,

Wi —gim W, Uj = gim w) und (2.1) folgt:

w(t) = { T+ f;*f(s,w(s))ds fiir t € [t*,¥] } |
T+ f{t f(s,w(s))ds + j;t f(s,w(s))ds fiirt € [o — £, t*]

Da die Losungskurve (¢, w(t)) die Punkte (t*,w(t*)) € F und (,7) ver-
T

z
bindet, t* < t und F positiv invariant ist, gilt (¢,7) € F. Da (£,T) € Q

ist, erhalten wir (£,7) € F}.

V(t,z) ist stetig in Q. Dazu sei € > 0. Dann existiert ein P € F; derart,
daf3

D*(P, (t,)) < V(t,z) +e

ist. Aulerdem gilt
V(s,y) < D*(P, (s,y))

fiir alle (s,y) € Q. Also erhalten wir (vgl. Beweis von Lemma 2.5) :
V(s,y) = V(t,z) < D*(P,(5,1)) = D*(P, (t,)) + € < ||z — yl| + el — 5] + ¢,
wenn s € (t — h,t + h), wobei 0 < h < [t —t5].
Analog existiert ein P* € F| mit

D*(P*,(s,y)) < V(s,y) +€
und wir erhalten

Vit,z) = Vis,y) <z -yl +clt —s[+e

fir s € (t — h,t+ h), wobei 0 < h < |t — tp«|. Insgesamt ist

V(t,2) = Vs, y)l < [le —yll +clt —s| +€
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fiir s € (t—h,t+h) mit 0 < h <min{|t —tp-[, [t —t5|}. Daraus folgt die
Stetigkeit von V (¢, x).

Fiir s =t folgt aus dem Obigen:

V(t,y) =Vt 2)| <lle -yl +e
also (2).

Schliefllich zeigen wir (5) FmV(t, z) <0.
Zunichst gilt fiir beliebige P € Q (vgl. Beweis von Lemma 2.5) :
D*(P,(t + h,z + hf(t,z))) — D*(P, (t,z)) < hllr(h)]|
mat r(h) — 0 (h \,0).
Es sei nun € > 0. Dann gibt es wie vorher ein P(e) mit D*(P(e), (t,z)) <
V(t,z) + €. AuBlerdem gilt immer V(¢ + h,z + hf(t,z)) <
D*(P(e),(t+ h,z + hf(t,x))). Es folgt
V(t+h,z+hf(t,z))) —V(tx)
< D*(P(e), (t+ h,x + hf(t,x)) — D*(P(e), (t,x)) + €
< hllr(h)ll + €

Da € > 0 beliebig ist, erhalten wir:
V(t+h,x+hf(t,z))) = V(t,z) < hlr(h)]]

Daraus folgt (5).

Lemma 2.3 Es gilt a({w,|n € IN}) =0.

Beweis: Wir erinnern an (2.1):

Un(t) +0n(t) =T + 7 f(s,Un(s)) ds
B fiir ¢t € [tp,,t]
wy(t) = T+ [ f(S,Un(s))ds+f:Pn f(s,wn(s))ds [ (2.1)

firte [U - [,tpn]
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Wegen f beschréinkt, ist die Familie W = {w,, | n € IN} beschriinkt und
gleichgradig stetig. Nach Lemma 1.4 ist dann :

aW) = a{w,(t) [n € N,t € [0 — (,t]}) = a(W(J)), wobei
J=[o—1{1].

Es seien
B = {w,(t)|n €N, t € [o — {,tp,]},
C ={U,(t)|n € IN,t € [tp,,t]},
A={v,(t)|n e N,t € [t,,,t]} und
H = {Un(t) + va(t)|n € N, t € [t,,2]}.
Dann gilt:

HCC+ A, alsoa(H) <a(C)+a(d) =a(C),
da a(A) = 0ist ( Lemma 2.4).

Es folgt aW(J)) = a(BU H) = max{a(B),a(H)} < max{a(B),a(C)}.
Wir haben den Beweis beendet, wenn wir gezeigt haben: a(C) = 0 und
a(B) =0.

Es sei ¢ € C. Dann ist ¢ = Up(t) fiir ein n € IN und fiir ein ¢ € [t,,,t].
Nach der Riemann-Integral Darstellung in (2.1) gilt dann:

c=Uy(t) €T — (t—tp, )conv(f[J x ClU{6}) — A.
Also,

Ccz— | J(T-t,,)eonv(f[J x Clu{6}) — A.
n=1
Nach Lemma 1.2 folgt a(C) < 2la(f[Jx () < 2lka(JxC) = 2lka(C) <
kL_;_la(C) (nach Wahl von 2¢ am Anfang des Beweises von Satz 2.2). Also,
a(C) =0.

Nun sei b € B. Dann ist b = wy,(¢) fiir ein n € IN und fiirein ¢ € [0—¢,¢,,].
Wieder nach (2.1) gilt dann:

b = wy(t) €T — (t—tp,)conv(f[J x ClU{A})
{1y (o — ))comT(f7 x B]U{8)).
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Also,
BC7— | (7~ t,,)@m(f[J x C]U{6})
- Uty = (0~ ))eonv(f[J x B]U {6}).
Es folgt
a(B) < 2la(f[J x C]) + 2La(f[J x B])
< 2ka(J x C) + 2tka(J x B)

(
2Uka(C) + 2lka(B)
= 2lka(B) (da a(C)=0).

Wegen 2( < 7 folgt a(B) = 0.

Lemma 2.4 Es gilt a(A) =0 , wobei A = {v,(t)ln € N, t € [t},,t]}.

Beweis: Da (v,) Treppenfunktionen sind, gilt fiir ein festes n € IN:

A, = {v,(t)|t € [tp,,t]} ist eine endliche Menge. Nun sei € eine beliebige
positive reelle Zahl. Da (v,,) gleichmiiBig gegen Null konvergieren, gibt es
ein ng(€), so daB fiir alle n > ng(e) gilt:

€ -
loa@Il < 5 (¢ € [tp,,8])-
Das bedeutet A, C S(0,5) (n > no(e)).

no(e)
n=1

[\

Ferner ist U A, als endliche Vereinigung von endlichen Mengen wieder

endlich und jeder Punkt ist eine Kugel mit Radius kleiner als §. Insgesamt
endlich viele Kugeln mit Durchmesser kleiner oder gleich € iiberdecken
A. Daraus folgt die Behauptung.

Lemma 2.5 Fiir D(P, Q) gelten folgende Eigenschaften:
(i) D(P,Q) > 0.
(ii) D(P,R) < D(P,Q) + D(Q, R), wenn tp < tq < tp.

(iii) |D(P,Q) — D(P,Q)| <
lzp — 251l + llzq — 2]l + ¢ (|tp —t5] + It — t§|).
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(iv) Ist tp = tg, so ist D(P,Q) = ||lzp — zg]|-

(v) D(P,Q) =0, wenn P und Q auf einer in Q laufenden Integralkurve

liegen.

(vi) D(P,X) erfillt als eine Funktion von X = (¢,z) die Bedingungen
(1), (2) und (5) in Satz 2.2.

(vii) Wir erweitern D(P, (t,xz)) firt < tp:

D(P7 (tam)) fiir ¢ >tp,
|l — zp|| +c(tp —t) firt<tp ’

D*(P, (t,x)) = {

Dann ist D*(P, (t,z)) stetig in (P, (t,z)) € Q x Q und erfillt als
Funktion von (t,x) auch (1), (2) und (5).

Beweis: Die Ungleichungen (i) - (iii) ergeben sich unmittelbar aus der
Definition und der Dreiecksungleichung. Sie hingen nicht von Besonder-
heiten von f ab. (iv) und (v) sind einfach. Fiir (vi) gilt: Aus (iii) folgen
(1) und (2). Wir zeigen (5) fiir (¢,z) € Q.

Es sei (s,u(s)) eine Losungskurve durch (¢,z). Es sei § > 0 derart, daf3
(t+ h,u(t+h)) € Qund (t+ h,z+ hf(t,z)) € Q fiir 0 < h < § gilt.
Bekanntlich ist u(t + h) = z + hf(t,z) + hr(h) mit 7(h) — 0 (h N\ 0).
Nach (ii) gilt:

D(P,(t+ h,u(t+ h))) < D(P, (t,u(t))) + D((t,u(t)), (t + h,u(t + h))).

Nach (v) ist der letzte Ausdruck gleich Null, da eine verbindende Lésungs-
kurve existiert. Also,

D(P7 (t + h, u(t + h))) - D(P7 (ta U(t))) <0.

Damit erhalten wir mit (2):

% (D(P,(t + h,z + hf(t,2))) — D(P, (t,2)))



14 _ KAPITEL 2. Charakterisierung von positiver Invarianz

Daraus folgt (5).
Fiir (vii) zeigen wir zuniichst die Stetigkeit von D*(P, (¢, x)).

Fall 1. ¢ < tp.

Fiir 0 < h < {28 gilt: Bs sei s € (t — h,t + h), t5 € (tp — h,tp + h).
Dann ist

|D*(P, (s,y)) — D*(P, (t,2))]
=[lly —zpll+cltp —s) = llz —zpl —cltp — 1) |
<y —=ll +lleg —zpll +cltp — tp| + clt — 5.
Fall 2. tp < t.

Fiir 0 < h < 52 gilt: Bs sei s € (t — h,t + h), t5 € (tp — h,tp + h).
Dann ist

~

[D*(P, (s,y)) = D*(P, (¢, ))]
= |D(P7 (s,y)) - D(P7 (t,l‘))|
<llzr = w5l + llo = yll + ¢ (Itr — t5] +Is — 1))
wegen (iii).
Fall 3. tp =1t.
Dann ist D*(P, (t,z)) = D(P, (t,z)) = ||lzp — z|. Ist t5 < s, so gilt:
|D*(P, (s,9)) = D*(P, (t,))]
<llzp = 2pll+ llz =yl + ¢ (Itp = t] + s — 1)
wegen (iii). Ist t5 > s, so gilt:
[D*(P, (s,y)) = D*(P, (t,7))]
= lly —zpll +cltp =) = llep — =[] |
<llop =23l + lle = yll+¢ (Itr — tpl +1s — 1)

Damit ist D*(P, (¢, x)) stetig in beiden Variablen, erst recht in (¢, z), also

(1)
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(2) folgt aus dem Obigen, wenn man s = t setzt. Und zwar fiir alle
(t,2), (t,y) € Q.

Fiir tp < t folgt (5) aus der entsprechenden Eigenschaft von D(P, (¢, z)).
Firt<tpund 0 < h < tp —t gilt:

D*(P,(t + h,z + hf(t,z))) — D*(P, (t,z)) =

|z +hf(t,x) —xp||+cltp — (t+h)) —|lz —2pl| —c(tp — 1) <
hllf (&, 2)|| = ch.

Wegen ||f(t,z)]| < ¢ folgt (5).

Im folgenden ergénzen wir einen Satz von Yiping Lin und P. Volkmann
[30]. Zuniichst nennen wir eine Funktion ¢ : [0,00) X [0, 00) = [—00, 0]
eine Eindeutigkeitsfunktion, falls aus § > 0, n : [0,0] — [0,00) stetig,
n(0) = 0, und Dn(t) < ¢(t,n(t)) (0 < t < 6) folgt: n(t) = 0 auf [0,d].
Dabei ist D+ die obere Dini Ableitung.

Satz 2.6 Esscien) # F C G CRx E, G offen, F relativ abgeschlossen
in G und f : G — E stetig und «-Lipschitzsch. Dann gilt: F ist genau
dann positiv invariant, wenn es zu jedem (o,a) € F eine offene Umgebung
Q in G , eine Funktion V : Q — [0,00) und eine Findeutigkeitsfunktion
¢ gibt, so daf gilt:

(1) V ist stetig in Q.

(2) [V(t,z) = V(t,y)l < llz—yll (¢ 2),(ty) €Q).
(3) V(t,z) =0 ((t,z) € QNF).

(4) V(t,z) >0 ((ta) €\ F).

(5) DYV (t,x) = limpsor 5 (V(E+ h,z + hf(t,x) = V(t,z)) <
p(t—o,V(t,x))((t,z) € QA mit t > 0).

Beweis: Die Hinldnglichkeit (die allgemeiner als in Satz 2.2 ist) ergibt
sich aus [30] (vgl. dazu Satz 3.1 im niichsten Kapitel).
Fiir die Notwendigkeit liefert der Beweis von Satz 2.2 eine Eindeutigkeits-

funktion, nédmlich ¢ = 0.






Kapitel 3

Hinreichende Bedingungen fiir positive Invarianz

Folgenden Satz findet man in [30]. Es geht um eine Verallgemeinerung
der Hinlénglichkeit der Bedingungen von Nagumo.

Satz 3.1 Essecien) # F C G CRx E, G offen, F relativ abgeschlossen
in G und f : G — E. Dann ist F positiv invariant, falls es zu jedem
(0,a) € F eine offene Umgebung Q in G , eine Funktion V : Q — [0, c0)
und eine Eindeutigkeitfunktion ¢ gibt, so daf$ gilt:

(1) V ist stetig in Q.

(2) [V(t,2) = V(t,9)] < |z —yll ((t,2),(t,9) € Q).
(3) V(t,z) =0 ((t,z) € QN F).

(4) V(t,z) >0 ((t,z) e X\ F).

(5) DYV (t,x) = limnsor 5 (V(E+ h,z + hf(t,x) = V(t,z)) <
ot — o,V (t,2))((t,z) € X mit t >0).

Einer Bemerkung aus [30] folgend, zeigen wir nun, wie Resultate von
[20], [28] als Spezialfiille von Satz 3.1 aufgefaflt werden konnen, falls die
vorkommenden Eindeutigkeitsfunktionen nicht von ¢ abhéingen.
Zunéchst sei M = {z € E | dist(M,z) < &} fir £ > Ound M C E.
Ferner sei ¢(t,s) = p(s) eine von ¢t unabhiingige Eindeutigkeitsfunktion.
Fiir x € E ist dist(M,z) = inf{||lz —y|| 1y € M }.
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Satz 3.2 FEs seien 0 # M C N C E, N offen, M abgeschlossen in N,
f:(r,T)x N = E. Dann ist F = (1,T) x M positiv invariant , falls
eine der folgenden Bedingungen (A), (B) erfiillt ist:

(A) (Volkmann).

(A.1) }LI{(I}) sdist(M,z + hf(t,z)) =0 (z € M, T <t <T).
(A2) lf(t,x) = fEyll < elllz —yl) (€ N\M, ye M, 7 <t <T).

(4.5) T ols + 1) < 9(3) (5> 0).

(B) (Redheffer und Walter).
M ist eine Distanz-Menge und es gelten (A.1) und (A.2).

Beweis. Es sei G = (1,7) x N und (0,a) € FCG CIR x E.

Wir definieren V' : G — [0,00) durch V(t,2) = dist(M,z). Dann erfiillt
V(t,z) die Bedingungen (1) bis (4) in Satz 2.6. Wir zeigen (5) ﬁF}]V(t, )
< (V(t,x)) fir (t,2) € G, t > o. Falls (t,z) € (r,T) x M ist, gilt
V(t,z) = 0. Dann ist fiir geniigend kleines h > 0:

V(t+h, x4+ hf(t,z)) =dist(M, =+ hf(t,x)).
Wegen (A.1) folgt dann (5).

Es sei nun (t,z) ¢ (7,7) x M. Dann ist V(¢,z) = dist(M,z) = £ > 0.
Also ist € Rand M. Es sei r > 0 mit S(a;2r) C N.
Dann gilt fiir den Fall (A) folgende Formel (vgl. [28]):

(O) T haisi(Me, &+ b (1,)) < (0
(1<t<T, x€ Rand M, ||z —al| <r).

Ferner ist

V(t+h, x4+ hf(t,z)) = dist(M, 2+ hf(t,z))
< dist(Me, x + hf(t,z)) +V(t,z).

Mit (C) folgt dann (5) fiir (,z) € Q = (r,T) x S (a; 7).



KAPITEL 3. Hinreichende Bedingungen fiir positive Invarianz ___ 19

Fiir den Fall (B) existiert ein y € M mit
e — yll = dist(M,2) = V(t,2) .
Dann ist

Vit+h, z+hf(t,z)) = dist(M, 2+ hf(t,z))
< dist(M, y+ hf(ty) + [z -yl
+hl|f(t =) — f(t, 2]
dist(M, y + hf(t,y)) + V (¢, x)
+ he(llz —yl)) -

AN

(A.2)

Mit (A.1) folgt dann (5).
Bemerkung 3.3 Fulls p(s) = Ls fiir ein L > 0 ist, setzen wir
V(t,z) = e~ tdist(M, z).

Dann sind die Bedingungen (1) bis (5) in Satz 2.2 erfillt, insbesondere
qilt

(5) DV(t,z)<0.

Nun erweitern wir den Invarianzsatz in [28] auf bestimmte Teilmengen
von IR x E, die nicht notwendig der Form J x M sind (J CIR, M C E).

Zunichst sei A die Familie der nichtleeren, abgeschlossenen Teilmengen
von E. Fiir A, B € A ist die Hausdorffmetrik

H(A, B) = max{supdist(A,b), supdist(B,a)} .
beB a€A

Wir bemerken, dal H(A, B) = co moglich ist.

Fir FF CIRx E setzen wir F(t) = {x € E | (t,z) € F fireint € R} C E.
Nun sei F(t) € A fiir alle t € (7,T). Dann gilt H(F(t)¢, F(t)) = & Wir
nennen F(t) stetig, wenn aus t,, = to(n — o0) in (7, T) folgt

H(F(ty), F(to)) — 0 (n — 00).
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In diesem Fall ist H(F(t), F(t + h)) < oo fiir hinreichend kleines |h/|.

Wir werden folgende Ungleichung benétigen:
dist(A4,z) < dist(B,z) + H(A,B) (zx € E, A,Be A). (3.1)

Dazu sei € > 0. Dann gibt es ein b € B mit ||b — z|| < dist(B, z) + e.

Zu diesem b existiert ein a € A mit
lla —b]| < dist(A,b) +e < H(A,B) +€.
Es folgt
dist(A,z) <|la—z|| < |la = b|| +||b — z|| < H(A, B) + € + dist(B, x) + e.
Daraus ergibt sich (3.1).

Satz 3.4 Fs sei F C G C (1,T) x E, F(t) € A, F(t) stetig, F(t1) C
F(ty) fiirt; <ty (t1,t2,t € (1,7)) und f : G = E.

Ferner seien folgende Bedingungen erfiillt:

() T § dist(F (). 2+ hf(ho) =0 ((ha) € F, 7 <1 <T).

(2) ||f(t,z) — f(t, )l < @t ||z —yl|) mit einer Findeutigkeitsfunktion
p, welche zusdtzlich

(3) ilti—{‘r}) o(t,s+h) <p(t,s) (1<t<T, s>0) geniigt.
Dann ist F' positiv invariant.

Beweis. Angenommen, F' sei nicht positiv invariant. Dann gibt es eine
Losung w : [3,7) = E mit (8,u(B)) € F, aber (to,u(to)) € G\F fiir ein
to € (8,7). Wir setzen 0 = max{t | 3 <t < to, (t,u(t)) € F}. Dann ist

(o,u(o)) € F und (t,u(t)) € G\F fir t € (o,to] - (3.2)
Es sei r > 0 und 0.B.d.A. (sonst wird to verkleinert)

o

[0,t0) x S (u(0);2r) CG und |lu(t) —u(o)|| <r (o0 <t<ty).
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Dann erhalten wir mit der Methode in [28] (ein Lemma aus [4] wird
benutzt), daf} fiir £ > 0 gilt:

iy - dist(F(0)e, 0+ 1 (1,0)) < 0(6,6) .
(0 <t<to, g€ F(t)e, llg—u(@)|| <r). |

Nun setzen wir n(t) = dist(F(t),u(t)) fiir t € [o,tg). Dann ist n(e) = 0
und wegen (3.1) gilt fiir |h| klein genug:

[n(t) —n(t + h)] |dist(F'(¢), u(t)) — dist(F(t + h), u(t + h))|

< lu(®) —u(t + h)l| + H(E(®), F(t + h)) .
Daraus folgt die Stetigkeit von n(t), da u(t) und F(t) stetig sind. Wir

zeigen, daB D+n(t) < o(t,n(t)) fir t € [o,to) gilt. Fiir t = o und b > 0
ist

n(o + h) dist(F'(o + h),u(o + h))

< dist(F(o),u(oc + h)), da F(o) C F(o + h)
< dist(F(0),u(o) + hf(o,u(o)) +o(h) , (h0).

Wegen (1) folgt dann D¥n(0) < ¢(a,n(0)).

Fiir ¢ € (o,tp) ist nach (3.2) n(t) = & > 0, d.h. u(t) € F(t)s. Also

ININA
: B
2]
-+

(3.1)

Il
o
=
2}
=+

< dist

Mit (3.3) erhalten wir dann DTn(t) < ¢(t,n(t)), da ||u(t) — u(o)|] < r
ist. Weil ¢ eine Eindeutigkeitsfunktion ist, ergibt sich dann 7(¢) =0, d.h.
(t,u(t)) € F fiir t € [o,tp). Das ist ein Widerspruch zu (3.2).

Beispiel 3.5 Es seien E =l (der Raum der beschrinkten reellen Fol-
gen), geordnet durch K = { = (zp)nen € loo | zn > 0, n € IN},
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v,w : (r,T) — E stetige Funktionen mit v(t) monoton fallend und
w(t) monoton wachsend. Ferner seien v(t) < w(t) fir t € (r,T) und
F={(tzz): r<t<T, v(t) <z <w(t)}.

f : G = E geniige den Bedingungen in Satz 8.4 mit G = (1,T) x E.
Dann ist F' positiv invariant.

Es ist klar, daB F'(t) € Aund F(t;) C F(t2) fur t; <ty (¢,t1,t2 € (1,7T)).
Wir zeigen die Stetigkeit von F'(t).

Es sei s,t € (r,T) mit 0.B.d.A. s < ¢. Dann ist F(s) C F(t). Es folgt
dist(F'(t),z) =0 (z € F(s)).

Also gilt
H(F(s),F(t)) = max{ sup dist(F(s),y), sup dist(F(¢),z)}
YEF (1) zEF(s)
= sup dist(F(s),y) .
yEF(t)

Nun sei y € F(t) beliebig, aber fest.
Dann ist v (t) < yr(t) < wi(t) (k € IN). Wir setzen

ve(s) falls  wv(t) < yr < wp(s)
T =4 Uk falls = vy (s) < yr < wi(s)
wi(s) falls wy(s) <yp < wi(t) .

Dann ist & = (x)renN in F(s). Ferner gilt

vk (s) = yk| < Jor(s) — vi(t)],
falls v (t) < yr < vi(s),

|Te —ye| = 0, falls vi(s) < yr < wi(s),

lwi(s) = yi| < Jwi(t) — wi(s)],
falls wi (s) < yr < wi(t) .

Es folgt:
dist(F(s),y) < [lz — yl| < max{|lv(s) — v(D)], [[w(s) —w®)] }-
Da y € F(t) beliebig ist, erhalten wir:

H(F(s),F(t)) = sup dist(F(s),y)
yeF(t)

< max{[[o(s) —v(®)], [lw(s) —w(@)[} -

Wegen v, w stetig folgt die Behauptung.



Kapitel 4

Ein Invarianz-Satz in Banach-Verbinden

Volkmann [29] dehnte einen Satz von Max Miiller [15] (vgl. auch [18]) auf
die Banachridume ¢ und [, (1 < p < 00) aus und gab ein Beispiel dafiir,
daf der Satz nicht fiir beliebige geordnete Banachriume gilt. Walter [32]
behandelte den Fall E = [..

Nun zeigen wir, daf} die Invarianzaussage des Satzes fiir gewisse Banach-
Verbénde gilt. Dann gehen wir auf die Existenzaussage des Satzes ein.

Zunichst heifit eine Teilmenge K von E ein Kegel, wenn gilt:
K ist abgeschlossen, K+ K C K, AK C K (A > 0) und KN(—K) = {#}.
E' bezeichnet den topologischen Dual von E. Wir setzen

K' ={p€eE: p(xr) >0 (re€K)}

Wir versehen E mit der ( reflexiven, antisymmetrischen, transitiven )
Ordnung <, definiert durch

r<y<= (y—z) € K.
E heiflt ein Banach-Verband, wenn zusétzlich gilt :
(i) #Vy =sup{z,y} und z Ay = inf{z,y} existieren fiir alle z,y € E,

(i) Jo] = 2V (=2) < yV (~y) = |yl impliziert [l2]| < [lyl| (Monotonie
der Norm).
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Ist tiberdies ||z V y|| = max{]||z|],||y||} fiir alle z,y € K, so nennt man E
einen (AM-) Banach-Verband (vgl. [21]).

Im folgenden sei E stets ein (AM-) Banach-Verband mit Einheit, d.h. es
existiert ein p € Int K mit [—p,p] = S(6;1).
Beispiele sind L>®(u), Cla,b], ls.

Wir setzen
H={p€eE: p(p)=1} und H=HNK'.

Dann ist Hy konvex und kompakt beziiglich der (schwach-*) Topologie
o(E', E). Nach einem Satz von Krein-Milman ist die Menge X der Ex-
tremalpunkte von Hy nicht leer und Hy = tonvX, wobei der Abschluf}
beziiglich o(E', E) ist. Die Elemente von X sind Verbandshomomorphis-
men (vgl. [14], [11], [21]), d.h. fir z,y € E gilt:

(iii) ¢(z Vy) = max{p(z),p(y)} und p(z Ay) = min{p(z), p(y)}
(p € X).

Fiir C[a,b] kénnen wir X = [a, b] setzen, wenn wir s € [a, b] als Auswer-
tungsfunktional betrachten, d.h. ps(x) = z(s) (x € C|a,b]) (vgl. Taylor
[24], s. 186). Somit bedeutet (iii) fiir z,y € C[a,b] :

(z Vy)(s) = max{z(s),y(s)} und (zAy)(s) =min{z(s),y(s)} (s € [a,b]).
Folgendes Lemma, ist wichtig fiir unsere Betrachtung.

Lemma 4.1 Es sei 1 € E\K. Dann existiert ein p1 € X mit @1(z1) <
0.

Beweis: Nach einem Trennungssatz (Hahn-Banach) fiir konvexe Mengen
(vgl. z.B. [21]) existiert ein ¢ € E' mit p(z1) < ¢ < p(z) (z € K). Wegen
0 € K ist dann ¢(z1) < ¢ < p(#) = 0. Ferner gilt fiir v € K : p(nz) >
¢ (n € IN). Daraus ergibt sich, dafl ¢ € K’ ist.

Da ¢(p) > 0 ist, gilt po = 555 € Ho und po(z1) < 0.

Es sei nun € > 0 mit @o(z1) + € < 0. Da ¢y € convX beziiglich o(E', E)

ist, existiert ein ¢, € convX mit

lpe(®1) — po(z1)| < €



KAPITEL 4. Ein Invarianz-Satz in Banach-Verbinden 25

Es folgt ¢ (z1) < 0. Ferner gilt :

n n
pe(z1) = Nipiler) mit g € X, A >0, D A=1

i=1

0.B.d.A. ¢ (z1) < 0.

Die Funktion P(¢,z) = sup{v(t),inf{w(t),xz}} ist wohldefiniert fiir

t € [1,T], z € E, wobei v, w Funktionen von [r,T] in E sind. Im folgenden
sei D € {D*,D,,D~,D_} eine beliebige, aber feste Dini-Ableitung.
Wir setzen J = [1,T] und C(J, E) bezeichnet den Raum der stetigen
Funktionen von J in E.

Satz 4.2 FEs seien v,w € C(J,E), v(t) <w(t) (t€ J), F={(t,x):
ted, vt) <z <w(t)}, f:F — E. Ferner gelte firt € J, ¢ € X:

(1) De(v(t)) < @(f(t,2)) fiir v(t) <z <w(t), o(z) = ¢(v(t)),

(2) Do(w(t)) = @(f(t 2)) fir v(t) <z <w(t), p(z) = p(w(t)).

Dann ist F positiv invariant beziglich u' = f(t, P(t,u)) (3).

Beweis: Angenommen, F' sei nicht positiv invariant. Dann gibt es eine
Losung u : [a,b) — E von (3) mit (a,u(a)) € F und (¢1,u(t;)) ¢ F fiir
ein t1 € (a,b). Es gilt dann w(t1) —u(t1) ¢ K bzw. u(ty) —v(t1) ¢ K. Es
sei etwa w(t;) —u(t;) ¢ K. Dann gibt es nach Lemma 4.1 ein ¢ € X mit
plw(ty) —u(t)) <0 (4).

Da w(a) —u(a) € K gilt, also o(w(a) —u(a) existiert ein to € [a,t1)
mit p(w(to) — u(to)) = 0 und @(w(t) — u(t) (t € (fo, 11]).

Fiir beliebiges aber festes t € (tg,t1) sei z = P(t,u(t)). Dann ist v(t) <
z < w(t) und p(z) = e(w(t)) (wegen (iii)). Damit genugt z den Bedin-
gungen von (2). Es folgt Dp(w(t)) > p(f(¢,2)) = Dp(u(t)).

) >0,
) <0

)
(t,
Fiir h(t) = p(w(t) — u(t)) gilt dann:

h(t()) =0 und Dh(t) >0 fir te (to,tl).

Also ist b wachsend und h(t;) > 0 im Widerspruch zu (4).
Entsprechend verfihrt man, wenn u(t;) — v(t;) ¢ K ist, und damit ist
der Satz bewiesen.
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Aus der Monotonie der Norm (ii) von F folgt :
6<z<y impliziert [|o] < [yl
Somit ist der Ordnungskegel K normal im Sinne von Krein [12].

Nun erginzen wir die Invarianz mit der Existenz einer Losung wie ur-
spriinglich in [15].

Satz 4.3 FEs seien v,w € C(J, E), v(t) <w(t) (t € J),
F={(t,z): teJ vit)<z<w()} (rne)€F, f:JxE — E stetig
mit

a(f[B]) < ka(B) fiirein k >0 (B CF). (4.1)

Firt e J, ¢ € X gelte (1), (2) in Satz 4.2. Dann existiert eine Lisung
u: J — E des Anfangswertproblems

u' = f(t,u(t), u(t)=c, (te€J) (4.2)
mit
(t,ut)) € F (teJ). (4.3)
Beweis: Aus der Verbandseigenschaft (i) folgt

|P(t,2) = P(s,y)| < o(t) —v(s)| + Jw(t) —w(s)| + |z -y
fir (s,y), (t,z) € J x E.

Mit der Monotonie der Norm (ii) ergibt sich die Stetigkeit von P(t,z)
und ||P(t,z) — P(t,y)|| < ||z —y||, also a(P(B)) < lya(B) fiir ein I; >0
und fiir beschrinkte B C J x E.

Also ist g(t,z) = f(t, P(t,z)) stetig und a(g(B)) < lya(B) fiir ein I; > 0.
Damit ist g(t,x) beschrinkt, da F' beschrinkt ist, wegen der Normalitit
von K.

Nach Satz 1.3 existiert dann eine Losung u : J — E von u' = g(t,u),
u(7) = c. Der Rest folgt aus Satz 4.2, d.h. es gelten (4.2) und (4.3).
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Wir wenden uns nun einem Existenzsatz von Lemmert, Schmidt, Volk-
mann [13] zu, der die Normalitit des Kegels K beriicksichtigt.

Zunichst heifit g(t, z) quasimonoton wachsend beziiglich z (im Sinne von
[25], vgl. auch [31]), wenn gilt:

z,y €E, <y, p € K', p(x) = p(z) = (g(t,7)) < @(g(t,y)).
Der Kegel K heifit regulér, wenn aus

T <x2<...<y

in E die Konvergenz ||z, —zo|| = 0 gegen ein Grenzelement o € E folgt.

Satz 4.4 FEs seien die Voraussetzungen in Satz 4.8 erfillt und anstatt
(4.1) gelte:

f(t, P(t,x)) ist quasimonoton wachsend beziiglich x und K ist reguldr.
Dann ezistiert eine u: J — E, die (4.2) und (4.3) geniigt.

Beweis: Nach [13] hat u' = f(¢, P(t,u)), t € J, u(r) = ¢, eine Losung,
wenn f(¢, P(t,x)) quasimonoton wachsend beziiglich z ist, und K regulir
mit Int K # () ist.

Reguldre Kegel sind stets normal; die Umkehrung muf} nicht immer gel-
ten. Nach Krein [12] ist eine monoton wachsende, schwach konvergente
Folge (z,) C E (d.h. es existiert ein z € E mit ¢(z,) — ¢(z) fiir alle
p € E") bereits Norm-konvergent, wenn K normal ist. Damit kénnen wir
folgende Charakterisierung angeben.

Bemerkung 4.5 Ein normaler Kegel ist genau dann reguldr, wenn gilt:
Auszy < xo < ... <y in E folgt die schwache Konvergenz einer Teilfolge
von (z,,).
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