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Dieser Bericht gibt den Inhalt einer zwelsemestrigen einstiindigen Vorlesung
wieder, die im Sommersemester 1965 und im Wintersemester 1965/66 an der
Technischen Hochschule in Karlsruhe gehalten wurde, Die Vorlesung befaft
sich mit einem speziellen Geblet der Reaktorphysik, das die Analyse des Neu-
tronenrauschens in Reaktoren zum Ziele hat, Als Neutronenrauschen werden die
Schwankungserscheinungen in der Neutronenbevélkerung eines Reaktors bezeich-
net. Eine genaue Untersuchung dieser Schwankungserscheinungen, ihrer Ent-
stehung und ihres Nachwelses durch Detektoren erlaubt die Bestimmung charak-
teristischer Reaktorparameter, wie der Abklingkonstanten des prompten Neu-
tronenflusses, der Neutronenlebensdauer, der Reaktivitit und der absoluten
Reaktorleistung. Die Kenntnis dieser integralen GroBen ist sowohl fiir den
praktischen Reaktorbetrieb als auch flir die Reaktorentwicklung von groB8em
Interesse. So liefert beispielsweise bei der Entwicklung schneller Brutreak-
toren die Abklingkonstante des prompten Neutronenflusses bei verzégert kri-
tischem Reaktor als integrale KenngridBe eine gute Moglichkeit, reaktortheo-
retische Berechnungen zu ilberpriifen, Aus diesen Griinden ist die Analyse des
Neutronenrauschens mit in das reaktorphysikalische Forschungs- und Entwick-
lJungsprogramm des Kernforschungszentrums Karlsruhe aufgenommen worden. Die
Vorlesung basiert in wesentlichen Teilen auf theoretischen und experimentellen
Arbeiten und Ergebnissen, die im Rahmen dieses Programms gewonnen wurden und
die im Kapitel II dieses Manuskripts abgehandelt sind. Kapitel I der Vor-
lesung gibt eine Einfihrung in die Grundbegriffe der Statistik und die Eigen-
schaften spezieller Korrelationsfunktionen, soweit sie zum Verstidndnis des

zwelten Kapitels erforderlich sind.
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Kapitel I - Einflihrung in die Statistik
I.1 Einleitung

In der Physik kann man zwischen zwei unterschiedlichen Beschreibungsarten
von Vorgédngen unterscheiden. Einerseits lassen sich Vorgidnge durch genau
bekannte Anfangsbedingungen und bestimmte Gleichungen beschreiben, wie
beispielsweise die Bewegung von Gegenstinden in Kraftfeldern in der Me-
chanik oder die Ausbreitung von elektromagnetischen Wellen unter Anwen-
dung der Maxwellschen Gesetze. Andererseits gibt es eine ganze Reihe von
Erscheinungen, die sich nicht durch bestimmte Anfangsbedingungen und ein-
fache GesetzmidRigkeiten beschreiben lassen., In diese Kategorie fillt z.B.
das sogenannte Rauschen einer Elektronenrshre., Wenn man versuchen wollte,
die Schwankungen in der Ausgangsspannung einer solchen Elektronenrshre
mit der Bewegung einzelner Elektronen in Beziehung zu setzen, so wird man
sicherlich schnell die Ausweglosigkeit und Komplexitidt dieses Unterneh-
mens einsehen. So sieht man schon an diesem Beispiel, daB es nétig ist,
neue Begriffe zu schaffen, um derartige Vorginge zu beschreiben. Diese
Art von Vorgidngen werden wir auch bei der Analyse des Reaktorrauschens
wiederfinden, weswegen die Einfithrung dieser neuen Begriffe von ganz spe-
ziellem Interesse ist, Die Schaffung dieser neuen Begriffe wurde nun al-
lerdings nicht durch das Rauschen in einer Elektronenrshre angeregt, son-
dern durch viel &dltere Probleme, und zwar denen, die bei einem Wiirfelspiel
auftreten. Man kann sich vorstellen, daB die genaue Vorhersage des Ausgangs
eines Wurfs mit einem Wirfel sehr viele genaue Detailinformationen erfor-
dern wiirde, wie beispielsweise die physikalischen Eigenschaften des Wiir-
fels, seine Oberfliche, die Anfangsbedingungen der Bewegung, der Verlauf
der Bewegung und die dabei auftretenden Krifte usw. Selbst wenn diese
Faktoren alle genau bekannt wiren, so wiirde es noch eine ziemlich kompli-
zierte Losung dieses Problems geben. Nun ist diese exakte Vorhersage nicht
das Problem des Wiirfelspiels, sondern sein Spezifikum liegt gerade in dem
Auftreten von gewissen Zufillen oder Chancen. Was man infolgedessen im
Endeffekt will, ist eine mathematische Beschreibung des Spiels, in dem
der Zufall ein fundamentales Charakteristikum ist. Ein weiteres Beispiel
dieser Art, an dem man sieht, daB die Schaffung spezieller Begriffe zur
Beschreibung solcher Vorgidnge notwendig ist, ist die Analyse des Verhal-

tens eines Gases in einem Behdlter. Das Gas besteht bekanntlich aus einer



Vielzahl kleiner Teilchen, die sich entsprechend ihrer Wechselwirkung unter-
einander bewegen. Theoretisch wire es nun mdglich, den Verlauf eines jeden
Gasteilchens genau zu bestimmen, wenn die Anfangspositionund die Geschwin-
digkeit jedes Teilchens bekannt sind. Aber schon solche Anfangsbedingungen
zu erhalten, ist unmoglich. Infolgedessen ftihren die Begriffe, die einge-
fﬁhrt worden sind, um die Vorginge zu beschreiben, auf die Theorie der Wahr-
scheinlichkeit. Die Wahrscheinlichkeitstheorie hat eine lange Entwicklungs-
periode hinter sich., Ihre Anfinge liegen in der Mitte des 17. Jahrhunderts.
Obwohl sie am Anfang, vor allem im Zusammenhang mit Zufallsspielen, wie Wiir-
feln usw., entwickelt worden war, hat die mathematische Theorie heute auf
allen Gebieten ihren Eingang gefunden. Die ausgedehnte Anwendung auf Prob-

leme der Reaktorphysik ist relativ neu,

Nach diesen mehr einleitenden Bemerkungen nun zu einigen grundlegenden Be-
griffen, Wenn in einem Zufallsexperiment sich iliberhaupt keine Art von Regel-
miBigkeit zeigt, so 14Bt es sich auch nicht beschreiben und kann keiner Ana-
lyse unterzogen werden. Es ist jedoch eine Erfahrungstatsache, dafl sich ge-
wisse Werte einer Serie von Beobachtungen an wiederholten Zufallsexperimen-
ten um einen Wert herumgruppieren, wenn diese Zufallsexperimente unter den
genau gleichen Bedingungen durchgefiihrt werden. Diese RegelmiBigkeit jedoch
offenbart sich in einer ganz unregelmifigen Art und Weise. Dies #duBert sich
beispielsweise in einem bekannten Experiment, nimlich dem, Miinzen zu werfen
und darauf zu achten, in welchem Verhiltnis die Anzahl der erhaltenen Zah-
len oder die der Wappenseiten zueinander stehen. Das Verh#ltnis der Anzahl
von Zahlen zur Gesamtzahl der Wiirfel nidhert sich umso mehr dem Wert % , Je
groBer die Anzahl der insgesamt durchgefiihrten Wirfe ist, Die gleiche Art
von Regelméfigkeit kann in Kartenspielen, Wiirfelspielen und anderen Zufalls-
phinomenen gefunden werden., Es war genau diese Tatsache der Grund fiir die
Entwicklung der Wahrscheinlichkeitstheorie. Diese grundlegende physika=
lische Eigenschaft von Zufallsexperimenten, die unter den genau gleichen

Bedingungen durchgefiihrt werden, ist bekannt als statistische Regelmiifigkeit.

Die wiederholten Durchfiihrungen von Zufallsexperimenten werden Versuche
und die Versuche, die in einem gewilinschten Resultat enden, werden Erfolge

genannt., Wenn die Gesamtzahl von Versuchen M ist und die Gesamtzahl der

Erfolge N, so wird das Verhiltnis % als Hiaufigkeitsverhdltnis oder

relative Haufigkeit bezeichnet. Die Sammlung der Beobachtungen,




die in einer Serie von Versuchen gemacht werden, liefert den Satz der

statistischen Daten fiir ein solches Zufallsexperiment. Zum Beispiel kann

eine Serie von Versuchen beim Miinzenwerfen folgende statistischen Daten
liefern, wobei Z bedeutet, da beim Wurf eine Zahl auftrat, und bei W ein
Wappen:

Z, W, W, W, Z, W, Z, Z, W, W, Z, waues

oder, wenn die Zahl durch eine 1 und das Wappen durch eine O angezeigt wird,

durch folgende Folge:

1,0,0,0,1,0,1, 1,0, 0,1, .....

Wichtig ist, daf in einem solchen Experiment und vielen anderen dieser Art,
beispielsweise bei der Bestimmung des Gewichts und der GréBe einer Gruppe
von Personen, jede Beobachtung als Zahl ausgedriickt werden kann oder als eine
Gruppe von Zahlen, Im Gegensatz zu dieser Klasse von Zufallsexperimenten
gibt es eine Reihe, die zur Beschreibung der Beobachtung eines Versuchs eine
kontinuierliche oder stetige Zeitfunktion benotigen. Dies ist z.B. notwen-
dig, wenn man die Schwankungen in der Ausgangsspannung einer Elektronenrdéhre
beschreiben will. Infolgedessen bestehen bei der Analyse von Rauschexperi-
menten gewdhnlicherweise die statistischen Daten aus einem Satz von Zeit-
funktionen. Eine derartige Sammlung von statistischen Daten kann man erhal-
ten, indem man ein Experiment an einem gegebenen System unter genau gleichen
Bedingungen mehrere Male wiederholt. Fiir unser Beispiel der Rauschspannung
heiflit das, man zeichne die Rauschspannung nacheinander in geniigend langen
Zeitintervallen auf und beachte dabei gleiche Bedingungen. Jede Aufzeichnung
wird als Ergebnis eines getrennten Versuchs angesehen, und die Gesamtheit
der Aufzeichnungen repridsentiert die statistischen Daten. Unter idealen Be-
dingungen gibt es auch einen anderen Weg, zu diesem Satz statistischer Da-
ten zu gelangen, ndmlich die gleichzeitige Aufzeichnung der Ausgangsspan-
nung einer Serie von Elektronenrdhren, die sich genau gleichen und unter den

identisch gleichen Bedingungen arbeiten.

Es wurde besonders betont, dafl die Versuche alle unter den gleichen Beding-
ungen ausgefilhrt werden, so daB die statistische Regelmidfigkeit erhalten
bleibt, Die Frage nun, welche Bedingungen in einem Zufallsexperiment immer

gleich gehalten werden miissen, kommt auf die Art des Experiments an und ist



letzten Endes eine Frage der Erfahrung. Falls der EinfluB bestimmter Fak-
toren von vornherein nicht klar ist, muB er experimentell bestimmt werden,
und diese experimentelle Bestimmung ist in den meisten F#llen auf der Basis

der statistischen RegelmidBigkeit und ihrer Auswertung moglich.

In einem Zufallsexperiment werden die Resultate, die dabei herauskom-
men, Ereignisse genannt., Je nach Experiment werden die Ereignisse durch
kennzeichnende Eigenschaften des Versuchsobjekts ausgedriickt oder aber
durch Zahlenwerte der GréBen, die beobachtet werden. Im Beispiel des Miin-
zenwerfens sind es die Zahlen und die Wappen, und bei der Messung der au-
genblicklichen Rauschspannung sind es die numerischen Werte der Spannung.
Ein Ereignis ist nicht notwendigerweise nur durch ein einzelnes Charakte-
ristikum oder eine einzelne Zahl gekennzeichnet, sondern es kann auch die
Form einer Kombination von Charakteristika oder Zahlen annehmen. Dies wir-
de beispielsweise in unserem Rauschexperiment der Fall sein, wenn jede Mes-
sung aus zwei Werten der augenblicklichen Rauschspannung besteht, die durch

ein bestimmtes Zeitintervall voneinander getrennt sind.

Wenn die Bedingungen fiir ein Zufallsexperiment festgelegt sind, sind wir in
der Lage, alle moglichen Resultate zu nennen, Wenn wir beispielsweise beim
Miinzenwerfen zwei Miinzen besitzen, eine mit der Markierung a und die andere

mit der Markierung b, so sind folgende Resultate mbglich:

Miinze a : z, W, 2, W,

Minze b : v, Z, Z, W .,

Dies sind alle moglichen Resultate, weil, nach den Bedingungen des Spiels,
die zwei Miinzen unterscheidbar sind, und es zwgi mégliche Ergebnisse fir
jede Miinze gibt, Dieser Satz von moglichen Ergebnissen ist vollstindig. Das
bedeutet, dafl in einem Versuch des Experiments eines der Resultate statt-

finden mufl, Diese Resultate werden einfache Ereignisse des Experiments ge-

nannt, Da das Auftreten eines Ereignisses das Auftreten irgend eines anderen

ausschlieflit, werden diese Ereignisse sich gegenseitig ausschliefend oder

unvereinbar genannt, Auf der Grundlage der festgelegten Bedingungen und der
einfachen Ereignisse konnen nun auch andere Ereignisse in Betracht gezogen
werden, die mit dem Experiment in Zusammenhang stehen. Das Ereignis, daf

beim Werfen von zwei Miinzen mindestens eine Zahl oben liegt, entspricht einem



der ersten drei einfachen Ereignisse. Das Ereignis, daB beide Miinzen auf
die gleiche Seite fallen, entspricht einem der letzten beiden Ereignisse.
Das Ereignis, daB die Miinze b auf die Zahlenseite fdllt, entspricht dem
2. oder 3, einfachen Ereignis. Jedes dieser Ereignisse wird erfillt durch

zwel oder mehr der einfachen Ereignisse. Sie werden zusammengesetzte Ereig-

hisse genannt. Ein einfaches Ereignis, das die Bedingungen eines zusammen-
gesetzten Ereignisses erfiillt, wird ein giinstiges genannt. Nun sei noch eine
Variante des Miinzenwerfens betrachtet, ndmlich der Fall, daB die Miinzen
nicht markiert sind, so daf man also bei der Wiedergabe der Ergebnisse nicht

ldnger zwischen ihnen unterscheiden kann. Die moglichen Resultate sind dann:

im Hinblick auf die Bedingungen fiir dieses modifizierte Experiment. Diese
Moglichkeiten bilden den vollstdndigen Satz von einfachen Ereignissen., Zu-
sammengesetzte Ereignisse konnen entsprechend der Verfahrensweise des vor-

herigen Experiments gebildet werden.

Bei der Entwicklung der Wahrscheinlichkeitstheorie sollte man stets im Auge
behalten, daR dabei auf angenommene Zufallsexperimente Bezug genommen wird.
Wir stellen uns dabei vor, daR ein solches Experiment unendlich oft unter
den genau gleichen Bedingungen wiederholt werden kann., Wir nehmen weiterhin
an, daB die Bedingungen so ausgelegt sind, daB ein vollstidndiger Satz der
moglichen Resultate bekannt ist, weiterhin nehmen wir an, daB es eine sta-
tistische RegelmiBigkeit in diesen Resultaten gibt, und letztlich, daf wir
uns mit dem Satz aller moglichen Resultate des Zufalisexperiments befassen.
Bevor wir dazu iibergehen, das MaB der Wahrscheinlichkeit zu definieren, ist
es notwendig, noch einen Begriff zu erldutern, und zwar den Ausdruck, daf
das Auftreten von zwei Ereignissen gleich wahrscheinlich ist, Man spricht

von einem Zustand der gleichen Wahrscheinlichkeit fir das Auftreten von zwei

Ereignissen, wenn die Bedingungen fiir ein angenommenes Zufallsexperiment so
ausgelegt sind, daB keine der Bedingungen das Auftreten eines Ereignisses
mehr beeinflussen kann als.aas eines anderen, Wird folglich in einem idealen
Experiment ein vollkommener Wiirfel verwendet, so ist das Auftreten der Er-

eignisse, die durch die Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 und 6 dargestellt werden,



gleich wahrscheinlich, Im Beisplel des Werfens von zwel markierten Miinzen

b’ ¥a Zpi Zgy Zp b

wahrscheinliche Ereignisse, denn es besteht fiir die vollkommenen Miinzen

sind die vier einfachen Ereignisse Za W Wa W. alle gleich
in einem idealisierten Experiment keine Veranlassung, daB irgendeines die-

ser Ereignisse durch die Bedingungen mehr begiinstigt ist als die anderen.

Bei der Untersuchung praktischer physikalischer Probleme miissen geniigend Be-
weise vorliegen, bevor man fir das Experiment Schluffolgerungen ziehen kann,
ob die Wahrscheinlichkeiten fiir das Auftreten von Ereignissen gleich oder

ungleich sind. Mit den bisher eingefilhrten und erklidrten Begriffen kann nun
das zahlenmdBige MaB der mathematischen Wahrscheinlichkeit definiert werden,

das als klassische Definition filr die Wahrscheinlichkeit (I.1.1) gilt,

Die Definition lautet wie folgt: Wenn in einem angenommenen Zufallsexperi-
ment unter festgesetzten Bedingungen n vollstidndige, unvereinbare und
gleichwahrscheinliche Ereignisse existieren, und wenn m dieser Ereignisse
gilnstig filr das Ereignis A sind, dann ist die Wahrscheinlichkeit des Auf-
tretens von A definiert durch das Verhidltnis E . Im Zusammenhang mit dieser

Definition sei angemerkt:

a) Wahrscheinlichkeiten existieren nur im Zusammenhang mit den méglichen Aus-

gingen eines gegebenen Zufallsexperimentes.

b) Die Bedingungen fiir das angenommene Zufallsexperiment sind von Anfang an

gegeben,

c) Der vollstindige Satz aller moglichen Ausginge oder Resultate ist aus den
Anfangsbedingungen erhdltlich, Das bedeutet beispielsweise bei einem Ver-

such, daB auch ein Ereignis auftreten muf,
d) Die Ergebnisse schlieBen sich gegeneinander aus oder sind unvereinbar.
e) Die Ausginge des Experiments sind gleichwahrscheinlich.

f) Das Ereignis A ist ein zusammengesetztes Ereignis fiir m > 1, dasauf ein

einfaches Ereignis reduziert wird, wenn m = 1 ist,



Dazu ein einfaches Beilspiel. Wir Uberlegen uns ein Zufallsexperiment, bei
dem von einem Kartenspiel von 52 Karten eine Karte herausgezogen wird, und
wir merken uns von der gezogenen Karte die Farbe und die Bezeichnung, Aus
den gegebenen Bedingungen fiir das Experiment folgt, daB es 52 vollstindige
einfache Ereignisse gibt. Diese Ereignisse schlieBen sich gegenseitig aus,
Weiterhin konnen wir annehmen, daB diese Ereignisse gleichwahrscheinlich
sind. Das Ereignis A spezifizieren wir insofern genauer, als wir annehmen,
daB das Ereilgnis darin besteht, daB ein As gezogen wird, Da es unter den
52 Karten, d.h. 52 einfachen Ereignissen, 4 Asse, also 4 Ereignisse, gibt,
die glinstig fiir das Ereignis A sind, so folgt aus der Definition der Wahr-
scheinlichkeit, daB die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis A gleich 2

52

1
oder i3 ist.

Obgleich die Definition fiir das MaB der Wahrscheinlichkeit fiur digkrete Wer-
te gegeben war, kann diese Wahrscheinlichkeit auch auf solche Fdlle angewen-
det werden, in denen sich die Ereignisse als stetige Veridnderliche ausdriik-
ken lassen, Bei der Messung einer Rauschspannung z.B. sind die Ereignisse
Werte des Rauschsignals 2zZu diskreten Zeitpunkten, und diese Werte liegen

in einem kontinuierlichen Bereich innerhalb eines unteren und eines oberen
Grenzwertes. Die Ausdehnung der Definition der Wahrscheinlichkeit auf sol-
che kontinuierlichen Ereignisse bietet keine grofRere Schwierigkeit, und wir
werden darauf zuriickkommen, wenn Mittelwerte in Zufallsexperimenten disku-

tiert werden.

Das Theorem der Gesamtwahrscheinlichkeit beinhaltet die Wahrscheinlichkeit
eines zusammengesetzten Ereignisses in einem Zufallsexperiment. Das zusam-
mengesetzte Ereignis hat Eigenschaften, wie sie von einer Gruppe von gegen-
seitig unvereinbaren Ereignissen geteilt werden. Diese gegenseitig unverein-
baren Ereignisse werden die Formen des zusammengesetzten Ereignisses genannt.
Das Theorem liefert die Beziehung zwischen der Wahrscheinlichkeit eines zu-

sammengesetzten Ereignisses und den Wahrscheinlichkeiten seiner Formen.

Das Theorem der Gesamtwahrscheinlichkeit besagt folgendes: Wenn in einem an-

genommenen Zufallsexperiment ein Ereignis A in den unvereinbaren Formen Al'

Az, A3..... AK auftreten kann und sonst in keiner anderen Form, dann ist die
Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis A die Summe der Wahrscheinlichkeiten der
Ereignisse Al' A2, A3 ceaee AK’ geschrieben

RA =p@) + @) +p@) + ..o +RABY . (1.1.2)



Beweis des Theorems

n sei die Anzahl der vollstidndigen, unvereinbaren, gleichwahrscheinlichen
Ereignisse des Experiments. Sie seien die elementaren Ereignisse des gege-
benen Experiments. Es seil Al, Az, A3 o [o%e] ape. AK der vollstidndige Satz von un-
vereinbaren Formen von A, Ferner sei ml, mz, m3 sesee mK die entsprechende
Anzahl von elementaren Ereignissen, ginstig fiir Al, Az, A3 oXe] aks) » AK' Die
Zahl der elementaren Ereignisse, die giinstig fir A ist, ist infolgedessen
die Summe von m, + m2 + m, + ceees + mK. In Ubereinstimmung mit der Defini-
tion der Wahrscheinlichkeilt ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis A,
gegeben durch:

m, + m_, + M + seeee +
py = =23 X, (1.1.3)

n

Diese Gleichung 1dBt sich umformen zu:

m m m

1
_+—2+_3'+ -.-ooiﬁ(_l (1'1’4)
n n n n

R@A =

Per Definition liefern in dieser Gleichung die Verhidltnisse direkt die Wahr-

scheinlichkeiten der Ereignisse Al' A A, ... A d.h. wir erhalten

P A K’

R@) = ‘p(Al) +‘p(A2) +p(A3) + .....-p(AK) , (I.1.5)

womit das Theorem bewiesen ist.

Das Theorem der zusammgggssexzxgnmﬂggxscheinliggggiffpat die Wahrscheinlich-
keit des gemeinsamen Auftretens von zwei Ereignissen in einem Zufallsexperi-
ment zum Inhalt. Das Wesen des Theorems liegt in dem Begriff der bedingten
Wahrscheinlichkeit. Wir wollen uans zunichst die Bedeutung dieses Begriffes
an einem Beispiel klar machen. Wir greifen dabei wieder auf das Beispiel des
-Kartenspiels mit 52 Karten zuriick, Unser Experiment besteht darin, aus den
52 Karten eine herauszuziehen, zu behalten, und danach aus dem restlichen
Stock von 51 Karten eine weitere herauszuziehen, Die Frage, die dazu nun ge-
stellt wird, ist folgende: Wenn bekannt ist, daf die erste Karte ein Kreuz
war, wie groBf ist die Wahrscheinlichkeit, da die zweite Karte wieder ein
Kreuz ist. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist folglich eine bedingte Wahr-

scheinlichkeit, da sie von einem bekannten Ereignis abhingt.



Um die bedingte Wahrscheinlichkeit allgemein auszudriicken, sei n die Anzahl
von vollstédndigen, unvereinbaren, gleichwahrscheinlichen Ereignissen in
einem Zufallsexperiment. Hiervon seien mA Ereignisse gilinstig fiir das Ereig-
nis A, und m Ereignisse seien giinstig fiir beide Ereignisse A und B. Der

Ausdruck-p(A?g) stehe flir die Wahrscheinlichkeit des gemeinsamen Auftreteuns
von A und B, Weiterhin sei p(A) die Wahrscheinlichkeit fiir A, p(B) die Wahr-
scheinlichkeit fiir B, Der Ausdruck’p(BIA) sei die bedingte Wahrscheinlich-
keit fiir B unter der Voraussetzung, daB A eingetreten ist, und‘p(AIB) fiir
die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Voraussetzung, daB B einge-

treten ist.

Da das Eintreten von A vorausgesetzt war, folgt notwendigerweise, daB alle
Jene Ereignisse, die giinstig fiir A sind, als vollstindige unvereinbare und
gleichwahrscheinliche Ereignisse flir das neue Zufallsexperiment anzusehen
sind. Von diesen Ereignissen sind nun wiederum m

AB
Es folgt dann per Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit:

Ereignisse gilinstig fiir B.

"B
m

RBlA) = —, (1.1.6)
A

Erweiterung von Zihler und Nenner mit % ergibt:

&
=}

R (B|A) = m“ . (1.1.7)

A
n

Auf Grund der Definition der Wahrscheinlichkeit ist aber:

P = =, (1.1.8)
m
AB

R (A,B) = - (1.1.9)

so daB mit diesen beiden Gleichungen fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit folgt:

R (A,B)

‘Q(—A) . (1.1.10)

p (Bla) =
An dieser Stelle sei nun die quantitative Ausrechnung des Beispiels durchge-
fihrt, mit dem wir die bedingte Wahrscheinlichkeit einfiihrten. Da beim Zie-
hen der ersten Karte 52 Spielkarten vorhanden sind, beim Ziehen der zwei-
ten 51, ergibt sich n = 52 x 51. Da ein Kartenspiel aus 4 Kartenarten, Kreuz,
Pik, Herz, Karo, mit je 13 Karten besteht, ergibt sich die Anzahl der Ereig-

nisse m,, die giinstig fiir das Ereignis A sind, zum = 13 x 51. Entsprechend
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ergibt sich m,, = 13 x 12. Somit folgt firp(A) = % = % ,
fUr‘p(A,B) = %g_f_lg = j; und fur die bedingte Wahrscheinlichkeit

1 x 51 17
4p(B|A) = %Z = I; . In entsprechender Weise wie vorher folgt nun fiir

: 4
die bedingte Wahrscheinlichkeit fiir A, unter der Voraussetzung, daB B auf-

getreten ist, die folgende Beziehung:

p@Alp) = 4B (I.1.11)
R(B)
Die Ergebnisse der Gleichungen (I.1.10) und (I.1.11) sind gewdhnlicherweise
als Ausdriicke fiir die Wahrscheinlichkeit des gemeinsamen Auftretens von A

und B geschrieben und beinhalten das Theorem der zusammengesetzten Wahr-

scheinlichkeit, auch Verbundwahrscheinlichkeit genannt. Dieses Theorem be-

sagt folgendes: In einem angenommenen Zufallsexperiment ist die Wahrschein-
lichkeit fiir das gemeinsame Auftreten der Ereignisse A und B gleich dem Pro-
dukt der nichtbedingten Wahrscheinlichkeit flir das Ereignis A und der be-
dingten Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis B unter der Voraussetzung, daB
A stattgefunden hat. Oder es 1st das Produkt der nichtbedingten Wahrschein-
lichkeit fiir das Ereignis B und der bedingten Wahrscheinlichkeit flir das
Ereignis A unter der Voraussetzung, dafl das Ereignis B stattgefunden hat.

Geschrieben

n(A,B) P (A) p(BlA) (1.1.12)

oder

p(B) R(A|B) . (1.1.13)

@ (A,B)

Fiir die Wahrscheinlichkeit des gemeinsamen Auftretens von drei Ereignissen
(A, B, C) folgt aus der wiederholten Anwendung von Gleichung (I.1,12) fol-
gender Ausdruck:

R (A,B,0)

P (A,B) p(C|A,B)
R (A)pEBIAYR(CIA,B) . (I.1.14)

Verkniipft mit dem Begriff der bedingten Wahrscheinlichkeit ist der wichtige
Begriff der statistischen Unabhingigkeit. Wenn die Wahrscheinlichkeit fiir

das Auftreten des Ereignisses B unabhédngig davon ist, ob A aufgetreten ist
oder nicht, so ist per Definition B statistisch unabhidngig von A. In ande-
ren Worten, wenn

» (BlA) = p(B) , (I.1.15)
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dann wird gesagt, da B unabhiéngig von A ist. Wenn in einem angenommenen
Zufallsexperiment das Ereignis B unabhiingig von A ist, so folgt aus dem Theorem

der zusammengesetzten Wahrscheinlichkeit sofort:

P (A,B) = p(A) p(B). (1.1.16)
Unter der Unabhingigkeitsbedingung folgt weiterhin aus Gleichung (I.1.13):

p ) pB) = p(B) PQA[B) , (1.1.17)

und hieraus folgt das Resultat:

pAlB) = J?lﬁlj' (1.1.18)
Diese Gleichung bringt zum Ausdruck, dal das Ereignis A statistisch unab-
hdngig vom Ereignis B ist. Die Schlufifolgerung daraus heifit, wenn B unab-
hdngig von A ist, so folgt auch, daR A unabhidngig von B ist. Im Hinblick
auf diese Tatsache kann das Theorem der bedingten Wahrscheinlich-
keit in Form der Gleichung (I.1.16) folgendermaBen formuliert werden: Wenn
die Ereignisse A und B in einem angenommenen Zufallsexperiment statistisch
unabhédngig sind, so ist die Wahrscheinlichkeit ihres gemeinsamen Auftre-

tens das Produkt ihrer nichtbedingten Wahrscheinlichkeiten,

Eine einfache Erliduterung dieses Theorems kann wieder mit Hilfe des Karten-
spiels, bestehend aus 52 Karten, gegeben werden. Das Experiment besteht da-
rin, aus dem Stock von 52 Karten eine Karte herauszuziehen, sie wieder zu-
riickzulegen, so daB es wiederum 52 Karten sind, und eine neue Karte aus
einem vollen Stock zu ziehen, oder aus zwei gleichen Kartenspielen je eine
Karte zu ziehen. Gefragt ist nach der Wahrscheinlichkeit, zwei Kreuzkarten
zu ziehen, Das Ereignis A ist gekennzeichnet durch das Resultat: Die erste
Karte, die gezogen wurde, ist ein Kreuz. Und das Ereignis B ist gekennzeich-
net durch die Tatsache, die zweite Karte, die gezogen wurde, ist ein Kreuz,
In diesem Experiment ist nun, da in einem Fall die erste Karte zuriickgelegt
wurde, das Ereignis B unabhidngig von dem Ereignis A, Infolgedessen erhalten
1 1 1

i 1 1
wir Q(A) =7 R (B) =Zund R (A,B) =3%X7°7g -

dafl, wenn die erste Karte nicht zuriickgelegt wird, B abhingig von A ist und

Wir erinnern uns daran,

dafl dann die zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit %? ist,
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Zum Abschlufl dieses einleitenden Kapitels sei auf die Beziehung zwischen
der relativen Hiufigkeit und der Wahrscheinlichkeit eingegangen und das

Bernoulli'sche Theorem besprochen, das diesen Zusammenhang zum Inhalt hat.

Anfangs war darauf hingewiesen worden, daB bei der Anwendung der Wahr-
scheinlichkeitstheorie auf physikalische Probleme grundsitzlich die sta-
tistische RegelmiBigkeit vorausgesetzt sein muB. Die Vorstellung war, daf
die Experimente viele Male unter gleichbleibenden Bedingungen wiederholt
wurden, und daB die relative Hiufigkeit gewisser Beobachtungen sich einem
bestimmten Wert mehr und mehr nihert, je groBer die Anzahl der Wiederho-
lungsversuche ist. Die relative Hiufigkeit und die Wahrscheinlichkeit
eines Ereignisses sind also eng verkniipft, und das Bernoulli'sche Theorem
bringt diese Verkniipfung zum Ausdruck, Es besagt folgendes: Wenn in einer
Serie von M unabhingigen Versuchen eines angenommenen Zufallsexperimentes
die Anzahl der Erfolge eines Ereignisses gleich NM ist, und die Wahrschein-
lichkeit fiir das Ereignis gleich p ist, dann strebt die Wahrscheinlichkeit
dafir, daB das Haufigkeitsverhidltnis NM/M sich von p um weniger als eine
vorgegebene kleine GroBe € unterscheidet gegen 1, wenn M — @ strebt.

Geschrieben in der Form:
NM
9] (I-M—-p‘<e>—-—1 , fir M — o© . (1.1.19)

In anderen Worten, die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses ist der Grenz-
wert der relativen Hiufigkeit fiir dieses Ereignis fiir unendlich viele Ver-

suche,

Zufallsverinderliche, Verteilungen und Mengen

In diesem Kapitel soll auf den Begriff der diskreten und stetigen Zufalls-
veridnderlichen eingegangen werden. Weiterhin wird die Wahrscheinlichkeits-
verteilung und die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion besprochen sowle eine

Erliduterung des Begriffs der statistischen Menge gegeben.,

Um einen vollstindigen Ausdruck flir den Ausgang eines Zufallsexperiments
zu geben, miissen wir den vollstédndigen Satz von unvereinbaren Ereignissen
und von den Wahrscheinlichkeiten des Auftretens kennen. Angenommen sei da-
bei, daB die Ereignisse zahlenmdfig ausgedriickt sind, Da das Resultat fiir
irgendeinen der méglichen Werte eine Zufallssache ist, wird der Ausgang

eine Zufallsveridnderliche genannt. Sie ist auch unter dem Namen stocha-

stische Variable oder stochastische Veridnderliche bekannt. Wenn der Aus-
gang eines Zufallsexperiments durch die Zufallsveridnderliche g darge-
stellt wird, dann driicken wir ihre vollstdndigen unvereinbaren Werte aus

durch:
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Xis Xpy sesee X (1.2.1)
und die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten durch:
PE (x ), B (x ), cesany Pg(xn) i (1.2,2)

Diese Wahrscheinlichkeiten sind ausgedriickt durch Funktionen, die filir jeden
mbglichen Wert von g definiert sind. Wir drilcken die Tatsache, daf die

Wahrscheinlichkeit von E die Werte x, annehmen kann, durch folgende allge-

i
meine symbolische Schreibweise aus:

«p( g: xi) = Pt(xi) 5 filr 1 = 1,2, ... n . (1.2.3)

Diese Funktion Pg(xi) wird die Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion der
Zufallsveridnderlichen E genannt, Sie wird 6fters abgekiirzt durch die Aus-
dricke Wahrscheinlichkeitsverteilung, Wahrscheinlichkeitsfunktion, Vertei-
lungsfunktion oder einfach Verteilung. Da der Schwankungsbereich der Zufalls-
veridnderlichen aus einem Satz diskreter Werte besteht, ist die Variable eine
diskrete Zufallsverinderliche, und die Verteilung ist infolgedessen auch

eline diskrete Verteilungsfunktion. Diese Funktion ist definiert. fiir jeden

mbglichen Wert der Bereichsvariablen x,. Die Verteilung ist eine nichtnega-

i
tive Funktion in Ubereinstimmung mit der Def1n1tion der Wahrscheinlichkeit

’

und es ist:
LP(x,) =1, (1.2.4)

da der Ereignissatz vollstédndig ist. Soweit die Diskussion der diskreten
Zufallsverinderlichen und ihre Verteilungsfunktion.,

Zufallsexperimente in physikalischen Experimenten, deren AuSgﬁnge oder Er-
gebnisse in Form von Spannungen, Temperaturen, Geschwindigkeiten étc. vor-
liegen, sind oftmals nicht auf einen Bereich diskreter Werte beschrinkt,
sondern besitzen h#ufig einen stetigen Variationsbereich., Wenn in einem sol-
chen Fall der Variationsbereich der Zufallsverinderlichen stetig ist, so

spricht man von einer stetigen Zufallsvariablen. Dabel sei angemerkt, daf

der Ausdruck "stetig' sich auf den Variationsbereich der Zufallsvariablen

erstreckt und nicht auf die Werte der Variablen in einer Versuchsfolge.

Der Begriff der Wahrscheinlichkeitsverteilung 148t sich zur Anwendung auf
stetige Zufallsveridnderliche entsprechend erweitern. Fiir diese Erweiterung
nehmen wir an, daB die Zufallsveridnderliche £ Werte annehmen kann, die in

einem stetigen Bereich im Intervall (-a , b) liegen., Die Bereichsvariable
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sei x und das Intervall sei in Abschnitte der Linge A x aufgeteilt. Wir

nehmen ferner an, daB wir im Intervall (O, b) n Elemente finden, und im

Intervall (-a, O) m Elemente. Wir nehmen weiterhin an, daB eine geniigend

groBe Anzahl von Versuchen M des Experiments durchgefiihrt wurde

folgendes herauskommt:

N

N

N
n

N

N

N

Wenn man diesen Sachverhalt graphisch

Versuche, bei denen

Versuche, bei denen

Versuche, bei denen

€

Versuche, bei denen £

Versuche, bei denen g

X Versuche, bei denen

in das Intervall

in das Intervall

in das Intervall

in das Intervall

in das Intervall

in das Intervall

(0, Ax) fiallt

(Ax, 2Ax) fdllt

( [n-l] Ax, nlAx)

(0, -Ax) fdllt

und daf}

fallt

(-Ax, - 2Ax) fdllt

(1.2.5)

(- [m-l] Ax; - mAx) fialit.

aufzeichnet (Abb,.I1.2.1)},

d = Ni
— Flache M
_— ;ﬁ
- N1 -
_— — M Ax é S
T S (O (I N A L | . l 7 I Y VI I
-mAX 0 Ax 2AX nax X
-a X AX b
Abb.I1.2.1

so stellt die Rechteckflidche iliber einem Element die relative Haufigkeit fiir

das Ereignis dar, daRB 4 in dieses Element hineinf#llt. Zum Beispiel ist in

dem Intervall (x, x+Ax) die Fliche des schraffierten Rechtecks gegeben

durch Ni/M oder anders ausgedriickt:

N,

1

M
Ax

(1.2.6)
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Folglich ist die Hohe des Rechtecks gegeben durch:
Ei
h = el (1.2.7)
Ax

Um eine Zufallsveridnderliche zu charakterisieren, deren Variationsbereich
stetig ist, mufl eine Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion (dle in dem Bereich
stetig ist) eingefiihrt werden. In einer solchen Funktion ist ein Be-
reichselement durch das Differential dx gegeben. Eine bequeme Darstellung
der Wahrscheinlichkeit ist die Rechtecksflidche mit dx als Basis. Diese {/ber-
legungen machen die notwendigen Schritte klar, die unternommen werden mis-

sen, um eine solche Funktion zu interpretieren und zu erkléren.

Pg(x) sei nun eine solche Funktion, Wir nehmen an, daf sie in dem zu unter-

suchenden Bereich existiert. Genannt wird sie Wahrscheinlichkeitsdichtefunk-

tion fiir g . Oft ist sie nur unter dem Namen Wahrscheinlichkeitsdichte oder
Dichte bekannt. Da der Bereich aufgeteilt ist in Elemente der Lidnge dx, und
das Element der Wahrscheinlichkeit Pg(x) dx diejenige Wahrscheinlichkeit
darstellt, daf g in eines dieser Elemente fHllt, ist die Dichte Pg(x) eigent-

lich eilne Funktion, die die relativen Gréfen der Wahrscheinlichkeit aufzeigt.,

Die Schwierigkeiten in der Beschreibung kontinuierlicher oder stetiger Zu-
fallsgroRen ist damit beseitigt, Dieser Begriff der Dichte einer stetigen
Wahrscheinlichkeitsverteilung i1st in Analogie zum Begriff der Massendichte

in der Mechanik eingefiihrt worden.

Die Funktion It(x) ist eine nichtnegative Funktion, und es gilt:

b
} Pt(x) dx =1 , (1.2.8)
-a
wobei das Intervall von -a bis b geht, auBRBerhalb dessen sie Null sein scll,
Da die Funktion Pg(x) auch im Intervall -oo bis +o0 definiert ist, 1Bt
sich unter obiger Voraussetzung schreiben:

oo
J Pg(x) dx =1 . (1.2.9)
-0
Dies, zusammen mit der Bedingung Pg (x) > 0, stellt die* charakteristischen

Eigenschaften der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion dar,
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Im folgenden sei auf die Erliuterung des Begriffs der Menge eingegangen,

Aus der statistischen Mechanik kennen wir, daB beispielsweise zur Beschrei-
bung der Eigenschaften des Verhaltens von Gasen der Begriff der Wahrschein-
lichkeitsverteilung fiir die Anfangsbedingungen eingefiihrt worden ist. Eng
verkniipft mit dieser Wahrscheinlichkeitsverteilung ist der Begriff der Menge,
der zuerst von J. Willard Gibbs eingefilhrt worden ist, Die Menge ist dabei
ein angenommenes Aggregat von dynamischen Systemen identischer Struktur,

Der Begriff der Menge und seine Modifikation war zur Beschreibung statisti-
scher Probleme von grofem Nutzen. In der Mechanik kann der Zustand eines
Systems mit N Freiheitsgraden durch N Ortskoordinaten und N Impulskoordina-
ten festgelegt werden. Der Zustand dieses Systems, ausgedriickt durch diese
GroBen, ist als die Phase dieses Systems bekannt. Da die 2N Koordinaten
einen 2N dimensionalen Raum bestimmen, wird dieser der Phasenraum des Sys-
tems genannt. Ein Punkt in dem Phasenraum beschreibt das System zu einer
gegebenen Zeit, Fir eine Mepge, deren Mitgliedsysteme Zufallsanfangsbeding-
ungen unterworfen sind, besitzen die Punkte im Phasenraum, die die Gesamt-
menge bilden, zu einer gegebenen Zeit eine bestimmte Wahrscheinlichkeits-—
verteilung, Fiir die Beschreibung der Anfangsbedingungen wurde der Begriff
Phasenwahrscheinlichkeit eingefiihrt. Die Gibbs'sche Menge fiihrte auch zu

dem Begriff der Menge bei Untersuchungen von Rauschprozessen in der Infor-
mationstheorie, Wihrend jedoch die Mitglieder einer Gibbs'schen Menge me-
chanische Systeme sind, deren Beschreibung auch mechanische Begriffe voraus-
setzt, sind dagegen die Mitglieder einer "Rauschmenge" Zufallszeitfunktionen,

deren Beschreibung frei von mechanischen Begriffen ist.

Wir wollen eine Menge zu einem bestimmten Zeitpunkt beschreiben. Nehmen wir
an, wir hitten eine Serie stetiger Zeitfunktionen, die wir unter gleichblei~
benden Bedingungen aus Rauschmessungen gewonnen hidtten. Die eine Moglichkeit
ist, daB® wir nur eine Quelle besitzen und eine Serie von Versuchen mit fest
vorgegebener Zeitdauer T unter den gleichen Bedingungen durchfiihren, Die Er-
gebnisse, die wir dabei gefunden haben, sollen beispielsweise der Art sein,

wie sie in der Abbildung I.2.2 aufgezeichnet sind.
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)

Abb, I.2,2

Der Anfang jedes Versuches liege z.Zt. t = t' in der Vergangenheit, und
die Beobachtung werde z.Zt. t = O durchgefiihrt. Wir erhalten dann einen
Satz von Werten x(l), x(z), x(3) usw, Wir haben es hier mit einem angenom-
menen Zufallsexperiment zu tun, das unter gleichen Bedingungen ofters wie-

derholt wurde.

Die zweite Moglichkeit besteht darin, nicht ein Experiment &fters zu wie-
derholen, sondern mit einer Reihe von gleichen Quellen mehrere Experimente
gleichzeitig durchzufiihren. Was wir dabei als Ergebnis erhalten, sieht #hn-
lich aus wie das in der Abbildung I.2,2, vorausgesetzt gleiche Bedingungen
wie bei der ersten Beobachtungsart. Obgleich in einem physikalischen Ex-
periment die Versuchsdauer notwendigerweise endlich ist, sei hier theore-
tisch angenommen, daB der Anfang der Versuche vor unendlich langer Zeit er-
folgte. Da der Satz der beschriebenen Rauschquellen Zeitfunktionen erzeugt,
die einerseits als Ergebnisse von wiederholten Versuchen eines einzelnen
ment mit irgendeiner der identischen Quellen in Beziehung gebracht werden
kann, ist eine Beschreibung der Menge durch WahrscheinlichkeitsgrsBen mog-
lich. So konnen wir die Wahrscheinlichkeit angeben, zu einer vorgegebenen
Zeit die Amplitude irgendeiner zur Menge gehérigen Funktion zu finden, die
in ein bestimmtes Intervall ihres stetigen Bereichs méglicher Werte hinein-
fillt. Wenn von der Amplitude einer der speziellen Funktionen zu einer ge-
gebenen Zeit gesprochen wird, so ist das der Ausgang eines Experiments zu
dieser Zeit, wobei vorherliegende Werte der Funktion nicht beriicksichtigt
werden., Dieser Punkt ist wichtig, da die besprochene Wahrscheinlichkeit

nicht bedingt ist,
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Da die Werte der Zeitfunktion in der Vergangenheit durch die Zufallsereig-
nisse bestimmt waren, wird die Funktion in diesem Fall durch ihre wirkli-
chen Werte beschrieben. Das Ereignis jedoch, das wir voraussagen wollen,
liegt in der Zukunft. Wenn folglich die Zufallsamplitude von irgendeiner

der zugehodrigen Funktionen z.,Zt. t die in der Zukunft liegt, 51 genannt

1)
wird, und die Wahrscheinlichkeitsdichte P§1 (xl, tl) ist, so wird dies

symbolisch durch folgende Schreibweise ausgedriickt:
P < gy ¥y +dx5 o= t) = Pe(xg, t)) dxy (1.2.10)

wobei Xy die stetige Bereichsvariable fir den endlichen oder unendlichen Be-

reich von 51 ist.

Obgleich in Gleichung (I.2.10) angedeutet ist, daB die Wahrscheinlichkeits-
dichte eine zeitabhidngige Funktion ist, gibt es auch Fidlle, wo die Vertei-
lungsdichte zeitunabhidngig ist. In vielen praktischen Fillen, in denen es
notwendig ist, die Zufallsfunktionen wdhrend einer endlichen Vergangenheit
zu betrachten, sind diese Funktionen beispielsweise am Anfang zeltabhédngig,
jedoch hinterher nicht mehr. Zeitabhidngigkeit liegt vor, wenn wir z,B. die
Zufallsfunktionen des Rauschens einer Elektronenrshre ansehen, die gerade
eingeschaltet worden ist und in der sich infolgedessen ein Temperaturgleich-
gewicht und ein Abklingen der Anfangstransienten noch nicht eingestellt hat.
Warten wir jedoch eine geniigend lange Zeit, so haben sich Gleichgewichtsbe-
dingungen eingestellt und die Wahrscheinlichkeitsdichte ist zeitunabhidngig.
Wenn folglich die Wahrscheinlichkeitsdichte von Amplituden einer Menge, un-
abhidngig von der Beobachtungszeit, immer die gleiche ist, so wird die Menge
stationidr genannt. Unter dieser Bedingung erhilt die Gleichung (1.2,10) fol-

gende Form:

R Xy < gy <xg +dxg; to=t) =Pe(x)) dx, . (1.2.11)

Pgl(xl) ist jetzt die zeitunabhingige Dichte von El’ die ebenfalls unter

dem Namen erste Wahrscheinlichkeitsdichte der Menge bekannt ist.

Als Erweiterung der Beschreibung einer stationiren Menge zu einem einzigen
bestimmten Zeitpunkt sei dazu iibergegangen, eine entsprechende Beschreibung

an zwei um T_. gegeneinander verschobenen Zeitpunkten zu erhalten. Angenom-

1
men es existiert eine Funktion P§1§z(x1' Xyi tl) derart, daB fiir irgendeine

Mitgliedsfunktion der stationdren Menge P§1§z(x1' xz; tl) die Wahrscheinlich-

tl die Grofle gl im

keit dafir ist, zu einer gegebenen zukiinftigen Zeit t
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Intervall (xl’}ﬁ + dxl) zu finden und zu einer spidteren Zeit t='t2= t1+ Tl

die GroBe gz im Intervall (x2, X, + dxz). Auf der Grundlage der statisti-

2
schen RegelmiBigkeit kann man sagen, daB bei hinreichend kleinen Ax_ und

1
sz und genﬁgend groller Versuchszahl M die Hiufigkeitsverhiltnisse
N.
(—ll-VILi)(Axl sz) fiir die stetige Zufallsvariable eine gute Schidtzung fir
die Funktion Pglgz(xl, Xy3 11) liefern. Diese Funktion ist als Verbund-
wahrscheinlichkeitsdichte bekannt. Im Hinblick auf die erste Wahrschein-

lichkeitsdichte wird sie auch zweite Wahrscheinlichkeitsdichte der Menge

genannt., Da hier nur stationdre Mengen betrachtet werden, ist die Dichte
unabhidngig von der Zeit tl. Die Schidtzung der Dichte wird als empirische
Verbundwahrscheinlichkeitsdichte oder empirische zweite Wahrscheinlich-
keitsdichte bezeichnet. Die Dichte ist eine Funktion der stetigen Bereichs-
variablen x1 und X, und der stetigen Zeitvariablen Tl = t2 - tl.

Das Wahrscheinlichkeitselement filir zwei Zufallsvariable 1iBt sich symbo-

lisch folgendermaRen schreiben:
R (x1<g1<x1 + dx1 ) Xp<Ea<Xy + dxz; tz-t1 = 'cl) = Pglgz(xl,xz;'[;l)dxldx2 .

(1.2.12)
I,3 Mittelwerte

In diesem Kapitel wollen wir uns zunichst mit den Mittelwerten diskreter
und stetiger Zufallsvariabler beschiftigen, dann zu den Momenten iibergehen,
die Varianz behandeln, und am Ende des Kapitels die charakteristischen

Funktionen einfiihren.

Von Interesse ist der Mittelwert einer diskreten Zufallsvariablen. Eine

niitzliche GroRe fiir einen Satz von n Werten a a, usw, an ist der

1’ 220 %3
arithmetische Mittelwert. Wenn m diesen Mittelwert bezeichnet, so ist er

bekanntermaBen definiert durch:

m = s . (1.3.1)

Der Begriff des Mittelwertes ist auch auf Zufallsverinderliche anwendbar.
Wir betrachten eine diskrete Zufallsvariable g , die die Wahrscheinlich-
keitsverteilung Pg(xi) besitzt, Da wir bei einer Zufallsverinderlichen

zur Berechnung des Mittels keinen bestimmten Satz von GréfRen zur Verfiigung
haben, 1&8t sich die allgemeine, in Gleichung (I.3.1) angegebene Defini-

tion hierauf nicht anwenden. Die Definition des Mittelwertes kann jedoch
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mit Hilfe der Verteilung gewonnen werden. Dazu betrachten wir zuni#chst
wieder ein Gedankenexperiment. Wir nehmen an, dafl der vollstidndige Satz

von moglichen Werten fir ¥ durch x ses X cee X gegeben ist und daf

1’ i’
eine hinreichend groRe Zahl von Versuchen M durchgefiihrt wurden., Wir fin-

den dann:
N1 Erfolge fiir g = x1
Ni Erfolge fir £ = X, (1.3.2)
Nn Erfolge fiir E= X

wobei Nl' sias Ni’ ain Nn nicht O sind. Bei M Versuchen ist dann die Summe
der beobachteten Werte von 3 gegeben durch:

xg Npo+ eeens Xy Ni +oeeees + X Nn . (1.3.3)
Diese Werte sind nun bestimmte experimentelle Werte, und die Definition der
Gleichung (I1.3,1) ist auf sie anwendbar. Der in M Versuchen gefundene em-
pirische Mittelwert fiir g ergibt sich demnach zu:

x1 N1 + ces + xi Ni + oso + X N

nn
gem = = 3 (1.3.4)

Diese Grofle 1d4Bt sich auch folgendermaflen schreiben:

Nl Ni Nn
= e . — + e T . .
Eem Xpqp f e * X + X 57 (1.3.5)

wobei in dieser Gleichung die bei x stehenden Faktoren die bekannten rela-

tiven Hiufigkeiten sind. Auf Grund des Theorems von Bernoulli gilt:

N,
R ( il'- Pg(xi) <£>——1 , fir M - o . (1.3.6)

Der experimentelle Mittelwert, der durch die Gleichung (I1.3.5) ausgedriickt

wird, ist deshalb ein MaB fiir folgende GréRe:
£ = Xy Pg(xl) toeee + X Pg(xi) +oeee X Pg(xn) ) (1.3.7)
oder in abgekiirzter Schreibweise:

(1.3.8)

[

N Ms
%
v
~
»

[N
~

£
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Die GroBe E ist bekannt als der mathematische Erwartungswert von £ Da

der Bereich von E negativ und unendlich sein kann, ersetzen wir die De-

finitionsgleichung durch den allgemeineren Ausdruck:

£ z (x,) (1.3.9)
= x, Pe(x,) . I.3.
: iz0o 1 €71
Die Ausdriicke mathematischer Erwartungswert oder Mittel von g sind gleich-

bedeutend. Andere Symbole, die fiir den Erwartungswert verwendet werden,

sind: E (g) und <g> .

Als nichstes werde der Mittelwert einer stetigen Zufallsvariablen behandelt.
Wenn eine Zufallsvariable g in einem stetigen Bereich die méglichen Werte x
annehmen kann und eine Wahrscheinlichkeitsdichte PE (x) besitzt, so kann der
empirische Mittelwert von g pro Versuch folgendermaflen erhalten werden:
Angenommen sei ein Bereich (0,A), der in Elemente mit der Linge A x aufge-
teilt sei. Die Gesamtzahl der Aufteilungen sei K, so daB die Serie von Punk-
ten, die die Aufteilungen kennzeichnen, gegeben sind durch 0, Ax, 2Ax, ...,
iAx, ... KAx. Weiterhin sei angenommen, daB die Anzahl der durchgefiihrten

Versuche M hinreichend groB sei. Wir finden dann:

N, Erfolge fiir das Auftreten von § in (O, A x)

1
N, Erfolge fir das Auftreten von £ in (Ax, 2Ax)
N, Erfolge fir das Auftreten von ¥ in ([i-l] Ax, 1Ax) (1.3.10)
Ne Erfolge filr das Auftreten von § in ([K—l] Ax, KAx),
wobei Nl' Nz, e Ni’ R sy NK alle nicht O sind. Bei der Gesamtzahl von

M Versuchen kann die Summe der beobachteten Werte von g ungefihrt angenéd-

hert werden durch die Annahme, daB die N, Beobachtungen im Ausdruck (I.3.10)

1

jede den gleichen Wert Ax besitzt, und daB, #hnlich von den N, Beobachtung-

2
en, jede den Wert 2Ax besitzt usw. Diese Annahme kann gemacht werden, wenn

Ax klein genug ist. Die Summe der beobachteten Werte von g bei insgesamt
M Versuchen wird dann:

Ax N, + 2Ax N2+ ernes 1 AX Ni + .00 KAX N

1 (1.3.11)

K ]
und der experimentelle Mittelwert von g pro Versuch ist gegeben durch:

N N N N

1 .
Eom = Ax-M—+ 2AxT2+ coe + iAxil-+ ees + KAX Ll:.(I.S.lZ)
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Erweitern wir Zihler und Nenner mit Ax, so erhalten wir:

—-—|Ax . (1.3.13)

Wir hatten schon im Ausdruck (I.2.6) gesehen, daB der Ausdruck in Klammern
ein MaB fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte Pg(x) ist. Infolgedessen gibt die
Gleichung (I.3.13) den empirischen Wert fiir den exakten Mittelwert:
A
£ = x Pz(x) dx ., (1,3.14)
o

Per Definition ist dies der Mittelwert der Zustandsverinderlichen g , wenn
sie einen stetigen Variationsbereich besitzt. Unter der Beriicksichtigung
der Moglichkeit, daB g einen unendlichen Bereich (-oo, o) besitzt, ergibt
sich fur den Mittelwert in seiner allgemeinen Form:
+00
£ = } x Pg(x) dx . (1.3.15)

=00

Dieser Ausdruck steht in Analogie zum Ausdruck (I.3.9).

Eine GroRe, die noch hﬁﬁfiger auftreten wird, ist das mittlere Quadrat einer
Zufallsveridanderlichen. Der Ausdruck hierfir folgt leicht aus den vorherigen
Betrachtungen, Fiihren wir ein Experiment durch, um einen empirischen Wert

zu erhalten, so ist der einzige Unterschied, daRf die Zufallsvariable in qua-
dratischer und nicht in einfacher Form vorliegt. Wir hatten vorher gefunden,

daR bei einer Gesamtzahl von M Versuchen es N Erfolge fiir g = x_, gibt,

1 1
Wenn die Funktion nun in quadratischer Form vorliegt, folgt in logischer

Weise, dafl dann die gleiche Anzahl von Erfolgen, N fir gz =X e vorliegt.

1’ 1
Die Summe der beobachteten Werte von gz bei M Versuchen folgt demgemiB zu:

2 2 2
Xy N1 + ceoes + x5 Ni + csese X Nn , (1.3.16)

2
und der empirische Mittelwert fiir g pro Versuch ist dann gegeben durch:

o X 2 El + + X 2 ﬁi + + . EE (1.3.17)
Eem_ 1 M e o9 00 i M o0 000 xn M L L] L

Da die relativen Hiufigkeiten die gleichen bleiben, wie in Gleichung (I.3.5),
148t sich in Analogie zur Gleichung (I,.3.8) fiir den Mittelwert von gz schrei-
ben:

n
£” = 21 xi2 Pg (xi) ) (I1.3.18)
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oder in der allgemeinen Form:

2 + 0o 2
£ = 15100 Xy Pg(xi) . (1.3.19)

Dies ist die Definition des mittleren quadratischen Wertes einer diskreten

Zufallsveridnderlichen g .

Aus den bisherigen Ergebnissen folgt, daB fiir den Mittelwert der m-ten Po-
tenz von g gilt:
= oo
£"= = x."n (x,) . (1.3.20)
i=-o0 ?* E
Der Mittelwert von gm wird oft das m-te Moment von g genannt, FolglicE_ist
== 2
- der Mittelwert E das erste Moment und der mittlere quadratische Wert g

das zweite Moment.

Fir die stetige Zufallsvariable gelten entsprechend die beiden Ausdriicke:

- +Q0

g2 = J o Pg(x) dx , (1.3.21)
=0

— +00

- g x" Py (x) dx . (1.3.22)
=00

Verallgemeinerte Ausdriicke fiir Mittelwerte, die eine Zufallsverinderliche
einschlieflen, kdnnen nach dem gleichen Verfahren erhalten werden, Anstatt
die beobachteten Werte zu quadrieren oder potenzieren, kénnen wir auch ir-
gendwelche Funktionen dieser Werte betrachten. Beispielsweise, wenn x1 be-~
obachtet ist, kénnen wir sin X, oder log x1 oder e *1 bilden und kénnen die
Mittelwerte dieser GriBen finden. Mit anderen Worten: Wir betrachten den
Erwartungswert fiir f( g). Die méglichen Werte von g seien wieder xl, ce e,
Xjy seey x mit der Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion Pg(xi). Wenn M

wieder eine geniigend grofie Zahl von Versuchen ist, so findet man in Analo-

gie zum Verfahren (I.3.10) den Mittelwert fiir f(g ) in der allgemeinen Form:

Q0
f(g) =.Z

i f(xi) Pg(xi) " (1.3.23)

00
Wir konnen weitere Moglichkeiten diskutieren und z.B. die Anwesenheit eines
Parameters in f(g ) betrachten. Die GroRe t sei nun ein reeller und steti-
ger Parameter. Bilden wollen wir den Mittelwert der Funktion f(t,g ) im Hin-
blick auf die Verteilung von E . Beisplelsweise sei die interessierende

Funktion gegeben durch:
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A sin Qult +¥ ) oder durch g sin Qult + 6) oder durch A sin ( gt + 6).,

Der erste Ausdruck stellt eine Sinuswelle mit bestimmter Amplitude und Fre-
quenz, aber mit einem Zufallsphasenwinkel, dar. Der zweite Ausdruck beschreibt
eine Sinuswelle mit bestimmter Frequenz und Phase, aber Zufallsamplitude, und
der dritte schlieflich eine Sinuswelle mit bestimmter Amplitude und Phasen-

winkel, aber Zufallsfrequenz,

Bisher waren die betrachteten Mittelwerte einfache Werte, jetzt ist hingegen
der Mittelwert von f(t, g) eine Funktion von t. Das bedeutet, daB fiir jeden
Wert von t ein einfacher Mittelwert im Hiunblick auf die Verteilung von £
existiert. In Analogie zum vorherigen Verfahren erhalten wir als empirischen
Mittelwert von f(t,g ) pro Versuch:

I N1 Ni Nn

f(t,g) = f(t.xl) 7 Foeee f(t,xi) Tt ot f(t,xn) T (1.3.24)

em

Ist die Verteilung von £ gegeben durch,I%(xi), so definieren wir den Mittel-

wert von f(t,g ) im Hinblick auf die Verteilung von E durch den Ausdruck:

__g ©
T g) " = T fex) B (xp) . (1.3.25)

Der Querstrich mit dem Buchstaben £ zeigt an, daB der Mittelwert fiir die

Verteilung von g gebildet wurde und nicht fiir den Parameter t.

Wenn £ in dem Bereich stetig ist und die Wahrscheinlichkeitsdichte von £
durch Pg (x) gegeben ist, so wird die Definitionsgleichung:
oo}
f(g ) = 5 f(x) PE(X) dx (1.3.26)

=00

fir den Fall einer Variablen. Fiir den Fall mit Parameter folgt als Defini-

tionsgleichung: -

—¢
f(t,g) = J£(t,x) Pg (x) dx . (1.3.27)

=00

Wir kehren zuriick zu den quadratischen Mittelwerten, um einen wichtigen
Mittelwert fir die Zufallsvariable g kennenzulernen, nidmlich die Vari-

2
anz g, . Die Varianz ist definiert durch die Gleichung:

€

o = (¢-B7. (1.3.28)

g
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Die Quadratwurzel aus der Varianz, cg , wird die Standardabweichung von g

genannt. Eine anschauliche Deutung der Varianz wird in der Abbildung I.3.1

gezeigt:
Xn : g
I @ —@ ®
s ©ogE, . .
| t _] ° -
| T T Ty = “'__.__" . e I
. E °
xg —! L S T 4 O T S Y ) G [ I |
- ° ® Anzahl der Versuche
X_5—

Abb, I.3.1

Wenn g folgende mégliche Werte besitzt: X o' *ecee x_l, xo, Xis eoeee xn,
dann resultiert aus einer Serie von Experimenten eine Zahlenfolge, bei~

spielsweise Xy0 X Xgs X sesoe, Wie sie in der Abbildung I.3.1

-3’ 2’ X3* *g°
graphisch dargestellt ist, Wenn wir annehmen, daB der Mittelwert von g
nicht O ist, dann sehen wir, daB £ - £ die Zufallsvariable ist, die mit
ihrem Bezugspunkt g = O nach E =-E verschoben ist. Der mittlere quadrati-
sche Wert dieser Veridnderlichen, nédmlich ( g-—g')z, ist infolgedessen das
mittlere Quadrat von g mit seinem Mittelwert als Bezugspunkt. In anderen
Worten, die Varianz von g ist der mittlere quadratische Wert von g um
seinen Mittelwert, Wenn der Mittelwert von g = 0 ist, so wird die Varianz
wieder einfach der mittlere quadratische Wert von £ » und auch die Standard-

abweichung ist dann wieder die bekannte GroBe, ndmlich die Quadratwurzel aus

dem mittleren Quadrat von g 5

In der Statistik ist die Varianz ein MaR fiir die Streuung oder die Disper-
sion von Verteilungsfunktionen, bezogen auf ihren Mittelwert. Je groBer die
Streuung der statistischen Daten, desto groBier ist auch die Varianz. Um die
Varianz in einer bequemeren Form auszudriicken, wenden wir die Gleichung
(1.3.23) an und setzen f(g ) = (E - 5)2, so daB sich ergibt:

2 & T (xFF32 P 1.3.29
= xi g (xi) . ( ede )

% £
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In diesem Ausdruck ist E eine Konstante., Wenn wir Gleichung (I1.3.29) aus-
rechnen, erhalten wir:
2 . 2 - @ -2 @
c = X x, P (x,) - 2 £ 2 x, P(x.) + £ zZ PR (x.,) . (I.3.30)
i i j=-co 1 i £ i

=-00 E g i=-o00

2
Der erste Term auf der rechten Seite ist nach Gleichung (1.3.19) gleich g .
Auf Grund der Gleichung (I.3.9) %st der zweite Term gleich - 2 g . g. Der

letzte Term ist offensichtlicn g , so daRB

cg = F —“E . (1.3.31)

Wenn die GroRe E stetig ist, kann das gleiche Resultat durch Anwendung von
(1.3.26) erhalten werden., Bei einem diskreten oder stetigen Bereich der Zu-
fallsvariablen ist die Varianz von g gegeben durch das mittlere Quadrat

von g minus dem quadratischen Mittelwert von £ -

Mittelwerte lassen sich ebenfalls fiir Fidlle bilden, in denen mehrere Zufalls-
variable vorkommen oder Produkte und Summen von Zufallsvariablen., Hierauf sei
nicht weiter eingegangen. Worauf hier noch eingegangen werden soll, ist ein

spezieller Fall der Gleichung (1.3.27), der von besonderem Interesse ist.

Wir setzen dazu /73
1tg
£t g) = e . (1.3.02)
Wird diese Funktion in (I,.3.27) eingesetzt, so folgt:
3 [0
SrtEl eltx B () ax (I1.3.33)
-m

Dieser Mittelwert, der eine Funktion des reellen Parameters t ist, wird die
charakteristische Funktion der Wahrscheinlichkeitsdichte Pg(x) genannt.
Wenn wir diese Funktion mit pg(t) bezeichnen, so konnen wir (I.3.33) in fol-

gender Form schreiben:
o
R (V) = P, () et ax . (1.3.34)

=00

In der Terminologie der harmonischen Analyse ist die charakteristische Funk-
tion (I.3.34) die Fourier-Transformierte der Wahrscheinlichkeitsdichtefunk-
tion. Es ist eine spezielle Transformation, da die Funktion reell und nicht
negativ ist und ein Integral besitzt, das von -m bis +® erstreckt gerade
gleich 1 ist, Wenn Pg(x) gerade ist, so ist die charakteristische Funktion

reell., Im allgemeinen ist pg(t) Jjedoch komplex,
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Eine der Anwendungsméglichkeiten der charakteristischen Funktion ist die Be-

3

rechnung von Momenten, Um dies zu zeigen, werde p_(t) nach t differenziert.

Die n-te Abteilung ist dann:

ab
p (™ (gy - 4" S x® P (x) X% dx . (I.3.35)
an

€ €

Wenn wir t = O setzen und umformen, evgibt sich:

o0
} x® P_(x) dx = in p. (M 0y . (1.3.36)
- g 1

1" €
Nach Gleichung (I.3,22) ist die linke Seite das n-te Moment von g « Folglich
ist: _
n 1 n
£ = 40P g )(0) . (1.3.37)
i® €
Dieses Resultat besagt: Die Momente von £ konnen durch Differentiation der

charakteristischen Funktion an der Stelle t = O gewonnen werden.

Dazu betrachten wir ein Rechenbeispiel. Die Wahrscheinlichkeitsdichte PE(x)

sei gegeben durch den Ausdruck 9

= =
e 2, (1.3.38)

P.(x) = 1

3 B

Die charakteristische Funktion dieser Dichte ist nach (I.3.34) gegeben durch:

2
o — .
p_(t) = LR e 2 eitx dx (1.3.39)
g (2
-=QD
2

X

m —
2
e cos tx dx
b .

|-
Nlﬁb e

= e . (I.3.40)

Die Ableitungen sind:



_t
P' (t) = -te 2 2
: _
) = (2 -1 e 2 .
g _t (I1.3.41)
P (t) = (-t2+3t) e 2 )
.
"e 2
pg" (t) = (t* - 6t2+ 3) e
Nach (I1.3.,37) ergeben sich die Momente demnach zu:
E - o
£* = 1
~3
E = 0 (103942)
¢ = 3

1.4 Poisson-Verteilung und Normaldichte

Die Poisson-Verteilung

Eine Verteilungsfunktion von groBer Wichtigkelt ist die Poisson-Verteilung.
Aus diesem Grunde sei auf ihre Ableitung und Darstellung ausfiihrlich einge-
gangen. Um ein besseres Verstdndnis ihrer Anwendung auf physikalische Pro-
blemstellungen zu erhalten, werden wir diese Funktion im Hinblick auf eine
spezielle stationdre Menge ableiten, Eine solche Menge ist in der Abbil-
dung I.4.1 angedeutet. Jede der zugehdrigen Funktionen wechselt in Zufalls-
Zeitintervallen zwischen den Werten Em und - Em und nimmt beim Sprung den
Wert Null an. Derartige Funktionen lieRen sich beispielsweise dadurch her-
stellen, daB die verstirkte Rauschspannung einer Elektronenrshre so geklippt
wird, daB sie den Wert + Em fiir positive und den Wert - Em fiir negative
Spannungswerte annimmt. Die Verteilungsfunktion, die in diesem Fall hier
interessiert, ist die Verteilung der Anzahl von Nulldurchgingen im Inter-

vall T , so wie es in der Abbildung I.4.1 angedeutet ist.
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Abb, I.4.1

Bei der Spezifizierung der Bedingungen wird davon ausgegangen, daf die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung existiert, Die Zufallsvariable £ sei die Anzahl
der Nulldurchginge im Intervall T eines jeden Mengenmitglieds. Der voll-
stidndige Satz der méglichen Werte von E ist n=0,1, 2, ... . Die dazu-
gehorige Verteilung, Pg(n;r ), liefert die Wahrscheinlichkeit, daB bei einem
einzelnen Versuch die Anzahl der Nulldurchginge im gegebenen Intervall T

die gegebene Anzahl n ist, In symbolischer Schreibweise:
Q(g:n;r) = Pg(n,'l:) , n=0,1, 2, ,.... (1.4.1)
Es werde nun mit der Bestimmung von Pg(n,t ) fortgefahren,

Eine GroBe, die bei der Untersuchung dieses Problems benotigt wird, ist die
mittlere Anzahl von Nulldurchgiingen pro Zeiteinheit. Diese mittlere Anzahl
sei durch k gegeben, so dag

k = Mittlere Anzahl von Nulldurchgingen pro Zeiteinheit.

Entsprechend der Gleichung fiir den Mittelwert (I.3.8) erhalten wir fiir die

mittlere Anzahl von Nulldurchgingen pro T Zeitelnheiten den Ausdruck:

— [s o}
£ nEOnP(n,t).

€

kt . (1.4.2)

e )
1]



Da die weitere Herleitungsmethode auf der Formulierung des Problems in
Form einer Differentialgleichung beruht, ist das wesentliche Wahrschein-
lichkeitselement nun die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf ein Nulldurchgang
im infinitesimalen Zeitintervall dT entweder auftritt oder nicht auftritt.
Um diese GroBe zu bestimmen, betrachten wir ein spezielles Element dT in-
nerhalb des Intervalls T = t2 - tl, so wie in der Abbildung I1.4.1 angedeu-
tet. Die Anzahl der Nulldurchginge im Zeitelement dT ist ja eine Zufalls-

variable. Sie sei mit v bezeichnet. Also
1 = Zufallsvariable, Anzahl von Nulldurchgingen in dT .

Diese Veridnderliche hat nur zwei mogliche Werte, nimlich Null und 1. Das
ist der Fall, wenn wir die Wahrscheinlichkeit vernachlidssigen koénnen, daf
die Anzahl der Nulldurchginge in dT groBer als 1 ist, Dieser Fall ergibt
aber, wie hier nicht ausfiihrlicher gezeigt werden soll, ein Infinitesimal
héherer Ordnung als dT . Folglich haben wir es im weiteren Verlauf nur mit

zwel Wahrscheinlichkeitselementen zu tun, ndmlich:

13(11: 1, dT ) = Wahrscheinlichkeit, daB M=11indT ,
R(n =0, dT ) = Wahrscheinlichkeit, daB 7 = O in dT .

Um diese Wahrscheinlichkeiten zu finden, setzen wir mit dT das Intervall T
und die Wahrscheinlichkeitsverteilung (I.,4.1) in Beziehung. Wir teilen das
Intervall T in Elemente auf, von denen jedes die Liénge dT besitze. Auf
diese Weise erhalten wir eine Gesamtzahl von L Elementen. Nun betrachten

dT
wir das Ereignis A. Es ist:

Ereignis A : Anzahl der Nulldurchginge in T ist irgendeine Zahl n
(n =1, 2, 3, ...) und Zahl der Nulldurchginge im speziel-
len dT ist 1.

Im symbolischer Schreibweise:
R A = 12(5 =mT,M =1; dt ) , firn=1, 2, 3, ... (I.4.3)

Es ist ersichtlich, daB diese Wahrscheinlichkeit die gleiche ist wie die-
jenige Wahrscheinlichkeit Y =1 in einem speziellen dT unabhingig von der
Zahl von Nulldurchgiéngen in T zu finden, wenn die Anzahl der Nulldurch-

génge in T mindestens 1 ist, Somit ist:

R (E=nT, n=1; dT) =p(n=1,dt) , firn =1,2,3,.., (I.4.4)
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Folglich erhalten wir die gewiinschte Wahrscheinlichkeitp( 7 = 1; dt ),

wenn wir (I,4.3) bestimmen.

Zur Bestimmung von (I.4.3) wenden wir nun das Theorem der Gesamtwahrschein-
lichkeit und das Theorem der zusammengesetzten Wahrscheinlichkeit an. Das

Ereignis A hat die unvereinbaren Formen

1inT , undy =1 in einem speziellen dt

>
=
uxs

I

=
e
1]

2inT , und 7

1 in einem speziellen dtg (1.4,5)

Jedes dieser Ereignisse ist ein zusammengesetztes Ereignis. Die Wahrschein-

lichkeitsausdriicke fiir (I.4.5) sind:

'Q(Al) =R (¥
RMA)) =RC(E

;TN =1; dtr )

2;T,M=1; dt ) (1.4.6)

Auf Grund des Theorems der zusammengesetzten Wahrscheinlichkeiten gilt fiir

die Ausdriicke (I.4.6) folgendes:

1; dt | g

I

-t
.:_.‘
A

1;T) - (Y
2;T) * R(M

R (A)
R @A)

.

P
P(g

1; dt |g

1l

N
:_:l
~

(10407)

Wir betrachten nunfp(Al) aus (I.4.7). Die nichtbedingte Wahrscheinlichkeit
R ( E = 1;T ) ist fir das Ereignis, daB £ =1inT. Es ist ersichtlich, daB
dies die Wahrscheinlichkeitsverteilung (1.4.1) ist fiir den Fall n = 1, Folg-
lich gilt:

REE=17T) = Pg(l;r) .

Die bedingte WahrscheinlichkeitRP( 7 = 1; dT | £=1;T) gilt fir das Ereig-

nis, daB M = 1 in dT , wenn bekannt ist, daR E =1 inT . Da aber das Inter-

vall T in c;:_‘t Elemente aufgeteilt ist und da § = 1 inT, folgt aus der De-

finition der Wahrscheinlichkeit, daf die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftre-

. 1
ten des Ereignisses in dT gegeben ist durch e c

i T
(d‘c)
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Folgende Annahme haben wir allerdings dabei gemacht, 1. Annahme: Wenn ein
Nulldurchgang in T auftritt, hat er die gleiche Wahrscheinlichkeit fiir
sein Auftreten in irgendeinem der infinitesimalen Elemente dT , in die T

aufgeteilt ist.

Unter dieser Annahme kénnen wir schreiben:

dT
pm=1,4dt|g =LT) =,
und damit folgt:
R @A) = Pg(l;r) -dT—T. (1.4.8)

Die Wahrscheinlichkeit1g(Az) aus dem Ausdruck (I.4.7) wird in dhnlicher Wei-
se bestimmt, Zuerst folgt, wie vorher, daRR( £ = 2;T) = PE(Z;T ) ist. Fur
die bedingte Wahrscheinlichkeitp (7 = 1; dt} £ = 2;T ) haben wir den Fall,
daf £ = 2 in T . Wir machen nun wieder die gleiche Annahme fiir das Auftreten
von Ereignissen in den Elementen dT, wie vorher. Die Wahrscheinlichkeit, daf

einer der Nulldurchginge in einem speziellen Zeitelement dT auftritt, ist

I und die Wahrscheinlichkeit dafiir, da der andere Nulldurchgang im glei-
()
T

chen Element auftritt, ist ebenfalls . Nach dem Theorem der Gesamtwahr-

T
: (%)
dt
scheinlichkeit ist die Wahrscheinlichkeit, daf einer der beiden Nulldurch-

gidnge in dT auftritt, gegeben durch . Folglich ist:

G

gy . 29T
Ry = B(ZT) © T (1.4.9)

€

Hiernach ist es einfach, den allgemeinen Ausdruck zu finden,

Es sei an dieser Stelle bemerkt, daB die Reihenfolge der Nulldurchginge
kelne Rolle spielt, so daB z.B. der erste Nulldurchgang nach t = t1 an-
dere Nulldurchginge daran hindern wiirde, ebenfalls zwischen diesem und

t = tl zu liegen. Dies ist nicht der Fall, Die mathematische Herleitung

soll gerade so beschaffen sein, daB die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftre-
ten eines Nulldurchgangs in dT fiir alle Elemente in T gleich ist. Die Ver-
teilung der Nulldurchginge in T ist bestimmt ohne Bezugnahme auf die Rich-
tung der Zeit, sondern nur beziglich der Dauer. In einem wirklichen Experi-

ment ist durch das Auftreten des Nulldurchgangs die Zeitrichtung naturgemif

durch die Bildung der Zeitfunktion mit eingeschlossen.
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Nach dem Theorem der Gesamtwahrscheinlichkelt gilt:

» )

p(Al) +p (Az) + soese

- . .__dt
= [P§(1|I) +2Pg(2,1:) + .t.'.] T
= dat
= [HEI n Pg (n,‘t ) ] T . (1.4010)

Der Klammerausdruck ist gleich dem Mittelwert von g , So wie er durch (I.4.2)

gegeben ist. Somit folgt:

P A = kT °

%; = kdt . (1.4.11)

Auf Grund der Beziehungen (I.4.3) und (I.4.4) ergibt sich:
REn=1dt) = kdt . (1.4.12)
Wie vorher erwidhnt, hat 1 nur die zwei moglichen Werte O und 1. Folglich gilt:
P =1;dt ) +R(M =0; dT ) =1, (1.4.13)
so daB hieraus mit (I.4.12) folgt:
P(M=0;dT) = 1l-kdr . (I1.4,14)

Da wir die Menge als stationdr vorausgesetzt hatten, gelten die Beziehungen

(I.4.12) und (I.4.13) fir ein dT zu jeder beliebigen Zeit t.

Nachdem wir die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Anzahl von Nulldurchgingen
in einem infinitesimalen Zeitelement dT bestimmt haben, fahren wir fort,

die Verteilung von Nulldurchgidngen in einer endlichen Zeit T zu finden, Hier-
zu betrachten wir das Intervall T zwischen t = t1 und t = tz und das Element
dT im AnschluB an den Punkt t = tz, so wie es in der Abbildung I.4.1 darge-
stellt ist. In diesem Fall liegt dT auBerhalb des Intervalls T , wohingegen
es vorher innerhalb dieses Intervalls lag. Wir betrachten nun das Ereignis B.

Es ist folgendermaBen gekennzeichnet:

Ereignis B : Innerhalb des Intervalls T + dl existiert kein Nulldurchgang.
In symbolischer Schreibweise 1dBt sich die Wahrscheinlichkeit

fir das Ereignis B ausdriicken durch:

RMB) =RC(CE+M =0; T +dT) . (I.4.15)
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Im Hinblick auf diese Wahrscheinlichkeit machen wir die 2, Annahme: Die An-
zahl der Nulldurchgédnge in einem Intervall sei unabhiéngig von denen in einem
anderen Intervall unter der Voraussetzung, dafl sich die Intervalle nicht
teilweise oder vollstidndig iiberdecken. Auf dieser Basis sind die Ereignisse,
die das zusammengesetzte Ereignis B bilden, unabhidngig voneinander. Die bei-
den Teilereignisse von B sind: (Bl)’ dag £ = O in T und (B2), da 1N =0

in 4T . Aus dem Theorem der zusammengesetzten Wahrscheinlichkeit folgt

damit:

PCE+MN =0; T+dTl) =RC(E=0;T) *R(M=0; dT) . (I.4.16)

In diesem Ausdruck istf (7 = O; dT ) aus der Beziehung (I.4.14) bekannt. So-
mit folgt:

R(CE+M=0; T+dl) =R(g=0;T) (1 -kdr) . (1.4.17)
Durch Umformung des Ausdrucks (I.4.17) erhalten wir:

R (g+1M =0; T +dT) - R(¥=0;T)
- dt -

=-kR(E=0;T) . (I1.4.18)

Auf der linken Seite der Gleichung haben wir einen Ausdruck fiir die Anderung
von1g(g = 0;T ) - bedingt durch den Zuwachs dT im Intervall T, wobei die An-
zahl der Nulldurchgidnge im gesamten Intervall gleich Null bleibt - dividiert
durch den Zuwachs dT , Die untersuchte Wahrscheinlichkeitsverteilung ist ge-
geben durch den Ausdruck (I.4.1) fiir den Fall n = O, Somit ist der Ausdruck
(1.4.18) gegeben durch die Differentialgleichung:

d
-ﬁ PE (0;1T )

-k P (O;T) . (1.4.19)

3

Die Losung dieser Gleichung ist:

P_(0;T)

€

Um diese Losung zu vervollstédndigen, bestimmen wir die Konstante A, indem wir

A e a (1.4.20)

T = O setzen, so daf sich ergibt:
Pg (0; 0) = A, (I.4.21)

Da PE(O; 0) diejenige Wahrscheinlichkeit ist, keine Nulldurchgidnge in der Zeit
Null zu finden, konnen wir mit Sicherheit sagen, daB diese Wahrscheinlichkeit

gleich Eins ist, also:
P

€

(O; 0) L 1 ’
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wonit wir bei dem Ergebnis anlangen, daf die Wahrscheinlichkeit dafiir keine
Nulldurchginge im Intervall T zu finden gegeben ist durch:

P(0;T) =e XU, (1.4.22)

€

Die Bestimmung der Verteilung (I.4.1) ist nun teilweise durchgefiihrt, n#émlich
fiir den Fall n = O, Der Maximalwert der Funktion (I1.4.22) ist 1 bei T = O,
Danach verliduft die Funktion so, daB3 die Wahrscheinlichkeit keine Nulldurch-
ginge zu finden mit wachsender Intervallinge T abnimmt. Theoretisch ist die
Wahrscheinlichkeit,dafur keine Nulldurchginge in T zu finden, endlich, gleich-
giltig welche Linge das Intervall T besitzt. Nur wenn T —-o00 geht, strebt

die Wahrscheinlichkeit gegen Null,

Nun werde die vollstdndige Bestimmung von I%(n;t ) fortgesetzt. Dazu betrach-

ten wir das

Ereignis C : Es gibt n Nulldurchginge im Intervall T + dT .

Die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis C kbnnen wir folgendermaRen schreiben:
R =R(g+M =n; T+d1) . (1.4.23)

Da 71 entweder 1 oder O sein muf, hat das Ereignis C zwei unvereinbare For-

men:

C1 , daB E=n- 1 in T und 7

Cy daB £ =n inT und 7

1 in dt und
O in dT .

Mit Hilfe des Theorems der Gesamtwahrscheinlichkeit 1&dBt sich der Ausdruck
(1.4.23) wie folgt schreiben:

’Q(§+1] =n; T+ dT ) =Q(§ =n-1;T ,N=1; d1 ) +p(g=n;‘c,n=o; dt ). (1.4.24)

Hierbei ist C1 ein zusammengesetztes Ereignis. Es beinhaltet das gemeinsame
Auftreten von (Ci), daB £ = n-1 in T und (CI), daB M =1 in dT . Da nach

unserer zweiten Annahme C! und C!

1 1 unabhéingige Ereignisse sind, kénnen wir

schreiben:
R (€)) = R(CD () (I.4.25)

oder

o ( £ = n-1; 7 ,y = 1; dt ) =p(§= n-1;t ). p(y =1; dt ). (1.4.26)
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Entsprechend 1lift sich der letzte Term von (I.4.24) ausdriicken durch:

p(g:n;t,n:O; d'[):p(g: n;T) Ry 0; dt ) . (1,4.27)

Es ist p(m = 1; dt ) gegeben durch (I.4.12) und P(7 = O; dt ) durch die Be-

ziehung (I.4.14). Den Ausdruck (I.4.24) kdnnen wir somit wie folgt ausdrik-

ken:

RCg+M=n;T+dTt ) =R(g= n-1;T) k dT +R(g= n;T) (1-k dT ).(I1.4.28)

Umf ormung ergibt:

R(f+7=n;T+dTl ) ~-R(g=n;T)
= dt -

+ kep(g=n;T ) = kR (¢ = n-1;7 ).(1.4.29)

Auf der linken Seite der Gleichung ist der erste Term die Anderung von

R ( £ = n; T ) - bedingt durch den Zuwachs dT inT, wobei die Zahl der Null-
durchginge im gesamten Intervall T + dT gleich n bleibt - dividiert durch
den Zuwachs dT . Per Definition ist dieses Verhdltnis die Ableitung der Funk-
tion Pg(n;t ) nach T , wobei der Parameter n konstant gehalten wird. Der zwei-
te Term auf der linken Seite ist, wie man sieht, k Pg(n;t ). Der Term auf der
rechten Seite ist k P.(n-1;T ). Somit ergibt sich fiir (I.4.29) folgende Dif-

€

ferentialgleichung:

d

e Pg(n;I ) + k Pg(n.;'c ) =k Pg (n-1:T ) , (1.4.30)
aus der die gesuchte Verteilungsfunktion PE(H;I ) bestimmt werden kann,
Die obige Differentialgleichung ist vom Typ
dy
ax + R(x)y = S8(x) , (1.4.31)

deren Lésung gegeben ist durch:

R(x) dx JR(x) dx
y e = ‘J;(x)°e dx ., (1.4.32)

Wir nehmen nun folgende Substitutionen vor:

y = Pg(n;t )
R(x) = k
S(x) =

kopg(n-l; T )

X = T 5
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Es gilt:

R(x) dx = k dT = kT .

Nach Einsetzen der Substitutionen in (I.4.32) flir die L¥sung von (I.4.30)
folgt folgender Ausdruck:

PE(n;t ) ekt = k P (n-1;T ) ekt dt . (1.4.33)

€

Wir werden nun Pg(n;t ) in fortlaufenden Schritten bestimmen. Fiir den Fall

n = 1 sieht die allgemeine Lésung (I.4.33) folgendermaflen aus:

P (1;T) ek’c = k PE(O;T ) ekt dt . (1.4.34)

g

Wenn wir P%(O;t ) aus Gleichung (I1.4.22) einsetzen und integrieren, ergibt

sich:
kT
Pg(l;t ) e =kt +C. (1.4.35)
Die Integrationskonstante C bestimmen wir, indem wir T = O setzen:
Pg(l; 0)=cC. (1.4.36)

Pg(l; 0) ist die Wahrscheinlichkeit, einen Nulldurchgang widhrend der Zeitdau-
er Null zu finden. Dies Ereignis hat offensichtlich die Wahrscheinlichkeit
Null, womit auch C = O wird. Der Ausdruck (1,4.35) schreibt sich infolgedessen:

P (1;T) = kT e it . (1.4.37)

€

Der allgemeine Ausdruck ergibt sich, wenn dieses Verfahren fiir aufeinander-
folgende Werte von n wiederholt angewandt wird. Der Fall n = 2 sei hier noch:

kurz hergeleitet. Es folgt:

k kT
P (2;1) e L kB (1;T) e dt
3 3
= gk [ KT e'kt] e dt
2
= —(k;) + C . (1'4'38)
Da wieder gezeigt werden kann, daB C = O ist, folgt:
(k1) -kt
PE(Z;I ) =—5—e . (1.4.39)
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Der allgemeine Ausdruck ist gegeben durch:

n
(kT ) e kT

P (n;T) = ~

€

’ fﬁr n= O, 1, 2, ses e =& (104-40)

Dies ist die Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion fir E die Anzahl von
Nulldurchgéingen in einem gegebenen Intervall T, wenn die mittlere Anzahl
von Nulldurchgidngen pro Einheit von T gleich k ist, Diese Funktion ist be-
kannt als die POISSON-VERTEILUNG, Diese Funktion ist diskret im Hinblick

auf n, aber stetig beziiglich T . Die Verteilung ist in der Abbildung I.4.2
graphisch dargestellt.

%(n.t)

Abb. I.4.2

Zunidchst wollen wir fiir die Poisson-Verteilung nachweisen,daf wir fiir den
Mittelwert g die Grofle kT erhalten. Die mittlere Anzahl von Nulldurchgédngen
in einem gegebenen Intervall T, ist entsprechend der Definition des Mittel-

werts gegeben durch:
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o ® R
Y nP(n;t) =% n £EE—1— e kb

€ = %" % n=0 n!
2 3
= kT e kT [1 + kT + (k;l) + (k;:) + ...]
= Kkt e-kT ekI
= kT , (1.4.41)

womit gezeigt ist, daB der Mittelwert von E pro Zeiteinheit gleich k ist.

Weiterhin sei untersucht, ob die Poisson-Verteilung der Bedingung

@
L P(n;T) =1 (1.4.42)
n=0 E
genligt, Es gilt:
® o) B
L P(n;t) = £ SKT) kT
n=0 g n=0 n,
n
- oo
&= ekT'. z (k_-t')_
n=0 DN«
-kT kT
= e e

= 1,

womit die Bedingung (I.4.42) verifiziert ist.
Zum Abschlufl der Behandlung der Poisson-Verteilung sei ihre Varianz berech-—

net., Bei der Behandlung der Varianz war gezeigt worden, daf nach der Bezie-

hung (1.3.31) gilt:

2 _ _2_—2
o-g b g g -
Auf Grund von (I.4.41) folgt:
_2 2
£ = (kT )",

Wie bei der Behandlung der Momente gezeigt, folgt aus der Definitionsglei-
chung (I.3.20) die Beziehung
2 ® 2 (kt)" k7
n ——— e

= = .
g n=0 n.
@ (kT ) kTt
= Zz n(n-1) ——— e + kT
n= .

(kt)2 + kT .,
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—_ 2
Einsetzen der Werte fiir gz und E in die Varianzbeziehung ergibt:

02 = E = kT . (1.4.43)

3

Im Falle der Poisson-Verteilung ist die Varianz gleich dem Mittelwert von E
und beide gleich dem Mittelwert von Nulldurchgidngen pro T Zeiteinheiten.

Die Normaldichte

Eine weitere wichtige Funktion ist die Normaldichtefunktion, die auch unter

dem Namen "Gauf-Dichte' bekannt ist. Sie ist definiert durch den Ausdruck:

P (x) = —1 exp. —(—x'—"%— . (I.4.44)
g 2t .a 20

Hierin bezeichnet g die Zufallsvariable, x den stetigen Bereich (-o , 00),
2
m den Mittelwert und ¢ die Varianz. Eine graphische Darstellung der Funk-
tion fiir verschiedene Werte von o ist in der Abbildung I.4.3 gegeben.
| FE (x)
08

0.6

/7

of 7 7 7 7 7
Abb, 1.4.3
Die Funktion hat ihr Maximum bei x = m,und sie besitzt dort den Wert ——l——— .

“21'[2 g

Sie ist eine gerade Funkti- X = m.
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Die Normaldichte spielt beispielsweise eine grofle Rolle in der Theorie des
thermischen Rauschens und des Schrotrauschens. Es i1st experimentell nach-
gewiesen worden, da diese Rauscharten der Normaldichtefunktion gehorchen.
AuBerdem ist sie bekannt aus der Fehlerrechnung und der Analyse der Brown-
schen Bewegung. Die Normaldichte ist jedoch keineswegs eine universelle
Dichtefunktion zur Beschreibung von Zufallsphinomenen. Viele Zufallserschei-

nungen, wie z.B. Sprach- und Musikwellen sind nicht normal verteilt.

Wir wollen uns etwas nidher mit der Normaldichte befassen. Zundchst sei nach-
gewiesen, daB das Integral von -m bis o ilber den Ausdruck (I.4.44) gleich 1

ist, wie es sein miiBte. Dazu ist es nur notwendig zu zeigen, daR im Aus-

druck
(D (x-m) -
A exp, - —_— dx =1 (I.4.45)
-a 20

der Faktor A gleich = 0 ist. Da der Wert des Integrals in (I.4.45) unab-
27 .o

hingig von m ist, setzen wir der Einfachheit halber m = O. In den meisten
Fdllen der Literatur wird nun folgendermaBen verfahren: Man quadriert bei-
de Seiten von (I.4.45), wobei noch y eingefiihrt wird, da man in einem recht-

winkligen Koordinaten-System arbeitet. Somit folgt:

00
xz 2
S Aexp, |- —=|dx \Aexp. | - 2=|dy =1 . (I.4.46)
2 2
- 20 20
Durch Ubergang auf Polarkoordinaten folgt:
\ 2T o rz
A S S exp. === r drde = 1, (1.4.47)
20
o o

Das Integral 14Rt sich leicht ausrechnen, und es folgt:

amaZg? o1, (I.4.48)

womit gezeigt wird, daB

A= ——

HZTt'U
Bei der Betrachtung der Normaldichte ist ihre charakteristische Funktion
von Wichtigkeit. Entsprechend der Definitionsgleichung (I.3.34) war
+0
itx

-p () = 5 Pg(x) e dx .

3
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Mit der Definitionsgleich.(I.4.44) fiir die Normaldichte ergibt sich:

+00 2
p (t) = 3 . exp. | - £§:%l— eitx dx .
€ _ 2.0 20
Setzen wir y = x - m, so ist:
o .
p.(t) = - - exp. | - —1—2 elt(Y+m)dy
g 2o 20
-0
oo
2
= ——3——— eimt S exp., | - JLE cos ty dy
‘2E~U 20
-
2.2
imt - & t
= e
2
_ g t2
= e 2 & (cos mt + 1 sin mt) ., (1.4.49)

Um zu zeigen, daf bei der Normaldichte der Mittelwert von E gleich m und die
Varianz gleich 02 ist, bilden wir die ersten beiden Ableitungen der charak-

teristischen Funktion:

2 2
imt-"zt
p! (t) = (im-0o't) e i (I.4.50)
g 2.2
gt
2.2 2] imt-—
PE (t)y = [ (im - gt)” - ¢ ] e i (I.4.51)
= 2
GemdR der Gleichung (I.3.37) folgt fiir £ und ¢ :
- 1
= Zp' (0) = m (1.4.52)
1 g
2 1 ., 1 .2 2
E .= -3 (0) = 3 {(1m) - g ]
i“ & i
2
= m +g'2 . (1.4.53)
Damit wird die Varianz
0.2 = alC = m2 + 0% - m°
e - E TEF
o, 2 = 02 . (1.4.54)



- 43 -

Wenn wir die Definitionsgleichung der Normaldichte (I.4.44) betrachten,

so sehen wir, daB die Normaldichte durch den Mittelwert und die Varianz
vollstidndig bestimmt ist. Der Mittelwert bestimmt dabei nur die Verlage-
rung der Kurve vom Koordinatenursprung und ldB8t die Kurvenform ungeindert,
wihrend die Varianz die Kurvenform indert, und zwar sowohl durch Anderung

des horizontalen wie auch des vertikalen MaRstabs,

Zum Abschluf der Behandlung der Normaldichte sei gezeigt, daB der Abstand
zwischen x = m und den Wendepunkten der Normaldichte gleich der Standard-
abweichung o ist. Um dies zu zeigen, setzen wir die zweite Ableitung der
Funktion gleich Null, um die Wendepunkte zu erhalten. Da die zweite Ablei-

tung gegeben ist durch

Pé‘ (x) = . - (x_';) - 1| exp. —(i'-’%-— ; (1.4.55)
|2TC-0' o 20
folgen die Wendepunkte aus Pg (x) =0 zu
X =m+ 0. (1.4.56)

Zeitmittelwerte und Mengenmittelwerte, Korrelationsfunktionen

In der statistischen Theorie gibt es zwei Arten von Mittelwerten, némlich
Zeitmittelwerte und Mengenmittelwerte (Scharmittel). Da ein ZufallsprozeB
durch Wahrscheinlichkeitsdichten beschrieben wird, kann daraus der Mengen-
mittelwert bestimmt werden, wenn die dazu erforderliche Wahrscheinlichkeits-
dichte bekannt ist. Auf der anderen Seite kann ohne einen dquivalenten Mengen-
mittelwert der Zeitmittelwert eines Zufallsprozesses nur aus dem Verhalten

in der Vergangenheit bestimmt werden, da sich die Zukunft nicht exakt vor-
aussagen 1dBt. Dieser Abschnitt behandelt nun die Ausdriickbarkeit eines Zeit-
mittelwertes durch einen Mengenmittelwert unter besonderer Beriicksichtigung

der Korrelationsfunktion.

Zundchst wird die Gesamtheit oder das Aggregat von Elementen eines Mengen-
mitglieds und die Gesamtheit von Elementen einer Menge zu einer gegebenen

Zeit behandelt. Dazu betrachten wir die Abbildung I1.5.1:
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Elemente eines |
0) Mengenaggregats A(tD®® U.SW.

hN M A T
%W ot W’m\f(-m)

X" Elemente eines \‘f(—ZAt)
) Mitgliedaggregats

AN, B
x#ﬂlw \us=up

lin @
5. /M P a0 W
N7 el [\ WD ™

Abb, I.5.1

Wir nehmen an, daB die Vergangenheit jedes Mitglieds der Menge [f(t)] in
eine unendlich grofe Anzahl von Zeitelementen der infinitesimalen Linge At
aufgeteilt ist, so wie in der Abb.I.5.1 dargestellt. Die Amplitude der Menge
sei begrenzt. Wir bezeichnen dieses unendliche Aggregat von Elementen einer

Mitgliedsfunktion als Mitglieds-Aggregat. Da alle Mengenmitglieder aus

gleichartigen Quellen stammen sollen, machen wir die Annahme, dag alle Mit-
glieder einer Menge das gleiche Mitgliedsaggregat besitzen sollen, obwohl
die Reihenfolge, mit der die Elemente ihre Amplitudenwerte annehmen, ver-
schieden sein kann. Mit anderen Worten lautet unsere Annahme folgendermaBen:
Wenn die Elemente eines Mitgliedsaggregats nach steigenden oder fallenden
Amplitudenwerten geordnet und umgestellt wlirden, erhielten wir fiir alle Mit-

gliedsaggregate eine gleiche Form.
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Auf der Grundlage dieser Annahme ist - wenn die unendliche Vergangenheit
der Menge in Betracht gezogen wird - der Zeitmittelwert der Amplitude,
0

1 S £(t) dt , (1.5.1)

lim
T— 00
-T
fir alle Mengenmitglieder gleich. Wir wollen diese Eigenschaft der Mengen-
mitglieder in einer allgemeineren Form ausdriicken., Dazu werde eine willkiir-
liche Funktion F(x) eingefiihrt. Die gemachte Annahme besagt dann, dafl
(0]

g F [£(t)] at (1.5.2)

|-

lim
T— 00
-T

filr jedes Mengenmitglied gleich ist.

Beispiele dieses Zeitmittelwerts sind das mittlere Quadrat von f(t):
(0]
2
£7(t) dt (1.5.3)

==

lim
T —o00
-T

oder die mittlere n-te Potenz von f(t):

O

-T

Wir wollen die in infinitesimale Elemente aufgeteilten Mengenmitglieder noch

von einer anderen Seite betrachten. Dazu greifen wir uns den Zeitpunkt t = tf
heraus. Wir erhalten von jedem Mengenmitglied zu diesem Zeitpunkt ein Element,

1
beispielsweise aus dem ersten Mitgliedsaggregat das Element xi )

(2)
1

, aus dem
zweiten Mitgliedsaggregat das Element x usw,., Dieses Aggregat von Elemen-
ten nennen wir das Mengenaggregat. Wir nehmen eine Menge an, die so beschaf-
fen ist, daB das Mengenaggregat invariant gegen eine Verschiebung des Beob-
achtungszeitpunktes ist, obgleich die Reihenfolge, in der die Elemente ihre
Amplitudenwerte annehmen, verschieden ist. Aufgrund der Tatsache, daB die
invarianten Mengenaggregate aus Funktionen gebildet sind, die untereinander
gleiche Aggregate besitzen, muf notwendigerweise auch das Mengenaggregat dem

Mitgliedsaggregat gleich sein, mit dem Hinweis, daf® diese Gleichheit nicht

flir die Reihenfolge gilt, in der die Elemente auftreten.
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Im folgenden werde die Aquivalenz zwischen dem Zeitmittelwert eines Mengen-
mitglieds und dem Mengenmittelwert diskutiert. Mit anderen Worten: Wir wol-
len versuchen, eine Beziehung herzustellen zwischen dem Mittelwert eines
Mengenmitglieds hinsichtlich des Zeitverhaltens auf der einen Seite und dem
Mittelwert der Amplitude der Menge zu irgendeiner Zeit t auf der anderen
Seite. Das Mengenmitglied f(t) sei im Intervall (-T, O) in n Elemente mit
der Zeitdauer At aufgeteilt. Es ist dann n ==é£€ . Der Mittelwert von f(t)
beziiglich t im Intervall (-, O) ist gegeben durch

Tt = 1im f(- At) + £(- 2A¢t) + ... +'f‘(- iAt) + ... + £(- nAt). (1.5.5)
N = it
At— o
Diesen Ausdruck kénnen wir auch umformen zu
£(t) = 1lim f(-At) + £(-2A)+ ... + £(-iAt)+ ... + f(-nAt) At . (1.5.6)
T—o00 T
At— O
Dies ist gleich 0
f(t) = 1lim L Sf(t) dt . (1.5.7)
T
T —o00
-T

Dies ist das Zeitmittel eines Mitglieds der Menge iiber das Intervall (-0 ,0).
Der Querstrich iiber £(t) zeigt an, daB der Mittelwert iiber ein unendliches
Intervall gebildet wurde.

In dem Ausdruck filr den Mittelwert (I.5.5) stellt der Satz von den folgen-
den Werten

£(- At), £(-2At), ..., £f(-1At), ..., £(-nAt) , (I.5.8)

(fir T — o0 und At — 0), die Amplitudenwerte des "Mitgliedsaggregats" dar.

Diese miissen aber dem Satz von folgenden Werten

L1 (2

(1) (n)
1 * X s e x1 (1.5,9)

y LI xl

fir die Amplituden des "Mengenaggregats' bei t = tl' entsprechen, ausgenom-

men wieder die Reihenfolge des Auftretens. Der am x in Klammeran angebrachte
Index bezeichnet die Nummer des Versuchs, bei dem der Wert xii) zur Zeit

t = tl' gefunden wurde (vgl. Abb.I.5.1). DaR sich die beiden S#itze von Werten
entsprechen, folgt aus der Argumentation, daR das Mitgliedsaggregat dem Mengen-

aggregat gleich ist, wenn wir die Reihenfolge dabei ausschlieflien. Unter der
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Annahme, dafB die Mitglieder der Menge einen stetigen Amplitudenbereich x
im Intervall (-a, b) besitzen, koénnen wir das Intervall in Elemente der
Linge Ax aufteilen, mit dem Zweck, einen Mittelwert zu erhalten, der dem
durch den Ausdruck (I.5.5) gegebenen gleich ist. Wir setzen eine genligend
gfoBe Anzahl M von Elementen eines Mengenaggregats voraus und finden, daB

aus dem Wertesatz

1 2 i n
xi ), xi ), ceey xi ), ey xi ) (1.5.10)
fiir die Aufteilung der Amplituden folgendes gilt:
N, Werte fallen in (0, Ax)
positiver
.5.11
Bereich N, Werte fallen in (Ax, 2Ax) (1 )
N_1 Werte fallen in (0, -Ax)
negativer
Bereich N_2 Werte fallen in (- Ax, -2 A x) (1.5.12)

Wie wir schon frither gezeigt hatten [vgl. Abschnitt 3, Ausdruck (I.3.12)] 5
ergibt sich als empirischer Mittelwert der Ausdruck
N N N
1 2 -1 -2
A 1 S « = v —_— T s oo

xM+2AxM+.. AxM 2AxM (1.5.13)
Dieser empirische Mittelwert ist eine gute Approximation fir den Mittelwert
des Wertesatzes (I1.5.8) und damit auch eine gute Approximation fiir den Mit-
telwert f(t), der durch (1.5.5) gegeben ist. Wir konnen den Ausdruck (I.5.13)

zusammenfassen zu:

Ni 1

— Y cm— ] . 4
? iAx " Ax Ax , (1.5.14)
wobei i von - A bis —f;-reicht Wie frijher schon im Abschnitt 3 gezeigt

wurde, ist der in Klammern stehende Ausdruck ein Maf fir die wahrscheinlich-
keitsdichte Pg(x) der Zufallsvariablen £ - Die Zufallsvariable ist die Am-
plitude der Menge. vVermerkt sei hier nochmals, daB die frilher gemachte An-
nahme iiber die Invarianz des Mengenaggregats gegen den Beobachtungszeitpunkt
bedeutet, daB die Menge stationsir ist. Mit anderen Worten, Pt(x) ist unab-
hingig von der Beobachtungszeit. Fiir alle praktischen Zwecke wird der empi-
rische Mittelwert (I.5.14) fir ein hinreichend groRes M und ein hinreichend

kleines Ax gleich
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b

x P (x) dx (1.5.15)

T E

oder, in einer allgemeineren Form, gleich
@®

5 X Pg(x) dx ., (I.5.16)
-0

Diesen Ausdruck kennen wir als die Definition fiir den Mittelwert der Ampli-
tude der Menge zu irgendeiner Zeit. Somit haben wir heuristisch gezeigt, daB
der Zeitmittelwert von f(t), gegeben durch (1.5.7), fiir alle praktischen Fil-
le dem Mittelwert (I.5.16) dquivalent ist. Der Mittelwert (I.5.16) wird der

Mengenmittelwert, das Mengenmittel oder auch das Scharmittel von f(t) ge-

nannt,

Im Hinblick auf die vorangegangenen Uberlegungen machen wir nun folgende An-
nahme: In einer stationiren Menge, deren Mitglieder aus Quellen gleicher Art
stammen, ist der Zeitmittelwert eines Mitglieds iiber das Intervall (-00,0)
genau gleich dem Mengenmittelwert, d.h.
0 00
1
lim = j f(t) dt = 5 x P (x) dx . (1.5.17)
T 3
T —-o00
-T =00

Hinsichtlich der unendlichen Zukunft eines Mengenmitglieds kann man folge-

richtig annehmen, daB der Mittelwert iiber dieses Zeitintervall, nidmlich

(0,+®) der gleiche ist wie iiber das Zeitintervall (- ,0). Folglich

(0] T
1 1
lim = S f(t) dt = 1im = f(t) dt . (I1.5.18)
T T
T—00 T—-co
=T 0
Der Ausdruck (I1.5.17) wird somit
T a
lin — £(t) dt = X B (x) dx .  (I.5.19)
2T g
T— 00
-T ~00

Diese Gleichung driickt aus, daB der Zeitmittelwert eines Mengenmitglieds, er-

streckt von -m bis 00, gleich dem Mengenmittelwert ist.

Der Ausdruck (I.5.19) 1#Bt sich auch in folgender einfacher Form schreiben:

f(t) = g (1.5.20)
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Es folgt weiterhin aus der Aquivalenz von Mengenaggregat und Mitglieds-
aggregat, daf wir den Ausdruck (I.5.19) noch allgemeiner fassen konnen, in-
dem wir eine willkiirliche Funktion von f(t), ndmlich F [f(t)] , einfiihren.

Wenn der Ausdruck T

lim — \ F [f(t)] dt (1.5.21)
2T
T — 00

-T

existiert, folgt in Analogie zu (1.5.19):

T o
1
lim 5 F [f(t)] dt = F(x) Pg(x) dx (1.5.22)
T— @
-T -00
oder
Flee)] = Fo . (1.5.23)

Wenn der ZufallsprozeB diskrete Werte annimmt, erhalten wir zwei, den Glei-

chungen (1.5.19) und (1.5.22) entsprechende, Ausdriicke:

T
1i 1 f(t) dt %o P, (x,) (1.5.24)
m [ = X X Io .
T 0o 2T S jemoo 1 €1
-T
und
T
lim F[f(t)]dt—(;.:)F()P() (1.5.25)
m 5T = xi gxi . PR Y
T —- oo ==00
-T

Die Aquivalenz von Zeit- und Mengenmittelwerten haben wir hier, wie gesagt,
heuristisch gezeigt und die Aquivalenzbeziehungen (1.5.22) und (I1.5.25)
miiften eigentlich noch streng bewiesen werden, Das ist jedoch ein rein mathe-
matisches Problem und ginge iiber den hier gesteckten Rahmen weit hinaus. Es
sei jedoch dazu bemerkt, daB die strenge mathematische Beweisfiihrung auf dem

Beweis der sogenannten Ergodenhypothese aufbaut. Diese Ergodenhypothese

stammt bekanntlich aus der statistischen Mechanik und besagt, da® ein System,
das sich in seinem Bewegungszustand selbst iiberlassen bleibt, frither oder
spiter jede Phase durchlaufen wird, die mit dem Energieerhaltungssatz in

{jbereinstimmung ist.

Auf unseren Fall einer Menge im Zusammenhang mit dem Rauschen angewandt,

wilrde die Ergodenhypothese folgender Hypothese entsprechen: "In einer sta-
tioniren Menge von zufallsfunktionen, die aus Quellen gleicher Art stammen
und einen stetigen Bereich von moglichen Werten besitzen, kommen die Ampli-

tuden des Aggregats aus Elementen eines Mengenmitglieds jedem Punkt des
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stetigen Bereichs moglicher Werte, friiher oder spiater, unendlich nahe, wenn
es dem Mengenmitglied erlaubt ist, den nattirlichen Verlauf der Schwankung
auszufiijhren". Der Beweis dieser Hypothese ist Teil der sogenannten Ergoden-
theorie, in der auch die Aquivalenz von Zeit- und Mengenmitteln streng be-
wiesen wird, Fir Interessenten seienhier die Literaturstellen angegeben,

wozu auf [1] und [2] verwiesen sei,

Als nidchstes wollen wir uns der Anwendung der Aquivalenz von Zeit- und
Mengenmittelwerten widmen, und zwar bei der Betrachtung der Autokorrelations-
funktion. Da Korrelationsfunktionen bei zukiinftigen Betrachtungen von zen-
traler Bedeutung sind, soll in diesem Zusammenhang genauer auf sie elnge-
gangen werden. Wir werden so vorgehen, daB wir die Autokorrelationsfunktion
zunichst einfiihren und spezielle Eigenschaften betrachten, unter anderem die
Autokorrelationsfunktion als einen Zeitmittelwert und einen Mengenmittelwert
untersuchen, Beispiele einfiigen und abschliefend die Kreuzkorrelationsfunk-

tion kennenlernen,

Zuerst wollen wir die Autokorrelationsfunktion einfiihren, Bei der Analyse
elner statistischen Menge hat man es, wie wir schon verschiedentlich sahen,
mit einer unendlichen Vielfalt von Wellenformen zu tun, Infolgedessen ist
die Charakterisierung einer Menge durch eine Wellenform besonders ungiinstig
und steht auch gewissermafen im Widerspruch zu den spezifischen Eigenheiten
einer Menge. Aus diesem Grunde wird angestrebt, Charakteristika auf der
Grundlage des mittleren Verhaltens einzufilhren, die fiir alle Mitgliedsfunk-
tionen gemeinsam gelten., Ein besonders wichtiges Charakteristikum dieses

Typs ist die Autokorrelationsfunktion, die folgendermaBen definiert ist:

Ist fl(t) eine Mitgliedsfunktion der Menge, so ist ihre Autokorrelations-

funktion gegeben durch
T

R 1
cpll(t) = lim o fl(t) fl(t+‘t) dt , (I1.5,26)
T—o0
-T

wobei T eine stetige Zeitverschiebung, unabhingig von t, im Bereich (- ,00)
ist, Es wird angenommen, daf diese Funktion fiir Jjeden Wert von T existiert,
Wir machen weiterhin die Annahme, daB die Autokorrelationsfunktion fiir Jjede
Mitgliedsfunktion der Menge die gleiche ist und es sich deshalb bei ihr um

ein Charakteristikum der Menge handelt.
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Der physikalische Hintergrund der Einfihrung der Autokorrelationsfunktion
ist folgender: Wenn man die Autokorrelationsfunktion von periodischen oder
aperiodischen Funktionen bildet, sieht man, daB sie unabhingig von den Pha-
senspektren der korrelierten Funktionen ist. Eine unendliche Vielfalt von
Wellenformen kann daher die gleiche Autokorrelation besitzen. Da aber gera-
de bei einer Menge von Zufallsfunktionen die Vielfalt der Wellenform eine
spezifische Eigenschaft ist, ist es ersichtlich, daf sich die Autokorrela-

tionsfunktion zur Analyse besonders gut eignet.

Wir wenden uns nun speziellen Eigenschaften der Autokorrelationsfunktion zu.
Zundchst sei gezeigt, daB es sich um eine gerade Funktion handelt. Ersetzen

wir T durch -T , so ergibt sich aus (1.5.26):

T
©..(<1) = lim = |f (£)-f (t-T) dt . (1.5.27)
11 1 1
T—o 2T
~T
Setzen wir x = t-T,so folgt:
+T-T
1
P, (-T) = lim — fo(x)f_ (x+T) dx . (1.5.28)
11 oT 1 1
T—o00
-T-T1

Da in dem letzten Integral beide Integrationsgrenzen um T in die gleiche
Richtung verschoben wurden, hat sicﬁ die Intervallidnge 2T zwischen den bei-
den Grenzen nicht verindert, sondern nur die Lage des Intervalls. Der Be-
reich des Integrals (-T-T, T-T) ist im Grenzfall (-o0,00), fiir T — oo. In-
folgedessen folgt als #dquivalente Form fiir (I.5.28):

T

Y. (~-T) = 1lim

1
11
T-—-oo 2T
-T

fl(x)'fl(x+t) dx . (1.5.29)

Auf Grund der Definition ist die rechte Seite des Ausdrucks (I.5.29) aber
gerade @116c), so daB wir als Ergebnis erhalten:

P,-D = 9T, (1.5.30)

womit wir gezeigt haben, daR die Autokorrelationsfunktion gerade ist.
Es sei ferner angegeben, wie sich q&l(r) fiir die Grenzfille T=0 und T — o

verhilt, Da die Definitionsgleichung (1.5.26) fir alle Werte von T im Be-

reich (-oo,00) gilt, erhalten wir als Ausdruck fir T =0 :



(0) = lim — flz(t) dt . (1.5.31)

Dies ist das mittlere Quadrat von fl(t) oder die mittlere Leistung, wenn
fl(t) eine Spannung oder einen Strom bei 1 Ohm Belastung darstellt, Fiir den
anderen Extremfall T—oo kann gezeigt werden, was hier nicht explizit durch-

gefilhrt sei, daf

¢11(oo) =0 ., (1.5.32)

Wir wenden uns nun der Aufgabe zu, die Autokorrelation im Hinblick auf die
Aquivalenz von Zeitmittelwert und Mengenmittelwert zu untersuchen, Unser
Ziel ist es, die Autokorrelationsfunktion, die nach (I.5.26) als Zeitmittel-
wert definiert ist, als Mengenmittelwert auszudriicken. Dazu sei die Defini-
tion der Autokorrelationsfunktion nochmals wiederholt und folgendermafBien

ausgedriickt:
T

1
wff(r) = 1lim =T f(t)-f(t+T) dt . (1.5.33)
T— 00
-T

Dieser Ausdruck kann abgekiirzt werden durch:

Q.. (T) = £(t)£(t+T) .

ff

Wir betrachten das Zeitintervall (-w ,0), in dem f(t) zur Untersuchung zur
Verfiigung steht. Wenn wir nur die Vergangenheit betrachten, d.h. f(t) = O
fir t > 0, dann ist die Autokorrelationsfunktion fiir £(t) gegeben durch:
0
lim 2 | £()-£(t+T) dat . (1.5.35)

T—-o00 -T

Wir teilen wieder jede Mitgliedsfunktion in infinitesimale Elemente der Dau-
er At. Wir konnen dann ein Aggregat von Elementpaaren bilden, wobei die Ele-
mente eines jeden Paares um die Zeitdauer T voneinander getrennt sind, wie

in der Abbildung 1.5.2 angedeutet.
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Abb, I.,5.2

Folglich bilden diejenigen Elemente eines Mengenmitglieds bei t = 0, - At,
-2At, ... und diejenigen bei t = -T, -T-At, -T- 2At, ... ein Aggregat

von Paaren. Wir wollen dieses Aggregat als ein Mitgliedsaggregat von Ele-

mentpaaren bezeichnen. Da die Menge aus Quellen gleicher Art gebildet wird,
nehmen wir wieder an, daR alle Mitgliedsaggregate von Elementpaaren einan-

der gleich sind, ausgenommen die Reihenfolge der Elementpaare.

Diese Annahme versetzt uns in die Lage auszusagen, daB der Ausdruck (I.5.35)
fiir alle Mengenmitglieder gleich ist. Wenn wir weiterhin als integrierbare,
willkiirliche Funktion F(x) einfiihren, so konnen wir auch sagen, dafl der Aus-~
druck 0

lim
T—+o00

H| -

F [f(t)-f(t+I)] dt (I.5.36)
- T

fiir alle Mitgliedsfunktionen gleich ist.

Als néchstes betrachten wir nun Elementpaare aus der Gesamtmenge anstelle
solcher aus den einzelnen Funktionen. Zu den Zeiten t = ti und t = té in

der Vergangenheit, die um die Zeit T auseinander liegen (d.h. t2' S tf +7T,

wie in der Abb.I.5.2 dargestellt), wollen wir ein Aggregat aus Elemente-

paaren bilden, in dem wir zu den beiden Zeiten je ein Element aus jeder
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Mitgliedsfunktion herausgreifen. Wir werden solch ein Aggregat als Mengen-

aggregat aus Elementpaaren bezeichnen, Da wir es mit stationiiren Mengen zy

tun haben, ist das Mengenaggregat aus Elementpaaren fiir einen gegebenen Wert
von T invariant gegen irgendeinen Wert von tf « Nur die Reihenfolge der
Elementpaare wird verschieden, wenn der Wert von t.,' sich indert.

1
Die weitere Argumentation geht in der gleichen Art wie friiher. Da die in-
varianten Mengenaggregate aus Mitgliedsfunktionen gebildet werden, von denen
Jede das gleiche Aggregat aus Elementpaaren besitzt, muf3 das Mengenaggregat
auch gleich dem Mitgliedsaggregat sein, ausgenommen der Unterschied in der
Reihenfolge der Elementpaare. Aus diesem Grunde ist folgende Aussage mog-
lich: Der Mittelwert des Produkts von zwei Elementen in einem Paar ist der
gleiche, unbeschadet dessen, ob er als Mittelwert eines Mitgliedsaggregats
oder als Mittelwert eines Mengenaggregats ausgedriickt wird. Der Mittelwert
eines Mitgliedsaggregats ist aber durch den Ausdruck (I.5.35) gegeben, der
einen Zeitmittelwert darstellt. Auf der anderen Seite ist der Mittelwert
eines Produkts von zwei stetigen Zufallsvariablen 51 und gz, die durch die
Zeit T getrennt sind, auf der Basis eines Mengenaggregats gegeben durch

den Ausdruck:

o0 00
€182 = S g X%y PerEa(Xy0%,iT) dxgdx, . (asE s
-Q0 =0

Dieser Ausdruck ist die Definitionsgleichung fiir das Produkt von stetigen

Zufallsvariablen, die um T gegeneinander verschoben sind. Pglgz(xl,xz;t)

ist die zweite Wahrscheinlichkeitsdichte (vgl., Ausdruck (I.2.12)). Sie be-
schreibt die stationire Menge an zwei Zeitpunkten, hier bei t = t.' und

1
wobei t.' - t!' =71

s 1]
t=t,, 2 1 *

Die Aquivalenz des Zeitmittelwertes und des Mengenmittelwertes wird in die-

sem Falle durch folgende Beziehung ausgedriickt:

0 W
1
lim f S f(t)f(t+T) dt = S lexz Pglgz(xl’XZ’t) dxl dxz . (I.5.38)
T--00
=T =00 =00

Wenn wir annehmen, daB der Mittelwert von f(t)-f(t+T) erstreckt von (-00,0)

gleich dem von (0,00) ist, d.h. wenn

(0] T
1
lim T S f(t)*£(t+T) dt = 1lim % S f(t) f£(t+1T) dt , (I.5.39)
T - 00 o
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dann folgt flr den Ausdruck (I.5.38):

T ao 00
1
lim o7 f(t)£(t+T) dt = S g X%, Pglgz(xl,xz,t) dxldx2 , (1.5.40)
T -~ 00
-T -00 =00

oder in abgekiirzter Form:

T+ = § °E, (1.5.41)

als ein Ausdruck fiir die SchluBfolgerung, daB der Zeitmittelwert von f(t) £f(t+T)
dem Mengenmittelwert, ausgedriickt durch 5152' dquivalent ist.

Da der Zeitmittelwert per Definition die Autokorrelationsfunktion darstellt,
ergibt sich daher als alternative Schreibweise fiir die Autokorrelationsfunk-

tion der Ausdruck:

00 [0 0]
tpff(t) = 5 S X, X, Pglgz(xl,‘xz;t) dx, dx, . (1.5.42)

-00 =00

Dies ist die Autokorrelationsfunktion von f(t) als Mengenmittelwert. Handelt
es sich bei f(t) um diskrete Prozesse, so ergibt sich fiir (I.5.42) die ent-

sprechende Beziehung:

o (=2 T
T =
£f j=—o i=-00

X155 PE1Ea(¥14%253T) - (1.5.43)

Nachdem wir die Autokorrelationsfunktion eingefiihrt und ihre wesentlichen Dar-
stellungsformen kennengelernt haben, wollen wir uns einem konkreten Anwen-
dungsbeispiel zuwenden, bevor wir weitere allgemeine Eigenschaften besprechen.’
Das Anwendungsbeispiel hat zum Ziel, die Autokorrelationsfunktion der uns
schon bekannten Poisson-Verteilung zu berechnen. Wir betrachten dazu wieder
die Menge von rechteckfdrmigen Wellenzilgen, die zwischen den Werten +Em und
—Em wechse{n und deren Nulldurchginge der Poisson-Verteilung gehorchen (vgl.
Abb.I.4.1). Bezeichnen wir die Anzahl der Nulldurchginge einer Mitgliedsfunk-
tion wihrend der Zeitdauer T durch die Zufallsvariable 7 , die die m&glichen
Werte n = 0,1,2,... besitzt, dann ist die Wahrscheinlichkeit fiur das Auffin-
den von n Nulldurchgingen wihrend der Zeitdauer T nach Gl1.(I.4.40) gegeben

durch n
P, (n;T) =
ﬂ( )

€ ’ (1.5.44)

wobei k die mittlere Anzahl der Nulldurchginge pro Zeiteinhelt ist.
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Da es sich um diskrete Prozesse handelt, wenden wir zur Berechnung der Auto-
korrelationsfunktion die Beziehung (1.5.43) an, Wir schreiben den Ausdruck
unter der Bedingung, daB 51 und gz nur zwei Werte annehmen kdnnen, nimlich

entweder +Em oder -Em, und erhalten:

1 1
@ff(c) = =§1 1§-1 xlixszglgz(xli,xzjit) . (1.5.45)
0 10

In der Abb.I.4.1 war angegeben, daB die Amplituden eines Mengenmitglieds,

f(t), bei t = t1 und t = tz = t1 + T durch 51 bzw. gz gegeben sind.

Fiir den Rechnungsgang ist es vorteilhafter, die zweite Wahrscheinlichkeits-

dichte Pglgz(xli,x ;1) durch das Produkt einer nichtbedingten Verteilung

23
mit einer bedingten Verteilung auszudriicken, so daf wir als iquivalenten

Ausdruck anstelle von (I.5.45) folgendes erhalten:

11
Pep (O =j=§1 i=§1 X11%25 PE1(*14) *PEy £ (Kgy | %1437+ (1.5.46)

In diesem Ausdruck ist:

x1,1 = Em
X1,-1 = "By
xz’l - Em (1.5.47)
x2,—1 = _Em

Auf der Grundlage der Annahmen, die wir bei der Ableitung der Poisson-Ver-

teilung gemacht haben, gilt:

Pgl(Em) Pgl(-Em), (1.5.48)

1

2

Das bedeutet: Eine Mitgliedsfunktion besitzt bei t = t1 die gleiche Wahr-

scheinlichkeit, den Wert Em oder den Wert -Em anzunehmen,
Hinsichtlich der bedingten Verteilung szlgl(XZJlxli;t) aus dem Ausdruck

(1.5.46) wollen wir zun#ichst ihre GroBe filr i = 1 und j = 1 feststellen, d.h.

wir wollen folgenden Ausdruck untersuchen:

Peoler (Ep|EpT) - (1.5.49)
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Dies ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB 52 bei t=t2 = t1+'E den Wert Em

annimmt, wenn gl bei t=t., den Wert Em angenommen hatte. Dieses Ereignis

kann auf verschiedene Wei:en eintreten, Die erste Moglichkeit ist die, daB
wihrend der Zeitdauer kein Nulldurchgang aufgetreten ist. Die zweite Méglich-
keit ist die, daB im Intervall zwei Nulldurchgidnge aufgetreten sind, so daB
die Funktion, die bei t=t. den Wert Em besafl, durch den zweimaligen Wechsel

wieder den Wert Em besitzt, Fiihrt

1
von E nach -E_ und -E_ nach E_ bei t=t

m m m m 2
man diese {iberlegungen weiter, so sieht man, da® jede geradzahlige Anzahl
von Nulldurchgédngen in T die Bedingung erfiillt. Infolgedessen haben wir
hier ein Ereignis, das in einer Reihe von unvereinbaren Formen auftreten
kann. Auf Grund des Theorems der Gesamtwahrscheinlichkeit kénnen wir schrei-
ben:

R (§ = By l§1 = E iT) =n=0221?4(n =n;T). (1.5.50)

Damit folgt fur den Ausdruck (I1.5.49) folgendes:

PeolerEp| B D =n=0>32 i‘n(n;t). (1.5.51)

wobei Bn(n;t) die durch den Ausdruck (1.5.44) gegebene Poisson-Verteilung

ist,

In entsprechender Welse kann gezeigt werden, dafl die bedingte Wahrscheinlich-

keit filir i=-1 und j=-1 den gleichen Wert besitzt. Das bedeutet:

Pealg1 | BT =n=o2,:2,?]f‘,1it)° (1.5.52)

Wenn wir bei t=t1 mit Em anfangen und bei t=t2

ist es ersichtlich, daf die Anzahl von Nulldurchgingen in T eine ungerade

den Wert -Em haben wollen,

Zahl sein muB, Genauso mufBl es im umgekehrten Fall sein, wenn der Anfangswert
—Em und der Endwert +Em ist. Dementsprechend erhalten wir fiir die bedingte

Wahrscheinlichkeit, wenn i=1 und j=-1, die Beziehung:

Peole 1 (Bp|Epi D =n=1>:3 lgn(n;r). (1.5.53)
und fiir i=-1 und j=1 ist
PEole1 B En®) = Z Pp(nT). (1.5.54)

n=1,3,5,..-
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Wenn wir gemdR der Vorschrift im Ausdruck (I1.5.46) aufsummieren, erhalten wir
fir die Autokorrelationsfunktion:

P _(t) =2xE x E x 1y z (1) -2%xE XE x~x % P (n;t). (1.5.55)
ff m m By (n; m m nror e *

2 n=0,2,4,... : n=1,3,5,...

Da die Variable T in der Poisson-Verteilung (I.5.44) immer positiv ist, die
Zeitverschiebung T sich bel der Autokorrelation jedoch iiber den Bereich
(-00,00) erstreckt, ist es erforderlich, bei der Verteilung Rn(n;t) im Aus-
druck (1.5.55) T durch |T| zu ersetzen. Setzen wir den Ausdruck (I.5.44) in
(I1.5.55) ein, so ergibt sich nach Vereinfachung:

n n
9,0 = Emz v (klfl!) STl & (kl‘[lil') o KIT!
n=0,2,4,.. ¢ n=1,3’5,o.:
2 3
2 =kitl]. kTl (kltl) (kltl)
2 -2kltl
cpﬁ,(r) =E " e . (1.5.56)

Dies ist die Autokorrelationsfunktion der Rechteckwelle, deren Nulldurchginge
der Poisson-Verteilung gehorchen., Die Funktion ist in der Abbildung I.5.3 fiir
den Fall Em=1 Volt und k = 1000 pro sec graphisch dargestellt.

| Pu(T)

1,0 V2
08

,

06

’

04

02

1 1 | L | | I 1 | 1 | l

-1,2-10-08-06 -Q4-02 0 02 04 06 08 10 12 msec

Abb, I.5.3
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Die Funktion ist gerade. Sie strebt gegen Null filr T —oo. Ihr Maximalwert

ergibt sich aus T

. 1 2
lim ?r- f (t) dt = Em
T— oo

2
~T

2

(1.5.57)
Wir kehren zu allgemeineren Eigenschaften der Autokorrelationsfunktion zurilick

und werden als nichstes ihre Fouriertransformation behandeln, die auf das

sogenannte "'Wienersche Theorem der Autokorrelation" hinfiihrt.

fl(t) sei wieder eine Zufallsfunktion und die Autokorrelationsfunktion ist

dann gegeben durch den Ausdruck

@11

T
(t) = 1lim % S fl(t)'fl(t+‘t) dt . (1.5.58)
T—-o00

-T

Entsprechend der Behandlung von Fourierintegralen definieren wir eine Funk-

tion ¢11«u) derart, daf folgende zwei Beziehungen gelten:

0o
iwT
wll(t) . S ¢11«u) e dw (1.5.59)
-
und [o's]
1 -iwT
¢11(w) = 37 kPn(t) e at . (1.5.60)
=00

Durch den Ausdruck (I.5.60) ist 011Qu) definiert als die Fouriertransfor-
mierte von @11(t). Manchmal ist es vorteilhaft, die Ausdriicke (I.5.59) und
(1.5.60) als Kosinustransformationen zu schreiben. Diese Méglichkeit besteht,
da @11(1) eine reelle und gerade Funktion ist, so daB auch die Transformier-
te ¢11«u) eine reelle und gerade Funktion sein sollte. Die Ausdriicke (I.5.59)

und (I.5.60) lauten als Transformationen mit Kosinus folgendermafen:

(0 0]
tpll(r) = S ﬁll(w) cosWT dw , (1.5.61)
=00
[0 o]
¢11(w) S %E g &pll(t) coswt dt . (1.5.62)

=00
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Es ist von Interesse, die physikalische Bedeutung der Funktion ¢11«u) zu
untersuchen. Dazu setzen wir im Ausdruck (I.5.61) T = O und erhalten die

einfache Beziehung

o0
©,,(0) = J g, @ dw . (1.5.63)
[ o]

Fiir die Autokorrelationsfunktion an der Stelle T = O gilt auf Grund des Aus-
drucks (1.5.31):

T

1 2

©,,(0) = 1lim = S £,7(¢) dt ,
T — oo

-T

so daf wir damit folgendes erhalten:
(o]

1
ﬂll(w) dw = 1lim ﬁ
T - o0
-00 -T

T
5 flz(t) at . (1.5.64)

Hiermit haben wir die Funktion ¢11«u) mit dem mittleren quadratischen Wert
der Zufallsfunktion fl(t) in Beziehung gesetzt. Stellt fl(t) eine Spannung
oder einen Strom bei einer Last von 1 Ohm dar, so ist das mittlere Quadrat
von fl(t) die mittlere Leistung, die von der Last aufgenommen wird. Nun be-
sagt aber die Gleichung (I.5.64) folgendes: Das Integral von ﬁll(w), er-
streckt iliber den gesamten Kreisfrequenzbereich von -oo bis +oco ergibt die
mittlere Leistung von fl(t). Infolgedessen stellt die Funktion ¢11(w) selbst
eine Leistungsdichte dar, die, da sie von der Frequenz abhidngig ist, als

spektrale Leistungsdichte bezeichnet wird. Sie ist auch unter dem Namen

"Leistungsdichtespektrum”" oder auch einfach "Spektrum" bekannt.

Die spektrale Leistungsdichte kann entweder ausgedriickt werden in der Dimen-
sion Watt pro Einheit der Kreisfrequenz, d.h, also Watt sec oder, wenn die

2 2
Belastung unberiicksichtigt bleibt, in Volt™  (oder Amp ) pro Einheit der

Kreisfrequenz, also in Volt2 sec oder Amp2 sec.

Nachdem die physikalische Bedeutung von ¢11(w) diskutiert worden ist, kénnen

wir folgende Aussage machen:

Die Autokorrelationsfunktion einer Zufallsfunktion und die spektrale Leistungs-
dichte einer Zufallsfunktion sind durch die Fouriertransformation miteinander
in Beziehung gesetzt, so wie es durch die Ausdriicke (I1.5.61) und (I.5.62) bzw.

durch (I1.5.59) und (1.5.60) dargestellt ist.
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Dieses Theorem wurde von Norbert Wiener aufgestellt und trigt daher den Na-

men das Wienersche Theorem der Autokorrelation. Der strenge Bewels dieses

Theorems ist in [3] enthalten.

Die fundamentale Annahme, die dem Wienerschen Theorem zugrunde liegt, ist
einmal die Existenz der Autokorrelationsfunktion und daBf sie fiir alle Mit-
gliedsfunktionen einer Menge gemeinsam gilt. Auf Grund der eindeutigen Be-
ziehung zwischen einer Funktion und ihrer Fouriertransformierten ist es evi-
dent, daB das Wienersche Theorem die Tatsache nachweist, daB die gemachte
Annahme gleichbedeutend mit der Forderung ist, daR jedes Mitglied einer Menge
die gleiche spektrale Leistungsdichte besitzt, unabhidngig von der Form des

Wellenzuges.

Zur Anwendung des Wienerschen Theorems sei ein einfaches Beispiel gebracht,
Dabei greifen wir zuriick auf die rechteckférmige Welle mit den poisson-ver-
teilten Nulldurchgingen der Abb,.I.4.1, Als Autokorrelationsfunktion hatten
wir gemifl (I1.5.56) gefunden:

2 =2kitl
e

‘Pu(t) = Em

Unser Ziel ist, die spektrale Leistungsdichte zu bestimmen. Wird das Wiener-

sche Theorem in Form des Ausdrucks (I.5.62) angewendet, so folgt:

foTe}

1 2 -2kltl
g, =3% S E " e cosWTdT . (I.5.65)

-0
Die Integration ergibt:

0 Em2 - 2k

Ww) = . . (1.5.66)
11
T (am? s w?

Setzen wir Em = 1 Volt und k = 1000 pro sec, so erhalten wir den, in der
Abbildung I.5.4 dargestellten, Verlauf der spektralen Leistungsdichte fiir

dieses Beispiel.
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Allgemein ist noch anzumerken: Im Falle von Zufallsfunktionen, die nicht
periodisch sind, erhdlt man eine stetige spektrale Leistungsdichte-Kurve.
Die Flidche unter der Kurve stellt den Leistungsbeitrag eines kontinuierli-
chen Bandes von Frequenzen innerhalb der Bandgrenzen dar. Die Leistung
¢11«u) dWw in einer infinitesimalen Bandbreite dWw von sinusférmigen Kompo-
nenten, in die man sich eine stetige Zufallsfunktion zerlegt denken kann,
ist eine infinitesimale GrRe. Ein endlicher Betrag an Leistung existiert
nur in einem endlichen Frequenzband, Die Gesamtleistung von fl(t) wird von

der Gesamtfliche unter der Kurve der spektralen Leistungsdichte dargestellt,

Zum Abschlufl der allgemeinen Einfiihrung der Autokorrelationsfunktion betrach-
ten wir ihre Ableitungen, Die Definitionsgleichung (I.5.26) lautete:

T

1
&Pll(t) = lim = S £,(0) 1 (t4T) dt .
T —o00
~-T
Differentiation ergibt:
T
1
] — 0 o= oft
P 11(I) . T11n°1o o7 fl(t) f 1(t+T.) dt . (1.5.67)
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Dabei bedeutet @'ll(t) = é%- @11(t), und wenn wir x = t+T setzen, bedeu-
tet f'l(x) = g% fl(x). Nach Anderung der Variablen folgt fiir (I.5.67):
T+T
1
] - 3 — ' . -
P 11(‘c) = lim T fl(x) fl(x T) dx . (1.5.68)
T —o00
-T+T

Da beide Integrationsgrenzen im Integral (I1.5.68) um T in die gleiche Rich-

tung verschoben sind, das Intervall 2T sich aber nicht geiindert hat - ausge-

nommen seine Lage -, konnen wir schreiben:
T
1
] [ P t . -
P 11(1:) = lim 5T S f 1(x) fl(x T) dx . (I1.5.69)
T —o00
=T

Eine zweite formale Differentiation ergibt folgendes Resultat:

T

@"ll(t) = - 1lim 2y S faﬁx)-fai(x—t) dx , (1.5.70)

T - oo e
=T
oder, wenn wir die Variable wieder umidndern durch die Beziehung t = x-7T,

ib h:
ergibt sic T-1

¢y, @ - lim oz £ (£)+£1(t+T) dt . (1.5.71)

Mit der gleichenArgumentation, die zum Ausdruck (I.5.69) fiihrt, erhalten wir

fir (1.5.71) die reduzierte Form

" 0 1 L L}
gp ll(t) = lim ﬁ h 1(t)'f1(t+-|:) dt . (1.5.72)
T— 00
-T

Wir haben somit folgendes Resultat erhalten: Die erste Ableitung der Auto-
korrelationsfunktion von fl(t) ist die Korrelation von fl(t) mit der Ablei-
tung. Die zweite Ableitung der Autokorrelationsfunktion ist wiederum eine’
Autokorrelationsfunktion, und zwar die Autokorrelation der Ableitung von fl(t)

mit negativem Vorzeichen,

Entsprechende Ausdriicke fiir die erste und zweite Ableitung unter Zugrundele-
gung der spektralen Leistungsdichte findet man mit Hilfe des Wienerschen Theo-

rems, das lautete:

(o o]
P10 = ) PG e¥Taw .
(o0



Ftir die erste Ableitung ergibt sich:

oo
') = 5 iw -g, 4 W) % aw , (1.5.73)
-00
und fiir die zweite Ableitung
@
" _ 2 iwT
@ 11@® = S (1w)” 8, e dw . (1.5.74)
=00

Durch Riicktransformation erhalten wir fiur (I.5.73):

o0
1 , -1WT
1w¢11(w) = 3% S LY 11(-12) e dt (1.5.75)
@ 0]
und fir (1.5.74):
a0
N 2 1 " -iw‘t
(1w)” B, W = o 1) 11(1:) e dT . (1.5.76)
-00

Nach Einfiihrung der Autokorrelationsfunktion wenden wir uns nun der Kreuzkor-
relationsfunktion zu. Bei der Kreuzkorrelation von zwei Zufallsfunktionen be-
trachten wir zwei Mengen, denen sie als Mitglieder angehéren. Wie bei der Dis-
kussion der Autokorrelation seien die Mitglieder einer Menge aus gleicharti-

gen Quellen hervorgegangen.,

Zur Definition der Kreuzkorrelation sei fl(t) eine Mitgliedsfunktion der
ersten Menge und fz(t) die entsprechende Mitgliedsfunktion der zweiten Menge.

Die Kreuzkorrelationsfunktion der Zufallsfunktionen ist dann definiert durch:

T
@12(1) = 1lim £ S fl(t)'fz(t+'t) dt = fl(t)°f2(t+‘l:) . (1.5.77).

T— 00 =
-T

Es wird angenommen, daB diese Funktion fiir jeden Wert des Arguments existiert.
Es wird weiterhin angenommen, daf die Kreuzkorrelation zwischen irgendeinem
Funktionenpaar der Menge, die gleiche Funktion ist. Die Kreuzkorrelationsfunk-

tion ist infolgedessen ein Charakteristikum der Mengen,

Bei der Kreuzkorrelation ist die Reihenfolge der Indizes am Funktionssymbol

wichtig, Zum Beispiel ist WZI(T) folgendermaBen definiert:
T

1
‘921(‘5) =T1il:o 5T j fz(t)'fl(t+t) dt . (1.5,78)
=T
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Zwischen den Funktionen @lz(t) und ¢21(t) besteht folgende einfache Beziehung:

P = Py (-T) (1.5.79)

21

Dies bedeutet, daB aus der Spiegelung von @12 die Funktion @21 entsteht
und umgekehrt., Diese Tatsache kann einfach gezeigt werden, Wir #dndern das
Vorzeichen von T in der Definitionsgleichung (I.5.77) und erhalten:

T

1

Q. (-T) = 1lim — S £, (£) +£,(£-T) dt . (1.5.80)

12 2T

T— @
=T

Andern wir wieder die Variable in x = t-= T, so erhalten wir:

T-T

2T

. 1

¢32(—T) = lim —= S fz(x)vfl(x+t) dx . (I.5.81)
T—o00

-T-T

Mit der gleichen Argumentation hinsichtlich des Integrationsbereichs, wie bei
dem Ausdruck (I1.5.69), ergibt sich, daB der Gleichung (I1.5.81) folgende daqui-
valent ist: T

(-T) = 1lim

f _(x)°f (x+T) dx , (1.5.82)
2 1
T— 00

=11
2T
-T

¢12

und wenn wir wieder t = x-T einsetzen, folgt sofort:
P (D) = @, () . (1.5.83)

Im Gegensatz zur Autokorrelationsfunktion ist die Kreuzkorrelationsfunktion
@12(t) nicht notwendigerweise eine gerade Funktion, Im allgemeinen ist sie
weder gerade noch ungerade. Weiterhin braucht - ebenfalls im Gegensatz zur
Autokorrelationsfunktion - der Wert von @12(t) bei T = O nicht der Maximal-
wert zu sein., In Ubereinstimmung mit der Autokorrelationsfunktion strebt die
Kreuzkorrelationsfunktion gegen Null, wenn die Zeitverschiebung T gegen un-

endlich strebt, d.h.:

¢ ,(+ @) = 0. (1.5.84)
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Die Kreuzkorrelationsfunktion 148t sich folgendermaflen durch ein Fourier-

Integral ausdriicken:

s o) @
-iw,u
1 iwT
-0 =00
Definieren wir eine Funktion ﬂlzau) folgendermafen:
oo
1 -iWT
P, == P, e at , (I1.5.86)

-0

so kénnen wir den Ausdruck (I.5.85) in folgender Form schreiben:
oo

LPlz(t) = ;z)lz(w) eiwT dw ., (1.5.87)

Die Funktion ¢12(w) wird spektrale Kreuzleistungsdichte der Zufallsfunktio-

nen fl(t) und fz(t) genannt., Dieser Ausdruck ist im allgemeinen auch zutref-
fend, da er in Analogie zur spektralen Leistungsdichte beim Vorhandensein

nur einer Zufallsfunktion steht., Allerdings sei darauf hingewiesen, dafl im
Gegensatz zur Autokorrelation die physikalische Bedeutung der Kreuzkorrela-
tion stark von der Problemstellung abhidngt und vor allem auch davon, in wel-
cher Weise Kreuzkorrelationen gebildet werden. Die beiden Beziehungen (I.5.86)

und (I.5.87) sollen als das Kreuzkorrelationstheorem fiir Zufallsfunktionen

bezeichnet werden.

Zum AbschluR seien noch die dquivalenten Darstellungsformen der Kreuzkorre-
lationsfunktion als Zeitmittel und als Mengen- oder Scharmittel angegeben.
Wir kniipfen dabei an die Autokorrelationsfunktion an, bei der wir die Aqui-
valenz durch den Ausdruck (1.5.41) folgendermaBen vereinfacht dargestellt

hatten:

f(t)£(t+T) = 51' gz .

In Analogie dazu folgt fiir die Kreuzkorrelationsfunktion der Ausdruck

E O I,(6+T) =" E, o (1.5.88)
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der die Kreuzkorrelationsfunktion als einen Mengenmittelwert darstellt. Wir
formen diesen Ausdruck etwas um., Wenn die Kreuzkorrelation zwischen den Funk-
tionen f(t) und g(t) aus den Mengen [f(t)] und [g(tﬂ stattfindet, dann ist
fl(t) = f(t) und fz(t+r) = g(t+T) und 51 gz kann als ginz geschrieben werden.
Damit erhalten wir fir (I.5.88):

f®et+D) = EM, . (1.5.89)

Die linke Seite der Gleichung (I.5.89) ist die Definitionsgleichung der Kreuz-

korrelationsfunktion, die als Zeitmittelwertgleichung eingefiihrt war:

T

. 1

@fg(T) = Tl—-llzoﬁ j f(t) g(t+T) dt . (1.5.90)
-T

Fir die rechte Seite der Gleichung (I.5.89) erhalten wir einen #quivalenten
Ausdruck zur Beziehung (I1.5.37), die als Definitionsgleichung fiir das Produkt
von stetigen Zufallsvariablen eingefiihrt war, die um T pgegeneinander verscho-
ben sind, und die schon bei der Autokorrelationsfunktion Verwendung gefunden

hatte. Verwenden wir diese Beziehung auch hier, so ergibt sich:

a o0

@fg(T) = g g XY, Pglﬂz(xl’YZ;T) dxldyz . (I.5,91)

=00 =0

Dies ist die Kreuzkorrelationsfunktion von f£(t) und g(t), dargestellt durch
ein Mengenmittel, wenn der Bereich der Zufallsvariablen stetig ist. Der ent-
sprechende Ausdruck fiir diskrete f(t) und g(t) ist gegeben durch:

®

®
¢}g(T) = z 'Z x
j==00 i=~m

11 Y25 PeanaF140Yp50®) « (1.5.92)

Mit der Einfiihrung der Korrelationsfunktionen sei dieses einleitende Kapitel

abgeschlossen.
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KAPITEL II - Anwendung statistischer Methoden zur Analyse des Neutronen-

I1.1

rauschens in Nulleistungsreaktoranordnungen

Einleitung

Unter dem Begriff Reaktorrauschen werden allgemein die Schwankungserschei-
nungen in der Neutronenbevilkerung eines Reaktors zusammengefaBt. Die Griin-
de fiir das Auftreten derartiger Schwankungen hingen stark vom Betriebszu-
stand und vom Typ des jeweiligen Reaktors ab, Befindet sich ein Reaktor auf
sehr niedriger Leistung im sogenannten Nulleistungsbereich, und sind alle
Storungen und Riickwirkungen innerer und #uBerer Art ausgeschlossen, so riih-
ren die Schwankungen in der Neutronenbevélkerung nur von den stochastisch
ablaufenden Kernreaktionen im Reaktor her, und man kann diese Art als rei-
nes NEUTRONENRAUSCHEN bezeichnen, Die detaillierte Analyse des Neutronen-
rauschens erlaubt die Bestimmung charakteristischer reaktorphysikalischer
GroBen, wie die Abklingkonstante des prompten Neutronenflusses, die Neu-
tronenlebensdauer und die Reaktivitit, als auch die Bestimmung der absolu-
ten Leistung des Reaktors. Diese GroRen sind zur Kennzeichnung des neutro-
nenphysikalischen Verhaltens eines Reaktors von Bedeutung, und ihre experi-
mentelle Bestimmung bietet einen wichtigen Beitrag zur Priifung reaktortheo-
retischer Berechnungsverfahren, insbesondere bei der Entwicklung neuer Re-

aktortypen.

In Reaktoren bewirkt der iUbergang vom Nulleistungsbereich zu hsheren Lel-
stungen das Auftreten weiterer Quellen des Reaktorrauschens durch stati-
stische oder quasistatistische Reaktivitdtsmodulationen. Diese kénnen her-
vorgerufen werden durch Vibrationen der Brennelemente, durch Turbulenzer-
scheinungen im KiihlmittelfluB, durch Sieden des Kilhlmittels und durch Riick-
wirkungen angeschlossener Aggregate, wie Turbinen, Generatoren, Ventile und
dergleichen. Hierbei liefert das reine Neutronenrauschen zum Reaktorrau-
schen nur noch einen mehr oder weniger groRen Beitrag, der meistens von
den anderen Quellen iiberdeckt wird. In diesem Zustand kann man das Reak-
torrauschen daher als LEISTUNGSRAUSCHEN bezeichnen. Die strenge Unterschei-
dung dieser beiden Beitrige zum Reaktorrauschen ist wichtig, da sie auf
v8llig verschiedenen Quellen beruhen. Das Leistungsrauschen 1d8t sich auf

Grund seiner Ursachen zur Untersuchung des kinetischen und dynamischen
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Reaktorverhaltens verwenden, und seine Analyse erlaubt vor allem, Stabili-
titsaussagen iiber einen Reaktor bei verschiedenen Leistungspegeln bis zur
Solleistung zu gewinnen. Ebenfalls kdnnen Detailinformationen iiber das Re-
aktorsystem gewonnen werden, wenn Korrelationsuntersuchungen zwischen spe-
zifischen GroBen, wie z.B. Neutronendichte, KiihlmittelfluB, Brennelement-
temperatur etc. durchgefiihrt werden. Der jetzige Stand der Analysenmethoden
des Leistungsrauschens muf jedoch wesentlich verbessert werden, um spezielle
Informationen mit ausreichender Genauigkeit erfassen zu kénnen. Aus diesem
Grund wird auf das Leistungsrauschen in diesem Zusammenhang nicht weiter

eingegangen.,

Dieses Kapitel II beschiftigt sich ausschlieBlich mit der Analyse des reinen
Neutronenrauschens zur Bestimmung neutronenphysikalischer Reaktorparameter.
Den Ausgangspunkt bildet dabei die Behandlung und Aufstellung einer einheit-
lichen theoretischen Basis, die letztlich zu einem grundlegenden Theorem
fihrt, von dem ausgehend ein groBer Teil der experimentellen Methoden abge-
leitet werden kann. Das Theorem wird zunichst allgemein unter EinschluB der
Energie- und Ortsabhidngigkeit betrachtet. Im AnschluB daran werden Einschrin-
kungen und Niherungen vorgenommen, die einerseits zur Behandlung von Korre-
lationsexperimenten im Rahmen des Punktreaktormodells fiihren und anderer-
seits die Untersuchung von Kurzzeitkorrelationen im orts~ und energieabhingi-
gen Modell erlauben. Eine Anzahl von Experimenten werden im Rahmen des Punkt-

reaktormodells im Detail behandelt und abschliefBend verglichen,

Theoretische Grundlagen zur Beschreibung des Neutronenrauschens

Hinsichtlich der theoretischen Untersuchung des Neutronenrauschens und der
Ableitung von Reaktorparametern aus seiner Analyse sind verschiedene Wege
beschritten worden, Zunichst beschrinkten sich die theoretischen Verfahren
darauf, ein spezielles Experiment zur Analyse des Reaktorrauschens zu inter-
Pretieren. Dabei haben sich im wesentlichen zwei unterschiedliche Klassen
herausgebildet. Die eine Klasse geht davon aus, daf die charakteristischen
Gleichungen zur Beschreibung des Rauschens mit Hilfe des gewohnlichen Neu-
tronendichtebegriffs unter Hinzufiligung einer rauschiquivalenten Quelle auf-
gestellt werden kénnen. Diese Theorie wurde von COHN (1] fiir die Frequenz-
analyse des Reaktorrauschens entwickelt. Mit den gleichen Ansitzen wurden
von MOORE [ 2] Bestimmungsgleichungen fiir die Reaktoriibertragungsfunktion un-
tersucht. Eine Verallgemeinerung dieser theoretischen Richtung wurde von

SHEFF [3] sowie von OTSUKA und SAITO [4] vorgenommen.,
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Die zweite Klasse geht zur Beschreibung des Neutronenrauschens von Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen aus, wobei sie sich in der Art der Ausgangsglei-
chungen fiir die Verteilungen unterscheiden. COURANT und WALLACE [5] stellten
fiir die Verteilungen Differentialgleichungen auf und behandelten davon aus-
gehend die orts- und energieunabhidngige Theorie des Neutronenrauschens. Die-
ses Verfahren wurde von RAIEVSKI [6 ] und MATTHES [7] erweitert. In Anlehnung
an die Quantenmechanik sind OSBORN und YIP (8] davon ausgegangen, daB die
Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir ein Reaktor - Detektor - System axioma-
tisch durch die LIOUVILLE-Gleichung der Quantenmechanik beschrieben wird.
Dieser Weg wurde zur Beschreibung orts- und energieabhingiger Effekte bei
der Frequenzanalyse des Rauschens und der Varianzbestimmung in einer kiirz-
lich erschienenen Arbeit von NATELSON [ 9] ausgebaut, Eine weitere Moglich-
keit bei der Aufstellung der Ausgangsgleichungen fiir die Verteilungen be-
steht darin, die Ursache des korrelierten Neutronenrauschens, nédmlich das
Auftreten von Verzwelgungsprozessen, durch EinschluB8 bedingter Wahrschein-
lichkeiten direkt zu beriicksichtigen. Diese Art fand zuerst bei FEYNMAN,

DE HOFFMANN und SERBER [ 10, 117 Verwendung, um orts- und energieunabhingi-
ge Bestimmungsgleichungen zur Varianzbestimmung im sogenannten FEYNMAN-o-
Experiment aufzustellen. Die Verallgemeinerung der theoretischen Grundlagen
dieser Richtung wurden u.a, behandelt von PAL [12], BELL [13] und HARRIS [14].
Eine besondere Variante dieser Untersuchungen wurden von ZOLOTUKHIN und
MOGILNER [15 - 18] vorgenommen, die unter Verwendung der Technik der erzeu-
genden Funktionen die experimentell bestimmbaren Wahrscheinlichkeitsvertei-

lungen direkt zu berechnen versuchten.

Die Erweiterung der auf [10, 111 basierenden theoretischen Richtung zur Be-
rechnung orts- und energieabhingiger Effekte wurden von BORGWALDT und

SANITZ [19] und von BORGWALDT, MURLEY und SANITZ [20] fiir orts- und energie-
abhéngige Korrelationsfunktionen unter besonderer Beriicksichtigung des Rossi-
a-~Experiments vorgenommen. Auf der gleichen Basis gelang es BORGWALDT und
STEGEMANN [21 ] , ausgehend von einem allgemeinen Theorem, Berechnungsglei-
chungen fiir den orts- und energieabhingigen Fall aufzustellen und einfache
Bestimmungsgleichungen in der orts- und energieunabhidngigen N&dherung fir
fast alle bisher bekannten und neue Experimente zur Analyse des Neutronen-
rauschens herzuleiten. Auf dieser Grundlage baut dieser und die nachfolgen-
den Abschnitte auf, mit dem Ziel einer mdglichst geschlossenen Behandlung

der Theorie und der Experimente,
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Das Verhalten der Neutronenbevdlkerung in einem Reaktorsystem ist bedingt
durch eine Vielfalt stochastisch ablaufender Kernreaktionen. Um die Vor-
ginge systematisch zu beschreiben und um ihren Beitrag zum Neutronenrau-
schen erfassen zu konnen, empfiehlt es sich, drei Beobachtungsarten zu un-

terscheiden:

(1) Die Beobachtung von Einzelreaktionen.
(2) Die Beobachtung von Reaktionsketten,

(3) Die Beobachtung von Teilchen, die in die Kernreaktionen verwickelt sind

und sie weitertragen,

Betrachtet man entsprechend (1) Einzelreaktionen, so lassen sich zwei Arten

von Reaktionstypen unterscheiden:

(1a) Reaktionen, die Reaktionsketten ausldsen. Sie seien als Primirreaktionen

bezeichnet.

(1b) Reaktionen, die innerhalb einer Reaktionskette auftreten.

Beispielsweise gehtdren Spontanspaltungen und (a,n)-Reaktionen in einer Neutro-
nenquelle zum Typ der Primidrreaktionen. Die Wahrscheinlichkeit fiir ihr Auf-
treten in einem vorgegebenen Zeitintervall wird durch das POISSON'sche Wahr-

scheinlichkeitsverteilungsgesetz (vgl. 1.4.40) beschrieben.

Bel der Beobachtungsweise (3) kann man wiederum in zweifacher Art unterschei-

den:
(3a) Betrachtung von Einzelteilchen, die bei Reaktionen auftreten.

(3b) Betrachtung von Teilchenpaaren, die entstehen und die in der weiteren

Behandlung von besonders groBem Interesse sind.

Derartige Teilchenpaare werden hauptsidchlich erzeugt bei Spaltprozessen, und
zwar als Paare prompter Spaltneutronen, als Neutron-y-Paare oder auch als
Paare von prompten und verzodgerten Neutronen. Weitere Entstehungsmoglichkei-
ten sind (n,2n)-, (n,n'y)- und andere Verzweigungsprozesse. Da bei der Be-
trachtungsart (3b) immer zweil Teilchen eingeschlossen sind, wird die Quell-

stidrke dieser Teilchenpaare als binire Quelle bezeichnet.
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Zur Erfassung der Vorgidnge in einem derartigen Reaktorsystem miissen sich in
ihm Detektoren befinden, die dariiber Aufschluf3 geben kdnnen. Diese Detektoren
nehmen an den Ereignissgn im System teil und milssen daher - soweit es das neu-
tronenphysikalische Verhalten betrifft - als integraler Bestandteil des Reak-
tors behandelt werden. Ausgegangen wird von einem stationiren unterkritischen
Reaktorsystem mit Detektoren, in dem sich Teilchen verschiedener Art, wie
prompte Neutronen, y-Quanten und Ausgangskerne flir verzoigerteNeutronen befin-
den., Alle diese Teilchen nehmen an den im Reaktor ablaufenden Reaktionsketten
teil. Entsprechend der vorher eingefilhrten Systematik wird zwischen Teilchen

und Reaktionen unterschieden, wozu folgende Definitionen eingefithrt werden:

Ein Teilchen sei vollstindig spezifiziert durch einen Vektor y, der seinen

Oort (x', y', z'), seine Geschwindigkeit (v) und seine Art (aT) angibt, also:

y = y(x',y',2'; v; a_) = Vektor, der den Ort, die Geschwindigkeit (II.2,1)
' und die Art des Teilchens angibt.

Eine Reaktion sei vollstdndig spezifiziert durch einen Vektor z, der ihren

ort (x, y, z), an dem sie auftritt, und ihre Art (aR) angibt, also:

z = z(x, y, z; a_) = Vektor, der den Ort und die Art der (11.2.2)
Reaktion angibt.

Die Bezeichnungen in den Klammern werden im folgenden der einfacheren Schreib-

welse wegen weggelassen.,

Weliterhin sei:

co(z)dz = Mittlere Rate der Poisson-verteilten primiren z-Reak- (I1.2.3)
tion in dz, von denen die Reaktionsketten ausgelost
werden,

c(z)dz = Mittlere Rate der z-~Reaktionen in dz . (11.2.4)

Die mittlere Rate c(z)dz soll alle z-Reaktionen umfassen, also sowohl die Pri-
médrreaktionen als auch die Folgereaktionen. Von einzelnen Typen von z-Reak-
tionen, wie z.B. von reinen Einfangprozessen, resultieren keine weiteren Teil-
chen. Dagegen erzeugt ein Streuprozef mindestens ein Folgeteilchen und eine

Spaltung mehrere Neutronen und y-Quanten, von denen jedes die Reaktionskette

fortfilhren kann.
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Die Teilchen und die Reaktionen werden durch folgende Gréfen miteinander ver-—

kniipft:
wl(y,z) = Mittlere Anzahl von y-Teilchen, die bei einer (11.2.5)
z-Reaktion entstehen,
w2(y1,y2,z) = Mittlere Anzahl von Teilchenpaaren, (yl,yz), (I1.2.86)

die bei einer z-Reaktion entstehen.

Mit Hilfe der eingefiihrten Definitionen lassen sich weitere GréBen berechnen.
Die Quellstédrke der primdren y-Teilchen ergibt sich durch Multiplikation der
mittleren Rate primidrer z-Reaktionen, co(z), mit der mittleren Anzahl von
y-Teilchen pro z-Reaktion, wl(y,z), und nachfolgender Integration iiber alle

Reaktionsorte und -arten zu:

so(y) =)//co(z)-w1(y,z)dz = Quellstidrke primidrer y-Teilchen
(Primirquelle). (11.2.7)

Die Gesamtrate von y-Teilchen in dz, die in allen (primdren und induzierten)

Reaktionen vom Typ z in dz erzeugt wird, folgt zu:

sl(y,z)dz = c(z)wl(y,z)dz . (I1.2.7a)

Die Quellstirke der erzeugten Teilchenpaare - die binire Quelle - ergibt sich

in Analogie zu (II.2.7)

s, (y,,v,) = [ c(z)w, (y,,y.)dz = Quellstirke von Teilchen— (11.2.8)
27172 271’72 "
paaren (binidre Quelle).

Die Vorginge im Reaktorsystem, in dem sich zwei Detektoren mit angeschlosse-
nen elektronischen Registriereinrichtungen befinden, seien im einzelnen ver-

folgt. Das System ist in Abb.II.2.1 schematisch dargestellt.
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Reaktor und Elektron.  tiplikation  Mittelung
Detektoren Netzwerk
Detektor 1 .
( a, (t) ———ﬁ
C° [ nr
—— h(t) i B L2
e o —2 1
Detektor 2

Abb,II1.2,1 Schematische Darstellung eines Korrelationsexperiments

mit zwei getrennten Detektoren (Kreuzkorrelation)

Die Detektoren registrieren in ihnen auftretende Reaktionen und liefern nach
entsprechender elektronischer Verarbeitung die Ausgangssignale ry bzw. rz.
Somit ist:

r o= rn(t) = Ausgangssignal des Detektorkanals n(n=1,2) zur Zeit t. (II.2.9)

Die Art der Verarbeitung im angeschlossenen elektronischen Netzwerk wird durch

die Netzwerkantwortfunktion a(t) beschrieben, also

an(t) = Antwortfunktion des elektronischen Netzwerkes n(n=1,2) (I1.2.10)
auf ein § -funktionsfoérmiges Eingangssignal,

Bei der Verfolgung der Vorginge ist die Erfassung verwandter, d.h. korrelier-
ter Ereignisse, die auf Grund von Verzwelgungsprozessen in den Reaktionsket-

ten zustande kommen, von besonderem Interesse. Aus diesem Grunde ist es ange-
bracht, die beiden Detektoren in Kreuzkorrelation zu betreiben und den Mittel-

wert des Produkts der Ausgangssignale, r zu betrachten. Untersucht werden

T

12
soll nun, auf welche Art und Weise Beitrige zu rlr2 erfolgen konnen., Reak-
tionsketten werden von primiren z-Reaktionen ausgeldst. Von diesen Primdr-

reaktionen sind im BEISPIEL 1 zwei Fille herausgegriffen:
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(a) Ein aus einer (a,n)-Reaktion stammendes primires Neutron fiihrt nach
zwel elastischen StéBen zu einer Spaltung, bei der drei Neutronen freige-

setzt werden., Eins der drei Neu-

(Cl. n) S
, ont.S
tronen vollfiihrt einen elasti- N m ('S p)
schen Stof, bevor es im Detek-
tor 1 absorbiert wird, der das
Geschehen durch eine Reaktion an- n’
zeigt. Zur Beschreibung der Ant- (ﬁf) W
n
wort von r1 auf den Einschufl eines A
y-Teilchens (hier Neutron) dient
die Funktion g (y,t). _ .
o 1 ’s . " Abs.in Abs.in
(b) n aus einer Spontanspaltung DET. 1 DET 2
stammendes Neutron vollfiihrt einen
inelastischen und drei elastische . (a) () .
BEISPIEL 1

StoRe, bevor es im Detektor 2 ab-
sorbiert wird. In Analogie zu (a) wird die Antwort von r2 auf den Einschuf

durch'gz(y,t) beschrieben. Somit ist:

gn(y,t) = Antwort von r_(n=1,2) zur Zeit t auf den EinschuB eines (I1.2.11)
y-Teilchens in den Reaktor zur Zeit t = O,

Die Antwort gn(y,t) auf den EinschuB eines y-Teilchens in den Reaktor enthilt
erstens die Antwortfunktion des Reaktors auf einen derartigen EinschuB, da das
mittlere Verhalten der Reaktionsketten durch den Aufbau des Reaktors bestimmt
ist. Zweitens enthidlt sie die Antwortfunktion des Detektors und drittens die
des elektronischen Netzwerkes. Die Funktion gn(y,t) ist deshalb eine Faltung

aus diesen drei Antwortfunktionen. n

Im obigen Beispiel 1 ist es evident,
daB eine Korrelation zwischen den
beiden Reaktionsketten nicht besteht.
Auf korrelierte Ereignisse wird im
BEISPIEL 2 eingegangen. Ein aus einer
(n,2n)-Reaktion stammendes Neutron
vollfiihrt zwei elastische StéBe, be-

vor es zu einer Spaltung fiihrt. Zwei

der bei der Spaltung freiwerdenden

Abs. in

Neutronen rufen nach einigen Streu-

prozessen abermals eine Spaltung hervor. BEISPIEL 2
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Je eins der aus diesen letzten Spaltungen hervorgehenden Neutronen wird
im Detektor 1 und 2 absorbiert. Der die Korrelation der Detektorreaktionen

verursachende VerzweigungsprozeR ist hier die erste Spaltung.

Bei den bisherigen Beispielen wurden nur Absorptionsreaktionen in den Detek-

_toren betrachtet, die die Reaktionskette beenden, da keine Folgeteilchen mehr
auftreten. Dies ist bei reinen Absorptionsdetektoren, wie z,.B. 10B-Zﬁhlrohren
auch immer der Fall., Werden jedoch Detektoren verwendet, bei denen Folgeteil-
chen auftreten, wie z.B. in Spaltkammern

und RiickstoBprotonendetektoren, so

konnen Fille auftreten, wie sie im .
Sp.in DET. 2
BEISPIEL 3 skizziert sind. Die beiden
Detektoren sind hier Spaltkammern.,
Ein eingeschossenes Neutron fiihrt
nach zwei StoBprozessen zu einer Spal- (Sp)
tung im Detektor 2, bei der drei Neu-
tronen freigesetzt werden. Eins der

Neutronen bewirkt wiederum eine Spal-

tung, und von deren Folgeneutronen

Sp.in DET. 1

n

wird schliefflich eins durch Spaltung
im Detektor 1 nachgewiesen. In die-
sem Beispiel ist das Mitwirken der RSIEEERT
Detektoren besonders deutlich. Die Antwort von ry auf das Ausgangsteilchen
wird durch gl(y,t) wiedergegeben. Um in derartigen Fédllen ebenfalls den Bei-

trag des zweiten Detektors zu ryr berilicksichtigen zu kénnen, ist es erfor-

2
derlich, die Antwortfunktion q)n(z,t) einzufithren, d.h.

wn(z,t) = Antwort von r _(n=1,2) auf eine einzelne z-Reaktion (I1.2.12)
zur Zeit t.

Da nachgewiesene Reaktionen nur aus dem empfindlichen Volumen des Detektors
stammen konnen, enthdlt die Antwortfunktion q)n(z) sowohl die Detektorantwort-
funktion als auch die Antwortfunktion des angeschlossenen elektronischen Netz-

werks.
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Bevor auf die Zusammensetzung der Beitrige zu ;I;; eingegangen wird, sei zu-
ndchst der zeitliche Mittelwert der Ausgangssignale rn(t) berechnet. Die Be-
rechnung kann iiber zwei #dquivalente Ausdriicke erfolgen. Im ersten Ausdruck
wird die Funktion tpn(z,t) und die mittlere Rate von z-Reaktionen, c(z)dz,
verwendet, Damit ergibt sich flir das zeitlich gemittelte Ausgangssignal:

-r_; = /dz [ c(=z) ﬁit q)n(z,t)] , n=1,2, (I1.2.13)

Im zweiten Ausdruck werden die Funktionen gn(y,t) und die Primirquelle so(y)
(vgl.I1.2.7) herangezogen, um den zeitlich gemittelten Beitrag aller y-Teil-
chen zu rn(t) zu erfassen. Unberiicksichtigt bleiben dabei direkt registrier-
te Primdrreaktionen. Der dadurch bedingte Beitrag ergibt sich in Analogie

zu (I11.2.13), wenn anstelle von c(z)dz,die mittlere Rate Poisson-verteilter

Primidrreaktionen co(z)dz eingesetzt wird. Aus diesen beiden Beitrigen folgt

als zweiter &dquivalenter Ausdruck:

n

r = /dy [so(-y) /dt gn(y,t)] + /dz [co(z) /dt kpn(z,t)] , n=1,2, (I1.2.14)

Durch die Einfiilhrung der Funktionen und Gleichungen (II.2.9) bis (I1.2.14) las-
sen sich die Beitrige zum zeitlichen Mittelwert des Produkts der Ausgangssig-
nale, T To in Ubersichtlicher Form aufstellen und zusammenfassen. Die Defini-

tionsgleichung fiir das Produkt lautet:
T

12 T

r,r = 1lim = )/ dt rl(t) rz(t) s (11.2.15)
T—=o00

(o)

Die mittleren Einzelbeitrige auf Grund unkorrelierter und korrelierter Ereig-

nisse lassen sich folgendermaBen darstellen:

+ 2 //dyldyz [sz(yl.yz)/dt g,(y;ot) gz(yz.t)J
+ //dy dz [sl(y,z)/dt gl(y,t)' KPZ(z,t) 7

+ //dy dz [sl(y,z)/dt gz(y,t)- kpl(z,t)J .

(11.2.16)
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Die erste Zelle (;I-;;) ist der Beitrag unkorrelierter Ereignisse, wie sie
durch das BEISPIEL 1 gekennzeichnet sind. Der Ausdruck der zweiten Zeile ent-
hilt den Beitrag korrelierter Ereignisse in der Art, wie sie durch das BEI-
SPIEL 2 dargestellt sind., Charakteristisch flir dieses Beispiel ist der Ver-
zweigungsproze3 der Spaltung, bei dem ein Teilchenpaar erzeugt wird, dessen
Nachkommen zu Reaktionen in den Detektoren 1 und 2 fiihren. Infolgedessen ist
es plausibel, daB die binidre Quelle sz(yl,yz) als Quellstidrke von Teilchen=-
paaren in diesem Beitrag ausschlaggebend ist., Die Funktionen gl(yl,t) und

und r,_ auf je ein Teilchen des Paares,

1 2
durch die der Anfang der Reaktionsketten nach dem Verzweigungspunkt gebildet

gg(yz,t) enthalten die Antworten von r

wird. Die Ausdriicke der Zeilen 3 und 4 enthalten die Beitridge, in denen De-
tektoren direkt involviert sind und die durch das BEISPIEL 3 erlidutert wurden.
Das Beispiel 3 selbst wird durch den Ausdruck in Zeile 3 erfaft, da gl(y,t)
die Antwort von r1 auf das eingeschossene Neutron und die daraus resultierende
Reaktionskette enth#lt, wihrend der Anteil, den der Detektor 2 zum Geschehen
liefert, durch die Funktion ¢2(z,t) beschrieben wird. Der Ausdruck in Zeile 4

gilt fiir im Beispiel vertauschte Detektoren,

Der fiir die folgenden Ableitungen grundlegende Ausdruck (1I1,2,.,16), der hier nur
phinomenologisch gedeutet wurde, ist in [ 21] streng bewiesen., Bei dem Beweis

wurden folgende Grundvoraussetzungen gemacht:

(1) Die Gilltigkeit der Ergodenhypothese, also die Aquivlanz von Zeit- und

Mengenmittelwerten, die in Abschnitt I.5 diskutiert wurde.

(2) Vollstidndige Unabhingigkeit der Detektorkanidle, d.h, AusschluBl jeglicher

gegenseitiger Beeinflussung durch die elektronische Anordnung.

(3) Linearitit der elektronischen Netzwerkbauteile, wobei in den Antwort-
signalen durch das Nachweissystem bedingte statistische Schwankungen
enthalten sein diirfen, jedoch keine Totzeit-, Sdttigungs- oder Riick-
kopplungseffekte,

Im Ausdruck (II.2.16) sind in den meisten Fédllen die ersten beiden Terme am
wichtigsten. Der Beitrag der letzten beiden richtet sich nach dem Typ und

nach der Empfindlichkeit des Detektors. Bei Verwendung von Absorptionsdetek-
toren, bei denen keine Folgeteilchen auftreten, die die Reaktionskette fort-
fihren kodnnen, sind die Terme Null., Bei anderen Detektortypen hingt ihre Gros-
se vom Verhidltnis der in den Detektoren stattfindenden Reaktionen zur Gesamt-

zahl der im Reaktorsystem auftretenden Reaktionen ab, durch das die Detektor-



empfindlichkeit bestimmt wird. Wenn bei experimentellen Untersuchungen
ausschlieflich Absorptionsdetektoren verwendet werden, kénnen die beiden
letzten Terme in (II.2.16) gestrichen werden, und die dadurch vereinfachte

Ausgangsgleichung lautet:

r1r2 = ;;-r_z + 2//dy1dy2[sz(y1,y2)/dt gl(ylpt) gz(yzpt)] ° (11.2.17)

Unter der Voraussetzung der Verwendung von Absorptionsdetektoren vereinfacht
sich ebenfalls der Ausdruck (II.2.14), da Absorptionsdetektoren unempfindlich
gegen Primidrreaktionen sind. Primirreaktionen waren als Poisson-verteilte Re-
aktionen bezeichnet, die den Anfang von Reaktionsketten bilden, Da aber im
Detektor nur Absorptionsprozesse zugelassen sind, die keine Folgeteilchen und
somit keine Kettenanfinge bilden kénnen, folgt die Unempfindlichkeit gegen
Primdrreaktionen zwangsliufig. Infolgedesséen fillt der zweite Term in (II.2.14)

fort, und es ergibt sich:

r = /dy[so(y) /dt gn(y,t)], n=1, 2, (11.2.18)

n

Zur Vereinfachung spédterer Rechenoperationen ist es vorteilhaft, die Antwort-
funktionen gn(y,t) durch ihre Fouriertransformierten Gn(y,u)) darzustellen,

wofiir die folgenden Beziehungen gelten:

1 iwt
gn(y,t) = 3n dw Gn(y,u)) e , n=1, 2, (11.2,19)
Gn(y,w) = //fdt gn(y,t) e-lwt , n=1, 2, (II1.2.20)

Flir w = O folgt:

G, (y,0) . (I1.2.21)

=]
1]
[y
[

/dt gn(y.t)_ '

Anwendung der Transformationsausdriicke (II,2.19) und (II.2.21) auf die Glei-
chungen (II.2.17) und (II.2.18) ergibt die dazu &dquivalenten Beziehungen:

- T ey dw L) -
T T, =T T, + 2 //dyldyzfsz(yl.yz) /ﬁ- Gl(yl.w) Gz(y2. w) 7, (11.2,17a)
;; = )/dy so(y) Gn(y,O) > n=1, 2, (11.2.18a)

Die Ausdriicke (II1.2,17), (II.2.18) bzw. (II.2.17a), (I1.2.18a) sind die allge-
meinen Gleichungen zur Berechnung von zeitlich gemittelten kreuzkorrelierten
Ausgangssignalen zweier Absorptionsdetektorkanidle, so wie es in Abb.II.2.1

dargestellt ist.
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Angemerkt sei an dieser Stelle, daf auf den Beitrag der in (II.2.16) wegge-
lassenen Terme bei der Behandlung des ROSSI-a-Experiments im Abschnitt II.5
zurlickgekommen wird und dabei der Einfluf der Verwendung verschiedener De-

tektoren diskutiert wird.

Der allgemeine Formalismus, der zur Aufstellung von den Berechnungsgleichungen
fiir Kreuzkorrelationsexperimente filhrte, kann in analoger Weise auf das Aus-
gangssignal eines einzelnen Detektorkanals iibertragen werden. Ein solches

Ein-Detektor-Autokorrelationsexperiment ist in der Abb,II,.,2.,2 schematisch

dargestellt.
Reaktor Elektron. Multiplikation Mittelung
Netzwerk
n1(t) N
Detektor *

LI — oty T
hit) ,_J
= az(t)

Abb,I1.2,2 Schematische Darstellung eines Korrelationsexperiments

mit einem Detektor (Autokorrelation)

Das Detektorausgangssignal ist hierbei mit sich selbst korreliert, d.h. "auto-
korreliert", In diesem Fall ist infolgedessen die Tatsache zu beriicksichtigen,
daB bei der Betrachtungsweise, die der Ausgangsgleichung (II.2.16) =zugrunde
liegt, jede im Detektor registrierte Reaktion zwei mit sich selbst korrelier-
te Antworten zu den Signalen rl(t) und rz(t) liefert, Diesem Vorgang mufl durch
einen weiteren Zusatzterm in (I1.2.16) Rechnung getragen werden, Dazu wird

das zeitlich gemittelte Produkt von rl(t) und rz(t) betrachtet, das durch
diese Antworten auf Grund einer einzelnen z-Reaktion zur Zeit t = O hervor-

gerufen wird, Es ist definiert durch:

(z,t) = Mittleres Produkt von r_(t) und r_(t) auf Grund (11.2.22)
der Antworten auf eine "einzelne z-Reaktion
zur Zeit t = O,

P12
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Integration von (z,t) iiber t und Bildung des Integrals iiber die ge-
P12

samte Rate c(z)dz von z-Reaktionen ergibt den gesuchten Zusatzterm:

T, = fdz [c(z) fdt uplz(z,t)] : (I1.2.23)

Unter der Voraussetzung der Verwendung eines Absorptionsdetektors ergibt
sich die Gleichung (II.2.17) mit Zusatzterm (II.2,23). Obwohl es sich in
diesem Fall um ein Experiment mit nur einem Detektor handelt, werden die
indizes 1 und 2 belassen, um den Ausdruck fiir die Autokorrelation als Spe-
zialfall der Kreuzkorrelation zu betonen. Somit ergibt sich fiir das Auto-

korrelationsexperiment mit Absorptionsdetektor:

rT, =TT, + T, 4 2//dy1dy2[sz(y1.y2) fdt g (y,,t) g,(y,, 007, (11.2.24)

Fir 'niz kann keine allgemein anwendbare Berechnungsgleichung angegeben wer-
den. Es ist infolgedessen fiir jeden Anwendungsfall gesondert zu bestimmen.
Die bisher aufgestellten und diskutierten Gleichungen besitzen fiir den all-
gemeinen Fall Giiltigkeit. Um auf iiberschaubare Berechnungsgleichungen zu
kommen, werden in den folgenden Abschnitten spezielle Grenzfille diskutiert,
bei denen durch die Vernachlidssigungen sich eine wesentliche Vereinfachung

der Theorie ergibt.

Behandlung der Theorie von Korrelationsexperimenten im Punktreaktormodell

Behandelt werden Korrelationsexperimente, die dem Schema der Abbildungen
II1.2.1 und II.2.2 entsprechen. Die Ausgangssignale der Detektoren werden
verstidrkt, in elektronischen Netzwerken umgeformt,und die Signale rl(t) und
rz(t) werden multipliziert und das Produkt zeitlich gemittelt, Zur Behand-

lung werden in diesem Fall folgende Voraussetzungen gemacht:

(1) Der betrachtete Reaktor sei stationdr und unterkritisch, und alle seine
Parameter seien zeitlich konstant. Die Beschrinkung auf unterkritische
Systeme resultiert aus der Tatsache, daB die Berechnungsgleichungen fiir

exakt kritische Systeme singulir werden.

(2) Bei den Detektoren handelt es sich um Neutronenabsorptionsdetektoren,
sofern es nicht ausdriicklich anders vermerkt wird. Durch diese Voraus-

setzung kann die einfachere Ausgangsgleichung (II.2.17) verwendet werden.
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Vernachlissigung der Energie~ und Ortsabhiéngigkeit,

Beschrinkung auf Neutronen als Teilchen und Vernachliéssigung von rela-
tiv seltenen Verzweigungsprozessen, wie (n,2n)- und (n,n'y)-Reaktionen,
so daf nur Neutronenpaare aus spontanen oder induzierten Spaltprozessen

die bindre Quelle bilden.

Beschrinkung auf den realistischen Fall, daf bei irgendeinem Spaltprozef

nicht mehr als ein Vorlduferkern fiir verzdgerte Neutronen entsteht.

Zur Herleitung von Berechnungsgleichungen aus den Ausgangsgleichungen sind

zundchst Beziehungen fiir die einzelnen Antwortfunktionen und die bindre Quel~

le aufzustellen, wozu folgende Bezeichnungen (II.3.1) eingefiihrt werden:

h(t)

h (t)

H(w),

k

Antwort der Neutronenbevélkerung des Reaktors auf demn Einschuf
eines prompten Neutrons zur Zeit t = O (Antwortfunktion des
Reaktors)

Antwort der Neutronenbevidlkerung des Reaktors auf die Bildung
eines Vorléduferkerns der Gruppe m

Hm(w) Fouriertransformierte von h(t), hm(t)

= Effektive Multiplikationskonstante (unter EinschluB der verzi-
gerten Neutronen)

= Bruchteil verzoigerter Neutronen der Gruppe m

6
= L B

m=1 m

= Zerfallskonstante der Vorliaduferkerne in Gruppe m
= Anzahl der Vorliuferkerne der Gruppe m zur Zeit t
= Quellterm

= Mittlere Anzahl von Neutronen pro Spaltung (unter EinschluB der
verzégerten Neutronen)

Mittlere Anzahl von Paaren prompter Neutronen pro Spaltung

1
[y
A
o
1

= Mittlere Anzahl von prompten Neutronen, die mit der Gruppe m
von Vorliduferkernen bei der Spaltung auftreten

= Mittlere Lebensdauer der prompten Neutronen

= Empfindlichkeit (Registrierungen pro Spaltung im System) des
Detektors n (n = 1, 2)

= Spaltrate im System

= Abklingkonstante des prompten Neutronenflusses,



- 83 =

Die Antwortfunktion h(t) ergibt sich aus den kinetischen Gleichungen, die
fur einen stationiren unterkritischen Reaktor mit Quelle,unter den oben ge-

machten Voraussetzungen, wie folgt lauten:

4 pry = KABT1 vz A Cc(t) + 5 (b (11.3.2)
dt m mm

da_ - - ky -

E cm(t) = A Cm(t) + l h(t) , m=1, .., 6 (II.3.2a)

mit den Anfangsbedingungen

I

h(t) Cl(t) = eee = CG(t) (I1.3.2b)

und
e = e l(l =T (I1.3.2¢)

Zur Bestimmung der Antwortfunktion wird fiir die Gleichungen (II.3.2) und
(II.3.2a) gewodhnlicherweise [ 22 ] eine Fouriertransformation durchgefiihrt.

Die Fouriertransformierte von h(t), H(w), folgt zu

H(w) = ' . . (11.3.3)

m
1—k+1w(l+k z __i ;)

Das Zeitverhalten der prompten Neutronen spielt sich in kurzen Zeitbereichen
oder anders ausgedriickt bei hohen Frequenzen ab., Fir hinreichend hohe Fre-

quenzen,

(U >>>\'m 1] m = 1| o0 e 6 ] (11.3.4)

wird das Verhalten von H(W ) nur noch von den prompten Neutronen bestimmt und
aus (I1I.3.3) folgt:
l 1
H(w) = = . (11.3.5)
1-k@1-8)+iwl o+iw

Weiterhin ist:

Hw) ? = Hw) HEW) = s (11.3.6)

a + W
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Durch Riicktransformation in den Zeitbereich ergibt sich aus (I1.3.5) unter

Vernachlidssigung der verzdgerten Neutronen:

n(t) = e *° t>o0 (11.3.7)
h(t) = O t<o0
In entsprechender Weise muR ebenfalls die Antwort der Neutronenbevoilkerung
auf die Bildung eines Vorliduferkerns fiir verzogerte Neutronen der Gruppe m
in Rechnung gestellt werden. Diese Antwort wird durch hm(t) charakterisiert.
Die Betrachtung der Einwirkung eines Vorliuferkerns auf die Neutronenbevol-
kerung entspricht im Teilchenbild der Bildung eines latenten Neutrons, das
beim Zerfall des Kerns frei wird. Ist t] die Zeit seit der Bildung des laten-
ten Neutrons bis zur Freisetzung, so beschreibt die Funktion h(t - tl) die Ant-
wort der Neutronenbevilkerung auf die Freisetzung des latenten Neutrons. Die
Freisetzung selbst erfolgt nach den GesetzmidBigkeiten fir den radioaktiven
Zerfall des Vorliuferkerns. Infolgedessen ergibt sich die Antwortfunktion hm(t)
aus der Faltung des Zerfallsgesetzes, der Zerfallswahrscheinlichkeit pro Zeit-

einheit und der Antwortfunktion h(t-tl) Zus

-xmtl
hm(t) = ‘/ dt1 e Lm h(t-tl) . (11.3.8)
(o]

Zur Vereinfachung spidterer Rechenoperationen wird die Antwortfunktion hm(t)
wieder durch ihre Fouriertransformierte Hm(U)) dargestellt. Es gelten folgen-
de Beziehungen:

dt h_(t) 1wt (1I1.3.9)

H (w)
m

iwt

H (w) dt h(t) e . (11.3.10)

L}

J
J

Da auf diese Art der Transformation hdufiger zuriickgegriffen wird, soll sie
anhand dieses Belspiels einmal explizit durchgefilhrt werden., Sind im allge-
meinen Falle drei Funktionen, x(t), y(9) und z(t), gegeben, so gelten fiir
ihre Fouriertransformierten X(w), Y(w) und Z(Ww) die Beziehungen:
a
(W) = f at x(t) e *Wt (II.3.11)

=Q0
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a

Y(w) = fd-& () iwd : (I1.3.12)

=Q0

aD
Z(w) = /dt 2(t) @t 2 (11.3.13)

=Q0

Ferner sei: ©
z(t) = f dd x(t=9)y(v) . (11.3.14)

=00

Einsetzen von (I1.3.14) in (II.3.13) ergibt:

a Qo
Z(w) = f J dt d¥ x(t-J).y(J) o 1w (t+-D) (11.3.15)
=@ =Q0
[0 0] [00)
- } a9 e 197 s f dt x(t-9 e WV (11 3.16)
-=Q0 =00

Im zweiten Integral bedeutet t-< eine Verschiebung innerhalb des Integrations-
bereichs ohne Anderung der Bereichsgrofle, weswegen eine alleinige Integration

iber t ausgefiihrt werden darf. Somit folgt:

o0
Z(w) = f 4y 10T Jos, J at x(t) e *Wt | (11.3.17)
=00 -0

Mit (II.3.11) und (II.3.12) folgt daraus:

Z(w) = Y(w) « X(w) . (I1.3.18)

Anwendung auf den speziellen Fall (II,3.8) kann durch Gleichsetzen folgender

Grdfen geschehen:

z(t) = hm(t) , (11.3.19)

x(t- ) = h(t-t), ¥=1t, , (11.3.20)
Aty

y(3) = y(t) =n_e mn y (II.3.21)
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Entsprechend (I11.3.12) folgt:
x» 1wty P ~OFiw)ty o
Y(w) = f Y(tl) e dt]. = )\.m Jdtl e =m . (11.3.22)
0 o m

Die Fouriertransformierte von hm(t) ergibt sich nach (II1.3.18) zu:

H(w) = f—imTw * H(w) . (11.3.23)
m

Nachdem h(t) und hm(t) untersucht wurden, ist der ndchste Schritt die Aufstel-
lung der Antworten der Detektorkandle, beschrieben durch die Funktionen g,
(vgl. 1I1.2.11), die, wie erwdhnt, die Reaktor-, Detektor- und Netzwerkantwort-
funktion enthalten.
Da | die mittlere Lebensdauer von prompten Neutronen im System ist, ist %
die Wahrscheinlichkeit flir das Verschwinden eines Neutrons pro Zeiteinheit
unter Beriicksichtigung der Multiplikation. Die Wahrscheinlichkeit fiir das
Auftreten einer Spaltung pro Zeiteinheit ist dann gegeben durch TFT . Die De-
tektorempfindlichkeit wn ist definiert als die Wahrscheinlichkeit fiir einen
RegistrationsprozeB im Detektor n pro im System auftretender Spaltung. Die
Antwort des Detektors n auf das Auftreten eines prompten Neutrons ist infolge-

W,k
dessen B l . Ist h(tl) die Reaktorantwort auf ein promptes Neutron und

\Y)
al(t—tl) die Antwort des elektronischen Netzwerkes von Kanal 1 zur Zeit t

auf das Auftreten eines § -funktionsférmigen Signals bei tl, so ist:

w1 k
gl(t) = TIT_ dt1 h(tl) al(t—tl) (11.3.24)
und entsprechend
w2 k

Wird die Fouriertransformierte Gn(UJ) von gn(t) und An(u)) von an(t) eingefiihrt,
so folgt in Analogie zu (II.3.14) bis (II.3.18) die zu (II.3.24) und (II.3.25)
dquivalente Gleichung:

Wl k
Gl(w) = 'W' H(w ) Al((U) (I1.3.26)

und, wenn im Hinblick auf (I1.2.17a) W durch (-W) ersetzt wird:

W2 k
Gz(‘w) =mT H(-w) Az(-(.U) . (I1.3.27)
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Neben den prompten Neutronen sind ebenfalls wieder die verzogerten Neutronen
mit zu beriicksichtigen. Die Antwort von rn auf die Bildung eines latenten

Neutrons sei gnm(t). In Analogie zu (II.3.8) folgt:

-\t
m 1
glm(t) = /f’dtl e xm gl(t tl) (11.3.28)

und

-xmtz
)/dt2 e xm gz(t t2) é (I1.3.29)

me(t)

Die Durchfiihrung der Fouriertransformation ergibt:

A
m
Glm((.u) = >"m+—1("" GI(UJ) ’ (I1.3.30)

A

m
GZm(w) = W—Gz(w) . (I1.3.31)

Zur Berechnung des zeitlich gemittelten Produkts der Ausgangssignale,

rr,

nach (II.2.17a) wird weiterhin die bin&re Quelle s_ bendtigt. Die Erzeugung

2

von Neutronenpaaren kann unter den gemachten Voraussetzungen auf zwei Arten

erfolgen: (a) Entstehung von Paaren prompter Neutronen, deren Anzahl pro Spal-
-1

tung durch !525_12 gegeben ist. Multiplikation mit der Spaltrate F ergibt den

Beitrag der prompten Neutronenpaare zur bindren Quelle

W;
52p =F ° e (11.3.32)
(b) Entstehung von Paaren des Typs promptes Neutron - Vorliuferkern (latentes
Neutron der Gruppe m). Der Erwartungswert fiir die Bildung eines Vorliuferkerns
der Gruppe m 1st pro Spaltung gegeben durch Bmv o« Da ferner die Anzahl der
prompten Neutronen Viy? die mit der Gruppe m von Vorlduferkernen bei der Spal-
tung auftreten, bei der Paarbildung mitwirkt, ergibt sich als zweiter Beitrag
zur binédren Quelle:

Bm va
Som = F - ———7;——- . (I1.3.33)

Vor Anwendung der Gleichung (II.2,17a) sei zunichst untersucht, wie Beitrige
zZu ;I;; auf Grund von Teilchenpaaren zustande kommen kénnen., Dabei sind drei
mogliche Fille zu unterscheiden, die durch die folgenden Skizzen verdeutlicht

werden sollen:
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Vorlduferkern
(Sp) {promte Neutronen) (SPhet e —.

(lat.Neutronen)

n n n n n
(Sp)
n n
(5p) n n
n
. Abs.in x’ . Abs.in

Abs.in DET. 2 Abs.in DET.2 (1)
DET.1 ‘ DET 1 (2)

FALL 1 FALL 2 bzw. 3

FALL 1 ist dadurch gekennzeichnet, dafl die Nachweise im Detektor 1 und 2 durch
ein Paar prompter Neutronen ausgelést werden. Die Antworten von r1 und r2 wer-

den durch gl(t) bzw, Gl(U)) und gz(t) bzw, Gz(u)) beschrieben.

FALL 2 ist dadurch gekennzeichnet, daB die Nachweise in den Detektoren durch
ein Teilchenpaar promptes Neutron - verzégertes Neutron verursacht werden. Da-
bei soll der Detektor 1 auf die durch das prompte Neutron ausgeldste Kette an-
sprechen und der Detektor 2 auf die des verzégerten. Infolgedessen wird die

Antwort von r, durch gl(t) bzw. Gl(U)) beschrieben, die von r_ dagegen durch

1
g2m(t) bzw, GZm(U)).

2

FALL 3 entsteht durch Vertauschen der Detektoren 1 und 2, so daf fur r1 die
Funktionen glm(t) bzw, Glm(u)) und fiir r, die Funktionen gz(t) bzw, GZ(U)) ma 3~

gebend sind.

Werden unter Berlicksichtigung dieser Fédlle die Ausdriicke fiir die binire Quelle
(I1.3.32) und (II1.3.33) mit den entsprechenden Antwortfunktionen in die Glei-
chung (11.2.17a) eingesetzt, so folgt:
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rr, = 1°r2 + F -« V(V-l) /— G (w)'G -w)
6
+ F X (B V V) _— G (U))'G ('U)) (11.3.34)
m=1

dw
+ F z (Bmvmv)fﬁelm(w)-cz(-w) 5

m=1

Einsetzen der Beziehungen (I11.3.30) und (II1.3.31) fiir die Funktionen Glm(U))

und GZm(-(u) und Zusammenfassung der beiden letzten Terme ergibt:

R — « Tl dw
rr, = rjer,+ F * vV '1)p /2“: G (w) G (-w)
2 I1I1.3.35
6 dw 2>\.m ( ‘
+F X (B V V) G (U))'G (~w) -° -
ey mm 2T A 2 W
m

Die fiir die Antwortfunktionen Gl(U)) und Gz(—(u) aufgestellten Beziehungen
(I1.3,26) und (II.3.27) werden verwendet unter Beriicksichtigung der Tatsache,

daB nur reelle W -Werte in Betracht gezogen werden, wodurch folgt:

H(W) *H(- W) = |H(w>|2 ) (11.3.36)

Damit ist

a— Ww ke fdw )
T Ty =TT, + F VO=1) VE 2 Ap(w) A (-w) | H(w)|

) S , (11.3.37)
6 WoW k dw g 2N
+F T (B V V) —5— A(w) A (-w) [ H(W) | ———
m=1 vel 2T N, tW

und nach Umformung:

2
6 2ﬁvv x

W.W_ k2 VveD) dw
r.r_ =r..r_ + F S p
17’2~ "1 "2 |2 v 2

27 m=1 y(y-1) )\. 2

(I1.3.38)

Dieser Ausdruck gilt unter den gemachten Voraussetzungen bei voller Beriicksich-
tigung der verzogerten Neutronen, Die verzogerten Neutronen sind erstens in
H(w), gegeben durch (11.3.3), enthalten, dessen Losung aus den kinetischen
Gleichungen (II.3.2) folgte und zweitens in dem Klammerausdruck von (II,3.38),

dessen Grofe betrachtet sei., Fiir den Klammerausdruck gilt die Ungleichung:

2
Al (W Az(-w)IH(w)l + (1+z 2 5
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6 2B v vy A
L&YY P B s ] (11.3.39)

=l T 2 2
vV 1)p >\m + w

Fir Zeitbereiche, in denen die verzdgerten Neutronen abgeklungen sind, d.h. bei
sehr niedrigen Frequenzen (u)2<g'xm2) folgt, unter Berlicksichtigung der Tatsache,
daR die GroSen v _V und V??ZTT; ungefihr gleich groB8 sind, als Maximalwert fir
(I1.3.39):

1<1+ 28 ., (11.3.40)

Da aber R immer kleiner als 10-2 ist, kann der zweite Summand im Klammerausdruck
von (II.3,.38) gewshnlicherweise vernachlissigt werden. Durch Einfiihrung der Ab-
kiirzung

X = YW™Up (I1.3.41)
2 V2

ergibt sich fiir (I1.3.38) folgende Niherungsformel:

Wlwzkzxz dw 5
T, = T oF +F A (WA (-w)|H(W)| %, (11.3.42)
172 1°T2 2 o 1 2

Die Abschitzung des Klammerausdrucks wurde durchgefithrt, um zu verdeutlichen, in-
wieweit die verzogerten Neutronen, auBer durch die Funktion H(w), Einfluf auf

das zeitlich gemittelte Produkt der Ausgangssignale haben., Aus diesem Ergebnis
folgt, daB Beitridge zur bindren Quelle aus Paaren promptes Neutron - Vorliduferkern
praktisch keine Bedeutung haben und der Ausdruck (II.3.33) vernachlédssigt werden
kann. Weiterhin ist ersichtlich, da die Annahme (5) keine Einschrinkung bedeutet,
denn auch bei der Bildung von mehr als einem Vorliauferkern pro Spaltung wiirde der

Beitrag nicht wesentlich,

Sollen die verzigerten Neutronen bei der Berechnung des zeitlich gemittelten Pro-
dukts der Ausgangssignale mitbertlicksichtigt werden, so ist in (I1.3.42) fiir

H(w ) der Ausdruck (II.3.3) einzusetzen., Besteht dagegen nur Interesse an dem
Beitrag der prompten Neutronen, wie es meistens der Fall ist, so findet der Aus-

druck (I1.3.5) bzw. (II.3.6) Verwendung, und die Gleichung (II.3.42) lautet dann:

o wwk® /dw )
rlr2 = rl-r2 + F 55 Al(w) Az(-w) ——, (I1.3.43)
vl 2T a + W
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Di= Beziehungen fiir die Ausdriicke ;; (n =1, 2) lassen sich aus (I1.2.13) gewin-
nen. Die Funktion tpn enthdlt die Netzwerkantwortfunktion an(t) und die Detektor-
antwortfunktion, die hier durch die Detektorempfindlichkeit W gegeben ist, W ist
aber so definiert, dafl es die Antwort des Detektors auf eine im System stattfin-
dende Spaltung wiedergibt, Infolgedessen sind hier die Spaltungen im Reaktor zu
betrachten, deren Rate durch F gegeben ist. Somit folgt:

r = Wn F det an(t) " n=1, 2, (11.3.44)

Soll im Hinblick auf (II.3.43) die Fouriertransformierte A(w ) verwendet werden,

so folgt in Analogie zu (II.2,21) fiir das zeitlich gemittelte Signal:

r = W_FaA (0, n=1, 2, (11.3.45)
n n n

Fiir die Darstellung des zeitlich gemittelten Produkts rlr2 im Zeitbereich laft

sich die der Beziehung (1I,3.42) &dquivalente Form aus der Gleichung (II.2,17)

gewinnen. Sie ergibt sich zu:

k
—_—— w1w2X2

2
rlr2 = rl-r2 + F —-—W?T——iljj/dt dtldt2 h(tl) h(tz) al(t - tl) az(t - tz). ﬁII.3.46)

Die zeitlichen Mittelwerte ;; (n =1, 2) sind dabei durch (11.3.44) gegeben,

Die Netzwerkantwortfunktion an(t) bzw, An(U)) in den Gleichungen (II.3.46) und
(II.3.43) sind zur Beschreibung der elektronischen Netzwerke eingefiihrt worden,
Sie beinhalten infolgedessen die Art der Verarbeitung der Detektorausgangssignale,
und mit ihrer Kenntnis ist es moglich, die spezifischen Eigenheiten experimentel-
ler MeRanordnungen zu erfassen und zu analysieren. In der Niherung des Punkt-
Reaktor-Modells und unter den zusidtzlich gemachten Voraussetzungen zu Beginn
dieses Abschnitts bilden die Gleichungen (11.3.43) und (II.3.46) die Ausgangs-
basis zur Entwicklung und Untersuchung von verschiedenen MeBmethoden, auf die

in den Abschnitten II.5 bis II.7 eingegangen wird.
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II1.4 Behandlung von Kurzzeitkorrelationen im energie— und ortsabhidngigen Modell

Die Behandlung im energie- und ortsabhidngigen Modell wird auf Kurzzeit-
korrelationen beschrinkt, um iUberschaubare Berechnungsgleichungen zu er-
halten, Bei dieser Beschridnkung werden die verzdgerten Neutronen nicht ex-
plizit beriicksichtigt, sondern als zusidtzliche Pseudo-Zufalls-Quelle mit
Poisson-verteilten Quellereignissen behandelt. Die Berechtigung zu diesem
Verfahren liegt in der Tatsache, daR das Zeitverhalten der verzogerten Neu-
tronen durch die Zerfallskonstanten der Vorliuferkerne bestimmt ist und in
den meisten Reaktoranordnungen wesentlich langsamer ablduft als das Zeitver-
halten der prompten Neutronen., Die Behandlung der Kurzzeitkorrelationen
folgt den Methoden,wie sie in [19,20,21,23] beschrieben sind, wobei sich
die Darstellung hier besonders eng an [23] anlehnt. Vorausgesetzt wird ein
Kreuzkorrelationsexperiment mit Absorptionsdetektoren, so daB die Ausgangs-

gleichung (11.2.17) zutrifft, die lautete:

rr, =T r, = 2/{}/dyldyz['sz(yl,yz)//;t gl(yl,t)gz(yz,t)] e (II,2.17)

Im folgenden werden als Teilchén nur Neutronen betrachtet und Verzweigungs-
prozesse (n,2n; n,n'y) vernachlidssigt, die relativ selten sind, so dafl nur
Neutronenpaare aus spontanen oder induzierten Spaltungen die bindre Quelle
bilden., Weiterhin werden Energie- und Winkelkorrelationen zwischen Paaren
von Spaltneutronen vernachlissigt, d.h., es wird isotrope Aussendung ange-
nommen. Unter den gemachten Annahmen folgt in Analogie zur Herleitung der
Beziehung (I11.3.32) fiir die lokale Erzeugungsratendichte von Paaren promp-

ter Spaltneutronen, sz(x),

v(v-l)p(X)
sz(x) = Z—F(x) F (I11.4.1)
i : ; -3 -1
wobei F(x) = Spaltratendichte (induzierte und spontane) [cm “sec ~ ]
x = Abkiirzung fiir die drei Ortskoordinaten.

Die GroBe Vﬁl—l)p ist im allgemeinen schwach ortsabhingig. Unter Berlicksich-

tigung der Annahmen und des Ausdrucks (II.4.1) geht (II.2.17) iiber in:

ryr, - r_l}_z = /dx F(x) v(v-1)p (x) /dt gl(x,t) gz(x,t), (I1.4.2)
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wobel in diesem Falle gn(x,t) entsprechend der Definition (II,2.11) anzusehen

ist als

gn(x,t) = Erwarteter Beitrag zum Signal r (t) (n = 1,2) von einem (II.4.3)
zur Zeit t = O in x eingeschossenen mittleren prompten
Spaltneutron,

Die Funktion gn(x,t) ist eine Faltung aus den Antwortfunktionen des Reaktors,
des Detektors und der nachfolgenden elektronischen Anordnung. Fiir die Reaktor-

antwortfunktion h(t) gelte folgende verallgemeinerte Definition:

h(x,x',E',t) = Antwort des Neutronenflusses @(x',E',t) auf ein (I1.4.4)
zur Zeit t = O in x startendes promptes Spaltneu-
tron, x' = Ort, E' = Energie, Fiir t < O ist h = O,

Mit den GroBen

Vn = Volumen des Detektors n (n = 1, 2),

Zn(E') = Querschnitt des Detektors n,

qn = Ladung pro Nachweisreaktion im Detektor n,

an(t) = Gewichtsfunktion des elektronischen Netzwerkes in Kanal n

und der Definition (II.4.4) ergibt sich fiir die Funktion gn(x,t) der Ausdruck:

gn(x,t) = qn‘}/ds an(s) //;E' Zn(E') f/dx' h(x, x', E', t - s) ., (I1.4.5)

\)
n

Diese Beziehung verknipft (I11.4.2) mit der orts- und energieabhiingigen Reak-
torkinetik. Die Gleichungen (II.4.2) und (II.4.4) konnen formal weiter behan-

delt werden, indem definiert wird:
h ,(x, x', E', x", E", T) =/h(x,x',E',t—T) h(x,x",E",t)dt , (11.4.6)
und hinsichtlich einer Vereinfachung der Netzwerkantwortfunktionen:
b(T) = .4, jxal(t+T) az(t)dt , (I1.4.7)

und wenn folgende Definitionsgleichung fiir die Korrelationsfunktion des Neutro-

nenflusses benutzt wird:

¢12 (x',E',x",E",T) = J}fF(x) V(v-l)p(x) hlz(x,x',E',x",E",T) dx , (11.4.8)
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Unter Verwendung der Beziehungen (II.4.5) bis (II.4.8) folgt fiir (1I.4.2)

der allgemeine Ausdruck:

TiT, T 71T, =/dt [b(T)f/dE'dE" ZI(E')zz(E")//dx'dx"ﬁlz(x'.E'.x",E",T) 7.
V1V2

(11.4.9)

An dieser Stelle wird von der eingangs erwihnten Voraussetzung der Vernachlids-
sigung verzogerter Neutronen Gebrauch gemacht, da die Anwendung der obigen
Gleichungen unter Beriicksichtigung der verzodgerten Neutronen zu sehr uniiber-
sichtlichen Formeln fiihren wirde, die dariiber hinaus keine grofle praktische
Bedeutung hitten. Es war im Abschnitt II.3 schon darauf hingewiesen worden,
daR fiir Experimente das Zeltverhalten der prompten Neutronen das Hauptinteres-
se besitzt. Infolgedessen werde das betrachtete Korrelationsexperiment durch-
gefilhrt, um die Parameter der prompten Reaktorkinetik zu bestimmen. Um dies

zu erreichen, konnen entsprechend (II.4,7) geeignete Wichtungsfunktionen b(T)
Verwendung finden, die nur das Kurzzeit-Verhalten beriicksichtigen. Mit die-
sen Annahmen kann vorausgesetzt werden, daB ein zur Zeit t = O am Ort x' im
Reaktor startendes promptes Spaltneutron einen NeutronenfluB verursacht, wel-
cher der folgenden zeitabhingigen Boltzmann-Gleichung geniigt:

b
v

B_ 8(x,E,Q,t) = %[b(x,E,Q,t) , (I1.4.10)

wobei

v = const VE = Geschwindigkeit der Neutronen,

Flugrichtung der Neutronen,

Die Gleichung besitzt zusitzliche Rand- und Anfangsbedingungen, Der lineare
Operator Eo hiéngt von der Geometrie und Zusammensetzung ab und hat nach [34]

die Darstellung

B, f(x,E,Q) = - §) grad f(x,E,§2)—Zt(x,E)f(x,E,§2)

+f[dE'dQ 'ZS(E'——E,Q Q) (x,E'", Q") (I1I.4.11)

+ % X (E)/f dE'd 2 'vp(x,E')Zf(x,E')f(x,E', Qn,
wobei Zt = Totaler Querschnitt
ZS = Streuquerschnitt
Zf = Spaltquerschnitt
X(E) = Spaltspektrum
v = Zahl der prompten Neutronen pro Spaltung.



Vereinfachend soll angenommen werden, daf fiir den iiber (} integrierten Neu-
tronenflu #(x,E,t) = h(x',x,E,t) ndherungsweise die folgenden Gleichungen

mit einem einfacheren Operator B gelten:
B B(x,E,t) = =L @g(x,E,t) (I1.4.12)
=4 [k} v ot [ 2ol }

mit den Bedingungen

#(x,E,t) =0 , filr x = Randpunkt , (II.4.,123)

9(x,E,0) § (x=x') X (E) v(E) , (I1.4.12b)

wobel
6 = Dirac'sche Deltafunktion,

Ohne explizite Ausfilhrung des Beweises sel angenommen, daB die Ldsungen der
Beziehungen (I1.,4.12) und (II.4.12a) die Form ¢m(x,E) exp (- amt) besitzen,
woraus folgt:

[#3
m
B @ (x,E) + — B (x,E) =0 ., (11.4.13)

Ferner mdégen diese Eigenfunktionen ¢m(x,E) ein vollstindiges System bilden und
gemeinsam mit einem ebenfalls vollstindigen System von adjungierten Eigenfunk=-

tionen ﬁtl(x,E) zu den zu (I1I.4,13), (II.4.12a) adjungierten Gleichungen

o
+ _+ n _+
B ¢n (x,E) + = ¢n (x,E) =0 (11.4,14)
mit der Bedingung
¢): (x,E) =0 , fiir x = Randpunkt , (1I.4.14a)
normiert sein durch
dx dE = 8 (x,E) @ (x,E) = § (11.4.14Db)
v m? n '’ mn °’ °=e
wobei
6 = Kronecker Symbol,
mn

Die Beziehungen (I1I.4,13) bis (II.4,14b) sind fir einfache Fille leicht zu be-
weisen [ 34] ., Dies gilt speziell fiir die Eingruppen-Diffusionstheorie und bei

der Ersetzung der kontinuierlichen Variablen x, E, 2 durch diskrete Koordinaten,
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Da der Hauptzweck der aufgestellten Gleichungen in mdglichen Anwendungen und
Interpretationen von Korrelationsexperimenten liegt, sollen diese Beziehungen
als heuristische Annahmen gelten und infolgedessen wird auch bel den folgen-
den Ausfiihrungen auf den Charakter einer strengen mathematischen Beweisfiih-
rung bewufit verzichtet, Als Literaturstellen flir die in diesem Zusammenhang
stehenden schwierigen Fragen der Existenz diskreter Eigenwerte in den Glei-
chungen (II.4.12), (II.4.12a) und der Vollstindigkeit von Eigenfunktionen

sei auf [35, 36 ] verwiesen,

Mit den gemachten Annahmen kann #(x,E,t) = h(x',x,E,t) in der folgenden Form

als Summe von Eigenldsungen dargestellt werden:

00
+
B(x,E,t) = m2=30 gpmﬁm(x,E) exp (- a t) o (I1.4,15)

Mit der Anfangsbedingung (II.4.12b) wird

= + ] '
I 9 g Pp0E) = BG=x") X (B) v(E) . (11.4.15a)

Die Anwendung der Orthogonalitidtsrelation (II.4.14b), Multiplikation der Be-
ziehung (II.4.15a) mit ¢m(x,E)/v und nachfolgende Integration iiber das Reak-

torvolumen und die Emergie E, liefert:
+ ] + ]
@ m(x ) — dE X (E) ¢ m(x pE) ° (II.4.16)

Dies ist der mittlere Einfluf eines prompten Spaltneutrons in x!' fiir den m-ten

Mode .
Wird jetzt die Beziehung

L 1 4 . -y + L T -
h(x,x',E',t) = mio 0 m(x) ¢m(x yE') exp ( amt) (11.4.17)

fir t >0 in die Definitionsgleichung (II.4.6) ein, so ergibt sich zundchst fiir

T 20
oo
"o v pod + + "oan
h, ,(x,x",E',x",E",T) =m§0 nio q%éx)¢n}x)¢m(x',E')¢n(x ,E™) rexp[;am(t-T)-ant]dt
T

(I1.4.18)
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und nach Integration:

exp(~- anT)

"o ® » + + " oan
hlz(x,x',El,x LE',T) =mZ z q)m(x)(pn(x)¢m(x ,E™) N (I1.4.18a)

=0 n=0 n ¥ %
Eine entsprechende Gleichung gilt fiir T < 0 mit exp (aﬁT) statt exp (-anT)
in der Summe, Zur Vereinheitlichung der Scﬁreibweise wird folgende Funktion

definiert:

Ex(a,b,T) = exp (aT) fir T =0 ,
(11.4,19)
Ex(a,b,T) = exp (-bT) filr T =0 ,
Speziell wird:
Ex(a,a,T) = exp (-a |T[ ) . (1I,4.19a)

Mit dieser Schreibweise und nach Einsetzen des Ausdrucks (11,4,18a) fiir h12

in die Definitionsgleichung (II.4.8) folgt fiir die Korrelationsfunktion des

Neutronenflusses:

0 oo
¢12(x',E',x",E",T) =X I

e —— + 5
=0 nw[EX(am'an.T)/F(X) V(V"l)p(X) me(X) Lpn(x) dx

(I1.4.20)

xﬁm(x',E')"ﬂn(x JE™) ]

+
am al‘l

Dieser Ausdruck soll in die Gleichung (I1I1.4.9) flir das zeitlich gemittelte
Produkt der Ausgangssignale, r1r2, eingesetzt werden., Hierzu sei der, vom De-
tektor 1 (und in entsprechender Weise vom Detektor 2) erfafte Anteil des m~ten

Modes, q;ml, definiert durch:

-— L 4 L} ? L

cpml = ///dE Zl(E ) }/dx ¢m(x ,E") (11.,4,21)
4

Unter Verwendung der Wichtungsfunktion b(T) nach Gleichung (I1.4,.,7) und der

liber das Spaltspektrum X (E) gemittelten Einfluffunktionen qu(x) nach Glei-

chung (II.4.,16) geht die Beziehung (I1I.4.9) iiber in:

. e [o o} o o]
T, T, - 1T, =/dt [om § 0§ Ym $n2
n=0 n=0 am+ an

(I1.4,22)
)i/;(X) V(V-l)p(x) qu(x) qfn(x)dx-mx(am,an,T)_] .
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Die Gleichung (II.4,.22) enthilt Beitrige von allen Kombinationen (m,n) von
Modes., Dabei besitzt die Kombination mit m = n = O, die also nur den Grund-

mode enth#dlt, aus folgenden Griinden eine besondere Bedeutung:

(1) Der Betrag von (am + an) im Nenner hat mit 2a° den kleinsten Wert,

(2) Das Integral //F(x) VOv-l)p(x) qﬁm(x) qrn(x)dx hat fiir m = n = O einen

iiberall positiven Integranden,

{3) Wenn durch giinstige Auswahl der Detektorpositionen der Grundmode bevor-
zugt gemessen wird, erhdlt das Produkt q;ol ¢°2 einen besonders hohen

Wert,

Das Zusammenwirken dieser Faktoren filhrt dazu, daB die folgende, aus (II.4.22)
sich ergebende,Gleichung eine zumindest fiir kleine, kompakte und wenig unter-

kritische Reaktoren gute Ndherung darstellt:

rlrz - 1'1°1‘2

¢01¢02
2

fb(T) exp(- aOI T | ) aodT
2a0

]F(x) V(V-l)p(x) $§(x)dx. (I1.4,.23)

Die Verwandtschaft der Gleichung (II.4.23) zu der Gleichung (II.3.46), die

im Abschnitt II,.3 fiir die Punkt-Reaktor-Modell-Niherung hergeleitet war, wird
besonders deutlich, wenn einerseits in (I1I1,4,.,23) fir die Funktion b(T) der Aus-
druck (II.,4,7) und andererseits in (I1.3,46) die Reaktorantwortfunktion h(t)

in der Form der Gleichung (II.3,7) eingesetzt wird. Die Gleichung (II.4,23)
bildet das Hauptargument fiir die Zuldssigkeit, das Punkt-Reaktor-Modell bei

der Analyse des Neutronenrauschens in Reaktoren zu verwenden, Dabel ist die
Ubereinstimmung zwischen dem Punkt-Reaktor-Modell und Gleichung (II,4,23) exakt
hinsichtlich der Beschreibung der Zeitabhingigkeit., Bei den Normierungsintegra-
len hinter dem Zeitintegral in (II.4.23) ist dagegen die Ubereinstimmung nur
qualitativ,

Hiermit sind die beiden wesentlichen Gesichtspunkte, auf die es in diesem Ab-
schnitt ankam, erreicht, ndmlich einerseits den Giiltigkeitsbereich des Punkt-
Reaktor-Modells zu umreifien und andererseits aufzuzeigen, welche Wege zu be-
schreiten sind, wenn Experimente in Reaktoranordnungen durchgefiihrt werden,
in denen dieses einfache Modell keine verninftige Interpretation der Ergeb-
nisse mehr erlaubt, In diesen komplizierteren FHdllen sind umfangreichere Be-

rechnungen mit numerischen Verfahren, die durch Anwendung verschiedener
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Reaktorcodes moglich sind, unerliflich, Auf Einzelheiten dieser Probleme
soll hier nicht eingegangen werden. Als typisches Belspiel, wie Ergebnis-
se von Rossi-a-Messungen (vgl., den folgenden Abschnitt II.5) an reflektier-
ten schnellen Reaktoranordnungen von Gleichung (II.4.22) ausgehend mit nu-
merischen Verfahren berechnet werden kénnen, sei auf die Behandlung in [ 20]

verwiesen,

Rossi=-g=Experiment

Diese Methode, die urspriinglich von Bruno ROSSI vorgeschlagen wurde, be-
ruht auf der Bestimmung von verzdgert koinzidenten Detektorimpulsen, Eine
experimentelle Anordnung, die fiir derartige Messungen von ORNDOFF [24] ver-

wendet wurde, zeigt Abb,II.5.1,

Eingang 2 Impuls - /\
Formerll
{
Zahler 2
Eingang 1 Impuls - |—AT —
> Former I
} Koinzidenz -
Kanal
Zahler 1 T, anae
1
Te
2
Verzogerungsleitungen
(Verzogerungszeit T,) f ;
: :
Tro
10

Abb.II.5.1 Rossi=-o-MeBanordnung nach ORNDOFF [24]
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Es handelt sich um einen Analysator mit 10 Koinzidenzkanidlen. Die Kanalbrei-

te AT hat Werte von 0,25,us und 0,5 ,us, die durch die Verzdgerungsleitungen

und den Impulsformer I eiﬁgestellt wérden kénnen, Die Verwendung von Verzo-
gerungsleitungen ist besonders einfach, wenn nur wenige Kandle mit ein oder
zwei Werten fir A T erforderlich sind und wenn die gesamte Zeitspanne nicht
mehr als einige /us betrdgt. Praktisch undurchfiihrbar wird dieses Verfahren
fir Kanalzahlen n > 20 und mit mehreren Werten fiir die Kanalbreite. Die am Ein-
gang 1 erscheinenden Impulse werden im Impulsformer I in Rechteckimpulse der
Linge AT umgeformt und gelangen dann zu den Verzdgerungsleitungen, in denen
sie ebenfalls um A T verzogert werden kénnen. Hinter den Verzégerungsleitung-
en ist jeweils die eine Seite des entsprechenden Koinzidenzkanals angeschlos-
sen, Der Kanal besteht aus einer Koinzidenzstufe und einem nachgeschalteten
Impulszihler. Die am Eingang 2 ankommenden Impulse gelangen nach Formung di-
rekt auf die zweite Seite des Koinzidenzkanals. Auf diese Weise wird erreicht,
daf? alle an den Eingingen ankommende Impulse innerhalb der Zeitspanne ne AT
auf Koinzidenzen hin analysiert werden kodnnen, Das bedeutet insbesondere, daf
am Eingang 1 keine "Triggerimpulse' unterdriickt werden, abgesehen innerhalb
der Totzeit, die bei dieser Anordnung gleich der Kanalbreite ist. Es wird

auf diesen Punkt hier besonders hingewiesen, da er eine notwendige Voraus-
setzung fiir optimale Rossi-a-Messungen ist. An den Impulsformern I und II
sind weiterhin zwei Zihler angeschlossen, mit denen die mittleren Zihlraten
beider Einginge bestimmt werden kénnen, Die Anordnung ist sowohl fir Zweil-~
Detektor-Experimente in Kreuzkorrelation als auch durch Zusammenlegen der

Eingidnge 1 und 2 flir Ein-Detektor-Experimente in Autokorrelation verwendbar.

In diesem Fall besteht das Experiment in der direkten Messung der Kreuzkor-
relationsfunktion der Detektorzidhlraten. Zur Aufstellung der Berechnungs-
gleichungen setzen wir voraus, daB das Punkt-Reaktor-Modell und die Annahmen
des Abschnitts II.3 Giiltigkeit besitzen, so daB die Gleichungen (II.3.46) und
(I1.3.44) direkt fiir das Zwei-Detektor-Experiment und unter Hinzufiigen des
Zusatzterms T mit (II.2,23) auch filr das Ein-Detektor-Experiment verwendet
werden kénnen, Die zu bestimmende Kreuzkorrelationsfunktion rlz(t ) ist ge-

geben durch

r (t) = rl(t -T)'rz(t) ’ (I1.5.1)

12
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wobei

rn(t) Zdhlraten im Eingangskanal n (n = 1, 2) zur Zeit t.

T Verzogerungszeit zwischen zwei Impulsen (Bedingung T 20).

Zur Berechnung des zeitlich gemittelten Produkts der Ausgangssignale wird

von der Gleichung (II.3.46) ausgegangen, die lautete:

L w1w2x21<2
r T, =T T, +F —l—z—— /jjdt dtidt, h(t,) h(t,) a (t-t.) a,(t-t,). (II.3.46)

Zunédchst werden die Netzwerkantwortfunktionen oder Gewichtsfunktionen a(t)

‘durch folgende Beziehungen eingefiihrt:

a;(t) = §(t-1), (II.5.2a)

1]

a,(t) 5 (t) . (11.5.2b)
Die Deltafunktion § (t-T) bringt dabei zum Ausdruck, daB die Impulse im Ein-
gangskanal 1 gegeniiber denen des Eingangs 2 um die Zeit T verzdgert sind.

Fir die Mittelwerte der Einzelsignale FI und ?2', d.h. fiir die mittleren Zihl-
raten, wie sie durch die Zihler 1 und 2 registriert werden, folgt damit unter

Verwendung der Gleichung (II.3.44):
r = W_F, (n=1, 2), (11.5.3)

Die Reaktorantwortfunktion h(t) war fir das Punkt-Reaktor-Modell unter Vernach-
liassigung der verzidgerten Neutronen gegeben durch Gleichung (11.3.7), die lau-
tete:

n(t) = e *t | t =0 . (11.3.7)

Hiermit sind zur Ausrechnung von (II,3.46) alle erforderlichen Funktionen ge-
geben. Einsetzen der Ausdriicke (I11.5.22), (I1.5.2b), (II.5.3) und (II1.3.7) in
(I1.3.46) ergibt:

2
2 wlwzxzk

1'11‘2(1: ) = W1W2F + F —T///dt dtldtzh(tl)h(tz)ﬁ(t—tl—t)ﬁ(t-tz). (11.5.4)

l

Anwendung der Regeln filr die Integration von Deltafunktionen und Ausfiihrung

der Integrationen von -co bis +o0o in der Reihenfolge tl' tz, t ergibt:
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S 2 "’1“’2)(2kz
T T (T) = WWF" +F ———lT—- j/dt dt, h(t-T) h(t,) & (t - t,) (11.5.5)
2 w1wzxzk2
= WWF" + F—=2— [ dt h(t -1T) h(t) (11.5.6)
l
2
w.w X k
—wwWF P22 | 4¢ o 2(t-D ma(t-1) ot (I1.5.7)
1 2 l2
w. w._X kz
- - [ ]
=W WF2 45222 AT [ g gm2at! (1I.5.8)
1"2 2
und schliefllich:
2
T (1) —WWF2+WWFX2k et (11.5.9)
TPl T ) = Wl, 1220‘12e C sige

In der MeBanordnung der Abb.II.5.1 war die Kanalbreite mit A T und die Verzs-—
gerungszeit im Kanal n mit Tn bezeichnet worden. Aus Gleichung (I11.5.9) folgt

damit fiir die mittlere Koinzidenzzihlrate im Koinzidenzkanal n sofort:

e TAT. (I1.5.10)

wze'A'r + W.WF

rr(TJAT =W 1"2

1

Gleichung (II1.5.10) gilt fiir das Zwei-Detektor-Kreuzkorrelationsexperiment un-

ter den gemachten Voraussetzungen.

Eingeschoben sei an dieser Stelle das Ein-Detektor-Experiment, bei dem die bei-
den Eingidnge 1 und 2 der Anordnung in Abb.II.5.1 verbunden sind und von einem
einzigen Detektor gespeist werden, Bei diesem Experiment wird die Autokorrela-
tionsfunktion der Detektor-Zihlrate bestimmt, Hierbei tritt eine triviale
Koinzidenz fiir jeden Impuls bei der Verzidgerungszeit T = O auf, der im Koin-
zidenzkanal 1 der Anordnung registriert wiirde, wenn die Verzégerungsleitung T1
weggelassen wire. Der Zusatzterm T - vgl, (II,2,23) - bestimmt sich infolge-

dessen in diesem Falle zu

WF 6(T) , (11,5.,11)

d
"

wobei

=
1

Empfindlichkeit des Detektors.

Die Autokorrelationsfunktion fiir das Ein-Detektor-Experiment lautet demnach:

2
w X k
2 e-at

5 J. (I1.5.12)
20 |

rll('c) = r(t-1)'r(t) = WFL6 (T) +WF +
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Nach diesem Einschub des Autokorrelationsexperiments sei wieder zurickgekehrt
zur Diskussion des Zwei-Detektor-Kreuzkorrelationsexperiments. Die Gleichungen
(I1.5.9) bzw. (I1.5,10) setzen sich aus zwei Termen zusammen., Wird die Entste-
hung dieser Terme bis zu ihrer urspriinglichen Ausgangsgleichung (II.2.16) zu-
rickverfolgt, so liBRt sich der erste Term eindeutig dem Beitrag der unkorre-
lierten Detektorereignisse zum zeitlich gemittelten Produkt der Ausgangssigna-
le zuordnen, wihrend der zweite Term den Beitrag der korrelierten Detektorer-
eignisse beinhaltet, so wie sie bei der Aufstellung von (IX.2.16) durch das
Beispiel 2 gekennzeichnet waren. Wird von Gleichung (II.5.9) ausgegangen, SO

ist der Beitrag unkorrelierter Ereignisse gegeben durch:
U = W, W_F . (1I1.5.,13)

Der Beitrag steigt quadratisch mit der Reaktorleistung, gegeben durch F, und
linear sowohl mit der Empfindlichkeit des ersten Detektors W1 als auch des
zweiten, Wz. Er ist unabhédngig von der Verzogerungszeit T . Dies ist plausi-
bel, da unkorrelierte Ereignisse das Zeitverhalten der Neutronenketten nicht
widerspiegeln. Dieser Term beschreibt infolgedessen im Experiment den zeitun-
abhidngigen Untergrund. Der zweite Beitrég auf Grund korrelierter Detektorer-
eignisse ist gegeben durch:
X, k-
K = W, W F —2_ %7 | (11.5.14)

1 2 [2

Dieser Beitrag besitzt bel der Verzdgerungszeit T = O sein Maximum und f&llt

danach exponentiell ab. Der Maximalwert

X, k2
Kax = "1 Wy FimmSme (I1.5.15)
2a |
ist bei vorgegebenem Reaktivititszustand (k, o« und | konstant) sowohl linear

von den Detektorempfindlichkeiten W1 und W2 abhdngig als auch linear von der

Reaktorleistung; letzteres im Gegensatz zum Beitrag U,

Das Verhiltnis Q von korrelierten zu nichtkorrelierten Detektorereignissen
oder, mit anderen Worten, das Signal-zu-Untergrundverhiltnis ergibt sich aus
den Gleichungen (I1.5.14) und (II.5.13) zu
2
K 1 k
Xz -a T

Q = -_— = -— —2 e ’ (1105016)
Lij F 2a |
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mit dem Maximalwert

+ X k2
Q = - — (11.,5.17)
max r 2 l2
Bei einem kritischen Reaktor (k=1, a, = %) geht (I1.,5.17) Uber in:
1oX @, X
Q.. ., = - RC T - _22 . (11.5.18)
F 281 F 28

Aus den Gleichungen (I1.5.16) bis (II.5.18) ist ersichtlich, daB das Verhilt-
nis korrelierter zu nichtkorrelierter Detektorereignisse umgekehrt proportional
zur Reaktorleistung ist. Hieraus folgt sofort, daf Rossi-a-Messungen am giin-
stigsten bei niedriger Reaktorleistung durchzufiihren sind, wozu allerdings die
innere Neutronenquelle (Spontanspaltungen, o,n-Reaktionen etc.) geniigend klein
sein muB, Weiterhin kann aus (I1I.5.18) entnommen werden, daB das Verh#dltnis Q
in schnellen Reaktorsystemen auf Grund der kiirzeren Neutronenlebensdauern

(Ll = 10_8

bis 10-2 sec),

- -5
bis 10 3 sec) glinstiger ist als in thermischen Systemen (| = 10

Zur experimentellen Bestimmung der Abklingkonstanten des prompten Neutronen-
flusses o kann die Beziehung (II.5.10) herangezogen werden. Werden die bei

der Messung gewonnenen Koinzidenzzihlraten als Funktion der Verzdgerungszeit
linear aufgetragen, so ergibt sich eine Exponentialkurve, die in einen zeit-

unabhingigen konstanten Untergrund ausliuft.

Der unkorrelierte Untergrund war durch (1I.5.13) gegeben und kann abgezogen
werden, so daf nur der Beitrag entsprechend (II.5.14) iibrigbleibt. Die Koin-
zidenzzdhlrate KA T auf Grund korre-
lierter Ereignisse wird geeigneter-
weise halblogarithmisch iiber den Ver=-
zogerungszeiten Tn der Analysator-
kanidle aufgetragen, so wie es in
Abb,.II.5.2 dargestellt ist, Aus der
Neigung der Geraden l1dRt sich dann
der Wert filr o« bestimmen, dessen De-

finitionsgleichung lautete:

e Tsec] « = 12K Q@ =8 113,20

4 3 4 l
¥ ¥

6 10 TM

+ + T
T2 T

Abb.II.5.2
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In einem verzdgert kritischen Reaktor, in dem k = 1, folgt daraus:

o = » (1105019)

it}
c l
Bei prompt kritischem Zustand eines Reaktors, der dadurch gekennzeichnet ist,
dafl die prompte Multiplikationskonstante kp = k(1-8) = 1, ergibt sich in die-
sem Modell

%e = O (11.5,20)

so dafl sich in diesem Grenzfall eine horizontal verlaufende Kurve ergibe, die
in Abb,II.5.2 gestrichelt miteingetragen ist., Flr einen vorgegebenen Reaktor
steigt demnach der Wert fiir die Abklingkonstante des prompten Neutronenflusses

von apc = 0 udber ac S % zu welter unterkritischen Reaktorzustidnden.

Bel Kenntnis von a und a, liRt sich ebenfalls der Reaktivitidtszustand des
Reaktorsystems bestimmen, Fiir nicht zu stark unterkritische Reaktoren (k = 1)
folgt aus (II.3.2c) und (II,5.19) in guter Niherung die Beziehung fiir die Re-
aktivitit p° (in Dollareinheiten):

+

- o %1 = - Sk

kB

»|o

a—"‘ -1, (11.5.21)
c
Wird diese Beziehung graphisch dargestellt, so ergibt sich ein Verlauf, wie er
in Abb.II.5.3 angedeutet ist. Aufgetragen ist a als Funktion der Reaktivitit p+.
Es ergibt sich eine Gerade, die die
Ordinate im Punkt a = ac schneiden
muBl (verzdgert kritischer Reaktor)
und die Abszisse im Punkt p' = 1 [#)]
(prompt kritischer Reaktor). Of tmals
ist es bei Rossi-g-Experimenten so,
dag a, nicht direkt gemessen werden
kann, da dann die Reaktorleistung be-

reits zu hoch und das Verhidltnis Q

aqj?/// —_— —p't $1] fir eine brauchbare Auswertung zu
f —+ + T t t niedrig ist. In diesem Fall wird so
-1 0 +1 *3 +5

vorgegangen, dafl die gemessenen Werte
Abb,I1.,5.3

von a als Funktion einer reaktivitits-
Proportionalen Grofe aufgetragen werden. Hierzu kann beispielsweise eine der bei-

1
Abb,.II.5.1) bestimmt werden und durch die Gleichung (II.5.3) gegeben sind. Es

den Zihlraten r, oder ;; dienen, die mit den parallel laufenden Zidhlern (vgl.

galt:

rl =~ Wl F und r_ = w2 F . (I1.5.3)
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1 1
Die Proportionalitiédt zwischen den reziproken Zihlraten 7 bzw, = und der Re-
1 L 2
aktivitidt, ausgedriickt durch Ak, ergibt sich aus folgenden Uberlegungen:

Die Spaltrate F ist im unterkritischen System gegeben durch die Beziehung

s
F = = _°k)v ; (11.5.22)

wobei

Neutronenquellstidrke im Reaktor (Neutronen pro sec),

k(1-8) = Prompte Multiplikationskonstante,

und k, 8 und V in (II,3.1) definiert sind. Der im Nenner stehende Klammeraus-
druck ist verantwortlich fiir¥ die unterkritische Quellmultiplikation. Wird kp
in (II.5.22) eingesetzt, so gilt unter der Voraussetzung, daf das System

nicht zu stark unterkritisch ist:

So

F = ﬁ = (11.5.23)

Die Zdhlrate ;I bzw, r2

Da So und V konstante GroBen sind, folgt somit:

ist aber nach (I1.5.3) proportional zur Spaltrate F.

é = Ak, (n=1, 2) , (1I.5.24)
r

=

Bei unbekanntem ac werden folglich die gemessenen Werte von o iber ; oder é

r ra
aufgetragen anstelle von p+, wie in Abb,I1I,5.3, Die Extrapolation der gefun-
denen Geraden liefert im Schnittpunkt mit der Ordinate den Wert fiir ac. Dieser
kann dann in der iblichen Weise verwendet werden, um die Abszisse in Dollarein-

heiten der Reaktivitidt (oder anderen Einheiten) auszudriicken,

Nachdem die Bestimmung der Abklingkonstanten des prompten Neutronenflusses, «a,
und ihres Wertes bei verzdgert kritischem Reaktor, ac, diskutiert wurde, soll
die Ermittlung einer weiteren ReaktorgriBe erwihnt werden, ndmlich der Reaktor-
leistung, die aus der Messung ebenfalls einfach gewonnen werden kann, Dazu wer-
den die beiden, schon diskutierten, Ausdriicke fiir Kmax - vgl.(I1.5.15) - und
fir U - vgl,(I1.5,13) - verwendet, Der Maximalbeitrag der korrelierten Detek-
torereignisse ergab sich bei der Verzigerungszeit T = O und seine Bestimmungs-
moglichkeit aus der experimentell gewonnenen Abklingkurve ist in Abb,I1I1.5.2
angedeutet, Die Beziehung (II.5.15) wird etwas umgeformt. Durch Erweiterung

mit Bz und Einsetzen von “c folgt fiir einen nicht zu stark unterkritischen

Reaktor (k = 1):
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2
X o
K = W, W F-2 _°_ |, (11.5.25)
max 1 2 2
28 a

Die GroBe von U folgt aus (11.5,3) und (I1.5.,13) direkt als Produkt der mitt-

leren Einzelzihlraten ;I-;; H

r, er = U = W, W_F . (1I1.5.26)

Division von (II.5.26) durch (II.5.25) und Auflésen nach F ergibt:

2
£ x2 ac
F = 2 ® (1105.27)
Kmax 28 «a
Mit Hilfe der Umrechnung
- 10
1 watt = 3,2 - 10 Spaltungen pro sec (I1.5.28)

1ldB8t sich die Reaktorleistung N in Watt gewinnen:

Lw] (11.5.29)

(u [sec-zj R . Esec-zj ’ O [sec_lj , o [sec-lj , B als absolute Zahl),

Die GroBen U, Kmax’ ac und ¢ kdnnen dem Experiment direkt entnommen werden.
Fiir die Kernkonstante X2 wird gewdhnlicherweise der Wert 0,8 [ 25] verwendet,
Der effektive Anteil verzégerter Neutronen, B, ist aus entsprechenden theore-

tischen Berechnungen des untersuchten Reaktors zu entnehmen,

Angemerkt sei an dieser Stelle, daB bei bekannter Reaktorleistung ebenfalls
die Neutronenquellstirke So nach der Beziehung (II.5.22) berechenbar ist., Im
Auge zu behalten ist allerdings, daB die abgeleiteten Beziehungen nur fiir das
Punkt-Reaktor-Modell streng giiltig sind.

Als nidchster Punkt wird die Frage behandelt, welche Zusatzterme und quantita-
tive Anderungen sich an den bisherigen Berechnungsgleichungen ergeben, wenn
keine Absorptionsdetektoren vorausgesetzt werden, wie das bisher der Fall war,
sondern wenn auch Spaltkammern, RiickstoBprotonendetektoren und dergleichen
zugelassen werden, Dazu muB zum grundlegenden Ausdruck (II.2.16) zurickgekehrt

werden, der folgendermaBen lautete:
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+ 2 frdyldyz [sz(yl,yz) /dt gl(yl.t) gz(yz.t)]

+ }y dy dz [sl(y,z) }/dt gl(y,t) mz(z,t)] (11.2.16)

+ ]f dy dz le(y.z) /dt g,(y,t) upl(z,t)J :

Die beiden letzten Terme in (II.2,16) beriicksichtigen gerade Beitrige zum
zeitlich gemittelten Produkt der Ausgangssignale, die durch Reaktionen in

den Detektoren zustande kommen, bei denen Folgeteilchen auftreten, die die
Reaktionskette fortsetzen konnen, Derartige Fille waren durch das Beispiel 3
im Abschnitt 11.2 verdeutlicht worden, Im vorliegenden Rossi-g-Experiment kann,
da die Verzogerungszeiten positiv (T>0) sind, nur derjenige Detektor mit sei-
nen Folgeteilchen einen Beitrag leisten, der das Torsignal auslést. In unserem
Fall ist das der Detektor am Eingang 1 (vgl.Abb.IX.5,.1), und infolgedessen ist
der letzte Term in (II.2,16) zu betrachten. Unter den zu Beginn des Abschnitts
I1.3 gemachten Voraussetzungen folgt in der orts- und energieunabhingigen

Ndherung:

jy;y dz [sl(y,z) }/dt gz(y,t)ml(z,t)] =‘X’dt gz(t)/{ dz sl(z)¢1(z,t). (I1.5.30)

Die Funktion (pl(z,t) war durch (II.2.12) definiert als Antwort von ry auf eine
einzelne z-Reaktion. Da die z-Reaktion im empfindlichen Volumen des Detektors
auftreten mufl, schliefit (pl(z,t) die Antwortfunktion des Detektors 1 und der
angeschlossenen elektronischen Anordnung, gekennzeichnet durch al(t),ein. Die
Funktion al(t) ist fiir das Rossi-a-Experiment durch (II.5.2a) gegeben. Um die
Eigenheiten verschiedenartiger Detektoren erfassen zu kénnen, wird folgende

GroRe eingefiihrt:

A = Anzahl der im Detektor n (n = 1, 2) pro registriertem Neutron (II.5.31)
freigesetzten Neutronen.

Es ist somit A

O fiir Absorptionsdetektoren, A = 1 fiir RiickstoBprotonende-

tektoren und A V fiir Spaltkammern, Entsprechend der Beziehung (II.2.7a)

ist sl(z)dz die mittlere Rate von Neutronen aus z-Reaktionen in dz, da gemiif
der Voraussetzung als Teilchen nur Neutronen in Betracht gezogen werden., Ein-
setzen der Detektorantwortfunktion, gegeben durch Wlﬁ(ﬂ und der Netzwerkant-
wortfunktion al(t) in (II.5.30) und nachfolgende Integration liber alle Arten

und Orte von z-Reaktionen ergibt:
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/dt g, (t) /dz 5,(2) 9. (z,t) = /dt g,(t) F W A 6(t-1) . (11.5.32)

Die Funktion gz(t), die Antwort von r2 auf den Einschuf eines Neutrons in den
Reaktor zur Zeit t = O, und ihre Berechnung unter den vorliegenden Vorausset-
zungen fiihrte zum Ausdruck (I1I.3.25). Ihre entsprechende Verwendung in Glei-

chung (II.5.32) und Integration iiber die Zeit fihrt zu:

W, k
2 ~aT

K 1 (I1.5.33)

/dt gz(t) F W A1 S(t-T) =

Wird dieser Beitrag auf Grund von Folgeteilchen im Detektor 1 zur Kreuzkorrela-
tionsfunktion (II.5.9) hinzugefiigt und umgeformt, so folgt:
W
2

2
Xp & Ay kg o
ri,(t) = W, FLC W, F + T {Za — + - } e J. (I1.5.34)

Zur Abschidtzung des Detektoreinflusses werden die Ausdriicke in der geschweiften
Klammer der Gleichung (I1I1.5,34) betrachtet, da der zweite Ausdruck im Vergleich
zum ersten die relative ErhShung des korrelierten Beitrags durch den Detektor
liefert. Im Falle des verzdgert kritischen Reaktors (k=1; o = %) gilt:

szz Ay k Xg Ay

= . eD,35
2o | + v 5B + v (11.5.35)

Wird angenommen, da es sich beim Detektor 1 um eine Spaltkammer handelt, so
ist Al =V, und mit den Werten )(2 = 0,8 und 8 = 0,007 ergibt sich:

Xg A4
2_ + T =57 +1 ° (II.5o36)

Hieraus folgt, daB bei einem kritischen Reaktor in der betrachteten Ndherung
der Beitrag einer Spaltkammer im Vergleich zu einem Absorptionsdetektor knapp
2% ausmacht, Der Beitrag erhéht sich mit zunehmender Unterkritikalitidt, so daf
er bei einem 5% unterkritischen Reaktor (k = 0,95) bereits auf 15% angestiegen
ist. Die SchluBfolgerung hieraus ist, daBl bei Messungen nahe am kritischen Zu-
stand der Detektoreinflug gewdhnlicherweise vernachlédssigt werden darf, dap
Jedoch bei stirkerer Unterkritikalitdt Korrekturen anzubringen sind, um sysie-

matische Fehler auszuschlieBen,
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Zum AbschluB der Behandlung der Rossi-a—Methodé sei noch auf experimentelle
Anordnungen eingegangen, die im Gegensatz zur Apparatur der Abb,I1I1.5.1 die
Forderungen der aufgestellten Theorie unter Umstinden nicht erflillen. Es han-
delt sich dabei um Rossi-a-Experimente, die an verschiedenen Stellen [26,27,28]
mit Zeitanalysatoren durchgefiihrt worden sind, in denen nicht alle ankommenden
Detektorimpulse zur Messung der Korrelationsfunktion Verwendung finden. Diese
beschrinkte Auswahl von Detektorimpulsen fithrt dazu, daf das Signal-zu-Unter-
grundverhdltnis Q, gegeben durch Gleichung (II1.5.16), zu kleine Werte annimmt,
Eine ausfiihrliche theoretische Untersuchung dieses Phinomens, die an dieser

Stelle nicht gebracht wird, ist in [23] enthalten.

Die erwih~ten Analysatoren arbeiten meistens nach einer Art Stoppuhr=-Prinzip.
Der erste Impuls startet den Analysatorzyklus, und die nachfolgenden Impulse
werden je nach ihrem zeitlichen Abstand zum Startimpuls in die entsprechenden
Kanile des Analysators einsortiert und registriert. Wihrend eines solchen
Analysatordurchlaufs, dessen Zeitdauer sich nach der eingestellten Kanalbreite
und der Anzahl der Kaniile richtet, kann der Zyklus gewshnlicherweise nicht
neu gestartet werden. Dies fiihrt dazu, daB die Detektorimpulse, die nach dem
Startimpuls eintreffen, zwar einsortiert werden, aber selbst keine Zyklen
starten kénnen. Diese Arbeitsweise ist der wesentliche Unterschied zu der
Anordnung in Abb,.II.5,1, bei der jeder Impuls auch als Startimpuls wirkt und
somit eine vollstindige '"Zyklusiiberlagerung' garantiert ist. Diese Art der
Auswahl von Startimpulsen fiihrt letztlich zu der Verkleinerung von Qmax’ die,
wenn sie nicht beriicksichtigt wird, z.B. zu falschen Werten fiir die Spaltrate
und damit fiir die absolute Reaktorleistung fiithrt. Die Abklingkonstante des
prompten Neutronenflusses, o, wird dagegen durch diese Arbeitsweise nicht in

Mitleidenschaft gezogen.

Analyse von Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Bei der Untersuchung statistisch ablaufender Prozesse spielt die Frage nach
ihrer zeitlichen Wahrscheinlichkeitsverteilung eine grofie Rolle. Gefragt wird
dabei nach der Wahrscheinlichkeit, daB eine Anzahl von n Prozessen in einem
vorgegebenen Zeitintervall der Linge T stattfinden, wobei n ganzzahlige posi-
tive Werte von O bis oo annehmen kann. Ein klassisches Beispiel ist die im

Abschnitt I.4 behandelte POISSON-Verteilung, gegeben durch die Beziehung:



n
(n) -n
pn . n' e ’ n =ov112,3'ooo (11.6.1)
mit
n = Anzahl der Prozesse in einem Zeitintervall der Linge T,
n = Mittlere Anzahl von Prozessen in einem Zeitintervall der Liange T,

Diese Verteilung gilt speziell unter der Voraussetzung, daB die Prozesse von-
einander unbeeinfluft ablaufen, d.h. vdllig unkorreliert sind, wie es z.B. bel
radioaktiven Zerfidllen zutrifft, Das Vorhandensein korrelierter Prozesse fiihrt
infolgedessen zu anderen Verteilungsgesetzen, die von der POISSON-Verteilung
abweichen. Die Abweichung wird umso stédrker sein, je hoher der Anteil der

korrelierten Ereignisse ist.

Zur Bestimmung der kennzeichnenden Eigenschaften einer Wahrscheinlichkeitsver-
teilung gibt es zwei Mdglichkeiten: (1) Die Berechnung ihrer Momente, wie der
Varianz etc., wodurch die Verteilung eindeutig bestimmt ist, (2) die direkte
Berechnung der Einzelwahrscheinlichkeiten, aus denen sich die Verteillung zusam-

mensetzt, Im folgenden sind beide Mdglichkeiten untersucht worden.

Die Ausgangsgleichung zur Momentenberechnung der Verteilung ist der Ausdruck
(I1.3.42), in dessen zweitem Term der Beitrag der korrelierten Ereignisse be-
riicksichtigt wird. Verwendet wird eine elektronische Netzwerkanordnung, die es
erlaubt, widhrend eines Zeitintervalls der Lidnge T Detektorimpulse zu registrie-
ren und die die folgende Antwortfunktion besitzt:

& (11.6.2)

l tsrostsn
a,;(t) =a,(t)
O im Ubrigen Bereich ,

-
L}

Linge des Zeitintervalls,

Ist ferner

nl(t—T, t) = Anzahl von Registrierungen des Detektors 1 im Intervall (t-T,t),

nz(t-T, t) Anzahl von Registrierungen des Detektors 2 im Intervall (t-T,t),

so folgt filr die Ausgangssignale:
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nl(t-T, t)
rl(t) = —_— (11.6.3)
T
nz(tJT, t)
r (t) = —e——, (11.6.4)
2 T

ad daraus das Produkt:

nl(t-T, t) nz(t-T, t)
r.(t) r (t) = B (11.6.5)
1 2 T2

.e mittleren Zihlraten aus den Detektoren 1 und 2 sind gegeben durch die Be-

.ehungen: -
. nl(T-)
r, = wl F = T , (1I1.6.6)
_ n,,(T)
r, = W, F = e (11.6.7)

r zeitliche Mittelwert des Produkts der Ausgangssignale ergibt sich zu:
_ nlnz(T)

2 -
1" 2 T

(11.6.8)

r Vereinfachung der Rechenoperation wird die Fouriertransformation fiir (II.6.2)
rchgefiihrt:

1 - e-iuJT
Al((U) = Az(w) = —3woT (11,6.9)
rd dieser Ausdruck zusammen mit der Reaktorantwortfunktion (II.3.5) in den
tegralteil der Ausgangsgleichung (II.3.42) eingesetzt und die Integration

sgefiihrt, so folgt:

jdw (1-e 10Ty (1 o1WTy 0T _ 4 | o1

55 £ . (I1.6.10)
2T WT (a+iw) (o=iw) a” T

isetzen der Beziehungen (11.6,.6), (I1I.6.7), (I1.6.8) und (II.6.,10) in die
gangsgleichung (II.3.42) ergibt:

n, n,(T) W, X kK2 T -1 4 oar

2
rlrz(T) = T = W,F [W2F+ a > 1 . (11.6.11)

[\V] B &)
L

L (aT)

vblliger Analogie zu diesem Rechnungsgang 1#Bt sich ebenfalls die Bestim-—
gsgleichung fiir Experimente mit nur einem Detektor aufstellen, Diese Her-

tung ist in [21] angegeben und liefert:
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(11.6.12)

Unter Verwendung der Beziehungen (11.6,6) und (II.3.2c) - Definitionsgleichung

fir a -~ 148t sich der Ausdruck (I1.6.12) zur besseren Diskussion wie folgt um-

formen:
—_ 2
n2(T) -7 (T) WX, k2 1-¢9T
= 1+—._._2|:1-—-——:|. (I1.6.13)
n(T) [1-k(1-8)] oT

Fiir den Grenzfall oT—s» o ergibt sich hieraus:

—_ 2

n2 -n w Xz k2

BE— =1 + s 3 (11.6,14)
n [1-k(1-8)]

— 2
2 —
Auf der linken Seite der Gleichung (II.6.13) steht als GréRe die Varianz (n"=-n ),

dividiert durch den Erwartungswert H, die auch als reduzierte Varianz bezeich-
net wird., Die Varianz der POISSON-Verteilung ist nach (I.4.43) gleich E,und
folglich ist ihre reduzierte Varianz gleich eins. Die rechte Seite der Glei-
chung (II.6.13) gibt durch den zweiten Summanden infolgedessen direkt die Ab-
weichung von der reduzierten Varianz der POISSON-Verteilung auf Grund der kor-
relierten Prozesse im Reaktor an. Der zweite, in Klammern stehende Faktor, be-
schreibt dabei die Abhingigkeit von der Abklingkonstanten a und der Zeitinter-
vallbreite T, Fiir kleine Werte von oT, d.h., wenn o durch den Reaktor vorgege-
ben, bei kurzen Zeitintervallen, ist der Klammerausdruck sehr klein. Fiir gros-
ser werdende Werte von ol strebt er asymptotisch gegen 1, Dieses Verhalten
gibt den physikalischen Sachverhalt wieder, daB bel Beobachtung sehr kurzer
Zeitintervalle der EinfluB der korrelierten Ereignisse in den Reaktionsketten
nur teilweise erfaBt wird, wihrend bei liéngeren Zeitintervallen die Korrela-
tionen innerhalb der Ketten voll zum Tragen kommen, Eine weitere Vergrdflerung
der Zeitintervalle bringt keinen wesentlichen Gewinn mehr, da dann die Korre-
lationen weitgehend abgeklungen sind. Der Faktor vor der Klammer enthidlt den
EinfluB der Detektorempfindlichkeit W und der Multiplikationskonstanten K. Der
Faktor ist umso groBer, je nidher der Reaktor dem kritischen Zustand ist und

Je héher die Detektorempfindlichkeit liegt., Dies ist physikalisch ebenfalls
plausibel, da dadurch erstens der Zunahme von Verzweigungsprozessen bei stir-
kerer Kritikalitdt und zweitens der groferen Wahrscheinlichkeit, im Detektor

korrelierte Ereignisse nachzuweisen, Rechnung getragen wird.
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Durch die experimentelle Bestimmung der reduzierten Varianz in Abhdngigkeit
von der Intervalldauer T lassen sich die in der Gleichung (I11,6.13) enthal-
tenen Reaktorparameter durch Vergleich der gemessenen und der gerechneten Kur-
ven bestimmen., Auf die Durchfithrung derartiger Messungen wird noch weiter un-

ten eingegangen,

Direkte Berechnung der Wahrscheinlichkeitsverteilung

Die direkte Berechnung der Verteilung der Wahrscheinlichkeiten, in einem Zeit-
intervall der Linge T eine Anzahl von n Detektorregistrierungen zu finden, wur-
de von ZOLOTUKHIN und MOGILNER [18] versucht. Sie bedienten sich dabei der
Technik der wahrscheinlichkeitserzeugenden Funktionen, um die Verteilungen zu
berechnen. Die wahrscheinlichkeitserzeugenden Funktionen sind eng verwandt

mit den im Abschnitt 1.3 behandelten charakteristischen Funktionen und dienen
im wesentlichen dem gleichen Ziel, ndmlich einer moglichst einfachen Berech-
nung von Momenten und Einzelwahrscheinlichkeiten . Der Ausgangspunkt ist wie-

der ein stationédres unterkritisches Reaktorsystem mit Quelle.

Eingefithrt wird die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion E(T,u) durch die
Definitionsgleichung: i

@
z

E(T,u) = pn(T) u” s (II.6.15)

n=0

wobei
T = Ldnge des Zeitintervalls,

Hilfsvariable,

Auf Grund der Definition und der Eigenschaften der erzeugenden Funktion lassen
sich mit ihr die Wahrscheinlichkeiten und Momente der Verteilung berechnen.
Ausgehend von der Gleichung (I11.6.15) 1dBt sich zeigen, daf folgende Bezie-

hungen gelten:

1 4" E(T,u)

p - - =2 Siisv) " (11.6.16)
n nt dau” ‘
u=0
a2 E(T,u) dE(T,u) dE(T, u) 2
Varianz = —2'--— + —_—r - [——’—— ] N (11.6.17)
du u=1 du u=1 du u=1
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Unter Voraussetzung der Orts- und Energieunabhingigkeit, der Vernachlédssigung
relativ seltener Verzweigungsprozesse, unter Ausschluf der verzégerten Neutro-
nen und unter der Annahme, daB nicht mehr als zwei korrelierte Prozesse aus
einer Reaktionskette nachgewiesen werden, erhielten ZOLOTUKHIN und MOGILNER [18]

flir die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion folgenden Ausdruck:

2
1n E(T,u) = n(T)(u-1) { 1= _ 2 1nC1 + L&D (g oT® )3}, (11.6.18)
Z(u-1) o Z(u-1) 49
wobei

(p = vl - 2 2(11'17, (1106019)

WX, K2
2 = —2 (11.6,20)

[1-kx(1-8)]

Die anderen Gréflen waren bereits durch (II.3.1) eingefilhrt worden,

Die einzelnen Wahrscheinlichkeiten pn lassen sich aus (II.6.,18) unter Verwen-
dung der Berechnungsvorschrift (I1.6.16) prinzipiell bestimmen. Ftir grofere
Werte von n jedoch wird das Verfahren analytisch fast undurchftihrbar. Von
ZOLOTUKHIN wurde nur po(T), d.h, die Wahrscheinlichkeit, daf® im betrachteten
Zeitintervall keine Registrierung erfolgt, berechnet. Diese Wahrscheinlichkeit
ergibt sich aus (I1.6.16) und (II.6,18) nach Umformung zu:

_ 2 2 (p,-1)2 T
- n(T) F {1 + W ln El + T (1-e )J} ’ (11.6.21)
p(T) = e
o
wobei

P(z, u=0) = ¢ = \/1+22 X (11.6.22)

o

Werden po(T) und n(T) fir verschieden lange Zeitintervalle gemessen, so lassen

sich die Gréfen a und z durch Anpassung bestimmen,

Wird wiederum der Grenzfall oT—e o0 betrachtet, so vereinfacht sich die erzeu-
gende Funktion (II1.6.18) wesentlich. Wird dieser Fall durch Eoo(u) gekennzeich-

net, so folgt:

(1-\1-2z(Qu-1)
E (W) =e . (11.6.23)

N 3

Mit Hilfe der Beziehung (II1.6.16) lassen sich fiir diesen Spezialfall die Wahr-

scheinlichkeiten wie folgt berechnen:
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SENE-1

_ (1-Y1+2%)
dE(u) n

= = —_— e (II.6-24)
= du 14+2%

u=0

2 — - =
pzoo - Ld_.E(_‘zl)_ _ n , dE(u) + n I E (u=0)
2! du Vi+22 du Vi+2s 1+22
u=0 u=0
(I1.6.25)
I S
2 142z 1o = y405 O

Durch fortlaufende Differentiation lassen sich ebenfalls die Wahrscheinlich-
keiten fiir hdhere Werte von n gewinnen, woraus folgende Rekursionsformel auf-

gestellt werden kann:

. . 5
~ n m (25-1) 11 B
p = p = £ p__ . (I1.6.26)
09 5 (1+m) \1+2z d=0 ™3 [ 1+2”]

Eine Moglichkeit zu priifen, ob die von ZOLOTUKHIN und MOGILNER aufgestellte
erzeugende Funktion (II.6.18) Ergebnisse liefert, die mit der Theorie nach [ 21]
iibereinstimmen, ist durch Vergleich der berechneten Ausdriicke fiir die Varianz
gegeben. Aus der erzeugenden Funktion (I1.6.18) und der Beziehung (II.6,17)
folgt fiur die reduzierte Varianz:

— 2

2¥m -7 M WX, 12 1 -

— -1 —2 — |1 - —0
n(T) (1-k(1+8)]

(11.6.27)

in Ubereinstimmung mit der Beziehung (I1I1.6.13). Entsprechend folgt filr den
Grenzfall oT—o00 aus (II.6.23) und durch Bildung der Ableitungen (II1.6.24)
und (II.6.25) an der Stelle u = 1 mit Hilfe der Rechenvorschrift (I1,6.17)

sofort

nZ & n WX, K2
[— = 1 + - (II¢6028)

[1-k(1-8)]°2

in Ubereinstimmung mit (II.6.14). Die beiden theoretischen Methoden liefern

unter den gemachten Voraussetzungen somit die gleichen Resultate.
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Zur Aufnahme experimenteller Daten, die zur Gewinnung reaktorphysikalischer
Parameter aus der Analyse der Wahrscheinlichkeitsverteilung notwendig sind,
lassen sich verschiedene Verfahren verwenden. Das erste Verfahren geht direkt
von der Beziehung (II.6.,13) aus, Fir jedes einzelne Zeitintervall wird die An-
zahl n der registrierten Ereignisse bestimmt und daraus die Varianz berechnet,
Eine experimentelle Anordnung dazu wurde von ALBRECHT [ 29 ] erstellt und ist

in Abb,II.6.1 schematisch gezeigt.

Datenaufnahme
Hoch -
spannung
Signal
Impuls - I Magnetband- Tor -
= verstirker T B9 .
e former speicher \ Zahler
Entkoppler \
Rickspielen des Signals
(versetzt um At )
Vorverstarker
% Datenverarbeitung
Impuls
Hagnotband-_/__ Tor- Umcodier-| _| Karten -
| X speicher Zahler einheit locher
Reaktor Detektor

Impulse pro
Intervall AT

Abb,I1I.6.1 MeBanordnung zur Bestimmung der Wahrscheinlichkeitsverteilung
nach ALBRECHT [29 ]

Verwendet wird ein Zihler, der ein Eingangstor besitzt, das wihrend der Zeit-
intervalldauer T gedffnet ist. Jedes Intervall wird einzeln ausgezdhlt und die
Anzahl der Ereignisse n in diesem Intervall iiber eine Unmcodierstufe auf eine
Lochkarte gestanzt., Aus diesen Daten wird die reduzierte Varianz als Funktion
der Intervalldauer T berechnet. Der Vorteil des Verfahrens besteht in seinem

relativ einfachen Aufbau., Die wesentlichen Nachteile sind:
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(a) Beschrinkung auf eine niedrige Anzahl von Ereignissen pro Zeitintervall-
dauer T (600 Ereignisse bei [29]), wodurch ein groBer statistischer Fehler
entsteht. Der Grund zur Beschrinkung liegt in der Menge der anfallenden Loch-
karten. (b) Lange MeBzeiten auf Grund der Pausen, die durch die Ausgabe der
Information nach jedem einzelnen Intervall bedingt sind, (c) Unrationelle

Auswertung in der Rechenmaschine,

Das zweite Verfahren wurde von ZOLOTUKHIN und MOGILNER [15-17] entwickelt und
dient der experimentellen Bestimmung von po, um durch Anwendung der Gleichung
(11.6.21) die reaktorphysikalischen Parameter zu gewinnen. Da bei diesem Ver-
fahren nur die beiden GréBen po und n als Funktion von T bestimmt werden, zeich-
net es sich durch ein einfaches Prinzip aus, da eigentlich nur gemessen werden
muB, ob im betrachteten Intervall die Ereigniszahl groBer als Null ist. Dies

wird mit einer FLIP-FLOP Schaltung erreicht, die in Abb.II1.6.2 schematisch

dargestellt ist,

Zeitmarken- Dual - Dual - it Dual- 8t Dual - 16 ¢t Zur Zeit-
"O 2t° Q
Generator Untersetzer] Untersetzer ] Untersetzer] Untersetzer]Y]| intervallzahlung
P
P P P % 5
i
Detektor
— |
— . . |Zur Deteklor-
Verstarker impulszihluﬁg
p-Ausgang p - Ausgang p - Ausgang p - Ausgang p- Ausgang
Kanal 1 Kanal 2 Kanal 3 Kanal 4 Kanal 5

Abb,.II.6.2 MeRanordnung zur Bestimmung von po nach [15-17]
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Verwendet werden fiinf identische Elemente. Ein Zeitmarkengenerator liefert
Impulse definierten zeitlichen Abstands, die noch untersetzt werden, um ver-
schiedene Intervallingen zu gewinnen. Das sogenannte 'p-Element" besteht aus
einem Flip-Flop, das von dem Impuls des Zeitmarkengenerators in die stabile
Stellung I gebracht wird. Koﬁmt nun vom Detektor wihrend des Zeitintervalls
ein oder mehrere Impulse, so bringt der erste ankommende Detektorimpuls das
Element in die stabile Stellung II, und dort bleibt es,bis der nichste Zeit-
impuls kommt. Dieser kippt es zuriick in die Stellung I, und dabei wird ein
Impuls an einen Zihler gegeben, der besagt, daf mindestens ein Ereignis widh-

rend des Intervalls registriert wurde. Infolgedessen besteht die eigentliche

Mefligrofle aus der Summatlon liber alle Wahrscheinlichkeiten p1 bis p , d.h, sie
ist gegeben durch Zl p . Da aber andererseits die grundsitzliche Gleichung
n=
n=0

erfillt sein muB, folgt zur Bestimmung von P, ¢

1- % (1I.6.30)
p = - P, . II.6.
o n:l n

Diese Beziehung 1dRt die wesentlichen Nachteile des Verfahrens deutlich erken-
nen. Aus der Bestimmungsgleichung (II.6.21) fir P, folgt, daB es bei wachsen-
dem n(T) exponentiell abnimmt, Werden alle anderen Gréfen konstant gehalten,

so nimmt n(T) linear mit der Zeitintervalldauer T zu. Dieses Verhalten von po

ist in Abb.II1.6.3 anhand anderweitig gewonnener MeBergebnisse quantitativ ge-

zeigt,
pb
1.0
°  MeRpunkte

= ——— Anpassungskurve ( 2= 0,34 ,a=113 sec™')

05

0 L 1 1 = '“T —

0 10 20 30 40 50 ms

Abb,I11.6,3 Wahrscheinlichkeit Py als Funktion der Intervalldauer T
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Die Wahrscheinlichkeit po(T) ergibt sich infolgedessen aus (II1.6.30) in den
meisten Fillen als Differenz zweier ungefihr gleich groBer Zahlen, wodurch

der Fehler groB wird., Erschwerend kommt hinzu, daf die eigentlichen MefBgros-
sen nur in der Differenz zwischen dem gemessenen po-Wert und dem po der ent-
sprechenden POISSON-Verteilung enthalten sind und sich dadurch Fehler in der
po-Bestimmung stark auf die Genauigkeit der Reaktorgrdfen auswirken. Zusammen-
gefaBt ergeben sich bei diesem Verfahren folgende Nachteile: (a) Beschridnkung

auf einen kleinen Zeitintervallbereich, (b) grofle Fehlergrenzen.

Eine andere Methode, entwickelt mit dem Ziel, die sich bietenden Moglichkei-
ten voll zu nutzen und die aufgezidhlten Nachteile auszuschalten, besteht darin,
flir ein vorgegebenes Zeitintervall der Linge T den gesamten interessierenden
Bereich der Wahrscheinlichkeitsverteilung schnell und genau, d.h. unter Ver-
wendung grofier Zihlraten und hoher Ereigniszahlen, zu bestimmen, Zu diesem
Zweck wird ein Wahrscheinlichkeitsverteilungs-Analysator verwendet, dessen

Wirkungsweise aus dem Blockschaltbild in Abb.II.6.4 hervorgeht [30] .

o ni t orsihier
(Rp)

Verstdarker ———o Ausgang 0 (Rol
= A ——o Ausgang 1 (R )
Detektor Diskriminator Schngligs l:

Elektron. ;
:
)

Zeitmarken - Schrittschalt- :

Generator '

B Werk ———0 Ausgang 126 (R, )

( programm - o A 127 (R

gestauert) usgang 127 (R )

Zeitmarken-
zabhler ( RT )

Abb.I1.6.4 Schematische Darstellung des Wahrscheinlichkeitsverteilungs-
analysators
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Der Analysator erlaubt eine direkte Bestimmung der Wahrscheinlichkeiten pn(T),
wobei n sich von O bis 127 erstrecken kann., Das Kernstlick ist ein schnelles
elektronisches Schrittschaltwerk mit 127 Schaltstellungen, das von jedem, den
Eingang A passierenden, Impuls um einen Schritt weitergeschaltet wird. Auf
den Eingang A werden die in zufidlliger Folge ankommenden Detektorimpulse ge-
geben. In den Eingang B gelangen in periodischer Folge. Impulse aus einem Zeit-
markengenerator, deren zeitlicher Abstand die Lidnge des Zeitintervalls T be-
stimmt. Je nach Stellung des elektronischen Schrittschaltwerks wird am be-
treffenden Ausgang ein Tor gedffnet, durch das der Zeitimpuls, der das Ende
des Intervalls angibt, in einen angeschlossenen Zihler gelangt. Danach wird
das Schrittschaltwerk zuriickgesetzt und der Analysator fiir das ndchste Zeit-
intervall geoffnet. Wenn also z.B, widhrend des Intervalls 3 Detektorimpulse
am Eingang A ankommen, wird dadurch das Tor am Ausgang 3 gedffnet, so daR der
Impuls des Zeitmarkengenerators ein Signal in den angeschlossenen Zdhler Nr.3
liefert. Das bedeutet, daB 3 Impulse wihrend des Intervalls registriert wur-
den. Zus#tzlich werden bei der Messung alle Detektorimpulse und Ausgangssig-
nale des Zeitmarkengenerators gezdhlt, Die Bestimmung der einzelnen Wahr-

scheinlichkeiten pn(T) ergibt sich folgendermaBen: Ist

R

N Anzahl der Registrierungen im Zghler n (n = O bis 127),
(11.6.31)

RT = Anzahl der Ausgangssignale des Zeitmarkengenerators,
so folgt:
olg Rn
p = = (11.6.32)
n R
T
wobei speziell R
p = —. (11.6.33)
o RT

Die Varianz 1dB8t sich mit bekannten pn(T) ebenfalls bestimmen. Verwendung fin-

den dabei die nach (I.3.18) bzw, (I.3.20) bekannten Beziehungen

- @
n(T) = I p (T)°n , (11.6.34)
n=1 n
2 @ 2
n(T)y = X p (T)en", (I1.6.35)
n=1 n
woraus fiir die Varianz folgt:
) _2 @® 2 oo 2
n(T) - n (T) = X p (T)-n" - [ T p (T)°n . (I1.6.36)
n=1 n n=1 n

Die Beziehungen (11.6.33) und (II.6.36) sind an dieser Stelle angefiihrt, um
zu zeigen, daf die beiden zuerst behandelten Verfahren in dieser Methode ein-

geschlossen sind.



- 122 -

Der gesamte Analysator ist auf eine maximale Z&hlfrequenz von 20 MHz ausgelegt,
um hohe Z#hlraten, wie sie in Plutonium enthaltenden schnellen Nullenergiean-
ordnungen auftreten, verarbeiten zu konnen. Zu bemerken ist dabei, daB die an=
geschlossenen Zidhler diese Frequenzanforderung nur in den ersten Kanilen erfiil-
len miissen, da durch die Untersetzung im Schrittschaltwerk die Z#hlfrequenz

der hoheren Kanalnummern automatisch herabgesetzt wird.

Da wdhrend eines Versuchs die Zeitintervalldauer T ofters zu verindern ist,
wird ein programmgesteuerter Zeitmarkengenerator verwendet, mit dem die An-
zahl, Folge und Zeitdauer der Intervalle vorgegeben werden kann und wdhrend

des Versuchs automatisch abliuft. Die Intervalldauer T ist dabei in 51 diskre=-
ten Schritten zwischen lo/us und 640 ms wihlbar. Dieser Zeitumfang ist notwen-
dig, um den Anwendungsbereich von thermischen bis zu schnellen Reaktoranord-
nungen zu ilberstreichen, da die Intervalldauer immer in der Grodfenordnung

T = o liegen muB, Das Programm wird {iber einen Lochstreifenleser eingegeben,
von dessen Kontakten eine Diodenmatrix gesteuert wird, die die gewlinschte Zeit-
intervalldauer aufruft, Die Welterschaltung der Programmpunkte erfolgt ent-

sprechend den gewihlten Zeiten im Versuch durch einen Mefi- und Pausenzeit-

Timer (vgl. Abb,II1,6.5).

Die Betriebswelse des Analysators wihrend eines Versuchs liuft folgendermaBen
ab: Entsprechend der Reaktoranordnung und dem Reaktivitidtszustand wird das
Programm fiir die Reihenfolge, Werte und Anzahl der Zeitintervalldauern T auf-
gestellt, wobel gewshnlicherweise mehrere Messungen mit gleicher Intervalldau-
er wiederholt werden, um Langzeiteffekte erkennen bzw. ausschlieBen zu kdnnen.
Die MeRzeit pro Intervalldauer T wird je nach GroBe der Zdihlrate unter dem Ge-
sichtspunkt einer ausreichenden statistischen Genauigkeit festgelegt. Flir jede
Intervalldauer T (und ihre Wiederholungen) wird die gesamte Wahrscheinlich-
keitsverteilung aufgenommen, nach Beendigung ausgegeben und die Zihlerinhalte
gelbscht, Die Pausenzeit zwischen zwei Messungen hidngt nur von der Datenaus-
gabegeschwindigkeit ab und betridgt im vorliegenden Fall 30 sec. Nach Ablauf

des Programms wird der Analysator gestoppt.
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Abb,I1.6.5 Darstellung der Datensammlung und Datenverarbeitung
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Die Datensammlung und Datenverarbeitung ist im Blockschaltbild der Abb,II.6.5
angegeben., Die einzelnen Zihler sind mit einer Steuereinheit verbunden, durch
die die Umcodierung der MeRdaten zur Ausgabe in der Schreibmaschine und im
Streifenlocher durchgefithrt wird. Die vom Streifenlocher erstellten Lochstrei-
fen werden in Lochkarten umgesetzt und gelangen von dort in die Rechenmaschine

zur Auswertung.

Auswertungsmethoden

Zur Auswertung der experimentellen Daten mit Hilfe eines Rechenprogramms nach
der Varianzmethode wird von den Gleichungen (I1I1.6.13), (II.6.34) und (II.6.35)
ausgegangen, Aus der Gleichungsform (II.6.13) ergibe sich die eigentliche Be-
stimmungsgroBe, wenn von der gemessenen reduzierten Varianz auf der linken Sei-
te der Gleichung, die reduzierte Varianz der POISSON-Verteilung vom Betrage
eins abgezogen wiirde. Dieser Wert eins gilt streng genommen nur fiir unendlich
grolle Ereigniszahlen. Bei endlichen Ereigniszahlen ist dieser Wert mit einem
statistischen Fehler behaftet. Um diese Tatsache bei der Auswertung in ange-
messener Form zu beriicksichtigen, wird die Gleichung (11.6.13) folgendermaBen
umgeformt:

2

a(a=1)(T) - 1 (T) WX, K2 1 - e o
— - 5 [1 - ————J : (11.6.37)
n(T) C1-k(1-8)] oT

Die Bestimmungsgleichung fiir die modifizierte Varianz auf der linken Seite

folgt aus den Beziehungen (I1.6.34) und (II.6.35) zu:

@ ™ 2 R 2
2 p (T)-n(n-1) - [ L p (T)-nj] n(n~-1)(T) - n (T)
n=2 n n=1 o
= . (11.6.38)
o8} —_
Z p (T):n n(T)
n=1 B

wobei die Wahrscheinlichkeiten pn(T) nach (II1.6.32) gegeben waren durch;:
P = . (11.6.32)

Die Groflen Rn und R, sind in (11.,6,31) definiert,

T

Zur Prilfung der einwandfreien Arbeitsweise des Analysators, der Datenausgabe-

vorrichtung und der Auswertungsmethode werden folgende KontrollgréRen gebildet:
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(1) Berechnung der mittleren Anzahl von Registrierungen im Intervall der
Lénge T, E(T), nach der Beziehung:

no= o=, (11.6.39)
T

wobei
RD = Anzahl der Registrierungen im Monitorzihler,

Der daraus resultierende Wert fir n musf gleich dem sein, der sich durch An-

wendung der Beziehung (II,.6.34) ergibt. Infolgedessen muB sein:

D [0 0]
- = Z p(T)en ., (11.6.40)
RT n=1 n
(2) Die Beziehung
o @ Rn
Z p(T) = X — =1 (I1.6.41)
"n=0 B n=0 R

muf3 erfiillt sein. Anzumerken ist hier, daB die Summierung jeweils bei Wer-
ten von n abgebrochen wird, bei denen die pn-Werte vernachlidssigbar klein
sind,

(3) Auf Grund der Arbeitsweise des Analysators miissen ebenfalls die beiden Be-

ziehungen
oo
und @

giltig sein. Bei Erfiillung der Kontrollbeziehungen (I1,6.40) bis (I1.6.43)
ist die fehlerfreie Arbeitsweise der Anordnung gewshrleistet,

Die modifizierte Varianz wird fiir Jede Intervalldauer T nach (11.6.38) be-
rechnet und ausgegeben. Die daraus folgende Kurve der modifizierten Vari-
anz als Funktion von T ist fir ein typisches Beispiel in Abb.II.6.6 dar-
gestellt,
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n(n -_1) - ﬁz
n o Meflpunkte
a3 F Anpassungskurve (2=0,34 ,ez 113 sec')
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Abb.I1I1.6,6 Abweichung von der reduzierten Varianz der POISSON-Verteilung

als Funktion der Intervalldauer T

Der nun noch durchzufiihrende Auswertungsschritt ist die Bestimmung der ge-
suchten Reaktorparameter durch Anpassung der Beziehung (I1.6.37) an die Kur-

ven. Die Beziehung (II.6.37) léBRt sich folgendermaBen schreiben:

2
0lo-D@ -0 M . 5 ..8D , (11.6.44)
n(T)
wobei - e_aT
B(Q,T) = 1 - ——Er—-—-—— ’ (11.6.45)
2
z(W,k) = xz W % (I1.6,46)

[1-k(1-8)]2

Am Anfang wird fir jeden Mefpunkt (gekennzeichnet durch Index k) mit einem

geschitzten Wert fiir o nach (1I1.6.44) und (I11.6.45) ein Wert z_  berechnet,

k
Aus diesen Einzelwerten ik wird der Mittelwert ﬁm gebildet und nach der Vor-
schrift
(2, - 2)°
< e > = Minimum (11.6.47)
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unter Adjustierung von o der Wert fiir im mit der kleinsten relativen Abwei-

chung o bestimmt, wobei

° (11.6.48)

Da die Werte der bei der Messung verwendeten Intervalldauern T eingegeben wer-

den, folgt die GroBe aMESS ebenfalls direkt aus der optimalen Anpassung.

Ein spezieller Zusatz besteht in der Einfiihrung von Gewichten AW die nach
Durchlaufen der ersten Stufe an den MeBpunkten angebracht werden., Sie sind

definiert durch die Gleichung

= o 2
zk - zm
g, = exp - [—-——J (11.6.49)
k -
z T
m
mit
T = VYorwidhlbare Toleranzgrenze.

Hierdurch wird erreicht, daB ein stark von der erhaltenen Kurve abweichender
MeBpunkt mit einem objektiven Gewichtsfaktor gk versehen wird, der umso klei~
ner ist, je weiter der Punkt von der Kurve entfernt liegt und je enger die
Toleranz gewihlt wird. Mit den so gewichteten MeRpunkten wird ein zweiter
Rechnungsgang durchgefiihrt, der schlieBlich zu entsprechend korrigierten Wer-

ten von z und aMESS' sowie zu einer ausgeglichenen MeBkurve fiihrt,

Die auf die beschriebene Art gewonnenen Werte flir die Abklingkonstante des
prompten Neutronenflusses, a, konnen auf die gleiche Weise wie beim Rossi-o-
Experiment iiber einer reaktivitdtsproportionalen GroBe aufgetragen werden,
um den Wert fiir einen kritischen Reaktor, a,, zu erhalten, wenn eine direkte
Messung im verzdgert kritischen Zustand nicht méglich ist. Bei bekanntem ac
kann o entsprechend der Abb.II.5.3 direkt iiber der Reaktivitit aufgetragen
werden, Diese beiden Moglichkeiten sind in Abb,I1I1.6,7 dargestellt,
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Es handelt sich um typische Messungen, die am Schnell-Thermischen Argonaut-
Reaktor Karlsruhe (STARK) durchgefiihrt worden sind. Ein Querschnitt durch den
Reaktor und die Positionen der Detektoren sind auf der Abb.I1,6.7 mitangegeben,
Als reaktivitidtsproportionale Grofe wurde die reziproke Z#hlrate eines bei
allen Messungen eingeschalteten Monitors gewdhlt, Nach Extrapolation der Kur-
ve und Bestimmung von ac wurde die Reaktivitit p+ nach der Beziehung (I11.5,.21)
berechnet und als zweite Skala der Abszisse miteingezeichnet, Erwihnt sei an
dieser Stelle, daB durch sorgfiltige Detektorpositionierung und Parallelschal-
tung dafiir Sorge getragen werden muf, daB das gemessene a eindeutig der Grund-
welle der Reaktoranordnung zugeordnet werden kann, da anderenfalls die Inter-
pretation der Ergebnisse im Rahmen des Punkt-Reaktor-Modells nicht zulédssig

ist.

Das Verhdltnis O von korrelierten zu nichtkorrelierten Detektorereignissen
ergibt sich in diesem Falle aus der Gleichung (II1.6.27). Der unkorrelierte

Beitrag zum Signal ist der erste Term auf der rechten Seite von (1I1.6.27),
U = 1, (I1.6.50)

und der korrelierte Beitrag der zweite Term:

WX, k2 ) Py =T
K = 5 ,:1 T —— ] i (I1.6.51)
[1-k(1-8)] aT

Der maximale Wert von K folgt fiir oT— @ zZus

WX, K2
Kmax = e (I1.6,52)
C1-k(1-8)]
Das maximale Verhidltnis Qmax ist hier identisch mit Kmax und dariiber hinaus

mit der durch (II.6.20) eingefiihrten GroBe Z, deren Bestimmungsméglichkeit

aus der MeBkurve in Abb,I1.6.6 miteingezeichnet ist., Somit folgt:

WX K2 w X K2 w X k2 a :
- 2 2 2 c
Qmax = VA = —---—-—-—2 [ 5 3 = 2 ) & (11.6.53)
C1-k(1-8)] a” | B a

Das Verhidltnis Qmax bzw, auch Q sind in diesem Falle unabhédngig von F im Gegen-
satz zur Rossi-g-Methode., Fiir einen kritischen Reaktor (k=1, a=ac=8/[ ) geht
(I11.6.53) tiber in:

X2
Qmax P EE v . (I1.6.54)
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Bei einem experimentell bestimmten Reaktivititszustand und bekanntem X 2 und
B 1iBt sich die Detektorempfindlichkeit sowohl aus (II.6.53) als auch (11.6,54)
bestimmen. Da aber die mittlere Detektorzihlrate entsprechend (II1.6.6) bzw,

(11.6.,7) gegeben ist durch
r = WF, (11.6.55)

folgt daraus die Bestimmungsméglichkeit flir die Spaltrate F zu

>
N
=i

F - — - ———— (II.6.56)

oder, in entsprechender Weise, mit Qmax' Durch Anwendung des Umrechnungsfak-
tors (II.5.28) kann aus der Spaltrate F die Reaktorleistung in Watt erhalten
werden, Mit bekannter Spaltrate F 1d8t sich nach (I11.5,22) auch die Neutronen-

quellstirke So gewinnen,

Zum Abschluff der Behandlung der Analyse von Wahrscheinlichkeitsverteilungen
seien noch einige Gesichtspunkte zur Bestimmung der Reaktorparameter aus Ein-
zelwahrscheinlichkeiten oder aus der gesamten Wahrscheinlichkeitsverteilung
angefilhrt, Die experimentelle Gewinnung der Wahrscheinlichkeit po, daB in dem
betrachteten Zeitintervall keine Registrierung erfolgte, geschieht mit dem
Analysator der Abb.I1.6.4 durch Anwendung der Beziehung (I11.6.33). Auf diese
Welse erhaltene Ergebnisse sind in der Abb.II;6.3 dargestellt, Sie stammen

aus der gleichen Messung, aus der die Kurve in Abb,I1.,6.6 gewonnen wurde. Die
Auswertung nach der Gleichung (II.6.21) fiir po lieferte die gleichen Werte

flir ¢« und z, wie die Auswertung nach der Momentenmethode., Zur Veranschauli-
chung sind in Abb,II.6.8 fiir die gleiche Messung einige bei verschieden langen
Zeitintervallen gemessene Verteilungen dargestellt, Zusdtzlich sind zum Ver-
gleich entsprechende, nach (II1.6,1) berechnete POISSON-Verteilungen mit einge-
tragen, um die Abweichungen feststellen zu kénnen. In der Histogrammdarstel-
lung der Abb,11.6.8 treten die Abweichungen von der POISSON-Verteilung nicht
so deutlich hervor wie bei der Varianz-~Darstellung der Abb.II.6,.,6. Zu beach-
ten ist allerdings, daB in diesem Fall der maximale Anteil Qmax von korrelier-
ten Detektorereignissen, der gemidB (I11,6.53) durch z gegeben ist, nur 34% be-

trdgt und somit eine sehr starke Abweichung nicht zu erwarten ist,
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Infolge der Kompliziertheit und Schwierigkeit bei der Berechnung der Ein-
zelwahrscheinlichkeiten sind diese zur Bestimmung der Reaktorparamefer nicht
sonderlich gut geeignet. Eine Ausnahme bildet dabei die Auswertung nach po,
die jedoch, wie oben bereits erwidhnt, zwei wesentliche Nachteile besitzt,
ndmlich (a) Beschrinkung auf einen kleinen Zeitintervallbereich und (b) grofie
Fehlergrenzen. Aus diesen Griinden ist generell die Auswertung nach der Mo-

mentenmethode vorzuziehen.

Frequenzanalyse von Ionisationskammerstromen

Das Prinzip dieser Methode besteht in der Frequenzanalyse von Stromen, die
entweder aus Ionisationskammern oder aus anderen in den Reaktor eingebauten
Detektoranordnungen stammen, §§§timmt wird speziell die spektrale Leistungs-
dichte als Funktion der Frequenz, aus deren Verlauf sich Reaktorparameter ge-
winnen lassen. Verwendung finden Bandfilter, mit denen aus dem interessieren-
den Frequenzbereich Intervalle zur Analyse ausgewidhlt werden kénnen. Im Ge-
gensatz zu den in den Abschnitten II.5 und II.6 beschriebenen Verfahren han-
delt es sich in diesem Fall um die Untersuchung stetiger Zufallsfunktionen,
wie sie durch die Stromsignale geliefert werden. Die besondere Betonung

liegt hier wiederum auf dem Zwei-Detektor-Experiment in Kreuzkorrelation,

das sich bei dieser Methode als besonders vorteilhaft herausstellen wird.

Der prinzipielle Aufbau eines derartigen Experiments ist in Abb.II.7.1 sche-

matisch dargestellt.

ri(t)

Detaektor 1 s

nn nra2 .
X M

Detektor 2

E— < B,(w) R
rz(t)

Reaktor Verstdarker Bandfilter Multiplikation Mittelung

Abb,I1.7.1 Schematische Anordnung flir Zwei-Detektor-Experiment
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Vorausgesetzt wird wiederum, daR nur Absorptionsdetektoren verwendet werden,
Der Ausgangsstrom der Detektoren wird einem Breitband-Gleichspannungsver-
stdrker zugefiihrt und gelangt verstidrkt in ein Bandfilter, das die Frequenz-

charakteristik B(w ) besitze., Also

Bn(u)) Frequenzcharakteristik des Bandfilters im Kanal n (n=1,2), (II.7.1)

w

2Tt f = Kreisfrequenz [sec_lj .

Der mittlere Ausgangsstrom des Verstidrkers im Kanal n ist gegeben durch

?l; = W, Faq , n=1und 2, (11.7.2)
wobei
qn = Mittlere Ladung pro nachgewiesenem Neutron in Kanal n

und die GrofBen Wn und F in (II.3.1) definiert sind. (WnF) ist die Rate von
Neutronennachweisreaktionen im Detektor n. Die Netzwerkantwortfunktion fir

den Kanal n, An(UJ), ist gegeben durch

An(w) = q Bn(w) 8 (11.7.3) -

Den Ausgangspunkt zur Berechnung des zeitlich gemittelten Produkts der Ausgangs-
signale bildet die Gleichung (II.3.42), deren Herleitung und Voraussetzungen
im Abschnitt II.3 behandelt wurden, Sie lautet:

2
. wlwzk xzfdw

r.r = r,er_+ F

2
12 172 (2 Aj(w) A (-w) ,H(w), . (I1.3.42)

2T

Nach der Beziehung (I1.3.45) berechnen sich die Mittelwerte der Einzelausgangs-
signale unter Beriicksichtigung von (11.7.3) zu:
r_

Durch Einsetzen von (I11,7.3) und (I1.7.4) in (I1.3.42) und unter Beriicksichti-
gung der Tatsache, daB zur Bestimmung der Amplitudenwerte nur der Realteil

interessiert, folgt:
o]

2
w.w_X k
2, 1"2% dw' , _ T
T1¥2 = 4 95F WiW,B, (0)B,(0) + q qF 2 Ref = Bl(w)Bz(-w)]H(w.)’ . (11.7.5)

4]
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Zur Untersuchung werden Bandfilter verwendet, deren Durchlafbereich im inter-
essierenden Frequenzbereich verschiebbar ist. Die spezielle Eigenschaft die-
ser Bandfilter ist, daB auferhalb des betrachteten FrequenzintervallsAw um

eine Zentralfrequenz W das ankommende Signal unterdriickt wird, so daB
Bl(w') Bz(-w') =0 (I11.7.6)

auBerhalb des Frequenzintervalls Aw . Hieraus folgt weiterhin:

I

Bl(O) BZ(O) o . : (I1.7.7)

Ist die Auflésung des Filters - so groB, daB sich H(w) innerhalb des Fre-

Aw
quenzbereichs Aw nicht stark #dndert, so 1dBt sich |H(u1)|2 im Ausdruck (I1I.7.5)

vor das Integral ziehen, und es ergibt sich folgender Niherungsausdruck:

@
dw' . ' ] 2 _ 2 '
Re ] = B (w') By(-w") lH(w )l = l"(w,Aw)lH(w)I ’ (I1.7.8)
0
o)
wobei dw"
r‘((.U,A(.O) = Re -TE_ Bl(w') Bz(“w'). (11.7.9)
(o)

Die Funktion "W,Aw) ist ein Parameter, der die Bandfiltereigenschaften aus-
driickt. Falls das Bandfilternetzwerk zu kompliziert fir eine direkte Berech-
nung ist, muB P(w,Au)) fiir verschiedene Zentralfrequenzen w und Bandbrei-

ten A W experimentell bestimmt werden.

Aus Gleichung (I1.7.5) folgt unter Beriicksichtigung des Ausdrucks (II.7.7) und
der Niherung (I1.7.8) nach Division durch Mw,Aw) die Beziehung:

- 2

r.r (w,Aw) W.W_X k

22 - qua,F —%— | nw|? . (11.7.10)
Mw,Aw) |

Sollen die verzdgerten Neutronen bel der Messung mitbericksichtigt werden, so
ist fiir H(W) die Beziehung (II.3.3) .zu verwenden. Im folgenden seien die ver-
zogerten Neutronen ausgeschlossen und der Gililtigkeitsbereich der Gleichungen
nur auf die prompten Neutronen beschrinkt, so daB fir ‘H(w)l2 der Ausdruck

(IL.3.6) zur Anwendung kommen kann., Hiermit geht (II.7.10) iiber in:

—= = 2
r.r (wAw) Ww.w X k
12 - qa, F ; 222 = (I1.7.11)
Mw,Aw) [“Ca“+w)
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Dies ist die Berechnungsgleichung flir das Zwei-Detektor-Experiment in Kreuz-
korrelation, auf dessen Diskussion nach Behandlung des Ein-Detektor-Experiments

(Autokorrelation) zuriickgekommen wird.

Das Autokorrelationsexperiment, dessen prinzipieller Aufbau in Abb,II,7.2
schematisch dargestellt ist, war schon im Abschnitt II.2 als Spezialfall des

Zwei-Detektor-Kreuzkorrelationsexperiments betrachtet worden,

H(w) “) 2(¢ 7 4
— << Blw) e Y v e
Detektor
Reakter Verstarker Bandfilter Quadrierung Mittelung

Abb,I11.7.2 Schematische Anordnung flir Ein-Detektor-Experimente

Wesentlich fir das Autokorrelationsexperiment war der Zusatzterm TT der

12’
durch die Eigenkorrelation des Signals mit sich selbst zustande kam, Zur Be-

rechnung von T bildet die Grundlage der Ausdruck (II,2.23). Fiir die Fre~

12
quenzanalyse von Ionisationskammerstromen berechnet er sich angendhert zu:

[0 o]
S ov. § —_
nlz = WF q2 f‘:fl | B(w')lz =WF q2'Fau,ALu). (11.7.12)
0]
mit q = q

Diese Niherung ist gliltig, wenn das Bandfilter keine eigenen Rauschanteile
zum Signal liefert, was in den meisten Fidllen erreicht werden kann, Zur Be-
ricksichtigung statistischer Schwankungen bei den Ionisationsprozessen wihrend
des Nachweises im Detektor wurde von BENNET [ 31] ein Faktor R eingefiihrt, der

gegeben ist durch

>1 . (I1.7.13)

e
1
ol

Je nach Geometrie und Arbeitsweise von Detektoren kann R Werte zwischen 1,0

und ungefdihr 1,5 annehmen,
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Entsprechend den Ergebnissen im Abschnitt II.2 ergeben sich die Gleichungen
fir das Autokorrelationsexperiment aus denen des Kreuzkorrelationsexperiments

durch Hinzufiigen des Zusatzterm T Infolgedessen ergibt sich aus (11.7.11),

12°
(I1.7.12) und unter Beriicksichtigung von (11,7.13) die Berechnungsgleichung

fiir das Ein-Detektor-Experiment zu:

— 2
2 2 - 2
r(w, Aw) _2 WFaqX,Kk
— = WFdaq R + —5 % 3 ° (I1.7.14)
Nw,A w) L™ W)
Im Falle des kritischen Reaktors, bei dem k = 1 und ac = % , vereinfachen sich
die Gleichungen (I1.7.11) und (I11.7.14) zu
rlrz(w,Aw) WoW, F a9, X, 1
= 5 w w T (11.7.15)
Nw, Aw) el 1 + (E_)
c
fiir das Zwei-Detektor-Experiment und zu
2
2 -
r (w,Aw) _2 WzF a )(2 1
—_— = WFQqR+ 5 D2 (I1.7.16)
MNw, A w) 8 1+ ()
c

fir das Ein-Detektor-Experiment.

Auf der linken Seite der Beziehungen (II.7.11) und (II.7.14) bzw. (II.7.15) und
(I1.7.16) steht die spek’rale Leistungsdichte, deren Zusammenhang mit den Kor-
relationsfunktionen durch die Beziehungen (I.5.64) und (I.5.87) dargestellt
werden und im Abschnitt 1.5 diskutiert sind. Wahrend sich die spektrale Lei-
stungsdichte im Ein-Detektor-Experiment aus zwei Beitridgen zusammensetzt,

nadmlich aus dem Beitrag der unkorrelierten Detektorereignisse

U = WFq R (I1.7.17)

und dem Beitrag der korrelierten Detektorereignisse

2 2
— - 2
w2Fq X2k2 wqu sz acz
K = - (I1.7.18)
2 3 2 2 2 y
17 (" + w5 B a’ o+ wz

fehlt im Zwei-Detektor-Experiment der Beitrag U der unkorrelierten Ereignisse.
Dies ist der wesentliche Vorteil des Zwei-Detektor-Experiments gegeniiber dem
Ein-Detektor-Experiment. Der physikalische Grund flir diesen Sachverhalt ist

plausibel, da bei der Kreuzkorrelation von zwei Zufallsfunktionen im Ausgangs-

signal r,r, nur deren korrelierte Anteile erscheinen konnen, da nichtkorrelierte
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Signale bei einer Kreuzkorrelation unberiicksichtigt bleiben. Der Wegfall des
unkorrelierten Beitrags im Kreuzkorrelationsexperiment bietet groflie experi-
mentelle Vorteile, auf die weiter unten eingegangen wird. Fir 1< W << « folgt:
2
w2 F q X2 k2 o 2
K = . L, (I1.7.18a)

max B2 az

Das Verhidltnis von korrelierten zu unkorrelierten Detektorereignissen, Q, d.h.
mit anderen Worten das Signal-zu-Untergrund-Verhdltnis, folgt direkt aus den
Beziehungen (I1.7.17) und (II.7.18) zu:

K X, k o

QW) = — = w . (11.7.19)
U B8 R a + W

Der Maximalwert von Q ergibt sich bei niedrigen Frequenzen (W = 5 cps), bei

denen @ << o, so daB folgt:

Q = —— : 1< wa . (11.7.20)

In einem kritischen Reaktor (k = 1; o = ac) vereinfacht sich der Maximalwert

zu:

max o 2 TW ° (11.7.21)

Aus der Diskussion der Berechnungsgleichungen filir das Ein- und das Zwel-Detek-
tor-Experiment ergeben sich direkt die Gesichtspunkte, die bei der Auswertung
der Mefkurven zur Bestimmung der Reaktorparameter zu beriicksichtigen sind.
Begonnen werde mit der Gleichung (II.7.14) filir das Ein-Detektor-Experiment.
Fir sehr hohe Frequenzen (3> a wird der Nenner des zweiten Terms auf der rech-
ten Seite, der die korrelierten Detektorereignisse beriicksichtigt, sehr gro8
und damit der zweite Term im Vergleich zum ersten Term vernachlédssigbar klein.
Ubrig bleibt infolgedessen bei hohen Frequenzen nur der unkorrelierte Beitrag,
der frequenzunabhingig ist. Die Frequenzunabhingigkeit ist ein typisches Kenn-
zeichen fir die spektrale Leistungsdichte von unkorreliertem Rauschen. Wird
die spektrale Leistungsdichte als Funktion der Frequenz aufgetragen, so lie-
fert der erste Term einen fiir alle Frequenzen konstanten Wert, wie es in

Abb,II.7.3 schematisch dargestellt ist.
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Wdhrend der zweite Term frequenzab-

hidngig und fiir hohe Frequenzen sehr

klein ist, besitzt er, wenn nur prompte
Neutronen beriicksichtigt werden, fiir
niedrige Frequenzen W = 5 Hz <« a seinen
Maximalwert Kmax' gegeben durch (II.7.18a).

mit steigender Frequenz () wird der zwei-

te Term kleiner und f&llt bei UJ+ =

|
|
|
w4 U | auf die Hilfte des Betrages bei niedri-
|
|

+
1
w=a = . .
1 - W w 8en Frequenzen (2 Kmax) ab., Bei hohen
Wy 0w, ‘ozwo 103w° Frequenzen wird die Kurve der spektra-
len Leistungsdichte schlieflich nur
Abb.II,7.3

noch von dem unkorrelierten Beitrag U
gebildet. Die Groflie a 1dRt sich durch Anpassung der gemessenen Kurve an die
durch (II.7.16) gegebene gewinnen. Weiterhin 1#Bt sich aus der Kurve das Ver-

hidltanis Qmax einfach bestimmen. Bei hohen Frequenzen ( W>> a) gilt:

"2
X = U . (11.7,22)

T w=»o

Dieser Bereich ist in Abb,II.7.3 durch den Kurvenpunkt II markiert., Bei nie-

drigen Frequenzen Ww <o gilt:

2
<%) = U+K_ . (I1.7.23)
Wee

Der Kurvenpunkt I in Abb,II.7.3 deutet diesen Bereich an. Aus zwei derartigen

Mefpunkten folgt die Bestimmbarkeit sofort aus der Beziehung

( rz )
r e U + Kmax
— S = Q + 1, (I1.7.24)
—5 max
<.?" ) v
w»a

Vermerkt sei, daf in Gleichung (II.7.14) fir das Ein-Detektor-Experiment beide
Beltridge zur spektralen Leistungsdichte proportional zur Spaltrate F sind. Da-
raus folgt, daB in diesem Fall das Signal-zu-Untergrundverhiltnis Q unabhéngig

von der Reaktorleistung ist,
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Die spektrale Leistungsdichte des Zwei-Detektor-Experiments, gegeben durch
Gleichung (I1.7,11) bzw, (II.7,15), zeichnet sich dadurch aus, daB aus den
schon diskutierten Griinden kein Beitrag auf Grund unkorrelierter Detektor-
ereignisse vorhanden ist, Fiir das Zwei-Detektor=-Experiment ist der Verlauf
der spektralen Leistungsdichte als Funktion der Frequenz schematisch in
Abb,IT1.7.4 dargestellt. Diese Darstellung ist mit der Nulleistungsiibertra-
gungsfunktion des Reaktors identisch. Fiir niedrigere Frequenzen ergibt sich
bei Vernachlidssigung der verzéger-
ten Neutronen ein konstanter Be-
reich, dessen Wert bei wt = o

Verzdgerte Neutronen auf die Hdlfte abgefallen ist. Hier-

N0
I-l
T

durch ist eine besonders einfache
Bestimmung von o mdglich. Eine An-
passung der Gleichung (II.7.11) an
die Kurve nach der Methode der
kleinsten Quadrate liefert jedoch
gewbhnlicherweise genauere Werte,

Im hochfrequenten Teil ( W 3> q)

| fdllt die spektrale Leistungsdichte
; + 5\ . = () 1 .
W, 10W, 1ozwo miiwo wbwo proportional zu T;E ab, Die soge-

nannte "Reaktor-Grenzfrequenz' w*

kann sich aus zwei Grilinden zu héhe-
e ren Werten verschieben. Der erste
Grund 1ist, vorausgesetzt kritische Reaktoren mit ac = % y, €ine Verklelnerung
der mittleren Lebensdauer, Dies ist der Fall beim Ubergang von thermischen zu
schnellen Reaktorsystemen. Der zweite Grund ist bei einem vorgegebenen Reak-
torsystem die VergroBerung der Unterkritikalitdt. Es ist aus der Definitions-
gleichung (II.3.2c) fiir ¢ und der Beziehung (II.5,21) fiir die Reaktivitit p+
ersichtlich, daB a beim Ubergang zu unterkritischen Zustinden zunimmt und sich
damit auch die Grenzfrequenz w+ zu héheren Werten hin verschiebt,
Die Grinde fiir den Verlauf der spektralen Leistungsdichte als Funktion der
Frequenz flir das Zwei-Detektor-Experiment in Abb.II.7.4 lassen sich auch phy-
sikalisch plausibel machen. Die Kurve gibt letzten Endes nur das Korrelations-
zeitverhalten wieder, das seinerseits das Zeitverhalten der Neutronenketten
widerspiegelt. Da im Zwei-Detektor-Experiment nur die korrelierten Detektor-
ereignisse im Ergebnis erfaBt werden, ist die Veranschaulichung hierbei beson-

ders deutlich. Der Abfall der spektralen Leistungsdichte mit 7%2 bei hohen



- 140 -

Frequenzen rilhrt daher, daB sich in den kurzen betrachteten Zeitrdumen, die
den hohen Frequenzen entsprechen, die Korrelationen in den Ketten noch nicht
ausgebildet haben. Erst bei niedrigeren Frequenzen und entsprechend lingeren
Beobachtungszeitriumen werden mehr Korrelationen erfaft, Nach Erreichen einer
unteren Frequenzgrenze sind die Beobachtungszeitrdume so lang, daB alle Korre-
lationen erfafit wurden, so daB sich beim Ubergang zu noch tieferen Frequenzen
kein Informationsgewinn mehr erzielen 1dft, sofern nur das Zeitverhalten der
prompten Neutronen interessiert. Bei Frequenzen, die im Bereich der Werte fiir
die Zerfallskonstanten der Vorlduferkerne verzdgerter Neutronen liegen, steigt
die spektrale Leistungsdichte wiederum an, da diese dann zu den Korrelationen

beitragen.

AuBer der Bestimmung der Abklingkonstanten fiir den prompten NeutronenfluB, «,
kann aus den experimentell ermittelten Kurven auch die absolute Reaktorlei-
stung und die Reaktivitdt bestimmt werden. Der Einfachheit halber sei hier

nur auf das Zwei-Detektor-Experiment eingegangen.,

Zur Ermittlung der Spaltrate F wird von der Gleichung (II.7.2) und dem Maximal-
wert der spektralen Leistungsdichte, Kmax' Gebrauch gemacht, Der Maximalwert,

in Abb,I11.7.4 mit (I) bezeichnet, folgt aus (II.7.11) zu:

2 2
179 (D) U9, T WoWo Xk o
= Kmax = > 5 (11.7.25)
r w<so 3 o
Wird dieser Ausdruck durch das Produkt II°T; unter Bericksichtigung der Glei-
chung (II.7.2) dividiert und nach F aufgeldst, so folgt:
EI'T; XZ kz acz
F = &) . 5 ‘ 5 (I1I1.7.26)
K B o
max

Fiir den kritischen Reaktor (k = 1; o = ac) vereinfacht sich diese Beziehung zu:

i1 X
1
F o= (1)2 . : . (11.7.27)
K B
max

Die mittleren Detektorstrome f; und E; konnen im Experiment gemessen werden,

Die GréfRe K;;i , o und ac konnen aus experimentellen Bestimmungen der spektra-
len Leistungsdichte entsprechend der Abb,11,7.4 gewonnen werden, Die Kernkon-
stante hat fiir U2S° den Wert X2 =0,8 [25], und B ist aus theoretischen Be-

rechnungen des untersuchten Reaktorsystems zu entnehmen. Durch Anwendung der

Umrechnungsbeziehung (II.5.28) kann die Reaktorleistung in Watt angegeben werden,
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Zur Bestimmung der Reaktivitdt wird je ein Wert der spektralen Leistungs-
dichte im hohen und niederen Frequenzbereich ermittelt, Die entsprechenden
Punkte sind in Abb.II.7.4 mit (II) und (I) bezeichnet. Der Wert fiir die spek-
trale Leistungsdichte im unteren Frequenzbereich ist bereits durch (I1.7.25)
gegeben., Wird die Beziehung (II.5.21) fiir die Reaktivitit p+|:S] in (II.7.25)

eingesetzt, so folgt:

—_— 2
rlrz( wI,AwI) aa, F W, W, x2 k 1
5 = s (I1.7.28)
Mrw,wp) 8 (1-p)

Fiir den Punkt (II) bei hohen Frequenzen (u)II:> o) folgt aus (II.7.11):
rr (w A ) q,q9, F w.W_X K2 x ?
172" Wrre AUy 1%2 1272

. C
2 2 °
AwII) B wII

(II.7.29)

I"( Wrp

Wird das Verh#ltnis von (II.7.29) zu (II1.7.28) gebildet, angenommen, daB die

Filtercharakteristiken bei wI und wII gleich sind, und nach p+ aufgelodst,

so folgt:
rr(w..,Aw. ) w
- ot = LS A ¢ S Y S (11.7.30)
rlrz(uuI ,AwI ) o,

Ist ac fiir den untersuchten Reaktor bekannt, so lift sich die Reaktivitit p+

berechnen, da alle anderen Grofen aus der Mefkurve entnommen werden kdnnen.

Nachdem die grundsitzlichen Erliuterungen zu den Bestimmungsméglichkeiten von
Reaktorparametern aus der Frequenzanalyse von Ionisationskammerstromen hiermit
abgeschlossen sind, soll nun auf ausgefilhrte Experimente und deren Ergebnisse

eingegangen werden.

Als Beispiele wurden Messungen ausgewihlt, die im Schnell-Thermischen Argonaut-
Reaktor STARK durchgefiihrt worden sind. Eine detaillierte Beschreibung des Re-
aktors sowie dieser und anderer Experimente befindet sich in [28,32] , Der Re-
aktor, dessen Querschnitt in den Abbildungen I1I1.6.7 und I11.7.6 angedeutet ist,
besteht aus ejnem zylindrischen schnellen Core (37 cm mittlerer Durchmesser,

61 cm Hohe), das durch ein ringfdrmiges thermisches Core und einen Graphit-
reflektor umgeben ist, Das schnelle Core ist von einem Natururanmantel (mitt-

lere Dicke 5 cm) eingeschlossen, der als Pufferzone wirkt und das Eindringen
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thermischer Neutronen in das schnelle Core stark reduziert. Da in diesem
Zusammenhang nur der prinzipielle Aufbau von Interesse ist, sei auf Einzel-
heiten, wie Anreicherung, Materialzusammensetzung etc. nicht ndher einge-
gangen. Die verwendete elektronische Mefanordnung ist als Blockdiagramm in
Abb,II1.7.5 gezeigt. Die Ausgangssignale der Verstirker wurden auf einem Mag-

netband gespeichert, Dies ist insofern vorteilhaft, da erstens das Abspielen

Neutronendetektoren
3He-Zﬁhlrohre und 10B—Kammern
im Strombetrieb
Verstidrker vom Typ
A A
KEITHLEY 103 bzw. 603
o FM-Aufnahm Magnetbandgerit
(Wiedergabe AMPEX FR 1300
f /
Bandfilter vom T
BF, BF, yP
KROHN-HITE 330 M
r,(t) rz(t)
Kreuzkorrelator
} = Multiplikation und Integration
PACE TR 10
Analog=-zu-Digital-Wandler
ADC € g
DYMEC 2210
Z Normaler Impulszihler
U und MeBuhr
J ih2
B
! D | Datenverarbeitung und Korrekturen
I

fiir Frequenzgang etc.

Spektrale Leistungsdichte

Abb,II.7.5
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der Binder mit grofBerer Bandgeschwindigkeit erfolgen kann als das Aufnehmen
und zweitens fiir jede Frequenzeinstellung das einmal auf Band gezeichnete
Signal verwendet werden kann.\Beide Griinde reduzieren die eigentliche Ver-
suchszeit am Reaktor betrichtlich. Der Frequenzgang derartiger MeBSanordnungen

muB sich nach den im Reaktor zu erwartenden Grenzfrequenzen uf richten,

Aus der Abb.II,7.4 ist ersichtlich, daB die obere Grenzfrequenz der MeBan-
ordnung nach Modglichkeit ein bis zwei Zehnerpotenzen oberhalb ¢n+ (Reaktor-
grenzfrequenz) liegen sollte, Wihrend Magnetbandgerit, Bandfilter, Analog-
und Digitalgerite diese Forderung erfiillten, war im vorliegenden Beispiel

das durch die Detektorkapazitidt und den Verstédrkereingangswiderstand gebil-
dete RC-Netzwerk der begrenzende Faktor., Der Eingangswiderstand des Verstidr-
kers richtet sich nach dem Ausgangsstrom des Detektors, der wiederum von der
Detektorempfindlichkeit und der Reaktorleistung abhingt. Obwohl in diesem
Beispiel nur Messungen am kritischen Reaktor bei einer Leistung von 10 W
(Maximalleistung) durchgefiihrt wurden, konnte auf Grund des anfallenden Stro-
mes der Eingangswiderstand nicht niedriger als ca. 10 Megohm gewdhlt werden.
Die Kapazitdten der Detektoren, Zuleitungskabel etc., betrugen ca, 125 pF im
Falle der 3He-Z§h1rohre und 500 pF bei den 1OB-Kammern, so daB'die obere
Grenzfrequenz der MeBanordnung bei 132 Hz bzw. 33 Hz lag. Der Frequenzgang
der Anordnung wurde durch Messungen in unkorreliertem Neutronenrauschen,

sog. ''weiBlem Rauschen', gepriift. Dazu wurden die Detektoren in die thermische
Sdule eines groBen Forschungsreaktors (FR2) gebracht und die spektrale Lei-
stungsdichte als Funktion der Frequenz bestimmt. Eine Méglichkeit, diese re-
lativ niedrigen Grenzfrequenzen des Eingangskreises zu umgehen und zu hohen
Grenzfrequenzen zu gelangen, ist die Verwendung von Detektoren, die Impulse
liefern (schnelle Szintillationszidhler, Spaltkammern etc.), zusammen mit an-
geschlossenen Zidhlratenmittelwertsmessern, deren Zeitkonstanten variabel

sind und deren Werte an die vorhandenen Zihlraten einerseits und die verlang-
ten oberen Grenzfrequenzen andererseits anzupassen sind. Die RC-Zeitkonstante
des Zidhlratenmessers ist bei diesem Verfahren fiir die obere Grenzfrequenz

des Eingangskreises verantwortlich,

Das Ziel der Experimente mit der in Abb,II1.7.5 gezeigten Anordnung war, zu
erkunden, bis zu welchem praktischen Mindestwert von Qmax - vgl, (I11,7.20)
und (II.7.21) - Autokorrelationsexperimente einerseits und Kreuzkorrelations-
experimente andererseits durchfiihrbar sind. Zu diesem Zweck wurde das maxi-

male Verh#ltnis von korrelierten zu unkorrelierten Detektorereignissen, Qmax'
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durch Variation der Detektorpositionen systematisch veridndert. Die Ergeb-

nisse, die am kritischen Reaktor bei 10 W

gewonnen wurden, sind in den Ab-

bildungen 11.7.6 a - ¢ dargestellt. Zunichst wurde fiir die Detektoren in

-19
10 e P — s L e el e i e .|

Azsec —— Autokorr.
—o—o Kreuzkorr.

-20
10

Spektrale Leistungsdichte

R

N
b -
@
—row)
X

o
.
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Abb.II.7.6 a,b,c

Position B1 und K1 je eine Auto-
korrelationsmessung durchgefiihrt
und daraus durch Anwendung der
Gleichung (I1I1.7.24) das Verhdlt-
nis Qmax " bestimmt, Dies ist an
den Kurven verzeichnet. Der hdhe-
re Wert in Position K1 rithrt von
dem dort, im Vergleich zu Bl’ ho-
heren Neutronenfluf her, Die da-
nach durchgefiihrte Kreuzkorrela-
tionsmessung mit zwei Detektoren

(in B, und Kl) ist ebenfalls in

1
II1.7.6a verzeichnet, Im AnschluB
daran wurden die Detektoren in die
Positionen B2 und K2 verschoben,
und zwar so, daB jeder Detektor den
gleichen Ausgangsstrom besafl und
somit ihre Empfindlichkeiten gleich
waren, Damit war nur eine Autokor-
relationsmessung zur Bestimmung von
Q erforderlich. Der Wert liegt

max o
fiir die Positionen B_ und K_ bei

0,53. Der stark abgeflachteZVerlauf

der Autokorrelationskurve ist deut-

lich erkennbar., Im Falle der

Abb,I1.7.6c wurden die Detektor-

positionen so gewdhlt, daB Qmax o
nur einen Wert von 0,11 besaB, d.h,
der Anteil der korrelierten Detek-
torereignisse nur 11% betrug,., Wih-
rend die Autokorrelationskurve fast
flach verlduft, hat sich an der
Kreuzkorrelationskurve nichts ver-
gndert, Hinsichtlich der Bestimm-

3 barkeit der Abklingkonstanten des

prompten Neutronenflusses, o ,
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und der Reaktivitit, p+, aus den MeBkurven kann aus den Experimenten die
Schluﬁfolgerung gezogen werden, daf der Mindestwert von Qmax o fir Ein-De-
tektor-Experimente bel ca, 2 liegt und fiir Zwei-Detektor-Experimente bei

ca. 0,1, Daraus resultiert nach (II.7.21), daR die Detektorempfindlichkeit
bei Kreuzkorrelationsmessungen Prinzipiell um einen Faktor 20 kleiner als
bei Autokorrelationsmessungen sein kann, Dieses Resultat ist besonders wich-
tig fiir Anwendungen dieser Methode in Reaktorsystemen, bel denen nur relativ
kleine Detektorempfindlichkeiten Zu erzielen sind, wie z.B. in schnellen Re-
aktoranordnungen. Die Bedeutung dieser Tatsache sei an einem einfachen Bej-
spiel illustriert. Wenn Spaltkammern als Detektoren Verwendung finden, ist
die Empfindlichkeit der Kammer in einem schnellen Reaktor angendhert durch
das Verh#ltnis von spaltbarem Material in der Kammer zu spaltbarem Material
im Reaktor gegeben, Fiir Qmax 5 = 0,1 kann aus (I1.7.21) die Mindestempfind-
lichkeit wmin bergggnet werden., Wird ein pPlutoniumbeladenes schnelles Reaktor-
System mit einer Pu-Spaltkammer betrachtet und die dafiir typischen Werte

B =3,3 . 10-3, :Xz =0,8 und R = 1,2 verwendet, so ergibt sich Wm - B

spaltbarem Material, Die kritische Masse des zu untersuchenden schnellen Reak-
tors kénnte somit bis zu ca, 1260 kg Pu betragen, Die Anwendbarkeit der Ein-
Detektor-Methode wlirde bereits bei kritischen Massen von ca, 60 kg aufhéren,
Auch in thermischen Systemen bietet die Kreuzkorrelationsmethode Vorteile,

da mit ihr zu weiter unterkritischen Zustinden gemessen werden kann,

Detektor-Experimenten eingegangen werden. Dazu sei nochmals die Abb,II.7.1

Grund des Multiplikationsprozesses im Kreuzkorrelator. Es darf dabei nicht
vergessen werden, daR der unkorrelierte Beitrag in den Filterausgangssigna—

len rl(t) und rz(t) noch vorhanden ist, Infolgedessen ist das zu analysieren-

schen Untersuchungen sind bis zu einem gewissen Grade auf das vorliegende
Problem direkt anwendbar. Es wird dabei angenommen, daB die beiden Rausch-

anteile, die das Korrelator—Eingangssignal bilden, voneinander unabhidngig
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sind und die charakteristischen Eigenschaften von normalem Rauschen besitzen.
Dies ist bei Experimenten gut erfilllt, bei denen die Detektorempfindlichkeit
nicht zu groBe Werte annimmt. Die theoretische Behandlung von BENDAT schlieBt
die Verwendung von Bandfiltern vor dem Korrelator mit ein. Es ergab sich fiir
die Varianz ciy der spektralen Leistungsdichte im Kreuzkorrelationsexperiment

folgende Gleichung:

2w+ (N/S) + (N,/S) + (N/S)+(N,/S)]

i -  mit bT 210%, (11.7.31)
L/ b T
S, N1 und N2 kennzeichnen die mittleren quadratischen (Leistungs-) Werte
(im vorliegenden Fall X, U1 und Uz)
n = Konstante, 1 < N < 2
b = TAf = —Az‘—”- - Bandbreite
T = Analysierzeit.

Mit der bisher verwendeten Bezeichnungsweise und durch Einfilhrung der relativen

Standardabweichung fiir die spektrale Leistungsdichte bei Kreuzkorrelationsmes-

sungen, € XSLD’ folgt aus (II.7.31) die Beziehung: 1
-1 -1 17 2
g n+ Q) +Q,)) +(Q.Q,)
Xy = 1 2 1°2
EKSLD = _— = ' (1107032)
K TAfT
\ > 4
mit TAfT 210 und 1 <n < 2

Die spektrale Leistungsdichte K ist dabei gegeben durch (11.7.18),und die Ver-

hidltnisse Qlund QZ lassen sich aus (II.7.19) gewinnen,

Abnehmende Werte fir Q1 und Qz vergrofern den Zihler in (11.7.32). Diese Ver-
groBerung der relativen Standardabweichung lift sich durch eine Vergroflerung
des Nenners kompensieren, wenn lidngere Analysierzeiten T angesetzt werden,
konstante Bandbreite vorausgesetzt. Gewdhnlicherweise nimmt mit steigender
Frequenz ebenfalls die Bandbreite zu, so daB der Abfall von Q mit Steigender
Frequenz auch hierdurch teilweise ausgeglichen wird. Der Hauptnutzen der Glei-
chung (II.7.32) besteht in der Moglichkeit, beil vorgegebener Genauigkeitsfor-
derung durch Anpassung der Bandbreite an die Versuchsbedingungen die notwen-
dige Analysierzeit bei bekannten Q-Werten abschitzen zu konnen. Umgekehrt
148t sich filr eine noch ertrigliche Analysierzeit ebenfalls die Mindestem-
pfindlichkeit angenidhert gewinnen. Dariiber hinaus liefert die Berechnungsfor-
mel (I1I.7.32) eine wertvolle Hilfe bei der Genauigkeitsabschitzung der aus

den Kurven gewonnenen Reaktorparameter.
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II.8 Zusammenfassender Riickblick

Nachdem die drei behandelten Analysiermethoden des Neutronenrauschens in

den einzelnen Abschnitten beschrieben und diskutiert worden sind, stellt
sich die Frage, welche Methode ist am besten geeignet, die gesuchten Reak-
torparameter zu gewinnen. Um eine solide Ausgangsbasis zur Beantwortung die-
ser Fragestellung zu erhalten, war die Aufstellung einer einheitlichen Theo-
rie fiir die verschiedenen Methoden eine notwendige Voraussetzung. Gleichzei-
tig war jedoch ebenfalls ein Vergleich der experimentellen Anordnungen und
Analysierméglichkeiten erforderlich, um ebenfalls auf der experimentellen
Seite eine gute Grundlage zu besitzen., Bei einer sorgfédltigen Abwigung der
Vor- und Nachteile der einzelnen Verfahren stellt es sich deutlich heraus,
dafl eine einfache Antwort auf die Frage nicht moglich ist. Diese Feststel-
lung soll durch einige Erfahrungen und Tatsachen begriindet werden., Bei der
Rossi-aq-Methode ist z.B., wie aus den Beziehungen (I1.5.16) bis (II1.5.18) er-
sichtlich, das Signal-zu-Untergrundverhil tnis umgekehrt proportional zur Re-
aktorleistung und unabhidngig von der Detektorempfindlichkeit. Bei den bei-
den anderen Methoden, der Analyse von Wahrscheinlichkeitsverteilungen und
der Frequenzanalyse von Ionisationskammerstréomen ist es anders. Wie die
Ausdriicke (I1.6.53, 54) und (11.7.,19-21) zeigen, ist bei diesen beiden Ver-
fahren das Signal-zu-Untergrundverhil tnis unabhidngig von der Reaktorleistung,
dafir aber proportional zur Detektorempfindlichkeit. Daraus folgt sofort,

daB die Anwendung der Rossi-g~Methode in Reaktoranordnungen schwierig wird,
in denen beispielsweise durch Spontanspaltungen und andere neutronenerzeugen-
de Reaktionen bereits im unterkritischen Zustand eine hohe Spaltrate vorhan-
den ist, die im verzogert kritischen Zustand dann spdtestens so hoch ist,

daB eine sinnvolle Messung nicht mehr moglich ist. In diesem Falle sind in-
folgedessen die anderen Methoden von Vorteil. Bei der Frequenzanalyse des
Neutronenrauschens ist in diesem Fall hoher Spaltrate selbst bei relativ
niedrigen Detektorempfindlichkeiten durch Anwendung des Zwei-Detektor-Experi-
ments eine Bestimmung der Reaktorparameter ohne Schwierigkeiten moglich.
Liegt die Abklingkonstante des prompten Neutronenflusses, a, und damit die
Grenzfrequenz, (u+, bei so hohen Werten, daR die Grenzfrequenz der Frequenz-
analyse-MeBanordnung nicht ausreicht, so liefert die Anwendung der Wahr-
scheinlichkeitsverteilungs—Methode die gesuchten GréBen. Andererseits liegt
der Vorteil der Rossi-a~Methode auf der Hand, wenn es sich um die Untersu-

chung von gekoppelten Reaktorsystemen handelt, die zwei oder mehr a-Werte
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besitzen. Durch die § -funktionsférmige Netzwerkantwort - vgl.(1I.5,2) -
zeigt sich das exponentielle Abklingen des prompten Neutronenflusses direkt
in der MeRkurve. Infolgedessen ist diese Methode am geeignetsten, zwei oder
mehrere Exponentialterme im Experiment festzustellen. Diese Moglichkeit be-
steht dagegen bei den anderen Methoden nur bedingt, da durch die Integra-
tion iiber liéngere Zeitbereiche die MeRkurven derartige Phinomene nicht in
der Klarheit erkennen lassen, wie im Rossi-a-Experiment. Dies seien nur
einige Beispiele des Vergleichs, die keinen Anspruch auf Vollstidndigkeit er-
heben, die jedoch bisher als besonders auffalllend festgestellt werden konn-

ten.

AbschlieBend kann die eingangs gestellte Frage in folgender Form beantwor-
tet werden: Es gibt nach dem jetzigen Stand der Untersuchungen keine Metho-
de fir die Analyse des Neutronenrauschens, die den gesamten Bereich der mog-
lichen Anwendungen mit optimalem Wirkungsgrad umfaft, so daB anhand der Prob-

lemstellung zu entscheiden ist, welches Verfahren die meisten Vorteile bietet.



- 149 =

Literaturangaben

Spezielle Literatur zu Kapitel I

[1]
[2]

[3]

WIENER, N.; Cybernetics, John Wiley and Sons, New York (1948)

NEUMANN, J. VON; Physical Applications of the Ergodic Hypothesis
Proc. Nat, Acad. Sci, 18, 70, 263 (1932)

WIENER, N.; The Fourier Integral and Certain of its Applications,

Dover Publications, New York (1933).

Allgemeine Literatur zu Kapitel 1

1.

BARTLETT, M.S.; Stochastic Processes, Cambridge University Press (1960)

BENDAT, J.S,; Principles and Applications of Random Noise Theory,
John Wiley and Sons, New York - London (1958)

CRAMER, H.; Ramdom Variables and Probability Distributions,
Cambridge University Press (1962)

FELLER, W.; An Introduction to Probability Theory and Its Applications,
John Wiley and Sons, New York - London (1961)

FREEMAN, JeJ.; Principles of Noise, John Wiley and Sons, New York -
London (1958)

LEE, Y.W.; Statistical Theory of Communication, John Wiley and Sons,
New York - London (1963), (Hauptsichlich zu Kapitel I verwendet)

RENYI, A,; Wahrscheinlichkeitsrechnuhg mit einem Anhang iber Informa-
tionstheorie, VEB, Deutschler Verlag der Wissenschaften, Berlin (1962).



- 150 -

Spezielle Literatur zu Kapitel II

[1] comN, C.E.; Nucl. Sci. and Eng. 7, 472-475 (1960)
[2] MOORE, M.N.; Nucl. Sci. and Eng. 6, 448-452 (1959)

[ 3] SHEFF, J.R.; The Crosscorrelation of the Neutron Density of Two Points
in a Nuclear Reactor, Ph. D. Thesis, University of Washington (1965)

[4] oTSuka, M., SAITO, K.; J. of Nucl. Sci. and Techn. 2, 191-198 (1965)
[5]  COURANT, E.D., WALLACE, R.R.; Phys. Rev. 72, 1038-1048 (1947)

[6] RAIEVSKI, V.; CEA-1973 (1960)

[7]  wATTHES, W.; Nukleonik 4, 213 (1962)

[8] osBorN, R.K., YIP, S.; Noise Analysis in Nuclear Systems, AEC-Symposium
Series No 4, 1-9, TID-7679 (1964)

[9] NATELSON, M.; An Analysis of Space and Energy Effects in Reactor Fluc-
tuation Experiments, Ph. D. Thesis, University of Washington (1965)

[1oﬂ DE HOFFMANN, F.; The Science and Eng. of Nucl. Power, Vol.II, 118 (1949)
[11]  FEYNMANN, R., DE HOFFMANN, F., SERBER, R.; J. of Nucl. Energy 3, 64 (1956)
[12]  PaL, L.; Acta Physica Acad. Sci. Hung. 14, Fasc. 4 (1962)

[13]  BELL, G.I.; Nucl. Sci. and Eng. 21, 390-401 (1965)

[14] HARRIS, D.H.; Nucl. Sci. and Eng. 21, 369-381 (1965)

[15] MOGILNER, A.I., ZOLOTUKHIN, V.G.; Atomnaya Energ. 10, 377 (1961)

[16] ZOLOTUKHIN, V.G., MOGILNER, A.I.; Atomnaya Energ. 10, 973 (1961)

[17] MOGILNER, A.; Physics of Fast and Intermediate Reactors, Proc. of
IAEA-Seminar, Vol.III, 33-40 (1961), iibersetzt KFK-tr-126

[18] ZOLOTUKHIN, V.G., MOGILNER, A.I.; Atomnaya Energ. 15, 11 (1963)
[19] BORGWALDT, H., SANITZ, D.; Nukleonik 5, 239 (1963)
[26] BORGWALDT, H., MURLEY, T.E., SANITZ, D.; The Modal Synthesis of

Rossi-a-Data for Moderator-Reflected Fast Assemblies, Proc. of the
Int. Symp. on Neutron Noise, Waves and Pulse Propagation, Gainesville,

Florida (1966) und Bericht KFK 409 (1966)



[21]
[22]

(23]

[24]
[25]
[26]

[27]
[ 28]

[29]
[30]

[a1]
(32]

[33]

[34]

[35]
6]

- 151 -

BORGWALDT, H., STEGEMANN, D.; Nukleonik 7, 313 (1965)

GLASSTONE, S,, SESONSKE, A.,; Nuclear Reactor Engineering, p.299 ff,
Van Nostrand, New York (1963)

BORGWALDT, H.; Einheitliche Theorie der Korrelationsexperimente in

Nulleistungsreaktoren, Disseration, TH Karlsruhe (1966)
ORNDOFF, J.D.; .Nucl. Sci. and Eng. 2, 450 (1957)
TERREL, J.; Phys. Rev. 108, No 3, 783 (1957)

BRUNSbN, G.S., CURRAN, R., KAUFMANN, S.G.,, McMAHON, J,, PAHIS, L.;
Nucleonics 15, No 11,/(1957)

STRIBEL, T.; Nukleonik 6, 196 (1964)

EDELMANN, M., KUSSMAUL, G., MEISTER, H,, STEGEMANN, D., VATH, W.;

Pulsed Source and Noise Measurements on the STARK Reactor at Karlsruhe,
Proc. of the IAEA-Symposium on Pulsed Neutron Research, Vol.2, 799 (1965)

und Bericht KFK 303 (1965)
ALBRECHT, R.W.; Nucl, Sci. and Eng. 14, 153 (1962)

STEGEMANN, D.; Bestimmung reaktorphysiqklischer Parameter aus dem
Reaktorrauschen durch Analyse von Wahrscheinlichkeitsverteilungen,

unvertffentlicht
BENNET, E.F.; Nucl. Sci. and Eng. 8, 53 (1960)

SEIFRITZ, W., STEGEMANN, D., VATH, W.; Two-Detector Crosscorrelation
Experiments in the Fast-Thermal Argonaut Reactor STARK,

Proc. of Symp. on Neutron Noise, Waves and Pulse Propagation, Gaines-
ville, Florida (1966) und Bericht KFK 413 (1966)

BENDAT, J.S.; Principles and Applications of Random Noise Theory,
P.272 ff, John Wiley, New York (1958)

WEINBERG, A.M., WIGNER, E.P,; The Physical Theory of Neutron Chain
Reactors, The University of Chicago Press (1958), Kapitel IX

CASE, K.M.; Ann. Phys, 9, 1 (1960)

DRESNER, L., WEINBERG, A.M.; Rev, Mod. Phys, 34, 747 (1962).



i I

e fonm .. . n
Bl = = ===

L d

I .0 . r = -1 - I
* #r-_l#ll-l 1.__-

FI- I-_I-J-- l.-__l I-

H-I E— u -I* " FF I = . II
u - d“ul L ILL- ‘- I‘ H . --J

= S Tl

- " La " M == R |

Frl N Iq- -F_-I II u

1 - ma n Hh; d-l --IIJ
el s =l s =1z B = = " ™ s L I
I#II.- _.q I* u I u -
~
.--I . u A Bn N h _L #- _— II L
- u
"z = R Cal i " . - B )
A B BN BN u _IT u .l
-. [ ] u . i




