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Einleitung

In der mathematischen Statistik werden Modelle entworfen, um damit Fragestellungen
aus den verschiedensten Anwendungsbereichen wie der Biologie, der Okonomie, der Me-
dizin, der Technik u.v.m., zu beantworten. Die vorliegende Arbeit befasst sich mit den
vielleicht wichtigsten dieser statistischen Modelle, den Regressionsmodellen. Zunéchst
wollen wir anhand eines Beispiels aus dem Bereich der Technik verdeutlichen, was wir
unter einem Regressionsmodell verstehen.

Bei der maschinellen Produktion hingen Qualititseigenschaften der produzierten Wa-
ren oftmals von der Geschwindigkeit (auch Takt genannt) ab, mit der die Maschine
lauft. Der Takt sei stufenlos regelbar zwischen 0, d.h. die Maschine steht oder lduft mit
minimaler Geschwindigkeit, und 1, d.h. die Maschine 1duft mit Volllast, also maxima-
ler Geschwindigkeit. Eine mégliche Qualitétseigenschaft ist die Prézision, mit der die
Maschine arbeitet. Diese kénnte z.B. das akkurate Aufkleben von Adressen auf Brief-
umschlige sein, das genaue Festléten von Bestandteilen auf Mikrochips oder das exakte
Ausfiihren von Bohrungen in Holz- oder Metallteile. Die Abweichung vom ,Idealzu-
stand“ ldsst sich beobachten. Wir gehen davon aus, dass wir diesen ,, Produktionsfehler*
eindimensional messen. (Bei grofieren Objekten kann man z.B. auch zwischen vertikaler
und horizontaler Abweichung unterscheiden. Dies entspriche dann einem zweidimensio-
nalen Produktionsfehler.) Zwischen dem Takt ¢ und dem mittleren Produktionsfehler
f(t) bestehe ein funktionaler Zusammenhang ¢ — f(t), der z.B. eine der in Abbildung 1
angegebenen Gestalten haben konnte.
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Abbildung 1: Funktionaler Zusammenhang zw. Takt und mittlerem Produktionsfehler
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2 BEINLEITUNG

Der funktionale Zusammenhang ¢ — f(t) zwischen Takt und mittlerem Produktions-
fehler ist unbekannt, denn wollte man den Zusammenhang berechnen, so miisste man
den mittleren Produktionsfehler fiir jeden Takt ¢ € [0,1] bestimmen. Das ist nicht
moglich. Dariiber hinaus ist es selbst fiir einen festen Takt ¢ nicht moglich, den Wert
f(t) exakt anzugeben, denn bei festem Takt ist nicht jedes produzierte Teil identisch.
Die gemessene Abweichung eines Produktes vom Idealzustand héngt von einer zufdilligen
Komponente ab. Die beschriebene Problematik ldsst sich wie folgt mathematisch mo-
dellieren: Bezeichnet Y; die tatsdchliche Abweichung eines produzierten Gutes bei Takt
t, so gilt
Y= f(t) + e,

wobei €, eine Zufallsvariable ist, die die zufillige Differenz zwischen tatséchlichem Pro-
duktionsfehler Y; und mittlerem Produktionsfehler f(¢) beschreibt. Diese Zufallsgrofie
kann auch bewirken, dass der tatsidchliche Produktionsfehler Y; kleiner ist, als im Mittel
zu erwarten ware.

Auch wenn sich der funktionale Zusammenhang nicht berechnen lésst, so méchte man
sich doch ein gutes Bild von der Funktion f machen. Dazu wird man fiir verschiedene
Takte 0 < t; < ... <t, jeweils ein Gut produzieren und den Produktionsfehler messen.
Insgesamt werden somit n ,,Versuchsprodukte® bei nicht notwendig verschiedenen Tak-
ten t; hergestellt. Entspricht der wahre funktionale Zusammenhang einer der Funktionen
aus Abbildung 1, so konnte das Ergebnis eines solchen Versuches das in Abbildung 2
angegebene Aussehen haben.
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Abbildung 2: Beobachtungen vom Umfang n = 22

Mathematisch l&sst sich ein solcher Versuch wie folgt beschreiben: Zu den Versuchs-
punkten ty, ..., t, gehoren die Beobachtungen Y; mit

Y;:f(tl)—FGZ, 221,,7’L

Wir sprechen hierbei von einem Regressionsmodell, und um dieses untersuchen zu
kénnen, miissen Voraussetzungen an das mogliche Aussehen der Funktion f sowie an
die Fehler ¢; gemacht werden.



Der unbekannten Regressionsfunktion f unterstellt man iiblicherweise, dass sie aus einer
vorgegebenen Klasse F von Funktionen stammt. Nimmt man an, dass f eine Linearkom-
bination bekannter Funktionen fi,..., fx ist, also F = [fi,..., fk], so sprechen wir von
einem Linearen Regressionsmodell. Wihlt man als F eine grofe, ,,unendlichdimen-
sionale” Klasse, z.B. die der stetigen Funktionen oder die der Funktionen von beschrink-
ter Variation auf [0, 1] bzw. unendlichdimensionale Teilmengen dieser Funktionenklassen,
so sprechen wir von einem allgemeinen oder auch ,nichtparametrischen*“ Regres-
sionsmodell. Die Bezeichnung ,nichtparametrisch® ist insofern etwas ungliicklich, als
man von [ stets als dem unbekannten Parameter, an dem man interessiert ist, und von
F als Parameterraum spricht. Wir beschréanken uns deshalb in der vorliegenden Arbeit
auf die Bezeichnung , allgemeines Regressionsmodell“. Lineare Regressionsmodelle sind
somit Spezialfille der allgemeinen Regressionsmodelle.

Die Fehler €; sind iiblicherweise stochastisch unabhdngig und besitzen dieselbe Vertei-
lung. Diese Annahme wird auch in der vorliegenden Arbeit getroffen. Untersuchungen
bei Abhiéingigkeiten der Fehler oder bei nicht identisch verteilten Fehlern wiirden den
Rahmen dieser Arbeit sprengen und bleiben Gegenstand weiterer Forschung. Entschei-
dend ist jedoch die Frage, ob die Fehlerverteilung bekannt oder unbekannt ist. Beide
Situationen werden hier untersucht.

Wir werden obige Regressionsmodelle nun noch in zweierlei Hinsicht verallgemeinern.
Zum einen losen wir uns doch ein Stiick weit von der Voraussetzung identisch verteilter
Fehler. Dazu fiihren wir eine bekannte Funktion o(t) > 0, ¢t € [0,1], ein und betrachten
an Stelle der unabhéingigen und identisch verteilten ¢; jetzt Fehler der Form o(t;)¢;. Da-
mit bringen wir die Abhéngigkeit der Fehlervarianz - falls existent - vom Versuchspunkt
zum Ausdruck. Ist o konstant, so spricht man von einem homoskedastischen Regres-
sionsmodell. In diesem Fall gelten viele Resultate der vorliegenden Arbeit auch dann
noch, wenn diese Konstante unbekannt ist und in den jeweiligen Sdtzen durch einen
konsistenten Schétzer ersetzt wird. Ist ¢ nicht konstant, so spricht man von einem he-
teroskedastischen Regressionsmodell.

Zum anderen - zunichst nur eine schreibtechnische Verdnderung - werden wir die Ver-
suchspunkte mit t,i,...,t,, bezeichnen. Dies deutet bereits an, dass wir Folgen von
Experimenten mit wachsenden Beobachtungsumfingen untersuchen werden.

Diese beiden Verallgemeinerungen fiihren uns zu den Modellen, die Gegenstand der vor-
liegenden Arbeit sind, ndmlich

Ym' - f(tm) + O—(tni)enia i = 17 RERRL (1)

mit unabhéngigen und identisch verteilten Fehlern ¢,;, einer bekannten Funktion o > 0
und einer unbekannten Regressionsfunktion f, die aus einer fest vorgegebenen Funktio-
nenklasse F stammen soll. Die Versuchspunkte t,;, 2 = 1,...,n, seien Elemente eines
abgeschlossenen Intervalls.



4 BEINLEITUNG

Im Zusammenhang mit den Regressionsmodellen (1) ist man nun an den verschiedensten
Fragestellungen beziiglich der unbekannten Regressionsfunktion f interessiert:

1. Die Funktion f soll geschdtzt werden.

2. Oftmals interessieren aber nur spezielle Eigenschaften der Funktion f. Nimmt
man z.B. wie im ersten Schaubild von Abbildung 1 einen linearen Zusammenhang
zwischen Takt und mittlerem Produktionsfehler an, so kénnte man sich fragen, ob
die Steigung der Geraden positiv ist. Dies fiithrt zu Testproblemen, die oftmals eine
groflere Rolle als das Schitzen der Funktion spielen.

3. Im Rahmen der Entscheidungstheorie werden noch sehr viel allgemeinere Fragestel-
lungen beziiglich der unbekannten Regressionsfunktion f untersucht. Beispielswei-
se konnte man den Produktionsvorgang mit Kosten bewerten (z.B. fiir schadhaf-
te Produkte, fiir den Umsatzausfall bei kleinem Takt, fiir Garantieleistungen bei
schlechten Produkten, usw.) und sich nach einer , kostenoptimalen* Taktfrequenz
fragen.

4. Bei allen Fragestellungen héngt der Informationsgehalt der Regressionsmodelle (1)
von den Versuchspunkten t,,...,%,, ab. Interessiert man sich z.B. fiir die Steigung
einer Geraden, so ist es offensichtlich sinnlos, alle Versuche in einem einzigen Punkt
zu machen, also t,; = ... = t,, zu wihlen. Wie sollen aber die Versuchspunkte
gewihlt werden (falls die Moglichkeit der Wahl besteht), um zu einer gegebenen
Fragestellung die bestmdogliche Information zu erhalten? Diese Problematik wird
als Versuchsplanungsproblem bezeichnet und ist in vielen Anwendungsbereichen
von grofler Bedeutung, da die einzelnen Versuche oft sehr kostspielig sind (Kosten
der Fehlermessung, Kosten schadhafter Produkte, usw.). Steht ein festes Budget
zur Beantwortung einer Frage zur Verfiigung, so soll ein Experiment durchgefiihrt
werden, das moglichst viel Information liefert.

Zu den obigen Fragestellungen sucht man optimale Lésungen. Dies ist aber oft proble-
matisch. Teils existieren keine optimalen Prozeduren, teils sind sie nicht oder nur sehr
schwer berechenbar. Daher geht man zu asymptotischen Betrachtungen iiber, d.h. es
werden die Regressionsmodelle (1) fiir wachsende Beobachtungsumfinge n untersucht.

Die Asymptotik der Regressionsmodelle (1) fiir wachsende Beobachtungsumféinge n wird
in der vorliegenden Arbeit im Rahmen von LeCam’s Theorie der Experimente un-
tersucht. Zwar gibt es in der LeCam-Theorie bereits zahlreiche Arbeiten, die sich mit
der Asymptotik von Linearen (Regressions-)Modellen beschiiftigen, doch ist all diesen
Arbeiten ein Manko gemeinsam: Sobald der eindimensionale Rahmen der Konstantenre-
gression (das entspricht dem Einstichprobenproblem) verlassen wird, existieren Grenzex-
perimente nur noch unter sehr abstrakten Voraussetzungen (meist Noether-Bedingungen
genannt, die die Existenz von ,,Grenzstrukturen* fordern) und kénnen nicht mehr expli-
zit angegeben werden. Allen bisherigen Arbeiten fehlen also Anwendungsbeispiele. In



der vorliegenden Arbeit wird aber ein solches untersucht: Unsere praxisrelevanten Mo-
delle (1) erfiillen némlich unter geeigneten Voraussetzungen die abstrakten Bedingungen
der schon bekannten Séitze und ermoglichen eine explizite Darstellung der Grenzexpe-
rimente, was weitreichende Anwendungen zuldsst. In dieser Arbeit gehen wir auf die
Anwendungen in der Test- und Designtheorie ein. Im Folgenden werden wir den Aufbau
der Arbeit erldutern.

In Kapitel 1 stellen wir die LeCam-Theorie vor, welche technische Grundlage fiir weite
Teile dieser Arbeit ist. Die Darstellung orientiert sich an dem Buch von Strasser (1985).
Auf Grund der oben genannten Fragestellungen haben wir den entscheidungstheoreti-
schen Zugang zu LeCam’s A-Metrik, die den ,, Informationsabstand“ zweier statistischer
Experimente mit demselben Parameterraum misst, gewahlt. Neben dem zur A-Metrik
gehorigen starken Konvergenzbegriff spielt die schwache Konvergenz von Experimenten
eine entscheidende Rolle, da wir in Kapitel 2 vor allem schwache Grenzexperimente fiir
unsere Regressionsmodelle angeben. Im Mittelpunkt schwacher Konvergenz steht die
Minimax-Schranke von Hajek-LeCam. Wir erldutern deren Auswirkung auf einfache, li-
neare Testprobleme, wie sie in Kapitel 3 betracht werden. Desweiteren untersuchen wir
Gauflexperimente und speziell Gauf3shifts auf Hilbertrdumen, die in Kapitel 2 als Grenz-
experimente unserer Regressionsmodelle auftreten, und betrachten die Anwendung der
LeCam-Theorie auf Lineare Modelle sowie auf Gauflexperimente mit Beobachtungsraum
C10, 1]. Dabei orientieren wir uns an dem Buch Torgersen (1991), sowie an den Arbeiten
Luschgy (1991a) und Luschgy (1992).

Kapitel 2 ist das Zentrum der vorliegenden Arbeit. Wir betrachten hier die Asymptotik
der oben beschriebenen Linearen und allgemeinen Regressionsmodelle im Rahmen der
LeCam-Theorie. Als Grenzexperimente im Sinne LeCam’s treten Gauflexperimente auf:
Im Fall der Linearen Regressionsmodelle (mit Dimension k) sind das GauBshifts auf dem
R¥, versehen mit einem Innenprodukt, das von der Fisher-Information der Fehlervertei-
lung sowie von den Regressoren und der Folge der Versuchspunkte abhingt. Im Fall der
allgemeinen Regression erhalten wir als Grenzexperimente Gauflexperimente mit Beob-
achtungsraum C|0, 1].

Wichtigster Bestandteil dieses Kapitels ist der Nachweis der schwachen Konvergenz un-
serer Regressionsmodelle. Aus den resultierenden Grenzwertsitzen schlieffen wir dann
mit Hilfe des Satzes von Lindae unter restriktiveren Voraussetzungen auf A-Konvergenz.
Diese stiarkeren Grenzwertséiitze spielen im weiteren Verlauf der Arbeit nur eine unter-
geordnete Rolle und kénnen bei einem ersten Lesen {ibergangen werden.

Den Abschluss von Kapitel 2 bildet eine Aussage iiber starke asymptotische Aquiva-
lenz fiir Lineare Regressionsmodelle unter Normalverteilungsannahme. Sie ist fiir die
Designtheorie von besonderer Bedeutung und als kleines weiteres Mosaik im Rahmen
der neuesten Forschungsergebnisse von Michael Nussbaum zu sehen.

Wir wollen kurz die Voraussetzungen der Grenzwertsitze aus Kapitel 2 andeuten:
Grundvoraussetzung fiir die Existenz von Grenzexperimenten ist eine Lokalisierung
im Parameterraum. Die passende Lokalisierungsrate ist in unserem Fall die klassische
1/y/n-Rate. Die Fehlerverteilung wird in diesem Kapitel als bekannt vorausgesetzt und
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muss eine Dichte beziiglich des Lebesgue-Mafles besitzen sowie eine endliche, positive
Fisher-Information. Fasst man die Versuchspunkte einer Stufe n als eine Verteilungs-
funktion H,, auf, so miissen diese H,, schwach oder gleichméfig gegen eine weitere Vertei-
lungsfunktion (wir sprechen von einem Grenzdesign) konvergieren. Als Klasse moglicher
Regressoren F kommen im Wesentlichen stetige Funktionen und vor allem Funktionen
von beschriankter Variation in Betracht.

In Kapitel 3 werden wir die schwachen Konvergenzaussagen aus Kapitel 2 auf einfache
Testprobleme anwenden. Wir betrachten dabei stetige lineare Abbildungen ¢ : F — R
und Testprobleme der Form

Hy={feF|Uf) <0},  Ki={feF[{f)>0}

Dies sind besonders einfache eindimensionale Testprobleme, die asymptotisch optimale
Losungen (im Sinne der Definitionen aus Kapitel 1) besitzen. Es ist allerdings nicht
Ziel der Arbeit, Losungen fiir viele verschiedene Testprobleme zu finden, sondern zu
demonstrieren, welche weitreichenden Mdoglichkeiten die Konvergenzaussagen aus Kapi-
tel 2 er6ffnen. Eine Ausweitung der Ergebnisse von Kapitel 3 auf andere Testprobleme
ist nicht schwer.

Zunichst werden Testprobleme fiir das Lineare Regressionsmodell untersucht, fiir die
wir eine asymptotisch optimale Testfolge angeben. Diese Tests bauen stark auf der
Dichte der Fehlerverteilung auf, so dass deren Kenntnis essentiell ist. Im Vergleich da-
zu betrachten wir Likelihood-Quotienten-Tests. Darunter verstehen wir Tests mit der
Teststatistik des iiblichen LQ-Tests unter Normalverteilungsannahme, die wir auch dann
anwenden, wenn wir die Fehlerverteilung nicht kennen, sondern nur iibliche Bedingungen
an deren Momente voraussetzen. Wir untersuchen die Asymptotik dieser LQ-Tests und
vergleichen sie mit der asymptotisch optimalen Testfolge beziiglich der Asymptotisch
Relativen Effizienz.

Zum Abschluss von Kapitel 3 betrachten wir obige Testprobleme fiir das allgemeine Re-
gressionsmodell und geben eine asymptotisch optimale Testfolge an.

In Kapitel 4 analysieren wir die Auswirkungen der Grenzwertsitze aus Kapitel 2 auf
die Designtheorie. Zunéchst werden die Ansétze der klassischen Designtheorie fiir das
Lineare Regressionsmodell bei festem Beobachtungsumfang ng skizziert und die Prin-
zipien der approximativen Designtheorie geschildert, anschlielend gehen wir auf einen
entscheidungstheoretischen Ansatz der Designtheorie ein: Im Kontext dieser Arbeit liegt
es nahe, verschiedene Designs dadurch zu vergleichen, dass man die zugehorigen Expe-
rimente im Sinne der LeCam’schen Halbordnung vergleicht.

Ausgehend von diesem entscheidungstheoretischen Ansatz beschéftigen wir uns im Wei-
teren mit asymptotischer Designtheorie sowohl fiir Lineare als auch fiir allgemeine Re-
gressionsmodelle und suchen asymptotisch optimale Designs, d.h. Designs die ab hinrei-
chend grofiem Beobachtungsumfang , gut“ sind. Ausgangspunkt fiir diese Uberlegungen
sind die schwachen sowie starken Grenzwertséitze aus Kapitel 2. Zum Abschluss von
Kapitel 4 geben wir entscheidungstheoretische Interpretationen der E-Optimalitéit an.



Wesentlich fiir alle Uberlegungen von Kapitel 4 ist, dass sie unabhingig von der Fehler-
verteilung sind. War diese in Kapitel 2 noch als bekannt vorausgesetzt und trat in den
Grenzexperimenten in Form ihrer Fisher-Information auf, so spielt sie in der asympto-
tischen Designtheorie keine Rolle mehr.

In Kapitel 5 beschéftigen wir uns ausschliefSlich mit Linearen Regressionsmodellen, bei
denen im Gegensatz zu den Ausfithrungen der Kapitel 2 und 3 die Fehlerverteilung unbe-
kannt ist. Ziel ist es, zu den in Kapitel 3 betrachteten Testproblemen eine asymptotisch
optimale Testfolge zu konstruieren, die nicht auf der Kenntnis der Fehlerverteilung be-
ruht. Um ein solches ,adaptives” Testverfahren angeben zu koénnen, miissen wir jedoch
die Klasse der moglichen Fehlerverteilungen einschriinken. Ublicherweise beschriinkt
man sich auf diejenigen Fehlerverteilungen aus Kapitel 2, die eine zur y—Achse symme-
trische Dichte besitzen.

Zu Beginn des Kapitels wiederholen wir (eingebettet in den Kontext der LeCam-Theorie)
klassische Begriffe der Schiitztheorie: effiziente Schétzer, asymptotisch effiziente Schitzer
und adaptive Schétzer. Dann werden Schéitzer aus der Arbeit Koul und Susarla (1983)
zitiert, mit denen wir einen asymptotisch optimalen und fiir symmetrische Fehler adap-
tiven Test konstruieren. Auflerdem betrachten wir ein anderes sich aus dieser Arbeit
ergebende Testverfahren, das fiir alle Fehlerverteilungen aus Kapitel 2 , funktioniert
und das wir mit der Folge der LQ-Tests aus Kapitel 3 vergleichen. Den Abschluss dieses
Kapitels bilden einige Simulationen, die dem Leser einen Eindruck iiber das Verhalten
der verschiedenen Testverfahren bei festen Stichprobenumfingen geben sollen.

In Anhang A werden noch einige Definitionen und Sétze angegeben, die demjenigen
Leser, der nicht mit allen auftretenden Begriffen vertraut ist, das Lesen der Arbeit er-
leichtern sollen.



BEINLEITUNG




Kapitel 1

Grundlagen der LeCam-Theorie

In diesem Kapitel werden wir die Grundziige der Theorie LeCam’s présentieren. Ei-
ne ausfiihrliche Darstellung dieser Ergebnisse findet sich zum Beispiel in den Biichern
LeCam (1986), LeCam und Yang (1990) oder Strasser (1985).

1.1 Entscheidungstheorie - Bezeichnungen

Sind © # () eine beliebige fest vorgegebene Menge, (X, A) ein Messraum und {P | § €
©} eine Menge von Wahrscheinlichkeitsmafien auf (X, .A), so nennen wir das Tripel

E=(X A {Py|0 €06}

ein statistisches Experiment mit Beobachtungsraum (X', 4) und Parameter-
raum O. Mit £(®) bezeichnen wir die Menge aller Experimente mit Parameterraum ©.
Ein Entscheidungsraum D ist ein topologischer Raum, versehen mit der Borelschen
o—Algebra B(D). Unter einer randomisierten Entscheidungsfunktion (kurz: Ent-
scheidung) verstehen wir einen Markoff-Kern p : X x B(D) — [0,1]. Mit R(E, D)

bezeichnen wir die Menge aller randomisierten Entscheidungsfunktionen bei gegebenem
Beobachtungsraum (X, .4) und Entscheidungsraum (D, B(D)). Eine Verlustfunktion.
ist eine Familie W := (Wj)pco nach unten beschrinkter B(D)-messbarer Funktionen
Wy : D — R. Wenn wir im Folgenden von einer Eigenschaft von W sprechen, so be-
deutet dies, dass alle Funktionen Wy diese Eigenschaft besitzen. Das Tripel (E, D, W)
nennen wir ein (statistisches) Entscheidungsproblem. Die Funktion

r,: 0 =R, r,(0 //Wg p(z, da) Py(dz) (1.1)

heifit die zu dem statistischen Entscheidungsproblem (E, D, W) und der Entscheidung
p gehorige Risikofunktion. Eine Entscheidung p; € R(FE, D) heifit nicht schlechter

9
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als eine andere Entscheidung p, € R(E, D), falls die zu p; gehorige Risikofunktion r,,
gleichméfBig kleiner oder gleich r,, ist, falls also gilt r,, (6) < r,,(0) fiir alle § € ©.

Zu jedem Testproblem gibt es ein korrespondierendes Entscheidungsproblem. Wir stel-
len kurz den Zusammenhang dar:

Seien F = (X, A, {FPy|0 € ©}) € £(O) ein statistisches Experiment und (H, K) eine
Partition des Parameterraums ©. Wir wihlen dann den zweielementigen Entscheidungs-
raum D = {H, K}, versehen mit der Potenzmenge P(D) als c—Algebra. Jedem rando-
misierten Test ¢ : X — [0, 1] mit Giitefunktion g, : © — [0,1], g,(f) = [ ¢ dPy ordnen
wir eine Entscheidungsfunktion p, : X x P(D), p,(z, K) = ¢(z), py(x, H) :=1 — ¢(z)
zu. Desweiteren betrachten wir die Verlustfunktionen Wy : D — R, Wy(H) = 1x(60),
Wy(K) = 15(0). Da D endlich ist, ist W = (Wp)pco eine stetige und beschrinkte Ver-
lustfunktion. Jetzt gilt fiir die Giitefunktion g, des Tests und die Risikofunktion der
zugehorigen Entscheidungsfunktion der Zusammenhang

B rp,(0), 0€H,
90(0) = { 1 (0), 0¢€ K.

Ein Test ¢, heiffit genau dann nicht schlechter als ein Test 5, wenn die zugehdrige Ent-
scheidungsfunktion p,, nicht schlechter ist als p,,. Umgekehrt kann man jeder Entschei-
dungsfunktion p fiir obiges Entscheidungsproblem einen ,,zugehorigen® Test ¢, zuordnen
mittels p,(z) = p(z, K).

Wir werden jetzt den Begriff der Entscheidungsfunktion auf natiirliche Art und Wei-
se verallgemeinern und erhalten damit die funktionalanalytische Grundlage fiir die im
néichsten Abschnitt folgenden Definitionen und Aussagen. Die Mengen {FP, | § € O}
und R(E, D) werden dabei in groflere Raume eingebettet, die fiir die LeCam-Theorie
wesentliche strukturelle Eigenschaften besitzen. Sei dazu ein Experiment E € £(O)
gegeben. Die Menge {Py |6 € O} ist eine Teilmenge von

L(E) :={pe M(X)|oc e M(X), osingulér zu allen P = o singulir zu u},

dem sogenannten L-Raum des Experiments E, wobei M(X) den Vektorraum aller
endlichen signierten Mafle auf (X, .A) bezeichnet. Versieht man den L-Raum mit der
Variationsnorm || - ||y, vgl. Definition A.1, so erhélt man einen Banachraum und sogar
einen Banach-Verband, vgl. Strasser (1985), S. 228.

Weiter sei ein Entscheidungsproblem (E, D, W) mit stetiger und beschrinkter Verlust-
funktion W gegeben. Schreiben wir die zur Entscheidungsfunktion p gehorige Risiko-
funktion

r,(0) = //Wg(a)p(x,da)Pg(dx) =: 5,(Wy, Pp), 60¢€0,

in Abhéngigkeit von Wy und Py, so ist 3, linear in beiden Argumenten und die folgende
Verallgemeinerung naheliegend: Eine bilineare Funktion 5 : Cy(D) x L(E) — R auf der
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Menge Cy(D) der stetigen und beschrinkten Funktionen von D nach R und auf dem
L-Raum L(FE) mit

LB, W] < | fllsollplly  fiir alle f € Cy(D) und alle p € L(E),
2. B(f,p) >0 fiiralle f € Cy(D), f > 0 und alle p € L(E), u > 0,

3. B(1,p) = p(X) fir alle p € L(E)

heifit verallgemeinerte Entscheidungsfunktion (fiir £ und D). Mit R4(E, D) be-
zeichnen wir die Menge aller verallgemeinerten Entscheidungsfunktionen und die Funkti-
onrg:© — R, r3(0) = f(Wy, Py) nennen wir Risikofunktion zum Problem (E, D, W)
bei gegebener verallgemeinerter Entscheidungsfunktion /.

Der Begriff der verallgemeinerten Entscheidungsfunktion ldsst sich mittels

B(g, 1) :==sup{B(f, 1) | f € Co(D), f < g}

auf natiirliche Weise von Cj(D) auf die Menge aller von unten halbstetigen und nach
unten beschriankten Funktionen g erweitern. Dies ist allerdings nur sinnvoll fiir den Fall,
dass 4 ein Maf ist. Man vergleiche dazu auch Strasser (1985).

Wie in der Motivation bereits gesehen, existiert zu jeder Entscheidungsfunktion eine
korrespondierende verallgemeinerte Entscheidungsfunktion. Ist bei gegebenem Entschei-
dungsproblem (F, D, W) eine Entscheidungsfunktion p; nicht schlechter als eine Ent-
scheidungsfunktion p,, so gilt fiir die korrespondierenden verallgemeinerten Entschei-
dungsfunktionen

By (Wo, Py) < B,,(Wo, Py), 0 €0.

Eine umgekehrte Korrespondenz ist nur in speziellen Féllen moglich. Dazu benétigen
wir einen weiteren Begriff: Ein Experiment £ = (X, A, {Py | # € ©}) € £(O) heifit
dominiert, falls ein o—endliches Maf} v auf A existiert, beziiglich dessen alle Mafle P,
absolutstetig sind, wenn also Py < v fiir alle § € O gilt.

Satz 1.1 (vgl. Farrell (1967)) Seien E € £(O) ein dominiertes Experiment und der
Entscheidungsraum D ein lokal kompakter Raum mit abzdhlbarar Basis. Dann ezistiert

zu jeder verallgemeinerten Entscheidungsfunktion 5 € R,(FE, D) eine Entscheidungs-
funktion pg € R(E, D) mit

B(f,p) = //f(a)pﬁ(x,da)u(dx) fir alle p € L(E) und f € C.(D),

wobei C.(D) die Menge der stetigen Funktionen von D nach R mit kompaktem Tréiger
bezeichnet.
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1.2 Abstinde von Experimenten

In diesem Abschnitt wollen wir versuchen, den unterschiedlichen Informationsgehalt ver-
schiedener Experimente F = (X1, A1, {Py |0 € ©}) € £(O) und F = (X, A, {Qy |0 €
0©}) € £(O) mit gemeinsamem Parameterraum © # () zu messen. Um diese Experimente
E und F vergleichen zu kénnen, geben wir uns zunéchst einen festen Entscheidungsraum
D und eine feste Verlustfunktion W = (Wj)gce vor und nennen (D, W) ein Entschei-
dungspaar. Die beiden statistischen Entscheidungsprobleme (E, D, W) und (F, D, W)
werden nun auf die folgende Art und Weise miteinander verglichen.

Definition 1.2 Seien (D,W) ein beliebiges Entscheidungspaar mit von unten halb-

stetiger und nach unten beschrinkter Verlustfunktion W und € > 0. Das Ezperiment

E heifit e—defizient oder héchstens e—unzureichend beziglich F (fir das Paar

(D,W)), in Zeichen: E 5 F, falls zu jeder verallgemeinerten Entscheidungsfunk-
(D, W)

tion By € Ry(F, D) eine verallgemeinerte Entscheidungsfunktion By € Rq(E, D) mit

Br(Wa, Py) < Ba(Wa, Qo) + €||[Wol| s fiir alle § € © (1.2)

existiert.
Gilt (1.2) fir e = 0, so heifft E mindestens so informativ wie F' (oder F nicht

informativer als F) fir das Paar (D,W), in Zeichen: E > F.
(D,W)
Im Fall € > 0 ist obige Definition nur sinnvoll, wenn die Verlustfunktion auch nach oben

beschrankt ist, vgl. Strasser (1985), S.257.

Lemma 1.3 Ist die Verlustfunktion in Definition 1.2 beschrinkt, so gilt

E o> F S E 5 F  fiir alle e > 0.
(D, W) (D, W)

Bisher haben wir ein festes Entscheidungspaar (D, W) betrachtet. In der folgenden
Definition werden Experimente beziiglich aller Entscheidungspaare (D, W) mit festem
Parameterraum O, beliebigem topologischem Entscheidungsraum D sowie beliebiger auf
D definierter und von unten halbstetiger Verlustfunktion W verglichen.

Definition 1.4 Seien € > 0 und der Parameterraum © beliebig fest. Dann heifit das
Ezxperiment E e—defizient oder hochstens e—unzureichend beziglich F', in Zeichen:

E é F, falls gilt

E > F fir alle Entscheidungspaare (D, W) mit (1.3)
(D, W)

von unten halbstetiger Verlustfunktion W.
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Gilt (1.3) fir e = 0, so heifft E mindestens so informativ wie F' (oder F' nicht
informativer als E), in Zeichen: E D F.

Gelten E O F und F O FE, so heiffen E und F dquivalent oder gleich informativ,
und wir schreiben E ~ F.

Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation, und wir kénnen dquivalente Experimente zu
einer Aquivalenzklasse zusammenfassen. Mit £(0)/ ~ bezeichnen wir den Raum dieser
Aquivalenzklassen aller Experimente mit gemeinsamem Parameterraum ©. Jetzt sind
wir in der Lage, Abstdnde zwischen Experimenten einzufiihren.

Definition 1.5 Seien E,F € £(©) zwei Ezperimente mit gemeinsamem Parameter-
raum ©. Dann definieren wir

5(B,F):=inf{e>0|E D F}

und

A(E,F) :=max{0(E, F), 6(F,E)}.
A(E, F) heifit Defizienz oder Informationsabstand der Experimente E und F.

Wir wollen zunéchst einige wichtige Aussagen iiber den Informationsabstand A zusam-
menfassen. Einen Beweis fiir 1.-5. findet sich in Strasser (1985), S. 296 ff., Aussage 6.
folgt direkt aus 5. mittels der Formeln (A.1) und (A.3) im Anhang.

Lemma 1.6 Sei © # () ein beliebiger Parameterraum. Dann ist

1. A eine Pseudometrik auf £(0©),

2. A eine Metrik auf £(0)/ ~,

3. der metrische Raum (E(©)/ ~, A) vollstindig,

4. der metrische Raum (£(©)/ ~, A) kompakt, falls © endlich ist.
SindE = (X, A {Py|0 € O}), F = (X, A,{Qy|0 € ©}) Ezperimente mit gemeinsamem
Grundraum (X, A), und bezeichnet dy den Hellingerabstand, vgl. Definition A.2, so gilt
weiter

. A(E,F) < sup{||Pg — Qg“v | ES @},

6. A(E,F) < V2sup{dy (P, Q) |0 € O}.

Die durch A auf £(©)/ ~ induzierte Topologie wird auch als starke Topologie be-
zeichnet.
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Satz 1.7 (vgl. Strasser (1985), S. 272) Seien E, F € £(O) zwei dominierte Ezperi-
mente mit gemeinsamem Parameterraum ©. Dann sind die folgenden Aussagen dquiva-
lent:

1. A(E,F) =0, d.h. die beiden Ezperimente sind dquivalent.
2. H(E,) = H(F,) fir alle « € A(©).
Dabei bezeichnen A(©) das System aller endlichen Teilmengen von O, E,, F, die auf

den Parameterraum o eingeschrinkten Experimente E, F und H die Hellingertransfor-
mierte, vgl. Definition A.5.

Fiir eine weitere Darstellung der A-Metrik benotigen wir zusétzliche Voraussetzungen
an die Experimente.

Definition 1.8 Fin Experiment E = (X, A, {Py|0 € ©}) heifit polnisch, falls der
Beobachtungsraum X ein polnischer Raum ist und A die zugehdrige Borelsche o—Algebra.

Satz 1.9 Seien E = (X1, A1, {Py |0 € O}) dominiert und F = (X, A2,{Qp |0 € O})
polnisch. Ist M : X; x Ay — [0,1] ein Markoff-Kern, so definieren wir fir 0 € © das
Wahrscheinlichkeitsmafs M Py auf Ay durch

MPy(Ay) = /M(xl,Ag) Pydrr),  As € As.
X1

Dann gilt fir den einseitigen 0—Abstand von E zu F

S(E,F) = i]I\14fSl;p |M Py — Qy|v-

Dabei wird das Infimum dber alle Markoff-Kerne M : X1 x Ay — [0, 1] gebildet.
Sind E und F beide dominiert und polnisch, so gilt

A(E, F) = max {ij\l}fsgp |M1 Py — Qol|v, ij\l}fSl;p | M2Qy — P9||V} ,

wobei die Infima dber alle Markoff-Kerne My : X1 X Ay — [0,1] bzw. My : Xy X Ay —
[0,1] gebildet werden.

Beweis. Die Aussage folgt aus Nussbaum (1996), Proposition 9.2, und Strasser (1985),
Lemma 59.5. u

Mit L(X | P) bezeichnen wir kiinftig die Verteilung einer Zufallsvariablen X beziiglich
eines Mafles P. Eine weitere niitzliche Aussage beinhaltet der folgende Satz, vgl. Brown
und Low (1996), S.2388.
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Satz 1.10 Seien X,) separable vollstindige metrische Riume, © # () ein Parameter-
raum, E = (X,B(X),{Py | 0 € ©}) ein Ezperiment und S : X — Y eine suffiziente
Statistik fir E. Dann sind die Ezperimente E und F := (Y, B(Y),{L(S | P)) | 6 € ©})
aquivalent, d.h. es gilt

A(E,F) = 0.

1.3 Lineare Modelle

Wir wollen in diesem Abschnitt einige Anwendungen der LeCam-Theorie fiir das Linea-
re Modell skizzieren. Dazu miissen wir zunédchst kldren, was wir unter einem solchen
verstehen. Seien

e k,n € IN fest vorgegeben,

o der Parameterraum H ein endlichdimensionaler Hilbertraum mit Dimension
dim(H) =k,

der Beobachtungsraum X ein endlichdimensionaler Hilbertraum mit Dimension
dim(X’) = n, versehen mit der Borelschen o-Algebra B(X'),

e A: X — H ein bekannter linearer Operator und A* der zu A konjugierte Operator,

e C: X — X ein bekannter, symmetrischer positiv definiter linearer Operator.

Wir beobachten eine X-wertige Zufallsvariable X mit Erwartungswert
EX = A*h

und existenter Covarianz

CovX =C.

Zur Definition von Erwartungswert und Covarianz vergleiche man Definition A.14. Sind
Basen von H und X" gegeben, so kénnen wir A mit einer k£ x n-Matrix und C' mit einer
n x n—Matrix identifizieren. A* wird dann auch Modellmatrix genannt und C' Covari-
anzmatrix. Fiir den Fall, dass C' nur positiv semidefinit ist, gelten die Aussagen dieses
Abschnitts analog, wenn man die Inverse C'~! jeweils durch die Moore-Penrose-Inverse
ersetzt.

Seien P¢ die Menge aller Verteilungen auf (X, B(X')) mit Erwartungswert 0 und existie-
render positiv definiter Covarianz C' und Sy, : X — X gegeben durch x — x + A*h. Die
Verteilung von S}, unter einem P € P¢ hat dann den Erwartungswert A*h und dieselbe
Covarianz C'. Dann bezeichnen wir

L(A,C) = (X,B(X),{L(S, | P) | h € H, P € Pc}) (1.4)
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als Lineares Modell fiir den unbekannten Parameter A € H und die unbekannte Ver-
teilung P € Pe. Sind die Zufallsvariablen normalverteilt, so heifit

N(A,C) = (X,B(X),{N(A*h,C) | h € H}) (1.5)

Lineares Modell fiir den unbekannten Parameter h € H mit normalverteiltem Fehler.
Dabei sei N(A*h, C') eine Normalverteilung auf dem Hilbertraum X mit Erwartungswert
A*h und Covarianz C. Auf den Begriff der Normalverteilung auf einem Hilbertraum
gehen wir in Beispiel 1.26 ndher ein.

Aussagen iiber den Informationsabstand von Linearen Modellen, vgl. Definition 1.5,
insbesondere unter Normalverteilungsannahme, finden sich in Torgersen (1991). Die
anschliefenden Sétze werden sich im Folgenden als niitzlich erweisen.

Satz 1.11 (vgl. Torgersen (1991), S. 481) Seien X}, X5 Hilbertrdume mit den Di-
mensionen ni,ny und seien A : X1 — H, B : Xy — H lineare Operatoren. Dann
qgilt

1

5 ||N(0vAA*) - N(OaBB*)“V < A (N(AvIXl)aN(BaL‘Q))

Dabei bezeichne Iy, die Identitit auf X;, j = 1,2, und 0 das Nullelement von H.

Satz 1.12 (vgl. Torgersen (1991), S. 436) Seien N(A,C1),N(B,Cs) Lineare Mo-
delle mit normalverteilten Fehlern und positiv definiten Covarianzen Cy,Cy. Beide Ez-
perimente mdgen den gemeinsamen Parameterraum H haben. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

1. Das Ezperiment N'(B, Cs) ist im Sinne LeCam’s informativer, vgl. Definition 1.4,
als N'(A,CY), also
N(A,Cy) CN(B,Cy).

2. Bezeichnet < die Léwner-Ordnung, so gilt
AC[TA* <, BC,'B*.

(Fir zwei symmetrische Operatoren Dy, Dy : H — H gilt Dy <p Dy genau dann,
wenn Dy— Dy positiv semidefinit ist. Die Léwner-Ordnung ist keine Totalordnung.)

Satz 1.13 (vgl. Torgersen (1991), S. 481) Seien N (A, Ix,) und N (B, Iy,) Lineare
Modelle mit normalverteilten Fehlern und gemeinsamem Parameterraum H. Dann gilt
nach Satz 1.12

N(A;]Xl)gN(B;[XZ) < AA* <r BB*.

In diesem Fall gilt fiir den Informationsabstand der Fxperimente

A(N(Aanl)vN(Banz)) = 5(N(A7[X1)7N(B7]X2)) = ||N(07AA*) - N(()?BB*)“V
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Eine andere naheliegende Moglichkeit, den Informationsgehalt von Linearen Modellen
zu vergleichen, bietet die lineare, erwartungstreue Schitzung bei quadratischem Schaden.
Seien hierzu L(A, Cy), L(B,Cy) Lineare Modelle mit gemeinsamem Parameterraum H.
Wir nennen das Experiment £(A, C}) beziiglich des linearen erwartungstreuen Schitzens
bei quadratischem Schaden nicht informativer als das Experiment L£(B,Cy) (oder
L(B,(Cy) mindestens so informativ wie £(A,C))), falls es zu jeder Linearform [ :
H — R und jedem linearen erwartungstreuen Schitzer T} fiir [(h) im Modell L(A, C})
einen linearen erwartungstreuen Schétzer Ty fiir [(h) im Modell £(B, C3) gibt mit nicht
groferer Varianz, also

Var(T3) < Var(T)).

In diesem Fall schreiben wir
L(A,CY) <y L(B,Cy). (1.6)

Die Varianzen der Schitzer T bzw. T, sind auf Grund der linearen Struktur konstant
fiir jede Verteilung aus £(A, Cy) bzw. L(B, Cy).

Aus der Theorie der Linearen Modelle (Gauf-Markoff-Theorem) und Satz 1.12 folgt
unmittelbar

Satz 1.14 (vgl. Torgersen (1991), S. 465) Seien L(A,C:), L(B,Cs), N(A,Cy),
N (B, Cs) Lineare Modelle mit positiv definiten Covarianzoperatoren Cy,Cy. Alle Ez-
perimente mogen den gemeinsamen Parameterraum H haben. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

1. N(A,Cy) C N(B,Cy).
2. L(A,Cy) C, L(B,Cy).

Beispiel 1.15 (vgl. Torgersen (1991), S. 431)

Sei E = N(A,C) = (X,B(X),{N(A*h,C) | h € H}) ein Lineares Modell mit Modell-
Operator A und positiv definiter Covarianz C'. Seien « := {hy,..., h,}, r € IN, beliebig
und z = (21,...,2,)" € S, beliebig, wobei S, der Standard-Simplex des R/l ist, vgl. De-
finition A.5. Dann gilt

H(Eo)(2) = exp {% (Z 27j(hi, AC™' A*hj) — zr:thi, AC‘IA*h,,)) }

i,j=1 i=1
1 r
= exp {_Z Z 2izj(hi — hy, ACT A (h; — hj))} .
i,7=1

Beispiel 1.16 (Hellingerabstand von N (A*h;,Ix) und N(A*hsy,Ix))
Sind N(A*hy, Ix) und N(A*hy, Iy) zwei Verteilungen des Linearen Modells N (A4, Iy),
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und bezeichnet a die Affinitét zweier Mafle, vgl. Definition A.4, so gilt
d%{(N(A*hl, [X), N(A*hz, IX)) = 1- G(N(A*hl, [X), N(A*hz, IX))

— 1 exp {—é(A*(hl ~ hy), A*(hy — h2)>} |

Beweis. Folgt direkt aus Lemma A.11 und Beispiel 1.15. 0J

Bemerkung 1.17 Definiert man den linearen Unterraum H := A*(H) C X, so kann
man das Experiment E aus Beispiel 1.15 auch in der Form E = (X, B(X), {N(h,C) | h €
H}) schreiben. Der (Modell-) Operator A tritt also gar nicht mehr explizit auf, sondern
nur noch der Bildraum H seiner Konjugierten A*. Fiir beliebiges o := {hy,...,h,},

r€ N, und z = (21,...,2,)" €S, erhiilt man dann die Hellingertransformierte in der
Form
1 — S e e
H(Ea)(z) = exp {_Z Z ZZZ]<hl - hj, C l(hz - h,j)>} .
i,7=1

Entsprechend erhilt man in Beispiel 1.16 fiir hy, ho € H den Hellingerabstand

~ ~ 1 ~ ~
d%{(N(hl,Ix),N(hQ,Ix)) =1- exp {-g”hl — h2||2} .

1.4 Gaullexperimente

In diesem Abschnitt werden wir die sogenannten Gauflexperimente einfithren. Sie sind
die wichtigsten Experimente der Statistik und spielen bei vielen asymptotischen Uber-
legungen eine entscheidende Rolle. Sei dazu © # () ein beliebiger Parameterraum.

Definition 1.18 (Gauflprozess) FEin stochastischer Prozess (Q, A, P,{Xy | 0 € ©})
mit reellwertigen Zufallsvariablen Xy heifst Gau3prozess, wenn alle endlichdimensio-
nalen Verteilungen (evtl. entartete) Normalverteilungen sind.

Ein Experiment E = (X, A,{F | # € ©}) mit Parameterraum O heifit homogen, falls
alle Mafle Py, 6 € O, dquivalent sind.

Definition 1.19 (Gauflexperiment) FEin homogenes Ezxperiment E = (X, A, {Py |
0 € ©}) heifft GauBBexperiment, wenn ein 6, € O existiert, so dass der Log-Likelihood-

Prozess unter Py, :
dPy
X, A, Py, <1 6
(rarn o (G ) 1<) )

ein Gauflprozess ist. Wir nennen den Covarianzkern dieses Prozesses dann Covarianz-
kern von E zur Basis 0.

Ist © Teilmenge eines linearen Raumes, ist 0 € © und ist der Covarianzkern von E zur
Basis 0 bilinear, so heifst das Ezperiment E ein Gauf3shift.
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An einem einfachen Beispiel wollen wir verdeutlichen, dass diese abstrakte Definition
eines Gauflexperimentes mit der iiblichen Vorstellung von einem Gauflexperiment kor-
respondiert.

Beispiel 1.20 Es sei 02 > 0 fest vorgegeben. Dann ist das durch die eindimensionalen
Normalverteilungen N (6, 0?) gegebene Experiment

N(1,0%) = (R, B, {N(0,0%) | 0 € R})

ein GauBexperiment mit Covarianzkern Ry, (6;,0:) = M 01,0, € R, zur Basis
6y € R. Es ist sogar ein Gauflshift. Fiir den Log- leehhood Prozess gilt

P, 1 (0—0p)2 (0—6)
o (37 ) 1) = (55 5 55)

Man beachte, dass die Erwartungswerte dieser Normalverteilungen genau das —%ffache
der jeweiligen Varianzen sind. Der Trend des Log-Likelihood-Prozesses ist somit direkt
aus dem Covarianzkern ablesbar. Dagegen ist das Experiment

(R,B,{N(0,0°) |8 € R, 0> 0})

kein Gauflexperiment im Sinne von Definition 1.19.

Die folgenden Aussagen sollen die besonders einfachen Strukturen von Gauflexperimen-
ten verdeutlichen.

Bemerkung 1.21 Ist E ein Gauflexperiment, so ist fiir jedes 6y € © der Log-Likelihood-
Prozess unter Py, ein Gauflprozess. Fiir die Covarianzkerne Ry, bzw. Ry 7u den Basen
o bzw. 0] gilt

1 1
Ry, (01, 02) — 2 (Roy (01,01) + Ry, (02,02)) = Rgy (01,02) — 3 (Rg; (61,01) + Ry (02,65))

(1.7)
fiir alle 0;,6, € ©, vgl. Janssen, Milbrodt und Strasser (1985), S. 21. Der Zusam-
menhang zwischen den Covarianzkernen zu verschiedenen Basen gilt nicht allgemein fiir
Log-Likelihood-Prozesse anderer homogener Experimente.

Lemma 1.22 (Hellingertransformierte eines Gauflexperimentes)
Seien E ein Gaufexperiment, 6y € © beliebig und Ry, der Covarianzkern von E zur
Basis 0. Seien o :={0,,...,0,} € A©) und z = (21,...,2,)" € S, beliebig. Dann gilt

H(E,)(2) = exp {% (Z 2 Ry (00,0) — S 2Ry (0, 9,.)) } |

ij=1 i=1

Die Hellingertransformierte ist unabhdngig von der Basis 0.
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Beweis. Vgl. Becker (1983), S. 25, oder Janssen et al. (1985), S. 20.

Bemerkung 1.23 Der Covarianzkern eines Gauflprozesses ist symmetrisch und positiv
semidefinit. Umgekehrt existiert zu jedem symmetrischen positiv semidefiniten Kern
R : O x © — R ein Gauiprozess mit Covarianzkern R, vgl. Strasser (1985), S. 340.
Ebenso existiert ein Gauflexperiment mit der Hellingertransformierten

H(E,)(z) _exp{ (Zzlz] (6;,6;) Zzl @,9)}

1,j=1

fir o := {01,...,0,} € AO), z = (21,...,2,)" € S, vgl. Becker (1983), S.25.

Ist (H,(-,-)) ein Hilbertraum, so ist das Innenprodukt (-,-) ein symmetrischer positiv
definiter Kern auf H x H. Das fiihrt zur folgenden Definition.

Definition 1.24 (Standard-Gaufshift auf Hilbertraum)
Der Parameterraum © = (H,(-,-)) sei ein separabler Hilbertraum. Wir nennen ein
Gaufexperiment E € E(H), dessen Covarianzkern Ry zur Basis 0 gleich dem Innenpro-
dukt auf H 1ist, also

Ro(hl,hg) :<h1,h2>, hl,hg GH,

einen Standard-Gauf3shift auf dem Hilbertraum H. Fir einen solchen Standard-
Gaufshift schreiben wir kinftig auch Gg.

Bemerkung 1.25
1. Die Existenz eines Standard-Gaufshifts ist fiir jeden separablen Hilbertraum durch
Bemerkung 1.23 gewéhrleistet. Alle Standard-Gauf3shifts auf demselben Hilbert-
raum sind im Sinne LeCam’s dquivalent. Man beachte dazu Satz 1.7 und die
Tatsache, dass mit dem Covarianzkern die Hellingertransformierte eindeutig fest-
gelegt ist.

2. Die Separabilitit des Hilbertraums gewéhrleistet die Messbarkeit des Innenpro-
duktes.

3. Fiir die Hellingertransformierte eines Standard-Gaufishifts Gy gilt nach Lem-
ma 1.22

H(E,)(2) = exp{ (Zzzzj hiy hj) Zzi(hi,hi>)} (1.8)

i,j=1

= exp {—— Z 22 (h iy hi — hj)} (1.9)

1,j=1

fir o := {hy,...,h.} € A(H), 2z = (21,...,2)" € S,. Dabei erhiilt man Gleichung
(1.9) durch elementare Berechnungen aus (1.8). Man beachte dafiir: Fiir z € S,
ist z1+...4+ 2. =1.
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Wir wollen jetzt einige Standard-Gaufishifts auf Hilbertrdumen explizit angeben. Diese
werden in den asymptotischen Uberlegungen zu Regressionsmodellen in Kapitel 2 als
Grenzexperimente auftreten.

Beispiel 1.26 (Standard-Gaufshift auf einem Hilbertraum)

Eine Zufallsvariable X mit Werten in einem separablen Hilbertraum (H, (-, -)) heifit nor-
malverteilt, falls (X, h) fiir alle h € H eine reelle Normalverteilung besitzt. In diesem
Fall existieren der Erwartungswert v und die Covarianz S von X, vgl. Anhang A.2.
Man nennt die Verteilung von X eine Normalverteilung mit Erwartungswert -~y
und Covarianz S und schreibt N (v, S).

Ist H ein endlichdimensionaler Hilbertraum und Iy die Identitdt auf H, so existiert
das Wahrscheinlichkeitsma3 N (0, /) und wird Standardnormalverteilung genannt.
Leicht sieht man, dass das Experiment

der Standard-Gaufshift auf H ist, vgl. Strasser (1985), S 345.

Ist H ein unendlichdimensionaler Hilbertraum, so ist die Identitdt Iy kein kompakter
Operator mehr. Da die Covarianz einer Normalverteilung aber ein kompakter Operator
sein muss, vgl. Kuo (1975), S. 29, existiert keine Standardnormalverteilung N (0, I) auf
H. Wir kénnen den Standard-Gauf3shift auf einem unendlichdimensionalen Hilbertraum
also nicht in dhnlich einfacher Weise angeben wie im endlichdimensionalen Fall. Die-
se Problematik fiihrt zur Theorie der Abstrakten Wiener-Réume, vgl. Strasser (1985),
S. 350 ff..

Beispiel 1.27 (Standard-Gauf3shift mit Beobachtungsraum C|0, 1))

Dieses Beispiel baut auf der in Anhang A.6 dargestellten Theorie kernreproduzierender
Hilbertraume auf. Sei dazu Z(s), s € [0, 1], ein zentrierter Gaufiprozess mit stetigen Pfa-
den und Covarianzkern R : [0,1] x [0,1] — R, und sei (H(R), (-, )u(r)) der zugehorige
kernreproduzierende Hilbertraum. Fiir h € H(R) C C|0, 1] ist

Zn(s) == h(s) + Z(s), s €[0,1],

wiederum ein Gauflprozess mit stetigen Pfaden. PZ, P%r seien die zu den Prozessen
Z bzw. Z;, gehorigen Verteilungen auf (C]0, 1], B(C0,1])). Dann ist das statistische
Experiment

GH(R) = (C[Oa l]vB(C[Oa 1])7 {PZh | h e H(R)})

der Standard-GauBshift auf H(R). Nach den Formeln (A.14) und (A.18) in Anhang A.6
hat Gg(ry ndmlich den Covarianzkern

dP7n AP
Cov (log (W) ,log <d1‘ﬁ>> = (h1, ha) (ry,
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hi,hy € H(R), zur Basis 0. Fiir die Hellingertransformierte von G'p(g) gilt nach Formel
(1.8) bzw. Formel (1.9)

H(E,)(z) = exp {% (Z zizi(hi hi)nmy — Y % ||h’i||§-l(R)> }

ij=1 i=1
= exp 1 Z zi2; ||hi — by
1 i 11 = il Ry
ij=1

fir o := {hy,...,h,} € A(H(R)), 2 = (21,...,2,)" € Sa.

Zum Abschluss wollen wir eine Verbindung zu den Linearen Modellen aus Abschnitt 1.3
herstellen.

Beispiel 1.28 Es sei A € R*** eine symmetrische positiv definite Matrix, durch die
mittels (z,y)4 = ' Ay, z,y € R*, ein Innenprodukt auf R* definiert wird. H, sei
der Hilbertraum RF, versehen mit diesem Innenprodukt. Mit A3 bezeichnen wir die
eindeutig bestimmte symmetrische und positiv definite Wurzel von A. Dann sind der
Standard-GauBshift Gy, und das Lineare Modell (A2, ;) (mit Beobachtungs- und
Parameterraum IR¥) im Sinne LeCam’s #quivalent, also Gz, ~ ./\/'(A%, It), oder anders
gesagt: N (A2, I;) ist der Standard-GauBshift auf H .

Beweis. Nach Satz 1.7 geniigt es, die Hellingertransformierten von G'y, und /\/'(A%, It)
zu vergleichen. Diese stimmen aber nach Beispiel 1.15 und Formel (1.8) iiberein. O]

1.5 Ein Satz von Luschgy fiir Gauflexperimente mit
Beobachtungsraum CJ0, 1]

Im Abschnitt 1.3 haben wir untersucht, wann ein Lineares Modell mit normalverteilten
Fehlern im Sinne LeCam’s mindestens so informativ ist wie ein anderes derartiges Mo-
dell. Zentrum dieser Theorie, die auf die Arbeiten des norwegischen Mathematikers Erik
Torgersen zuriickgeht, ist Satz 1.12, der einen Zusammenhang zur Léwner-Ordnung von
Matrizen herstellt, oder anders gesagt, zur positiv Semidefinitheit der Differenz zweier
Bilinearformen.

Wihrend die Arbeiten von Torgersen einen endlichdimensionalen Beobachtungsraum zu
Grunde legen, untersucht Harald Luschgy in seinen Arbeiten Luschgy (1991a) und Lusch-
gy (1992) die Bedeutung der LeCam’schen Informationshalbordnung ,C* fiir Gauf-
experimente mit Beobachtungsraum €10, 1]. Ein solches Experiment haben wir bereits in
Beispiel 1.27 kennengelernt. Im Folgenden wollen wir einen speziellen Satz von Luschgy
anfithren und schildern zunéchst die zu Grunde liegende Situation.
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Seien 7y, Z, zwei GauBprozesse mit stetigen Pfaden auf dem Intervall [0,1]. Mit R;,
i = 1,2, bezeichnen wir ihre Covarianzkerne, und (H(R;), (-, ") u(r;)) seien die zugehori-
gen kernreproduzierenden Hilbertriume. Weiter seien © # () ein beliebiger Parameter-
raum und S; : © x [0,1] — R bekannte Funktionen mit

Si(0,-) € H(R;) fiir alle # € © und 7 = 1, 2. (1.10)
Wir beobachten die stochastischen Prozesse
Zgyi(t) = SZ(G,t) + Zz(t), t € [0, 1], f € 0.

Da die Prozesse Z; stetige Pfade haben, gilt H(R;) C C[0, 1] nach Abschnitt A.6, und
wegen (1.10) haben dann auch die Prozesse Zp; stetige Pfade. Mit P%? bezeichnen wir
die Verteilungen der Prozesse Zy; auf (C[0, 1], B(C0,1])). Im Folgenden werden wir die
Experimente

E; = (C[0,1],B(C[0,1]),{P"" | 6 € ©}), i=1,2,

betrachten. Wie in Beispiel 1.27 sieht man, dass die Experimente F; Gauflexperimente
mit den Covarianzkernen

Ky i(01,02) = (Si(01,-) — Si(0o,+), Si(02,) — Si(Bo, ) u(ry)s 0,0, € ©,
zur Basis 6, € O sind.

Satz 1.29 (vgl. Luschgy (1991a), S. 212) Unter den oben beschriebenen Vorausset-
zungen gelten die folgenden Aussagen.

1. Ist Ky 1 — Ky, 2 positiv semidefinit fir eine beliebige Basis 6y € © (und damit auch
fiir alle Basen 0y € ©), d.h. gilt

n
Z oy (Koo — Koo 2)(05,0;) > 0
jl=1
fir alle 01,...,0, € ©, ay,...,a, € R und n € IN, so folgt
Ey 2 Ey,
d.h. das Ezperiment Ey ist mindestens so informativ wie das Experiment Fs.

2. Ist Ey D Es, so ist exp(Ky,,1) —exp(Ky,2) positiv semidefinit fir jede Basis 6 € ©.
Insbesondere gilt dann Ky, 1(6,0) > Ky, 2(0,0) fir alle 6,0 € ©.

3. Ey ~ Ey genau dann, wenn fir eine Basis 0y € © (und damit fir alle Basen) die
Covarianzkerne identisch sind. Das ist auch dquivalent zu Ky, 1(8,0) = Ky, 2(0,0)

fiir alle 6y,0 € ©.
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1.6 Schwache Konvergenz von Experimenten

Der mit der Metrik A auf £(©)/ ~ verbundene Konvergenzbegriff fiir Experimente ist
fiir viele Anwendungen zu stark, so dass wir einen schwécheren Konvergenzbegriff benoti-
gen. Experimente, die wir im Sinne dieses Konvergenzbegriffs als ,,schwache Grenzwerte*
von Experimentfolgen erhalten, werden nicht mehr die vollstindige ,,asymptotische In-
formation“ der Experimentfolge beinhalten. Dennoch ist ,viel“ Information in ihnen
enthalten. In Abschnitt 1.8.3 werden wir zum Beispiel mittels schwacher Konvergenz
asymptotisch optimale Testfolgen konstruieren.

Definition 1.30 Seien © # () ein Parameterraum und E,, E € £(O©). Die Ezperiment-
folge (Ey,)nen konvergiert schwach gegen das Erperiment E, in Zeichen: E, 5 F,
wenn gilt

n—oo

A(E, a0, E,) — 0 fiir alle endlichen Teilmengen o von ©.

Bemerkung 1.31 (vgl. Strasser (1985), S. 298) Die durch den Begriff der schwa-
chen Konvergenz erzeugte Topologie auf £(©)/ ~ wird die schwache Topologie ge-
nannt. £(0)/ ~ ist beziiglich der schwachen Topologie kompakt.

Die folgende Charakterisierung der schwachen Konvergenz findet sich zum Beispiel in
Strasser (1985), S. 302.

Satz 1.32 Seien E,, = (X, A, {Po|0 € O}) € £(O) und E = (X, A {Py|0 € O}) €
E(O). Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. E, 3 FE,
2. H(E, ) — H(E,) punktweise auf S, fir alle o € A(O).

Mit Lemma A.11 folgt daraus

Korollar 1.33 Seien E,,, E Ezperimente wie in Satz 1.32 mit E, — E. Dann gilt fir
0,0, € ©
hm dH(Pn,QU Pn792) = dH(Pgl, sz).

n—o0

Wie wir bereits in Abschnitt 1.4 erwéhnt haben, heifit ein Experiment F = (X, A, { Py |
6 € ©}) mit Parameterraum © homogen, falls alle Mafie Py, § € O, iquivalent sind.

Eine Folge von Experimenten E, = (X,, A,, {Png | § € ©}), n € IN, heifit asympto-
tisch homogen, falls fiir alle #,, 6, € O gilt

lim Pn,91 (An) =0 firAd,eA, — lim Pn792 (An) =0.
n— 00

n—o0
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Ist © ein metrischer Raum mit Metrik d, so heifit ' = (X, A, {Fy | 0 € O}) stetig, falls
die Abbildung

fe: (0,d) = (M(X), |- lv), [fe®) =P
stetig ist. Die Experimentfolge F, heiffit asymptotisch stetig, falls fiir alle ; € © gilt
Ve>035>0: d(f1,0,) <d = limsup||P,g, — Pugllv <e

n—o0

Bemerkung 1.34 (vgl. Strasser (1985), S. 304 f.) Seien E,,F € £(0©), n € NN,
mit E, — E. Dann gilt

(Epn)nen asymptotisch homogen <= FE homogen.
Ist © zudem ein metrischer Raum, so gilt

(Ep)nen asymptotisch stetig <= F stetig.

1.7 Schwache Konvergenz gegen einen Standard-
Gauflshift auf einem Hilbertraum

Definition 1.35 (Stochastische Konvergenz) Seien (2, A, P,) Mafriume und
fn : Qn = R messbare Funktionen. Dann heifst die Folge (f,)nen stochastisch gegen
0 konvergent (oder konvergent gegen 0 nach Mafifolge (P,)nen ), wenn gilt

Ves0: Pu({|fa] > e)) 2F0.

In Zeichen: f, Lo, In Analogie zur tiblichen op—Notation schreiben wir f, = op, (1),
falls die Folge (fn)nen stochastisch gegen 0 konvergiert.

Sind P, Q Wahrscheinlichkeitsmafle auf einem Messraum (2, .A), dann existiert nach dem
Lebesgueschen Zerlegungssatz eine A-messbare Funktion f > 0 und eine )—Nullmenge
N € A mit

P(A) :/f dQ+ P(ANN), AcA
A

Die Funktion f und die Nullmenge N sind dabei (Q—fast eindeutig bestimmt und damit
ebenso der Likelihood-Quotient

dP

d— = f

Q

Sei (H,(-,-)) ein separabler Hilbertraum. Der folgende Satz enthilt die zentrale Cha-
rakterisierung einer schwach gegen einen Standard-Gauflshift konvergenten Experiment-
folge; ein Beweis findet sich in Strasser (1985), S. 4009.
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Satz 1.36 Seien E, = (X,, Ay, {P.n|h € H}) € E(H) eine Experimentfolge und Gy
der Standard-Gaufishift auf H. Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

1. E, 5 Gy,

2. Fir die durch
1
— % — exp <Ln7h - §||h||2> fir h € H undn € IN (1.11)

P, o—fast eindeutig definierte Folge stochastischer Prozesse
(Ln)nE]N = (Xna Ana Pn,07 {Ln,h | h’ € H})nE]N
gilt

(0) L(Lns | Pao) 2 N0, ||R||?) fiir alle h € H.

Mit B bezeichnen wir dabei die tibliche Verteilungskonvergenz (schwache
Konvergenz) von Wahrscheinlichkeitsmafen bzw. Zufallsvariablen.
Pno

(b) Fiir alle o, B € R und hy,hy € H gilt Ly, + Ly hy — Luahy+80, — 0.

Bemerkung 1.37 Durch (1.11) werden IR—wertige Zufallsvariablen

dP, 1
L, =log (dP Z) + §||h,||2

definiert. L, ; nimmt dort den Wert —oo an, wo P, keine Masse beziiglich P,  be-
sitzt. Man beachte jedoch, dass die Experimentfolge (E,)n,en asymptotisch homogen
sein muss. Dies folgt einerseits bei gegebener schwacher Konvergenz aus der Homoge-
nitit des Grenzexperimentes, vgl. Bemerkung 1.34, und andererseits aus der Bedingung

L(Lny | Pap) 2 N(0, ||h]|?) von obigem Satz. Wihrend in Strasser (1985) nicht im
Detail auf diese Problematik eingegangen wird, wird der Sachverhalt in Witting und
Miiller-Funk (1995), S. 308 ff., ausfiihrlich diskutiert.

Besonders einfach ist der Nachweis der schwachen Konvergenz, wenn man die Zufallsva-
riablen L, ;, in der Form
Ln,h = Xn,h + 0Pn,0(1)7 n€IN,h e H, (112)

mit linearen Prozessen X,,, n € IN, und stochastisch gegen 0 konvergenten Resten auf-
spalten kann. Ein Prozess X = {X,, | h € H} heifit linear, falls gilt

&Xhl + 5Xh2 = Xahl—l—ﬁhz fiir alle a, 8 € IR und hq, hy € H.
Der Likelihood-Quotient aus (1.11) hat dann die Form

P,
dP,

1
= exp <Xn7h — §||h||2 + Opn,0(1)> fir h € H und n € IN.
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Korollar 1.38 Seien die Fxperimente E,,Gg wie in Satz 1.36. Lassen sich die Zu-
fallsvariablen L,, aus (1.11) wie in (1.12) in lineare Prozesse und stochastisch gegen 0
konvergente Reste zerlegen, dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. E, 5 Gy,

2. L(Xpp | Pao) 2 N(0, ||h||?) fiir alle h € H.

(Xn)nen heifit in diesem Fall eine fir (E,),en zentrale Folge.

Bemerkung 1.39 Ein Standard-GauBshift auf einem separablen Hilbertraum ist de-
finitionsgem&B homogen. Aus der Darstellung der Hellingertransformierten (1.8), der
Ungleichung (A.3) sowie Lemma A.11 folgt, dass der Standard-Gaufishift stetig ist. Da-
mit muss nach Bemerkung 1.34 jede gegen einen solchen Gauflshift schwach konvergente
Experimentfolge asymptotisch homogen und asymptotisch stetig sein.

1.8 Die H3ijek-LeCam Minimax-Schranke und ihre
Anwendungen

1.8.1 Begriffe und Bezeichnungen beim asymptotischen Testen

Seien £ = (X, A,{Py|0 € O}) € £(O) ein statistisches Experiment mit metrischem
Parameterraum (©,d) und ¢ : X — [0,1] ein (randomisierter) Test mit zugehoriger
Giitefunktion g, : © — [0,1], g,(0) = [ ¢ dPy. Man beachte, dass die Giitefunktion auf
ganz © definiert ist und im Folgenden auch auf ganz © betrachtet wird. Wir wollen eine
Hypothese H gegen eine Alternative K testen. Das Testproblem (H, K) ist dabei
eine Partition des metrischen Raumes ©. Den Zusammenhang zur Entscheidungstheorie
haben wir bereits in Abschnitt 1.1 erortert.

Der Test ¢ heifit unverfilscht (fiir das Problem (H, K)), falls

o
sup 90(9) < inf g,(6)

ist. Jede Zahl a € [sup g,(6), gn[f; 9,(0)] heiit dann Niveau des unverfilschten Tests ¢.
bcH €

Geben wir uns umgekehrt ein Niveau « € [0, 1] vor, so heifit jeder Test ¢ mit

sup 94,0(9) <a
0cH

ein Test zum Niveau a. Ein unverfilschter Test ¢ heiit a—&hnlich (fiir das Problem
(H,K)), falls gilt -
9,(0) =« firalled e HNK.
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Mit F(X,.A) bezeichnen wir kiinftig die Menge aller Tests, mit Fq (H, K) die Klasse
aller Tests zum Niveau o und mit F2(H, K) die Klasse aller a—&hnlichen Tests. Zwei
Tests mit derselben Giitefunktion heiflen dquivalent.

Definition 1.40 Seien Fy C F(X,.A) eine Klasse von Tests, o* € Fy und (H,K) ein
Testproblem. Dann heifit

1. ¢* zuléssig in Fy, falls kein Test ¢ € Fy existiert mait

9,(0) < g,-(0) fiir alle® € H
9,(0) > gp<(0) fir alle § € K,

der nicht dquivalent zu ¢* ist, falls also kein Test ¢ aus Fy existiert, der
gletichmaftg nicht schlechter und an mindestens einer Stelle echt besser als ¢*
i5t.

2. ¢* optimal in Fy, falls fir alle Tests ¢ € Fy gilt

G+ (0) < g,(0) fir alled € H
G- (0) > g,(0) fir alle € K,

d.h. ©* ist gleichmdfsig nicht schlechter als jeder andere Test in Fy.

Wir betrachten nun ein Folge von Experimenten E,, = (X, A, {P,0|0 € O}) € £(0),
n € IN, sowie ein Testproblem (H, K), d.h. eine Partition von ©. Eine Folge von Tests
(©n)nen mit @, € F(X,,A,) und Giitefunktionen g, (0) = an ©n APy, 0 € O, heifit
asymptotisch unverfilscht zum Niveau a € [0, 1], falls gilt

limsup g, (0) < a fiir alle § € H,

n—00

liminfg,, (#) > o firallef € K.

—00

Eine Folge von Tests (¢,)nen mit ¢, € F(AX,, A,) heit asymptotisch a—dhnlich,
falls gilt

7}2{)10 9o, (0) = fiir alle§ € HNK.
Definition 1.41 Sei Fy jetzt eine Klasse von Testfolgen (o )nenw mit @, € F(X,, Ay)-
FEine Testfolge (¢%)nen € Fo heifit asymptotisch optimal in der Klasse Fy, falls fiir
alle Testfolgen (on)new € Fo gilt

limsup g,- () <liminfg, (0) fir alle € H,
n—o0

o0 . ) (1.13)
liminf g,- (#) > limsup gy, (#) fir alle 6 € K.
n—o00

n—o0
Bemerkung 1.42 Definition 1.41 impliziert die Existenz des Grenzwertes lim g,- ()

n—o0

fiir alle Parameter 6 € ©. Bedingung (1.13) ist damit dquivalent zu
lim g,: () <liminfg,, (¢) fiiralle § € H,
n—00 n—00
lim g,:(6) > limsupg,, () fiir alle § € K.
-

n—00 n—00
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1.8.2 Die Minimax-Schranke

Wir betrachten in diesem Abschnitt Experimente E, = (X, An, {Pn|0 € O}), die
schwach gegen ein Experiment E = (X, A, {P |6 € ©}) konvergieren, und versehen die
Menge aller verallgemeinerten Entscheidungsfunktionen R,(E, D) (D sei ein beliebiger
topologischer Entscheidungsraum, vgl. Abschnitt 1.1) mit der Topologie der punktweisen
Konvergenz auf C,(D) x L(E). Beziiglich dieser Topologie ist die Menge R,(FE, D)
konvex und kompakt, vgl. Strasser (1985), S. 231.

Jetzt wollen wir Folgen verallgemeinerter Entscheidungsfunktionen betrachten.

Definition 1.43 Unter obigen Voraussetzungen an E,, E seien (3, € Ry(E,, D), n €
IN, und B € R,(E, D) verallgemeinerte Entscheidungsfunktionen. Dann heifst

1. (Bn)nen verteilungskonvergent gegen (3, falls gilt

nll)rg) Bu(fy Pro) = B(f, Py) fir alle f € Cy(D) und alle 6 € O.

2.  ein Haufungspunkt (nach Verteilung) der Folge (B,)nen, falls fir jede
endliche Menge o € A(©) und jede endliche Menge C C Cy(D) eine Teilfolge

(ﬁnm )mE]N mat

lim B, (f, Pu.0) = B(f, Py) firalle f € C und alle § € «
m—»00

existiert.

Bemerkung 1.44 In LeCam (1979) wird nachgewiesen, dass jede Folge verallgemei-
nerter Entscheidungsfunktionen auch Hiufungspunkte (nach Verteilung) hat.

Bemerkung 1.45 Wir betrachten speziell ein Testproblem (H, K). Zu randomisierten
Tests ¢, € F(X,, A,) und ¢ € F(X,A) existieren nach Abschnitt 1.1 korrespondie-
rende verallgemeinerte Entscheidungsfunktionen 3, und 3,. Man erkennt aus deren
Konstruktion sofort, dass aus der Verteilungskonvergenz der f3,, gegen 3, die punktwei-
se Konvergenz

n—00 n—00
Xn X

lim [ ¢,(x) P,o(dz) = lim g, (0) = g,(0) = /(p(x) Py(dz) fiir0 € ©

der Giitefunktionen folgt.

Jetzt werden wir die in der Theorie schwacher Konvergenz so wichtige asymptotische
Minimax-Schranke von Hajek-LeCam anfiihren. Die folgende Formulierung findet sich
in Strasser (1985), S. 310 f. und ist eine Verallgemeinerung der Formulierung LeCam’s.
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Theorem 1.46 (Hijek-LeCam Minimax-Schranke) Wir betrachten fir die obigen
Ezxperimente E, — E ein Entscheidungspaar (D, W) mit von unten halbstetiger Ver-
lustfunktion W. Die Folge verallgemeinerter Entscheidungsfunktionen (fp)nen mit
Bn € Ra(Ey, D) besitze die nichtleere (vgl. Bemerkung 1.44) Menge Ry C R.(E, D)
von Hiufungspunkten (nach Verteilung). Mit co(Ro) bezeichnen wir die gemdf obiger
Topologie der punktweisen Konvergenz auf Cy(D) x L(E) abgeschlossene konvexe Hiille
von Ry. Dann gilt fiir jede Menge ©y C © die Abschdtzung

liminf sup B,(Wy, P,y) > inf sup B(Wy, ).

n—00  9cE, Beco(Rg) €O,

Bemerkung 1.47 Da R,(FE, D) wie zu Beginn von 1.8.2 erwihnt beziiglich der Topo-
logie der punktweisen Konvergenz konvex und kompakt ist, gilt co(Rg) C R.(E, D).

Eine etwas schwichere Variante von Theorem 1.46 ist

Korollar 1.48 (zur Hijek-LeCam Minimax-Schranke 1.46)

Sind E,, = (X, Ap, {Prp|0 € O}) € £(O) und E = (X, A, {Fy |0 € ©}) € £(O) Expe-
rimente mit E, — E, und ist (D, W) ein Entscheidungspaar mit von unten halbstetiger
Verlustfunktion W, so gilt fir alle Folgen verallgemeinerter Entscheidungsfunktionen

/Bn 6 R(L(En7 D)

liminf sup 3,(Wy, Pop) > inf  sup B(Wy, Pp).

n—o0 ge@, " BERG(E,D) gco,

fiir jede Menge ©y C ©.

1.8.3 Eine Anwendung der Minimax-Schranke fiir das asymp-
totische Testen

Seien E,, = (X,, Ay, {P.n | h € H}) € E(H), n € IN, Experimente, die schwach gegen
den Standard-GaufBshift G auf einem separablen Hilbertraum (H, (-,-)) konvergieren.
Fiir die Folge (E,)npen moge geméf Korollar 1.38 eine zentrale Folge linearer Prozesse
(Xn)nen existieren. Wir untersuchen das spezielle Testproblem

He={heH|(h) <0}, K,={heH|(h) >0}

fiir eine fest vorgegebene stetige Linearform ¢ : H — IR. Gemifl dem Darstellungssatz
von Frechét-Riesz gibt es ein Element hy, € H mit

((h) = (h, he) und [[e]] = [[A].

Eine der vielen Folgerungen aus der Minimax-Schranke 1.46 bei vorliegender schwacher
Konvergenz ist
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Satz 1.49 (vgl. Strasser (1985), S. 431) Unter den gerade beschriebenen Voraus-
setzungen ist die Testfolge (¢f)nen mit ©f + X, — [0,1],

o () = 4 X (wn) > ||| - 271 (1 = )
e 0, Xpp(xn) <€ - 27(1 = )

asymptotisch optimal in der Klasse aller asymptotisch a—ahnlichen Testfolgen im Sin-
ne von Definition 1.41 bzw. Bemerkung 1.42. (Im asymptotisch nicht relevanten Fall
Xon, () =||€]] - 271 (1 — @) kénnen die randomisierten Tests ¢}, beliebig definiert wer-
den.) Fir die Folge (g, )new der Giitefunktionen gilt

lim g, (h) = ® <<I>1(a) + @) fir alle h € H.

n-vo0 1]

Diesen Satz wollen wir in Hinblick auf spédtere Anwendungen verallgemeinern, in denen
keine schwache Konvergenz gegen einen , vollstdndigen* Standard-GauBshift G’y vorliegt,
sondern nur die auf eine Teilmenge © C H eingeschrinkten Experimente F, g schwach
gegen die Einschrinkung G'g e konvergieren, also

E,eo = Gue

gilt. Desweiteren sei 0 € O, und es soll ein Analogon zur zentralen Folge existieren,
d.h. Zufallsvariablen X, ; : &, = R, h € H, n € IN mit

b, , 1
Fn,o = exp (Xn,h — §||h}||2 + 0pn,0(1)> , h e @, (114)
L(Xpn | Poo) > N(O,||B?), he®, (1.15)
und
aXn,hl + BXn,hz — Xn,ah1+ﬁh27 «, B € R; hl; hZ € H. (116)

Man beachte, dass die Zufallsvariablen X, j fiir alle Elemente des Hilbertraums H defi-
niert und die Prozesse {X,,;, | h € H} linear sein sollen, wohingegen die Konvergenzbe-
dingungen (1.14) und (1.15) nur fiir die Elemente der Teilmenge O vorausgesetzt werden.
In Kapitel 2 werden wir sehen, dass diese Voraussetzungen natiirlich sind und in praxis-
relevanten Fillen auftreten.

Es stellt sich die Frage, ob die Testfolgen aus Satz 1.49 auch in dieser neuen Situation
asymptotisch optimal sind. Im Allgemeinen wird dies nicht mehr der Fall sein, sondern
wir miissen zuséitzliche Voraussetzungen an das Testproblem, also an die Linearform /,
stellen, damit die Optimalitéit erhalten bleibt. Um solche Voraussetzungen angeben zu
kénnen, werden wir im Folgenden den Beweis von Satz 1.49 analysieren. Grundlage
fiir die Optimalitit der Testfolge aus Satz 1.49 war die Minimax-Schranke von Hajek-
LeCam 1.46, mit deren Hilfe auch das folgende, auf unsere neue Situation angepasste
Lemma bewiesen wird.
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Lemma 1.50 Seien © # (0 eine beliebige Teilmenge des separablen Hilbertraums
(H,(-,-)) und E,o € £(O) Ezperimente mit E, o — Greo. Weiter seien { : H — R
eine beliebige stetige Linearform sowie

H,={he€0©|lh) <0}, Ky={h€©|l(h)>0}

das damit verbundene Testproblem. Fiir (Hy, K;) gelte Hy N\ K, # (0, damit der Begriff
sasymptotisch a—dhnlich“ sinnvoll definiert ist. Dann gilt fiir beliebiges Niveau o € (0, 1)
und jede asymptotisch a—ihnliche Testfolge (n)nex mit Uy, © X, — [0, 1]

liminf gy, (h) > ® (o7 (0)+ M) firhe H,

limsup gy, (h) < @ (<I>*1(a) + %) fir h € K.

n—o0

Beweis. Der Beweis verlduft vollig analog zu Lemma 82.6 aus Strasser (1985), wo die
Aussage fiir den Fall bewiesen wird, dass keine Einschrinkung des Parameterraums vor-
liegt. 0J

Ist { : H — R eine gegebene Linearform mit zugehorigem Hilbertraumelement h,
gemifl dem Satz von Frechét-Riesz, so ist der niichste wesentliche Schritt im Beweis von
Satz 1.49 die asymptotische Untersuchung der X, ;, beziiglich der Mafle P, ), h € ©.
Im Falle ®© = H kann man allein aus (1.15) und (1.16) wie im folgenden Satz auf die
schwache Konvergenz

£ Xt | Pan) = N((hhe), [lhel?)
schlieffen. Gilt (1.15) nicht fiir alle h € H, so benotigen wir zusétzliche Voraussetzungen.
Satz 1.51 Seien © # () eine beliebige Teilmenge des separablen Hilbertraums (H, (-, -))
und En,o € £(O) Ezperimente mit E, o it Gueo. Ferner existiere ein Analogon zur

zentralen Folge, also Zufallsvariablen X, ;,, h € H, die (1.14), (1.15) und (1.16) erfillen.
Unter der zusdtzlichen Voraussetzung an die Linearform ¢ mit zugehdrigem hy

L(Xnanson | Pug) 2 N (0, ||ahg + BhI?)  fir allea,B€R, he O,  (1.17)
gilt dann die schwache Konvergenz

C(Xpn, | Pan) = N ((hyhe), |[el?) fiir alle h € ©. (1.18)

Beweis. Der Beweis orientiert sich an Strasser (1985), Lemma 80.10, Lemma 80.11
und Theorem 80.12. Seien dazu «, 5 € R und h € © beliebig. Dann folgt aus (1.17)
mittels der Technik von Cramér-Wold, vgl. Bauer (1991), S. 268, und unter Beachtung
der Linearitétseigenschaft (1.16) die schwache Konvergenz

1R][2 (B he)
L((Xn,h,Xn,hl)WPn,O)2>N(0,C’) mit O = . (1.19)
(hyhe)  [[hell?
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Wir gehen zuniichst davon aus, dass C' regulir ist. Sei u € C,(IR?) eine stetige Funktion
mit kompaktem Tridger. Dann folgt mit (1.14) und (1.19) fiir h € ©

lim [ w(Xon, Xon,) AP

n—oo
. dPn,h
- nll)r{olo U(Xn,ha Xn,h[) dTnp dPn,U
1.14 . 1
a1 Tlim | (X Xon,) exp {Xn,h — 5lInl* + opn,0(1)} AP,
(1.19)

2 [y exp{x_ %th?} N(0,C) (dz, dy)

B / urur N (( <';L'f';lj> ) ’C> (dz, dy), (1.20)

wobei man (1.20) wegen der Regularitit von C' leicht mittels Lebesgue-Dichten einsieht.
Beachtet man, dass in lokal-kompakten Rdumen die vage und die schwache Konvergenz
von Wahrscheinlichkeitsmaflen {ibereinstimmen, vgl. Bauer (1992), Korollar 30.9, so
geniigt es, Funktionen u mit kompaktem Tréger zu betrachten, und es folgt die schwache

Konvergenz
(( n,ha n,hg) | n,h) <h, h[> )

und daraus dann

L (Xopy | Pap) —= N ((hyhe), [|he]]?) -

Ist C' nicht reguldr, d.h. h und h, sind linear abhingig, so beweist man die schwache
Konvergenz (1.18) durch Nachweis von

lim [ w(Xpp,) dPoy = /u(x) N((h, he), ||hel]?) (d)

n—00

fir v € C.(R), wobei man wie oben vorgeht und zusitzlich die Linearitétseigen-
schaft (1.16) verwendet. O

Mit diesem Ergebnis kénnen wir eine Verallgemeinerung von Satz 1.49 beweisen.

Satz 1.52 Seien © # () eine beliebige Teilmenge des separablen Hilbertraums (H, (-, -))
und E, o € £(O) Ezperimente mit E, o =5 Gue. Ferner existiere ein Analogon zur
zentralen Folge, also Zufallsvariablen X, h € H, die (1.14), (1.15) und (1.16) erfiillen,
und fir die Linearform € mit zugehdrigem hy gelte

L(Xnanyson | Pug) = N (0, ||y + Bh|?)  fir allea,B€R, heO.  (1.21)
Dann ist fiir das Testproblem

Ho={heo|lh) <0}, K ={heOl|lh) >0}
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die Testfolge (©F)new mit @ = X, — [0,1],

iy = § b Xun (o) > 0] 97 (1~ )
L0, X ) < 971 - )

asymptotisch optimal in der Klasse aller asymptotisch a—ihnlichen Testfolgen im Sinne
von Definition 1.41 bzw. Bemerkung 1.42. Dabei setzten wir Hy 0 Ky # () voraus. Fiir
die Folge (g,: Jnew der Gitefunktionen gilt

¢(h)

lim g, (h) = ® (@—1(a) + T

n—0o0

) fiir alle h € ©.

Beweis. Fiir die Grenzgiite der gegebenen Testfolge gilt nach Satz 1.51

L(h
lim g,-(h) = li_)m Pop (Xop, > 10 -2 (1 —a) = (él(a) + Q)

nro0 1]

fiir h € ©. Die Optimalitit der Testfolge folgt aus Lemma 1.50. U

1.9 Der Satz von Lindae

Geben wir uns eine schwach konvergente Experimentfolge vor, so stellt sich die Frage, un-
ter welchen zusétzlichenVoraussetzungen diese Experimentfolge auch stark konvergiert,
d.h. in der A-Metrik. Eine Antwort liefert der Satz von Lindae, vgl. Lindae (1972),
LeCam (1986), S. 92, oder Torgersen (1991), S. 396. Zuniichst bendtigen wir einige
topologische Begriffe.

Eine Teilmenge M eines metrischen Raums S heifit prikompakt oder totalbe-
schriankt, wenn M fiir jedes € > 0 durch endlich viele Kugeln vom Radius € iiber-
deckt werden kann. Das ist gleichbedeutend damit, dass der Abschluss von M in der
Vervollstdndigung von S kompakt ist. Fiir vollstindige metrische Ridume stimmen die
Begriffe prikompakt und relativ kompakt somit iiberein.

Entscheidend fiir den Satz von Lindae ist der L-Raum L(FE) eines Experiments E. In
Abschnitt 1.1 haben wir gesehen, dass L(E) mit der Variationsnorm zum Banachraum
wird.

Satz 1.53 (Lindae)
Seien E, = (X, An,{Pno|0 € O}) € £(©) und E = (X, A, {Py|0 € ©}) € £(O)
Ezxperimente mit E, = E. Weiter sei

1. die Menge {Py | 6 € O} totalbeschrinkt in (L(E), || - [|v), und
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2. es gelte die Konvergenz

n—oo

||f)n,g1 — Pn’92||v — ||P91 — P92||V glelchma{hg m 91,92 € 0. (122)

Dann folgt die starke Konvergenz
A(E,, E) =% 0.

Bemerkung 1.54 Wegen Ungleichung (A.3) kénnen wir bei der Uberpriifung der
Voraussetzungen des Satzes von Lindae an Stelle des Variationsabstandes auch den
Hellingerabstand verwenden.

Das folgende Lemma zeigt eine Moglichkeit, die Totalbeschrinktheitsvoraussetzung im
Satz von Lindae nachzuweisen, wenn als Grenzexperiment ein Standard-Gaufishift auf
einem Hilbertraum gegeben ist.

Lemma 1.55 (Totalbeschrinktheit bei Gauf3shifts auf Hilbertridumen)

Sei Gy = (X, A {P, | h € H}) der Standard-Gaufshift auf einem Hilbertraum
(H,(-,-)). Seien Hy C H und Gy = (X, A,{P, | h € Hy}) die Einschrinkung von
Gy auf Hy. Dann gilt

{Py | h € Hy} totalbeschrankt in (L(Gy),|| - |lv) <= Hy totalbeschrinkt in H.

Beweis. Seien hj,hy € Hy und 1 > ¢ > 0 beliebig. Dann gilt nach Formel (1.9) auf
Seite 20 und Lemma A.11 fiir den Hellingerabstand von P, und P,

1
A% (P, Py,) =1 —exp {—§||h1 - h2||2} ;

und es ist
A2 (Py,, Py,) < € <= ||h1 — ha|> < —81In(1 —¢).

Jetzt folgt die Behauptung aus der Definition der Totalbeschrinktheit zusammen mit
Bemerkung 1.54. O

1.10 Asymptotische Aquivalenz

In vielen Fillen besitzt eine Experimentfolge (E,,),en kein oder nur ein entartetes Grenz-
experiment im Sinne von LeCam’s A-Metrik. Das gleiche trifft fiir die schwache Kon-
vergenz im Sinne LeCam’s zu. Deshalb ist es mitunter geschickter, begleitende einfa-
che Experimentfolgen zu (E,),en anzugeben, die den Experimenten F,, fiir hinreichend
groBes n € IN dhnlich sind. Wir wollen diese Ahnlichkeit konkretisieren.
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Definition 1.56 (Asymptotische Aquivalenz) Es seien (E,)nen, (Fo)nenw C £(O)
zwei Experimentfolgen. Die beiden Folgen heifflen (stark) asymptotisch dquivalent,
wenn gilt

lim A(E,, F,) = 0.

n—o00
Definition 1.57 (Schwache asymptotische Aquivalenz) Gegeben seien zwei Fol-
gen von Experimenten (Ep)nen, (Fn)new C E(O) . Die beiden Folgen heiffen schwach
asymptotisch dquivalent, wenn gilt

lim A(E, o, Fra) =0 fir alle o € A(O).

n—o0

Die folgende Charakterisierung der schwachen asymptotischen Aquivalenz findet sich in
Becker (1983), S. 20.

Satz 1.58 Zwei Ezperimentfolgen (Ep)nen, (Fn)new C E(O) sind genau dann schwach
asymptotisch dquivalent, wenn die Differenz der Hellingertransformierten punktweise
gegen 0 konvergiert:

lim H(E, .)(2) — H(Fna)(2) =0  fir alle o € A(O) und alle z € S,,.

n—oo

Bemerkung 1.59 Seien (E,)nen, (Fn)new C E(©) zwei Experimentfolgen und E €
£(0). Dann folgt aus den Sétzen 1.32 und 1.58 sofort:

1. Sind (E,)pen und (Fp)nen schwach asymptotisch dquivalent und gilt E, — E,
so gilt auch F,, — E.

2. Gilt B, - E und F, = E, so sind (E,)nen und (F},)nen schwach asymptotisch
dquivalent.



Kapitel 2

Asymptotik von
Regressionsmodellen bei
unabhingigen Beobachtungen

Dieses Kapitel widmet sich ausschliefllich der Asymptotik von Regressionsmodellen. Bei
vorgegebener Folge von Versuchspldnen werden wir der zugehorigen Folge von Regressi-
onsmodellen ein geeignetes Grenzmodell zuordnen bzw. eine geeignete Folge von Grenz-
modellen. Diese werden wir auf verschiedene Art und Weise erhalten:

1. Durch Einbettung in den Raum stetiger Funktionen mit Hilfe des Partialsummen-
prozesses. Mit Hilfe des Satzes von Donsker erhidlt man dann ein Grenzmodell.
Man vergleiche dazu vor allem die Arbeiten Bischoff (1998), Bischoff und Miller
(2000a) sowie Bischoff und Miller (2000b).

2. Durch schwache Konvergenz im Sinne LeCam’s, wobei wir im Parameterraum loka-
lisieren miissen, um nichttriviale Grenzwerte zu erhalten. Die Wahl eines geeigne-
ten Lokalisierungspunktes hingt von der interessierenden Fragestellung ab. Diese
Konvergenzart entspricht im Wesentlichen dem Konzept der “Lokalen Asympto-
tischen Normalitit“ (LAN), das in der Literatur eine groie Rolle spielt. Stellver-
tretend fiir die zahlreiche Literatur zur Theorie und Anwendung dieses Konzeptes
seien die Biicher LeCam (1986), Strasser (1985) sowie Witting und Miiller-Funk
(1995) genannt.

3. Im Sinne der starken Konvergenz bzw. der starken asymptotischen Aquivalenz
LeCam’s. Hierzu gibt es auf Grund grofler technischer Schwierigkeiten erst sehr
wenige Publikationen, von denen vor allem die Arbeiten Brown und Low (1996),
Nussbaum (1996), Grama und Nussbaum (1998) sowie Milstein und Nussbaum
(1998) hervorzuheben sind.

37
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Grob gesprochen kann man sagen: Je stirker die Konvergenzart ist, desto mehr Informa-
tion enthilt das Grenzmodell und desto restriktiver miissen auch die Voraussetzungen
sein, um Konvergenz nachweisen zu koénnen.

2.1 Modellbeschreibung

Zunichst soll geklart werden, was wir in der vorliegenden Arbeit unter einem Regressi-
onsmodell verstehen. Dazu geben wir uns als Fehlerverteilung ein bekanntes Wahr-
scheinlichkeitsmaf$ Q auf (R, B) vor. Mit

Qs(+) = Q- — s), se€ R, (2.1)
bezeichnen wir das um s € IR nach rechts geshiftete Mafi (2 und mit
Eg = (R,B,{Q;s | s € R}) (2.2)

das zu @ gehorige Shiftexperiment.

Weiter seien der Versuchsbereich V = [a,b] C IR sowie eine bekannte Funktion
o : [a,b] — (0,00) gegeben, wobei 6% im Folgenden als Varianzfunktion bezeichnet
wird. Es seien (t,;), i = 1,...,n, n € IN, ein Dreiecksschema von Versuchspunkten
mit

aétnlgtn2§---<tnn<b

und
€ni, ¢ = 1,...,n, stochastisch unabhingige Zufallsvariablen mit Verteilung Q).
Wir beobachten die Zufallsvariablen
Yoi = f(tni) + 0(tni)en i=1,..,n, (2.3)
und interessieren uns fiir die unbekannte Regressionsfunktion f € F, wobei
FCA{f:]a,b] > R}

die Klasse der maglichen Regressoren, also der Parameterraum sei. Mit den Abkiirzun-
gen

tn = (tnty - tnn) s
ftn) = (f(tar), s f(tnn))Ta
€n - (enla aenn)Ta
Yn — (Ynh ) Ynn)Ta
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ldsst sich (2.3) schreiben als
Y, = f(tn) + Znen, (2.4)

'_f(tni) -
YmNQ(W) , 1=1,..,n.

Fiir festes ¢ € {1,...,n} ldsst sich das Beobachten der Zufallsvariablen Y,; damit durch
das statistische Experiment

ru= (ros {0 (SH8)) | e )

beschreiben. Da auf Grund der stochastischen Unabhéngigkeit der Y,,;
- T f(tm)
Y, ~ —
Qi
=1
gilt, l&sst sich das Beobachten der Zufallsvariablen Y,, durch das statistische Experiment

F, = (]R",B”, {(XI)Q <%> ‘ fe f}) (2.5)

beschreiben. Somit haben wir ein Dreiecksschema (F};), i = 1,...,n, n € IN, von Expe-
rimenten mit

und es gilt

F,=QFu neN,
i=1
das die Folge der Regressionsmodelle beschreibt.

Im weiteren Verlauf wird es sich als niitzlich erweisen, die Varianzfunktion o2 suffizient
,in die Regressionsfunktion hineinzutransformieren“. Wegen o > 0 auf ganz V sind die
Abbildungen
T . { R" — ]Ri1
T = X
bijektiv und somit nach Witting (1985), Satz 3.10, suffiziente Statistiken fiir die Expe-
rimente F),. Bei Anwendung dieser Statistiken auf die Y,, erhalten wir

Zp = Zrzlf(tn) + € =t (ana SR Znn)Ta
und mit der Schreibweise (2.1) gilt fiir die Verteilung der Zufallsvariablen Z,;

f(tm')>

:Qf(tni) ) izla"'ana

fe J—"}) (2.6)

o(tnq)

was auf die Experimente

B, = (]R”,B", {@Qmm)

i=1 o (tn;)




40 KAPITEL 2. ASYMPTOTIK VON REGRESSIONSMODELLEN

fiihrt. Nach Satz 1.10 sind die Experimente F, und F), im Sinne LeCams dquivalent,
d.h. es gilt

A(E,,F,)=0, nelN.
Wenn nicht ausdriicklich darauf hingewiesen wird, werden wir im Folgenden nicht mehr

zwischen den Experimenten FE, und F), unterscheiden.

Die Experimente FE,, bezeichnen wir im weiteren Verlauf der vorliegenden Arbeit als all-
gemeine Regressionsmodelle. Einen Spezialfall der allgemeinen Regressionsmodelle

stellen die Linearen Regressionsmodelle dar: Sind f,..., fx bekannte Funktionen, und
ist der Parameterraum F gleich der linearen Hiille der fi, ..., fx, also
F = [fla - '7fk]7

so nennen wir die Experimente F, aus (2.6) Lineare Regressionsmodelle. Mittels

der Abkiirzung
Be ]R’“}) (2.7)

Einen wichtigen Vertreter der Linearen Regressionsmodelle fiihren wir im folgenden Bei-
spiel an.

= (fl,---,fk)T

koénnen wir E,, auch in der Form

En = (RnaBna {®QfT(fm‘)ﬂ
i=1

o (tn;)

schreiben.

Beispiel 2.1 Ist F = [fy,..., fi], ist also der Parameterraum gleich der linearen Hiille
der bekannten Funktionen fi,..., fx, ¥ € IN, und ist Q@ = N(0,1), dann ist

Fo = N(A,,27)

mit Modellmatrix

filtnr) - fe(tn)

Avj = : - : ) (2-8)
fl (tnn) e fk(tnn)
Covarianzmatrix
02 (tn1) 0
Y2 = (2.9)
0 02 (tnn)

und Parameterraum IR* (man vergleiche Notation (1.5) auf Seite 16 und wihle dort als
Beobachtungsraum X = IR" versehen mit dem kanonischen Skalarprodukt). Durch die
suffizienten Transformationen 7;, gehen die Experimente F;, iiber in

E,=N(A,X' 1,).
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Beispiel 2.2 Setzt man in Beispiel 2.1 die Fehlerverteilung nicht als bekannt voraus,
sondern ldsst alle Verteilungen mit Erwartungswert 0 und Varianz 1 zu, so erhélt man
die Linearen Modelle

L(A,,%2)

mit A, und 2 wie in Beispiel 2.1 (man vergleiche Notation (1.4) auf Seite 15 mit
X =R"). Durch die suffizienten Transformationen T,, gehen die Experimente £(A,,>?)
iiber in

L(AS 1 T).

Solche Transformationen entsprechen auch dem iiblichen Vorgehen in der Theorie der
Linearen Modelle.

2.2 Konvergenzklassen bei gegebenen Designfolgen

Wir wollen in diesem Kapitel Konvergenzaussagen fiir die in Abschnitt 2.1 beschriebenen
Regressionsmodelle angeben. Eine Grundvoraussetzung hierbei ist, dass sich die Folge
der Versuchspunkte t¢,1, ..., t,, nicht vollig willkiirlich verhélt. Es sei

1 n
Hy () =~ > Lea(ta),  t€lab], (2.10)
=1

die zu den Versuchspunkten t,, ..., t., gehorige Verteilungsfunktion, wobei wir die Fol-
ge der H, kiinftig auch als Designfolge bezeichnen. Diese muss gegen eine Vertei-
lungsfunktion H auf [a,b] konvergieren, die als Grenzdesign bezeichnet und mit dem
zugehorigen Wahrscheinlichkeitsmafl identifiziert wird. Die folgenden beiden Konver-
genzarten sind fiir die weiteren Uberlegungen von Bedeutung:

1. Verteilungskonvergenz (schwache Konvergenz) der zugehorigen Wahrscheinlich-
keitsmafle, also

H, -2 H, (2.11)

was gleichbedeutend ist mit der punktweisen Konvergenz H,(t) — H(t) in allen
Stetigkeitspunkten ¢ von H.

2. Gleichmafige Konvergenz der Verteilungsfunktionen, also

sup |H,(t) — H(t)] =0 fiir n — oo. (2.12)
t€a,b]

Ist das Grenzdesign H stetig, so sind die beiden Konvergenzarten nach dem Satz von
Pélya identisch.
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Beispiel 2.3 Ist H gegeben mit rechtsseitig stetiger Quantilfunktion H~! und gilt fiir

die Versuchspunkte
tpi = H™! <3> L i=1,...,m,
n

so nennen wir H,, eine H—4quidistante Designfolge. In diesem Fall liegt gleichmifige
Konvergenz vor, also

sup |H,(t) — H(t)| = 0 fiir n — oo.
tela,b]

Sind Designs H,, gegeben, die im Sinne von (2.11) oder (2.12) gegen ein Grenzdesign H
konvergieren, so interessieren uns vor allen diejenigen Funktionen f : [a,b] — R, fiir die

%gf(tm)szdmm"/fdff

[a,b] [a,b]
gilt. Genauer gesagt, sind die folgenden Funktionenklassen von Interesse.

Definition 2.4 Sind Designs H, gegeben, die im Sinne von (2.11) oder (2.12) gegen ein
Grenzdesign H konvergieren, so heifit eine Menge K (Hy, H) C L?>(H) von Funktio-
nen f : [a,b] = R eine H,—H-Konvergenzklasse, wenn fir alle f, fo € K(H,, H)
gilt
(oo foboy = [ fife dBL"S [ it dH = (i fobioan
[a,b] [a,b]

Dabei miissen fi, fo nicht notwendig verschieden sein. Die Innenprodukte fi, f2>L2(Hn)
brauchen erst ab hinreichend groffem n € IN zu existieren.

Bemerkung 2.5

1. Die lineare Hiille (im Vektorraum L?(H)) einer H,—H-Konvergenzklasse ist wie-
derum eine H,—H-Konvergenzklasse.

2. Jede Teilmenge einer H,,—H-Konvergenzklasse ist eine H,—H-Konvergenzklasse.

Die folgenden Beispiele fiir H,—H—-Konvergenzklassen sind von grofler Bedeutung und
decken nahezu alle praxisrelevanten Regressionsprobleme ab. Dabei sind die angegebe-
nen Funktionenklassen jeweils als Teilmengen von L*(H) zu verstehen.

Beispiel 2.6 Es seien Designs H,, gegeben, die im Sinne von (2.11) oder (2.12) gegen
ein Grenzdesign H konvergieren.

1. Liegt Verteilungskonvergenz der H,, vor, so bildet der Raum aller stetigen Funk-
tionen Cla,b] definitionsgemf eine H,,—H-Konvergenzklasse.
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2. Liegt gleichmifBige Konvergenz der Verteilungsfunktionen H,, vor, so bildet nach
Satz A.18 in Anhang A.4 der Raum aller Funktionen von beschrdankter Variation
BVa,b] eine H,—H-Konvergenzklasse.

Man beachte, dass beide Rdume Funktionenalgebren sind.

2.3 Asymptotik mit dem Satz von Donsker

Die Asymptotik von Regressionsmodellen, die man mittels des Satzes von Donsker erhélt,
ist nicht zentraler Bestandteil dieser Arbeit, sondern wird ausfiihrlich und mit verschie-
denen Anwendungen in den zu Beginn dieses Kapitels zitierten Arbeiten untersucht.
Dennoch wollen wir hier kurz diesen Weg hin zu einem asymptotischen Regressionsmo-
dell fiir eine spezielle Situation schildern, um Unterschiede zur Asymptotik der folgenden
Abschnitte besser erkennen zu kénnen. Seien dazu

e die Regressorenklasse F C BV{a,b],

o Q die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafle auf B mit Erwartungswert 0 und Va-
rianz 1,

e 0:[a,b] - (0,00), 0 € BV]a,bl, eine bekannte Funktion und

e H, eine H-#quidistante Designfolge zu gegebenem Grenzdesign H, die somit nach
Beispiel 2.3 gleichmiBig gegen H konvergiert.

Wir verwenden ab jetzt wieder die Bezeichnungen von Abschnitt 2.1 und wollen hier nur
nichttransformierte Experimente, dhnlich zu F,, aus (2.5), untersuchen. Im Gegensatz
zu den F}, betrachten wir die Experimente

P, = (w,rsn, {@Q (S0 ‘ (£.Q) € Fx Q}) SENCAE)

d.h. der Parameterraum ist F x Q. Sowohl die wahre Regressionsfunktion als auch die
wahre Fehlerverteilung sind unbekannt. Experimente mit einer solchen Struktur des
Parameterraums sind uns bei der Einfiihrung Linearer Modelle in Notation (1.4) auf
Seite 15 bereits begegnet. Ist F = [f1,. .., fr] mit bekannten Funktionen fi,..., fi wie
in Beispiel 2.2, so gilt Fj, = £ (A,,%2).

Im Folgenden werden wir kurz den Weg hin zu einem Grenzmodell skizzieren. Seien die
linearen Operatoren T, : R" — ([0, 1] gegeben durch

ns|

(Tu(@)(s) =Y _a; + (ns — [ns])apmgr, s €[0,1], (2.14)

=1
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fir a = (ay,...,a,)" € R", a,;1 = 0, wobei [-] die GauB-Klammer bezeichne. Dann gilt
fiir die Beobachtungen Y, = f(t,) + Z,€, (vgl. (2.4) fiir f € F und €,; ~ Q € Q)

T (Yn) = To(f(tn)) + To(Xnen).

Satz 2.7 Fiirn — oo gilt

S

%Tn(Encn) 2, /a o H='(z) W (dz) in C[0,1), (2.15)
0 s€(0,1]
1 B A
ﬁTn(f(tn))(s) — / foH " d\ gleichmapsig in [0, 1], (2.16)
[0,5]

wobei W die Brownsche Bewegung mit stetigen Pfaden auf [0, 1] bezeichnet.

Wegen

1 1 1
—T.(f(tn)) = —=T, | —=f(t
M () = —=Th (=10
liegt eine Lokalisierung in F mit der Rate ﬁ vor. Das Konzept der Lokalisierung wird
weiter hinten in Abschnitt 2.4.1 genauer erldutert.

Die stochastischen Integrale in Formel (2.15) kann man entweder pfadweise als Riemann-
Stieltjes Integrale verstehen oder als ,;stochastische Integrale nichtzufilliger Funktionen®,
wie in Anhang A.5 beschrieben. Diese beiden Integralbegriffe stimmen fast sicher iiber-
ein. Fiir Details dazu betrachte man zum Beispiel Wentzell (1981).

Beweis. Gleichung (2.15) ist eine Variante des Satzes von Donsker, deren Beweis wir
hier lediglich skizzieren wollen. Dazu definieren wir die Abbildungen

clo,1] — cC|o,1]

ho, g <5»—>0fsaoHn_1($) 9(d$)>

fiir n € IN und
co,1 — clo,1]

g (sHofsaoHl(x) g(dx))

Man beachte, dass diese Abbildungen wohldefiniert sind, da sie nach Satz A.21 in An-
hang A.4 eine stetige Funktion ¢ wiederum auf eine stetige Funktion abbilden. Dann
kann man durch elementare Abschiitzungen nachweisen, dass fiir alle g,, g € C[0, 1] mit
190 = gllec — 0 gilt

|hn(gn) — h(9)||eo = 0 fiir n — oo.
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Nach dem Satz von Donsker, vgl. Billingsley (1968), Theorem 10.1, gilt

1
%Tn(en) i> W,

und mit dem Satz von Rubin, vgl. Billingsley (1968), Theorem 5.5, folgt

S

T ) = o (o)) 2 00) = | [ o0 17 ) Wias)
0 5€[0,1]

Ein Beweis von Gleichung (2.16) findet sich in Bischoff und Miller (2000b). O

Dies fiihrt uns fiir festes f € F zu einem Grenzprozess fiir die Folge der ,lokalisierten*

Prozesse %Tn(% f(tn) + Ep€,), ndmlich dem Gaufiprozess

S

Zs(s) = / foH (x) \dx) —i—/UoH_l(x) W (dx), s €0,1],
[0,5] 0

der stetige Pfade hat (vgl. Satz A.21 und beachte, dass wir das stochastische Integral
pfadweise auffassen konnen). Ist P?f die Verteilung der Zufallsvariablen Z; auf dem
Messraum (C[0,1], B(C[0,1])), so kénnen wir den Experimenten F, das Grenzexperi-
ment

F = (C[0,1],B(C[0,1]),{P? | f € F}) (2.17)
gegeniiberstellen. Entscheidend hierbei ist, dass jegliche Information iiber die Fehler-
verteilung in den Grenzexperimenten verloren ist, der Parameterraum ist nur noch F.
Die wahre Fehlerverteilung ist meistens jedoch ein reiner Storparameter und aus stati-
stischer Sicht nicht von Interesse. Der statistisch relevante Parameter hingegen ist der
Regressor.

Fiihren wir #hnliche Uberlegungen fiir die transformierten Experimente

=1

o(tp;

(f,Q) € Fx Q})

durch, so gelangen wir zu den Gaufiprozessen

= v [ [oH'(z)

218 = | oo i)
[0,s]

A(dz) + W (s), s € 10,1].

2.4 Lokale Theorie - Gaufische Grenzwerte

Um einen stérkeren asymptotischen Zusammenhang zwischen Regressionsmodellen und
Grenzexperimenten von #hnlicher Form wie F', vgl. (2.17), herzustellen, miissen wir in
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diesem Kapitel die Fehlerverteilung als bekannt voraussetzen. Dies ist der wesentliche
Unterschied zu dem Modell aus Abschnitt 2.3.

2.4.1 Das Prinzip der Lokalisierung

Wir verwenden im Folgenden die Bezeichnungen von Abschnitt 2.1. Insbesondere be-
trachten wir ab jetzt nur noch die Experimente
fer })

n
E, = (IR",B“, {@Qmm—)
=1 7
aus (2.6). Wenn wir in den folgenden Abschnitten von Konvergenz von Experimenten
sprechen, so ist, wenn nicht ausdriicklich anders vermerkt, immer die schwache Konver-
genz im Sinne LeCam’s gemeint.

In Anbetracht von Formel (A.6) wird der Hellingerabstand zweier zu verschiedenen Pa-

n n

rametern fi, fo gehorigen Wahrscheinlichkeitsmafie Q) @ 1,0, Q) @ 21,0 im Allgemei-
=1 o (tni) =1 o (tni)

nen gegen 1 konvergieren. Somit werden die Regressionsmodelle E,, nach Korollar 1.33

gegen ein entartetes Grenzexperiment, ein vollstindig informatives Experiment, konver-
gieren. Darunter versteht man ein Experiment, bei dem die Wahrscheinlichkeitsmafle
zu verschiedenen Parametern orthogonal sind, d.h. Hellingerabstand 1 haben. Bei die-
sen Experimenten geniigt eine einzige Beobachtung, um den wahren Parameter mit
Wahrscheinlichkeit 1 zu identifizieren. Um nichtentartete Grenzexperimente zu erhal-
ten, werden wir die Experimente F,, mit einer Rate 9, | 0 um einen fest vorgegebenen
Parameter fo € F lokalisieren. Hier stellt sich natiirlich die Frage, wie die Rate 9,
in Abhdngigkeit von der Fehlerverteilung (Q zu wéhlen ist. Konvergiert d,, zu langsam
gegen Null, so erhélt man wie bei den nicht lokalisierten Experimenten ein vollstindig
informatives Grenzexperiment. Konvergiert d,, zu schnell gegen Null, so erhélt man ein
vollstindig uninformatives Experiment, d.h. ein Experiment, bei dem die Wahrschein-
lichkeitsmafle zu verschiedenen Parametern identisch sind. Die Parameter sind dann
nicht mehr identifizierbar.

Eine Antwort auf diese Fragestellung kann fiir den Fall der Linearen Regressionsmodelle
aus den Uberlegungen in Janssen et al. (1985), S. 42 f., hergeleitet werden, was jedoch
etwas miihsam ist und hier nicht ausgefiihrt werden soll. Man erhilt dabei das folgende
Resultat:

An die Fehlerverteilung setzten wir voraus, dass Konstanten a, b, ¢ existieren mit a > 1,
b>0,¢>0und (a =1 = b=0) und dass gilt

e d(Q.Q)

lim - (2.18)
% i (o)
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Desweiteren fordern wir, dass die bekannten Regressoren %, ceey {7’“ beschriankt sind.

Dann ist die Rate

1
Oy 1=

a

n - (logn)’

geeignet, d.h. die Folge der um f, € F lokalisierten Experimente
ferF }) (2.19)

Man beachte, dass nach Bemerkung 1.31 Haufungspunkte existieren. Man kann die-
se sogar charakterisieren. Sie sind ,direkte Produkte“ von einem Gauf}- und einem
Poisson-Experiment, vgl. dazu und zur Definition von Poisson-Experimenten Janssen
et al. (1985). Man beachte auch, dass dort bei Formel (1) auf Seite 42 das Quadrat
beim Hellingerabstand vergessen wurde.

n
loc,fo .__ n
Enoc fo = R , Bn, ® Qfo(tni) Ftng)
i=1 "

o (tnq)

besitzt nur nichtentartete schwache Haufungspunkte.

Ist der Lokalisierungspunkt f, = 0, so werden wir fiir die um 0 lokalisierten Experi-
mente kiinftig nur E'°¢ schreiben. Ebenso werden wir die Schreibweisen E'¢ und E!%/o
verwenden, wenn der Parameterraum J nicht von einem Linearen Regressionsmodell
herriihrt.

Bemerkung 2.8 Fehlerverteilungen (), die Punktmasse besitzen, konnen Bedingung
(2.18) nicht erfiillen.

Beweis. Sei zy ein beliebiger Punkt mit Q({zo}) > 0. Da @ ein endliches Maf} ist,
existiert ein e > 0 mit Q({z}) < Q({zo}) fiir alle 2 mit |z — 20| < €. Folglich existiert
eine Konstante ¢ > 0 mit dy(Q,Qs) > ¢ fiir alle 0 < |s| < e. Also kann (2.18) nicht
erfiillt sein.

2.4.1.1 Lokalisierungsrate ﬁ

Wir werden jetzt diskrete Fehlerverteilungen fiir unsere Konvergenziiberlegungen aus-
schlieen und uns einer anderen wichtigen Klasse, einer Teilmenge der Lebesgue-stetigen
Verteilungen, zuwenden.

Ist das zu der Fehlerverteilung @ gehorige Shiftexperiment Eq L*~differenzierbar, d.h. ist

die Abbildung s — 4/ dg\s im Punkt s = 0 Fréchet-differenzierbar in L?()\), und besitzt

Eg eine endliche positive Fisher-Information J, so ist Bedingung (2.18) erfiillt mit a = 2,
b=0und c= %, vgl. Janssen et al. (1985), S. 42. Die passende Lokalisierungsrate ist
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demnach ¢, = ﬁ Unter den folgenden Voraussetzungen an (), die auch als Hajek-

Bedingungen bezeichnet werden, vgl. Hijek und Siddk (1967), ist diese Differenzier-
barkeitseigenschaft erfiillt, vgl. Strasser (1985), S. 393, oder LeCam und Yang (1990),
S. 109.

Voraussetzungen 2.9 Wir setzen an die Fehlerverteilung (Q voraus:

1. Q besitze eine absolutstetige Lebesque-Dichte ¢ mit Ableitung ¢ gemdaf$ Satz A.27

in Anhang A.7.
¢\’ ¢\
0<J:= / <g> dQ) = / (g> q d\ < oo, (2.20)

wobei hier 0 - oo := 0 gesetzt wird. J ist die Fisher-Information des Shiftexperi-
ments Eq, vgl. (2.2) auf Seite 38; diese ist wegen der Translationsinvarianz des
Lebesgue-Majfes N\ konstant.

2. Es gelte

Wir wollen einige Beispiele von Verteilungen anfiihren, die die Voraussetzungen 2.9
erfilllen. Die notwendigen Berechnungen sind einfach und werden hier nicht durch-
gefiihrt.

Beispiel 2.10 (Beispiele fiir Fehlerverteilungen, die 2.9 erfiillen)
Die Voraussetzungen 2.9 an die Fehlerverteilung () werden von den folgenden Verteilun-
gen erfiillt:

1. N(p,7?)-Verteilung. Die zugehorige Fisher-Information von Eq ist dann
1

72

J =

2. T'(«a, B)—Verteilung fiir § > 0 und « > 2. @ hat dann eine Lebesgue-Dichte

s -8 ~1
=L e P 2 g0 (2),
q() T ¢ " (0,00) ()
und die zugehorige Fisher-Information von Eg ist
32
J = .
oa—2

3. Weibull-Verteilung mit Parametern v > 0 und p > 2. @) hat dann eine Lebesgue-
Dichte

q(z) =yp- Pl e e L(0,00)(2),
und fiir p = 4 ist die zugehdrige Fisher-Information von Ej
J =97m7.

Fiir andere Werte p > 2 ist .JJ nicht mehr elementar berechenbar.
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4. Zweiseitige Exponential-Verteilung mit Parameter r > % @ hat dann eine

Lebesgue-Dichte
@) 2. (1 o er
x)=|-I[- e
q , , )

und die zugehorige Fisher-Information von Eg ist

J:r%(Q-%) ﬁ

Bemerkenswert ist auch, dass wir an die Fehlerverteilung ) keine Momentenbedingung
stellen. So muss z.B. der Erwartungswert des Fehlers nicht existieren, wie das folgende
Beispiel illustriert.

Beispiel 2.11 Besitzt () eine Cauchy-Verteilung mit Parameter § > 0, d.h. eine
Lebesgue-Dichte
Ié] 1

so sind die Voraussetzungen 2.9 erfiillt mit

r € R,

1

J:2—52,

aber der Erwartungswert von () existiert nicht.

Wir wollen jetzt noch einige Fehlerverteilungen betrachten, die die Voraussetzungen 2.9
nicht erfiillen. Die zugehdrigen Shiftexperimente Eg sind dann im Allgemeinen nicht
mehr L2?-differenzierbar. Dennoch erfiillen diese Fehlerverteilungen die Bedingung
(2.18). Die geeignete Lokalisierungsrate ¢, ist i.A. nicht mehr die klassische ﬁfRate
sondern eine ,schnellere“ Rate. Fiir Aussagen iiber den Zusammenhang zwischen der
Lokalisierungsrate und den moglichen schwachen Hiufungspunkten der lokalisierten FEx-
perimente vergleiche man LeCam (1986). In Janssen et al. (1985), S. 7, wird erwihnt,
dass unter ,natiirlichen Invarianzbedingungen* ﬁ die langsamste sinnvolle Lokalisie-
rungsrate ist und dass die schwachen Haufungspunkte bei dieser Rate nur Gauflexperi-
mente sein konnen.

Beispiel 2.12 (Beispiele fiir Fehlerverteilungen, die 2.9 nicht erfiillen)
Die Voraussetzungen 2.9 werden von den folgenden Verteilungen () nicht erfiillt.

1. Gleichverteilung auf einem Intervall [a, ]. Dann ist Qs eine Gleichverteilung auf
[a+s, +s], s € R. Fiir die Gleichverteilung existiert keine stetige, also erst recht
keine absolutstetige Lebesgue-Dichte. Fiir |s| < 8 — « erhalten wir

2
1 [dQ [dQ ]
d%(QaQs)_§/< - d)\> d)\—ﬁ_a.
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Bedingung (2.18) ist somit erfiillt mit @ = 1,b = 0 und ¢ = z=. Als Lokalisie-

rungsrate wihlt man dementsprechend 6,, = %

Q‘

2. T'(«a, B)—Verteilung mit Parametern 5 > 0 und 0 < o < 2. In diesen Féllen ist
die Fisher-Information J = oco. Fiir die I'(«, 1)—Verteilung ist in Janssen et al.
(1985), S. 43, die Bedingung (2.18) nachgewiesen. Als geeignete Lokalisierungsra-

ten ergeben sich
—L_ fira=2
5n _ n log(n)
%\/ﬁ, fiir0 < a < 2.

3. Zweiseitige Exponential-Verteilung mit Parameter 0 < r < % und Lebesgue-Dichte

(o) = (3r (1>> ol

Auch hier ist die Fisher-Information J = co. Bedingung (2.18) ist zum Beispiel in
LeCam und Yang (1990) nachgewiesen und fiihrt zu den Lokalisierungsraten

—L__ fiirr = %
nlog(n)
Op = 1 . 1
—, fir0<r< 7
nT¥2r

2.4.1.2 Exponentialentwicklung von Dichtequotienten

Betrachtet man Satz 1.36 und speziell Formel (1.11) auf Seite 26, so erkennt man,
dass schwache Konvergenz im Sinne LeCam’s direkt mit einer Exponentialdarstellung
der Dichtequotienten einer Experimentfolge verbunden ist. Um mit Hilfe dieses Satzes
schwache Konvergenz der uns interessierenden Regressionsmodelle nachzuweisen, ben6ti-
gen wir eine solche Exponentialentwicklung. Zentrum dieser Uberlegungen ist die L*-
Differenzierbarkeit von Experimenten - eine Theorie, die auf LeCam selbst zuriickgeht.
Wir wollen hier nicht weiter auf die theoretischen Zusammenhénge eingehen, sondern
lediglich die Konsequenzen fiir unsere Regressionsmodelle aufzeigen. Der folgende Satz
entspricht einer Anwendung von Theorem 79.2 aus Strasser (1985) auf den fiir uns rele-
vanten Fall und ist dort als Beispiel 79.4 exliplizit aufgefiihrt.

Satz 2.13 FEs sei ) eine Verteilung, die den Voraussetzungen 2.9 gentigt. Weiter sei

Spi, t =1,...,n, n € IN, ein Dreiecksschema reeller Zahlen mit
Jim max [sn;| = 0 (2.21)
und
n
lim su 52, < oo. 2.22
w3 oo

=1
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Dann gilt fir x1,...,x, € R, n € IN,

H dng (zi) = exp {Z Sni * <_q’(x.z')> Agsop (i) — %Zsfn + an(l)} _

i=1 q(xl) i=1

Bemerkung 2.14 Betrachten wir jetzt die mit der Rate ¢, := ﬁ um den Ursprung

fo = 0 lokalisierten Regressionsmodelle E"¢ aus Formel (2.19), so ist

Spi = —7= s

\/ﬁO’(tm)

Existiert ein Grenzdesign H, gegen das die Designfolge H, im Sinne von (2.11) oder

(2.12) konvergiert, und ist LF := {L | f € F} eine H, H Konvergenzklasse, so ist

Bedingung (2.22) von Satz 2.13 fiir jede Funktion f € F automatisch erfiillt, denn es
gilt

1=1,...,n, n € IN.

2
L f2 f2
hmsuszm—nlglgoZ <\/_0 ) ) —nh_glo o2 dH,, = dH < oo.

n—o00
[a,b] [a, b}
Bedingung (2.21) wird dann zu

lim max 7| f (tns)|
n—oo 1<i<n n O'(tm)

=0 (2.23)
und ist trivialerweise erfiillt, wenn die Funktion £ beschréinkt ist.

Im Kontext lokalisierter Regressionsmodelle wird man aus der Giiltigkeit von Bedin-
gung (2.22) oftmals auf die Giiltigkeit von (2.23) schliefen konnen. Das folgende Bei-
spiel, in dem (2.22) gilt, aber (2.23) nicht giiltig ist, ist vollig unnatiirlich und soll hier
nur der Vollstindigkeit wegen angefiihrt werden.

Beispiel 2.15 Es seien V = [0,1], H = idy, die Verteilungsfunktion des Lebesgue-
Mafes auf [0,1] und t,; = % fiir 1 = 2,...,n, sowie t,; = ;-. Dann konvergieren die
zu den Versuchspunkten gehorigen Verteilungsfunktionen H,, offensichtlich gleichmé&fig
gegen H. Weiter sei 0 = 1 und f gegeben durch

0 firxeQ,
flz) =< /n firz=_,neclN,
1 sonst.
Dann ist (2.22) erfiillt wegen
n 2 2 2
tni .
lim Z (L> = lim f2 dH, f 5 dH,
n—r00 £ \/ﬁa(tm) n—00 o
= [0,1] [0,1]
aber es ist lim max 2%l — 1 und somit ist (2.23) nicht erfiillt.

n—roo i<i<n Vo (tni)
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2.4.2 Schwache Konvergenz Linearer Modelle mit Lokalisie-

rungsrate %

Bevor wir uns mit der Asymptotik allgemeiner Regressionsmodelle beschéftigen, werden
wir den wichtigen Spezialfall der Linearen Regressionsmodelle untersuchen. Die in die-
sem Abschnitt angefithrten Resultate werden wir spéter fiir den Beweis des allgemeinen
Falls nutzen. Die lokale Asymptotik von Linearen Regressionsmodellen wurde bereits in
Witting und Miiller-Funk (1995) untersucht. Der folgende Satz ist, genau genommen,
in der dortigen Formulierung des 2. LeCam Lemmas (S. 412, dort aber nicht bewiesen)
enthalten. Es ist jedoch einfacher, das Ergebnis direkt zu beweisen, als die dortigen
Voraussetzungen zu iiberpriifen und die dortige Aussage geeignet umzuformulieren. An-
zumerken ist auch noch, dass die Formulierung des 2. LeCam Lemmas in der abstrakten
Version von Witting und Miiller-Funk (1995) ein rein theoretisches Ergebnis ist. Erst
die folgende Version, Satz 2.16, mit ,, konvergenten Designfolgen“ erlaubt die Anwendung
der Konvergenzaussagen auf praktisch relevante Problemstellungen.

56Rk})

aus (2.7) auf Seite 40 mit bekanntem f = (fi,..., fi)'. Einer einfachen Darstellung
wegen lokalisieren wir nur um den Ursprung und erhalten die lokalisierten Experimente

Eloc = (]R”,B”, {@Ql.mmm B e ]R’“}) : (2.24)
i=1

vno o(ty;)
Satz 2.16 (2. LeCam Lemma) FEs gelten die Voraussetzungen 2.9 an die Fehlerver-
teilung und die folgenden Voraussetzungen an die Regressoren, die Varianzfunktion und
die Designfolge:

Gegeben seien die Linearen Regressionsmodelle

En = (RnaBna {®QfT(tm‘)ﬂ
i=1

o(tn;)

fiir die der folgende Konvergenzsatz gilt.

1. Es existiere ein Grenzdesign H, gegen das die Designfolge H,, im Sinne von (2.11)
oder (2.12) konvergiert,

2. die Funktionen L .,{7’“ bilden eine H,,—H -Konvergenzklasse, und es gelte

o

lim max M =0, firj=1,...,k, (2.25)

n—o01<i<n \/no (t,;)

3. die Funktionen L, ... L& seien linear unabhdingig in L*(H).

PR
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Set

| Lan LofegH
0] a0
B:= : 3 : (2.26)
LfsqH ... [ fdH
0 @)

Da %, - % linear unabhdingig in L*(H) sind, ist B und damit auch JB positiv definit,
und durch (B,7);p := JB' By, 8,7 € RF, wird ein Innenprodukt auf R* definiert. Da-
mit ist Hyp := (R*, (-,-);B) ein Hilbertraum.

Unter obigen Voraussetzungen und mit diesen Bezeichnungen konvergiert die Folge der
um den Ursprung lokalisierten Linearen Regressionsmodelle E'° schwach gegen den

Standard-Gaufsshift Gy, ,, vgl. Beispiel 1.26, auf H;p, also
El 2 Gy, p-

Gu, ist nach Beispiel 1.28 dquivalent zu N (\/jB%,[k>, so dass auch die schwache
Konvergenz

Ele Wy N (ﬁB%, Ik)

folgt. Dabei ist B2 die eindeutig bestimmte symmetrische und positiv definite Wurzel

von B. Durch . @)
L " T (i) B _ _(]' Ti)\ .
st = Gy (e ) Hom ) 220

BeRF, neN, z=(21,...,2,) €R", ist eine zentrale Folge gegeben.

Beweis. Sei

[ Lan, - [ Lfeam,
[a.,b] [a,b]
B, = : : ) (2.28)
Lfeq, - [ LaH,
[a,b] [a,b]
Da nach Voraussetzung die Funktionen %, ceey {7’“ eine H,—H-Konvergenzklasse bilden,

konvergieren die Matrizen B, elementweise gegen B, und damit folgt fiir jedes § € R*
18|55 — JB" Buf8 =3 0. (2.29)

Auf Grund der Voraussetzungen und Bemerkung 2.14 fiihrt Satz 2.13 zu der folgenden
Exponentialentwicklung des Likelihood-Quotienten

n
d ® QfT(tni)ﬁ n dQ T (tni)B
1=1  no(ty;) ( ) — Vo (ty;) (-'L'z)

dQn dQ '
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# e lS S (483 reter- 1 (i) )
= oo {Xue ——BTBm()Qn(l)}

= e {Xoal) =S8035+ 51815 — 357 Bab +00r(1)

(2.29)

=" exp {Xn,ﬂ(x) — 5“5”33 + an(l)} , = (z1,...,2,) €R"

Um zum Nachweis der schwachen Konvergenz E¢ — G, Korollar 1.38 anzuwenden,
miissen wir zeigen, dass fiir jedes 8 € IR¥ die Verteilung von X, 5 unter dem Produktmaf
Q" schwach gegen N (0, ||3||%5) konvergiert. Seien dazu

Tt (¢ |
X,==" (=21 , =1,...,n.
Vno(ty) \q) et "

=iSni

~~
=:§

Wir berechnen Erwartungswert und Varianz von ¢ beziiglich ). Man beachte dabei,
dass aus (2.20) die Lebesgue-Intergrierbarkeit von ¢’ folgt, denn aus der quadratischen
Integrierbarkeit von % beziiglich @) folgt die Integrierbarkeit von % beziiglich @) und
damit die Lebesgue-Intergrierbarkeit von ¢/. Mit Lemma A.29, Lemma A.30, Korollar
A.28 und Gleichung (2.20) folgt

Bo(@) = [ad@ =~ [ ¢ dr =0
Varg(d) = [ 7 dQ=/(%’>2q =

Da wir die Verteilung von X, g unter dem Produktmafl )" betrachten wollen, sind die
X,; stochastisch unabhéngig, und es gilt

2 - - J < fT(tm)ﬁ ’ T n—9oo 2
s2 := Var (ZXm) = Var(X,,) = - > <m) = JB B8 =5 |B% -
i=1 i=1 i=1 m
(2.30)

Wegen Voraussetzung (2.25) ist, wie wir in Bemerkung 2.14 gesehen haben, Bedingung
(2.21) fiir die vorliegenden s, erfiillt. Damit und wegen (2.30) kénnen wir den Zentralen
Grenzwertsatz fiir lineare Statistiken, vgl. Witting und Miiller-Funk (1995), S. 112 f.,
anwenden. Es folgt daraus, dass die Verteilung von X, g unter dem Produktmafl Q"
schwach gegen N(0,|3||%5) konvergiert. Damit haben wir aber

loc W
En ; GHJB

nachgewiesen und auch gezeigt, dass durch (2.27) eine zentrale Folge gegeben ist. 0J
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2.4.3 Schwache Konvergenz allgemeiner Regressionsmodelle

mit Lokalisierungsrate %

Wir verlassen nun den endlichdimensionalen parametrischen Rahmen und untersuchen
die Asymptotik allgemeiner Regressionsmodelle. Dabei treten als Grenzwerte Gauf3-
experimente mit Beobachtungsraum C10,1] auf. Bevor wir einen Konvergenzsatz fiir
allgemeine Regressionsmodelle beweisen, werden zunéchst die zugehorigen Grenzmodel-
le eingefiihrt und analysiert.

Es seien H ein beliebiges Grenzdesign auf dem Versuchsbereich V = [a,b], J € (0, 00)
und W eine Version der Brownschen Bewegung mit stetigen Pfaden auf [0, 1]. Fiir die
Klasse der Regressoren F gelte

f

o

fg{f

€ LQ(H)} = F,,

und fiir alle fi, f, € F mit fi # fo sei &£ # 2 in L2(H). Zu jedem f € F definieren wir
eine zugehorige Funktion Ay : [0,1] = R durch

f/ (J;ZZ Adz),  se0,1], (2.31)

sowie einen stochastischen Prozess auf [0, 1] durch
Zs(s) == hs(s) + W(s), s €10,1]. (2.32)

Wegen £ € L*(H) ist nach dem Transformationssatz A.17 die Funktion

foH™!
\/_UOH € L*(V),

und es gilt hy € H(R), wobei

HR) = {h:[0,1] > R|IH € L2(\) : hs) = /h’(x) Mdz), s € [0,1]
[0,s]

den zur Brownschen Bewegung W auf [0, 1] gehorigen kernreproduzierenden Hilbertraum
bezeichnet, vgl. Beispiel A.25 in Anhang A.6. Insbesondere ist Z; ein Gaufiprozess
mit stetigen Pfaden. Bezeichnen P?f bzw. P"W die Verteilungen von Z; bzw. W auf
dem Messraum (C10, 1], B(C]0,1])), so sind die MaBe PZf und P" nach Anhang A.6
aquivalent. Aus dem Transformationssatz A.17 und Beispiel 1.27 folgt direkt

Q=

Lemma 2.17 Unter den gerade beschriebenen Voraussetzungen, insbesondere sei £ €

L*(H) fir alle f € F, ist das Experiment
E = (C[0,1],B(C[0,1]),{P? | f € F}) (2.33)
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ein Gaufexperiment mit Beobachtungsraum C|0,1]. Es besitzt fir fi, fo € F den bili-
nearen Covarianzkern zur Basis 0:

dP%n dPZs
Cov <1og< ),log( )) = (hp hp)am = J Itz dH:J(fl f2>L2(H).

dPW dPW o2 oo

[a,b]

Also ist E fiir 0 € F ein Gaufshift im Sinne von Definition 1.19. Fiir die Hellinger-
transformierte von E gilt

2

L2(H)) }

r

H(E)() = p{g (Zzz-zx%,%mm—Zzz-

i,j=1 i=1

J r 112
L2(H

fira:={f1,....fr,y € AF), z=(21,...,2)" €5,.
Ist 0 ¢ F, so ist E zwar ein Gaufexperiment, aber kein Gaufshift. Der Covarianzkern
zur Basis fo € F st dann nicht mehr bilinear; die Darstellung der Hellingertransfor-

mierten bleibt aber unverdndert, da sie unabhdngig von der Wahl der Basis ist, vgl. Lem-
ma 1.22.

fi

o

o

Aus Lemma 2.17 und Lemma A.11 folgt direkt

Korollar 2.18 Fir fi, fo € F gilt

fi— 1

o

J
a(P?h, P%1>) = exp {—g ‘

2
LQ(H)},

fi— 1

o

d%(P%h, P%2) =1 — a(P?%h, P?2) = 1 — exp {—g ‘

2
LZ(H)}‘

Identifiziert man die Funktionen f mit ihren integrierten Versionen hy, so kann man den
Parameterraum F als eine Teilmenge von H(R) betrachten. Anhand des Covarianzkerns
des Experiments E zur Basis 0, wie er in Lemma 2.17 angegeben ist, erkennen wir, dass
E die Einschrinkung Gpg(g),7 des Standard-Gaufishifts G g(g) auf den Parameterraum
F ist, vgl. Definition 1.24, also dass

E = GH(R),.?—' (234)

gilt. Es stellt sich die Frage, ob wir fiir den Fall des Parameterraums F = F, =
{f] g € L*(H)} einen ,vollstindigen® Standard-Gaufshift auf H(R) erhalten. Wegen
der fest vorgegebenen Verteilungsfunktion H, die im Experiment E eine wichtige Rolle
spielt, ist dies im Allgemeinen nicht der Fall. Schrinken wir den Raum H(R) jedoch
ein, so erhalten wir einen Standard-Gauf3shift auf einem etwas kleineren Hilbertraum.
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Lemma 2.19 Se:

- foH ' (x)

H(R) := = 1 H

(R) SH\/_/UOH ) Mdo), s€ 01| feFo o CHR),
[0,5]

und sei weiter (-,-) () das auf H(R) eingeschrinkte Innenprodukt (-,-)gr). Dann ist

(f[(R), (-, ->g(R)) wiederum ein Hilbertraum.

Beweis. Es ist nur die Vollstindigkeit zu zeigen. Fiir Elemente von H(R) verwenden
wir die Bezeichnung aus (2.31). Ist (hy, ), o eine Cauchy-Folge in (H(R), (-, '>ﬁ(R)>’ SO
bilden wegen

_f )2 2
g, = by = [ LI = Hﬁ% (235)

a0 LA(H)

die Funktlonen ‘ff” eine Cauchy-Folge in L2(H). Also existiert eine Funktion f € L?(H)

mit ‘@ — ) — 0 fiir n — oo. Damit ist die Funktion f := % € F,, und genau
H

wie in (2.35) folgt die Konvergenz
g = sl gy — O
fiir n — oo. O

Jeder Funktion f € F, konnen wir eindeutig ein Hilbertraumelement

hi() =vJ % A(dx)
0.]

aus H(R) zuordnen. Umgekehrt konnen wir auf Grund von Lemma 2.19 jedem Hil-
bertraumelement aus H(R) eindeutig eine Funktion aus F, zuordnen. Liegt also dem
Experiment E aus (2.33) als Parameterraum F, zu Grunde, so kénnen wir E schreiben
als

E= (0[0, 1], B(C[0,1]), {P? | hy € ﬁ(R)}) , (2.36)

und aus Lemma 2.17 und Definition 1.24 folgt direkt

Korollar 2.20 Das Experiment E aus (2.36) ist der Standard-Gaufshift auf dem Hil-
bertraum (H(R), (-, '>1§r(R)) :
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Bemerkung 2.21 Der Parameterraum F,, versehen mit der kanonischen Norm des
L?*(H), ist im Allgemeinen kein vollstéindiger Raum mehr. Wihlt man z.B. auf [0, 1] als
Verteilungsfunktion H := idjp ;) und weiter

1

o(x) ==l () + 2, falz) = x%Jrﬁ, f(x) =z, z€l0,1], ne€ N,

so ist f, € F, fiir alle n € IN, es gilt || f, — f|lz2m) — 0, aber f & F,.

Nach diesen Voriiberlegungen kommen wir zu einem Konvergenzsatz fiir allgemeine Re-
gressionsmodelle, einem Analogon zu Satz 2.16.

Satz 2.22 FEs gelten die Voraussetzungen 2.9 fiir die Fehlerverteilung Q. Weiter setzen
WIT VOTAUS:

1. Es existiere ein Grenzdesign H, gegen das die Designfolge H,, im Sinne von (2.11)
oder (2.12) konvergiert,

2. die Klasse 1F = {g | f € F} sei eine H,-H-Konvergenzklasse (insbesondere ist
dann L pell< LZ( ) fiir alle f € F), fir alle Funktionen f € F gelte

1m maX —————
n—o0 1<i<n n(j(tm)

=0,
und es set 0 € F.
Fir f € F betrachten wir den stochastischen Prozess, vgl. (2.32),

\/_/ f oH! iU (dx) + W(S) = hf(S) + W(S), s e [0, 1]‘

oo H! x

Hierbei seien J wie in (2.20) die Fisher-Information des Shiftexperiments Eq und W
eine Version der Brownschen Bewegung mit stetigen Pfaden. P%! sei die Verteilung
der Zufallsvariablen Z; auf dem Messraum (C|0,1], B(C[0,1])) und E das zugehdrige
statistische Experiment, vgl. (2.33),

E = (C[0,1], B(C[0,1]),{P* | f € F}).

Dann konvergiert die Folge der um den Ursprung lokalisierten Regressionsmodelle
Eloe = (]R” B, {®Q L s | € ]—“})
Elc s F.

Vn U(tnl
E ist nach Lemma 2.17 ein Gauf$shift im Sinne von Definition 1.19.

schwach gegen E, also
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Beweis. Wir beweisen die Aussage mit Hilfe von Satz 1.32. Ist a = {f1,...,fi} €
A(F) beliebig, so miissen wir die punktweise Konvergenz der Hellingertransformierten
H(E!) gegen H(E,) nachweisen. Schriinken wir den Parameterraum —F auf die lineare
Hiille (in L?*(H)) von ~a ein, so liefert uns Satz 2.16 zusammen mit Satz 1.32 die
Konvergenz der Hellingertransformierten des eingeschrinkten Experiments gegen die
Hellingertransformierte des zugehérigen endlichdimensionalen Gauf3shifts, den wir zur
Abkiirzung G nennen. Letztere ist nach Beispiel 1.15 (der Parameterraum ist hier die

lineare Hiille von «, und « selbst ist die endliche Teilmenge) fiir z € S, gegeben durch
!
J fi— i)’
2,7=1

also nach Lemma 2.17 gleich der Hellingertransformierten H(E,)(z). O

Den Gaufishift E' konnen wir sogar als Teilexperiment eines Standard-Gaufshifts auf
einem Hilbertraum sehen.

Korollar 2.23 Nach Satz 2.22 sowie (2.34) ist das Grenzexperiment E der auf F ein-
geschrinkte Standard-Gaufshift auf H(R), also

E = Gur).7- (2.37)

Analog zu der zentralen Folge aus Satz 2.16 definieren wir mittels

q(zi)

feF,neN, x=(,...,2,) €R", eine Folge linearer Prozesse (X,)nen. Dann
folgt auch analog zum Beweis von Satz 2.16 die schwache Konvergenz

L (Xng 1 Q™) > N (0,114 13s)) (2.39)

mit hy(-) = VI [ L2 dn,
[07']

Wegen der Translationsinvarianz des Lebesgue-Mafles ergibt sich aus der Definition der
Hellingertransformierten A.5 und den Sétzen 1.32 und 2.22 sofort das

Korollar 2.24 Fs gelten die Voraussetzungen von Satz 2.22. Wir fordern jedoch nicht
mehr 0 € F, sondern betrachten ein festes fo € F. Dann konvergiert die Folge der um
fo lokalisierten Regressionsmodelle

ferF })

n
loc,fo __ n
Enoc fO — (]R, ,BTL, {® fO((tni))_i_L.f(t"i)

i=1 o (tn; Vnoo(tn;)

schwach gegen das Gauflexperiment E aus Satz 2.22 , also

ELOC,fo i} E= GH(R),]:'
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Die Experimente

loc,fo __ n n ~ Utni 1 tm’ 1
Gloedo — (]R B ’{@N@((tm))+%'£Etm;’7> ‘ fe]-"})

konvergieren ebenfalls schwach gegen das Gauflexperiment F aus Satz 2.22. Man setze
dort lediglich fiir Q die N(0, %)—Verteilung ein, die nach Beispiel 2.10 1. ebenfalls die
Fisher-Information J besitzt. Mit Bemerkung 1.59 folgt

Korollar 2.25 Die Ezperimentfolgen (E%), cx und (GY99), e sind schwach asymp-
totisch dquivalent. Diese Aquivalenzaussage ist insoweit unabhingig von der Fehlerver-
teilung Q, als sie fiir alle Fehlerverteilungen gilt, die den Voraussetzungen 2.9 geniigen
und die dieselbe Fisher-Information J haben.

2.4.4 A-Konvergenz Linearer Regressionsmodelle mit Lokali-

sierungsrate %

In Abschnitt 2.4.2 haben wir die schwache Konvergenz Linearer Regressionsmodelle ge-
gen einen Standard-GaufBshift nachgewiesen. Es stellt sich die Frage, ob nicht nur schwa-
che sondern sogar die starke A-Konvergenz vorliegt. Dies wird im Allgemeinen nur unter
starkeren Voraussetzungen der Fall sein. Man muss entweder

1. den Parameterraum einschrinken - Grundlage fiir derartige Uberlegungen ist der
Satz von Lindae 1.53 - oder

2. die Klasse der Fehlerverteilungen einschréinken; wir untersuchen den Fall normal-
verteilter Fehler.

Es sei jedoch erwihnt, dass die folgenden Ausfithrungen zur A-Konvergenz lokalisierter
Regressionsmodelle im weiteren Verlauf der vorliegenden Arbeit keine entscheidende
Rolle spielen und bei einem ersten Lesen iibergangen werden kénnen. Sie werden hier
dennoch erwéhnt, denn einerseits liefern sie weitergehende Einblicke in die Theorie der
Experimente, und andererseits sind sie Ausgangspunkt fiir die in Abschnitt 2.5 folgende
globale Theorie.

Wir betrachten in diesem Abschnitt 2.4.4 das lokalisierte Lineare Regressionsmodell

Eloc = (]R”,B”, {@ Q. srus | BE ]R’“})

1 .
i=1 v o(tyg)
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aus (2.24) auf Seite 52. Die folgenden Sétze sind starke Varianten von Satz 2.16. Wir
setzen dabei alle Bezeichnungen dieses Satzes voraus, insbesondere seien die Matrizen

B = fi—J;jdH bzw. B, = fi—];jdHn , n€lN,
o g

[a,b] [a,b]

1<i,j<k 1<i,j<k

wie in (2.26) bzw. (2.28) definiert.

2.4.4.1 Beschrinkter Parameterraum

Zunichst erhalten wir eine starke Variante von Satz 2.16, indem wir den Parameterraum
verkleinern.

Satz 2.26 FEs gelten die Voraussetzungen 2.9 an die Fehlerverteilung und die folgenden
Voraussetzungen an die Regressoren, die Varianzfunktion und die Designfolge:

1. Es existiere ein Grenzdesign H, gegen das die Designfolge H,, im Sinne von (2.11)
oder (2.12) konvergiert,

2. die Funktionen %, cee {7’“ seten allesamt beschrinkt wund bilden eine H,-H -
Konvergenzklasse,
3. die Funktionen %, Ce f;’“ seien linear unabhdingig in L*(H).

Weiter seien © C RF beschriinkt und

n
loc __ n n
En,@ = (]R ,B 7{®QL,fT(tm)ﬁ
=1

v o(tyg)

569})

die auf den Parameterraum © eingeschrinkten Experimente EY¢ aus (2.24). Ebenso sei
Gu, 0 der auf © eingeschrinkte Standard-Gaufishift Gy, ,, der (analog zu Satz 2.16)
dquivalent zum Erperiment

Go = (R’“,B’“,{N(x/jB%B,Ik) ‘ Be @})
1st. Dann gilt

5 (B o) 50t 5 (E45,Go) =50

Beweis. Satz 2.16 liefert uns die schwache Konvergenz

EYs = Go.
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Um die Behauptung zu beweisen, miissen wir die beiden Voraussetzungen des Satzes von
Lindae 1.53 nachpriifen. Da die Begriffe beschrinkt und totalbeschrankt im R” iiberein-
stimmen, folgt mit Lemma 1.55 direkt dessen erste Voraussetzung. Zum Nachweis der
zweiten Voraussetzung bendtigen wir zusitzliche Uberlegungen.

Da die Funktionen f L {7’“ nach Voraussetzung beschrinkt sind und da © beschrinkt
ist, existiert ein M > 0 mit

fT()(B1 = Bo)
o(t)
In Abschnitt 2.4.1.1 haben wir gesehen, dass unter den Voraussetzungen 2.9 an die
Fehlerverteilung

<M fiir alle t € [a,b] und alle /31, 5, € O.

AR
s—0 52 8
s#0

gilt. Insgesamt folgt

dy (QanT(t)(ﬂl—ﬁz)>
ﬂa(t)Q n—o0
(fT(t)(ﬁrﬁz)>
Vno(t)
Ebenso gilt wegen der elementweisen Konvergenz der Matrizen B, gegen B und der
Beschrénktheit von ©

(T (i) (B = Bo) 2 _ T - e o
J;< N0 ) = J(B1 = Bo) ' Bu(Br — Bo) =3 |81 — Bell5p (241)

gleichméBig in 1, fy € ©. Aus (2.40) und (2.41) folgt unter Verwendung von (A.6) und
Beispiel 1.16

d2 <® Qf ARG ®Qf (tm)ﬁz) - 1 - H (1 - d%l (QfT(tm‘)ﬁl ) QfT(tm‘)Bz))

™|

gleichméBig in ¢ € [a, b], 81, B2 € O, B1 # B2. (2.40)

i=1 \/_o'(tnz) i=1 \/_o'(tnz) i=1 \/ﬁa(tni) ﬁo'(tni)
= 1= H (1 —dy (Q Q Ty - m)) (2.42)
Vno(ty;)
n
= 1 —exp Zln 1 — d2 <Q QfT(tm)(ﬁl 52)>>} (2,43)
\/_J(tnz)

= 1l-—exp Z d%r QQfT@m)wlw)Jr 541 (Q,Q T s) F - }(2-44)

Vno(tp;) vno(ty;)

{ n Q QfT(tm)(m —B2)

el ) (fT(tm')(ﬁl 352))2 L0 (%)

\/ﬁU (tm

i=1 fT(tnz)(ﬁl 62))

Vno(tn:)

16, - ﬁgnm}: s (v (VIBR 6L L) N (VB 1)
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gleichméBigin 3y, 5y € ©. Dabei folgt (2.42) mit der Translationsinvarianz des Lebesgue-
Mafes aus der Definition des Hellingerabstandes, (2.43) ist erst fiir hinreichend grofies n
definiert, und bei (2.44) wurde die Potenzreihenentwicklung des Logarithmus verwendet.
Somit ist (1.22) erfiillt, und die Behauptung folgt aus dem Satz von Lindae. O

2.4.4.2 Normalverteilungsannahme

Jetzt werden wir als Parameterraum wieder den kompletten IR* zulassen, dafiir aber als
Fehlerverteilung @ := N(0, 1) wihlen. Damit erhalten wir die lokalisierten Experimente,

vgl. Beispiel 2.1,
1
N[ —=4,,%
(\/ﬁ ”)

mit
filtn) - fr(tm) 02 (tn1) 0
A, = A
fl (tnn) e fk (tnn) 0 02(tnn)

und dem Parameterraum R
Satz 2.27 Unter den Voraussetzungen

1. es existiere ein Grenzdesign H, gegen das die Designfolge H, im Sinne von (2.11)
oder (2.12) konvergiert,

2. die Funktionen %, . f;’“ bilden eine H,—H -Konvergenzklasse,
3. die Funktionen %, Ce f;’“ seien linear unabhdingig in L?(H)
qilt

A <N <%An,2i> N (Bé,lk)> ")

bzw.

A </\/ (%An,&?) ,/\/(B,B)) 2 0.

Beweis. Wir beweisen zunéchst die erste Aussage. Durch eine suffiziente Transforma-
tion, vgl. Beispiel 2.1, erhalten wir

A </\/ <%An,zi> N (%Anzgl,ln» =0.
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Nun kénnen wir Satz 1.11 auf N(ﬁAnEgl,IO und /\/’(B%,Ik) anwenden. Dabei

benoétigen wir

_ _ _ a j tni)fl(tni)

A SN AT = AT AL = $i{tna) ilts)

n=n ( n n) n=n n (Z 0_2( .
1=1 1<5,1<k

=n fj—gl dH, =nhB,. (2.45)
o
[a] 1<j,I<k
Da die Funktionen %, ceey % eine H,,—H-Konvergenzklasse bilden, konvergiert die Ma-

trix B,, elementweise gegen B. Wegen Ungleichung (A.3) konnen wir in Satz 1.11 an
Stelle des des Variationsabstandes auch den Hellingerabstand verwenden, mit Beispiel
A.13 sowie der Stetigkeit der Determinanten folgt

(0o o) (o (Gers) )

_ 2 (N(0.B),N(0,B,)) =124 et B)i(det Bt o
(det(B + B,))?>

=

und schliellich mit Satz 1.11

A (/\/ <%An251,ln> N (B%,Ik)> ),

Die zweite Behauptung ergibt sich mit Hilfe der ersten aus
A (N (B%,Ik) ,/\/(B,B)) —0,

was wiederum mittels einer suffizienten Transformation (analog zu Beispiel 2.1) folgt.[]

2.4.5 A—-Konvergenz allgemeiner Regressionsmodelle mit Lo-

kalisierungsrate %

Wie im Linearen Regressionsmodell wollen wir nun auch im allgemeinen Regressionsmo-
dell die A-Konvergenz lokalisierter Experimente nachweisen. Die folgenden Sitze sind
starke Varianten von Satz 2.22. Wir verwenden alle Bezeichnungen dieses Satzes.

2.4.5.1 Totalbeschrinkter Parameterraum

Zuniéichst werden wir uns auf totalbeschréinkte Teilmengen von F C L*(H) zuriick-
ziehen, also im Wesentlichen auf kompakte Mengen. Dies ist eine sehr starke Ein-
schrankung, da kompakte Mengen in unendlichdimensionalen Raumen sehr klein sind.
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Satz 2.28 Fs gelten die Voraussetzungen (2.9) an die Fehlerverteilung Q). Weiter setzen
wir voTaus:

1. Es existiere ein Grenzdesign H, gegen das die Designfolge H,, im Sinne von (2.11)
oder (2.12) konvergiert,

2. die Klasse LF .= {L | f € F} sei eine H,~H-Konvergenzklasse.

Weiter sei © C F so, dass %@ eine totalbeschrinkte Teilmenge von L*(H) ist, und es
existiere ein M > 0 mit

t
) <M  firallet € [a,b] und alle f € O,

o(t) ~

d.h. die Funktionen in © seien gleichmdflig beschrinkt. Es seien

o= (w0 { @0, | reol)
=1

Vo o(tp;
die auf © eingeschrinkten Ezperimente E'°° aus Satz 2.22 und

E@ = (C[Oa 1]78(0[07 ]-])7 {PZf | f S f}) .
das auf © eingeschrinkte Experiment E aus Satz 2.22. Dann gilt

A(EL, Be) =3 0.

Beweis. Der Beweis verlduft analog zum Beweis von Satz 2.26. U

2.4.5.2 Normalverteilungsannahme

In diesem Abschnitt werden wir die Normalverteilung als Fehlerverteilung vorausset-
zen, also ) := N(0,1) mit Fisher-Information J = 1. Im Gegensatz zum Linearen
Regressionsmodell wird dies beim allgemeinen Regressionsmodell jedoch nicht geniigen,
um A-Konvergenz nachzuweisen. Vielmehr miissen wir auch noch den Parameterraum
einschrinken. Dabei betrachten wir speziell Rdume von Funktionen von gleichméfig
beschrinkter Variation. Desweiteren konzentrieren wir uns auf H-dquidistante Design-
folgen H,,, vgl. Beispiel 2.3.

Satz 2.29 Unter den Voraussetzungen

1. H, sei eine H—dquidistante Designfolge, also t,; = H™" ( '), 1=1,...,n,

K2
n
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2. C'> 0 sei beliebig, aber fest vorgegeben, und der Parameterraum sei

Fo = {f:[a,b]—>]R ‘ ! ¢ BV[a, ) V<f> gc}, (2.46)
o o
wobei V() die Totalvariation bezeichne,
qilt fiir die FExperimente

Floe = (]R",B”, {(%N (%f(tm),ﬁ(tm)> ‘ fe J—“c})

und (wie in Satz 2.22)
mat

die starke Konvergenz
A(FP E) =3 0.

Wir beweisen dieses Ergebnis mit Hilfe des folgenden Satzes.

Satz 2.30 Sei C' > 0 fest vorgegeben und

Go:={g:00,1] =R |ge BV[0,1]; V(g) <C}.
Dann gilt fir die Experimente

S G A CHODIEES)

G = (C10,1), B(C[0,1)),{P*" | g € Go})

und

mait
X,(s) = / o(2) Mdo) + W(s),  seo,1],
[0,5]

die starke Konvergenz

A(GYe,G) =3 0.
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Beweis. Im ersten Schritt werden wir die Regressoren g € G diskretisieren.

definieren wir die Funktionen g, : [0,1] — R durch

)= 30 (2) 1 O + 90 1m0, 1€ D1

=1
und damit die stochastischen Prozesse
X, = [ o) M) £ W), s e 0.1
[0,5]

sowie die Experimente

G, = (C[0,1], B(C[0,1]), { P | g € Gc}).

Mit Korollar 2.18 (setze H = idjo;; und o = 1) folgt
2 (pXy pX 1 2
dy (P, PPon) =1 — exp _g“g_gn”L%/\) )

und damit gelten die Aquivalenzen
sup {dH (PXs, PYon) | g € QC} —0

1
sup {1 — exp {—g lg — gn“i?()\)} A gC} — 0

1
1nf{exp {—g llg — gn“iZ()\)} lg e gc} —1

Sup{”g—gn”iz(/\) | g € QC} — 0 fir n — oo.

Nach Satz A.19 ist

c*+C
sup {lg = galli [ 9 € G} < ——

und da nach Lemma 1.6 6. die Ungleichung
A(G, Gr) < VEsup {dn(P¥s, PXon) | g € G}

gilt, folgt
A(G,G,) =0 fiir n — oo.

Zu g

(2.47)

Im zweiten Schritt werden wir mittels einer suffizienten Abbildung nachweisen, dass die
Experimente G,, und G fiir jedes n € IN #iquivalent sind. Die Funktionen g, sind nach
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Konstruktion rechtsseitig stetig sowie von beschrinkter Variation. Mit Formel (A.14)
und Beispiel A.25 aus Anhang A.6 folgt fiir u € C[0, 1]

1
dPXon 1
o) = e [ 9a(0) uldo) = ol

0

a i i i—1 Lo
= exp i:19 ” U " —u 0 exp _§||9n||L2(A) :
Definieren wir
i i 1—1 1 5
) =9 (1), Rty = (D) = (1) e = o { -l |

so erhalten wir

(1) = Au(g) exp {Z %z-(g)an-(U)} ,

die MaBie { PXo~ | g € G¢} bilden also eine Exponentialfamilie. Nach Witting und Miiller-
Funk (1995), Korollar 3.20 und Satz 3.10, ist somit die Statistik R, : C[0,1] — R",

_ <\/ﬁ [u <%> —u(())] ,...,ﬂ[u(l)—u(n;1>]>T, we o, 1],

suffizient fiir én Wir wenden R,, auf dieses Experiment an und erhalten als —te Kom-
ponente, 7 =1,...,n:

= Vi | [ gal) A(dm)+W<%>_W<i_l>
)

)

3 (El())

Da die Brownsche Bewegung unabhéngige Zuwichse besitzt, geht fiir g € G- das Maf
PXom durch Anwendung von R, iiber in

&~ (5o (3) 1)
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d.h. G, geht iiber in G, Mit Satz 1.10 folgt A (G’n,foc) = 0 und zusammen mit
(2.47) die Behauptung,. O

Beweis von Satz 2.29. In Abschnitt 2.1 wurde mittels suffizienter Transformationen
die Aquivalenz A(F[°¢, El¢) = 0, n € N, gezeigt mit

ploe — (Rn,gn,{(iél)zv<%,l> ‘ fEfC})

(e fon(i ) )

Ist Go der Parameterraum aus Satz 2.30, so gilt nach Voraussetzung und nach Satz A.20

S =3 s

foH™!
coH!

€ Go fir alle f € Fe.

Wir erhalten die Experimente E'°° somit aus den Experimenten G'%¢ von Satz 2.30 durch

Einschrénken des Parameterraums und analog das Experiment E aus G. Jetzt folgt aus
der Definition der A-Metrik 1.5 und Satz 2.30

A(EY, E) < AGY,G) =3 0

und damit die Behauptung. 0J

2.5 Globale Theorie - Asymptotische Aquivalenz
unter Normalverteilungsannahme

In dem letzten Abschnitt von Kapitel 2 wollen wir eines der lokalen Ergebnisse aus 2.4
»globalisieren“. Wie wir bereits zu Beginn von Abschnitt 2.4.1 gesehen haben, werden
globale, d.h. nicht lokalisierte Experimente im Allgemeinen schwach gegen ein vollsténdig
informatives Experiment konvergieren. Deshalb erweist sich in diesem Zusammenhang
der Begriff der ,starken asymptotischen Aquivalenz“ von Experimenten aus Definiti-
on 1.56 als addquat. An Stelle eines Grenzexperiments werden wir nun eine Folge von
,Grenz-“experimenten angeben, deren Abstand zu den urspriinglichen Experimenten in
der ,starken“ A—Metrik gegen Null konvergiert. Wéhrend die Konvergenz von lokali-
sierten Experimenten vor allem in der Testtheorie eine grofie Rolle spielt, werden wir
die globale Theorie in unseren Uberlegungen zur Designtheorie in Kapitel 4 nutzen.
Der vorliegende Abschnitt beleuchtet allerdings nur einen sehr kleinen Teil der globalen
Theorie.
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2.5.1 Ein asymptotisches Aquivalent zum Linearen Regressi-
onsmodell unter Normalverteilungsannahme

Der folgende Satz 2.31 beinhaltet die Globalisierung von Satz 2.27 und behandelt die
starke Konvergenz lokalisierter Linearer Regressionsmodelle unter Normalverteilungsan-
nahme.

Satz 2.31 Unter den Voraussetzungen

1. es existiere ein Grenzdesign H, gegen das die Designfolge H,, im Sinne von (2.11)
oder (2.12) konvergiert,

2. die Funktionen L .,{7’“ bilden eine H,—H-Konvergenzklasse,

e

3. die Funktionen L .,%’“ seien linear unabhdingig in L?(H)

o

sind die Exzperimentfolgen. (N (An, $2))nen und (N(VABE, I))new  (beziehungsweise
(NM(B,£B))new) asymptotisch dquivalent, d.h.

A (N (40, 22) N (VaBE 1) ) =50

bzw.

A </\/ (An,22) NV <B, %B)) 0.

Beweis. Wir konnten die beiden Aussagen analog zu Satz 2.27 beweisen, wollen sie
aber stattdessen aus diesem Satz herleiten. Dies geschieht mir Hilfe des anschliefenden
Lemmas 2.32. U

Lemma 2.32 Es seien N (Cy,, I, ), N(Dy, Ix,,), n € IN, Lineare Modelle mit gemein-
samem Parameterraum R* und reellen Beobachtungsrdaumen Xy, .{l‘an, und (Op)nen sei
eine beliebige reelle Zahlenfolge mit 6, # 0, n € IN. Dann gilt die Aquivalenz

AN (0,Cn,Ix ), N(Dp, In,)) =30 <= A <N(Cn,[XM),/\/(6iDm[X2n)> no% )

Beweis. Der Beweis beruht auf Satz 1.11, Ungleichung (A.3) und Beispiel A.13:
A (N(énCn, IXln)"/\/-(Dn? IXZn)) =0 —

111

—

|V (0,62C.C. ) = N(0, DDy, =50

B4 @2 (N(0,62C,CT) = N(0, D,DJ)) 230
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A1 o (det 62C,CT)1(det D, D)1 —
(det(62C,CT + D,DJ))?
. (detC,CT)i(det D, DI)T |
= 1-2z- z — 30

(det(CaCyy + z DnDyy))

1 n—00
— A (N(Cnalen)7N<6_Dn’[X2n>> — 0.

2.5.2 Ausblick

An dieser Stelle wollen wir die Betrachtung der Asymptotik von Regressionsmodellen
abschliefen und zu den Anwendungen der bisherigen Ergebnisse kommen. Es soll noch

auf weitere globale Ergebnisse hingewiesen werden, deren Beweis wir allerdings schuldig
bleiben.

Zum einen ist zu erwarten, dass sich analog zu Satz 2.27 auch Satz 2.26 globalisieren
lasst. Ein ganz dhnliches Resultat wurde bereits in der relativ unbekannten Arbeit
LeCam (1985) bewiesen. Es ist zu priifen, ob die dortigen Voraussetzungen auch in
unserem Fall erfiillt sind und LeCams Resultat (dort Théoréme 4.3) anwendbar ist oder
ob zumindest ein dhnlicher Beweis wie dort durchgefiihrt werden kann.

Zum anderen scheint auch die Globalisierung von Satz 2.29 moglich. Ein solches Ergeb-
nis wiirde dann eine Verallgemeinerung der Arbeit Brown und Low (1996) darstellen,
wo nur Grenzdesigns betrachtet werden, die dquivalent zum Lebesgue-Mafl auf dem
Versuchsbereich sind. Es zeigt sich jedoch, dass die Techniken, die Brown und Low ver-
wenden, nicht direkt iibertragbar sind. Vielmehr scheint es sinnvoll, zuerst eine lokale
Version dhnlich wie in Satz 2.29 zu beweisen und diese dann mittels eines , preliminary
estimators® zu globalisieren - eine Technik, wie sie zum Beispiel in der Arbeit Nussbaum
(1996) verwendet wird.
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Kapitel 3

Anwendungen in der Testtheorie

In diesem Kapitel sollen aus den Konvergenzaussagen von Kapitel 2 asymptotische Aus-
sagen fiir Testprobleme der Form

H={0co|i) <0}, K =1{0co|) >0}

gewonnen werden, wobei / : © — IR eine gegebene stetige lineare Abbildung vom Pa-
rameterraum © nach IR ist. Es geniigt bereits die schwache Konvergenz lokalisierter
Experimente, um asymptotisch optimale Testfolgen sowohl fiir Lineare als auch fiir all-
gemeine Regressionsmodelle angeben zu kénnen. Wir verwenden im Folgenden die Be-
zeichnungen und Definitionen von Abschnitt 1.8.1.

Im ersten Abschnitt 3.1 des vorliegenden Kapitels betrachten wir ausschliellich Linea-
re Regressionsmodelle. Zunéichst geben wir eine auf Satz 1.49 basierende asymptotisch
optimale Testfolge fiir Testprobleme obiger Form an. Diese beruht entscheidend auf
der Kenntnis der Fehlerverteilung. Anschlielend untersuchen wir eine auf dem Gauf}-
Markoff-Schétzer basierende Testfolge, die lediglich die Existenz zweiter Momente an die
Fehlerverteilung nicht aber deren Kenntnis voraussetzt und unter Normalverteilungsan-
nahme dem Likelihood-Quotienten-Test entspricht, und vergleichen sie mit der asymp-
totisch optimalen Testfolge beziiglich ihrer Asymptotischen Relativen Effizienz.

Im zweiten Abschnitt 3.2 von Kapitel 3 untersuchen wir Testprobleme obiger Form fiir
allgemeine Regressionsmodelle und bestimmen eine auf Satz 1.52 basierende asymp-
totisch optimale Testfolge.

Aus mehreren Griinden werden in diesem Kapitel nur solche einfachen Testprobleme
untersucht. Zum einen lassen diese ,eindimensionalen® Testprobleme Optimalititsaus-
sagen zu, ohne weitere Begriffe wie Invarianz bzw. asymptotische Invarianz zu benotigen.
Zum anderen reichen sie aus, um die weitreichenden Folgerungen zu demonstrieren, die
bereits die schwache Konvergenz im Sinne LeCam’s ermdéglicht.

73
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3.1 Tests fiir das Lineare Regressionsmodell

Grundlage dieses Abschnitts ist die schwache Konvergenzaussage fiir Lineare Regressi-
onsmodelle aus Satz 2.16, dessen Voraussetzungen erfiillt seien. Wir verwenden die dort
auftretenden Bezeichnungen.

3.1.1 Ein asymptotisch optimaler Test ¢}

Der Parameterraum der Satz 2.16 zu Grunde liegenden Experimente E'¢, vgl. (2.24), ist
der R*, der mit dem Innenprodukt (-,-);p zum Hilbertraum H;p wird. Wir betrachten
fiir fest vorgegebenes ¢ € R\ {0} das Testproblem

H ={BeRF|("3<0}, K, ={BcRF|(T3>0} (3.1)

Grob gesagt interessiert man sich bei diesem Testproblem fiir eine Umgebung der Null,
auf die man aus einer vorgegebenen Richtung ¢ zulduft. Folglich wird man die zugehori-
gen Experimente um den Nullpunkt lokalisieren, was in Satz 2.16 bereits geschehen ist.
(Natiirlich kann an Stelle der Null jedes beliebige Element x, des R¥ stehen. Man
benostigt dann lediglich ein um x4 lokalisiertes Analogon zu Satz 2.16.)

Im Folgenden wollen wir Satz 1.49 anwenden. Das Testproblem (H,, K;) liegt allerdings
noch nicht in der Form vor, wie sie in Satz 1.49 benétigt wird. Definieren wir aber

1
V=g B~'t € R*\ {0},
SO ist
Il =y 22
YIlgB = J )

und fiir € R” gilt
(v:B)sp = Jy BB =1("8.
Damit kénnen wir das Testproblem (Hy, K;) in der Form

Hy={BeR"|(y,8)sp <0}, K, ={BeR"|(y,B)s5 >0}

schreiben und Satz 1.49 direkt anwenden.

Satz 3.1 Es mdgen die Voraussetzungen von Satz 2.16 gelten. Fiir festes £ € R*\ {0}
betrachten wir das Testproblem

H={BeR'[("p<0}, K,={BeR'[(3>0}.
Dann ist die Testfolge (¢} )new mit ©f : R™ — [0, 1],

3 T (i) B~ /(s _
L, \/ng#B—uz ; ’ (a(t,)”-) ' (_qq((xi))) Lgsoy(w) > @ H1-a)

() = ,
0 1 ~ [T0BT (d@)) g d1(1
> VnJiTB-1¢ z—zl o(tni) T =) ) {¢>0} (J"l) < ( - a)
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v = (x1,...,7,)" € R", asymptotisch optimal in der Klasse aller asymptotisch a—
dhnlichen Testfolgen im Sinne von Definition 1.41 bzw. Bemerkung 1.42 mit einem fest
vorgegebenen Niveau o € (0,1). Fiir die Folge der Giitefunktionen (gy: )nen gilt

wray T _ (s "
g (B) = nh_}rgog%(ﬁ) =& (@ Ya) + ﬁﬁ) fiir alle 3 € RF.

Bemerkung 3.2 Die optimale Testfolge (¢} ),en aus Satz 3.1 hingt von der zu Grunde
liegenden Fehlerverteilung () ab. Zentraler Bestandteil der Teststatistik ist der Quotient
%’, in dem die Lebesgue-Dichte ¢ von ) auftritt. Einen Test, dessen Teststatistik von
der Fehlerverteilung unabhéngig ist, nennen wir einen verteilungsfreien Test. Die
Tests ¢, n € IN, sind also nicht verteilungsfrei. Bemerkenswert ist aber, dass in die
Grenzgiite dieser Tests lediglich die Fisher-Information J der Fehlerverteilung eingeht
und die Dichte selbst dort keine Rolle mehr spielt.

3.1.2 Vergleich von ¢; mit dem Likelihood-Quotienten-Test
bei normalverteiltem Fehler

Um die asymptotisch optimale Testfolge aus Satz 3.1 mit anderen Tests, die aus der
Theorie Linearer Modelle bekannt sind, zu vergleichen, setzen wir als Fehlerverteilung
zuniichst @ := N(0,1) voraus. Dann gilt fiir das lokalisierte Lineare Modell E°¢ aus
Fromel (2.24) auf Seite 52

loc __ L —
Bl = N <\/ﬁAnZn1,In>
mit
filtn) o fi(tun) 0 (tn1) 0

wie in den Formeln (2.8), (2.9) aus Beispiel 2.1. Setzen wir
X, = (4,5,) " =5,14], (3.2)
so konnen wir dieses Modell auch in der Form

1
Zrlzoc = %Xnﬁ + €n, B € ]Rka

schreiben, wobei €, ~ N (0, I,,)—verteilt ist.

Fiir diese normalverteilten Linearen Regressionsmodelle und fiir das Testproblem

Hy={BeR|("3<0}, K, ={BeR"|("3>0}
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mit festem ¢ € R*\ {0} heiBt fiir jedes feste n € IN der Test =@ : R" — [0, 1] mit

T(vT Ty
1, falls ZOTX) XTI goig g
Ve (xTxa) e

o (a) = , (3.3)

T(vT Ty
0, falls XX Xlo g _
Ve (xTxa) e

x € IR", Likelihood-Quotienten-Test (oder kurz LQ-Test) fiir das Testproblem
(Hy, K;). Fiir jedes feste n € IN und jedes Niveau a € (0,1) ist der Test ¢L? im
Sinne von Definition 1.40 optimal in der Klasse F?(Hy, K;) aller a—&hnlichen Tests. Er
besitzt die Giite

T
Ve (XX, e

2B =2 (a)+ fiir alle 3 € R,

vgl. z.B. Stapleton (1995), S. 83 ff..

Wegen n(X, X,)~! = B! vgl. (2.45) auf Seite 64, konnen wir die Teststatistik des

n ?

LQ-Tests auch in der Form

(XX "X TBXx

Jeoaxy e VerBRe

schreiben, und wegen B! — B~! (fiir n — o0) elementweise ist
AN

VITB 1

Man beachte, dass die Ausdriicke (X, X,,)"! bzw. B, ! erst ab hinreichend grofiem n
definiert sind.

x €R",

lim g29(B) = @ (q>1(a) + ) fiir alle 3 € R".
n—oo

Da nach Beispiel 2.10 die Fisher-Information der N(0,1)—Verteilung J = 1 ist, hat die
Folge der LQ-Tests (¢L?),cn die gleiche Grenzgiite wie die Folge (¢ ),en aus Satz 3.1
und ist somit nach Definition 1.41 ebenfalls asymptotisch optimal in der Klasse aller
asymptotisch a—#hnlichen Testfolgen.

Es stellt sich jetzt natiirlich die Frage, ob die Tests ¥ und ¢L? bereits fiir festes n € IN
identisch sind. Dies ist zu verneinen. Denn setzt man in ¢} fiir ¢ die Dichte der

Standardnormalverteilung ein, so erhilt man fiir x = (zq,...,2,)" € R"
} : fT m, lg ( ql(xz)>
VnJlTB-1¢ q(z;) (>0 (77)

Z fT(tm)Bilg.'L'Z o gTBilXJIL'
\/nETB*% —~  o(ti) VnlTB=1
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Die ,,Covarianz“ B des Grenzmodells, das nach Satz 2.16 der Standard-Gaufshift auf
dem Hilbertraum Hp ist (man beachte J = 1), spiegelt sich in den Tests ¢} auf Stufe
n wider. Dies ist bei den Tests ¢Z? nicht der Fall. Hier steht an Stelle von B~' der
Ausdruck n(X, X,,)"! = B,1, der gegen B! konvergiert.

3.1.3 Asymptotik des Likelihood-Quotienten-Tests bei unbe-
kanntem Fehler

Wir wollen nun die Testfolge (p=?),cn aus (3.3) fiir den Fall untersuchen, dass kein
normalverteilter Fehler vorliegt, d.h. fiir Modelle der Form

1

e = X, - R”, 3.4
"= B+e B e (3.4)
mit X, aus (3.2) und €, = (€u1,...,€nn) ", wobei die €,; stochastisch unabhéngig sind und

dieselbe Verteilung () besitzen. Zwar sind diese Tests dann keine Likelihood-Quotienten-
Tests mehr, da die zugehdrigen Teststatistiken nicht mehr auf dem Dichtequotienten
beruhen, wir wollen sie aber trotzdem als L.QQ-Tests bezeichnen, um ihren Ursprung an-
zudeuten. Diese Testfolge hat gegeniiber der Folge asymptotisch optimaler Tests (% )pen
den entscheidenden Vorteil, dass sie verteilungsfrei ist, dass sie also ohne Kenntnis der
wahren Fehlerverteilung ) angewandt werden kann. Dafiir muss ein Giiteverlust in Kauf
genommen werden, den wir im néichsten Abschnitt 3.1.4 untersuchen.

Fiir die folgenden Uberlegungen benétigen wir im Vergleich zu Satz 2.16 teils speziellere,
teils zusétzliche Voraussetzungen.

Voraussetzungen 3.3

1. Es existiere ein Grenzdesign H, gegen das die Designfolge H,, im Sinne von (2.12),
d.h. gleichmdifig konvergiert.

2. Die Funktionen 11 .,{7’“ seien linear unabhdingige Funktionen aus L*(H).

e

3. Die Funktionen L .,%’“ seten von beschrdinkter Variation.

P

4. Die Fehlerverteilung Q sei zentriert und besitze die Varianz 72, also

/wam:o und I/ﬁQu@:T?

R

Die Asymptotik der Teststatistik der LQ-Testfolge bei unbekannter Fehlerverteilung ist
bereits ausfiihrlich untersucht worden, vgl. z.B. Stapleton (1995), S. 197 ff.. Da die
bekannten Grenzwertsitze jedoch unter abstrakten Voraussetzungen an die Modellma-
trizen X, formuliert sind, wollen wir fiir unser speziell vorliegendes Regressionsmodell
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die Konvergenz der Teststatistik selbst nachweisen. Ahnliche Konvergenzsiitze wurden
bereits in Bischoff und Miller (2000b) und Bischoff und Miller (2000a) hergeleitet. Mit
den dortigen Hilfsmitteln konnen wir leicht die folgende Aussage fiir die Teststatistik
der LQ-Testfolge beweisen.

Satz 3.4 Unter den Voraussetzungen 3.3 gilt

T(XTX,) ™ XTe,
L) Nae o, g ),
VT (XX,

Sy,

d.h. die Statistiken S, konvergieren schwach gegen eine N (0, 1)-verteilte Zufallsvariable.

Beweis. Der Beweis beruht auf der Einbettung der S, in den Raum C[0, 1] mittels des
Partialsummenprozesses. Definieren wir die linearen Einbettungsoperatoren 7, : R" —
C'[0,1] wie in (2.14) und V,, : C[0,1] — IR™ durch

Vo (u) = (u (%) —u(0), .. u(1) - u (”;I»T we 1],

so ist V,, o T,, = idg~ fiir alle n € IN, und wir kénnen S,, in der Form

(XX Xl (X)X (T ()

Sn (3.5)
VPO (XX, e VnlT (X7 x,) e
schreiben. In Bischoff und Miller (2000b) wird die Konvergenzaussage
1 o
Jggo X V(uy,) = iZTIEg u(dz) € RF, fir alle u, — win C[0,1]  (3.6)

0

bewiesen. Dabei ist obiges Integral komponentenweise zu verstehen. Weiter gilt nach
dem Satz von Donsker, vgl. Billingsley (1968), Theorem 10.1,

€n D

T, — W,
<\/mz>

wobei W eine Version der Brownschen Bewegung mit stetigen Pfaden bezeichnet. Zu-

sammen mit n (XnTXn)*1 — B!, vgl. Beweis von Satz 2.16, und Theorem 5.5 aus
Billingsley (1968) folgt aus obiger Darstellung (3.5) von S,, die schwache Konvergenz

ocoH—1

VITB-1/¢ ’

("B~ fl Lol gy
0

S, = (3.7)
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foH~1!
ooH—1

1
wobei das Integral [ dW pfadweise als Riemann-Stieltjes Integral zu verstehen ist.
0

Jetzt ist nur noch nachzuweisen, dass der Grenzwert aus (3.7) eine N (0, 1)-verteilte Zu-
fallsvariable ist. Da der pfadweise Integralbegriff fast sicher mit dem stochastischen Inte-

1
gralbegriff aus Anhang A.5 iibereinstimmt, ist [ ({zg: dW nach Konstruktion, vgl. An-
0

hang A.5 ein L?*-Grenzwert normalverteilter Zufallsvariablen und somit selbst wieder
eine normalverteilte Zufallsvariable, vgl. Bauer (1991), S. 268, Aufgabe 8. Nach Lemma
A.23 ist

1
fof:f*1

oo H-!
0

und nach Lemma A.23, Beispiel A.22 und Satz A.17 berechnet sich die Covarianz zu

aw | = o,

1
fO[{_1 . (inH_l)'(ijH_l)
Cov | [ op dW | = oy —
0 [0.1] 1<i,j<k
= f“;j dH =B.
g
[a,b] 1<i,j<k
ZTB—lfl({ZZ: dw o
Damit ergibt sich —E=2— ~ N (0, CEEEL) = N (0,1). 0

Jetzt konnen wir die asymptotische Giite der LQ-Testfolge fiir das Testproblem (H,, Kj)
mit festem ¢ € IR" \ {0} berechnen. Unter Beriicksichtigung der Varianz 72 definieren
wir die LQ-Tests oL@ : R™ — [0, 1] durch

(T(XTX0)" X2

1, fall > d71(1 —
) T \/TzeT(XJXn)_le ( o)
T k(g = (3.8)
T(xT “xTa
0, falls (X[ x) LA P71 — ).

\/TNT (X7 Xn)" £
Satz 3.5 Unter den Voraussetzungen 3.3 gilt fir die Giiten g, e der LQ-Tests aus (3.8),
angewandt auf die lokalisierten Zufallsvariablen Z'¢ aus (3.4)

L . -1 ('p
§4(8) = lim g0 (8) = ® (<1> (0) +

_— iir alle B € RF.
n—o00 A /7-2€T31£> f 5

Beweis. Wegen n (XJXn)f1 — B ' und S, — N(0,1), vgl. Satz 3.4, folgt fiir Zloc
aus (3.4) und festes 3 € RF
ET XTXn -1 XTzloc KT KT
VP (XTX) T ereT (X X,) T VB
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Damit ergibt sich die Grenzgiite

(T (X]X,) T X Zlee

lim g ro(f) = lim P >0 (1 —a)
e e \/TW (X7 X,)7" e
A
_ -1
= ¢ <(I) @)+ TWBw)
fir 5 € R*. O

Korollar 3.6 Ist die Varianz 72 der Fehlerverteilung unbekannt, so bleiben die Ergeb-
nisse der Sitze 3.4 und 8.5 giiltig, wenn man 7> durch eine konsistente Schitzfolge T2
ersetzt.

3.1.4 Vergleich von ¢; mit dem Likelihood-Quotienten-Test
bei unbekannter Fehlerverteilung

Unter den Voraussetzungen 3.3 konnten wir das lokale asymptotische Verhalten der Test-
folge (059),cn aus (3.3) angeben. Wir wollen nun diese verteilungsfreie Testfolge mit
der optimalen Testfolge (¢ ),en aus Satz 3.1 anhand der zugehorigen Grenzgiiten g*
und ¢'? vergleichen. Es stellt sich die Frage, auf welche Weise dies sinnvoll gesche-
hen kann. Ein klassisches Konzept ist das der Asymptotisch Relativen Effizienz, auch
Pitman-Effizienz genannt.

Definition 3.7 (Asymptotisch Relative Effizienz (Pitman-Effizienz))
Seien E,, = (X, A, {Pny | 0 € ©}) € £(0), n € IN, Ezperimente mit gemeinsamem
Parameterraum © und (H, K) ein Testproblem, also eine Partition von ©. Weiter seien
©in * X = [0,1], n € IN, i = 1,2, zwei asymptotisch unverfilschte Folgen von Tests zum
Niveau o € (0, 1) mit zugehdrigen Giten gy, , fir die fir ein @ € K Werte ¢;(0) € (0, 00)
existieren sollen mit
lim g, (0) =@ (67(0) +l0), =12, (3.9)

Dann heifit der Quotient
_#0)

»i(0)
die Asymptotisch Relative Effizienz oder Pitman-Effizienz der Testfolge (van)nen
beziiglich der Testfolge (p1n)nen unter der Alternative 6.
Ezistieren die Grenzwerte in (3.9) fir alle § € K mit Konstanten ¢;(0) € (0,00), und
5(0)

. . 2
st der Quotient 0

ARE(@?n C Pin | 9) :

unabhdngig von 0, so heifft

_ ¥E(0)
= )

ARE(pan : ¢1n) (6o € K beliebig)
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die Asymptotisch Relative Effizienz oder Pitman-Effizienz der Testfolge (van)nen
beziiglich der Testfolge (P1n)neN-

Bemerkung 3.8 Unter den Voraussetzungen von Definition 3.7 gilt

<1 <
ARE (@2, : @1n) 4 =1 = li_)m Gpyn (0) § = li_)m 9o, (0), 0€ K.

Dementsprechend nennen wir die Testfolge

schlechter als
(pon)nen asymptotisch dquivalent zu (p1n)nen (auf der Alternative K).
besser als

Jetzt haben wir ein Maf} dafiir, um wieviel die asymptotisch optimale Testfolge besser ist
als die Folge der LQ-Tests. Die folgende Aussage ist eine direkte Folgerung aus Satz 3.1
und Satz 3.5.

Satz 3.9 FEs seien die Voraussetzungen von Satz 3.1 und Satz 3.5 erfillt, insbesondere
geniige die Fehlerverteilung den Voraussetzungen 2.9 und 3.3. Fir die Folge (¢})nen
der asymptotisch optimalen Tests aus Satz 3.1 und fiir die Folge der LQ-Tests (¢£?),en
aus Formel (3.8) gilt

ARE(pr : oE@) = Jr2.
Bemerkung 3.10

1. Die Satz 3.9 zu Grunde liegenden Experimente sind mit Rate % um den Ursprung

B =0¢e H,NK, lokalisiert. Wir kénnen die Asymptotisch Relative Effizienz somit
wie folgt interpretieren (man vergleiche dazu Witting und Miiller-Funk (1995),
S. 282 ff., speziell Satz 6.101): Wird der asymptotisch optimale Test ¢ bei einem
Stichprobenumfang n € IN angewandt, so wiirde man bei Anwendung des LQ-
Tests in etwa ARE(y} : ¢5?) = Jr?-mal soviele Beobachtungen bendtigen, also
J7% - n, um dieselbe Giite zu erreichen. Eine solche asymptotische Aussage gilt
natiirlich nur fiir hinreichend grofle Beobachtungsumfiange n.

2. Aus Satz 3.9 erhalten wir auch eine rein analytische Aussage: Fiir jede Wahr-
scheinlichkeitsverteilung @ mit Fisher-Information .J und Varianz 72, die den Vor-
aussetzungen 2.9 und 3.3 geniigt, gilt

Jr? > 1.

Wir wollen das Ergebnis an einem Beispiel verdeutlichen.
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Beispiel 3.11 Sei () wie in Beispiel 2.10 4. die zweiseitige Exponentialverteilung mit
Parameter r := 1, auch Laplace-Verteilung genannt. Dann ist () zentriert mit Varianz
72 = 2 und Fisher-Information J = 1. Weiter wollen wir ein einfaches Change-Point
Problem mit bekannter Stelle eines moglichen Changes betrachten. Seien dazu fi := 1y
und fo := 11 ) vorgegebene Regressoren auf dem Versuchsbereich V = [0,1]. Als
Grenzdesign H wéhlen wir das Lebesgue-Mafl A auf V und als Varianzfunktion o = 1.
Damit erhalten wir

B— [0,1] [0,1] . 2 bow. Bl — 2 -9
[ ffedN [ f3dx 11 ' -2 4 )
[0,1] [0,1] 2 2

Wir wollen testen, ob im Punkt % ein Change-Point mit positivem Change vorliegt,
d.h. ob die wahre Regressionsfunktion an der Stelle % einen Sprung nach oben macht.
Ist 3 = (B1,3)" € R? der unbekannte Parameter, so testen wir also die Hypothese
By < 0 gegen die Alternative 8, > 0. Mit dem Vektor ¢ = (0,1)" haben wir somit ein
Testproblem der Form (Hy, Ky), vgl. (3.1). Als Grenzgiiten des optimalen Tests sowie

des LQ-Tests ergeben sich damit bei einen Niveau a € (0, 1)

- 32> _ B
B)=2(®d (a)+=) bzw. ¢"B)=d(d '(a)+

@ =o(o@+ ) b g @+ 57

fir B = (B1,5:)" € IR%. Abbildung 3.1 zeigt die beiden Giitekurven in Abhingigkeit

von 5 bei einem Niveau von v = 0.1. Eine sinnvolle Interpretation dieser Grenzgiiten

1 g*
08"
1 LQ

06" I

04-

02
ﬁ‘%“"\““\““\““\““\
a4 2 2 4 6 8 1002

Abbildung 3.1: Grenzgiiten

erhéilt man aber erst durch Satz 3.9. Dieser liefert die Asymptotisch Relative Effizienz
ARE(g! : o@) = Jr? =2

des asymptotisch optimalen Tests gegeniiber dem LQ-Test. Nach Bemerkung 3.10
benotigt der LQ-Test also in etwa doppelt so viele Beobachtungen wie der asympto-
tisch optimale Test, um dieselbe Giite zu erreichen.
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3.2 Tests fiir das allgemeine Regressionsmodell

Wihrend wir in Abschnitt 3.1 Testprobleme fiir das Lineare Regressionsmodell unter-
sucht haben, werden wir jetzt in Analogie zum Vorgehen in 3.1.1 optimale Testfolgen zu
yeinfachen® Testproblemen fiir das allgemeine Regressionsmodell herleiten. Grundlage
dieses Abschnitts sind Satz 2.22 sowie Korollar 2.23. Die dortigen Voraussetzungen seien
erfiillt, insbesondere identifizieren wir die Regressoren f € F C {f | £ € L*(H)} wieder

mit den zugehorigen Elementen
\/—/ f (@) H 1

oo H-!

des kernreproduzierenden Hilbertraumes H (R) der Brownschen Bewegung, vgl. (2.31).
Im Gegensatz zum Linearen Regressionsmodell haben wir hier als Grenzexperiment
keinen ,vollstindigen“ Standard-Gaufishift auf H(R) vorliegen, sondern nur eine Ein-
schrinkung G gy 7, vgl. (2.37).

In diesem Abschnitt sei die Varianzfunktion o? beschrinkt. Dies ist eine sehr schwache
Voraussetzung, wenn man bedenkt, dass der Versuchsbereich V = [a, b] ein kompaktes
Intervall ist. Sie hat aber zur Folge, dass aus £ € L?(H) sofort f € L*(H) folgt. Dieser
Hilbertraum L?(H) ist zwar nicht der ,,passende Hilbertraum fiir unsere Theorie, aber
er ist der natiirliche Hilbertraum, in dem man Testprobleme fiir f formulieren wird.

Wir wollen wieder ein ,,eindimensionales®, lineares Testproblem untersuchen, geben uns
dazu eine Funktion ¢ € L?>(H) \ {0} vor und betrachten das Testproblem

={feF{f,Orum <0}, ={feFI{}, O >0},
das wir mit Hilfe des Innenproduktes (-, ->H(R) umformulieren. Sei dazu
o2l
V=

Da o nach Voraussetzung beschrinkt ist, folgt 2 € L?(H), und wir kénnen v mit dem
zugehorigen Element

\/_/ZZZ i (dx):/(aoH_l(x)z/-j(foH_l(x)) Ade)
[0,]

aus dem Hilbertraum H (R) identifizieren. Dann folgt mit Beispiel A.25 und dem Trans-
formationssatz A.17

9 o H '(x
R =

_ %/(aoH_l(x))Z(KOH_I(x))Q A(dx)”lll |7
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und fiir f € F mit zugehorigem hy € H(R) ist

(yo H'(2)) - (fo H'(2)
(00 H (2))"

(hy, hp) Ry = J/

[0,1]

_ /(EOH_I(x))-(foH_I(x)) A(dz) 27 (£, O 1o

[0,1]
Damit ldsst sich das Testproblem (Hy, K;) in der Form
Hy={f € F|{hy,hs)umr <0}, Ky=A{f € F|{hy, hs)uwr) > 0}
schreiben.
Im Folgenden wollen wir Satz 1.52 anwenden und die dortigen Voraussetzungen, speziell

die schwache Konvergenz (1.21) nachpriifen. Dazu benétigen wir zusétzliche Anforde-
rungen an das ,, Testproblem® /.

Voraussetzungen 3.12 Fiir ( € L*(H) gelte

1.
lim max 20l _ o (3.10)
n-so0 1<i<n Vn

2.

/ o%? dH, =% / o’ dH, (3.11)
[a,b] [a,b]

3.

/Zf dH, =% /Ef dH  firalle f € F. (3.12)
[a,b] [a,b]

Diese Voraussetzungen sind z.B. dann erfiillt, wenn H,, gleichmifig gegen H konvergiert
und die Funktionen o, ¢ und f € F alle von beschrinkter Variation sind, vgl. Bei-
spiel 2.6. Im Wesentlichen muss also die ,, Testfunktion“ ¢ dieselben Eigenschaften wie
die Regressoren besitzen.

Satz 3.13 Es mdgen die Voraussetzungen 3.12 an { sowie die Voraussetzungen von Satz
2.22 erfiillt sein, und die Varianzfunktion o sei beschrinkt. Fir festes ¢ € L*(H) \ {0}
betrachten wir das Testproblem

HZ = {f eF | <f7€>L2(H) S 0}7 Kl = {f € f| <f7€>L2(H) > 0}
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Dann ist die Testfolge (¢} )new mit ¢f : R" — [0, 1],

-1 - EACHAN _ “101 _
L ,/nJuaéHLz(H Z o (tni) £ (tn )( qm)) L0y (@i) > @7 (L — )

ok (x) = e .
Ty 257 ) ) (~565) 1o () < @71~ a),
v = (x1,...,7,)" € R", asymptotisch optimal in der Klasse aller asymptotisch a—

dhnlichen Testfolgen im Sinne von Definition 1.41 bzw. Bemerkung 1.42 mit einem fest
vorgegebenen Niveau o € (0,1). Man beachte, dass wir die Regressorenklasse F C L*(H)
so0 erginzen kénnen, dass Hy N K, # O und damit der Begriff ,asymptotisch o—idhnlich*
nicht trivial ist. Fir die Folge der Gitefunktionen (gy: Jnen gilt

g*(f)_hmgnp(f):q)< ()+\/_<f£>L2 > fir alle f € F.

n—o0 o]l 2

Beweis. Der Beweis beruht auf Satz 1.52, dessen Voraussetzungen hier iiberpriift wer-
den miissen. Das Analogon

~  f(twi) < (J'(xi)>
Xn= —— | ] -1 T
zur zentralen Folge gem#f Formel (2.38) aus Korollar 2.23 erfiillt die zugehorigen Be-
dingungen (1.14), (1.15) und (1.16) von Satz 1.52. Man beachte die Identifikation von
Elementen des Hilbertraums H(R) mit ihren Ableitungen. Weiter gilt fiir die Teststati-
stik der Tests ¢}

1 = q'(v:) Xy (7)
Zo’(tm)g(tm‘) (——> 1{Q>0}(xz) th

NI e= 1(x:) I

fir 2 = (21,...,2,)" € R™ Es ist nur noch Voraussetzung (1.21) nachzuweisen, und
die Aussage folgt aus Satz 1.52. Setzen wir

Fy={ay+Bf|a,BeR, feF},

so erfiillt dieser ,erweiterte“ Parameterraum F, ebenfalls die Voraussetzungen von
Satz 2.22, d.h. i]—} ist eine H,—H-Konvergenzklasse, und es gilt

im max ————~
n—oo 1<i<n \/no(t,;)

=0 fiiralle f € F,,
was direkt aus den Voraussetzungen 3.12 folgt. Damit kdnnen wir mit Satz 2.22 auf die
schwache Konvergenz der ,erweiterten* Experimente
1 w
En(j-c}'w - GH(R)J:‘Y

schliefen, und aus der schwachen Konvergenz (2.39) in Korollar 2.23 folgt Bedin-
gung (1.21). O
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Beispiel 3.14 Gegeben seien das Grenzdesign H = A auf dem Versuchsbereich V =
[0,1] und eine H-dquidistante Designfolge H,,. Weiter seien F = BV[0,1] N L?(H), die
Varianzfunktion ¢ = 1, und als Fehlerverteilung @) legen wir wie schon in Beispiel 3.11
eine Laplace-Verteilung mit Parameter » = 1 und Fisher-Information J =1 zu Grunde.
Dann hat @ die Dichte ¢(z) = Je~*l mit Lebesgue-Ableitung ¢'(z) = —sgn(z)q(z).
Wir interessieren uns dafiir, ob das Lebesgue-Integral iiber den unbekannten Regressor
positiv oder negativ ist. Mittels der Funktion ¢ = 1 formulieren wir das zugehorige
Testproblem

Hy={f e F|{f,O)rcry <0}, Ky={f € F|{f,O)r2ary > 0},

also
m={fer| [racon  K={reF| [1ason
[0,1] [0,1]

und nach Satz 3.13 erhalten wir zum Niveau « eine asymptotisch optimale Testfolge
(¢ )nen durch ¢} : R" — [0, 1],

L, = sen(z;) > @7'(1—a)
" i=1
Qpn(x) = L& .
0, ﬁi;sgn(xi) <d (1 - ),
r=(x1,...,7,)" € R" mit der Grenzgiite
g(f) =@ | & a) + / [ dA fiir alle f € F.

[0,1]



Kapitel 4

Anwendungen in der Designtheorie

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit dem Gebiet der Versuchsplanung. In Ab-
schnitt 4.1 schildern wir die zu Grunde liegende Problemstellung und gehen auf klas-
sische Ansétze aus der Theorie Linearer Modelle ein, wo man ausgehend vom linearen
erwartungstreuen Schéitzen bei quadratischem Schaden und einem fest vorgegebenen
Stichprobenumfang versucht, einen moglichst ,,guten® Versuchsplan zu bestimmen. Im
Gegensatz dazu, aber ganz im Kontext der vorliegenden Arbeit, liegt es nahe, die De-
signtheorie im Rahmen der Entscheidungstheorie zu sehen, d.h. Versuchspldne zu be-
stimmen, die ,universell gut* sind fiir alle moglichen Entscheidungsprobleme. Dieser
neue Ansatz fiihrt uns zu denselben Methoden, wie sie in der klassischen Designtheorie
angewandt werden, er erlaubt aber - im Gegensatz zu den bisherigen Anséitzen - eine
wesentlich weitreichendere Interpretation der Ergebnisse.

In den Abschnitten 4.2 und 4.3 beschéftigen wir uns mit asymptotischer Designtheorie.
Es werden Versuchspldne bestimmt, die nicht fiir einen festen Beobachtungsumfang opti-
mal sind, sondern asymptotisch optimal, d.h. ,gut® fiir alle hinreichend groflen Beobach-
tungsumfinge. Dieser asymptotische Ansatz, der bisher in der Literatur noch sehr wenig
untersucht worden ist, wird in der vorliegenden Arbeit erstmals im entscheidungstheore-
tischen Rahmen betrachtet, wobei die Konvergenzaussagen fiir Regressionsmodelle aus
Kapitel 2 die entscheidende Grundlage sind. Dabei basiert Abschnitt 4.2 auf dem globa-
len Konvergenzsatz 2.31 fiir Lineare Regressionsmodelle mit normalverteilten Fehlern,
Abschnitt 4.3 auf den lokalen Konvergenzsétzen aus Abschnitt 2.4.

Zum Abschluss des Kapitels untersuchen wir in Abschnitt 4.4 ein klassisches Optima-

litdtskriterium der Designtheorie Linearer Modelle, ndmlich die F-Optimalitéit aus ent-
scheidungstheoretischer Sicht.

87
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4.1 Designtheorie bei fest vorgegebenem Stichpro-
benumfang

4.1.1 Problemstellung

Bei der Untersuchung der Regressionsmodelle

E, = (]R", B, {® Q%
i=1

o(tni

fe ]—"}) (4.1)

aus Formel (2.6) war das Dreiecksschema (t,;), i = 1,...,n, n € IN, der Versuchspunk-
te, das wir auch als Designfolge bezeichnet haben, stets fest vorgegeben. Fiir n € IN
haben wir die Versuchspunkte t,,...,t,, mit der zugehérgen Verteilungsfunktion H,
aus (2.10) identifiziert. Eine solche aus n (nicht notwendig verschiedenen) Punkten her-
vorgehende Verteilungsfunktion H, nennen wir kiinftig ein konkretes (oder exaktes)
Design fiir n Versuchspunkte. Um die Abhéngigkeit der Regressionsmodelle von
dem zugehorigen konkreten Design auszudriicken, schreiben wir ab jetzt E,(H,).

Beispiel 4.1 Im Fall eines Linearen Regressionsmodells mit den Regressoren fi,..., f,
dem Beobachtungsraum X = IR"™ und dem Parameterraum IR* schreiben wir fiir die
Modellmatrix kiinftig

fl(tnl) fk(tnl)
Ay (Hy) = A
filtan) -+ fultun)
und fiir die Covarianzmatrix
02 (tn1) 0
E?L (Hn) = .
0 02 (tnn)

Unter Normalverteilungsannahme ergeben sich dann die Linearen Modelle

N(A,(H,),%2(H,)) bzw. transformiert N (A,(H,)%, (H,),I,),

n

vgl. Beispiel 2.1. Ist die Fehlerverteilung unbekannt mit Erwartungswert 0 und Varianz
1, so erhilt man die Linearen Modelle, vgl. Beispiel 2.2,

L(A,(H,),x2(H,)) bzw. transformiert L(A,(H,)X, " (H,),I,).

n

Es stellt sich jetzt die Frage, wie man die Versuchspunkte %1, ..., %,,, d.h. das konkrete
Design H,,, zu wihlen hat, wenn man ein mdoglichst informatives statistisches Experiment
erhalten mochte. Auf Grund der bisherigen Uberlegungen ist es naheliegend, als Ver-
gleichsmafistab zweier Experimente mit verschiedenen Designs die A-Metrik LeCam’s
zu wahlen. Der Zugang in der klassischen Designtheorie ist jedoch ein anderer.
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4.1.2 Approximative Designtheorie fiir das Lineare Regressi-
onsmodell - klassische Ansitze

Wir wollen die Prinzipien der klassischen Designtheorie kurz erldutern, um sie mit unse-
ren entscheidungstheoretischen Ansétzen vergleichen zu konnen. Eine ausfiihrliche Dar-
stellung der klassischen Theorie findet man zum Beispiel in den Biichern Silvey (1980)
und Pukelsheim (1993). Wir beschriinken uns hier auf den Fall der Linearen Regression.

Bei festem Stichprobenumfang ny € IN betrachten wir fiir zwei verschiedene konkrete
Designs Hy,, und Hy,, die Linearen Regressionsmodelle £(A,(Hin,), 2 (Hip,)) bzw.
L(Any(Han,), X2, (Hap,)) aus Beispiel 4.1. Beiden Modellen liegen dieselben Regressoren
fi, ..., fr sowie dieselbe Varianzfunktion o2 zu Grunde. Jetzt vergleichen wir diese Expe-
rimente beziiglich des linearen erwartungstreuen Schétzens bei quadratischem Schaden,
wie wir das bereits in Abschnitt 1.3 erldutert haben. Dabei erhalten wir in der klassi-
schen Designtheorie das folgende Ergebnis als eine direkte Folgerung der Sétze 1.12 und
1.14 sowie Gleichung (2.45) auf Seite 64.

Satz 4.2 Das zum konkreten Design H,, gehirige Modell L(Any(Hin,), Yo, (Hin,))
st genau dann beziiglich des linearen erwartungstreuen Schitzens bei quadratischem
Schaden mindestens so informativ wie das zum Design Hop, gehorige Lineare Modell

L(Any(Hano), X2, (Hany)), d.h. in der Schreibweise aus (1.6)
‘C(Ano(Hlno)7 Z?Lo (Hlno)) 21] ‘C(Ano (H2n0)7 Z?Lo (HQTLO))7

wenn im Sinne der Lowner-Ordnung

2 2
f % d‘Han e % dH1n0 f % dHQnO v f fz_sz dH2n0
[aab} [a,b] [a,b} [a,b]
. . ZL . :
% dHypy -+ [ (J;—’z dHp, % dHyy -+ [ (J;—'z dHop,
[a,b] [a,b] [a,b] [a,0]

gilt. In diesem Fall nennen wir das Design H,,, mindestens so informativ wie Hy,,.
Die obigen Matrizen werden Informationsmatrizen der jeweiligen Modelle genannt;
sie waren bereits Gegenstand der Untersuchungen in Abschnitt 2.4.2, vgl. (2.26) und
(2.28) auf Seite 53.

Auf der Suche nach ,,guten“ Designs treten vor allem zwei Probleme auf. Zum einen
existieren im Allgemeinen keine optimalen Designs, da die Léowner-Ordnung nur eine
Halbordnung ist. Man kann sich dann entweder auf verschiedene Klassen von konkreten
Designs einschrinken, in denen es optimale Vertreter gibt, oder man optimiert ein Funk-
tional der Informationsmatrizen, was z.B. zum Begriff der F-Optimalitit fiihrt, die in
Abschnitt 4.4 untersucht wird. Zum anderen stellt sich die diskrete Struktur (ny € IN
fest) als schwerwiegendes Problem heraus, da dadurch einfache analytische Hilfsmittel
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bei den Optimierungsproblemen nicht anwendbar sind. Diese Schwierigkeit fiihrt uns
zur approximativen Designtheorie. Wir betrachten hierbei die Informationsmatri-
zen selbst, lassen jetzt aber alle Verteilungsfunktionen H auf [a,b] als Integratoren zu.
Man spricht dann von approximativen oder stetigen Designs, wobei der Begriff
,stetig® nichts mit den Eigenschaften der Verteilungsfunktion H zu tun hat, diese kann
durchaus Spriinge besitzen. Die Informationsmatrizen sind also von der Form

[ Lam - [ Ll aH
[a,b] [a,b]
B(H) := 5 : (4.2)
Lfeqg ... [ % dH
[a,b] [a,b]

und man wird versuchen, sie selbst bzw. Funktionale davon zu ,,optimieren*, wobei auf
iibliche Methoden der Analysis zuriickgegriffen werden kann. Ein optimales stetiges
Design wird jedoch i.A. nicht durch ein konkretes Design mit ny Versuchspunkten reali-
sierbar sein, d.h. es wird kein solches konkretes Design mit derselben Informationsmatrix
geben. Zwar besagt der Satz von Carathéodory, vgl. Pukelsheim (1993), S. 188, dass
jede von einem beliebigen stetigen Design erzeugte Informationsmatrix auch von einem
Design mit héchstens 1k (k+1)+1 Massepunkten erzeugt werden kann. Die Wahrschein-
lichkeitsmasse in diesen Punkten ist aber i.A. kein Vielfaches von n—10 Somit bleibt die
Frage, inwieweit man ein optimales Design fiir ny Versuchspunkte durch ein konkretes
Design mit ny Versuchspunkten annihern kann. Diese Problemstellung korrespondiert,
wie wir sehen werden, mit den asymptotischen Uberlegungen von Abschnitt 4.2.

4.1.3 Entscheidungstheoretische Ansitze in der Designtheorie

In Abschnitt 4.1.1 haben wir bereits angedeutet, dass es auf Grund der bisherigen ent-
scheidungstheoretischen Uberlegungen nahe liegt, Designs im Sinne von LeCam’s A
Metrik zu vergleichen. Die allgemeinen Regressionsmodelle FE, aus (4.1) entsprechen
dem Beobachten der Zufallsvariablen

Yni = f(tm) +U(tni)€m’7 = 17---7n7
wie wir das in Abschnitt 2.1 beschrieben haben.

Definition 4.3 Es seien der Versuchsbereich V, die Fehlerverteilung ), die Regresso-
renklasse F sowie die Varianzfunktion o? fest vorgegeben, und weiter seien ng € IN
ein fester Stichprobenumfang, Hyp,, Hopn, zwet konkrete Designs mit ny Versuchspunk-
ten und E, (Hiny), Fng(Han,) die zugehirigen Regressionsmodelle gemdfS Formel (4.1).
Dann nennen wir das konkrete Design Hy,, mindestens so informativ wie Hy,,, falls
im Sinne der LeCam-Halbordnung, vgl. Definition 1.4, gilt

Eno (Hlno) 2 Eno (HQTLO)'
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Sind die beiden Regressionsmodelle dquivalent, also Ey,,(Hip,) ~ Eny(Han,), S0 nennen
wir auch die zugehorigen Designs dquivalent. Mit

5D(H1n07 HQTLO) = 5(En0 (H1n0)7 Eno (HZHO))

bezeichnen wir den (einseitigen) Informationsabstand des Designs Hy,, vom Design
Hsy,, und mait
AD(Hlnm HQTLO) = A(Eno (H1n0)7 Eno (HZHO))

den Informationsabstand der beiden Designs Hyy, und Hay,,, vgl. Definition 1.5.

Interpretation 4.4 (von Definition 4.3) Gemif Definition 1.4 ist ein Design Hiy,
genau dann mindestens so informativ wie ein zweites Design Hs,,, falls es fiir jedes
Entscheidungsproblem mit von unten halbstetiger und nach unten beschrinkter Ver-
lustfunktion (Verlustfunktionen sind definitionsgemifl nach unten beschrinkt, man be-
achte aber, dass auf eine obere Schranke fiir die Verlustfunktion verzichtet werden kann,
vgl. Definition 1.2) fiir das zugehorige Regressionsmodell E, (Hi,,) gleichméBig nicht
schlechtere Entscheidungen gibt wie fiir E, (Ha,,). Wir werden dies an zwei Beispielen
erliutern: Ist ein beliebiges Testproblem, d.h. eine Partition (H, K) von F gegeben, so
existiert zu jedem Test v fiir E,, (Hay,,) ein Test ¢ fiir E,, (Hy,,) mit gleichmifig nicht
schlechterer Giite, d.h.

9o(f) < gy(f) fiiralle fe H und 9,(f) > g4 (f) fiir alle f € K.

Soll dagegen die unbekannte Regressionsfunktion f € F geschétzt werden, und ist eine
beliebige von unten halbstetige Verlustfunktion (Wy)e# gegeben, so existiert zu jedem
Schitzer Ty fiir E,,,(Hap,,) ein Schitzer T) fiir E,, (Hi,,) mit gleichméfig nicht groferem
Risiko, d.h.

rr (f) < roy(f) fiir alle f € F.

Etwas Vorsicht ist bei dieser Interpretation jedoch geboten, da LeCam’s A-Metrik mit-
tels ,,verallgemeinerter Entscheidungsfunktionen® eingefiihrt wurde. Streng genommen
miisste man z.B. sagen, dass zu jedem Schitzer T, eine verallgemeinerte Entscheidungs-
funktion ; mit gleichméBig nicht groBerem Risiko existiert. Man beachte dazu aber
Satz 1.1 oder die Tatsache, dass die Menge der randomisierten Entscheidungsfunktionen
in der Menge der verallgemeinerten Entscheidungsfunktionen beziiglich der Topologie der
punktweisen Konvergenz, vgl. Abschnitt 1.8.2, dicht liegt, vgl. Strasser (1985), S. 232.

Anhand dieser Interpretation erkennt man den entscheidenden Unterschied zur klassi-
schen Designtheorie fiir Lineare Modelle aus Abschnitt 4.1.2, wo man ,,gute® Designs fiir
das erwartungstreue Schétzen bei quadratischem Schaden sucht. Bei unserer Definition
ist ein Design ,,gut®, wenn es fiir ,,alle“ Problemstellungen ,,gut* ist. Nach Lemma 1.6 ist
Ap eine Pseudometrik auf dem Raum aller konkreten Designs mit ng Versuchspunkten
bei gegebenen @, V, F und o?. Bildet man Aquivalenzklassen, so erhiilt man einen me-
trischen Raum, dessen topologische Eigenschaften hier jedoch nicht untersucht werden.
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Zum Abschluss dieses Abschnitts werden wir noch zwei wichtige Beispiele anfiihren, die
den Zusammenhang zur klassischen Designtheorie herstellen.

Beispiel 4.5 (Konstantenregression) Betrachten wir das Problem der Konstanten-
regression bei konstanter Varianzfunktion, d.h. F = {c¢- 1y | ¢ € R} und o0.B.d.A.
o? = 1, fiir beliebigen Versuchsbereich V und beliebige Fehlerverteilung @, so héingen
die Regressionsmodelle

En(H) = (R",B",{Q¢ | c € R})
nicht mehr von den Versuchspunkten ab. Alle Designs H sind somit dquivalent.

Beispiel 4.6 (Lineare Modelle mit normalverteilten Fehlern)
Betrachten wir wie in Beispiel 4.1 Lineare Modelle mit normalverteilten Fehlern
N (A (Hing )2, (Hing)s Iny ), @ = 1,2, so ist nach Satz 1.12 das konkrete Design Hy,,

no
genau dann mindestens so informativ im Sinne von Definition 4.3 wie Hy,,, wenn gilt

Ano (Hlno)zggz (Hlno)Ano (HIRO)T > Ano (HQnO)E;o?(H2nO)AnO (HQno)Tv

was auf Grund von Gleichung (2.45) auf Seite 64 dquivalent zu

2 2
f % dHlno e % dHlno f % dHQng Ut flg;ka dHQng
[a,b] [a,b] [a,b] [a,b]
. : ZL T :
Ll dHy, - [ 5 dH, Ble AHyy -+ [ L dH,
[a,b] [a,0] [a,b] [a,b]

ist. Die Begriffsbildung eines ,,besseren Designs“ im Sinne von Definition 4.3 stimmt
folglich mit derjenigen der klassischen Designtheorie iiberein, vgl. Satz 4.2. Interpreta-
tion 4.4 erlaubt uns aber viel weitergehende Schlussfolgerungen, als das bisher moglich
war.

4.2 Asymptotische Designtheorie fiir Lineare Re-
gressionsmodelle mit normalverteilten Fehlern

In der asymptotischen Designtheorie gehen wir nicht von einem festen Beobachtungs-
umfang aus, sondern geben Folgen von Designs an, die fiir grofle Beobachtungsumfinge
,hahezu optimal“ sind, also asymptotisch optimal. Die Grundidee ist dabei die folgende:

(i) In Kapitel 2 haben wir den Regressionsmodellen ,geeignete* Grenzmodelle zuge-
ordnet, in denen Grenzdesigns auftraten. Man bestimmt fiir diese Grenzmodelle
ein ,gutes” stetiges Design H. Dabei vergleicht man zwei Grenzexperimente mit
verschiedenen Designs analog zu Definition 4.3 mittels der LeCam-Halbordnung.



93

(ii) Man bestimmt eine Designfolge H,,, die das gewéhlte Grenzdesign H gemifl den
Voraussetzungen des den Experimentfolgen zu Grunde liegenden Konvergenzsatzes
approximiert,.

Dieses Vorgehen wird uns zu denselben Ansétzen fiihren, die wir fiir die approximati-
ve Designtheorie in Abschnitt 4.1.2 beschrieben haben, erméglicht aber auf Grund der
neuen Herangehensweise wesentlich weitreichendere Interpretationen.

Die soeben skizzierte Methodik wird anhand von speziellen Situationen prézisiert, und
wir werden ausfiihrlich erldutern, was unter asymptotischer Optimalitéit einer Designfol-
ge zu verstehen ist. Hierzu werden wir die in Kapitel 2 erarbeiteten Konvergenzsitze
heranziehen.

Da globale asymptotische Untersuchungen zunéchst eine grofiere Rolle spielen als lokale
Konvergenzsitze, werden wir zuerst die Auswirkungen von Abschnitt 2.5 und speziell
von Satz 2.31, wo (starke) asymptotische Aquivalenz von Experimentfolgen vorliegt, fiir
die asymptotische Designtheorie analysieren. Dazu geben wir uns einen festen Versuchs-
bereich V = [a, b] sowie Regressoren fi, ..., f und eine Varianzfunktion o > 0 vor. Fiir
ein konkretes Design H,, betrachten wir A,(H,), ¥2(H,) bzw. N (A,(H,),¥?(H,)) wie
in Beispiel 4.1. Fiir ein stetiges Design H definieren wir die Informationsmatrix B(H)
gemifl Formel (4.2). Man beachte, dass die Matrix B(H) genau dann regulér ist, wenn
die Funktionen %, e f;’“ linear unabhéngig in L?(H) sind.

Definition 4.7 Gegeben seien zwei Folgen N' (A, (H;n), Y2 (Hin)), @ = 1,2, Linearer Re-
gressionsmodelle mit normalverteilten Fehlern wie in Beispiel 4.1. Fiir die Regressoren,
die Varianzfunktion und die beiden Designfolgen gelte wie in Satz 2.51

1. es existieren Grenzdesigns Hq, Hy, gegen das die Designfolgen Hy,, Hy, tm Sinne
von (2.11) oder (2.12) konvergieren,

2. die Funktionen %, e f;’“ bilden eine Hy,—Hy— und Hy,—Hy—Konvergenzklasse,

3. die Funktionen L,... Lt seien linear unabhingig in L*(H,) und in L*(H,).

g

Dann heifit die Folge konkreter Designs (Hi,)new asymptotisch mindestens so in-
formativ wie die Folge (Hop)nen, falls fiir die zugehorigen Grenzdesigns

B(H,) >, B(Hy).

gilt. Ezistiert keine asymptotisch informativere Designfolge als (Hip)new, S0 nennen wir
die Folge (Hy,)new asymptotisch zulissig.

Der folgende Satz illustriert die Bedeutung dieser Definition.
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Satz 4.8 Gegeben sei eine Designfolge (Hy,)nen, die im Sinne von Definition 4.7 echt
informativer sei als eine Folge (Hay)nen, d.h. es gelte B(Hy) >, B(Hz). Dann gilt fir
die zugehérigen Linearen Regressionsmodelle mit normalverteilten Fehlern

N(An(Hln)a E?L(Hln)) 2 N(An(HZn)a Ei(H%)) (4-3)

ab hinreichend groffem n € IN, d.h. die zu der Designfolge (Hip)new gehirigen Regressi-
onsmodelle N'(A,,(Hy,), X2 (Hiy)) sind ab einem nyg € IN informativer als die zur Folge
(Hop)new gehorigen Modelle N'(A,(Hay,), Y2 (Ho,)). Der A-Abstand der beiden Modelle

konvergiert:

A (N (An(Hin), S5(Hin)), N (An(Hon), 25 (Han))) =3 [|IN(0, B(H1)) = N(0, B(Hy))lv

(4.4)
mit der Abschdtzung
¢ (det B(H,))7 (det B(Hp))* _ (4.5)
(det(B(Hy) + B(H,)))?

(det B(H,))2 (det B(H,))>
det(B(H,) + B(H,))

< [IN(0, B(HL)) — N(0, B(IL)) v < \/ 12k

fiir den Grenzwert. Fiir die zugehorigen Linearen Modelle bei unbekannter Fehlervertei-
lung gilt
E(An(Hln)a Ei(HIn)) Qq ‘C(An(H%)a E?L(HM)) (4-6)

ab hinreichend groffem n € IN.

Beweis. In Satz 2.31 wurde die asymptotische Aquivalenz
A (N (Ap(Hin, 52 (Hy)) , N (\/EB%(Hi, Ik>> e )
fiir 1 = 1, 2 bewiesen. Fiir die Grenzmodelle gilt nach Satz 1.13
N (VaBE(H), 1) 2 N (VaBE (), Ii)

— N(B%(Hl),[k) Q/\/(B%(Hl),fk)
<= B(H:) > B(H>),
und damit folgt (4.3). Weiter folgt aus Satz 1.13 und Lemma A.7
A (N(VABH(H), 1) N (VB (H), 1)) = A (N(BH(Hy), 1), N (B (Ho), 1))
= |IN(0, B(H1)) = N(0, B(H,))|lv

und damit die Konvergenz (4.4). Die Abschitzung (4.5) folgt aus Beispiel A.13 und
Ungleichung (A.3); (4.6) folgt aus (4.3) in Verbindung mit Satz 1.14. O
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Bemerkung 4.9

1. Wir wollen nochmals auf die Interpretation von Definition 4.7 eingehen. Ist eine
Designfolge asymptotisch informativer als eine andere, so heifit das, dass die Fol-
ge zugehoriger Linearer Regressionsmodelle unter Normalverteilungsannahme ab
einem Stichprobenumfang ny immer im , starken“ Sinne LeCam’s informativer ist
als die entsprechende andere Modellfolge. Der Informationsabstand der Modelle
konvergiert gegen den Informationsabstand der Grenzmodelle aus Formel (4.4).
Die Designfolge ist somit fiir jedes Entscheidungsproblem mit von unten halbste-
tiger Verlustfunktion ab hinreichend groflem Stichprobenumfang geeigneter als die
andere, vgl. Interpretation 4.4. Betrachtet man Lineare Regressionsmodelle bei
unbekannter Fehlerverteilung mit Erwartungswert 0 und Varianz 1, so ist eine in-
formativere Designfolge zwar nicht mehr im ,starken“ Sinne LeCam’s besser, aber
sie ist ab hinreichend groflem Stichprobenumfang besser fiir das erwartungstreue
lineare Schéitzen bei quadratischem Schaden.

2. Auch wenn keines von zwei Grenzdesigns im Sinne von Definition 4.7 informativer
ist als das andere, kann man den Abstand der zugehorigen Grenzmodelle angeben.
Er ist unabhéngig vom Stichprobenumfang n und lésst sich als Variationsabstand
zweier Normalverteilungen gemifl Theorem 8.5.7 aus Torgersen (1991) berechnen.
Damit kann man, vergleichbar zu Definition 4.3, einen asymptotischen Abstand
zweier Designfolgen definieren.

3. Schliefflich soll kurz erlautert werden, wie Definition 4.7 von einem Anwender zu
verstehen ist, der sich im Vorfeld eines Experimentes ein ,gutes® Design auswihlen
mochte. Geméfl Satz 4.8 kann er wie folgt vorgehen:

(i) Er wéhlt fiir die Grenzmodelle ein geeignetes stetiges Design H aus, z.B. ein
Design, das in einer vorgegebenen Klasse optimal ist.

(ii) Er bestimmt eine Designfolge H,,, die das gewihlte Grenzdesign H gemif} den
Voraussetzungen von Definition 4.7 approximiert. So kann man zum Beispiel
eine H-dquidistante Designfolge wéhlen, vgl. Beispiel 2.3.

(iii) Er beachtet dabei, dass die Funktionen %, ce {7’“ linear unabhéngig in L?(H)
sind und eine H,—H-Konvergenzklasse bilden.

Bei der Bestimmung eines geeigneten konkreten Designs fiir fest vorgegebenen (groflen)
Stichprobenumfang geht man also vom Grenzmodell aus. Das folgende Beispiel soll dies
verdeutlichen.

Beispiel 4.10 (Geradenregression) Seien V = [0,1], 0 =1, fi =1, fo = idp . Sei
H:={H :V — [0,1] | H Verteilungsfunktion ,  # 1, H # 143}. Dann sind fiir alle
H € H die Funktionen f; und f, linear unabhiingig in L?(H). Beide Funktionen sind
stetig und von beschrénkter Variation, so dass sie eine H,,—H-Konvergenzklasse bilden
fiir jede Designfolge (H,,)nen, die im Sinne von (2.11) oder (2.12) gegen ein Grenzdesign
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H konvergiert. Die Voraussetzungen von Satz 2.31 sind somit diesbeziiglich erfiillt.
Weiter geben wir uns fiir v € (0,1) die Klasse

Hy =< HeH /xH(dm):fy
[0,1]
moglicher Grenzdesigns vor. Dann ist das Design H., := (1 — 7)1j1] + 711} optimal in
der Klasse H., d.h. es gilt B(H,) >, B(H) fiir alle H € H,. Jedes der Designs H, ist
zuldssig in H, d.h. es gibt kein informativeres Design in H fiir das Grenzmodell. Die
Menge
{Hy |y €[0,1]}

ist die Menge aller zulédssigen Designs. Betrachten wir die Klasse ’H%, so ist das optimale
Design Hy besser als das zur Dichte g(x) =12 (z — %)2, z € [0, 1], gehorige Design H,
mit Hy(x) = 42 — 622 4+ 3z, x € [0,1]. Das Design H, ist wiederum informativer als

das zum Lebesgue-Maf} gehérige Design Hy = idjo;;. Fiir den Informationsabstand im
asymptotischen Modell ergibt sich z.B. fiir die Designs H 1 und H), die Abschétzung

V3 2-3

0069 %1~ 2 <A (/\/'(B%(H%),12),N(B%(HA),IQ)) < || =5 ~ 0.366.
Bild 1: H% Bild 2: H, Bild 3: H)
Abbildung 4.1: Grenzdesigns
Beweis. Fiir v € (0,1) und H € H, ist
1 v . 1 v
B(H) = ( v [O,fl] 22 H (dx) ) und speziell B(H,) = < v ) .

Wegen [ 2z?H(dx) < [ xH(dx) = v ist B(H,) — B(H) positiv semidefinit, also
[0,1] [0,1]
B(H,) >, B(H). Damit ist das Design H, optimal in der Klasse H,. Fiir v, # 7, ist

0 172
B(H., )— B(H,,) =
(H) (H.) <’Yl—’72 71—72>
stets indefinit. Damit sind alle Designs H, zuléssig in der Klasse H.
Wegen [ z%g(z) de =2 > ¢ = [ z? dz ist H, informativer als H,. Die Abschiitzung
[0,1] [0,1]
fiir Hy und Hj erhilt man durch einfache Rechnung aus Ungleichnung (4.5). O
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4.3 Lokale asymptotische Designtheorie fiir Regres-
sionsmodelle

Wiihrend wir in Abschnitt 4.2 globale asymptotische Aquivalenz von Regressionsmodel-
len dazu genutzt haben, um globale asymptotische Aussagen zur Designtheorie herzu-
leiten, werden wir nun die lokalen Untersuchungen aus Abschnitt 2.4 verwenden. Es
sei hier ausdriicklich darauf hingewiesen, dass bei den folgenden Uberlegungen jeweils
eine Lokalisierung im Parameterraum zu Grunde liegt. Diese lokalisierten Modelle sind
speziell fiir statistische Fragestellungen, die sich ,auf den Lokalisierungspunkt konzen-
trieren, geeignet. Dementsprechend sind die ,,guten® Designs dieses Abschnitt als ,,gut
in Hinblick auf solche lokale Fragestellungen“ zu verstehen.

4.3.1 Lokalisierte Lineare Regressionsmodelle

Grundlage der folgenden Betrachtungen sind die Sétze 2.16 und 2.26. Beide Sétze un-
tersuchen die Asymptotik lokalisierter Linearer Regressionsmodelle mit einer bekannten
Fehlerverteilung, die den Voraussetzungen 2.9 geniigt. In einem Fall liegt schwache, im
anderen Fall starke Konvergenz im Sinne LeCam’s vor. Dabei ist der folgende Aspekt
besonders wichtig: Fiir die Asymptotik der Modelle miissen wir die Fehlerverteilung als
bekannt voraussetzen, fiir die asymptotischen Untersuchungen zur Designtheorie ist sie
jedoch irrelevant, solange sie nur den Voraussetzungen 2.9 geniigt. Die Aussagen zur
Designtheorie sind also unabhdngig von der Fehlerverteilung.

Zunichst greifen wir nochmals die Ergebnisse der beiden Sitze auf. Man beachte dabei
die jeweiligen Voraussetzungen und die Tatsache, dass wir uns auf den Ursprung als
Lokalisierungspunkt beschrinken. Wir werden im Unterschied zu Kapitel 2 alle auftre-
tenden Experimente in Abhéngigkeit von der Designfolge (H,,)nen und vom Grenzdesign
H schreiben. In Satz 2.16 hatten wir die Modelle

Be R’“})

s - (v (@0, g
aus (2.24) betrachtet und die schwache Konvergenz E'°¢(H,) —» N (\/jB%(H),Ik>
nachgewiesen. In Satz 2.26 hatten wir die auf einen beschréinkten Parameterraum © C

R* eingeschriinkten Modelle EY¢(H,) untersucht und die starke Konvergenz gegen den
auf © eingeschrinkten Gauflshift

Go(H) = (]R’“,B’“, {N (ﬁB%(H)ﬁ,[k) 18 ¢ e})

nachgewiesen, also A (Eg(H,),Ge(H)) "Z% 0. Die Fehlerverteilung @ tritt in den
Grenzexperimenten lediglich in Form ihrer Fisher-Information .J auf.
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4.3.1.1 Starke lokale asymptotische Designtheorie

Wir untersuchen zunéichst die designtheoretische Bedeutung des starken lokalen Konver-
genzsatzes 2.26. In Analogie zu Definition 4.7 ergibt sich die folgende auf die vorliegende
Situation angepasste Definition.

Definition 4.11 Gegeben sei die Situation von Satz 2.26, d.h. es gelten die Vorausset-
zungen 2.9 an die Fehlerverteilung und die folgenden Voraussetzungen an die Regresso-
ren, die Varianzfunktion und die Designfolgen:

1. Es existieren Grenzdesigns Hy, Hy, gegen das die Designfolgen Hy,,, Ho, im Sinne
von (2.11) oder (2.12) konvergieren,

2. die Funktionen %, ey f;’“ seten beschriankt, und sie bilden eine Hq,—H,— und eine

H,,,-Hy-Konvergenzklasse,

3. die Funktionen L, ..., f;’“ seien linear unabhdngig in L?(H,) und in L*(Hy).

g

Weiter seien © C R beschrinkt und die Modelle Efl‘j%(Hm), 1 = 1,2, gegeben. Dann
nennen wir eine Folge konkreter Designs (Hip)new lokal asymptotisch mindestens
so informativ wie eine Folge (Hop)nen, falls fir die zugehdrigen Grenzmodelle gilt

Go(H,) O Go(H,).

FEzistiert keine informativere Designfolge als (Hy,)nen, So nennen wir die Folge
(H1n)nen lokal asymptotisch zuléssig.

Analog zu Satz 4.8 beweist man den folgenden Satz, der Definition 4.11 verdeutlicht.
Satz 4.12 Gegeben sei eine Designfolge (Hin)nen, die im Sinne von Definition 4.11
informativer als eine Folge (Hop)new sei, d.h. es gelte Go(H,) O Go(Hs). Dann gilt fir
die zugehérigen Regressionsmodelle

Efz(j%(Hln) 2 Erlz%(H%)
ab hinreichend groffem n € IN, d.h. die zu der Designfolge (Hi,)new gehdrigen Regres-

stonsmodelle Ef{f%(Hln) sind ab einem ny € IN informativer als die zur Folge (Hap)nen
gehdrigen Modelle E%(Hyy,). Desweiteren ist

Go(H,) D Go(Hy) <= B'B(H,)B > B"B(H,)3 fiir alle 3 € O,
vgl. Torgersen (1991), S. 429 ff.. Fir den A-Abstand der beiden Modelle gilt

A (B (Hin), Byl (Hon)) =% A(Ge(Hr), Go(Hz)) < |N(0, B(H:)) — N(0, B(Hy))|v-
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Wir verdeutlichen die Bedeutung von Definition 4.11 und Satz 4.12 in Abbildung 4.2, fiir
die die zu den Regressionsmodellen E%¢ (H,,) gehorigen Grenzmodelle Go(H;), i = 1,2,
den A-Abstand Ag > 0 haben sollen.

B(H,) >r B(H,)
y
Go(H)) Ac> 0 Go(Hy)

unabhéngig von J

A T A

l 2 l
En(i%) (Hln) fiir n hinreichend grof3 Enoyz) (H2n)
A — Ag fiirn — oo

Abbildung 4.2: Bedeutung von Definition 4.11 und Satz 4.12

/”Xuch Bemerkung 4.9 behilt ihre Giiltigkeit, beriicksichtigt man die Tatsache, dass allen
Uberlegungen lokalisierte Modelle zu Grunde liegen und die Ergebnisse dahingehend zu
interpretieren sind.

4.3.1.2 Schwache lokale asymptotische Designtheorie

Deutlich schwieriger ist es, die Bedeutung der schwachen Konvergenz im Sinne LeCam’s
aus Satz 2.16 fiir die asymptotische Designtheorie zu erfassen. Abbildung 4.3 soll diese
Problematik analog zu Abbildung 4.2 verdeutlichen.

B(H,) > B(H,)

U <=

NWIB:(H)), 1) A 0 N (VIB3(H,), I,

unabhéngig von J
+ w +w

B (H,,) ? Bl (H)

Abbildung 4.3: Problematik der schwachen Konvergenz aus Satz 2.16

Auf Grund der nur schwachen Konvergenz konnen wir nicht mehr erwarten, dass die
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lokalisierten Experimente E'(Hy,) ab hinreichend grofem Beobachtungsumfang n im
Sinne LeCam’s informativer sind als E'°°( Hy,). Die folgende Definition bedarf also einer
anderen Interpretation.

Definition 4.13 Gegeben seien die Voraussetzungen von Satz 2.16, d.h. es gelten die
Voraussetzungen 2.9 an die Fehlerverteilung und die folgenden Voraussetzungen an die
Regressoren, die Varianzfunktion und die Designfolgen:

1. FEs existieren Grenzdesigns Hy, Ho, gegen das die Designfolgen Hy,, Hy, im Sinne
von (2.11) oder (2.12) konvergieren,

2. die Funktionen %,...,{7’“ bilden sowohl eine Hy,—H;— als auch eine Hy,—Hy—
Konvergenzklasse, und es ist
0
(W
lim mame(g):O firjg=1,...;kundl=1,2,
n—o0 1<i<n \/ﬁO’(tm)
wober tgg, 1=1,...,n, die zum Design H,;, gehdrigen Versuchspunkte bezeichnen,
3. die Funktionen %, Ce f;’“ seien linear unabhdingig in L*(H,) und in L?(H,).

Weiter seien die lokalisierten Ezperimente E'°(Hy,), i = 1,2, gegeben. Dann nennen
wir eine Folge konkreter Designs (Hyy,)nen schwach lokal asymptotisch mindestens
so informativ wie eine Folge (Hop)new, falls fir die zugehorigen Grenzdesigns gilt

B(H,) >, B(Hy).

Die Bedeutung von Definition 4.13 l4sst sich nicht mehr so anschaulich erkliren, wie wir
das im Fall der starken Konvergenz konnten. Die Folgerungen, die wir aus der schwachen
Konvergenz im Sinne LeCam’s ziehen kénnen, beruhen im Wesentlichen auf der Héjek-
LeCam Minimax-Schranke 1.46, die verschiedene Interpretationen von Definition 4.13
ermoglicht. Zunichst werden wir Definition 4.13 aber an einem Beispiel illustrieren.

Beispiel 4.14 In Satz 3.1 wurde aus der schwachen Konvergenz unter den Vorausset-
zungen von Satz 2.16 mit Hilfe der Hajek-LeCam Minimax-Schranke 1.46 eine asympto-
tisch optimale Testfolge fiir Testprobleme der Form

H={BecR|("3<0}, K, ={BecR"|("3>0}

hergeleitet. Dabei ergab sich die vom Grenzdesign H abhingige Grenzgiite

() = | 0! 8
gHw)—@(@ (@) +VJ ETB_I(HM),

wobei B(H) die Informationsmatrix bezeichnet.
Sind nun zwei Designfolgen (H1,)nen, (Hon)new mit Grenzdesigns Hy, Hs gegeben und
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ist die Folge (Hi,)new im Sinne von Definition 4.13 schwach lokal asymptotisch minde-
stens so informativ wie die Folge (Hoy,)nen, d.h. es gilt B(H;) >, B(H,), so besitzt die
zu den Designs Hy,, gehorige optimale Testfolge o} (Hy,) beziiglich der zu Hy,, gehorigen
optimalen Testfolge ¢* (Ha,) die Asymptotisch Relative Effizienz, vgl. Definition 3.7,

. . (T B7Y(Hy)!
ARE(6} (Hin) & ¢4(Hon)) = Ty =
Um ein Zahlenbeispiel zu geben, greifen wir das Beispiel 4.10 der Geradenregression
nochmals auf, diesmal im Kontext von Satz 2.16. In der Klasse ’H% betrachten wir die
Grenzdesigns H: und H,, die von den Folgen (Hy,)nen bzw. (Hap,)new approximiert
werden. Die Fragestellung, ob die Regressionsfunktion im Punkt x = 1 unterhalb der
x—Achse liegt, entspricht der Wahl £ = (1,1)7. Dann berechnet sich die Pitman-Effizienz
7u

Will man wissen, ob die Steigung der Geraden negativ ist, so wihlt man ¢ = (0,1)" und
erhélt als Pitman-Effizienz der zugehdrigen optimalen Testfolgen

ARE(p: (Hyy,) @ @5 (Hay)) = 3.

Jetzt interpretieren wir Definition 4.13 theoretisch anhand von Korollar 1.48, einem Spe-
zialfall der Hajek-LeCam Minimax-Schranke, und erhalten eine asymptotische Minimax-
Interpretation fiir den Begriff eines schwach lokal asymptotisch informativeren Designs.
Wie in Interpretation 4.4 argumentieren wir an Stelle von verallgemeinerten Entschei-
dungsfunktionen mit den ,jiiblichen“ randomisierten Entscheidungsfunktionen.

Interpretation 4.15 (Minimax-Interpretation von Definition 4.13)

Gegeben seien die Situation aus Definition 4.13 und ein Entscheidungspaar (D, W) mit
von unten halbstetiger Verlustfunktion W. Die Designfolge (Hi,)nen sei schwach lokal
asymptotisch mindestens so informativ wie (Hay,)nen, d.h. fiir die zugehorigen Grenzex-
perimente gilt

F, == N(VJB2(H\),I,) 2 N(VJIB:(Hy),I;) = F.

Folglich existiert nach Definition 1.4 zu jeder Entscheidungsfunktion py € R(F3, D) eine
Entscheidungsfunktion p; € R(Fi, D) mit gleichméfBig nicht groflerem Risiko, vgl. (1.1),
also

70, (B) < 1py(B), b e R”.

Schriinken wir den Parameterraum R” auf eine beliebige Teilmenge Oy C IR¥ ein, so gilt
fiir die Minimax-Risiken in den Grenzmodellen die Ungleichung

inf  supr, (8) < inf  sup r, (B).
pleR(FlvD)ﬁEGO pl( ) pZER(F%D)ﬁG@o pz( )
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Setzen wir weiter die Existenz von Entscheidungsfunktionen pj, € R(EY(Hy,), D),
n € IN, mit

lim sup r, (8) = inf  sup r,, (8
AL SUp Ty, (5) peiif ) s o (B)

voraus, so folgt mit Korollar 1.48

lim sup 7« (f) = inf supr,(8) < inf supr,(B) < liminf sup r,, (8
n%ooﬁG Pin ( ) pleR(Fla )ﬂE@O pl( ) pQER(F27 )ﬂE@o p2( ) n—00 BEBy P2 ( )

fiir alle Folgen von Entscheidungsfunktionen py, € R(E¢(Hy,), D), n € IN. Somit ha-
ben wir eine asymptotische Minimax-Interpretation dafiir erhalten, dass die Designfolge
(H1,)nen schwach lokal asymptotisch mindestens so informativ ist wie (Hy,)nen. Dabei
mussten wir jedoch voraussetzen, dass fiir die Experimente E'"¢(H,,) das asymptotische
Minimax-Risiko (fiir ©) durch eine Folge von Entscheidungsfunktionen (p,)nen reali-
siert werden kann. Die Existenz einer solchen Folge kann aber im Allgemeinen nur unter
zusétzlichen Voraussetzungen an die Verlustfunktion W bewiesen werden.

4.3.2 Lokalisierte allgemeine Regressionsmodelle

Analog zu den Ausfiihrungen fiir Lineare Regressionsmodelle in Abschnitt 4.3.1 werden
wir nun lokalisierte allgemeinene Regressionsmodelle in Hinblick auf asymptotische Aus-
sagen zur Designtheorie untersuchen. Einziger Unterschied ist die Technik, mit der wir
die Grenzmodelle (jetzt Gaufexperimente mit Beobachtungsraum C[0,1]) vergleichen.
An Stelle der Theorie Torgersens werden wir die Ergebnisse von Luschgy aus Abschnitt
1.5 verwenden. Im Fall allgemeiner Regressionsmodelle sind jedoch viele Designs im
starken Sinne LeCam’s nicht vergleichbar.

Grundlage der folgenden Ausfiihrungen sind die Sdtze 2.22, 2.28 und 2.29, deren Aus-
sagen wir hier kurz wiederholen. Die auftretenden Experimente schreiben wir wieder in
Abhéngigkeit der Designfolge (H,)nenw bzw. des Grenzdesigns H. In Satz 2.22 wurden
um die Nullfunktion lokalisierte Experimente der Form

fer })

e - (wr { @0,
untersucht, wobei wir diese Experimente in Satz 2.28 auf einen Parameterraum © C F,
so dass 2O totalbeschriinkt in L?(H) ist, und in Satz 2.29 unter Normalverteilungs-
annahme auf Fe, vgl. (2.46) auf Seite 66, eingeschrinkt haben. Unter den jeweiligen
Voraussetzungen haben wir Grenzexperimente der Form

E(H) = (C[0,1], B(C[0,1)),{P? | f € F})

mit

f/fOH ?) Ndz) + W (s),  selo1],

oo H! x
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erhalten bzw. deren eingeschriinkte Versionen Fg(H) und Ex, (H) — in Satz 2.22 als
schwachen Grenzwert, in den anderen beiden Sitzen als starken Grenzwert. Diese Grenz-
experimente haben nach Lemma 2.17 den Covarianzkern

Ku(fi, fo) :== J/ % dH fiir fi, fo € F (bzw. € © oder € F()
[a,b]

zur Basis 0. Analog zu den Definitionen 4.11 und 4.13 ergibt sich die folgende

Definition 4.16 Gegeben seien die Voraussetzungen und Modelle von Satz 2.28 bzw.
2.29. Dann nennen wir eine Folge konkreter Designs (Hy,)nen lokal asymptotisch
mindestens so informativ wie eine Folge (Hoy)nen, falls fir die zugehdrigen Grenz-
designs Hy, Hy gilt

E@(Hl) 2 E@(HQ) bzw. E}'C(Hl) 2 E}'O(HQ)-

Sind die Voraussetzungen und das Modell von Satz 2.22 gegeben, wo schwache Konver-
genz der Ezperimente vorliegt, so nennen wir eine Folge konkreter Designs (Hip)nen
schwach lokal asymptotisch mindestens so informativ wie eine Folge (Hop)nen,
falls fiir die zugehérigen Grenzdesigns gilt

E(H,) D E(H,).

Zur Erlduterung dieser Definition vergleiche man Bemerkung 4.9, Interpretation 4.15
sowie die Abbildungen 4.2 und 4.3. Fiir das allgemeine Regressionsmodell konnen wir
aber nur eine hinreichende, keine charakterisierende Bedingung fiir eine informativere
Designfolge angeben. Der folgende Satz ist eine direkte Anwendung von Satz 1.29.

Satz 4.17 Es sei eine der Situationen aus Definition 4.16 gegeben. Weiter seien Hy, Ho
stetige Designs, die von Designfolgen (Hiy)nen, (Hon)new approzimiert werden. Die
Funktionen g mit f aus dem jeweiligen Parameterraum seien paarweise unterscheidbar
in L*(Hy) und in L*(Hs). Kg, und Ky, seien die zu den Grenzezperimenten gehérigen
Covarianzkerne zur Basis 0.

Ist Ky, — Ky, positiv semidefinit (diese Bedingung ist unabhingig von J und damit un-
abhdngig von der zu Grunde liegenden Fehlerverteilung), so ist die Designfolge (H1p,)nen
(schwach) lokal asymptotisch mindestens so informativ wie die Folge (Hop)nen-

Ist umgekehrt die Designfolge (Hyy)nen (Schwach) lokal asymptotisch mindestens so in-
formativ wie die Folge (Hap)nen, so muss exp(Kp,) — exp(Kpy,) positiv semidefinit sein
und es muss insbesondere Ky, (f, f) > Kg,(f, f) fir alle Funktionen f aus dem jewei-
ligen Parameterraum gelten.

Wir wollen zum Abschluss diese Aussagen sowie die damit verbundenen Schwierigkeiten
an einigen Beispielen verdeutlichen. Zunéchst werden wir sehr kurz das Analogon zu
Beispiel 4.14 fiir lokalisierte allgemeine Regressionsmodelle anfiihren.
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Beispiel 4.18 Gegeben sei die Situation aus Satz 3.13. Die Designfolge (Hi,)nen mit
Grenzdesign H; sei schwach lokal asymptotisch mindestens so informativ wie die Folge
(Hap)new mit Grenzdesign Hy. Dann gilt fiir die optimalen Testfolgen ¢ (Hiy,), ¢k (Hap)
aus Satz 3.13

(fs é>i2 (Hy) ||O-£||L2 (Hy) > 1
(fs Z>L2 H,) ||U€||L2 (Hy)

fiir alle f aus der Alternative K;. (Die Pitman-Effizienz ist demnach nicht mehr un-
abhéingig vom Parameter f.)

ARE(p} (Hip) = 95 (Han) | f) =

Beispiel 4.19 Wir betrachten die Regressoren F := {1; 07 | ¥ € [0,1]} auf dem Ver-
suchsbereich ¥V = [0,1] bei gegebener Varianzfunktion o? = 1. Weiter seien Hy, Ho
stetige Designs mit echt positiver Lebesgue-Dichte. Dann sind die Regressoren unter-
scheidbar in L?(H;) und in L?(H,), und fiir die Covarianzkerne der zugehorigen Grenz-
experimente gilt

Ku, (1097, Lowa) = J | Liowliows) dHi = JH;(min{d,,9,}), i=1,2.

[0,1]

Fiir H; # H, kann dann exp(Kp,) — exp(Kp,) niemals positiv semidefinit sein. Somit,
ist nach Satz 1.29 keines der zu H, und H, gehorigen Grenzexperimente informativer als
das andere. Nach Satz 4.17 lassen sich damit auch Designfolgen, die die Grenzdesigns
approximieren, nicht im Sinne von Definition 4.16 ordnen.

Beweis. Wir miissen nur noch nachweisen, dass exp(Kpy,) — exp(Ky,) fiir Hy # H,
niemals positiv semidefinit sein kann. Sei dazu 0.B.d.A. 9; ein Punkt mit H;(J;) >
Hy(91). Wihlen wir jetzt 95 = 1 sowie die Skalare o = —1 und ay = 1, so folgt

> i (exp(Kp, (9:,95)) — exp(Kp, (0;,9;))) =

. == exp(JHl(ﬁl)) Xp(JHQ(ﬁl)) -2 {exp(JHl(ﬁl)) - exp(JHQ(ﬁl))}
+exp(JHy (1)) — exp(JHy(1))
= exp(JHy(01)) — exp(JH(9;)) < 0.
Man beachte dabei exp(JH;(1)) — exp(JHy(1)) = O

Wihrend in Beispiel 4.19 keine zwei Designs vergleichbar waren, ist das in anderen
Modellen zum Teil der Fall. Der Nachweis der Definitheits-Eigenschaft ist aber im
Allgemeinen sehr miithsam und soll nicht Gegenstand dieser Arbeit sein, so dass wir uns
hier mit einem trivialen Beispiel begniigen.

Beispiel 4.20 Gegeben sei die Situation von Beispiel 4.19, allerdings mit dem Versuchs-
bereich V = [0, 2]. Damit bringen Versuchspunkte, die im Intervall (1, 2] liegen, keinerlei
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Information ein, da die Regressoren 1jg 4, ¥ € [0, 1], dort immer verschwinden. Somit
ist anschaulich sofort klar, dass das Grenzdesign H,(x) = x1jo1;(z) + 1 ,9(x), v € [0,2],
das einer Gleichverteilung auf [0, 1] entspricht, informativer ist als Hy(z) = 5, x € [0, 2],
das einer Gleichverteilung auf [0, 2] entspricht. Fiir die Differenz der Covarianzkerne gilt
nach Beispiel 4.19

: J . J .
K, (109,75 L10,02]) =K, (10,0175 L10,0]) = J min{dy, 192}—5 min{d;, vy} = 5 min{d, s }.

Diese Funktion ist positiv definit, da sie im Wesentlichen dem Covarianzkern der Brown-
schen Bewegung auf [0, 2] entspricht. Somit ist nach Satz 4.17 jede Designfolge, die H;
approximiert lokal asymptotisch informativer im Sinne von Definition 4.16 als eine De-
signfolge, die Hy approximiert.

4.4 Entscheidungstheoretische Interpretationen der
E—-Optimalitit

Bereits in Abschnitt 4.1.2 wurde erwéhnt, dass es im Allgemeinen kein optimales De-
sign im Sinne der Lowner-Ordnung geben kann, da diese lediglich eine Halbordnung
ist. Um dennoch ,optimale® Designs bestimmen zu kénnen, geht man klassischer Weise
dazu iiber, reelle Funktionale der Informationsmatrizen zu betrachen. In Beispiel 4.6
haben wir gesehen, dass die Lowner-Ordnung der Informationsmatrizen der LeCam-
Halbordnung C fiir Experimente der Form N'(A,(H,)%, " (H,), I,) entspricht, wodurch
wir die starke entscheidungstheoretische Interpretation 4.4 erhalten haben. Ebenso fiihr-
te uns die LeCam-Halbordnung der in den Abschnitten 4.2 bzw. 4.3 auftretenden Grenz-
experimente N'(VJBz(H), I;) zur Léwner-Ordnung der Matrizen B(H). Wir wollen
jetzt die Frage untersuchen, welche entscheidungstheoretische Bedeutung die Optimie-

rung eines Funktionals der Informationsmatrizen fiir solche Experimente hat.

Um die gerade angesprochenen Modelle gemeinsam untersuchen zu kénnen, betrachten
wir im Folgenden Experimente der Form

N(A(H), I,)

mit Beobachtungsraum R", Parameterraum IR und einer vom Design H abhéngigen
Modellmatrix A(H)". Fiir zwei Designs H; und H, gilt dann nach Satz 1.12 die Aqui-
valenz

N(A(H)), I,) D N(A(Hy), 1,) <= A(H\)A(H,)" >, A(Hy))A(H,)".

Ein klassisches Optimalitédtskriterium der Designtheorie ist die F-Optimalitdt. In dem
vorliegenden Kontext wird ein Design Hg E-optimal genannt, wenn fiir alle Designs H

H%i_n1 (TA(HR)A(Hg) ¢ > H%i_nl (TAH)A(H)™?
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gilt, wobei || - || die Euklidnorm des IR* bezeichnet.

Zunichst wollen wir eine ,,Minimax“-Interpretation herleiten, die im Wesentlichen der
iiblichen designtheoretischen Interpretation der F—Optimalitdt entspricht. Dazu geben
wir ein ¢ € IR* mit ||¢|| = 1 vor und fassen es als Linearform von IR* nach R auf.
Schriinken wir den Parameterraum R* eines Experimentes N (A(H), I,,) auf {¢T3 | B €
]Rk} ein, d.h. wir interessieren uns nicht mehr fiir den eigentlichen Parameter § € IRF
sondern nur noch fiir ¢ 3, so erhalten wir das eindimensionale Experiment

N({TA(H), L) = (R",B",{N(cA(H)"(,I,) | c € R})

und sprechen vom ,zu ¢ gehorigen Teilexperiment“. Sind zwei Richtungen /¢, ¢ mit
|61]] = []£2]| = 1 gegeben, so ist das zu ¢, gehorige Teilexperiment A (¢ A(H), I,,) nach
Satz 1.12 genau dann im Sinne LeCam’s informativer als das zu ¢, gehorige Teilexperi-
ment N '(¢] A(H), I,,), wenn gilt

(VAH)AH) 0, > 0y A(H)A(H) "y
Das zu einer Linearform ¢, mit

lg A(HYA(H) 4y = H%i:nl (TA(H)A(H) ¢

gehorige Teilexperiment N'(¢] A(H), I,,) ist somit das uninformativste aus der Menge
{N(ETAH), L) | € € R, [|¢]] = 1}.
Grob gesagt lisst jedes andere Experiment dieser Menge bessere Entscheidungen zu.

Interpretation 4.21 (Minimax-Interpretation fiir die E—Optimalitét)
Gegeben seien Experimente der Form N (A(H),I,). Ist Hg ein E-optimales Design
sowie g eine Linearform mit

und ist H; ein weiteres Design sowie ¢; eine Linearform mit

EITA(Hl)A(HI)Tgl = ‘%LHI ZTA(HI)A(HI)TK,

so gilt nach Satz 1.12 fiir die zu g bzw. {; gehorigen Teilexperimente
N (EpA(Hg), 1) 2 N (6 A(HL), 1)

Vergleicht man also nur die ,uninformativsten eindimensionalen Teilexperimente“, so
beinhaltet das zu einem E-optimalen Design gehorige die meiste Information im Sin-
ne LeCam’s, oder kurz: ,,Von den eindimensionalen Teilexperimenten mit minimaler
Information enthilt das zum E-optimalen Design gehorige die maximale Information®.
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Wir wollen noch eine weitere , Mimimax“-Interpretation der E-Optimalitit herleiten.
Wir gehen dabei von der Problemstellung aus, den unbekannten Parameter f € IRF
bei gegebener von unten halbstetiger Verlustfunktion (Wps)gcge zu schétzen, als Ent-

scheidungsraum ist folglich D = IR* versehen mit der o—Algebra B* zu wihlen. Eine
randomisierte Entscheidung p : R"™ x B¥ — [0, 1] hat dann das Risiko

on(3) = [ [ Wala) plada) NAG)B.1)de), 5 € R
R™ Rk
Lemma 4.22 FEs seien [31, o zwei feste Parameter mit ||| = ||52|| = 1, fir zwei
Designs Hy, Hy gelte die Beziehung
[AH)A(H,) By > By A(H3)A(Hy) ' B,

d.h. das Experiment N'(B] A(H,), I,,) ist informativer als N'(8; A(H>), I,,), und die Ver-

lustfunktion erfiille die Invarianzbedingungen

W, (n) =Wy(y2)  fir alle y € R und alle 11,7 € R* mit [y = = [l =1,
(4.7)
d.h. die Verlustfunktion ist auf Kugeloberflichen von Kugeln um v konstant, und

W, (ev1) = Wo,(cv2)  fiir alle ¢ € R und alle v,y € RF mit ||| = |||l = 1.
(4.8)
Dann existiert zu jeder randomisierten Entscheidungsfunktion py : R™ x B¥ — [0, 1] eine
weitere randomisierte Entscheidungsfunktion py : R" x B — [0, 1] mit

Tou iy (C01) < Tpy iy (€B2)  fir alle ¢ € R.

Beweis. Ein beliebiger Markoff-Kern p, : R™ x B¥ — [0, 1] definiert mittels

,52(:U, [617 02]) = pQ(:U, ACl,Cz (BZ))a

1,02 €ER, Apy oy (Bo) = {BERF | ¢ <||B—Sa|| < 2}, 2 € R™, einen weiteren Markoff-
Kern py : R" x B — [0, 1]. Betrachten wir fiir das Teilexperiment N (3, A(H,),I,,) das
Problem, den unbekannten eindimensionalen Parameter ¢ € IR unter der Verlustfunktion
Weo(a) := Wep,(a52), @, c € R, zu schiitzen, so folgt wegen der Invarianzbedingung (4.7)
fiir die zugehorigen Risikofunktionen

Fonia (o) = / / Wasy(a) pa(er, da) N(cA(Hy)T By, I,) (d)

- //chQ(&) faQ(x7dd) N(CA(H2)TB2;[H)(dx) = Tﬁzsz(C)

fir alle ¢ € R. Da N(BA(H,),I,) nach Voraussetzung informativer ist als
N (B3 A(H,), I,,), existiert (man beachte die Anmerkungen am Ende von Interpreta-
tion 4.4) ein Markoff-Kern p; : R" x B — [0,1] mit gleichmifBig kleinerem Risiko,
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also 7, m,(c) < rsy.m,(c) fiir alle ¢ € R, vorausgesetzt wir legen dieselbe Verlustfunk-
tion W, 5 zu Grunde. Diese stimmt aber wegen Invarianzbedingung (4.8) mit der Ver-
lustfunktion W (a) := Wes,(af1), a,c¢ € R, iiberein, so dass fiir jeden Markoff-Kern
pr: R™ x B — [0,1] mit py(z, Aey 0, (B1)) = pr1(x, [c1, 2]), 1,00 € R, x € R, wie oben
die Gleichung r,, u, (c¢f1) = r5,,m, (c) fiir alle ¢ € R gilt, und es folgt

Tpu, i, (€B1) = 15y, 1, (€) < 7y 11, (C) = 7y 11, (C2)

fiir alle ¢ € R. Dabei ist A, ., (1) analog zu A, .,(32) definiert. O

Bemerkung 4.23 Auf Grund der Invarianzbedingungen 4.7 und 4.8 muss die Verlust-
funktion von der Form

wsB) =w(I8-B1), B.FeR,

mit einer von unten halbstetigen und nach unten beschrinkten Funktion w : R — R
sein.

Wir geben uns nun ein Design H sowie ein Experiment N (A(H), I,,) vor, und C sei die
Menge aller 3y mit

5 AG)A(H) By = min 57 A(H)A(H)" 5.

Desweiteren existiere ein Markoff-Kern 5 : R™ x B* — [0, 1] und ein 3 € R* mit

Tﬁ,H(B) = min max Tp,H(B)’
P BERF

wobei p die Menge aller Markoff-Kerne von IR™ nach B¥ durchliuft. Dann gilt wegen
Lemma 4.22 (angewandt auf H; = Hy, = H)

B eC],

d.h. der Minimax-Schaden wird fiir ein Element der lineraen Hiille [C] von C' angenom-
men. Sind zwei Designs H;, i = 1,2, Experimente N (A(H;), I,,) sowie 3; mit

B AH;)A(H;) ' 6 = ‘f;hilll BTA(H;)A(H;) "5
gegeben, gilt
VAH)A(H) B > By A(H3)A(Hs) B,
und existieren j; : R™ x B — [0,1] und §; € R* mit

T H; (5,) = minmaxr, m,(5),
P BeRF

so folgt aus den gerade angefiihrten Uberlegungen bei erneuter Anwendung von Lem-
ma 4.22

min max r,, g, () < min max r, g, (5).
P BeRF b BeRF
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Interpretation 4.24 (Mimimax-Interpretation fiir die E-Optimalitit)

Fiir Experimente der Form N(A(H),I,) soll der unbekannte Parameter 3 € IRF
geschiitzt werden, wobei eine von unten halbstetige Verlustfunktion (Wp)scge gegeben
ist, die die Invarianzbedingungen (4.7) und (4.8) erfiillt. Ist Hg ein E-optimales Design,
H ein weiteres Design und existieren pg, p: R" x B¥ — [0,1] und fg, 3 € R* mit

Top g (Br) = minmaxr, g, (5) bzw. 50 (3) = minmaxr, y(5),
P BERF P BERF
so gilt
min maxr, g, () < minmaxr, z(3),
P BERF P BERF
d.h. der Minimax-Schaden fiir das gegebene Schétzproblem ist fiir das EF—optimale Design
am kleinsten.
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Kapitel 5

Lineare Regressionsmodelle mit
unbekannter Fehlerverteilung

Im bisherigen Verlauf dieser Arbeit sind uns bereits an verschiedenen Stellen Regres-
sionsmodelle begegnet, bei denen die wahre Fehlerverteilung unbekannt war. So zum
Beispiel die Linearen Regressionsmodelle aus Beispiel 2.2, wo an die Fehlerverteilung
lediglich der Erwartungswert 0 und die Varianz 1 vorausgesetzt wurden. Oder die Re-
gressionsmodelle aus Formel (2.13) auf Seite 43 mit denselben Voraussetzungen an die
Fehlerverteilung.

In Kapitel 4 konnten wir feststellen, dass die designtheoretischen Uberlegungen un-
abhéngig von der Fehlerverteilung waren, solange diese nur den Voraussetzungen des
jeweils zu Grunde liegenden Satzes geniigte.

Im Gegensatz dazu standen jedoch die Betrachtungen aus Kapitel 3. Hier mussten wir
feststellen, dass die Fehlerverteilung bei den dort betrachteten Testproblemen eine ent-
scheidende Rolle spielt. Die asymptotisch optimale Testfolge aus Satz 3.1 hing direkt
von der Dichte ¢ der Fehlerverteilung ab, genauer gesagt vom sogenannten , Score* %',
und von der Fisher-Information J der Fehlerverteilung, vgl. (2.20) auf Seite 48. Die
asymptotische Giite dieser optimalen Testfolge war zwar nicht mehr von der Dichte,
wohl aber von der Fisher-Information der Fehlerverteilung abhingig. In Satz 3.9 haben
wir gesehen, dass der Likelihood-Quotienten-Test, dessen Teststatistik nicht mehr von
der Fehlerverteilung abhéingt, nicht dieselbe Effizienz erreicht wie die asymptotisch op-
timale Testfolge. Den Effizienzverlust konnten wir in Form der Pitman-Effizienz genau
beziffern.

In diesem Kapitel wollen wir nun die Frage untersuchen, ob es Testverfahren gibt, die
wie die Tests aus Satz 3.1 asymptotisch optimal sind, aber nicht mehr von der Fehlerver-
teilung abhéngen. Wir suchen also eine Testfolge, die fiir moglichst viele verschiedene
Fehlerverteilungen die optimale Grenzgiite aus Satz 3.1 erreicht, und zwar fiir dieselben
Testprobleme sowie dieselbe Lokalisierung wie in Kapitel 3. Gibt es solche ,,adapti-
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ven“ Testverfahren, so muss die Fehlerverteilung nicht mehr als bekannt vorausgesetzt
werden, sondern sie muss lediglich in der Klasse von Verteilungen liegen, fiir die das
gegebene Testverfahren adaptiv ist.

Ausgangspunkt fiir solche Tests sind adaptive Schitzverfahren, die wir in Abschnitt 5.2
einfiihren und mit deren Hilfe wir in Abschnitt 5.3 adaptive asymptotisch optimale
Tests konstruieren. Wie wir sehen werden, ist die Konstruktion solcher Schitzer sehr
aufwindig und die Implementierung der zugehdrigen Tests miihsam. Daher liegt es nahe,
diese Verfahren durch Simulationen mit dem asmptotisch nicht optimalen Likelihood-
Quotienten-Test aus (3.8) zu vergleichen. Wir wollen in Abschnitt 5.4 an Fallstudien
untersuchen, inwieweit es gerechtfertigt ist, den sehr viel einfacheren LQ-Test dem adap-
tiven asymptotisch optimalen Test vorzuziehen.

5.1 Modellbeschreibung

Zunichst werden wir das zu untersuchende Modell spezifizieren. Es mogen alle Be-
zeichnungen aus Abschnitt 2.1 gelten, wo Regressionsmodelle eingefiihrt wurden. Wir
beschrinken unsere Uberlegungen in diesem Kapitel auf Lineare Regressionsmodelle.

Wie bisher seien die Versuchspunkte t,; und die Varianzfunktion o2 fest vorgegeben,

ebenso die Regressoren fi,..., fr. Wir setzen zur Abkiirzung wieder
-
f::(fla---afk)T bzw. i:: (é,,ﬁ) .
g o o

Beobachtet werden die Zufallsvariablen
Ym' :fT(tm)B—i-O'(tm)Gm, Z: 1,...,71,

wobei €,;, 2 = 1,...,n, stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen mit identischer, jetzt
aber unbekannter Verteilung () seien.

Wir interessieren uns fiir den unbekannten Parameter 5 € R¥, den sogenannten Haupt-
parameter. Die unbekannte Fehlerverteilung () sei aus einer Menge G von Wahrschein-
lichkeitsmaflen. Da dieser Parameter, der die Komplexitidt des Modells erhoht, fiir uns
nicht von primérem Interesse ist, wird er als Nebenparameter oder Storparameter
bezeichnet. Insgesamt liegt unseren statistischen Experimenten also der Parameter-
raum R* x G zu Grunde. Dieselbe suffiziente Transformation 7, wie in Abschnitt 2.1
fiihrt uns zu den Zufallsvariablen
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und damit zu den Experimenten

E, = (]R",B”, {@er(tm))ﬁ | (8,Q) € R¥ x g}) .
i=1

o (tni

Um eine nichtentartete Asymptotik zu erhalten, muss wieder im Parameterraum lokali-
siert werden. In Hinblick auf die uns interessierenden Testprobleme werden wir nur im
Hauptparameter und dort wie bisher mit Rate ﬁ um den Ursprung lokalisieren. Wir

erhalten somit die lokalisierten Experimente

Eﬁzoc = (RnaBn7 {® QfT(tm')ﬁ | (BaQ) € Rk X g}) ) (51)

i=1 ﬁo(tni)
d.h. Zufallsvariablen

Zlqc _
" V/no(t)

+ €nis i=1,...,n, (5.2)

Ist die Fehlerverteilung @ bekannt, d.h. es liegt das Modell aus (2.24) auf Seite 52 vor,
so werden wir kiinftig E'°(Q) schreiben. Fiir die Fisher-Information J der Fehlervertei-
lung, vgl. (2.20) auf Seite 48, schreiben wir kiinftig J(Q).

Da wir nur im Hauptparameter lokalisieren, werden die Experimente E'¢ im Allge-
meinen nicht schwach gegen einen nichttrivialen Grenzwert konvergieren, sondern nur
die Experimente E'°¢(Q), vgl. Satz 2.16. Fiir die Untersuchung der in der Einleitung
erwahnten Testprobleme ist dies jedoch ausreichend.

5.2 Adaptive Schitzverfahren

In diesem Abschnitt werden wir kurz die Theorie adaptiver Schitzverfahren skizzieren.
Um die Definition eines adaptiven Schétzers zu motivieren, gehen wir zunéchst auf die
klassische Theorie effizienter und asymptotisch effizienter Schéitzer ein. Im Mittelpunkt
stehen jedoch die Schitzer aus der Arbeit Koul und Susarla (1983), die die Grundlage
fiir die im darauf folgenden Abschnitt 5.3 untersuchten Tests bilden.

5.2.1 Effiziente und asymptotisch effiziente Schéitzer

Ausfiihrliche und sehr gute Darstellungen zu diesem Thema finden sich in den Biichern
Bickel, Klaassen, Ritov und Wellner (1993), Ibragimov und Has’minskii (1981) und vor



114 KAPITEL 5. REGRESSIONSMODELLE MIT UNBEKANNTER FEHLERVERTEILUNG

allem Witting und Miiller-Funk (1995). Der Rahmen und die Darstellung der folgenden
Definitionen unterscheidet sich jedoch von allen drei Biichern, da wir die Kontinuitét
mit den bisherigen Ausfiihrungen erhalten wollen.

Zuerst fithren wir effiziente Schétzer ein. Grob gesprochen sind das Schétzer, fiir die in
der Cramér-Rao-Ungleichung das Gleichheitszeichen gilt.

Definition 5.1 (vgl. Ibragimov und Has’minskii (1981), S. 65) Seien (H,(-,-))
ein endlichdimensionaler Hilbertraum und F = (X, A,{P, | h € H}) ein Ezperiment,
das durch das o—endliche Mafi v dominiert wird. Mit p(z;h) := dd%(x), re€X,heH,
bezeichnen wir die zugehorigen Dichten beziiglich v. Das Experiment F' heifit regulér,
falls die folgenden drei Bedingungen erfillt sind:

1. Die Abbildung H — R, h v+ p(x; h) ist fir v—fast alle x € X stetig.

2. Die Abbildung H — L*(v), h — +/p(:;h) ist in jedem Punkt h € H Fréchet-
differenzierbar. Die Ableitungen ¢(h), h € H, sind dann stetige lineare Operatoren
H — L*(v). Ein Ezperiment mit dieser Figenschaft heift L>—differenzierbar.

3. Die Abbildung H — L(H;L*(v)), h > (h) ist stetig. Dabei bezeichne
L(H; L*(v)) den Raum aller stetigen linearen Abbildungen von H nach L*(v) ver-
sehen mit der kanonischen Abbildungsnorm. Man beachte, dass auf Grund der
endlichen Dimension von H alle linearen Operatoren auch stetig sind.

Sei nun F' ein regulidres Experiment, und die Dimension von H sei gleich k. Wir geben
uns eine Orthonormalbasis (ONB) U von H vor und bezeichnen mit hy € R* den zu
einem h € H gehorigen Koordinatenvektor beziiglich U. Fiir festes hy € H existieren
dann Funktionen ¢y (ho),-..,gx(ho) € L*(v), so dass mit der Schreibweise g(hg) :=
(g1(ho), ..., gx(ho)) " fiir die Ableitung 1(ho) gilt

Y(ho)(h) = hirg(ho),  h € H.

Jetzt definieren wir eine lineare Abbildung I(hy) : H — H durch die Abbildungsmatrix

I(ho)] = 4 / g(ho)g(ho) ™ dv (5.3)

beziiglich der Basis U. Der lineare Operator I(hg) ist symmetrisch, positiv semidefinit,
unabhdingig vom dominierenden Mafl v, vgl. Ibragimov und Has'minskii (1981), S. 65,
und unabhdingig von der gewdhlten ONB U, was man mittels einer Basistransformation
mit orthogonalen Matrizen leicht einsieht.

Definition 5.2 (Fisher-Informationsoperator) Ist F' ein requlires Erperiment, so
heifit der durch (5.3) definierte Operator I(hy) Fisher-Informationsoperator von F
mm Parameter hg € H.
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Bemerkung 5.3 (vgl. Ibragimov und Has’minskii (1981), S. 64) Ist H = R*,
so stimmt I(hg) mit der , klassischen“ Fischer-Informationsmatrix iiberein, d.h.

dp dp

I(hy) = %(x;ho) <%($, ho)) (x5 ho) Ph(dz),

sofern der Ausdruck auf der rechten Seite existiert.

Beispiel 5.4 (vgl. Ibragimov und Has’minskii (1981), S. 71)

Gegeben sei das Experiment F' = N (I, C), vgl. (1.5), mit positiv definiter Covarianz C
und dem endlichdimensionalen Hilbertraum H als Beobachtungsraum und zugleich als
Parameterraum. Dieses Experiment ist regulér mit dem Fisher-Informationsoperator

I(h)=C1,

der fiir alle h € H derselbe ist.

Jetzt konnen wir die beriihmte Cramér-Rao-Ungleichung im Rahmen endlichdimensiona-
ler Hilbertrdume formulieren. Der Beweis verlduft analog zum Fall des Parameterraums
R*, wie er z.B. in Ibragimov und Has'minskii (1981), S. 73, zu finden ist. Desweiteren
beschréinken wir uns auf den Fall erwartungstreuer Schétzer. Man vergleiche Definiti-
on A.14 fiir den Erwartungswert und die Covarianz von hilbertraumwertigen Zufallsva-
riablen.

Satz 5.5 (Cramér-Rao-Ungleichung)
Seien F' = (X, A, {P, | h € H}) ein regulires Ezperiment und T : X — H ein er-
wartungstrever Schatzer fir h € H. Weiter sei ||T — hl| fir jedes h € H quadratisch
integrierbar beztiglich Py, und fiir jedes h € H seien die Integralwerte in einer Umgebung
von h beschrinkt. Die Fisher-Informationsoperatoren I(h) seien fir alle h € H positiv
definit. Dann gilt

Covy(T — h) > I7'(h)

fiir alle h € H, d.h. die linearen symmetrischen Operatoren Cou,(T — h) — I-'(h) sind
positiv semidefinit.

Bemerkung 5.6 Ist eine Basis U von H gegeben und sind [Covy (T —h)]y bzw. [I(h)]y
die Abbildungsmatrizen von Covy, (T — h) bzw. I(h) beziiglich der Basis U, so lisst sich
die Cramér-Rao-Ungleichung mittels der Lowner-Ordnung in der Form

[Covi(T — h)|y > [I(h)];, h € H,

schreiben.

Die Cramér-Rao-Ungleichung motiviert nun die folgende Definition eines effizienten
Schitzers. Hierbei beschrinken wir uns wiederum auf erwartungstreue Schétzer.
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Definition 5.7 (Effizienter Schitzer) Unter den Voraussetzungen der Cramér-Rao-
Ungleichung 5.5 nennen wir einen erwartungstreuen Schitzer T : X — H effizient,
falls gilt

Cov,(T — h) = I"*(h) fir alle h € H.

Jetzt werden wir den Begriff der asymptotisch effizienten Schitzfolge einfiihren, der im
Gegensatz zum Begriff des effizienten Schétzers nicht eindeutig definiert ist. In Ibragimov
und Has’minskii (1981) wird z.B. asymptotische Effizienz von Schétzern im Sinn von
Fisher, Bahadur, Rao und Wolfowitz unterschieden. Der fiir unsere Belange passende
Effizienzbegriff ist der von Fisher. Wir werden diesen in etwas anderer Form definieren
als in der zitierten Literatur.

Definition 5.8 (Asymptotisch effiziente Schitzfolge (im Sinn von Fisher))
Wir betrachten wieder den Fall eines endlichdimensionalen Hilbertraums (H,(-,-)). Sei
F, = (X, Ay, {P.s | h € H}) € E(H) eine Folge von Ezperimenten, die schwach gegen
das Gaupexperiment N (I, C) mit positiv definiter Covarianz C konvergiert, also F,, =
N(Iy,C).

FEine Folge von Schditzern T, : X, — H heifit asymptotisch effizient, falls fir alle
he H gilt

L(T, | Pup) 2 N (h,0), (5.4)

falls also die Verteilung der Schétzer T, unter den Maflen P,; schwach gegen eine
Normalverteilung auf H mit Erwartungswert h und Covarianz C konvergiert.

Bemerkung 5.9

1. Wie wir in vielen Beispielen gesehen haben, muss man i.A. im Parameterraum
lokalisieren, um schwache Konvergenz von Experimenten nachweisen zu kénnen.
Liegt eine Lokalisierung vor, so sind die h € H lokale Parameter. In diesem
Zusammenhang wird die Schéitzfolge aus Definition 5.8 auch lokal asymptotisch
effizient genannt.

2. Versieht man den Hilbertraum H mit dem durch C'~! induzierten Innenprodukt
(M1, hy) := (h1,C'hy), hi,he € H, so ist N(I,C) dquivalent (im Sinn von Le-
Cam’s A-Metrik) zum Standard-Gaufishift auf (H,[-,-]). Man vergleiche dazu
nur die Hellingertransformierten aus Formel (1.9) und Beispiel 1.15 sowie Satz
1.7. Ebenso ergibt sich die Aussage, wenn man beachtet, dass die Covarianz einer
hilbertraumwertigen Zufallsvariablen vom Innenprodukt abhéingt und sich geméif
Lemma A.16 beim Wechsel des Innenproduktes veréindert und dass bei Innenpro-
duktwechseln dieser Form die Normalverteilung definitionsgemif erhalten bleibt.

3. Nach Beispiel 5.4 ist die Covarianz C' der Grenzverteilung aus (5.4) gleich der
Inversen des Fisher-Informationsoperators im Grenzexperiment N (I, C).
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Um die Definition einer asymptotisch effizienten Schéitzfolge dhnlich zu motivieren wie
die des effizienten Schiitzers, briuchten wir ein asymptotisches Aquivalent zur Cramér-
Rao-Ungleichung. Dies erweist sich jedoch als weitaus schwierigeres Problem. Ein An-
satz zu dessen Losung ist der Satz von LeCam-Bahadur, wie man ihn (allerdings nur fiir
den Fall des ,,Einstichprobenproblems® mit Parameterraum IR¥) in Witting und Miiller-
Funk (1995), Satz 6.199, findet. Dieser besagt, dass unter den Voraussetzungen von
Definition 5.8 fiir jede asymptotisch normalverteilte Schiitzfolge T,, mit Grenzverteilung
N(h,D(h)), h € H, die Operatoren D(h) — C positiv semidefinit sind fiir alle h € H
abgesehen von einer Agy—Nullmenge. Dabei sei Ay das Lebesgue-Mafl auf dem end-
lichdimensionalen Hilbertraum H. Asymptotisch normale Schétzer, fiir die diese \y—
Nullmenge nicht leer ist, werden supereffizient genannt. Hierzu vergleiche man das
Beispiel von Hodges, das in Witting und Miiller-Funk (1995) in Form von Beispiel 6.32
wiedergegeben ist. Unter geeigneten Regularitdtsbedingungen ldsst sich die Existenz
supereffizienter Schitzer jedoch ausschliefien, vgl. z.B. Witting und Miiller-Funk (1995),
Satz 6.202.

Weitergehende Uberlegungen zur Existenz einer asymptotischen Cramér-Rao-Schranke
basieren auf dem Faltungssatz von Hajek, auf den hier nicht weiter eingegangen werden
soll.

Wir wollen diesen Abschnitt mit einer Bemerkung beschlielen.

Bemerkung 5.10

1. Unter geeigneten Regularitdtsvoraussetzungen sind Maximum-Likelihood-Schétzer
asymptotisch effizient, vgl. Witting und Miiller-Funk (1995), Satz 6.203.

2. Auf Grund der endlichen Dimension von H gibt es immer eine asymptotisch effi-
ziente Schitzfolge:
Nach Bemerkung 5.9 konvergieren die F,, schwach gegen den Standard-Gaufshift
auf (H,[-,-]). Nach Strasser (1985), Korollar 80.6, existiert wegen dim(H) < oo
immer eine zentrale Folge X, (vgl. Korollar 1.38). Diese kann nach Strasser (1985),
Beispiel 68.5, in der Form X (h) = [h, k,,| mit Zufallsvariablen k, : X, — H ge-
schrieben werden. Diese Zufallsvariablen k,, n € IN, bilden jetzt nach Strasser
(1985), Satz 80.12, eine asymptotisch effiziente Schitzfolge.

5.2.2 Adaptive Schitzer

Bevor wir in einem geeigneten Rahmen auf den Begriff eines adaptiven Schitzers einge-
hen, wollen wir auf das Buch Bickel et al. (1993) hinweisen, das wohl die bislang um-
fassendste Arbeit auf dem Gebiet der adaptiven Schétztheorie darstellt. Weiter miissen
wir festhalten, dass es, wie schon beim Begriff der asymptotisch effizienten Schétzfolge,
auch hier keine einheitliche Definition gibt.

Die Grundidee des adaptiven Schitzens geht auf die Arbeit Stein (1956) zuriick. Stein
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wollte einen endlichdimensionalen Hauptparameter in Anwesenheit eines unbekannten
unendlichdimensionalen Nebenparameters asymptotisch ebenso gut schitzen, wie wenn
dieser Nebenparameter bekannt wire. Erste adaptive Schétzer fiir einen Lokationspara-
meter einer unbekannten Verteilung werden in Beran (1974) und Stone (1975) vorgestellt.
In Bickel (1982) werden adaptive Schitzer fiir eine grofiere Klasse von Problemen kon-
struiert. In Koul und Susarla (1983) werden adaptive Schétzer fiir Regressionsmodelle,
die unsere Modelle aus Abschnitt 5.1 einschliefSen, untersucht. Auf diese Arbeit werden
wir im néchsten Abschnitt 5.2.3 genauer eingehen, da sich der dort verwendete Adapti-
onsbegriff als der fiir unsere Ziele passende erweist.

Auch bei unserer Definition eines adaptiven Schétzers werden wir von den iiblichen For-
mulierungen abweichen und sie in LeCam’s Rahmen schwach konvergenter Experimente
einbetten.

Definition 5.11 (Adaptive Schitzfolge) Es seien (H,{-,-)) ein endlichdimensiona-
ler Hilbertraum und © # 0 ein beliebiger Parameterraum.  Weiter seien F, =
(X, Ans {Paynoy | (h,0) € H x ©}) € E(H x O) eine Folge von Ezperimenten. Fiir
jedes feste 6 € © sollen die Experimente F,(0) := (X,, An,{Pong | h € H}) € E(H)
schwach gegen die Gaufexperimente N (I, C(0)) mit positiv definiten Covarianzen C(6)
konvergieren, also F,(0) = N (I, C(0)).

Fine Folge von Schitzern T, : X,, — H heifit (©—)adaptiv, falls fir alle h € H und
alle 0 € © gilt

L (Tn | Pn,(h,ﬂ)) 2} N (h7 0(9)) )

falls also die Verteilung der Schditzer T, unter den Mafen P, ) schwach gegen eine
Normalverteilung mit Erwartungswert h und Covarianz C(0) konvergiert.

Bemerkung 5.12

1. Eine ©-adaptive Schitzfolge ist fiir jedes § € © im Sinne von Definition 5.8
asymptotisch effizient. Im néchsten Abschnitt 5.2.3 sowie in Satz 5.14 werden
wir Schitzer kennenlernen, die fiir jedes f € © asymptotisch normalverteilt sind,
was man auch als eine ,, Anpassungseigenschaft“ bezeichnen kann, die aber nicht
fiir jedes @ die asymptotische Covarianz C(#) besitzen. Wir werden solche Schitz-
folgen nicht als adaptiv bezeichnen.

2. Die schwache Konvergenz der Experimente F), () setzt in Hinblick auf sinnvolle
Beispiele eine Lokalisierung im Hauptparameter voraus. Man wird in jedem Ex-
periment F,,(0) denselben Lokalisierungspunkt hy € H wihlen. Der Parameter
h € H, der dann geschitzt werden soll, ist somit ein lokaler Parameter. Man
konnte einen adaptiven Schétzer dann auch als in hg lokal ®—adaptiv bezeich-
nen.

So gesehen ist unsere Definition eine Spezialisierung der Definition, die in Bickel
(1982) gegeben wird. Dort wird zwar auch im Hauptparameter lokalisiert, es wird
aber der unbekannte Lokalisierungspunkt geschétzt, nicht der lokale Parameter.
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3. Neuere Adaptionsbegriffe setzen nicht nur eine Lokalisierung im Hauptparameter,
sondern auch eine im Nebenparameter voraus. Eine solche Definition findet sich
z.B. in Begun, Hall, Huang und Wellner (1983). In diesem Zusammenhang sind
auch besonders die Arbeiten Schick (1986) und Schick (1987) zu erwidhnen. Fiir
unsere Zwecke ist obige Definition jedoch vollig ausreichend, wie wir im Abschnitt
5.3 sehen werden.

4. Die Frage nach der Existenz adaptiver Schétzer ist ein schwieriges Problem, auf das
in den zitierten Arbeiten in verschiedenster Weise eingegangen wird. Der Nebenpa-
rameterraum O darf dabei nicht zu grof§ sein. Wir wollen hier nicht weiter auf diese
Problematik eingehen und lediglich feststellen, dass die in unserem Beispiel der Li-
nearen Regression auftretenden Nebenparameterrdume klassisch gewéhlt sind und
nicht wesentlich vergréflert werden koénnen.

Wir sind nun an einem Punkt, wo wir die skizzierte Theorie auf die in Abschnitt 5.1
beschriebenen Linearen Regressionsmodelle E*¢ anwenden wollen. Dazu geben wir
zundchst an, wann ein Schétzer fiir diese Modelle G—adaptiv ist.

Satz 5.13 (Adaptive Schitzer im Linearen Regressionsmodell)

Gegeben sei eine Menge G von Fehlerverteilungen @), die allesamt den Voraussetzungen
2.9 geniigen sollen, mit endlicher positiver Fisher-Information J(Q). Weiterhin sollen
Designfolge, Grenzdesign, Regressoren und Varianzfunktion die Voraussetzungen von
Satz 2.16 erfillen, und B bezeichne die Matriz aus (2.26) auf Seite 53. Wir betrachten
die lokalisierten Experimente

Efzoc = (an B, {®QfT(tni)B

i=1 Vno(ty;)

(8,Q) € R* x g})

aus (5.1). Eine Folge von Schitzern T, : R" — R*, n e N, fir B € RF ist genau dann
G—-adaptiv, wenn gilt

¢ (Tn

Beweis. Es ist lediglich die Grenzverteilung aus Definition 5.11 zu identifizieren. Nach
Satz 2.16 konvergieren fiir feste Fehlerverteilung Q € G die lokalisierten Experimente

E'¢(Q) schwach gegen das Experiment A/ (\/J(Q)B%, Ik). Dieses Grenzexperiment ist

aber dquivalent zu N (Ik, ﬁB*). O

~ 1
®QfT(tm-)ﬂ 2N <3, —B_1> fiir alle B € R¥ und alle Q € G.
i=1  Vrelni) J(Q)

(5.5)

Es stellt sich die Frage, ob der aus der Theorie Linearer Modelle bekannte Gauf3-Markoff-
Schétzer in unserem Sinne adaptiv ist. Die Antwort ist bekannt: Der Gauf3-Markoft-
Schéitzer besitzt zwar eine ,,Adaptionseigenschaft®, wie sie in Bemerkung 5.12 ange-
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sprochen wurde, ist aber nicht asymptotisch effizient und somit nicht in unserem Sinne
adaptiv.

Satz 5.14 (Asymptotik des Gaufl-Markoff-Schitzers) Gegeben sei eine Menge G
von Fehlerverteilungen Q, die alle zentriert seien und eine endliche Varianz 72(Q) be-
sitzen,d.h.

/x QUdzx) =0 und /ﬁ Qdz) = 72(Q) < .

Weiterhin sollen Designfolge, Grenzdesign, Regressoren und Varianzfunktion die Voraus-
setzungen von Satz 2.16 erfillen, und B bezeichne die Matriz aus (2.26). Wir betrachten
die lokalisierten Ezperimente E'¢, also die Zufallsvariablen

fT (tni ) 5
V1o (tni)

aus (5.2) mit €,; ~ Q, die dem Linearen Modell

loc .
Z40¢ = ~+ €ni, 1=1,...,n,

1
Zkoe — %Xnﬁ + €n, BeRF, Qeg,

mit X, = YA und

filtn) - fe(tnr) 02(tn1) 0
AT: : . . .

n

i) - iltn) 0 ot

wie in (2.8) bzw. (2.9) entsprechen.
Dann gilt fir den Gaup-Markoff-Schitzer R — RF, z — \/E(XnTXn)_anTz die

schwache Konvergenz

Vi (XTX,) T X2 By N (8,7(Q)B ™)

fiir alle B € R¥ und alle Q € G.

Der Beweis dieses Satzes verlduft analog zu dem von Satz 3.4 und wird hier nicht wie-
derholt.

5.2.3 Die Schitzer von Koul & Susarla

Wir wollen nun einen adaptiven Schétzer fiir den Hauptparameter in unserem lokalisier-
ten Regressionsmodell E'° kennenlernen. In der Literatur finden sich mehrere adaptive
Schétzer fiir Lineare Regressionsmodelle mit nicht zufilligen Covariablen, die jeweils auf
verschiedenen Ansétzen beruhen. Expemlarisch seien hier die Arbeiten Jureckova und
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Sen (1984) sowie Koul und Susarla (1983) genannt, von denen wir nur auf letztere niher
eingehen.

In der Arbeit Koul und Susarla (1983) wird zum einen ein Schétzer vorgestellt, der fiir
die Klasse der um den Ursprung symmetrischen Verteilungen, die den Voraussetzun-
gen 2.9 geniigen, adaptiv ist. Zum anderen wird ein Schétzer angegeben, der fiir eine
groflere Klasse von Verteilungen asymptotisch normal, aber nicht mehr adaptiv ist.
Die Arbeit von Koul und Susarla (1983) ist allerdings in einem sehr allgemeinen Rahmen
gehalten und bleibt praxisrelevante Beispiele schuldig. Wir werden die Schitzer zunéchst
in ihrer Originalfassung présentieren und anschlielend zeigen, dass die Voraussetzungen
fiir die Adaptivitat dieser Schéitzer in unserem Modell erfiillt sind.

5.2.3.1 Die Schéitzer in ihrer Originalfassung

Zuerst wollen wir festhalten, dass die in der Arbeit Koul und Susarla (1983) konstruierten
Schétzer translations- und skaleninvariant sind. Zur Vereinfachung werden wir hier nur
die translationsinvariante Form der Schéitzer angeben.

Beobachtet werden in dieser Arbeit die Zufallsvektoren
Y/n - Xnﬁ + €n, 6 € ]Rka (56)

wobei X,, € R™** bekannte Matrizen seien und e, = (€nty- -, €nn) " die Fehlervektoren.
Die €,; seien dabei stochastisch unabhingig und besitzen die gemeinsame Verteilung
@ aus einer Klasse von Verteilungen G, deren Elemente alle den Voraussetzungen 2.9
geniigen. (In Koul und Susarla (1983) wird auch noch der Fall untersucht, dass die
Voraussetzungen 2.9 nicht erfiillt sind. Dies ist aber fiir unsere Zwecke von geringerem
Interesse.)

Mit z,;, 2 = 1,...,n, bezeichnen wir die Zeilenvektoren der Matrizen X,,, also
i eRY wnd X, = (#,...,50)
T un n=Tp1y s Tpp)

und mit )7m~ die Komponenten des Zufallsvektors ffn. Weiter seien in diesem Abschnitt

e 1, die A-Dichte der eindimensionalen Normalverteilung N(0,7?), r > 0, also

1 2
wr(x) = Wexp <_ﬁ> ) S Ra

e g: R — R zweimal stetig differenzierbar mit

g9(x) = g(=x), g(r) <g(0), € R, und g(r)=0 fir 2| > 1,

® a,,Ch, 1, >0, n € IN, mit

a, —0, r,—0 und ¢, — occ.
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In der Arbeit von Koul und Susarla (1983) wird auf die beiden folgenden Klassen von
Fehlerverteilungen eingegangen:

1. Die Klasse Ggym der symmetrischen Fehlerverteilungen. Damit meinen wir alle @,
die eine Lebesgue-Dichte ¢ mit ¢(x) = ¢(—x), x € R, besitzen und die Vorausset-
zungen 2.9 erfiillen mit positiver endlicher Fisher-Information J(@Q).

2. Die Klasse Gy aller Fehlerverteilungen, die die Voraussetzungen 2.9, also die

Héjek-Bedingungen, erfiillen mit positiver endlicher Fisher-Information J(Q).

Die Schitzer fiir die Klasse Gy,

Es seien B:; :R" — R*, n € IN, translationsinvariante Schitzer mit

(XJ Xn) ’ (Bj; - 5) = 0p(1) fiir alle 3 € R* und alle Q € Gyypn. (5.7)

Dabei bezeichne Op(1) einen (unter der zu S und @ gehorigen Verteilung) straffen Term.
Mit diesen 5 definieren wir fiir jedes n € IN die auf der Methode der Kerndich-
teschitzung beruhenden Schétzer fiir die Dichte ¢ von @ sowie deren Ableitung ¢’ geméf

Gy () = 21n Z [@/}m (17 — Yo + me:;) + Y, (—x — Yo + me:;)] ) r e R,

n

gy (x) = % Z [%ﬁn (33 — Yo+ me:L) + by (—l" — Yo+ fnﬁ;)] ; r € R,

=1

. . .. X3 4
sowie die Schéatzer fiir den Score %

T % q;,(x)
L =

und die Schétzer fiir die Fisher-Information J(Q)

Jr = Mg <£> dz. (5.8)

" max {G*, a,}” \ ¢
Setzen wir
- — N —\N\ T
T;(J;) = (¢rn (-'L' - Ynl + -'Z'nlﬁn> PRI ad)rn (IL‘ - Ynn + -'Z'nnﬁn)) ) S R,

und setzen wir voraus, dass die Matrizen X,| X, regulir sind, so kénnen wir die uns
interessierenden Schétzer 3, n € IN, definieren:

-~ —%* ]_ ~ ~ ~ -1
f=F- [ Lo (—) (£7%,) £ do. (5.9)



123

Satz 5.15 (vgl. Koul und Susarla (1983), Theorem 4.2)
Die Matrizen X, X,, seien regulir. Dann gilt unter den Voraussetzungen

- - —1
2= max i (XnTXn> A 2} (5.10)
Cn max{in,zn}
- v %0, (5.11)
Tnan
1 6 n n (0. 0)
Joe (0,-): Inon ooy (5.12)
2 o

fiir die Schétzer 3% aus Formel (5.9)
N 1
(X,jxn) ’ (5;; _ 5) 2N (o, m@) fir alle B € R* und alle Q € Goym, (5.13)
wobei die schwache Konvergenz unter dem zu [ und QQ gehdorigen Maf$ zu verstehen ist.

Die Schitzer fiir die Klasse Gy
Es sei Ty, j =1,...,k, die j—te Koordinate des Zeilenvektors 7,;. Mit

1 n
Mpj i = — "i.ni'a j:]-a"'aka
n J
1=1

bezeichnen wir das Mittel der j—ten Spalte der Matrix X,. Weiter seien

Mp1 = Mpg
D, =X, — Do : ne N, (5.14)

Mp1 - Mpg

Zentrierungen von X,,. Die Matrizen D, D, setzen wir als reguldr voraus, insbesondere
diirfen die Modellmatrizen X, keine konstanten Spalten besitzen.
Es seien 3, : R" — R*, n € IN, translationsinvariante Schiitzer mit

N

(D,Dy)? (B, — B) =0p(1) fiir alle 8 € R* und alle Q € Gp. (5.15)

Damit definieren wir fiir jedes n € IN die Schitzer fiir die Dichte ¢ von ) sowie deren
Ableitung ¢’

1 ¢ - -
(jn(l‘) = E Zﬂj% (IL‘ - Ym + jmﬁy;) ) HAS R,
i=1

1 — - _
i = = ! - Ynz ~ni ) ) Ra
() = Zz:;@/} (w + i3, S
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. . .. X3 4
sowie die Schéatzer fiir den Score %

- ()
Ln = ~ ) Ra
D= i@y

und die Schéitzer fiir die Fisher-Information J(Q)

I = Mg <3> dz. (5.16)

max {G,, an}” \ cn
Setzen wir nun noch
5 _ - _ T
Tn(x) = (wrn (:U - Ynl + jnlﬁn) yr e 71/)7‘n (:U - Ynn + jnnﬁn)) ) YIS Ra

so konnen wir die uns interessierenden Schitzer (,, n € IN, definieren:

Cn

B =B, — i/in(x)g <3> (DI D,) " DI, (x) da. (5.17)

Satz 5.16 (vgl. Koul und Susarla (1983), Theorem 4.1)
Die Matrizen D, D,, seien requlir. Dann gilt unter den Voraussetzungen

wy = max (D D,) & =% o, (5.18)
JC>0VneN: Spur [(ngcn) (DgDn)*l] < C (5.19)
Cn max{in,wn}

L ), (5.20)

TpQn

1 agcn n—o00
Je(05): Y0 (5.21)
o

fiir die Schitzer 3, aus Formel (5.17)

(DgDn)% (Bn — 5) 5N (O, L )Ik> fiir alle B € R* und alle Q € Gy.  (5.22)

J(@Q)

Wir wollen nun die Sétze 5.15 und 5.16 auf unser Modell E"¢ anwenden. Dabei werden
wir auch ndher auf die Voraussetzungen dieser Sétze eingehen.



125

5.2.3.2 Die Schitzer fiir das Modell E!°

Im Modell £ beobachten wir die Zufallsvektoren Z;?° = =X, 3 +¢, mit X, = 3,4,

und A, bzw. ¥2 aus den Formeln (2.8) bzw. (2.9). Mit den Bezeichnungen aus Formel
(5.6) ergibt sich

Y, =2 und X, =

n

Satz 5.17 (B; ist Gym—adaptiv fiir das Lineare Regressionsmodell E'¢)
Gegeben seien die lokalisierten Linearen Regressionsmodelle E'°¢ mit dem Nebenparame-
terraum Ggym. Insbesondere sind dann fir alle Q) € Gy, die Voraussetzungen 2.9 erfillt
mit endlicher positiver Fisher-Information J(Q). Weiterhin sollen Designfolge, Grenz-
design, Regressoren und Varianzfunktion die Voraussetzungen von Satz 2.16 erfiillen,
und B bezeichne die Matriz aus (2.26).

Es sollen die beiden Konvergenzvoraussetzungen (5.11) und (5.12) aus Satz 5.15 gelten.
Dann ist die Folge der Schditzer B;;, n € IN, aus Formel (5.9) Gsym—adaptiv im Sinn von
Definition 5.11, d.h. in Anbetracht von Satz 5.13

L (5

Beweis. Nach Satz 5.13 ist nur die schwache Konvergenz (5.23) nachzuweisen. Dies
werden wir natiirlich mit Satz 5.15 bewerkstelligen. Dazu miissen wir zunéchst Voraus-
setzung (5.10) dieses Satzes nachweisen. Wie wir schon mehrfach gesehen haben, gilt
die elementweise Konvergenz der Matrizen

- 1
Q) Qi 2N <5, —B—1> fiir alle B € RF und alle Q € Gyyp.-
i=1  VYnoltng) J(Q)

(5.23)

<7 < ]- n—oo
XX, =-X]Xx,"=%B. (5.24)
n

Die Matrix B ist positiv definit, so dass fiir hinreichend groies n € IN auch die Matrizen
X7 X,, reguliir sind. Ferner gilt mit der abkiirzenden Schreibweise aus Abschnitt 5.1
wegen der Voraussetzung (2.25) aus Satz 2.16

2 ~ st )\ a1 fr e\ S n—00
zi = max Iy, (Xn Xn> T, = — max —(tn) (Xn Xn> =(tn;) — 0.
i=1,...,n ni=1,..n o o
————
—B-1

Damit sind die Voraussetzungen von Satz 5.15 erfiillt und aus der schwachen Konvergenz
(5.13) folgt mit Formel (5.24) sofort die Behauptung (5.23). O

In Satz 5.15 wird vorausgesetzt, dass alle X X, regulir sind. Dies ist hier erst ab
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hinreichend groflem n garantiert.

Nun wenden wir uns dem Regressionsmodell mit Nebenparameterraum Gy zu.
Fiir die Matrizen D,, aus Formel (5.14) gilt dann

n n
1 =1 =1

D, =— s s
! \/ﬁ n s n

Damit ergibt sich

DD, = (Z [%(tno -y %(tn»] [%g) -y é(tn»])

— fffl dH, /fﬂ dH, /fl dH,

=1
und unter den Voraussetzungen von Satz 2.16 folgt die elementweise Konvergenz
k

DD, =% fffl dH — /fﬂ dH/ I an =: D. (5.25)

a,b] =1

Lemma 5.18 Die Matriz D aus Formel (5.25) ist positiv semidefinit.
Sind die Funktionen %, ceey % linear unabhingig in L*(H), so sind die folgenden Aus-
sagen dquivalent.

1. D st positiv definit.

2. Keine der Funktionen %, j=1,...,k, ist konstant in L*(H).

Beweis. Die Matrix D ist die Covarianzmatrix von (%, . ..,%)T unter der zu der
Verteilungsfunktion H gehorigen Verteilung. Somit folgt die Aussage aus elementaren
Satzen iiber die Struktur von Covarianzmatrizen. O

Satz 5.19 (8, ist asymptotisch normal fiir E!¢ und Gg)
Gegeben seien die lokalisierten Linearen Regressionsmodelle E'* mit dem Nebenpara-
meterraum Gp. Keine der Funktionen %, NN f;’“ sei konstant in L*(H). Weiterhin

sollen Designfolge, Grenzdesign, Regressoren und Varianzfunktion die Voraussetzungen
von Satz 2.16 erfiillen.
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Es mdgen die beiden Konvergenzvoraussetzungen (5.20) und (5.21) aus Satz 5.16 gelten.
Dann gilt fir die Folge der Schétzer B,, n € IN, aus Formel (5.17)

L (Bn

Beweis. Wir miissen lediglich die Voraussetzungen von Satz 5.16 iiberpriifen, dann
folgt die Behauptung mit (5.25) aus der schwachen Konvergenzaussage (5.22).

Wegen der Konvergenz D, D,, — D und wegen Lemma 5.18 sind die Matrizen D, D,
ab hinreichend groflem n € IN regulér.

Voraussetzung (5.18) folgt mittels der Konvergenzaussage (5.25) analog wie die entspre-
chende Aussage im Beweis von Satz 5.17.

Wegen XX, — B und DD, — D folgt auch Voraussetzung (5.19) direkt. O

~ 1
QR Qs | N <B, —D1> fiir alle B € R* und alle Q € Gy
i=1 Vol J(Q)

Man beachte, dass auch hier die Matrizen D, D, erst ab hinreichend grofiem n € IN
reguldr sind. Da im Allgemeinen D # B ist, sind die Schétzer 3, nicht Gg—adaptiv im
Sinn von Definition 5.11.

Korollar 5.20 Es gelten die Voraussetzungen von Satz 5.19. Weiter sei

/ﬁdﬂzo firj=1,... k. (5.26)
o

[a,b]

Dann sind die Schitzer B, aus (5.17) Gy —adaptiv.

Wir werden den Abschnitt {iber adaptive Schitzverfahren mit einigen Bemerkungen
abschlieflen.

Bemerkung 5.21

1. Wir wollen in dieser Arbeit nicht auf notwendige oder hinreichende Bedingun-

gen fiir die Existenz adaptiver Schétzer eingehen. In der Literatur werden jedoch
meist zwei verschiedene , Adaptionsvoraussetzungen* gemacht. Zum einen ist das
die Voraussetzung symmetrischer Fehler, die bei uns in Form der Klasse G, ge-
geben ist, zum anderen ist das eine ,,Zentrierungseigenschaft* der Modellmatrizen,
die bei uns durch Gleichung (5.26) gegeben ist, wobei in diesem Fall eine groflere
Klasse von Fehlerverteilungen Gy zugelassen ist.
Da die Klasse Gy Fehlerverteilungen zulésst, deren Erwartungswert nicht gleich
Null ist, ist es ganz natiirlich vorauszusetzen, dass keiner der Regressoren konstant
sein darf, dass also kein ,,Intercept® auftreten darf. Man kénnte sonst nicht mehr
zwischen Intercept und Erwartungswert der unbekannten Fehlerverteilung unter-
scheiden. Man vergleiche hierzu auch die Arbeit Portnoy und Koenker (1989), in
der ein adaptiver Schitzer fiir den ,slope“ konstruiert wird.
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2. Die beiden Schétzer BA,*L und Bn sind jeweils noch von der Wahl der Funktion g¢
sowie der Folgen (a,)nen, (rn)new und (¢,)nen abhéngig. Zu einer geeigneten
Wahl dieser GroBen wird in der Arbeit Koul und Susarla (1983) keine Aussage
gemacht.

3. Ebenfalls zu wihlen sind noch die ,,Ausgangsschatzer“ B und $3,, mit denen die
Schitzer 5* und Bn konstruiert werden. B und 3, sollen translationsinvariant sein
und die Voraussetzungen (5.7) bzw. (5.15) erfiillen. Die Existenz solcher , Preli-
minary Estimators® ist gewihrleistet, man vergleiche dazu die Anmerkungen in
den Arbeiten Bickel (1982) oder Koul und Susarla (1983). Setzen wir zusétzlich
voraus, dass die Fehlerverteilung Erwartungswert Null und endliche Varianz be-
sitzt, so konnen wir fiir B; oder 3, auch den GauB-Markoff-Schiitzer aus Satz 5.14
verwenden.

5.3 Adaptive Testverfahren

In diesem Abschnitt werden wir den Adaptionsbegriff auf die Testtheorie ausdehnen.
Ziel ist es, wie am Anfang von Kapitel 5 erwidhnt, eine Testfolge fiir unser Lineares
Regressionsmodell anzugeben, die fiir eine moglichst groffe Klasse von Fehlerverteilun-
gen asymptotisch optimal in der Klasse aller asymptotisch a—#hnlichen Testfolgen ist,
d.h. fiir jede Fehlerverteilung dieser Klasse dieselbe Grenzgiite besitzt wie die auf der
Kenntnis der Fehlerverteilung beruhende optimale Testfolge aus Satz 3.1.

Adaptive Testverfahren wurden ausfiihrlich in der Arbeit Choi, Hall und Schick (1996)
untersucht. Dort wurde allerdings nicht der Begriff ,adaptiv® sondern ,effizient“ ver-
wendet. Wir werden hier aber in Analogie zur Schétztheorie von adaptiven Testfolgen
sprechen. In der Arbeit Choi et al. (1996) liegt auch eine Lokalisierung im Nebenpa-
rameter vor, was fiir unsere Zwecke nicht erforderlich ist. Regressionsmodelle werden
in dieser Arbeit in Beispiel 3 auf Seite 856 behandelt, dort aber unter sehr abstrakten
Voraussetzungen.

Auch im Folgenden betten wir alle Definitionen in unseren Kontext schwach konvergenter
Experimente ein, so dass wir eine andere Darstellung und auch eine grofle Allgemeinheit
erhalten.

5.3.1 Definition und Konstruktion mittels adaptiver Schitzer

Zunichst wollen wir eine allgemeine Definition einer adaptiven Testfolge angeben, bevor
wir diese dann fiir unsere Regressionsmodelle E'°° aus (5.1) prézisieren.

Im allgemeinen Fall haben wir Experimente F),, = (Xn, A, {Ponoy | (h,0) € H x @}) €
E(H x O©) betrachtet, wobei (H,(-,-)) ein endlichdimensionaler Hilbertraum war und
© # () ein beliebiger Nebenparameterraum. Weiter haben wir vorausgesetzt, dass fiir
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jedes § € © die Experimente F,(0) = (X, An, {Pon) | h € H}) € E(H) schwach gegen
ein Gauflexperiment konvergieren, genauer

Fo(0) = N (I, C(9))

mit positiv definiten Covarianzen C'(f). Nach Bemerkung 5.9 sind diese Gauflexperi-
mente dquivalent zu den StandardgauBshifts auf (H, (-, )cg)-1) mit (hi, he)c@)y-1 =
<h1, 0(9)71h2>, hl, ho € H.

Wir untersuchen wie in Kapitel 3 die ,eindimensionalen® Testprobleme

Ho=f{heH|(h<0), K={heH]|(h>o0 (5.27)

mit einem fest vorgegebenen ¢ € H \ {0}.
Halten wir zunéchst einmal ein 6 € © fest und definieren () := C(0)¢, so ist

(h,¥(0))coyr = (h. 0, V(O)[e)- = ((,C(0)E),

und nach Satz 1.49 existiert eine von # € © abhiingige Testfolge ¢}, 4, die im Sinne von
Definition 1.41 asymptotisch optimal ist in der Klasse aller asymptotisch a—&hnlichen
Testfolgen und die die Grenzgiite
h, 0)

li - (W)= (ot +<% , h € H,
besitzt. Man beachte, dass wegen der endlichen Dimension von H nach Bemerkung 5.10
immer eine zentrale Folge existiert, was in Satz 1.49 vorausgesetzt war.
Diese Uberlegungen fithren uns zu der folgenden

Definition 5.22 (Adaptive Testfolge (zum Niveau « fiir (Hy, Ky))

Die Ezperimente F,, n € IN, sollen die gerade beschriebenen Voraussetzungen erfiillen.
Wir betrachten das Testproblem (Hy, K¢) mit £ € H\ {0} aus Formel (5.27). Fine Folge
von Tests ¢, + X, — [0,1], n € IN, heifft ®—adaptiv (zum Niveau a € (0,1) fiir
das Testproblem (H,, K;)), falls fir die Gitefunktionen gy, gilt

(h, £)

lim g, (h) = ® <‘I)1(O‘) MR On)

n—o0

) fiir alle h € H und alle # € ©.

Bemerkung 5.23

1. Eine ©-adaptive Testfolge ist fiir jedes feste # € © asymptotisch optimal in der
Klasse aller a—ihnlichen Testfolgen fiir das Problem (Hy, K;) im Sinne von Defi-
nition 1.41. Wiére der Parameter # bekannt, so kénnte man keinen asymptotisch
besseren Test angeben. Wir verbinden also auch hier den ,,Adaptionsbegriff“ mit
einer Optimalitétseigenschaft.

2. Da schwache Konvergenz von Experimenten meistens eine Lokalisierung im Pa-
rameterraum impliziert, ist es auch in diesem Fall wieder naheliegend, von lokal
adaptiven Testfolgen zu sprechen.
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Nun wollen wir angeben, was Definition 5.22 fiir unsere Regressionsmodelle bedeutet.
Der folgende Satz ist eine direkte Folgerung aus dieser Definition, man vergleiche auch
den Beweis von Satz 5.13.

Satz 5.24 (Adaptive Testfolge fiir die Modelle E'¢)

Gegeben sei eine Menge G von Fehlerverteilungen @, die allesamt den Voraussetzungen
2.9 geniigen sollen mit endlicher positiver Fisher-Information J(Q). Weiterhin sollen
Designfolge, Grenzdesign, Regressoren und Varianzfunktion die Voraussetzungen von
Satz 2.16 erfillen, und B bezeichne die Matriz aus (2.26). Wir betrachten die lokali-
sierten Ezperimente E'°° aus Formel (5.1) und die Testprobleme

={BeR (B0}, K,={BeRF|(T3>0}, (5.28)

mit £ € R*\ {0}.
FEine Folge von Tests p, : R" — [0,1], n € IN, ist genau dann G-adaptiv zum Niveau
a € (0,1) fir das Problem (Hy, Ky), wenn gilt

.
lim 9o (B) = < )+ J( ;T BB ) fiir alle B € R” und alle Q € G.

Nun liegt natiirlich die Frage nahe, ob man mittels lokal adaptiver Schitzfolgen auch
adaptive Testfolgen konstruieren kann. Die Antwort ist sehr einfach. Wir beschréinken
uns dabei auf die Betrachtung der Linearen Regressionsmodelle E'°.

Satz 5.25 (Konstruktion adaptiver Tests aus adaptiven Schitzern)

Gegeben seien die Experimente E'¢ und das Testproblem (Hy, K;) aus Formel (5.28).
Alle Voraussetzungen von Satz 5.24 seien erfillt.

Weiter seien eine im Sinn von Satz 5.18 G-adaptive Folge von Schitzern T, : R™ — RF,
n € IN, gegeben, sowie eine Folge J, : R" — IR, n € IN, von konsistenten Schdtzern fiir

J(Q), d.h.
lim ®er(tm)5 (|Jo = J(Q)|>€)=0  firalee>0, 3R und Q € G. (5.29)
n— 00 LTI
1 ni
Dann ist die Folge von Tests ¢, : R" — [0, 1],

1, /90T, (2) > d71(1 — o)

Pn(T) 1= ) reR" nelN,
0, ZTT (r) < @711 — )

ZTB

G-adaptiv.

Beweis. Aus (5.5) und (5.29) folgt die schwache Konvergenz

J, AN
o (=L, t %N( 7 7,1)
( (TB-1¢ @i@?m%) (Q) %ZTB—IZ

fir alle 8 € R* und Q € G und damit wie im Beweis von Satz 3.5 die Behauptung. [
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5.3.2 Tests mit den Schitzern von Koul & Susarla

Wir wollen nun die auf den Schitzern 5* aus (5.9) und 8, aus (5.17) basierenden Test-
folgen betrachten. Man beachte dabei, dass nach Theorem 5.1 aus Koul und Susarla
(1983) die Schiitzer J* aus (5.8) unter den Voraussetzungen von Satz 5.15 konsistent im
Sinne von (5.29) fiir J(Q), Q € Gyym, sind. Ebenso sind die Schétzer J,, aus (5.16) unter
den Voraussetzungen von Satz 5.16 konsistent im Sinne von (5.29) fiir J(Q), @ € Gy.
Der folgende Satz ist eine direkte Folge der Sétze 5.17 und 5.25.

Satz 5.26 (G,ym—adaptive Tests fiir E'°¢ basierend auf B; und j;)

Gegeben seien die lokalisierten Linearen Regressionsmodelle E'°¢ mit dem Nebenparame-
terraum Gy, Weiterhin sollen Designfolge, Grenzdesign, Regressoren und Varianzfunk-
tion die Voraussetzungen von Satz 2.16 erfillen, und B bezeichne die Matriz aus (2.26).
FEs sollen die beiden Konvergenzvoraussetzungen (5.11) und (5.12) aus Satz 5.15 gelten.
Bt baw. J* seien die Schitzer aus (5.9) bzw. (5.8).

Dann ist die Folge von Tests ¢ : R" — [0, 1],

1, ZTB ZTB (r) > &7 '(1 - «)
Pn (@) == ,  r€R" nelN, (5.30)

0, /W73 () < B (1 - a)

Gsym—adaptiv, also

7}520 9 (B) = ( )+ ETB ) fir alle p € RF und alle Q € Gsym.-

Den folgenden Satz erhélt man analog zu Satz 5.25 aus Satz 5.19.

Satz 5.27 (Auf 3, und J, basierende Testfolge fiir E'oc)

Gegeben seien die lokalisierten Linearen Regressionsmodelle EY¢ mit dem Nebenpara-
meterraum Gg. Keine der Funktionen fi,..., f sei konstant in L*(H). Weiterhin
sollen Designfolge, Grenzdesign, Regressoren und Varianzfunktion die Voraussetzungen
von Satz 2.16 erfiillen.

Es mdgen die beiden Konvergenzvoraussetzungen (5.20) und (5.21) aus Satz 5.16 gelten.
By baw. J, seien die Schitzer aus (5.17) bzw. (5.16), D sei die Matriz aus (5.25).
Dann hat die Folge von Tests ¢, : R" — [0,1],

1, /A2 T B (z) > 371(1 — )
On(T) = , zeR", nelN, (5.31)

0, VZTD leéTﬁn( ) <® (1 —a)

die Grenzgiite

-
T}Lrglo 9pn(B) = ( )+ ;;g ) fiir alle 3 € RY und alle Q € Gy.
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Diese Tests sind im Allgemeinen nicht Gg—adaptiv im Sinn von Definition 5.22.
Hilt man ein () € Gy fest und betrachtet dazu den optimalen Test ¢} aus Satz 3.1, so
ergibt sich die von () unabhéngige Asymptotisch Relative Effizienz

("D
ARE(¢: = ¢p) = ——— > 1.
RE(on  ¢n) = iy 2

Die Tests ¢, sind also genau fir die Probleme (Hy, Ky) Gy —adaptiv, fir die gilt
("B~ =¢"D7 ' (5.32)

Bemerkung 5.28 Die Menge der ¢, die Bedingung (5.32) erfiillen, bildet eine Hyper-
ebene des IR¥.

Beispiel 5.29 Gegeben sei der Versuchsbereich V = [0, 1]. H sei die Verteilungsfunkti-
on des auf V eingeschrinkten Lebesgue-Mafles. Die Designfolge H,, sei H-#quidistant,
die Varianzfunktion 0% = 1. Weiter seien Regressoren fi(z) =z und fo(z) =22, z € V,
gegeben. Damit ergeben sich

1 1
o 48 =60 [z @ [ 192 —180
)’B _<—60 g0 )P~ D=1 g0 180 )¢

("B =("D" < (c [( 2 >],

und damit ist die Testfolge ¢, unter den Voraussetzungen von Satz 5.27 genau dann
Gu—adaptiv, wenn £ ein Vielfaches des Vektors (5,6) " ist.

Sy

I
/N
== W=
Ol=

ol=
&l=

Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir noch die Testfolge ¢, mit der Folge der
Likelihood-Quotienten-Tests ©Z? aus (3.8) vergleichen. Da diese jedoch die Varianz
72(Q) der Fehlerverteilung als bekannt voraussetzen, werden wir gemif Korollar 3.6
diese Varianz durch einen konsistenten Schiitzer 72 ersetzen. Dann folgt aus Satz 3.5
und Satz 5.27 sofort

Satz 5.30 (Vergleich von ¢, und %9 )

Es gelten die Voraussetzungen von Satz 5.27. Wir schrinken aber die Klasse zuldssiger
Fehlerverteilungen weiter ein. Es sei G :== {Q € Gy | [z Q(dz) =0, [2? Q(dx) =:
72(Q) < oo}. @, sei die Testfolge aus (5.81) und L9 sei die Folge der LQ-Tests mit
konsitentem Varianzschitzer 72. Dann gilt fiir festes Q € G:

("D
J(@)T(Q)TB~
Diese Pitman-Effizienz ist abhingig von der unbekannten Fehlerverteilung @) und kann

alle Werte im Intervall (0,00) annehmen. Somit ist im Allgemeinen keiner der Tests
asymptotisch ,besser® als der andere.

ARE(@E? : @) =
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Beispiel 5.31 (Fortsetzung von Beispiel 5.29)
Wir betrachten das Testproblem (Hy, K;) mit £ = (1,0)". Dann ist fiir festes Q € G:

4
J(@)*(Q)

Betrachtet man als Fehlerverteilung die zweiseitige Exponentialverteilung (), mit Para-
meter r € IN aus Beispiel 2.10, so erhilt man fiir r > 13 die Ungleichung J(Q,)7*(Q,) >
4 und fiir r < 13 die Ungleichung J(Q,)7*(Q,) < 4. Damit ist fiir r > 13 der Test ¢,
besser, fiir r < 13 ist der LQ-Test besser.

ARE(pE? : ¢,) =

5.4 Simulationen

Den Abschluss dieses Kapitels bilden einige Simulationen, die dem Leser eine grobe Vor-
stellung von der Qualitéit einiger der in der vorliegenden Arbeit untersuchten Tests bei fe-
sten Beobachtungsumfingen n geben sollen, die aber keinerlei Anspruch auf Vollsténdig-
keit erheben. In dieser Studie wurden die LQ-Tests ¢Z? aus (3.3) auf Seite 76, die
asymptotisch optimalen Tests @} aus Satz 3.1 sowie die adaptiven Tests ¢} aus (5.30)
miteinander verglichen.

Der Simulation lag die folgende Situation zu Grunde:

e Versuchsbereich V = [0, 1],
e Varianzfunktion o? = 1,
e Regressoren f1 =1, fo = idjy 1,

e Versuchspunkte ¢,; = %, 1=1,...,n,n e IN.

Es handelt sich also um eine Geradenregression

1
Zrlzoc = % nﬁ + €n, B € R27

mit

—_
A

13
wobei, ganz im Kontext der vorliegenden Arbeit, im Parameterraum mit der Rate %

lokalisiert wurde. Die folgenden Fehlerverteilungen () wurden simuliert:

e Eine N (0, 1)-Verteilung mit Fisher-Information J(Q) = 1 und Varianz 7%(Q) = 1,
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e cine Laplace-Verteilung, vgl. Beispiel 3.11, mit Fisher-Information J(Q) = 1 und
Varianz 72(Q) = 2 und

e cine Binomialverteilung auf der Menge {—2, —1,0, 1,2} mit Trefferwahrscheinlich-
keit p = % und Varianz 72(Q) = 1, die den Voraussetzungen 2.9 nicht geniigt und
deren Fisher-Information nicht existiert.

Das der Simulation zu Grunde liegende Testproblem ist durch die Linearform ¢ = (0,1) "
in der Form

H,={B= (51752)T € R? | ('8 =p< 0}, Kp={B8= (51752)T € R? | ('8 =p> 0}

gegeben, wir interessieren uns also dafiir, ob die Steigung der Geraden negativ ist. Als
Test-Niveau wurde a = 0.05 gewéhlt.

Die Simulationsergebnisse beruhen auf 10000 Wiederholungen und wurden fiir die Be-
obachtungsumfinge n = 30, n = 50 und n = 100 durchgefiihrt. Als Parameterwerte
wurden fiir By die Werte 0, 1,5 und 10 gewé#hlt und stets fiir 5; der Wert 0.

Bevor wir die Simulationsergebnisse wiedergeben, miissen wir noch auf die Problematik
eingehen, die mit den adaptiven Tests ¢; verbunden ist. In der Teststatistik von ¢
tritt der Schiitzer 3% aus (5.9) auf, bei dem noch die GroBen ry, z,, a, sowie die Funk-
tion g ,eingestellt“ werden miissen. Die kritische Grofle dabei ist die ,Bandbreite® r,,
die einen sehr starken Einfluss auf den Schétzer hat. Wir haben fiir r,, jeweils auf Vor-
studien basierende Werte genommen, die in den einzelnen Tabellen mit aufgefiihrt sind.
Ferner wurde a,, = 0.01 gesetzt, und g bzw. z, wurden implizit festgelegt, indem wir die
in den Schétzern auftretenden Integrationen jeweils im Intervall [—20, 20] durchgefiihrt
haben. An dieser Stelle sei auf die Arbeit Hsieh und Manski (1987) hingewiesen, in der
adaptive Schétzer aus Bickel (1982) simuliert wurden. In der dortigen Simulationsstudie
wurde genauer auf die Problematik der ,einzustellenden Parameter” eingegangen. Wir
wollen auch noch erwihnen, dass die adaptiven Tests ¢} unserer Simulation nicht nur
aufwendig zu implementieren waren, sondern auf Grund der auftretenden Integrationen
sehr viel Rechenzeit benotigten, was die geringen Beobachtungsumfinge sowie die ge-
ringe Anzahl von Wiederholungen erklért.

Die folgenden Tabellen geben unsere Simulationsergebnisse wieder, wobei in den Spalten
mit der Uberschrift n = oo die jeweiligen Grenzgiiten der verschiedenen Tests angefiihrt
sind.

Normalverteilte Fehler

Sind die Fehler N(0,1)—verteilt, so sind alle drei betrachteten Testfolgen dquivalent,
d.h. sie besitzen dieselbe Grenzgiite. Bei kleinen Beobachtungsumfingen ergeben sich
jedoch grofle Unterschiede, wie Tabelle 5.1 verdeutlicht. Wahrend der LQ-Test sowie der
asymptotisch optimale Test fiir alle drei Beobachtungsumfinge dem Wert, der Grenzgiite
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n =30, r, = 0.25 n =50, r, =0.2 n = 100, r, = 0.16 n = 00
Bo |l on | o | b lon® | oh | @h |l on® | o | @ || alle
0 | .0524 | .0527 | .0587 || .0506 | .0502 | .0693 || .0488 | .0487 | .0725 || .05
.0855 | .0901 | .0876 || .0842 | .0879 | .1108 || .0842 | .0860 | .1068 || .088
4216 | .4790 | .3339 || .4182 | .4499 | .3952 || .4167 | .4357 | .4075 || .421
10 | .8989 | .9409 | .7547 || .8900 | .9222 | .8134 || .8883 | .9027 | .8221 || .893

Y| =

Tabelle 5.1: Simulationsergebnisse fiir normalverteilte Fehler

bereits sehr nahe kommt, ist der adaptive Test nicht einmal in der Lage, das vorgegebene
Niveau von 5% einzuhalten. Die zum Teil hoheren Giitewerte fiir die Parameter 8y = 1,
Bo = 5 und [y = 10 sind damit nicht mit den Giitewerten der anderen beiden Tests
vergleichbar.

Laplace-verteilte Fehler

Sind die Fehler Laplace-verteilt, so besitzen der asymptotisch optimale Test und der
adaptive Test eine bessere Grenzgiite als der LQ-Test. Dies kommt bei den simulierten
Stichpobenumféingen jedoch nicht zum tragen, vgl. Tabelle 5.2. Auch hier zeigt sich,

n =30, r, = 0.27 n = 50, r, = 0.22 n = 100, r, = 0.19 n = 00

Bo |l on® | oh | @h lon” | oh | @h |l on” | b | &b |l en” | oh &h
0 | .0509 | .0510 | .1242 || .0499 | .0528 | .1389 || .0511 | .0494 | .1181 .05 .05

1 |.0782 | .0873 | .1614 (| .0699 | .0850 | .1865 || .0711 | .0833 | .1620 || .075 .088
2692 | .2562 | .4202 || .2779 | .2909 | .4641 || .2612 | .3112 | .4032 || .266 421
10 | .6588 | .3784 | .7653 || .6557 | .4801 | .7955 || .6643 | .5985 | .7634 || .654 .893

Tabelle 5.2: Simulationsergebnisse fiir Laplace-verteilte Fehler

dass der adaptive Test das vorgegebene Niveau nicht einhalten kann. Betrachtet man
den Parameter § = 10, so erkennt man, dass der LQ-Test eine deutlich groflere Giite
aufweist als der asymptotisch optimale Test, was andeutet, dass dessen Asymptotik
erst fiir grofle Beobachtungsumfinge n greift. Um eine Vorstellung von der Asymptotik
von ¢, zu bekommen, wurden weitere Simulationen fiir einen Beobachtungsumfang von
n = 1000 durchgefiihrt und in Tabelle 5.3 dargestellt. Dabei erkennen wir, dass selbst

n = 1000 n = 0o

B | en® | o [ en®]| ¢
5 | 2689 | 3832 || .266 | 421
10 | 6524 | 8038 || .654 | .893

Tabelle 5.3: Weitere Simulationsergebnisse fiir Laplace-verteilte Fehler

dann der Test ¢ seine Grenzgiite noch nicht ,erreicht“. Allerdings tritt deutlich seine
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groflere Giite gegeniiber dem LQ-Test zu Tage.

Binomialverteilte Fehler

Zum Abschluss unserer Simulation haben wir eine Binomialverteilung, also eine dis-
krete Fehlerverteilung betrachtet, so dass der Test ¢, der ja im Wesentlichen auf den
Lebesgue-Dichten der Fehlerverteilung beruht, nicht existiert. Auch fiir den adaptiven
Test ¢; haben wir bisher die Voraussetzungen 2.9 an die Fehlerverteilung gestellt. Zu
Beginn von Abschnitt 5.2.3.1 wurde aber schon erwihnt, dass der Schétzer B;, auf dem
der Test ¢; beruht, auch fiir z.B. binomialverteilte Fehler anwendbar ist, wenn man fiir
die Fisher-Information J(Q) = oo setzt. Aus dieser Sicht sind die Simulationsergebnis-
se aus Tabell 5.4 nicht verwunderlich. Der adaptive Test ist fiir S5 = 5 und fy = 10

n=30,r,=0251| n=50,r, =02 | n=100,r, =0.15 || n =0
Bo | o | ¢} o | on | en” o o
0 | .0513 .0421 .0499 .0266 .0487 .0079 .05
1 | .0875 .0547 .0876 .0410 .0858 .0262 .088
4143 .6189 4218 .7507 4266 8211 421
10 | .8916 .8449 .8948 9159 .8935 .9492 .893

Tabelle 5.4: Simulationsergebnisse fiir binomialverteilte Fehler

deutlich besser als der LQ-Test, vor allem auf Grund der Tatsache, dass er sogar ein
deutlich geringeres Niveau einhilt als die vorgegebenen 5%. Betrachtet man die Grenz-
wertaussage (5.13) fiir den Schiitzer 37 aus Satz 5.15, so erkennt man, dass 3% wegen
J(Q) = oo trotz der Lokalisierungsrate — —= ein konsistenter Schétzer fiir § ist, wohinge-
gen der Gaufl-Markoff-Schétzer, auf dem der LQ-Test beruht, bei dieser Rate lediglich
asymptotisch normalverteilt ist mit positiver Varianz.



Anhang A

Technische Hilfsmittel

A.1 Variationsabstand, Hellingerabstand, Affinitit
und Hellingertransformierte

Seien (£2,.4) ein Messraum und M (Q) der Vektorraum aller endlichen signierten Mafle
auf (2, A4). Ein signiertes Mafl p € M(Q) lédsst sich eindeutig in zwei zueinander sin-
gulire endliche MaBle zerlegen: = pu* — . Durch

el = () + 1~ (2)

wird eine Norm, die Totalvariationsnorm auf M(2) definiert.
Der Raum (M(Q), || - |lrv) ist ein Banach-Verband, vgl. Elstrodt (1996), S. 273.

Definition A.1 (Variationsnorm) Auf M(Q)) wird mittels
lellv = sup{|p(A)] - A e A}

eine Norm, die Variationsnorm definiert.

Offensichtlich sind die beiden Normen dquivalent, denn fiir ein signiertes Maf} ;1 gilt die
Abschétzung

el < [pllrv < 2(lpllv-
Somit ist auch der Raum (M(), || - ||v) ein Banach-Verband.

Definition A.2 (Hellingerabstand) Seien P,Q € M(Q) Wahrscheinlichkeitsmafe
und v € M(Q) ein beliebiges Mafy mit P < v und Q) < v (zum Beispiel v = P + Q).

Dann heifSt ) 1
1 dP dQ 1 dP dQ
dg(P,Q) == — Vo =S av ] o= ||y =5
1(P,Q) V2 / ( dv du) Y V2 dv dv || |
Q L2(v)
Hellingerabstand von P und Q. Dabei bezeichnet || - |12y die kanonische Norm des
LQ(Q, A, V) .

137
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Bemerkung A.3 Der Hellingerabstand héngt nicht vom dominierenden Maf} v ab. Auf
dem Raum aller Wahrscheinlichkeitsmafle auf (€2, A) wird durch dp eine Metrik mit

0<dyg(P,Q) <1 (A.1)
definiert.

Definition A.4 (Affinitét) Fir Wahrscheinlichkeitsmafle P und Q) wird durch

o(P.O) ::Q/\/Z:f\/fl:fdy: <\/fl:f, \/‘;:ff> (A.2)

L3(v)
die Affinitat von P und () definiert.

Definition A.5 (Hellingertransformierte)
Seien © # 0 ein Parameterraum und E = (X, A, {Py : 0 € ©}) ein Ezperiment. Sei

A©O) :={a C O] |a| < oo}

das System aller endlichen Teilmengen von ©. Fir beliebiges o € A(O) sei

Sa::{zell—-{|°‘|0§29§1, 0 € a, Zzgzl}

0ca

der Standard-Simplex des Rl Fiir beliebiges o € A(©) sei
Ey:= (X, A {Py:0 € a})

die Einschrinkung von E auf den Parameterraum c.
Fiir o € A(©) sei v ein Maf auf (X, A), das die Menge {Py : § € a} dominiert. Dann

heifst 2
H(E,) : So — [0,1], H(E.)(2) := /H (%) dv, 2= (2)pca € Sa,
fca

die Hellingertransformierte von E,, vgl. Strasser (1985), S. 271.

Die Hellingertransformierte hingt nicht von dem dominierenden Maf} v ab.

Lemma A.6 (Satz von Scheffé) Sind P,QQ € M(Q) Wahrscheinlichkeitsmafle und
werden sie dominiert von einem o—endlichen Maf$ v (zum Beispiel v = P 4+ Q), so gilt
fiir den Variationsabstand der Mafle P und Q)

1 [|dP  dQ dP  dQ
1P-alv =3 [ |5 - %
Q

dv dv

1
dl/:—‘
2

dv dv

L(v) .

Beweis. Strasser (1985), S. 7.
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Eine direkte Folgerung dieses Lemmas sowie der Substitutionsregel ist das folgende

Lemma A.7 Seien ¥,,%, € R¥** positiv definite Matrizen. Dann gilt fir die folgenden
Normalverteilungen

IN(0,¢%1) = N(0, %) [y = [IN(0,%1) = N(0, %)l fiir alle ¢ > 0.

Lemma A.8 (Hellingerabstand und Variationsabstand) Fs gilt die Ungleichung

By(P.Q) < P~ Qllv < /&% (P.Q)(2 — &3 (P.Q). (A.3)

Beweis. Strasser (1985), S. 11.
Lemma A.9 (Hellingerabstand und Affinitét) Es gilt die Beziehung

(P,Q) =1-a(P,Q). (A4)

Beweis. Offensichtlich.

Lemma A.10 (Affinitit, Hellingerabstand und Produktmafle)
Seien P;, Q;, i = 1,...,n, WahrscheinlichkeitsmafSe auf den Messrdumen (§;, A;). Dann
qilt fiir die Produktmafe

1.

¢ (@ 1’2"@@@') = Ha(Pz-,Qi), (A.5)

n

dy <® P, ®Qi) =1-[[ (1 —di(P, Q). (A.6)

=1

Beweis. 1. ist offensichtlich, 2. folgt aus 1. und Lemma A.9, vgl. auch Strasser (1985),
S. 12. U

Lemma A.11 (Hellingerabstand und Hellingertransformierte)
Sei E = (Q,A,{Fy: 0 € ©}) ein Experiment, dann gilt

11
a(P917 P92) =1- d%I(P&: P92) = H(E{Qlﬂz}) <§7 5)

fiir alle 6,05 € O.
Beweis. Folgt direkt aus den Definitionen und Lemma A.9. 0

Die folgenden beiden Beispiele erhilt man durch elementare Rechnungen.
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Beispiel A.12 (Hellingerabstand zweier eindim. Normalverteilungen)
Seien i1, 1o € R und 07,09 > 0. Dann ist

2 _ 2
@ (N (1, 03), N2, 03) =1 — | | 25 exp {—M} .

o2 + o3 4(0? + o3)

Beispiel A.13 (Hellingerabstand k-dim. Normalverteilungen mit EW 0)
Seien ©,,%, € R¥* symmetrisch und positiv definit. Dann gilt fiir k-dimensionale
Normalverteilungen mit Erwartungswert 0 € R":

d2(N(0,%,), N(0,5,)) =1 — 25 - (det 31)7 (det 221)1‘
(det (X + X))2

A.2 Hilbertraumwertige Zufallsvariablen

Wir wollen hier kurz definieren, was wir unter dem Erwartungswert und der Covarianz
einer hilbertraumwertigen Zufallsvariablen verstehen. Zu den folgenden Ausfiihrungen
vergleiche man Ibragimov und Rozanov (1978), S. 7 ff. oder Kuo (1975), S. 15 ff.

Definition A.14 (EW und VAR von hilbertraumwertigen Zufallsvar.)
Sei X eine Zufallsvariable mit Werten in einem separablen Hilbertraum (H, (-,-)).
Ein Hilbertraumelement v € H mit

(v,h) = E(X,h) fir alleh € H

wird Erwartungswert von X genannt; man schreibt auch EX = .
Ein linearer Operator S : H — H mut

<Sh1,h2> = COU(<X, h1>,<X, h2>) fur alle hl,hg € H
wird Covarianz von X genannt; man schreibt auch Cov(X) = S.

Bemerkung A.15 Der Erwartungswert E(X) muss nicht notwendig existieren. Wenn
er existiert, ist er eindeutig bestimmt. Ist E(|| X ||) < oo, so existiert der Erwartungswert.
Auch die Covarianz Cov(X') muss nicht notwendig existieren. Wenn sie existiert, ist sie
ein eindeutig bestimmter, symmetrischer und positiv semidefiniter Operator. Dabei
nennen wir einen Operator S : H — H positiv semidefinit, falls fiir alle h € H gilt
(Sh,h) > 0. Der Operator S heifit positiv definit, falls fiir alle h # 0 gilt (Sh, h) > 0.
Ist E(||X]|?) < oo, so existiert die Covarianz Cov(X).

Lemma A.16
Sei X eine Zufallsvariable mit Werten in einem separablen Hilbertraum (H, (,-)).
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1. Emstiert der Erwartungswert EX, so ist er in folgendem Sinn unabhingig vom

Innenprodukt (-,-): . .
Fir jede stetige Bilinearform s : H x H — R, d.h. aus hy, — h, h, — h in
(H,{-,-)) folgt s(hy, hy) — s(h,h), gilt

Es(X,h) =s(EX,h) fir alle h € H.

Dabei muss s weder symmetrisch noch definit sein.

Ezistiert die Covarianz Cov(X), so ist sie in folgender Weise vom Innenprodukt

abhéingig. Ist A: H — H ein symmetrischer, positiv definiter Operator, so wird
durch
[hl, hg] = <Ah1, h2> fU/f‘ hl, hg eH

ein weiteres Innenprodukt auf H definiert, und (H,[-,-]) ist wiederum ein Hilbert-
raum. Dann existiert die Covarianz von X in (H,[-,-]) und es ist

Cour. 1(X) = Cov(X)A.

Beweis. Fiir den Fall eines endlichdimensionalen Hilbertraums findet man den Beweis
in Eaton (1983), S. 73 ff. Dieser Beweis lisst sich leicht verallgemeinern.

1.

Sei s eine beliebige stetige Bilinearform. Dann existiert nach Heuser (1992), S. 185,
ein stetiger linearer Operator A : H — H mit s(hy, ha) = (Ahy, hy) fiir alle
hi,hy € H. Ist A* der zu A adjungierte Operator, so gilt fiir h € H

Es(X,h) = E(AX,h) = E(X, A*h) = (EX, A*h) = (AEX,h) = s (EX,h),
insbesondere existieren alle auftretenden Erwartungswerte.
Fiir hl, hg €eH gllt

Cov([X, hi],[X,ho]) = Cov({AX,h1),(AX, hy)) = Cov((X, Ahy), (X, Ahy))
= (Cov(X)Ahy, Ahy) = (ACov(X)Ahy, hy) =
= [Cov(X)Ahy, hs],

insbesondere existieren alle auftretenden Covarianzen. |

A.3 Ein Transformationssatz

Wir betrachten eine beliebige Verteilungsfunktion H auf [a, b] mit zugehérigem Wahr-
scheinlichkeitsmafl Py. Durch

H™'(s) :=sup{t € [a,b] | H(t) < s}, s€]0,1], (A.7)

wird die rechtsseitig stetige Quantilfunktion von H definiert. Wir setzen hierbei
sup{0} := a. H~' wichst monoton, somit ist diese Funktion auch von oben halbste-

t1g.
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Satz A.17 (Transformationssatz) Sei f € LP(H), p € [1,00), und A bezeichne das
Lebesgque-Maf auf [0,1]. Dann gelten

1. foH e LP(N) und

2.
/fde = / (foH Y)Y dX\ fiir alle t € [a,b]. (A.8)
H(t

Beweis. Wir zeigen Teil 2. Die erste Behauptung wird dabei implizit mitbewiesen.
Definieren wir fiir beliebiges, aber festes ¢ € [a, b] die maBidefinierende Funktion

H; :[a,b] = [0,1], H(z):=min{H(z), H(t)}, x € [a,b],

so ist das zu H; gehorige Mafl Py, das Bildmafl von \; := )\|[0,H(t)} unter der Abbildung
H!, also

PHt - )\f_l,
denn fiir alle z € [a, b] gilt
M (la2]) = Niomn({s € 0,1] | H ' (s) € [a,a]})
B { H(x), falls H(x) < H(t) }
N H(t), falls H(z) > H(t)

= min{H (x),H(t)} = Hi(x) = Pg,([a, z]).

Jetzt folgt mit dem Transformationssatz fiir Bildmafe

/ (@) Puldz) — / £ (@) Py (dr) = / JP()N () =
[a,f] [a,b] [a,b]

= [Gomt@y i = [ (fon @) A

[0,1] [0, H ()]

A.4 Satze iiber Funktionen von beschrinkter Varia-
tion

Satz A.18 Seien G, n € IN, und G Verteilungsfunktionen auf dem Intervall [a,b] C R
mat
sup |G,(t) — G(t)] =0 fiir n — oo, (A.9)

t€(a,b]
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und sei g : [a,b] = R von beschrinkter Variation auf [a,b]. Dann gilt

/gdGn—>/gdG fiir n — oo.

[a,b] [a,b]

Die Integrale sind hierbet nicht als Riemann-Stieltjes Integrale, sondern als Integrale
beziiglich der durch G, bzw. G eindeutig bestimmten MajSe zu verstehen.

Beweis. Es geniigt, die Aussage fiir monotone Funktionen g zu beweisen. Seien P,, P
die zu G, G gehorigen Wahrscheinlichkeitsmafle, und sei g eine beliebige monotone
Funktion. Dann gilt unter der Voraussetzung (A.9)

P, (g7 ((, B))) =3 P (g*((a, B))) fiir alle reellen Zahlen a < 3.

Man beachte dabei, dass g~ '((a, 3)) wieder ein (nicht notwendig offenes) Intervall ist.
Mit Billingsley (1968), Theorem 2.2 folgt jetzt die schwache Konvergenz der Verteilungen

Py 2y p9,

Die Funktion g ist beschréinkt, also ist idg(,p)) eine stetige und beschrinkte Funktion
auf dem Bild g¢([a, b]) von g. Jetzt folgt mit der Definition der schwachen Konvergenz

/ q dPn = / idg([a,b]) dPng n_)—of / Z'dg([a,b}) dPg = /g dP.

[a,b] 9([a,b]) 9([a,b]) [a,b]

Satz A.19 Sei g € BV|0,1] mit Totalvariation V(g). Fir die Diskretisierung

=30 (i)

von g gilt die Abschdtzung

() +9 () 1z (1), €01,

n

L
n

/1 )= ()i < Vi(9) +V(9)

Beweis. Sei

. 1
Cm::sup{‘g(x)—g<%)‘ Cx € {Zn ,%)}, i=1,...,n.
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Dann ist > Cp; < V(g). Zudem sind maximal [V'(g)] der Summanden C); grofier als 1.
i=1
Damit folgt

1 n i . 2 n
1 1
[ g = 3 [ (s -0 (L)) w<> e
; <cz,
iy adlyaddyvgilye
n i=1 " n i=1 " n i=1 n =1 "
Cpi>1 Cpi<i Cpi>1 =

%V(Q)VQ(Q) + %V(g) = —Va(g): au

IN

O

Satz A.20 Seien f € BV]a,b] und g : [c,d] — [a,b] monoton wachsend. Dann ist
fogé€ BVie,d] und es gilt
V(fog) <V(f).

Beweis. Die Aussage folgt direkt aus der Definition der beschrinkten Variation. U

Satz A.21 (vgl. Hildebrandt (1963), S.52) Seien o von beschrdnkter Variation auf
[a,b] und u € Cla,b]. Dann ist die Funktion

tH/M@MML te la b,

stetig auf [a, b].

A.5 Stochastische Integrale nichtzufilliger Funktio-
nen

Wir tragen hier kurz einige bekannte Tatsachen zum Thema ,Stochastische Integrale

nichtzufilliger Funktionen® zusammen. In der Literatur finden sich die Aussagen zum
Beispiel in Wentzell (1981), S. 38-41.

Sei [a,b] € R ein abgeschlossenes Intervall. Wir betrachten einen zentrierten sto-
chastischen Prozess £(t), t € [a,b], auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P) mit
existierenden zweiten Momenten und unkorrelierten Zuwdchsen. Dann existiert ei-
ne bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmte monoton wachsende Funktion
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F :a,b] — R mit E(£(t) — £(s))? = F(t) — F(s) fiir s,t € [a,b] mit s < t. Wir betrach-
ten im Folgenden nur solche Prozesse, fiir die die zugehorigen Funktionen F' rechtsseitig
stetig sind. Man beachte, dass jede Funktion F' mittels der Gleichung

p((s,t]) == F(t) — F(s) fiir s,t € [a,b], s < t,

ein endliches Maf p auf ((a, b], B((a, b])) definiert. Wir werden im Folgenden die Funkti-
on F' mit dem zugehorigen Maf identifizieren. Der Punkt a spielt in den Betrachtungen
keine Rolle, so dass wir die nicht festgelegte Konstante von F' vernachléssigen und von
,der Funktion F' mit F'(a) = 0 sprechen konnen.

Beispiel A.22

1. Fiir die Brownsche Bewegung W (t), t € [0, 1], ist die zugehorige Funktion F' die
Identitét auf [0, 1].

2. Ist H eine beliebige Verteilungsfunktion auf [a, b], so wird durch £(t) := W (H(t))
ein zentrierter Gauflprozess mit unabhéngigen Zuwéchsen definiert, und es ist

Cov(W(H(t)), W(H(s))) =min{H(t), H(s)} fiir t,s € [a,b].

Die zugehorige Funktion ist F' = H.

Unter obigen Voraussetzungen existiert das stochastische Integral

I(f) := /bf(t) £(dt) fiir alle f € L*(F) (A.10)
als Grenzwert in L?(P) von Summen der Form
Xn: frl€(tnir) — €], (A.11)
i=0
wobei a = t,0 < t,1 < ... < tpy < tyny1 = b eine Zerlegungsnullfolge sei, und f

,geeignet* durch die f,,; approximiert werde, vgl. Wentzell (1981). I(f) ist somit eine
quadratisch integrierbare Zufallsvariable auf (2, A, P).

Wir fassen einige Eigenschaften des stochastischen Integrals in einem Lemma zusammen.

Lemma A.23 Unter obigen Voraussetzungen gilt fiir das stochastische Integral I(f) aus

(A.10)

1. B(I(f))=0 fir f € L2(F).
2. Var(I(f)) = [ f2dF  fir f € L*(F).

(a,b]
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3. Cou(I(f),1(9)) Z(f] fgdF  fir f,g € L*(F).
a,b

Lemma A.24 Seien £(t), t € [a,b], und f € L*(F) wie oben. Wir definieren den
Prozess ((t) firt € [a,b] durch

<uw=/f@§w@

Dann gilt fir g € L*(F) fast sicher die Gleichheit

/ﬁwcwwz/ﬁwﬂwaw»

A.6 Kernreproduzierende Hilbertriume

In diesem Abschnitt fassen wir die wichtigsten Hilfsmittel aus der Theorie der kernre-
produzierenden Hilbertrdume zusammen. Die Aussagen finden sich in groflerer Allge-
meinheit zum Beispiel in Parzen (1967) oder Luschgy (1991b).

Sei Z(s), s € [0,1], ein zentrierter Gaufiprozess mit stetigen Pfaden und Covarianzkern
R :[0,1] x [0,1] — R, und sei (92,4, P) der zu Grunde liegende Wahrscheinlichkeits-
raum. Der Prozess entspricht einem Wahrscheinlichkeitsmaf3 PZ (dem Bildma8) auf
(C10,1], B(C[0,1])), dem Raum aller stetigen Funktionen von [0,1] nach R, versehen
mit der Supremumsnorm und der zugehorigen Borelschen o—Algebra.

Durch den Covarianzkern R wird der zugehorige kernreproduzierende Hilbertraum
(H(R),(-,)n(r)) mittels der beiden Forderungen

R(-,s) € H(R)  fiir alle s € [0, 1], (A.12)

(h, R(+, 8)) (r) = h(s) fir alle s € [0,1] und alle h € H(R) (A.13)

eindeutig definiert, d.h. sowohl H(R) wie auch das Innenprodukt sind eindeutig festge-
legt. Es gilt weiterhin

H(R) C C|0,1].
Seien h € H(R) und Z,(s) := h(s) + Z(s), s € [0, 1], der Prozess mit Erwartungswert-
funktion A und gleichem Covarianzkern R. Sei P#* das zugehorige Wahrscheinlichkeits-
maf} auf C0, 1].

Dann sind die Mafle P#» und P# #quivalent, und fiir die Dichte ddl;zzh gilt

dP%
dpP?

(u) = exp {L(h)(u) — %Hh“%{(m} fir u € C10,1], (A.14)
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wobei die lineare Isometrie L : H(R) — L?*(CI0,1], B(C[0,1]), P?) dicht definiert ist
durch die Gleichung

L /R(-,s) p(ds) | (u) == /udu (A.15)
[0,1] [0,1]
fir v € C[0,1] und alle endlichen signierten Mafie p auf [0,1]. Man beachte, dass
die Menge { [ R(-,s)u(ds) | p endliches signiertes Mai} dicht in H(R) liegt und die
[0,1]
endlichen signierten Mafe auf [0, 1] mit dem topologischen Dual von C0, 1] identifiziert
werden konnen.

Der stochastische Prozess
(Cl0,1], B(C[0,1]), P%, {L(h) | h € H(R)})
ist ein Gaufprozess. Fiir alle h,g € H(R) gelten die Formeln

L (L(h) | PZ) =N (0, ||h,||12H(R)) , (A.16)
L (L(g) | P?) = N ({g, B umys N9l (ry) (A.17)

und
Covpz(L(h), L(9)) = (h, ) u(r)- (A.18)

Ein wichtiges Beispiel soll diese Begriffe verdeutlichen. Alle Aussagen des Beispiels
finden sich in der anfangs zitierten Literatur.

Beispiel A.25 Es sei W eine Version der Brownschen Bewegung mit stetigen Pfaden
auf dem Intervall [0, 1]. Der zugehorige Covarianzkern ist dann
R(s,t) = min{s, t}, s,t €[0,1].

Damit erhélt man als zugehorigen kernreproduzierenden Hilbertraum

HR) ={h:[0,1] >R |30 € L2()) : h(s) = /h’(x) Mdz), s € [0,1]
[0,s]

Fiir hy, hy € H(R) mit zugehorigen A, bl (diese sind A-fast sicher eindeutig bestimmt)
berechnet sich das Innenprodukt durch

<h1, h2>H(R) == / hllhIQ d)\ - <hll, h12>L2()\)-
[0,1]
Ist h € H(R) und ist ,das“ zugehorige h' rechtsseitig stetig und von beschrinkter Va-

riation, so kann man die lineare Isometrie L fiir dieses h explizit berechnen:
1

L) = [ W) uldz),  we Clo,1]
0
wobei das Integral als Riemann-Stieltjes Integral zu verstehen ist.
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A.7 Absolutstetige Funktionen

Definition A.26 (Absolutstetige Funktionen) Eine Funktion g : R — TR heifst
absolutstetig (genauer: auf endlichen Intervallen absolutstetig), wenn fir alle
C > 0 und alle € > 0 ein 6 > 0 existiert, so dass fiir jeweils endlich viele disjunkte

Intervalle (ay,by), ..., (ay,b,) C (=C,C), n € IN, mit > |bp —ax| < 0 gilt
k=1

n

> lglbe) — glax)| < e.

Jede absolutstetige Funktion ist natiirlich auch stetig. Es gilt sogar

Satz A.27 (vgl. Rudin (1987), S. 146) Eine Funktion g : R — R ist genau dann
absolutstetig, wenn eine Funktion ¢' mit

g(b) — g(a) = / g dX, fir alle —oo < a < b < oo

[a,b]

ezistiert.
In diesem Fall ist g N\—fast tberall differenzierbar mit Ableitung ¢'. In diesem Sinne
werden wir kinftig nur noch von der Ableitung einer absolutstetigen Funktion sprechen.

Aus diesem Satz folgt direkt

Korollar A.28 Ist g : R — R absolutstetig mit lim g(x) = 0, und ist die Ableitung

r—+o0

(im Sinne von Satz A.27) Lebesgue-integrierbar, so gilt

/g'd)\:().

Lemma A.29 Ist g : R — IR absolutstetig mit Ableitung ¢', so gilt
A{z € R|g(z) =0, ¢'(z) # 0}) =0.

Schlief$lich ben&tigen wir noch

Beweis. Sei A:={z € R |g(z) =0, ¢'(x) # 0}. Da g nach Satz A.27 A\fast sicher dif-
ferenzierbar ist, konnen wir ¢ fiir den Beweis dieser Aussage 0.B.d.A. als differenzierbar
voraussetzen. Nehmen wir weiter A\(A) > 0 an, so muss ein xy € A existieren, so dass in
jeder Umgebung von z, Punkte aus A liegen. Sonst wire A abzihlbar und somit eine
Lebesgue-Nullmenge. Also existieren Punkte z,, € A\ {zy} mit x,, — (. Es folgt

§'(zg) = Tim Ln) = 9(x0)

=0,

was im Widerspruch zu xy € A steht. Also muss A(A) = 0 gelten. O
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Lemma A.30 Ist Q) ein Wahrscheinlichkeitsmafi auf (R, B), das den Voraussetzun-
gen 2.9 geniigt, d.h. Q) besitzt eine absolutstetige Lebesgue-Dichte q mit Ableitung ¢’

gemaf$ Satz A.27 und
N\ 2
0 < / <%) dQ < o,

lim ¢(x)=0.

r—F00

so folgt

Beweis. Aus £ € [2(Q) folgt £ € L'(Q) und damit ¢' € L'()).
Nehmen wir an, es sei lim ¢(x) # 0, so existieren ein C' > 0 und eine Folge (z,)nen
T—00

mit x, — oo und ¢(z,) > C. Da ¢ eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist, miissen aber auch
ein 0 < ¢ < C und eine Folge (y,)nen mit y, — oo und ¢(y,) < ¢ existieren. Nach
Satz A.27 gilt aber

q(z,) —q(0) = / q d\ und q(yn) — q(0) = / q d,
[0,2x] (0,yn]

was auf Grund von ¢’ € L'()\) beim Grenziibergang n — oo zum Widerspruch fiihrt.
Folglich muss lim ¢(z) = 0 gelten, und analog zeigt man lim ¢(x) = 0. O
T—00 T——00
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Risikofunktion, 9, 11

Schétzer
effizienter, 116
Schétzfolge
adaptive, 118
asymptotisch effiziente, 116
lokal asymptotisch effiziente, 116
supereffiziente, 117
Schwache Konvergenz
von Experimenten, 24
von Maflen, 26
Schwache Topologie (Experiment), 24
Storparameter, 112
Standard-Gauf3shift, 20
Standard-Gauf3shift auf
endlichdimensionalem Hilbertraum, 21

unendlichdimensionalem Hilbertraum,

21
Standard-Simplex, 138
Starke Konvergenz von Experimenten, 24

Starke Topologie (Experiment), 13
Stochastische Konvergenz, 25

Test
a—dhnlicher, 27
dquivalenter, 28
optimaler, 28
unverfilschter, 27
verteilungsfreier, 75
zuléssiger, 28
Testfolge
adaptive, 129
asymptotisch a—iahnliche, 28
asymptotisch optimale, 28
asymptotisch unverfilschte, 28
totalbeschriankt, 34
Totalvariationsnorm, 137

Variationsnorm, 137
Verlustfunktion, 9
Verteilungskonvergenz

von Entscheidungsfunktionen, 29

von Maflen, 26
Wurzel einer Matrix, 22

Zentrale Folge, 27
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Gy, 20, 21
H(-), 138
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