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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation

Im Rahmen des Forschungsschwerpunktes Biostromungsmechanik werden am Insti-
tut fiir Stromungslehre der Universitéit Karlsruhe (TH) Blutstromungen im mensch-
lichen Kérper untersucht. Naturgeméaf spielt dabei die Stromung im Herzen und den
umgebenden Blutgefifien eine zentrale Rolle. Gegenstand der vorliegenden Arbeit
ist die numerische Simulation der dreidimensionalen, pulsierenden Stréomung im
Aortenbogen, die sowohl mit einem selbstentwickelten Code (KAPPA-cufem ) als
auch einem kommerziellen Code (STAR-CD®© ) durchgefiihrt wird.

Medizinische Aspekte

Erkrankungen des Kreislaufsystems sind in allen Industriestaaten die Haupttodes-
ursache. Problematisch gestaltet sich allerdings die genaue Definition eines Krank-
heitsbildes, da der Ubergang zwischen normalen, altersbedingten zu pathologi-
schen Verdnderungen flielend verlduft. Die Folgeerkrankungen an Herz, Gehirn,
anderen Organen oder den Extremitdten sind ebenso folgenschwer und verbrei-
tet wie bei der Atherosklerose. Die statistische Erfassung der Todesursachen spie-
gelt diese Problematik wider, zumal das Durschnittsalter der an den Folgen von
Gefaflkrankheiten Verstorbenen jenseits des siebzigsten Lebensjahres liegt und eine
Abgrenzung zum Alterstod hier willkiirlich erscheint. Dessen ungeachtet kommt den
GeféBerkrankungen neben dem individuellen Leid der Betroffenen durch die Kosten
fiir Fritherkennung, Priavention, Therapie und Rehabilitation eine volkswirtschaftli-
che Bedeutung zu, die Forschungsarbeiten auf diesem Gebiet rechtfertigt.

Auch wenn die Ursachen der Entstehung der Atherosklerose noch nicht vollstindig
geklart sind, kénnen anhand von Risikoprofilen, préventive und kurative Maf-
nahmen ergriffen werden, die zu einem sichtbarem Riickgang in den Morta-
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KAPITEL 1. EINLEITUNG

litdtsstatistiken fiihren. Die wichtigsten, allgemein akzeptierten Risikofaktoren, die
die Atherosklerose begiinstigen, sind :

o Alter

e Geschlecht

e genetische Veranlagung

e Storungen des Fettstoffwechsels (Hyperlipoproteinémie)
e Nikotinabusus

e Storung des Glukosestoffwechsels (Diabetes mellitus)

e Fettsucht (Adipositas).

Solange jedoch bei einem nennenswerten Anteil aller an Gefiaflkrankheiten Verstor-
bener keiner dieser Risikofaktoren zutrifft, muss weiterhin Ursachenforschung be-
trieben werden.

Einen Anhaltspunkt hierfiir liefert die Erkrankensh#ufigkeit, die nicht nur zwi-
schen verschiedenen Populationen und innerhalb einer Populalation bei verschie-
denen Individuen unterschiedlich ausgeprigt ist. Auch innerhalb eines Individuums
gibt es Affinitéiten zu bestimmten Gefiflabschnitten, die einen Zusammenhang zwi-
schen dem Auftreten von Geféflerkrankungen und lokalen Eigenschaften, wie der
Gefaflbeschaffenheit und den lokalen Strémungseigenschaften nahelegen. Charakte-
ristische Gefififormen, die eine verstirkte Entstehung von Atheorklerose bzw. hy-

pertensiver Arteriosklerose begiinstigen, sind nach Untersuchungen von Anitschkow
[2] und Aschoff [3] :

e Kriimmerstrecken, z.B. der Aortenbogen (Arcus aortae), die Kriimmung der
inneren Halsschlagader (Carotissyphon) oder in Teilen der Hirnschlagader
(Knie der Arteria lenticulostriata),

e Verzweigungen, z.B. die Abginge der groflen Arterien des Aortenbogens, die
Teilung der Bauchaorta (Aorta abdominalis), der linken Herzkranzschlagader
(Aorta coronaria sinistra) oder der Halsschlagader (Aorta carotis communis).

Resultierend aus der Betrachtung der ortlichen Faktoren wird die Himodynamik
als zusétzlicher Risikofaktor diskutiert. Die kausalen Zusammenhénge werden in der
medizinischen Fachliteratur jedoch nicht einheitlich beschrieben und reichen iiber
niedrige lokale Driicke, hohe und niedrige Schubspannungen bis zur Turbulenz.

Da der Aortenbogen einvernehmlich als ein Bereich mit erhéhtem Risiko fiir
Gefdaflerkrankungen angesehen wird, soll in der vorliegenden Arbeit die Stromung
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1.1. MOTIVATION

Abbildung 1.1: Herz (ventrale Ansicht)

im Aortenbogen genauer untersucht werden. Nicht beriicksichtigt wird hier die Be-
wegung der elastischen Aderwénde. Zur Simulation der dazu notwendigen Fluid-
Struktur-Interaktion sind nichtlineare Modelle fiir die Struktur und eine vollstindige
Kopplung der struktur- und strémungsmechanischen Grundgleichungen nétig. Die
entsprechenden Modelle und Algorithmen sind zur Zeit Gegenstand der Forschung
und noch nicht auf die komplexe Fragestellung der Adernstrémung anwendbar. Aus
der Simulation des Aortenbogens mit starren Winden kénnen qualitative Aussagen
iiber die Struktur der Stromung und damit ihren Einfluss auf die oben angespro-
chenen Risikofaktoren gewonnen werden.

Eine Frontalansicht (ventral) des menschlichen Herzens ist in Abbildung 1.1. Ne-
ben dem rechten Vorhof (Atrium dextrum, 1) und dem Stamm der Lungenschlag-
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KAPITEL 1. EINLEITUNG

adern (Truncus pulmonalis, 2) sind die beiden Ventrikel (Ventriculus dexter, 3 und
Ventriculus sinister, 4) zu erkennen. Die Aorta beginnt mit der Erweiterung der
Aortenwurzel am Ursprung aus dem linken Ventrikel (Bulbus aortae) und geht in
den aufsteigenden Teil der Aorta (Aorta ascendens) iiber. Daran schliefit sich der
eigentliche Aortenbogen (5) mit den Abgingen zum Kopf und den oberen Extre-
mitéiten an. Der erste Abgang ist der als Truncus brachiocephalicus (6) bezeichnete
Arm-Kopf-Schlagaderstamm, der sich in die rechte Halsschlagader (Aorta carotis
communis dextra) und die rechte Schliisselbeinarterie (Aorta subclavia dextra) teilt.
Anschlieflend erfolgen die Verzweigungen zur linken Halsschlagader (Aorta carotis
communis sinistra, 7) und zur linken Schliisselbeinarterie (Aorta subclavia sinistra,
8). Im weiteren Verlauf geht die Aorta in den absteigenden Teil (Aorta descen-
dens) iiber, der durch das Zwerchfell in die Brustkorb- (Aorta thoracica) und die
Bauchschlagader (Aorta abdominalis) unterteilt wird. Das in Kapitel 5 untersuchte
Aortenbogenmodell beginnt unmittelbar hinter der Aortenwurzel und umfasst die
Abgéinge 6, 7 und 8 sowie ein Stiick der absteigenden Aorta (siehe Abbildung 5.19).

Stromungsmechanische Aspekte

Aus der Sicht der Stromungsmechanik stellt der Aortenbogen unter zwei wesentli-
chen Aspekten ein interessantes Forschungsobjekt dar. Zunéchst sind im Bereich
hinter der Aortenklappe Einlaufeffekte ebenso zu beobachten, wie in den drei
Abzweigungen zu den Hals- und Schliisselbeinarterien. Diesen Effekten werden im
Bereich der Verzweigungen Abldsungen iiberlagert, die wiederum von der zeitlichen
Pulsation der Blutstrémung beeinflusst werden. Daraus resultiert eine komplexe
Stromungsstruktur aus den angesprochenen Ablosungen, Riickstromungen durch
die Pulsation und den natiirlichen Sekundérstromungen, die in allen Formen von
Geometrien mit Kriimmung auftreten.

Die Mechanismen pulsierender Stromungen - auch in einfachen Geometrien - sind
nach heutigem Stand sowohl experimentell als auch numerisch Gegenstand der
Forschung. Carpinlioglu und Giindogdu [12] stellen beispielsweise die noch offenen
Fragen fiir pulsierende Rohrstromungen dar. Bestehende analytische oder experi-
mentelle Untersuchungen sind nur unter starken Vereinfachungen wie ausgebildeter
Stromung giiltig oder betrachten nur Teilaspekte der untersuchten Stromung,
beispielsweise die Abhéingigkeit von der Pulsationsfrequenz ohne Beriicksichtigung
der Pulsationsamplitude.

Die Anwendung neuester numerischer Verfahren zur Simulation der Strémung im
Aortenbogen kann daher sowohl stromungsmechanische Erkenntnisse liefern als
auch der medizinischen Praxis dienlich sein, da experimentell - insbesondere in
vitro - nur schwer zugéngliche Bereiche untersucht werden kénnen.



1.2. ZIELSETZUNG

1.2 Zielsetzung

Das Ziel der vorliegenden Arbeit gliedert sich in zwei Teile. Zum einen soll die pulsie-
rende Stromung im menschlichen Aortenbogen unter ihren stromungsmechanischen
Aspekten untersucht werden und damit Hilfestellung fiir die medizinische Untersu-
chung des Auftretens von Gefdkrankheiten geleistet werden. Hierzu werden expe-
rimentelle Ergebnisse der Universitdt Miinchen herangezogen und es wird gezeigt,
dass die eingesetzten numerischen Verfahren in der Lage sind, quantitative Ergeb-
nisse mit der erforderlichen Genauigkeit zu liefern.

Der zweite Aspekt der vorliegenden Arbeit ist die Anwendung eines CVFEM-
Verfahrens auf zeitabhéngige, dreidimensionale Stromungen mit Massentransport
durch das Rechengebiet. Dies stellt eine Erweiterung der in der Literatur vorhan-
denen Anwendung von CVFEM-Verfahren dar.

Zunéchst wird daher ein CVFEM-Verfahren basierend auf den Methoden von Patan-
kar et al. implementiert. Anhand einfacher Testfille werden dann sowohl KAPPA-
cufem als auch das parallel eingesetzte S TAR-CD® verifiziert und schlieBlich zur
Simulation der pulsierenden Stromung im menschlichen Aortenbogen angewandt.
Die Verifikationsstrategie richtet sich dabei nach den Effekten der letztendlich unter-
suchten pulsierenden Stromung. Im Einzelnen sind dies Einlaufeffekte, die anhand
laminarer, stationdrer Rohrstrémungen iiberpriift werden. Auftretende Ablésungen
werden durch eine stationdre Rohrstromung mit plétzlicher Verengung verifiziert.
Dreidimensionale Sekundérstrémungen kénnen in einem 180° Kriimmer untersucht
werden. Abschlieend wird die Zeitgenauigkeit der eingesetzten Verfahren mit ei-
ner pulsierenden Rohr- und Kriimmerstréomung nachgewiesen. Zur Verifikation wer-
den die lokalen ggf. zeitabhingigen Geschwindigkeitsprofile mit experimentellen
Daten oder analytischen Losungen verglichen. Die Struktur der Stromungen im
180° Kriimmer und im Aortenbogen wird zudem auf ihre Topologie untersucht, was
durch die Analyse der kritischen Punkte geschieht.

Anzumerken ist, dass in der vorliegenden einige Annahmen bzw. Vereinfachungen
gegeniiber der Strémung in der Realitdt gemacht werden. Im Einzelnen sind dies :

Starre Aortenbogenwand Die verfiigbaren numerischen Verfahren beherrschen
keine Stromungs-Strukturkopplung. Die Bewegung der Aortenbogenwinde auf-
grund des Druckpulses wird daher in der vorliegenden Arbeit nicht behandelt.

Newtonsches Medium In den hier behandelten groflen Blutgefafien sind die
Nicht-Newtonchen Eigenschaften des Blutes nicht entscheidend fiir die Struktur
der Stromung. Um zudem Vergleichbarkeit zum Experiment zu gewéhrleisten, wird
in den durchgefiihrten Simulationen ein Newtonsches Medium benutzt.
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KAPITEL 1. EINLEITUNG

Konstante Volumenstromanteile Entsprechend den Vorgaben des Experimen-
tes wird eine zeitlich konstante Aufteilung der Ein— und Auslassvolumenstréme als
Randbedingung vorgegeben.

Aus den oben beschriebenen Aufgaben ergibt sich die Gliederung der vorliegenden
Arbeit :

e Beschreibung der behandelten Grundgleichungen in Kapitel 2,
e Vorstellung der eingesetzten numerischen Verfahren in Kapitel 3,
e Verifikation von KAPPA-cyfem und S TAR-CD® in Kapitel 4,

e Simulation der Stromung im Aortenbogen in Kapitel 5.



Kapitel 2

Theoretische Grundlagen

2.1 Erhaltungsgleichungen

Bei der Blutstromung im Aortenbogen handelt es sich um eine pulsierende, lami-
nare Stromung eines Nicht-Newtonschen Mediums. Die Nicht-Newtonschen Effekte,
die aus der Zusammensetzung menschlichen Blutes aus Blutplasma und einem nen-
nenswerten Anteil an verschiedenen Blutkérperchen (Hamatokritwert) herriihren,
werden in der vorliegenden Arbeit nicht behandelt. Diese Vernachlissigung beruht
auf dem geringen Einfluss dieser Effekte in den grofien Blutgefdfien, zu denen der
Aortenbogen und seine Abzweigungen zéhlen. Im folgenden wird demnach ein New-
tonsches Medium behandelt und die entsprechenden Grundgleichungen nach der
Hierarchie im Prandtl-Fiihrer durch die Stromungslehre [48] vorgestellt. Ausgehend
von der allgemeinen Form der Navier-Stokes-Gleichungen werden die Gleichungen
fiir die eingesetzten numerischen Verfahren und die behandelten Strémungsfélle um-
formuliert bzw. angepafit.

Differentielle Form

In den meisten technisch und in der Natur relevanten stromungsmechanischen
Vorgingen konnen Fluide als Kontinuum angesehen werden. Sie unterliegen den
Erhaltungssétzen fiir Masse, Impuls und Energie, welche aus den mechanischen
und thermodynamischen Gesetzen der Kontinuumsmechanik (siehe z.B. Oertel [46])
oder aus gaskinetischen Betrachtungsweisen (siehe z.B. Anderson [1]) abgeleitet
werden koénnen. Beide Vorgehensweisen fiihren auf ein System partieller Differen-
tialgleichungen in Abhingigkeit des Ortes Z = (z1, T2, 23)” und der Zeit ¢ fiir die
volumenbezogenen Gréflen Dichte p(Z,t), Impulsdichte p(Z,t) - 9(Z,t) und Ener-
giedichte p(Z,t) - E(Z,t). Unter Vernachlissigung von Massenkriiften und #ufleren
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KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGEN

Wirmequellen lauten sie in koordinatenunabhingiger Vektorschreibweise :

% + V- (p) = 0 Massenerhaltung
a(aptv) +V-(pt¥) —V-T = 0 Impulserhaltung (2.1)
E
a(gt ) +V-(pWE) =V -(T-¥)+V-q = 0 Energieerhaltung

Die Gesamtenergie E(Z,t) setzt sich dabei aus der inneren Energie e(Z,¢) und der
kinetischen Energie zusammen :

E(,1) = e(#,1) + 5[7(7,0) - 17, 1)

Der aufgrund der Drehimpulserhaltung symmetrische Spannungstensor T(Z,t) und
der Wirmestromvektor g(Z,t) ergeben sich unter der Annahme eines Newtonschen
Fluids und der Stokesschen Hypothese zu :

2
T(z,t) = —pI+2uD— g,u(V )T
z,t

q(Z,t) = —\Vb

6(Z,t) ist hierbei die Temperatur, p(Z,t) der thermodynamische Druck, p(Z,t) die
dynamische Viskositit, \(Z,t) die Wirmeleitfahigkeit und D(Z,t) der Deformati-
onsgeschwindigkeitstensor, der als symmetrischer Anteil des Geschwindigkeitsgra-
diententensors wie folgt definiert ist :

D= [(Vd)+ (Vd)]

N —

Das bisher angegebene System muss durch die Vorgabe von Zustandsgleichungen
oder physikalischen Einschrénkungen wie konstanter Dichte geschlossen werden. Die
speziellen Eigenschaften des Fluids gehen iiber die stoffspezifischen Gréflen Visko-
sitdt pu und Warmeleitfahigkeit A in das Gleichungssystem ein.

Nicht-Newtonsche Medien zeichnen sich dadurch aus, dass der Ansatz 7 = pu -7
seine Giiltigkeit verliert und durch eine - mdéglicherweise nichtlineare - Fliefffunk-
tion 7 = f(¥) ersetzt wird. Die Navier-Stokes-Gleichungen enthalten allerdings
den Ansatz fiir ein Newtonsches Medium und sind ohne weiteres nicht auf Nicht-
Newtonsche Medien anwendbar. Wird eine Viskositatsfunktion p.rr(¥) = f(7)/%
eingefiihrt, kann weiter mit den Navier-Stokes-Gleichungen gearbeitet werden, so-
lange sich fiir ¥ — 0 keine Singularitét ergibt. Dies ist fiir Medien der Fall, die
eine Flieigrenze besitzen und sich fiir verschwindende Schergeschwindigkeit wie ein
Festkorper verhalten. Ein Ansatz fiir die Modellierung der Nicht-Newtonschen Ei-
genschaften ist das modifizierte Cross-Modell nach Perktold [53], das #hnlich wie
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2.1. ERHALTUNGSGLEICHUNGEN

ein algebraisches Turbulenzmodell in bestehende Softwarepakete eingepasst werden
kann.

Mit den oben beschriebenen Differential- und Zustandsgleichungen ist das System
2.2 geschlossen und der Zustandsvektor

w(Z,t) = [p(Z,1), pU(Z, 1), pE(Z, 1)]"

kann bestimmt werden. Im Folgenden werden die Grundgleichungen fiir die einge-
setzten Finite-Volumen-Verfahren umformuliert und an die behandelten inkompres-
siblen Medien angepasst.

Integrale Form

In der vorliegenden Arbeit werden ausschliefflich Stromungen inkompressibler Flui-
de behandelt. Bei konstanter Dichte p sind Massen- Impuls- und Energieerhaltung
voneinander entkoppelt. Dies hat den Vorteil, dass die Energiegleichung nun ge-
trennt behandelt werden kann. Da im Folgenden nur das Stromungsproblem von
Interesse ist, kann die Berechnung der Energiegleichung vollkommen entfallen.

Bei der Behandlung inkompressibler Fluide vereinfacht sich die Massenerhaltung zu
V4 = 0. Mit der Anwendung der Divergenzfreiheit, Integration iiber ein Kontroll-
volumen V und dem Gaufl’schen Integralsatz zur Umwandlung der Divergenzterme
schreiben sich die Grundgleichungen als

/ApU- AdA =0 (2.2)

a pudV +/ (put — uVu)ndA = / (Sz - @) av
A v Oz

dt Jy

d Op

— vdV —I—/ v — uVo)ndA = / (S — —) 1%

i ’ (pv — pVv) S
d . . dp
— [ pwdV + [ (pw¥ — pVw)iidA = S,——|dV . (2.3)
dt v A v 62

Hierbei ist p die konstante Dichte, y die dynamische Viskositdt des Fluids, ¥/ ist
der Geschwindigkeitsvektor mit seinen Komponenten u, v, und w und p steht fiir
den Druck. Die Integration erfolgt iiber das Kontrollvolumen V' bzw. die Kontroll-
volumenoberfliche A. S;, S, und S, sind volumetrische Quellterme (Gravitation,
Zentrifugal- und Corioliskraft, etc.). Eine genaue Herleitung findet sich z.B. bei Oer-
tel [47].

Eine weitere Vereinfachung ergibt sich, da S;, S, und S, fiir die im Rahmen der
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KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGEN

vorliegenden Arbeit behandelten Strémungen (Kapitel 4 und 5) vernachléssigt wer-
den konnen. Fiir die Formulierung der diskretisierten Gleichungen ist es vorteilhaft,
die folgenden Fliisse einzufiihren:

T, puv — uVu
J, = pvt — uVu
T = pwi — pVuw. (2.4)

Die Impulsgleichungen 2.3 lauten damit in der Form, in der sie in Kapitel 3 diskre-
tisiert werden :

pudV—i—/J -ndA = @dV
dt A
d pvdV+/J -ndA = /—dV
dt A
d -
pde-l—/Jw-ﬁdA = /—dV : (2.5)
dt A

Dimensionslose Form

Fiir pulsierende Stromungen werden die Kontinuitéits- und Navier-Stokes-
Gleichungen 2.2 und 2.3 mit einer charakteristischen Léinge L, einer charakteri-
stischen Geschwindigkeit U und der Pulsationsfrequenz w = 27 f entdimensioniert :

P
pU?

z
F:E,ﬁ*_

, t'=t-2xnf , p'=

Q=

Mit den dimensionslosen Kennzahlen Reynoldszahl Re;, = UL/v und Womersley-
zahl Wo = y/w/vR ergeben sich die dimensionslosen Grundgleichungen :

Vi = 0

;V;)L ?9: + (7-V)U = _VZH_RLeL AT . (2.6)
Als charakteristische Lange L wird in den Verifikationsbeispielen in Kapitel 4 und
dem 180° Kriimmer jeweils der Rohrdurchmesser D gewéhlt. Beim Aortenbogen
wird der Durchmesser zu Beginn des Rechengebietes hinter der Aortenwurzel als
Langenmafl benutzt. Die charakteristische Geschwindigkeit ist in allen hier behan-
delten Fillen die mittlere Geschwindigkeit im Einlass u.

Aus der Ahnlichkeitsmechanik ergibt sich die Interpretation der obigen Kennzahlen
als Krifteverhéltnisse. Die Reynoldszahl beschreibt das Verhiltnis der Tréigheits-
zur Reibungskraft. Die Womersleyzahl kennzeichnet das Verhéltnis der instati-
ondren Bescheunigungskrifte zur Reibungskraft.

10



2.2. RANDBEDINGUNGEN

2.2 Randbedingungen

Um das Stromungsproblem vollstindig zu beschreiben, werden zusétzlich zu den Er-
haltungsgleichungen Randbedingungen benétigt. Fiir die in der vorliegenden Arbeit
behandelten Fille sind dies Einlass- Auslass- und Wandrandbedingungen. Dabei ist
zwischen den Wandrandbedingungen und den freien Rindern an Ein- und Auslass
zu unterscheiden. Wihrend die Wiande auch im Experiment Riander darstellen, sind
Ein- und Auslass meist willkiirlich zum Beispiel aus Speicherplatz- oder Rechenzeit-
griinden eingefiihrt. Der Einfluss dieser freien oder offenen Rénder auf die Losung
soll demnach moglichst gering sein.

Wand : Fiir die in dieser Arbeit betrachteten Strémungsfille gilt an allen Wénden
die Haftbedingung. Das heifit die Geschwindigkeit des Fluids an der Wand ist gleich
der Geschwindigkeit der Wand selbst (Dirichlet-Bedingung) :

T = Vyau - (2.7)

Einlass : An Einlassrindern wird je nach Art der Stromung eine konstante oder
eine zeitabhéngige Geschwindigkeitsverteilung und damit der Einlassmassenstrom
vorgegeben (Dirichlet-Bedingung). Bei inkompressiblen Stromungen ist der Einlass
somit vollstandig beschrieben, da der Stromungszustand hier nicht vom Druckniveau
abhéngt :

U(Z,t) = Viner (T, ) . (2.8)

Auslass : Die Formulierung der Auslassrandbedingung ist insbesondere bei
Stromungen mit Massentransport durch das Rechengebiet hindurch sehr kritisch.
Die gebraulichste Variante der Auslassrandbedingung ist die homogene (Neumann-
Bedingung) [24] :

ou Ov Ow

aﬁ_aﬁ_aﬁ_o ' (2:9)
Diese Bedingung beruht auf der Tatsache, dass am Auslassrand normalerweise
keinerlei Stromungsgréfien bekannt sind. Um dennoch eine sinnvolle Annahme
treffen zu konnen, wird der Auslassrand so gelegt, dass die Geschwindigkeit
nach dem Auslass gleich der Geschwindigkeit am Rand selbst ist. Mathematisch
formuliert bedeutet dies, dass die Ableitung der Geschwindigkeit senkrecht zum
Auslassrand gleich Null ist, wie Gleichung 2.9 beschreibt. In der Praxis bedeutet
diese Randbedingung eine Einschrinkung fiir die Wahl des Rechengebietes. Die
Position der Auslassrdnder muss so gewihlt werden, dass die Bedingung 2.9
erfiillt ist. Im Anwendungsbeispiel des Aortenbogens sind daher beispielsweise die
Abgénge gegeniiber der realen Geometrie verlingert, um die Outletrandbedingung

11
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anwenden zu konnen.

Druck : Da in den Erhaltungsgleichungen inkompressibler Stromungen der Druck
lediglich als Gradient auftritt, ist das absolute Druckniveau beliebig. Um das Druck-
niveau den realen Werten anzupassen, wird der Druck an einem beliebigen Punkt des
Kontrollraums festgelegt. Die Formulierung von Druckrandbedingungen fiir inkom-
pressible Stréomungen ist moglich und in S TAR-CD®© implementiert. In der vorlie-
genden Arbeit sind keine Druckrandbedingungen eingesetzt worden und in KAPPA-
cufem auch nicht implementiert. Ein Mdéglichkeit zur Anwendung von Druckrand-
bedingungen in CVFEM-Verfahren findet sich bei Saabas [57].

2.3 Anfangsbedingungen

Zur Losung der gegebenen Differentialgleichung sind neben den oben beschrie-
benen Randbedingungen Anfangbsedingungen vorzugeben. Genauer sind fiir al-
le abhingigen Variablen, die Werte zum Zeitpunkt ¢ = 0 bzw. der nullten Ite-
ration festzulegen. Diese Werte sollten im Zusammenhang mit den gegebenen
Stromungsproblem stehen und speziell von der Massenerhaltung méglichst wenig
abweichen. Vorgegeben werden

beziehungsweise
(@) (@)
Zudem spielt der gewihlte Losungsalgorithmus eine Rolle dabei, fiir welche nume-

risch berechneten Gréflen, Anfangsbedingungen bendétigt werden. Genauer wird auf
diesen Aspekt in Kapitel 3.3 eingegangen.

2.4 Stromungstopologie

Die numerische Simulation liefert als Ergebnis ein vollstindiges rdumliches und
zeitabhingiges Feld aller abhingigen Variablen. Die hierbei anfallende Daten-
menge erfordert spezielle Werkzeuge zur Aufbereitung und Analyse der gewon-
nen Daten. Neben den herkommlichen Visualierungsmethoden, wie Schnittbildern,
Isoflichen, Kontur- und Vektorplots bietet die Analyse der Stromungstopologie
eine Moglichkeit der Datenreduktion und Strukturierung des dreidimensionalen
Stromungsfeldes. Hierzu wird ein gegebenes Vektorfeld auf kritische Punkte un-
tersucht. Die Grundlagen der Theorie kritischer Punkte sind von Chong et al. [13]

12
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beschrieben worden und sollen hier kurz vorgestellt werden.

Die Theorie kritischer Punkte ist auf beliebige dreidimensionale Vektorfelder an-
wendbar. Neben dem Geschwindigkeitsfeld sind dies in der Stromungsmechanik
beispielsweise die Vektorfelder der Wirbelstirke oder der Druckgradienten. Ohne
die allgemeine Anwendbarkeit der Theorie einzuschrinken wird im Folgenden die
Analyse des Geschwindigkeitsfeldes behandelt. Fiir das dreidimensionale Geschwin-
digkeitsfeld sind in jedem Punkt die Integralkurven parallel zum Richtungsfeld be-
stimmt. Ein kritischer Punkt ist dadurch gekennzeichnet, dass der Betrag der Ge-
schwindigkeit verschwindet und der Integralkurve keine Richtung zugeordnet ist.
Die Untersuchung der ndheren Umgebung eines solchen Punktes ist durch eine Tay-
lorreihenentwicklung des Vektorfeldes méglich. Ohne Beschriankung der Allgemein-
heit wird der kritische Punkt [z, 3o, 20] als [0, 0, 0] angenommen. Die Reihenent-
wicklung ergibt :

N N—iN—i—j

T=u = ZZ Z Ui jxt'y’ 2" + O1(N + 1)
i=0 j=0 k=0
N N—iN—i—j

y=v = Z Z Z Vijwx'y’ 2" + O2(N + 1) (2.10)

i=0 j=0 k=0
7

Z=w = Z Z I/Ifi,j’kxiyjzk + Og(N + 1)
i=0 j=0 k=0

mit

1 az’—|—j—|—ku

Upiv = ___

nk ij'k! OxiOyi 9z
1 az’—|—j+kv

Vi — 2.11

nk ij'k! Oxi By 92+ (2.11)
1 ai-l—j—ch

Wik

iljlk! 0xt0yI 02k

Werden die Fehlerterme héherer Ordnung O; vernachléssigt, ergibt sich ein Diffe-
rentialgleichungssystem erster Ordnung

x a1; Qa2 a3 x
Yy = Qo1 Q22 Q23 : Yy
z 31 Aazz as3 z
v = A -7

In der freien Stromung ist die Reihenentwicklung bis zur Ordnung N = 1 ausrei-
chend. Bei der Untersuchung des Vektorfeldes der Geschwindigkeiten ergeben sich
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die Koeffizienten der Matrix A aus den Gradienten a;; = 0%;/0z;. Die Trajekto-
rien des Gleichungssytems 2.4 sind die Bahnlinien des Stromfeldes, welche im sta-
tiondren mit den Stromlinien identisch sind. An festen Wénden im Stromungsfeld
ist das Verschwinden des Geschwindigkeitsbetrages keine Bedingung mehr fiir das
Vorhandensein eines kritischen Punktes. Hier gilt stattdessen die Bedingung der
verschwindenden Wandschubspannung 7y = 0. Mit einer Variablentransformation
lasst sich allerdings ein zu 2.4 analoges Gleichungssystem aufstellen, so dass die fol-
genden Uberlegungen sich auf kritische Punkte an festen Winden iibertragen lassen.
Eine ausfiihrlichere Betrachtung dazu findet sich beispielsweise bei Brenneisen [9].

Die Untersuchung der kritischen Punkte erfolgt nun iiber eine Betrachtung der Ei-
genwerte der Matrix A. Das charakteristische Polynom det[A — AI] ergibt sich zu

M+PN+QA\+R=0 (2.12)

mit den reellwertigen Invarianten

P = —Spur(A) = —(AM+A+A;)
Q = % [P2 — Spur(AQ] = )\1)\2 + )\2)\3 + )\3/\1
R = - det(A) = —)\1)\2)\3

Die Losungen der kubischen Gleichung 2.12 lassen sich anhand der Diskriminante
D = 27R* + (4P° — 18PQ)R + (4Q° — P*Q?) (2.13)

klassifizieren (siehe Bronstein [10]). Ist D > 0 ergeben sich aus Gleichung 2.12 ein
reellwertiger und ein Paar konjugiert-komplexer Eigenwerte. Fiir D < 0 treten drei
reelle Eigenwerte auf.

Zum besseren Verstdndnis des Stromungsfeldes in der Umgebung kritischer Punk-
te kann der zweidimensionale Fall, beispielsweise des Wandschubspannungsfeldes,
betrachtet werden. Analog zu den Gleichungen 2.4 bis 2.13 ergibt sich ein cha-
rakteristisches Polynom aus der linearisierten Entwicklung des Vektorfeldes in der
Umgebung eines kritischen Punktes :

N4+PA+Q=0 (2.14)
mit den Invarianten

P = —(A+ )

QR = AL+ Ao

und der vereinfachten Diskriminante
D=4Q-P* (R=0) . (2.15)

Wie in Abbildung 2.1 zu erkennen ist, trennt die Nullinie der Diskriminante D = 0
die PQ-Ebene in Form einer Parabel. Oberhalb dieser Parabel (D > 0) liegen die
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Ql
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Sattelpunkt
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Abbildung 2.1: Klassifizierung kritischer Punkte eines zweidimensionalen Vektorfel-
des

Gebiete komplexer Eigenwerte, unterhalb (D < 0) finden sich reelle Eigenwerte. Die
komplexen Eigenwerte kennzeichnen Foki und Wirbelpunkte. Fiir @) > 0 sind den
reellen Eigenwerten verschiedene Knoten zugeordnet. Unterhalb der P-Achse P < 0
liegen Sattelpunkte.

Die dreidimensionale Klassifizierung kritischer Punkte soll hier fiir den Spezialfall
inkompressibler Stromungen vorgestellt werden. Fiir inkompressible Stromungen er-
gibt sich aus der die Kontinuitdtsbedingung V& = 0, dass die Invariante P gleich
Null ist und sich damit Gleichung 2.13 zu D = 27R? + 4Q? vereinfacht. Die Nullinie
der Diskriminante D = 0 teilt jetzt die QR-Ebene in einen Bereich mit komplexen
(D > 0) und einen Bereich mit reellwertigen Eigenwerten (D < 0). In Abbildung 2.2
sind verschiedene Typen kritischer Punkte in der QR-Ebene eingetragen. Im Bereich
D = 27R? + 4Q? > 0 ergeben sich Strudel- oder Wirbelpunkte, ansonsten liegen
Sattel-Knoten-Kombinationen vor. Nach Chong et al. [13] sind dies im einzelnen:

Sattel-Knoten-Kombinationen
la stabiler Knoten / Sattel / Sattel
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2a stabiler Sternknoten / Sattel / Sattel
X5 >z X
X3

1b instabiler Knoten / Sattel / Sattel

Abbildung 2.2: Klassifizierung kritischer Punkte in der QR-Ebene

1b instabiler Knoten / Sattel / Sattel
1c stabiler Knoten-Sattel / instabiler Knoten-Sattel / Staupunkt
2a stabiler Sternknoten / Sattel / Sattel

2b instabiler Sternknoten / Sattel / Sattel

Strudelpunkte (Foki)

3a stabiler Strudelpunkt

3b instabiler Strudelpunkt

3¢ Wirbelpunkt

Zwei Beispiele fiir kritische Punkte sind in Abbildung 2.2 dargestellt. Fiir weitere
Beispiele sei auf den Prandtl-Fiihrer durch die Strémungslehre [48] oder die Disser-
tation von Brenneisen [9] verwiesen. Die konkrete Bestimmung kritischer Punkte

im diskreten Geschwindigkeitsfeld wird in Kapitel 3.6 bei der Vorstellung der nu-
merischen Verfahren beschrieben.

16



Kapitel 3

Numerisches Verfahren

Das Ziel der numerischen Stromungsmechanik ist es, Werte der abhingigen Va-
riablen wie Geschwindigkeit, Druck oder Temperatur an diskreten Punkten eines
gegebenen physikalischen Bereichs zu erhalten. Die Beziehungen zwischen diesen
Punkt- oder Knotenwerten werden durch algebraische Gleichungen beschrieben, die
aus den problembeschreibenden Differentialgleichungen abgeleitet werden. Je nach
numerischer Methode wird zusétzlich eine Aussage iiber den Verlauf der abhéingigen
Variablen zwischen den Knotenpunkten gemacht. Zusitzlich zur Ableitung der al-
gebraischen Gleichung wird zu jedem numerischen Verfahren ein Algorithmus zur
Losung der Gleichungen bzw. Gleichungssysteme vorgegeben. Der wesentliche Un-
terschied zwischen numerischen Verfahren findet sich in der Art und Weise, wie
die problembeschreibenden Gleichungen in eine algebraische und damit Computer-
verwertbare Form gebracht werden.

Eine der grundlegenden Uberlegungen bei der Formulierung numerischer Metho-
den fiir Stromungsprobleme ist die Behandlung von Konvektions-Diffusions-Glei-
chungen, die die Berechnung einer skalaren Gréfie in einem gegebenen Strémungsfeld
beschreiben. Die skalare Grofle wird von der Strémung konvektiv transportiert und
ihre Gradienten sorgen fiir diffusiven Transport. Zusédtzlich wird die Verteilung
des Skalars durch volumetrische Quellterme beeinflusst. So kann der Druckgra-
dient in einer gegebenen Koordinatenrichtung als Quellterm fiir die entsprechen-
de Geschwindigkeitskomponente gesehen werden. In diesem Sinne kénnen die Im-
pulsgleichungen 2.5 als gekoppelte, nicht-lineare Konvektions-Diffusion-Gleichungen
fiir die Geschwindigkeitskomponenten behandelt werden. Methoden, die speziell
fiir Konvektions-Diffusions-Probleme entwickelt wurden, lassen sich dann mit ei-
nigen Zusatziiberlegungen zur Kopplung von Druck und Geschwindigkeit, auch fiir
Stromungsprobleme anwenden.

In der vorliegenden Arbeit kommen zwei auf verschiedenen Methoden basierende
numerische Verfahren zum Einsatz. Kernpunkt dieser Arbeit ist die Entwicklung
eines auf der CVFEM-Methode basierenden Codes zur Losung der inkompressi-
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blen, instationiren Navier-Stokes-Gleichungen. Dieser neu entwickelte Code wird
anhand der in Kapitel 4 aufgefiihrten Fille verifiziert und am Beispiel des mensch-
lichen Aortenbogens angewendet. Zum Vergleich wird der kommerzielle CFD-Code
STAR-CD® herangezogen, der auf der FVM-Methode basiert. Die numerischen
Verfahren, auf denen KAPPA-cufem und STAR-CD®© beruhen, werden im Fol-
genden vorgestellt. Dabei wird ein historischer Uberblick iiber die Entwicklung
der CVFEM-Methoden gegeben, der von den urspriinglichen Entwicklungen zur
Behandlung einfacher Konvektions-Diffusions-Problemen bis zu dreidimensionalen
Stromungsproblemen reicht. CVFEM-Verfahren fiir dreidimensionale, instationére
Stromungen finden sich in der Literatur derzeit nicht und stellen den zentralen
Punkt der vorliegenden Arbeit dar.

3.1 Allgemeines

Methode der gewichteten Residuen

Die in KAPPA-cufem und STAR-CD® implementierten CVFEM bzw. FVM-
Verfahren fallen unter den Oberbegrift der Methode der gewichteten Residuen.
Im Gegensatz zur klassischen Finite-Differenzen-Methode konnen bei dieser
Methode die Differentialgleichungen nicht direkt ausgewertet werden. Die Aus-
gangsgleichungen werden daher zunichst in Integralgleichungen umgeformt (Gl.
2.2 und 2.3). Dadurch entsteht eine Variationsrechnungsaufgabe, die durch die in
der Variationsrechnung gegebenen Methoden gelost werden muss. Existiert ein
Extremalprinzip fiir die gegebene Aufgabe, so werden die Integralgleichungen im
Berechnungsgebiet integriert. Anschliefendes Differenzieren nach den gesuchten
Groflen fiihrt auf ein lineares Gleichungssystem, dessen Lésung die unbekannten
Groflen liefert. Da fiir die Navier-Stokes-Gleichungen kein Extremalprinzip bekannt
ist, wird auf die Methode der gewichteten Residuen zuriickgegriffen. Diese Methode
ist zur allgemeinen Loésung von Erhaltungsgleichungen anwendbar und nicht auf
Stromungsberechnungen eingeschrinkt.

L(@®) = f (3.1)
sei eine beliebige Differentialgleichung im Rechengebiet {2 mit dem Differentialope-
rator L und den Randbedingungen

B(®)=g

auf dem Rand I' des Rechengebiet €). Zur Bestimmung einer Naherungslosung
wird ein Reihenansatz

n=1

18



3.1. ALLGEMEINES

mit n linear unabhéngigen, frei wihlbaren Ansatzfunktionen ¢; gemacht. Die An-
satzfunktionen ¢; miissen geniigend oft differenzierbar sein, um die Randbedingun-
gen zu erfiillen. Damit die gesamte Niherungslosung & bekannt ist, miissen die
Koeffizienten ¢; bestimmt werden. Hier zu wird der Ansatz 3.2 in die Differential-
gleichung 3.1 eingesetzt. Im Normalfall wird die Niherungslosung die Differential-
gleichung nicht exakt erfiillen, vielmehr bleibt das Residuum R iibrig :

R=L(®) - f . (3.3)

Dieses Residuum soll im Innern des Rechengebiets {2 minimiert werden. Die Me-
thode der gewichteten Residuen fordert dazu, dass das Integral des mit den linear
unabhéngigen Funktionen w; gewichteten Residuums iiber das Rechengebiet ver-
schwindet :

/wiRdﬂzo 1=1,---,n . (3.4)
Q

Wegen der linearen Unabhéngigkeit der n Gewichtsfunktionen w; ergeben sich nach
der Integration von 3.4 n unabhéngige Gleichungen zur Bestimmung der n Unbe-
kannten ¢;. Sowohl FVM als auch FEM und CVFEM-Verfahren fallen unter den
Sammelbegriff der Methode der gewichtetetn Residuen [25]. Sie unterscheiden sich
lediglich in der Wahl der Gewichtsfunktionen w;.

Finite-Volumen-Verfahren wie in STAR-CD®© zeichnen sich durch die einfachste al-
ler moglichen Gewichtsfunktionen aus: Im betrachteten Subvolumen hat diese den
Wert 1, iiberall sonst den Wert 0. Herausragende Eigenschaft der FVM ist die
lokale (im einzelnen Teilvolumen) und globale (im gesamten Rechengebiet) Erhal-
tungstreue, die immer dann gilt, wenn die numerischen Niherungen fiir die Ober-
flachenintegrale benachbarter Gitterzellen betragsméfig gleich sind. Anschaulich
bedeutet dies, dass der Massen- oder Impulsstrom, der einem bestimmten Kontroll-
raum zuflie3t, identisch ist mit demjenigen Strom, der ein benachbartes Kontrollvo-
lumen verlisst. Uber den Verlauf der ZustandsgréBen zwischen den Knotenpunkten
der rdumlichen Diskretisierung wird mit der FVM keine Aussage gemacht.
Werden die Gewichtsfunktionen gleich den Ansatzfunktionen gewéhlt, also

w; = gbia

ergibt sich das Galerkin-Verfahren, das den am weitesten verbreiteten Ansatz in der
FEM darstellt. Eine weitere Moglichkeit zur Bestimmung der Gewichtsfunktionen ist
die Methode der kleinsten Fehlerquadrate (least square). Dabei wird gefordert, dass
das Integral der quadrierten Differentialgleichung fiir die gesuchte Nidherungslésung
ein Minimum besitzt. Durch Differenzieren nach den n Unbekannten c; ergeben sich

Gewichtsfunktionen der Form
oR

dc;
Die Wahl von Gewichtsfunktionen nach der least square Methode fiihrt zu einem
symmetrischen Gleichungssystem, das effizient gelost werden kann.
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Kontrollvolumenbasierte Finite-Elemente-Verfahren versuchen, die Vorteile von
FEM- und FVM-Verfahren zu kombinieren. Die Gewichtsfunktionen w; werden wie
bei den FVM-Verfahren in einem geeignet gewéhlten Kontrollvolumen zu 1 gesetzt
und haben sonst iiberall den Wert 0. Die Oberfliche eines um einen Gitterkno-
ten angeordneten Kontrollvolumens verliduft innerhalb mehrerer finiter Elemente,
so dass sich eine starke rdumliche Kopplung ergibt (sieche Kapitel 3.3.1, Abb. 3.3).
Die Ansatzfunktionen ¢; sind in den einzelnen finiten Elementen so definiert, dass
sie {iber die Kontrollvolumenoberflichen stetig und differenzierbar sind. Hierdurch
wird nach Baliga [6] die exakte Einhaltung der physikalischen Erhaltungsprinzipien
gewihrleistet. Der Verlauf der Zustandsgréfien zwischen den Gitterpunkten wird
durch die Ansatzfunktionen ausgedriickt. Die CVFEM-Verfahren verfiigen damit
iiber die Flexibilitdt der Galerkin-FEM-Verfahren: durch die Wahl anderer Ansatz-
funktionen kann ein bestehendes Verfahren angepasst werden.

Bei der Anwendung der Methode der gewichteten Residuen besitzen die Integral-
gleichungen ebenso hohe Ableitungen der Naherungsfunktionen wie die Differen-
tialgleichungen. Die ¢; miissen demnach die Stetigkeitsanforderungen der héheren
Ableitungen erfiillen. Durch partielle Integration bzw. Anwendung der Greenschen
und Gaufischen Integrationssétze konnen die Ableitungen in den Integralgleichungen
und damit auch die Stetigkeitsanforderungen um eine Ordnung reduziert werden.
c,_1-stetige Ansatzfunktionen sind oft ausreichend, um zur numerischen Losung von
Differentialgleichungen k-ter Ordnung verwendet zu werden.

Verfahren fiir die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichun-
gen

Bei der numerischen Berechnung der gesuchten Zustandsgréfien einer Strémung
spielt der Druck eine besondere Rolle. Fiir kompressible Fluide, d.h. Gase bei Mach-
zahlen iiber 0.3, sind Druck p und Dichte p iiber eine Zustandsgleichung gekop-
pelt. Die lokale Dichte wiederum ergibt sich aus der Kontinuitdtsgleichung. Bei
inkompressiblen Fluiden sind Druck und Dichte voneinander unabhiingig. Die Kon-
tinuitédtsgleichung liefert somit keine direkten Informationen iiber das vorliegende
Druckfeld. Um derartige Stromungen dennoch numerisch zu behandeln, sind zahl-
reiche unterschiedliche Vorgehensweisen entwickelt worden.

Aus Impulserhaltung und Kontinuitét lassen sich sowohl im ebenen als auch im drei-
dimensionalen Fall Wirbeltransportgleichungen herleiten. Sie enthalten nicht den
Druck p und den Geschwindigkeitsvektor v, sondern die Wirbelstérke w und eine
Stromfunktion ¥ bzw. ein Vektorpotential A als Unbekannte. Fiir diese Variablen
werden eigene Erhaltungsgleichungen aufgestellt und gelost (siehe Ghia et al. [28]).
Daneben sind Varianten gebrauchlich, in denen die Geschwindigkeitskomponenten
als Transportgréfien neben der Wirbelstérke erhalten bleiben (siehe Guevremont et
al. [29]). Wéhrend so bei zweidimensionalen Stréomungen mindestens zwei Trans-

20



3.1. ALLGEMEINES

portgleichungen gel6st werden miissen, sind es in drei Dimensionen bereits sechs.
Zusétzlich problematisch an diesem Vorgehen ist das Formulieren sinnvoller Rand-
bedingungen fiir die Wirbelstérke.

Ebenfalls durch eine spezielle Umformung von Impulserhaltung und Kontinuitét
ergibt sich eine Poisson-Gleichung zur direkten Bestimmung des Druckes [30],[27].
Schwierigkeiten treten auch hier auf, da zur Berechnung einzelner Gleichungsterme
mehrfache Ableitungen des Druckes sowohl im Feld als auch am Rand des Rechen-
gebietes benotigt werden.

Eine weitere Moglichkeit, das Druck-Dichte-Problem bei niedrigen Machzahlen zu
bewiltigen, bietet das Einfiihren einer kiinstlichen Kompressibilitit. Dazu wird iiber
eine Kompressibilitdtskonstante ein proportionaler Zusammenhang zwischen Druck
und Dichte angenommen. Eine Zeitableitung dieses Ausdrucks liefert als zusétzliches
Glied in der Kontinuititsgleichung auch fiir inkompressible Fluide die gewiinschte
Kopplung mit dem Druck [14]. Die modifizierte Massenerhaltung muss nun instati-
ondr in einer nicht physikalischen Zeitebene bearbeitet werden. Mit Erreichen des
stationdren Endzustandes strebt der eingefiihrte Zusatzterm gegen Null, so dass die
Manipulation der Gleichung die Lésung des Strémungsproblems nicht beeinflusst.
Die sogenannte Penalty-Methode verwendet ein der kiinstlichen Kompressibilitét
verwandtes Konzept. Dabei ist die Kontinuitétsgleichung Bestandteil einer Penalty-
Funktion, welche die Druckterme in den Impulsgleichungen ersetzt [62]. Die pro-
blemgerechte Diskretisierung der Penalty-Formulierung stellt hohe Anforderungen
beziiglich Datenstruktur, Speicherbedarf und Robustheit der Gleichungsléser.

Eine grundlegend andere Idee verfolgen die Druckkorrekturverfahren. Hier wird der
Druck als Parameter interpretiert, der in den Impulsgleichungen fiir die Massener-
haltung sorgt. Die erste und am weitesten verbreitete Druckkorrekturmethode, der
SIMPLE-Algorithmus, geht auf Caretto et al. [11] sowie auf Patankar und Spal-
ding [52] zuriick. Druck und Geschwindigkeiten werden in einem blockiterativen
Prozess solange korrigiert, bis die berechnete Losung Massen- und Impulserhaltung
gleichermaflen erfiillt. Dazu dienen auf Basis der Impulsgleichungen formulierte al-
gebraische Niherungen fiir die Geschwindigkeit an den Grenzflichen der Bilanzele-
mente, in die Druckwerte von den beiden benachbarten Gitterknoten eingehen. Die
Bestimmungsgleichung fiir die Druckkorrekturen ergibt sich durch Einsetzen dieser
Ausdriicke in die Kontinuitéitsbeziehung (siehe Patankar [50]). Um eine Weiter-
entwicklung des SIMPLE-Algorithmus handelt es sich beim SIMPLEC-Verfahren.
Durch einen konsistenteren Ansatz von Van Doormaal und Raithby [67] fiir die
Flachengeschwindigkeiten wird das Konvergenzverhalten der iterativen Prozedur
nochmals verbessert. Weitere Modifikationen nach Karki und Patankar [36] erlau-
ben es, auch kompressible trans- und hypersonische Strémungen bei hoher numeri-
scher Effizienz mit SIMPLE- und SIMPLEC-Verfahren zu berechnen. Ebenfalls auf
der Grundidee des SIMPLE-Algorithmus basiert die SIMPLER-Methode. Hier ist
neben der eigentlichen Druckkorrekturgleichung ein weiteres Gleichungssystem fiir
den Druck selbst zu lésen [51].
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Ein mehrstufiger Korrekturalgorithmus zur Aktualisierung von Druck- und Ge-
schwindigkeitsvariablen wird beim PISO-Verfahren ( Pressure-Implicit with Splitting
of Operators) durchlaufen In diesem Fall dient eine aus Massen- und Impulserhal-
tung abgeleitete Poisson-Gleichung zur Berechnung des Druckfeldes [34]. Da der
PISO-Algorithmus bei instationdren Simulationen mit STAR- cD®© eingesetzt wird,
ist er in Kapitel 3.4 nidher beschrieben.

Ein wesentlicher Vorzug der Druckkorrekturverfahren gegeniiber anderen Methoden
der Druckberechnung liegt in der Tatsache, dass sie sowohl fiir inkompressible als
auch fiir kompressible Stromungsprobleme ohne weiteres anwendbar sind. Einen ent-
sprechenden Vergleich mit einem dichtebasierten Verfahren haben Michelassi et al.
[43],[44] vorgenommen. Numerische Untersuchungen von Van Doormal und Raithby
[67] bzw. McGuirk und Palma [41] belegen, dass die Vorteile von Mehrschrittalgo-
rithmen wie PISO und SIMPLER gegeniiber den einfacheren Varianten SIMPLE
und SIMPLEC stark vom jeweiligen Stromungsproblem abhingen und den deut-
lich hoheren numerischen Aufwand nur bedingt rechtfertigen. Aufgrund seiner uni-
versellen Anwendbarkeit, gutmiitiger Konvergenzeigenschaften und physikalischer
Anschaulichkeit kommt fiir die Druckbestimmung beim hier vorgestellten CVFEM-
Verfahren der SIMPLE-Algorithmus zum Einsatz.

3.2 Uberblick iiber CVFEM-Verfahren auf un-
strukturierten Gittern

CVFEM-Verfahren bieten eine Kombination der geometrischen Flexibilitdt der
FEM-Verfahren und der einfachen physikalischen Interpretation, die FVM-
Verfahren zu eigen ist. Die Formulierung eines CVFEM-Verfahrens besteht aus den
folgenden Schritten :

1. Diskretisierung des Rechengebietes in Finite-Elemente.

2. Erneute Diskretisierung in Kontrollvolumen, die die Knoten des Finite-Ele-
mente-Netzes umgeben.

3. Festlegen geeigneter elementinterner Interpolationsfunktionen zur Be-
schreibung der abh#ngigen Variablen (u, v, w und p im Fall der
Stromungsberechnung) zwischen den Gitterpunkten.

4. Anwendung der Methode der gewichteten Residuen zur Herleitung algebrai-
scher Approximationen an die Erhaltungsgleichungen.

5. Aufstellen und Losen der algebraischen Gleichungssysteme.

6. Vorgabe einer Losungsprozedur fiir die diskretisierten Gleichungen.
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Die geometrische Flexibilitdt der FEM-Verfahren wird durch die erste Zerlegung des
Rechengebietes in Finite-Elemente gewihrleistet, die eine Diskretisierung komple-
xer Geometrien erlaubt. Im Innern dieser Elemente werden Kontrollvolumenober-
flichen definiert, aus deren Summe die jeweiligen Kontrollvolumen entstehen. Die
Kontrollvolumen, iiber die die Erhaltungsgleichungen integriert werden, miissen die
folgenden Eigenschaften erfiillen :

e Die Kontrollvolumen iiberlappen sich nicht.
e Das gesamte Rechengebiet wird genau einmal iiberdeckt.

e Die Rander der Kontrollvolumen enthalten keine elementinternen Kanten.

Die Verletzung dieser Eigenschaften fiihrt zu Verfahren, die die lokale und globale
Erhaltungstreue nicht gewé#hrleisten [50].

Wie in Kapitel 3.1 angefiihrt kénnen CVFEM-Verfahren zur Methode der gewich-
teten Residuen gezihlt werden. Ausgehend von den Erhaltungsgleichungen in inte-
graler Form und geeigneten elementinternen Interpolationsfunktionen werden alge-
braische Approximationen abgeleitet. Wie im Folgenden gezeigt wird, konnen die
Integralgleichungen so geschrieben werden, dass der Anteil jedes Finiten-Elements
zur Erhaltungsgleichung iiber ein Kontrollvolumen separat berechnet werden kann.
Die Herleitung der algebraischen Approximationen kann demnach anhand eines ty-
pischen Elements erfolgen. Die Formulierung und speziell die Implementierung der
numerischen Methode wird dadurch wesentlich erleichtert.

Stromungsprobleme

In ihren urspriinglichen Vorschldgen eines CVFEM-Verfahren verwenden Baliga und
Patankar [4], [5], [6] eine sogenannte unequal-order Methode, bei der das Rechen-
gebiet zunéchst in Makroelemente mit 6 Knoten zerlegt wird (Abb 3.1, links). Die
Makroelemente werden in jeweils vier Subelemente mit drei Knoten unterteilt (Abb.
3.1, rechts). Der Druck wird nur an den 3 Eckpunkten der Makroelemente, die
Geschwindigkeitskomponenten an allen 6 Punkten abgespeichert. Dieses Vorgehen
entspricht den oben erlduterten versetzten Gittern. Innerhalb der Makroelemente
wird der Druck linear interpoliert. Die Geschwindigkeit wird in den Subelemen-
ten flussorientiert behandelt. Zur Losung der diskretisierten Gleichungen kommen
SIMPLE, SIMPLER und SIMPLEC Algorithmen zum Einsatz. In den Abbildun-
gen 3.1 sind die unterschiedlichen Kontrollvolumen fiir die Kontinuitits- und die
Impulsgleichungen eingezeichnet. Diese Vorgehensweise beseitigt zwar die auch von
Finite-Differenzen-Methoden bekannten oszillierenden Druckfelder, hat aber in der
Praxis wesentliche Nachteile :
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Abbildung 3.1: links: Makroelemente und Druck-Kontrollvolumen, rechts: Subele-
ment und Impuls-Kontrollvolumen

e Der Buchhaltungsaufwand fiir die geometrischen Eigenschaften zweier Sétze
von Kontrollvolumen ist betréchtlich.

e Die Massenerhaltung iiber die Kontrollvolumen der Impulsgleichungen ist
nicht gewéhrleistet.

e Die Druckgleichung wird grober diskretisiert als die Impulsgleichung. Bei
Stromungsproblemen mit hohen Druckgradienten sind daher iibermifig feine
Netze notwendig.

Um diese Problem zu iiberwinden stellen Prakash und Patankar [55] eine Methode
ohne versetzte Gitter, d.h. mit an denselben Knoten abgespeicherten Druck- und
Geschwindigkeitswerten vor. Die rdumliche Diskretisierung erfolgt mit polygonalen
Strukturen um die Knoten des Finite-Elemente-Netzes (wie in Abb. 3.1, rechts).
Der Druck wird wie in den vorherigen Verfahren linear interpoliert. Die Geschwin-
digkeitskomponenten werden abhéngig von ihrer physikalischen Interpretation mit
verschiedenen Ansatzfunktionen modelliert. Werden sie als transportierte Skalare
angesehen, werden elementintern flussorientierte Ansatzfunktionen ohne Quellterm-
effekt benutzt. In der Kontinuitétsgleichungwerden die Geschwindigkeitskomponen-
ten iiber eine modifizierte Form der diskretisierten Impulsgleichung angenéhert.
Die Knotenwerte der Geschwindigkeit werden dazu in zwei Teile aufgespalten: zum
einen in eine Funktion der Knotenwerte der Geschwindigkeiten und der Quellterme,
zum anderen in eine Funktion des Druckgradienten im Kontrollvolumen. Damit er-
gibt sich fiir jeden Knoten des Rechennetzes ein Pseudogeschwindigkeitsfeld und ein
Druckkoeffizient. Diese werden linear auf Elementebene interpoliert und ergeben die
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massenerhaltenden Geschwindigkeiten. Der elementinterne Druckgradient wird da-
bei aus dem Druckkoeffizienten gewonnen. Dieses Vorgehen vermeidet Oszillationen
im Druckfeld, unter denen equal-order Verfahren ohne weitergehende Vorkehrungen
leiden. Zur Losung der diskretisierten Gleichungen wird in der urspriinglichen Me-
thode von Prakash der SIMPLER-Algorithmus angewendet. Das zweidimensionale
Verfahren von Prakash ist von LeDain Muir und Baliga [38] auf dreidimensionale
Probleme erweitert worden.

Hookey [31], der sich intensiv mit der Anwendung von CVFEM auf
Stromungsprobleme auseinandersetzt, stellt einige Kritikpunkte an der Formulie-
rung von Prakash und Patankar heraus. Zum einen besteht ein Einfluss des Unter-
relaxationsfaktors auf das Pseudogeschwindigkeitsfeld, der sich allerdings umgehen
lasst, wenn die Pseudogeschwindigkeits- und Druckkoeffizienten vor der Unterre-
laxation gebildet werden. Zum anderen sieht er Probleme in der Inkonsistenz von
Verfahren, in denen verschiedene Interpolationsfunktionen fiir dieselbe Grofle in
verschiedenen Termen angewandt werden (speziell wird im Verfahren von Prakash
und Patankar und auch in dieser Arbeit die Geschwindigkeit in ihrer Eigenschaft
als transportierter Skalar in den konvektiven Termen anders interpoliert als in der
Kontinuitétsgleichung oder den dissipativen Termen). Allerdings ist zu beachten,
dass alle hier vorgestellten Methoden diskrete Verfahren darstellen, die eine Ap-
proximation an ein komplexes Problem erzeugen. Die jeweiligen Interpolationsfunk-
tionen sollten daher die physikalischen Effekte des gegebenen Problems behandeln.
Zudem muss gewéahrleistet sein, dass bei Verfeinerung des Rechengitters die nume-
rische Losung sich der exakten Losung anndhert (Konsistenz). Diese Anforderungen
kénnen auch mit unterschiedlicher Diskretisierung gleicher Groflen in unterschied-
liche Termen erreicht werden [50]. Die Probleme, die im Ubrigen auch bei gleicher
Behandlung der physikalischen Grofien entstehen, werden spiter angesprochen.
Prakash [54] sowie Hookey und Baliga [32] erweitern die flussorientierte Ansatzfunk-
tion fiir die Geschwindigkeitskomponenten um Quelltermeffekte (FLOS-Schema ).
Sie setzen verschiedene SIMPLE Varianten ein und schlagen aufwendige Druckkor-
rekturgleichungen vor, die allerdings im dreidimensionalen Stromungsfall extrem
rechenzeitintensiv sind. Schneider und Raw [61] stellen eine Erweiterung ihres Ver-
fahrens fiir Konvektions-Diffusions-Probleme auf Strémungsprobleme vor.

Saabas [57] liefert in seiner Dissertation eine sehr detaillierte Untersuchung der
vorliegenden CVFEM-Verfahren. Insbesondere fiir Stromungsprobleme mit Mas-
sentransport durch das Rechengebiet hindurch stellt er gravierende Probleme der
Interpolationsfunktionen von Prakash [54] sowie Hookey und Baliga [32] fest. Die
explizite Beriicksichtigung von Quelltermen - speziell des Druckgradienten - in der
Interpolationsfunktion fiir die Geschwindigkeitskomponenten erfordert bereits im
einfachen Fall einer Pouseille-Stromung eine Uberbestimmung der Randbedingun-
gen. Saabas fiihrt dies auf die Tatsache zuriick, dass der Massenstrom durch das
Rechengebiet neben den Knotenwerten der Geschwindigkeiten auch von elementba-
sierten Druckgradienten abhéngt, wodurch letzterer an allen Randern des Rechen-
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gebietes vorgegeben werden muss. Dies ist im allgemeinen Fall nicht moéglich und
bei nicht-druckgetriebenen Strémungen wie der Couette-Stréomung ist der Einfluss
des Druckgradienten auf den Massenstrom sogar falsch. Als Schlussfolgerung daraus
schléigt Saabas eine Riickkehr zu der &lteren Methode von Prakash [55] vor.
Masson, Saabas und Baliga [40] wenden ihr CVFEM-Verfahren auf achsensymme-
trische Strémungen an und vergleichen MAW- und FLO-Schema. Saabas und Baliga
[58] berechnen dreidimensionale Strémungsprobleme mit dem MAW-Schema.
Neben den oben angesprochenen Arbeiten der Gruppe aus Montréal zeigt Larrete-
guy [37] eine andere Moglichkeit, den Konvergenzproblemen des FLO- bzw. FLOS-
Schemas bei stark verzerrten Netzen zu begegnen. In Abhingigkeit einer lokalen
Qualitdtskennzahl erfolgt eine Ausrichtung entlang der lingsten Zellkante, wodurch
das Auftreten negativer Koeffizienten in den diskretisierten Gleichungen vermieden
wird.

Elkaim, Reggion und Camarero [23] behandeln turbulente Stromungen mit Hilfe des
k-epsilon-Modells auf Basis einer Stromfunktions-Wirbelstarke-Formulierung. Die-
se Formulierung wird nur fiir zweidimensionale Fille vorgestellt und ist nur schwer
auf drei Dimensionen erweiterbar.

Costa, Oliveira und Figueiredo [17] setzen die CVFEM-Formulierung von Saa-
bas [57] zusammen mit dem k-epsilon-Modell ein. Dabei werden dreidimensionale
Stromungen in Kanalverzweigungen sowie ein turbulenter Jet behandelt.

Wintruff [68] schliefllich formuliert ein instationdres zweidimensionales CVFEM-
Verfahren fiir freie Randwertprobleme. Zudem koppelt er sein Verfahren mit adap-
tiver Netzverfeinerung und Phaseniibergéngen zwischen festen und fliissigen Phasen.
Eine Formulierung und Anwendung von CVFEM-Verfahren auf instationére dreidi-
mensionale Stromungsprobleme ist in der Literatur bisher nicht vorhanden. Mit der
vorliegenden Arbeit soll versucht werden, diese Liicke zu schlielen.

3.3 Konzeption KA PPA-cvfem

3.3.1 Gebietsdiskretisierung

Der erste Schritt der hier vorgestellten Konzeption ist die Zerlegung des Rechen-
gebietes in Kontrollvolumen. Diese Gebietsdiskretisierung erfolgt wie in Kapitel
3.2 angesprochen in zwei Schritten. Zunichst wird das Rechengebiet in Tetraeder-
Elemente zerlegt, innerhalb derer spéter die Interpolationsfunktionen definiert wer-
den. In einem zweiten Schritt werden um die Eckpunkte der Tetraeder Kontroll-
volumen gebildet. Dafiir werden die an einen Eckpunkt angrenzenden Tetraeder
weiter unterteilt. In Abbildung 3.2 sind die Punkte a, b,c, d, e und f Mittelpunkte
der Geraden, die durch Verbinden der Tetraeder-Eckpunkte gebildet werden. Die
Punkte r, s, ¢ und ¢ ergeben sich als Schnittpunkte aus den Seitenhalbierenden und
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2

Abbildung 3.2: Zerlegung eines Tetraederelementes in Kontrollvolumenfragmente

Punkt o ist der Schwerpunkt des Tetraeders. Wird der Punkt 1 als Mittelpunkt
eines Kontrollvolumens betrachtet, so liefert der dargestellte Tetraeder das Volu-
men Vigeasor als Beitrag. Der Rest des Kontrollvolumens wird durch die an Punkt
1 angrenzenden Tetraeder geliefert. Abbildung 3.3 veranschaulicht das prinzipielle

0\

Abbildung 3.3: Zweidimensionales Kontrollvolumen um Punkt 1
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Vorgehen vereinfacht an Dreieckselementen. Die graue unterlegte Fliche entspricht
hier dem “Kontrollvolumen” um Punkt 1.

3.3.2 Zeitdiskretisierung
Allgemeines

Beide in dieser Arbeit eingesetzten Softwarepakete unterscheiden grundsitzlich
zwischen der Berechnung stationérer und instationédrer Stromungen. Sowohl STAR-
CD®© als auch KAPPA-cufem 16sen bei der Berechnung stationdrer Strémungen
die stationdren Grundgleichungen, d.h. die zeitabhingigen Terme in den Grund-
gleichungen werden nicht diskretisiert. Davon abweichende Techniken, die auch im
stationdren Fall die zeitabhidngigen Gleichungen verwenden, kommen hier nicht
zum Einsatz.

Die Verwendung von Zeitschrittverfahren erfordert aufler der Diskretisierung der
instationdren Terme in den Grundgleichungen 2.3 bzw. 3.77 die Zuteilung eines
Zeitindexes fiir alle Zustandsgrofen aus den rdumlichen Ableitungen. Hierbei wird
grundsétzlich zwischen expliziten und impliziten Verfahren unterschieden.

Explizite Verfahren weisen allen Zustandsgrofien aus den Ortsableitungen den
Zeitindex n zu, d.h. sie werden als bekannt angenommen. Der Vorteil dieses Vor-
gehens ist, dass die Losung grofler Gleichungssysteme entfillt und der numerische
Aufwand somit deutlich geringer ist. Explizite Verfahren der Ordnung O(At) wie
das explizite Euler-Verfahren sind unterdiffusiv. Dieses numerische Phinomen soll
kurz anhand einer eindimensionalen Konvektions-Diffusions-Gleichung fiir eine be-
liebige Grofie @ erortert werden :
) d 2P

L L (3.5)
Dabei stellt v die Konvektivgeschwindigkeit und ¥ die Diffusionskonstante dar.
Werden die Ortsableitungen mit zentralen Differenzen diskretisiert ergibt sich bei
einer einseitigen, expliziten zeitlichen Diskretisierung :

(I)?H - 7 S i1 — P + q;(I)?H + o+,

At 2Azx Ax?

(3.6)

Entwicklung der Differenzenquotienten in Gleichung 3.6 in Taylorreihen und Ein-
setzen ergibt :

n n

0%®

", Moo
2 0t?

e
ot

+O(AR) = —u [Z_i + O(Aﬁ)]

Z (3.7)
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Diese Gleichung verdeutlicht, dass die Diskretisierung in Gleichung 3.6 eine
Néherung 1. Ordnung beziiglich der Zeit und 2. Ordnung beziiglich des Ortes dar-
stellt. Wird Gleichung 3.5 nach der Zeit abgeleitet und geeignet umgeformt ergibt
sich :

0?P ,0?® 03P Fo )
—— v+ 2u¥—— —V—— =0 . 3.8
oz " a2 T T aa (3:8)
Vernachlissigung der Ableitungsterme hoherer Ordnung liefert die Ndherung :
0?P ,0?®
= o= 3.9
o " " 922 (3.9)
Wird dies schliefllich in Gleichung 3.7 eingesetzt, so folgt :
oo |" oo |" u?At\ 0@ |"
=y U — — At? Az? 1
7t . uaxi+( 2)axZiJFO( ) + O(Az?) (3.10)

Der Diffusionsterm ist um einen zu At proportionalen Faktor verringert, was eindeu-
tig auf die explizite, einseitige Nidherung des instationiren Terms zuriickzufiihren
ist. Als Folge daraus sind explizite Verfahren instabiler als implizite Verfahren und
unterliegen starken Beschrankungen fiir die mogliche Wahl der Zeitschrittweite At :

e Diffusionslimit :

TAL 1
D= < = A1
Az? — 2 (3.11)
e Courant-Friedrichs-Levy-Bedingung :
uAt
C=—<1 . 3.12
Azr — ( )

Diese Kriterien lassen sich herleiten, wenn Gleichung 3.6 unter Verwendung der
Kennzahlen C und D geschrieben wird :

C C
! = (5 + D) ", + (1—2D)dr + (—5 + D) F, . (3.13)

Nach Patankar [50] ist die Stabilitéit eines numerischen Verfahrens nur fiir Diskreti-
sierungschemata mit positiven Koeffizienten gegeben. Negative Koeffizienten auf der
rechten Seite der Gleichung 3.13 entsprechen einer Verringerung des ®-Wertes in ei-
nem Knoten, wenn der ®-Wert eines Nachbarknotens erh6ht wird. Dieses Verhalten
ist unphysikalisch und kann zur Instabilitit eines derartigen Verfahrens fiihren. Fiir
die oben gezeigte FTCS-Diskretisierung (Forward in Time Centered Space) ist dies
nur unter Einhaltung von 3.11 und 3.12 gewéhrleistet. Zusétzlich ist der Koeffizient
vor ®7,; nur dann positiv, wenn

C

— <2 3.14
=< (3.14)
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gilt, was sofort auf die Maschenreynoldszahlbedingung

A
Rea, = % <2 (3.15)

fiihrt.
Implizite Verfahren betrachten die diskretisierten Terme der Ortsableitungen zum
neuen Zeitpunkt n + 1. Daraus resultiert ein erheblicher numerische Mehraufwand,

da die diskretisierten Gleichungen innerhalb eines Gleichungssystems gelost werden
miissen. Analoge Uberlegungen zu den expliziten Verfahren fiihren zu folgender

Gleichung :
oo |" o0d " w?At\ 0%®|" 9 9
7 a—xﬁ(“ > )@ﬁO(At”O(A“ (3.16)

Das Vorzeichen der numerischen Dissipation ist dabei umgedreht und fiihrt dazu,
dass implizite Verfahren iiberdiffusiv wirken. Die zu Gleichung 3.13 analoge Dar-
stellung lautet :

(1+2D)dr ! = (% + D> QI+ I + (—% + D) eril . (3.17)
Die Einhaltung positiver Koeffizienten ist somit bereits durch Befolgen des Kriteri-
ums 3.15 gewéhrleistet.
Alle in dieser Arbeit durchgefiihrten instationidren Simulationen sind mit dem Im-
pliziten Euler-Verfahren vorgenommen worden. Die 6rtlichen Terme der Differenti-
algleichungen werden dabei zum Zeitpunkt n + 1 betrachtet :

ot — pr
7 7
At
Nach diesen allgemeinen Betrachtungen zur rdumlichen und zeitlichen Diskretisie-

rung werden im Folgenden die Gleichungen hergeleitet, die in KAPPA-cufem gelost
werden.

= L(®"H) + 0(At) . (3.18)

3.3.3 Diskretisierte Impulsgleichung

Die diskretisierte Gleichung fiir den Impuls ergibt sich, wenn die Integration in Glei-
chung 2.5 iiber ein finites Kontrollvolumen 6V durchgefiihrt wird. Fiir den Eckpunkt
1 in Abbildung 3.2, folgt so die folgende Gleichung fiir den Impuls in z-Richtung :

d - - -
2 pudV + / JuAdA + / JuidA + / JuAdA
dt latcdsor atos ctor dsor

3p)
- ~Z)av
»/latcdsor ( Gx

+ [entspr. Summanden anderer angrenzender Tetraeder]

+ [gegebenenfalls Summanden aus Randbedingungen] = 0. (3.19)
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Die Herleitung in y- und z-Richtung verlduft analog. Die diskretisierte Impuls-
gleichung fiir ein Kontrollvolumen setzt sich also aus den Fliissen durch die Kon-
trollvolumenoberflichen und den entsprechenden Volumenintegralen der Druckgra-
dienten zusammen. Ziel des numerischen Verfahrens ist nun eine Approximation
der Fldchen- und Volumenintegrale zu finden. Bei CVFEM-Verfahren werden dazu
zundchst Interpolationsfunktionen fiir die Geschwindigkeitskomponenten und den
Druck zwischen den Gitterpunkten vorgegeben.

Interpolationfunktion des Drucks

Der Druck als skalare Grofle wird innerhalb eines Tetraederelements linear interpo-
liert :

p(@,y,2) = A+ Bpy + Cpz + D, . (3.20)

Die Richtungsableitungen des Druckes ergeben sich somit zu :

dp op op
o Ap By B, 5 = Cp (3.21)
und sind damit innerhalb eines Tetraeders jeweils konstant. Die in Gleichung 3.20
gegebene Interpolation entspricht einer Zentralen-Differenz auf einem strukturierten
Finite-Differenzen-Gitter. Die Koeffizienten A,, B,, C}, und D, sind Funktionen der
Driicke an den Eckpunkten des Tetraeders. Eine detaillierte Herleitung findet sich
in Anhang A.1.

Interpolationfunktion der Geschwindigkeitskomponenten

Die Geschwindigkeitskomponenten werden nach den Uberlegungen von Saabas [57]
abhingig von den Termen in denen sie auftreten, unterschiedlich interpoliert. Der
Grund hierfiir liegt in den unterschiedlichen Eigenschaften der Transportvorginge,
denen die einzelnen Terme entsprechen und im Besonderen dem Massenerhalt bei
Massentransport durch das Rechengebiet hindurch. Der konvektive Transport er-
folgt gerichtet und damit abhéngig von der Strémungsrichtung, wohingegen der dis-
sipative Transport ungerichtet erfolgt. Ist die Geschwindigkeit Teil eines Terms, der
den Massenstrom beschreibt, so erfolgt eine Interpolation, die eine Massenerhaltung
im gesamten Kontrollraum gewihrleistet.
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Geschwindigkeitsinterpolation in den dissipativen Termen

In den dissipativen Termen wird die Geschwindigkeit wie der Druck linear interpo-
liert :

ul(z,y,2) = Alx+ B+ C% + D¢

vi(z,y,2) = Atz + Bly+ C4 + D¢

wh(z,y,2) = Alz+ Bly+Clz+ D, (3.22)
Die Koeffizienten A¢, B, C¢ und D¢ entsprechen denen in der Druckinterpolation,
wenn anstelle der Driicke auf den Eckpunkten des Tetraeders die entsprechenden
Geschwindigkeiten eingesetzt werden (siehe Anhang A.2).

Geschwindigkeitsinterpolation in den konvektiven Termen

Eine Interpolationsfunktion fiir die Geschwindigkeit in den konvektiven Termen
muss deren gerichtetes Transportverhalten beriicksichtigen. Hier sollen kurz einige
der verfiighbaren Funktionen vorgestellt werden, die bereits in Kapitel 3.2 angespro-
chen wurden. Ausfiihrliche Herleitungen finden sich bei Saabas [58],[57].

Flussorientiertes Aufwind-Verfahren (FLO). Zur Formulierung eines flus-
sorientierten Verfahrens wird ein lokales Koordinatensystem definiert, das sei-
nen Ursprung im Schwerpunkt des Tetraeders hat und dessen x-Achse in
Stromungsrichtung zeigt. Die Richtung der z-Achse des lokalen Koordinatensystems
muss also mit der Richtung des Vektors der Durchschnittsgeschwindigkeit

Vov = (Uavavcwawcw)T

= % (T + Uy + V3 + Uy) (3.23)
zusammenfallen. Zur Transformation der Koordinaten ist zuerst eine Translati-
on in den Koordinatenursprung (zo, o, 20), anschlieend eine Rotation um die z-
Achse und zuletzt eine Rotation um die neue Y-Achse erforderlich (siche Abbil-
dung 3.4). Folgende Gleichung beschreibt die Verkniipfung dieser Operationen. In
Ubereinstimmung mit der vorhandenen Literatur wird das lokale Koordinatensy-
stem mit Groflbuchstaben benannt.

X cos(B) 0 sin(B) cos(a) sin(a) 0 T — Zo
Y | = 0 1 0 | —sin(a) cos(a) O || y—wo
Z —sin (8) 0 cos(p) 0 0 1 zZ— 2y
ROt}ati;Irl um Y Rotati?); um z Tr;;sl.

(3.24)
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Abbildung 3.4: Drehung des Koordinatensystems

Die Winkel o und £ ergeben sich unter Beachtung der Zweideutigkeit des Tangens
Zu :

o = arctan <Uﬂ> (3.25)

uCL’U

wcw

B = aurcsm(\/u2 — +w2) . (3.26)

Eine geeignete Interpolationsfunktion kann aus einer stationiren Konvektions-Dif-
fusions-Gleichung unter Annahme konstanter Durchstromung in X-Richtung herge-
leitet werden. Fiir die u-Komponente der Geschwindigkeit ergibt sich dabei :

u(z,y,2) = ALl + BY +CoZ + Dy, . (3.27)

Fiir die v- und w-Komponenten ergeben sich analoge Funktionen. Die genaue Her-
leitung ist in Anhang B beschrieben. Die Koeffizienten A¢, B:, C¢ und D, entspre-
chen denen in der Geschwindigkeitsinterpolation fiir die dissipativen Terme, wenn
alle xz-Werte durch die entsprechenden &-Werte und alle y- und z-Werte durch die
entsprechenden Y- und Z-Werte ersetzt werden (siehe Anhang A.3). Die Variable £

ist definiert durch :
%3 RBA (X - Xmaw)
= -1 3.28

P |6¢w| (exp < Xmaz - Xmm ’ ( )

wobei Rea eine Maschenreynoldszahl darstellt und gegeben ist durch :
— P |77a1)| (Xmaw - Xmm)
W
Xaz und X, sind Maximal- bzw. Minimalwerte der X-Koordinaten der Eck-
punkte des Tetraeders und sind wie folgt definiert :
Xmaw = max (Xl,XQ,X3,X4) (330)
Xmin = min (Xl,XQ,Xg,X4) . (331)

ReA (3.29)
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0
— PIV |

2

(a)
Abbildung 3.5: Wertebereich der &£-Funktion

Um ein besseres Verstidndnis iiber den Verlauf der &-Funktion zu vermitteln,
wurde diese fiir zwei unterschiedliche Maschenreynoldszahlen aufgetragen. Der
Ubersichtlichkeit wegen wurden zur Darstellung Dreieckselemente verwendet. Fiir
Tetraederelemente ergibt sich ein analoger Verlauf. Abbildung 3.5a zeigt den Ver-
lauf fiir Rea &~ 1, Abbildung 3.5b den Verlauf fiir Reo > 10. Der Maximalwert der
Funktion ist unabhéingig von der Reynoldszahl an Stellen mit X = X,,,, gleich Null.
Fiir X = X, ergibt sich der Minimalwert von &, der den Wert &, = —1/p |Uao|
in keinem Fall unterschreitet, fiir kleine Rea jedoch auch dariiber liegen kann. Der
Aufwind-Charakter der Funktion ist deutlich sichtbar, da Punkte, die stromaufwérts
des Dreiecksmittelpunktes liegen, mit einem betragsmifig kleineren Funktionswert
gewichtet werden.

Flussorientiertes Aufwind Verfahren mit Quelltermeinfluss (FLOS). Von
Prakash wurde das FLO-Verfahren durch einen Term erweitert, der den Quellter-
meinfluss auf die Interpolationsfunktion mit beriicksichtigt [54]. Die Interpolations-
funktion lautet hier :

_%

%)HXKZ% (3.32)

u(x,y,2) = Agé + BLY + CoZ + Dy, + (
Die Koeffizienten, sowie die &-Funktion stimmen mit denen des FLO-Verfahrens
iiberein. Die Quelltermfunktion ist in Anhang B angegeben. Dieses Verfahren wird
am Forschungszentrum Karlsruhe von Wintruff zur Berechnung von Aufschmelz-
und Erstarrungsvorgingen erfolgreich angewandt [68]. Bei Stromungsproblemen mit
Massentransport durch das Rechengebiet fiihrt das FL.OS-Verfahren jedoch zu mas-
siven Problemen. An den Ein- und Auslassrdndern muss der Druckgradient vorge-
geben werden, um die Interpolationsfunktion aufstellen zu kénnen. Saabas [57, 58|
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erhilt mit dem FLOS-Verfahren keine konvergierenden Losungen fiir den Fall der
Hagen-Pouiseulle-Stromung. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit bzw. der Diplom-
arbeit von M. Stripf [63] bestitigen sich diese Schwierigkeiten, weshalb das FLOS-
Schema im Folgenden nicht weiter behandelt wird.

Massengewichtetes Verfahren (MAW). Das MAW-Verfahren wurde von
Schneider und Raw [60, 61] fiir vierseitige Elemente eingefiihrt, um negative Koef-
fizienten zu vermeiden. In der PhD-Thesis von Saabas [57] wurde es auf Tetraeder
angewandt und bietet damit eine Alternative fiir Probleme mit groflen Geschwin-
digkeitsgradienten innerhalb eines Tetraederelements, bei denen das FLO-Verfahren
negative Koeffizienten hervorbringen kann. Fiir das MAW-Verfahren ist eine andere
Gebietsdiskretisierung als die hier verwendete notwendig (siehe [57, 58]), wodurch es
in der vorliegenden Arbeit nicht eingesetzt werden kann. Die Strémungsrichtung und
die Verteilung der abhéngigen Variablen innerhalb eines Elementes werden weni-
ger genau beriicksichtigt. Bei Stromungsféllen, die wesentlich vom Massentransport
abhéngen, ist das MAW-Verfahren allerdings eine vielversprechende Alternative zum
FLO-Schema.

Flichenintegrale

Mit Hilfe der Interpolationsfunktionen und einer Gauflschen Quadratur ist es nun
moglich, die Flachenintegrale in Gleichung 3.19 zu 16sen. Die dazu bendétigten Gaufl-
Punkte sind in Abbildung 3.6 gezeigt. Damit ergibt sich nun folgende Approxima-
tion:

[ dran s S (g g gy s (2 T T g
atos

Q

ACLOS
+ (Jus + Jug + Iz ] + =57 (g + iz + T g

+ (Jay + Ty + o) my + (i + a2 + Jig) e (3-33)

/ T,icdA w A;“’ (T + i+ o) s + (T + oy + Tay) g
ctor

A
+ (i + i+ T ne] + == LU + T + T g

+ (o + g+ Tog) ng + (L + Ja2 + Jot) ng] (3.34)
(3.35)
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| tda s S (k4 gl 4 gz ndk (2 g+ 92

(T2 T+ T2) ] + S (78 e+ )

+ (o + T+ Jo) nd + (Jo + Joe + Jon) ng] (3.36)

Die Fliisse j; (z,y, 2z) werden an den Gauf-Punkten durch Einsetzen der entspre-
chenden Interpolationsfunktionen fiir die Geschwindigkeit berechnet, :

ou?
Jum ' Y = U —
(z,y,2) e
= pu™(AS¢ + BYY + C¢Z + DE) — pAs (3.37)
3.38)
d
Juy (IE, Y, Z) = pvmuc - /’Laaiy
= pv™ (A€ + BEY +C¢Z + DE) — B! (3.39)
3.40)
m e ou?
Juz (a:,y,z) = pwu _,u’a
= pw™ (A€ + BEY +CSZ + DE) — uCe. (3.41)
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Die Geschwindigkeitskomponenten v, v™ und w™ beschreiben den Massenstrom
und sind auf eine Weise interpoliert, die zu jedem Zeitpunkt eine Massenerhaltung
garantiert. Die Herleitung dieser Interpolation erfolgt spéter in Kapitel 3.3.4. Alle
Koeffizienten A¢ B¢, C¢, D¢ und A4, B¢, C% sind abhiingig von den Geschwindig-
keitswerten an den Eckpunkten des Tetraeders und geometrischen Faktoren (siehe
Anhang A.3). Einsetzen dieser Koeffizienten und Umstellen der Gleichungen 3.37-
3.41 fiihrt auf die folgende Form :

Juz (2,y,2) = ATus + AJug + Afus + Afus (3.42)
Juy (z,y,2) = Afus + Afus + Afus + Auy (3.43)
Juz (2,y,2) = Afug + Ajug + Ajus + Ajus . (3.44)

Instationire Integrale

Die instationédren Integrale in Gleichung 3.19 werden mit einseitigen Differenzen-
schemata (explizites und implizites Euler-Verfahren) in eine algebraische Form

iiberfiihrt :
d

p pudV = alu™t + diu™ . (3.45)

latcdsor

Mit zeitlich konstanten Kontrollvolumen und einer als iiber das Kontrollvolumen-
fragment konstant angenommenen Grofle u ergeben sich die Koeffizienten af und
d! zu :

V(IC sor
%:—%:ﬁig— . (3.46)

Volumenintegrale

Das Volumenintegral in Gleichung 3.19 ist einfach zu berechnen, da die Druckab-
leitung innerhalb eines Tetraeders nach Gleichung 3.21 als konstant angenommen

Wlld Es |01g|
Latedsor 9 — {1pVlatedsor > .

wobei Vigeasor aufgrund der beschriebenen Diskretisierung genau ein Viertel des
Volumens des betrachteten Tetraeders ist.

Gesamte diskretisierte Impulsgleichung

In einem letzten Schritt sind die Beitréige des Flussintegrals, des Quelltermintegrals
und des instationdren Integrals aufzuaddieren. Dazu werden die Gleichungen 3.45
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und 3.33-3.36 aller angrenzenden Tetraeder zusammengefasst und die entsprechen-
den Fliisse gemifl 3.41-3.44 eingesetzt. Auf diese Weise entsteht fiir jeden Knoten 4
des Rechengebiets eine algebraische Gleichung der Form :

d g =g -
= pudV + / JuidA + / JuidA + / JuAdA
dt latcdsor atos ctor

dsor
+ [entspr. Summanden anderer angrenzender Tetraeder]

=a‘u’ + Z CrpUnb - (3.48)
nb

Die noch fehlenden Volumenintegrale lassen sich zu einer Konstanten zusammen-

fassen :
3p)
- ~2Z)av
/1atcdsor ( 835

+ [entspr. Summanden anderer angrenzender Tetraeder|
=bY. (3.49)

Die Konstante b} kann auch als das Produkt des durchschnittlichen Druckgradienten
im betrachteten Kontrollvolumen und des finiten Kontrollvolumens interpretiert
werden : =

u _ P

by = —a—xéV.
Beide Anteile zusammengesetzt ergeben die diskretisierte Impulsgleichung in z-
Richtung fiir ein Kontrollvolumen bzw. fiir den Punkt im Zentrum :

Aol + Z AnpUny + (—2—25V> =0. (3.50)
nb

Gleichung (3.50) ist fiir innenliegende Kontrollvolumen vollstindig. An Réndern
miissen jedoch noch zusétzliche Beitréige beriicksichtigt werden (siehe Kaptitel 2.2).

3.3.4 Druckgleichung

Ausgangspunkt fiir die Formulierung der Druckgleichung ist die diskretisierte Kon-

tinuitétsgleichung :
/ PR A + / pT™AdA + / pT™id A
atos ctor dsor

+ [entspr. Summanden anderer angrenzender Tetraeder|
+ [gegebenenfalls Summanden aus Randbedingungen] = 0.  (3.51)

Die Flachenintegrale werden analog zur Impulsgleichung wie in Kapitel 3.3.3 behan-
delt. Dabei werden lediglich die Fliisse J durch die Geschwindigkeiten v™ ersetzt.

Die Beschreibung der Geschwindigkeiten 7 = (u™,v™, w™)" steht noch aus und
wird im Folgenden gegeben.
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Massenerhaltende Geschwindigkeiten

Eine geeignete Form fiir die Geschwindigkeiten in den “Massenstrom-Termen” l&sst
sich mit Hilfe der diskretisierten Impulsgleichung herleiten. Dazu wird Gleichung
3.50 nach u,. aufgelost :

u, = Lo Oty OV <_8_p) (3.52)
Qe Qe ox
5,_/ \d:./

Mit Hilfe der Pseudo-Geschwindigkeiten %, und der Druckgradienten-Koeffizienten
d? konnen nun die Geschwindigkeiten u*, v)* und w"* definiert werden :

Op
=1+ d'—. .
uy' = Ue + ¢ Dy (3.53)
Analog ergeben sich :
vt o= @c+d‘c’g—z (3.54)
Op

no= W+ dY —. 3.55

WP = e+ dl (3.55)

Es ist zu beachten, dass hier im Gegensatz zu Gleichung 3.52 die Druckgradienten
im jeweils betrachteten Tetraederelement und nicht die kontrollvolumenbezogenen
durchschnittlichen Druckgradienten stehen. Auf diese Weise wird das Problem os-
zillierender Druckfelder vermieden [57]. Die Druckgradienten entsprechen den Ko-
effizienten A,, B, und C, in Gleichung 3.21. Sie sind innerhalb eines Tetraeders
konstant und jeweils abhingig von den Druckwerten auf den vier Eckpunkten. Fiir
3.53-3.55 kann also auch geschrieben werden :

ul U + dif (Alpy + ASpy + Alps + Alpy)
v = 9, +d (Bp, + Bbps + Bips + Blip,)
m
C

w W, + d¥ (CPpy + Cpy + Chps + Chpy) . (3.56)

An Réndern, an denen die Geschwindigkeit vorgegeben ist (Einlass und Wand),
werden die Pseudogeschwindigkeiten ., 9. und w, gleich den gegebenen Geschwin-
digkeiten und die Druckgradientenkoeffizienten d’ gleich Null gesetzt. Geschwin-
digkeitswerte zwischen den Eckpunkten der Tetraeder ergeben sich durch lineare
Interpolation von Pseudo-Geschwindigkeiten und Druckgradienten-Koeffizienten :

Ue (T, y,2) = agx + by + caz + da (3.57)
d? = QguX + bduy + Cquz + ddu . (358)
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Gesamte diskretisierte Druckgleichung

Wird Gleichung 3.56 in die diskretisierte Kontinuitdtsgleichung 3.51 eingesetzt,
resultiert die diskretisierte Druckgleichung fiir ein Kontrollvolumen bzw. fiir den
Punkt im Zentrum des Kontrollvolumens :

aePe + Z APy + P = 0. (3-59)
nb

Die Koeffizienten a? und a?, beinhalten die Druckgradientenkoeffizienten d’. und die
Interpolationskonstanten A?, BY und C? fiir den Druck. Die Pseudogeschwindigkei-
ten sind in b” enthalten. Damit ist die Druckgleichung fiir innenliegende Kontroll-
volumen vollsténdig formuliert. Wie bei der Impulsgleichung (3.50) miissen jedoch
auch hier an den Réndern des Rechengebiets noch zusétzliche Fliisse beriicksichtigt

werden (siehe folgendes Kapitel).

3.3.5 Randbedingungen

Nach der theoretischen Behandlung der Randbedingungen in Kapitel 2.2 folgt hier
die Anwendung auf das oben vorgestellte CVFEM-Verfahren. Angewandt werden
die Randbedingungen auf die diskretisierte Impulsgleichung 3.50 und die diskreti-
sierte Druckgleichung 3.59. Zur Zeit sind in KAPPA-cufem Einlass-, Auslass- und
Wandrandbedingungen implementiert.

Einlass

Impulsgleichung. Da die Geschwindigkeit an Einlassréindern fest vorgegeben ist,
kénnen die diskretisierten Impulsgleichungen fiir die Einlassrandpunkte so geschrie-
ben werden, dass sie direkt die gegebene Geschwindigkeit ausdriicken. Dazu werden
die Koeffizienten in Gleichung 3.50 wie folgt iiberschrieben :

Qe = 1 App = 0 bg = —Uinlet , (360)

so dass sich folgende explizite Gleichung fiir die u-Komponente der Geschwindigkeit
ergibt :
Ue — Uinter = 0. (361)

Die Gleichungen fiir die v- und w-Komponente werden analog behandelt.

Druckgleichung. Bei der Druckgleichung muss der Massenstrom beachtet wer-
den, der durch die Einlassfliche hindurchtritt. Angenommen Fliche 134 in Ab-
bildung 3.2 ist ein Einlassrand und es wird die diskretisierte Gleichung fiir den
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Eckpunkt 1 betrachtet, so muss der Massenstrom durch die Randfliche 1crd
mierd = / Plinied A (3.62)
lerd

mit in die Gleichung eingehen. Die Flichenintegrale werden, wie in Kapitel 3.3.3
gezeigt, mit einer Gauf’schen Quadratur berechnet. Die benétigten Gaufpunkte
sind die Mittelpunkte der Geraden 1c, cr, rd, 1d und 1r und die Geschwindigkei-
ten zwischen den Gitterpunkten erhélt man durch lineare Interpolation. Auf diese
Weise werden alle Einlassmassenstrome der an Punkt 1 angrenzenden Tetraeder
aufsummiert

mit =" (3.63)
nb
und anschliefend zur Konstanten b, in Gleichung 3.59 hinzuaddiert :

bgesamt — bp + mzcn . (364)

Auslass

Abbildung 3.7: Auslassmassenstrom fiir den Gitterpunkt “1” am Auslass

Ahnlich wie bei Einlassrindern muss auch am Auslass der Massenstrom mit in die
diskretisierte Gleichung eingehen, der das Gebiet verldsst. Abbildung 3.7 zeigt den
Auslass eines Rohres. Betrachtet man Punkt 1, so setzt sich der Auslassmassenstrom
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fiir das Kontrollvolumen um diesen Punkt aus vier Teilmassenstromen zusammen.
Der Teilmassenstrom durch die Fliche latc wird berechnet durch

mie = / pURdA . (3.65)
latc
Der resultierende Massenstrom fiir Punkt 1 betrigt dann :

et = "m (3.66)
nb

Im Gegensatz zum Einlass beruht die Berechnung des Massenstroms hier nicht auf
vorgegebenen Geschwindigkeiten. Vielmehr werden die aus der vorhergehenden In-
terpolation berechneten Geschwindigkeitswerte verwendet. Der Auslassmassenstrom
wird also nach jeder Iteration auf Basis der alten Geschwindigkeitswerte neu errech-
net.

Impulsgleichung. Der Impulsstrom durch die Auslassfliche besteht aus ei-
nem konvektiven und einem dissipativen Anteil. Da angenommen wird, dass die
Stromung jenseits des Auslassrandes unverindert fortgesetzt wird (Kapitel 2.2),
diirfen Stellen stromauf des Auslasses keinen Einfluss auf die Stromung im Rechen-
gebiet haben. Um dies zu erreichen, muss der dissipative Anteil zu Null gesetzt
werden [57]. Die Strémung in der letzten Zellschicht vor dem Auslass wird damit
als reibungsfrei betrachtet. Diese Tatsache ist als unbefriedigend anzusehen, konnte
im Rahmen der vorliegenden Arbeit aber nicht gelst werden. Sie spiegelt die Haupt-
problematik der CVFEM-Verfahren bei Stromungen mit Massentransport wider :

e Die Formulierung der Interpolationsfunktionen hat starken Einfluss auf die
Massenerhaltung.

e Die Auslassrandbedingung muss entweder iiberbestimmt werden (was ohne
Kenntniss der exakten Ldsung nicht moglich ist) oder wird mit starken Ein-
schrankungen wie Reibungsfreiheit definiert.

Mit der oben erkliarten Einschriankung auf die reibungsfreien Anteil ldsst sich der

noch zu berechnende Impulsstrom iiber den Auslassrand im betrachteten Rand-
punkt wie folgt beschreiben :

/ J, -7dA = am™
out

/ J,-AdA = pmo
out

/ Jy - AdA = wml™. (3.67)
out
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Die Geschwindigkeit iiber die mit einem Randpunkt verkniipfte Teilfliche wird da-
bei als konstant angenommen. Eine lineare Verteilung der Geschwindigkeit auf der
Auslassflidche ist ebenfalls denkbar, kann jedoch zu negativen Koeffizienten fiihren
[57].

Abschlielend wird der Auslassimpulsstrom zum Koeffizienten a. des Knotenpunkts
¢ hinzugezéhlt, so dass der letztendlich im Gleichungssystem eingefiigte Koeffizient

ac = a, + mo" (3.68)

lautet. Die Nachbarkoeffizienten werden nicht veriandert.

Druckgleichung. Wie beim Einlass wird bei der Druckgleichung der austretende
Massenstrom zur Konstanten b, addiert :

BISU — b, 4 42 (3.69)

Wand

An Winden des Rechengebiets ergibt sich keine Anderung fiir die Druckgleichung.
Lediglich bei der Impulsgleichung wird wie bei Einlassrindern die diskretisierte
Gleichung fiir die Randpunkte iiberschrieben :

Q. = 1, App = O, bg = —Uwall - (370)

Besonderheiten des Verfahrens an GGebietsrindern

Pseudogeschwindigkeiten und Druckgradienten-Koeffizienten An Dirich-
let-Réndern, bei denen die Geschwindigkeit fest vorgegeben ist, werden die Pseudo-
geschwindigkeiten ., 9. und w, gleich den vorgegebenen Geschwindigkeiten und die
Druckgradienten-Koeffizienten d, gleich Null gesetzt. Dadurch gehen die gegebenen
Geschwindigkeiten unmittelbar in die Druckgleichung ein.

Eckpunkte mit Nachbarpunkten ausschlieflilich auf Dirichlet-Rindern
An Gitterpunkten, deren Nachbarpunkte ausschliellich auf Rindern mit vorgegebe-
nen Geschwindigkeiten liegen, ist in der Druckgleichung der Koeffizient fiir diesen
Punkt gleich Null. Die Koeffizienten in der Druckgleichung 3.59 setzen sich aus den
Druckgradienten-Koeffizienten zusammen, die wie oben erldutert an den Dirichlet-
Réndern gleich Null gesetzt werden. Der Druck ist demnach an derartigen Eck-
punkten unbestimmt. Abhilfe schafft nur eine rdumliche Diskretisierung, die diese
Situation vermeidet.
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3.3.6 Losungsalgorithmus

Mit den diskretisierten Gleichungen und den Randbedingungen kénnen jetzt die zu
l6senden Gleichungssysteme aufgestellt werden. Zu jedem Zeitschritt sind innerhalb
einer SIMPLE-Iteration die folgenden Schritte abzuarbeiten :

1. Schétzen der Geschwindigkeitsverteilung (nur bei der ersten Iteration).
2. Berechnen des Einlassmassenstroms.
3. Berechnen der Koeffizienten a. und a,; in der Impulsgleichung 3.50.

4. Berechnen der Pseudogeschwindigkeiten %, ¥ und w und der Druckgradient-
Koeffizienten d¢, d?, d¥ nach Gleichung 3.53 bis 3.55. Auflerdem Modifikation
von 4, v, w und dy, d?, d¥ an den Einlassrdndern und Wénden.

5. Berechnen der Koeffizienten in der Druckgleichung 3.59, Anwendung der
Randbedingungen fiir die Druckgleichung und Losen des algebraischen Glei-
chungssystems fiir p.

6. Berechnen der Konstanten &’ in der Impulsgleichung nach Gleichung 3.49.

7. Uberschreiben der Koeffizienten in der diskreten Impulsgleichung an Dirichlet-
Réndern und ergéinzen der Koeffizienten an Auslassrindern.

8. Losen der Gleichungssysteme fiir u, v und w. Relaxation der erhaltenen Werte.

9. Schritte 3. bis 8. mit den neuen Werten fiir u, v, w und p wiederholen, bis das
Konvergenzkriterium erreicht ist.

Vor der ersten Iteration ist es also notwendig, ein Geschwindigkeitsfeld vorzugeben.
Dieses sollte nach Moglichkeit schon grob die erwartete Stromung widerspiegeln
und die Massenerhaltung iiber das Rechengebiet einhalten. Auf Basis dieser Ge-
schwindigkeitsverteilung werden nun die Koeffizienten a, und a,; in der Impulsglei-
chung berechnet. Die zur Losung des Gleichungssystems noch fehlenden Konstan-
ten 0% konnen noch nicht berechnet werden, da das Druckfeld zu diesem Zeitpunkt
noch nicht bekannt ist. Es werden also zunéchst die Pseudogeschwindigkeiten und
Druckgradient-Koeffizienten berechnet und mit dessen Hilfe die Koeffizienten in der
Druckgleichung bestimmt. Anschlieend kann die Druckverteilung berechnet werden
und damit die Konstanten . fiir die Impulsgleichung. Nach Anwendung der Randbe-
dingungen an Dirichlet-Réndern kann auch das Gleichungssystem fiir die Geschwin-
digkeitsverteilung gelost werden. Ist das geforderte maximale Residuum noch nicht
erreicht, werden mit der neuen Geschwindigkeits- und Druckverteilung wiederum
die Koeffizienten a. und a,; bestimmt und damit ein neuer Iterationsschritt begon-
nen. Nach Erreichen des Konvergenzkriteriums wird ggf. der Einlassmassenstrom
modifiziert und mit dem néchsten Zeitschritt in gleicher Weise verfahren.
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Konvergenzkriterium

Als Konvergenzkriterium dient die Summe der Gleichungsresiduen. Der Fehler fiir
eine Gleichung berechnet sich durch Einsetzen der aktuellen Geschwindigkeits- und
Druckverteilungen in das entsprechende Gleichungssystem. Damit lassen sich vier
Residuen R,, R,, R, und R, beschreiben, deren Summe als Konvergenzkriterium
herangezogen wird :

R,+R,+ Ry, + Ry < Rax - (3.71)

Ry ax muss so gewéhlt werden, dass die erhaltene Losung den Genauigkeitsforderun-
gen entspricht.

Alternativ kann die relative Anderung der Geschwindigkeits- und Druckverteilung
von einer Iteration zur anderen als Konvergenzkriterium verwendet werden. Die
relative Anderung in der Geschwindigkeitsverteilung fiir v berechnet sich z.B. :

Ay = Dt = D
> Ui ’
mit dem Geschwindigkeitsfeld u; aus der vorhergehenden Iteration. Damit lisst sich
das alternative Kriterium angeben :

Au+ Av+ Aw + Ap < Az - (3.73)

(3.72)

Vorteil dieses Kriteriums ist, dass es sehr viel weniger Rechenzeit in Anspruch nimmt
als das zuerst genannte.

Relaxation der diskretisierten Gleichungen

Die Nichtlinearitdt der Grundgleichungen wird in KAPPA-cufem durch die Ver-
wendung eines iterativen Verfahrens beriicksichtigt. Wie auch den kommerziellen
FVM-Varianten ist es dabei oft notwendig, die Anderung der abhingigen Variablen
von einer Iteration zur nichsten zu verlangsamen. Andernfalls kann die Losung os-
zillieren oder sogar divergieren. Aus den verschiedenen Verfahren zur Relaxation
des Gleichungssystems wird ein implizites Relaxationsverfahren gewihlt [50], das
anhand der Impulsgleichung in z-Richtung erldutert wird. Dazu wird Gleichung
3.50 nach u,. aufgelost :
. an QppUnp + bc
a, '
Mit den Geschwindigkeitswerten der vorhergehenden Iteration u} und durch
Einfiihren des Relaxationsfaktors «, kann die Anderung von Iteration zu Iterati-
on einstellbar gemacht werden :

(3.74)

Ue =

AnpUnp + b
Ue = U, — Ly b S—wul) . (3.75)
c c a c
c
Anderung
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Umstellen der Gleichung fiihrt auf folgende Form :

a a
= u, nbUnb + be —1)=ur=0 3.76
" u+2abub+\+(a )aui (3.76)

nb ~-

! /
aC bC

mit dem neuen Koeffizienten a!, der neuen Konstanten b, und dem Relaxationsfak-
tor a, der positive Werte zwischen 0 und 1 annehmen kann. Typische Werte reichen
von o = 0.2 bis o = 0.8. Hierbei besteht ein starker Zusammenhang mit der Qua-
litdt der Tetraedernetze. Stumpfe Winkel fiihren mit dem verwendeten F'L(O-Schema
zu negativen Koeflizienten in den diskretisierten Gleichungen. Speziell bei der Simu-
lation des Aortenbogens lisst sich dies allerdings nicht immer vermeiden. Extrem
kleine Relaxationsfaktoren fithren dann zu einer Stabilisierung des Verfahren, aber
auch zu extrem hohen Rechenzeiten.

Zu beachten ist, dass nur die Gleichungssysteme fiir u, v und w relaxiert werden
diirfen. Eine Relaxation der Druckgleichung wiirde dazu fithren, dass die Massener-
haltung nicht mehr gewihrleistet ist.

3.3.7 Gleichungsloser

Zur Losung der algebraischen Gleichungssysteme, die sich aus der Diskretisierung
ergeben, wird die frei verfiighare SPLIB der Indiana University eingesetzt. Die
SPLIB Bibliothek umfasst dreizehn iterative Gleichungsléser, zu denen neben den
klassischen Gaufl-, Jacobi- und SOR-Verfahren (successive Over-Relazation) ver-
schiedene Varianten der CG-Methode (Conjugate Gradients) gehoren [8]. Zur Be-
schleunigung der iterativen Verfahren stehen sieben Prekonditionierer, im wesentli-
chen Varianten der unvollstindigen LU-Zerlegung, zur Verfiigung.

Die SPLIB verwendet das C'SR-Datenformat (Compressed Sparse Row), bei dem
nur die von null verschiedenen Eintrige der Matrix abgelegt werden. Genauer wer-
den die nyonzero von null verschiedenen Elemente der n x n-Matrix A in einem Feld
der Lange nyonzero abgelegt. Ein zweites Feld der Lange nyonzero enthilt die Spal-
tennummern der Eintrige. Der Beginn der zu einer Zeile gehorenden Eintrige wird
schliefllich in einem dritten Feld festgehalten. Der Speicherbedarf belduft sich damit
insgesamt auf nyonzero FlieBkomma und nyenzero + n + 2 ganzzahlige Variablen.
Als Prekonditionierer wird in den hier behandelten Simulationen die unvollstéindige
LU-Zerlegung ohne Modifikation der Nicht-Diagonalelemente verwendet (ILU0).
Zur Losung der linearen Gleichungssysteme hat sich stabilisierte das Bi-Konjugierte-
Gradienten-Verfahren bewihrt (CGSTAB). Einzelheiten zu diesen Verfahren finden
sich bei Meijerink und van der Vorst [42] bzw. van der Vorst [66].
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3.4 Numerisches Verfahren in STAR-CD

In den Kapiteln 4 und 5 kommt neben dem oben vorgestellten KAPPA-cufem der
kommerzielle CFD-Code STAR-CD® zum Einsatz. Bei STAR-CD®© handelt es sich
um ein Finite-Volumen-Programm zur Strémungsanalyse, das von der Firma Com-
putational Dynamics Limited (CD)in London/GB entwickelt wird. CD wurde
1987 mit der Zielsetzung gegriindet, CFD-Programme fiir industrielle Anwendun-
gen zu erstellen und vertreiben. S TAR-CD® besteht aus mehreren auf Systemebene
unabhéngigen Modulen. Im Einzelnen sind dies :

e ProStar zur Beschreibung des konkreten Berechnungsproblems, Pre- und
Postprozessing:

— Netzgenerator

— Eingabe von Anfangs- und Randbedingungen

Definition der physikalischen Grofien
— Konvertierung von Dateien, Einlesen von Rechennetzen
— Postprozessor zur graphischen Auswertung oder Export von Ergebnissen

e ProHPC zur Gebietszerlegung der Modelle fiir die Parallelverarbeitung mit
StarHPC

e StarHPC Analysemodul (Solver)

Zusétzliche verfiighare Module zur automatischen Netzgenerierung wie SAMM oder
ProAM werden im Rahmen der vorliegenden Arbeit nicht eingesetzt.

3.4.1 Diskretsierungsverfahren in STAR-CD

Die in Kapitel 2.1 angeschriebenen Erhaltungsgleichungen 2.2 und 2.5 werden in
STAR-CD® mit der Finite-Volumen-Methode riumlich diskretisiert. Dazu wird das
Rechengebiet zunichst in Kontrollvolumen unterteilt. Die Erhaltungsgleichungen
werden iiber die einzelnen Zellen bzw. deren Oberflichen integriert. Abschliefend
wird eine Approximation der abhéngigen Variablen im Mittelpunkt der Zellen (cell-
centered) vorgenommen.

Die Erhaltungsgleichungen werden in allgemeiner vektorieller Schreibweise als

% (p®) + (div pi, — 'y grad ®) = Ss (3.77)

geschrieben, wobei @ fiir eine der abhéngigen Variablen u, v, w, k, &, T', usw. und .
fiir die Relativgeschwindigkeit der Strémung zu einer lokalen Netzgeschwindigkeit
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steht. ' sind die entsprechenden Diffusionskoeffizienten und S die Quellterme in
den Ausgangsgleichungen.
Integration der Gleichung 3.77 liefert :

94 (o) dv+f

(pit,® — I'y grad ®)dS = f SedV (3.78)
ot Jy .

v

mit dem Oberflichenvektor S des Kontrollvolumens V. Fiir eine Zelle des Rechen-
netzes mit dem Volumen V), und den Seitenflichen S;,j = 1,--- ,n kann 3.78 auch
in folgender Form geschrieben werden :

27{ (p®) dv -1-2?{ (pii,® — Ty grad ®)dS = ¢ SedV (3.79)
ot Vb j Sj Vp

T }; T3

(3.80)

Die Terme in Gleichung 3.79 werden nun separat approximiert. Der instationire

Abbildung 3.8: Molekiil der Zeitdiskretisierung

Term T wird zu
(p2V); " = (p2V);
At

wobei die Indizies n + 1 und n fiir den neuen und den alten Zeitschritt mit der
Differenz At stehen. Bei allen in dieser Arbeit mit STAR-CD© durchgefiihrten Be-
rechnungen wird die vollimplizite Zeitdiskretisierung benutzt, bei der alle Werte der
Fliisse iiber ein Zeitintervall aus den Werten zum neuen Zeitschritt berechnet wer-
den. Das zugehorige Molekiil der Zeitdiskretisierung im eindimensionalen Fall ist in
Abbildung 3.8 dargestellt.

1/’\1

(3.81)
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Der Term 75 wird in die konvektiven Fliisse K; und die diffusiven Fliisse D; aufge-
spalten, die dann als Mittelwerte auf den Zellflichen S; bestimmt werden :

Iy (pUTCI) - §)j -y (Fq,grad - 5‘) =N"K-YD, . (382
J J J J

Die diffusiven Terme D; werden mit flichenzentrierten Ausdriicken approximiert :
D; ~Ta, [ fi(@x = ®p) + {erad @ - § — f! grad @dpy } ] . (3.83)
J

Darin sind fjl- geometrische Faktoren, cpr der Abstandsvektor benachbarter Zell-
mittelpunkte (siche Abb. 3.9) und I'g ; der auf die Fliache S; interpolierte Diffusions-
koeffizient. Die Diskretisierung der konvektiven Fliisse ist aufgrund ihrer Nichtlinea-

Abbildung 3.9: Benachbarte Zellen mit Zellzentren P und N

ritdt deutlich kritischer und erfordert einen hoheren numerischen Aufwand. STAR-
CD® bietet eine Reihe von Diskretisierungschemata vom Upwind-Verfahren 1.0Ord-
nung iiber zentrale Differenzen bis zu Verfahren 3. Ordnung (Gamma, QUICK). In
der vorliegenden Arbeit wird durchgehend das MARS-Verfahren eingesetzt, das ein
Verfahren 2. Ordnung darstellt.

MARS-Verfahren

Das MARS-Verfahren (Monotone Advection and Reconstrution Scheme) besteht aus
zwei Schritten :

1. Reconstruction
Mit Hilfe eines Total Variation Diminishing Schemas wird ein Feld monoto-
ner Gradienten berechnet, das zusammen mit den Zellwerten eine rdumliche
Diskretisierung zweiter Ordnung gewéhrleistet.
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2. Adwvection
Die Fliisse iiber die Zelloberflichen werden fiir alle advektiv transportierten
Groflen anhand eines monotonen und beschrinkten Advektions-Schemas aus
den im ersten Schritt berechneten Groflen rekonstruiert.

Das MARS-Verfahren zeichnet sich durch eine geringe numerische Diffusion aus,
kann allerdings dispersiv wirken.

Abschlielende FV-Gleichungen

Der 3. Term T3 der Gleichung 3.79 stellt im Allgemeinen Quellen oder Senken der
transportierten Grofle dar. Zusétzliche Fliisse werden ebenfalls iiber diesen Term
behandelt. Die Formulierung des Terms ist von der Art der Quellterms abhéngig.
Fliisse und andere Gradienten enthaltende Terme werden #hnlich wie die Terme
K; und D; approximiert, wihrend Groflen ohne Gradienten aus den zellzentrierten
Groflen berechnet werden. Allgemein kann das Ergebnis in quasi-linearer Form wie

folgt formuliert werden :
T3 =51 — Sg(pp . (384)

Durch Einsetzen der oben formulierten Gleichungen 3.81, 3.82, 3.83 und 3.84 in die
Grundgleichungen 3.78 und der Kontinuitéitsgleichung in folgender Form

(pV)" — (pV)° el _
5 +Y FmM =0 (3.85)

ergibt sich die endgiiltige Form der diskreten Finite Volumen Gleichungen. In kom-
pakter Form lauten die zu l6senden algebraischen Gleichungen wie folgt :

A% =A@ + 51+ Bpd), (3.86)

e A, stellt die konvektiven und/oder diffusiven Effekte dar

e die Summation beeinhaltet alle Nachbarzellen entsprechend der Raumdiskre-
tisierung

e Bp=(pV)/dt
e Ap=> An+s—2+Bp

Eine Gleichung der Form 3.86 wird fiir jede Zelle des Rechengebietes formuliert und
entsprechend den Anforderungen modifiziert, beispielsweise durch Anwendung von
Randbedingungen. Zusétzlich ist fiir jede der abhéingigen Variablen ein entsprechen-
der Satz an Gleichungen zu 16sen, woraus die Gesamtzahl von # Zellen x Variablen
an algebraischen Gleichungen folgt.
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PISO-Algorithmus

STAR-CD® stellt fiir stationire Rechnungen den SIMPLE-ALgorithmus zur
Verfiigung, der in Kapitel 3.3.6 beschrieben ist. Detaillierte Informationen zu SIM-
PLE und seinen Varianten finden sich auch in den Standardwerken von Ferziger und
Peric [24] bzw. Fletcher [26].

Im instationiren Fall wird in STAR-CD® der PISO-Algorithmus (Pressure Implicit
with Splitting of Operators) eingesetzt, der im Folgenden genauer beschrieben wird.
Die Impulsgleichung wird aus der Transportgleichung 3.86 extrahiert und folgen-
dermaflen formuliert :

Apuip = H(u,,) + Bpuip + 51+ Dp(pi, — Py-) (3.87)

mit

H(uim) =Y Amllim (3.88)

Der letzte Term in Gleichung 3.87 ist die Finite-Volumen Approximation des Druck-
gradienten dp/0x;, Dp ist ein geometrischer Koeffizient.
Die Kontinuititsgleichung wird formuliert als :

Bp— By +> (p"u}S;) =0 (3.89)
J

wobei u; die Geschwindigkeiten normal zu den Zelloberflichen und S; die zu-
gehorigen Oberflachen darstellen. Die Bezeichnungen der Zellen sind in Abbildung
3.10 dargestellt. Die Geschwindigkeiten der Oberflichen werden durch die Knoten-
geschwindigkeiten und durch die benachbarten Driicke beschrieben. Die Erhaltung
der Masse wird durch die Geschwindigkeiten der Oberfléichen u} gewihrleistet, die
daher als Massenerhaltende Geschwindigkeiten bezeichnet werden. Eine Impulsglei-
chung fiir die Zelloberflichen wird formuliert als

Apuf = H(u},,) + Bou) p + 51+ Dp(ph — ply) (3.90)

wobei die iiberstrichenen Gréflen eine Mittelung iiber die Koeffizienten der Knoten-
werte in den diskretisierten Impulsgleichungen darstellen.

Diese Formulierung fiihrt nach Einsetzen der Gleichung 3.90 in die Konti-
nuitatsgleichung 3.89 zu der zuvor angesprochenen Druckgleichung, welche aufgrund
der Entkoppelung der Impulserhaltungsgleichungen und der Kontinuitédt bei inkom-
pressiblen Stromungen notwendig ist. In kompakter Form lautet diese :

Appp = ZAmp"m +s . (3.91)
m
Der Quellterm s; ist unter anderem eine Funktion der Knotengeschwindigkeiten .
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Abbildung 3.10: Bezeichnungen der PISO-Implementierung auf einem kartesischen
Netz

3.4.2 Losungsalgorithmus

Ausgehend von den Initialisierungsgrofen ®° wird mittels des PISO-Algorithmus
die Losung fiir einen Zeitschritt §t¢ in folgender Reihenfolge errechnet :

1. Prediktor Schritt
Die Gleichungen 3.87 werden fiir alle Zellen und Variablen formuliert und in

nachstehender Form fiir das vorldufige Geschwindigkeitsfeld der Knoten ugl)

berechnet.
Apul} = H(uf,)) + BSu% + s1 + Dp(p}y, — py) (3.92)

p© entspricht dem Druckfeld zum Beginn des Zeitschritts. Nach iterativer
Losung dieser Gleichung werden die vorlaufigen Oberﬂachengeschwmdlgkelten

( ) aus Gleichung 3.90 berechnet, wobei u; und p™ durch u ) baw p° ersetzt
erd

2. Erster Korrektor Schritt
Die Impulsgleichungen 3.87 werden nun formuliert als

Apug?a = H(u, (1 )) + Bu% + 51 + Dp(p§§)+ pS&)_) (3.93)

Durch Ersetzen der Grofien u} und p™ durch u§2) bzw. p!) in Gleichung 3.90
ergibt sich die Gleichung der Impulserhaltung fiir die Zelloberflichen. Hieraus
ergibt sich die Druckgleichung 7u :

Z A + 51 (3.94)
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wobei der Quellterm s; eine Funktion der Knotengeschwindigkeiten ugl) und

u? ist. Die iterative Berechnung des Druckes p(*) aus der Gleichung 3.94 erfolgt
nach Berechnung der Gréflen uz@) aus Gleichungen 3.93 und der wie beschrie-

ben modifizierten Impulsgleichung fiir die Zelloberflichen 3.90.

3. Zusitzliche Korrekturschritte
Die zusitzlichen Korrekturschritte werden dquivalent zum ersten Korrektur-
schritt unter Verwendung folgender Gleichungen durchgefiihrt :

Apu(q+1) = H(u, (q) o)+ BPuP + 51 + Dp(pg\% p%),) (3.95)
APpp = ZAmpm + 51 (396)

Die Indizes ¢ = 1,2, ... stellen die Korrekturschritte dar. Die Koeffizienten A,
bleiben iiber die Korrekturschritte konstant. Die Genauigkeit der Approxima-
tion der Losungsgrofien u™ und p™ der urspriinglichen Gleichungen durch die
GroBen 19t und p'@ wird durch eine Erhohung der Anzahl der Korrektur-
schritte verbessert.

Nach Beendigung der notwendigen Korrekturschritte, welche sich aus dem Abbruch-
kriterium ergeben, wird die Losung als Startlésung fiir den nichsten Zeitschritt
verwendet und die Losungssequenz beginnt bei Schritt 1.

Konvergenz- und Abbruchkriterium

Fiir stationire Rechnungen verwendet STAR-CD®© das Residuum rk der FV-Glei-
chungen zu Uberwachungs- und Kontrollzwecken. Das Residuum stellt das Restglied
dar, das entsteht, wenn die Niherungslésung ®X in die diskretisierten Transport-
gleichungen eingesetzt wird :

rh = Ap®f — ) A, Pk —

Die tatséchlich verwendeten Residuen werden normiert :

_ 2 Irsl

(3.97)
wobei die Normierungsfaktoren Mg abhéngig von der betrachteten Gleichung sind.

Die Summation erfolgt jeweils iiber das gesamte Rechengebiet. Die Normierungs-
faktoren Mg ergeben sich aus

My =) Apd}
P
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wobei in den Impulsgleichungen ®p der Geschwindigkeitsbetrag in der Zelle P ist.
Fiir die Kontinuitétsgleichung wird das gréfite r% der ersten 10 Iterationen als Nor-
mierungsfaktor gew#hlt. Typische Abbruchkriterien liegen in der Gréflenordnung
von max(RE) < 1073.

Im instationdren Fall kann das obige Konvergenzkriterium nicht verwendet wer-
de. Stattdessen wird anhand einer internen Fehlerschitzung die Zahl der Korrek-
torschritte beschriankt. Der ”Splitting Error” des PISO-Algorithmus ist von der
Ordnung 6¢? [34] und damit eine Gréfienordnung kleiner als der Fehler durch die
Zeitdiskretisierung [35]. In der urspriinglichen Variante des PISO-Algorithmus sind
daher nur 2 Korrektorschritte vorgesehen. Die Implementierung in S TAR-CD® ist
zur Erhohung des Genauigkeit des Algorithmusses mit einer variablen Anzahl von
Korrekturschritten realisiert. Die Anzahl der benotigten Schritte wird mittels einer
internen Abschitzung des “Splitting Errors” bestimmt.

Die dem Benutzer zur Beurteilung des Konvergenzverhaltens zur Verfiigung gestell-
ten Information ist die “Global Rate of Change” C%, die wie folgt definiert ist :

Ci =) (IBp®%| - |BpeY)) . (3.98)

k stellt die Anzahl der berechneten Zeitschritte dar, die Summation wird iiber alle
Zellen durchgefiihrt. Dargestellt werden die Anderungen der Masse, des Impulses,
der Energie, etc.. Im Falle der Darstellung des Verlaufs der Massenerhaltung wird
Ck aus der Summe iiber (|B%:| — |B%) berechnet. Weitere informationen zu den
Konvergenzverldufen und Abbruchkriterien sind der Methodology [15] bzw. dem
User Guide [16] zu entnehmen.

3.4.3 Randbedingungen

STAR-CD® bietet eine Reihe von implementierten Randbedingungen zur Behand-
lung einer Vielzahl stromungsmechanischer Fragestellungen. Die mathematische
Formulierung der in dieser Arbeit verwendeten Randbedingungen ist in Kapitel
2.2 zu finden. Ein Gesamtiiberblick der verfiigharen Randbedingungen findet sich
in der Methodology [15].

Einlass

Bei bekanntem Massenstrom findet die “Inlet”-Randbedingung Anwendung. Bei
dieser Art von Randbedingung wird der Massenstrom am Einlass durch den Benut-
zer vorgegeben. Im Falle des in dieser Arbeit behandelten inkompressiblen Mediums
muss die Verteilung aller Variablen, aufler der des Druckes, in den Zellzentren be-
kannt sein. Die Fliisse werden direkt aus diesen Groflen berechnet. Der Druck wird
aus dem Inneren des Rechengebietes extrapoliert.
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Auslass

Die Auslass-Randbedingung findet an Stellen Anwendung, an denen die
Stromungsrichtung aus dem Rechengebiet zeigt, ansonsten aber keine Informatio-
nen iiber die Stromung vorliegen. Die Berechnung der Randbedingung erfolgt in 2
Schritten :

1. Die Verteilung der Variablen am Auslass werden aus den Werten strom-
aufwirts extrapoliert, unter der Annahme, dass die Gradienten der Strom-
linien in ihrem Schnittpunkt mit der Ebene des Auslasses gleich Null sind.
Hierbei ist zu bemerken, dass

e die Randbedingung an einer Stelle anzubringen ist, an der die Annahme
der Nullgradienten moglichst realitdtsnah ist. Konkret bedeutet dies, dass
eine moglichst grofle Entfernung zu hohen, durch stromungsmechanische
Vorgéinge produzierten Gradienten einzuhalten ist.

e die GroBlenordnung der Geschwindigkeiten am Auslass aufgrund dieser
Extrapolation nicht fixiert wird.

2. Die Betrige der Geschwindigkeiten am Auslass werden aus der Konti-
nuitatsgleichung berechnet.

3.5 Geometrie- und Netzerstellung

Die einfachen Geometrien in den Verifikationsfillen und sdmtliche verwendeten Re-
chengitter werden mit dem kommerziellen Preprocessing-System ICEM-CFD® er-
stellt. Die komplexere Geometrie des Aortenbogens ist mit CATIA® angefertigt.

Tetra-Mesher

ICEM-CFD-Tetra®© erlaubt die vollautomatische Vernetzung beliebiger Geometri-
en mit Tetraedernetzen. Einige Parameter erlauben die Kontrolle iiber Anzahl und
Verteilung der Tetraeder. Dabei wird zwischen Parametern unterschieden, die sich
auf das gesamte Modell auswirken und solchen, die nur auf bestimmte Oberflichen
oder Volumen Einfluss nehmen. Nach der eigentlichen Triangulierung der Ober-
flichen und Berechnung der Tetraeder mit dem Octree Verfahren erlaubt ein so-
genannter Smoother die Optimierung des Netzes hinsichtlich Seitenverhéltnis und
Grofle der Tetraeder. Genauere Beschreibungen der mathematischen Grundlagen
dieser automatischen Netzgenerierungsverfahren finden sich beispielsweise bei Li-
seijkin [39]. Details zur Netzerstellung sind in der Dokumentation zu KAPPA-
cufem bzw. [ CEM-CFD®© aufgefiihrt. Die folgenden Parameter konnen fiir einzel-
ne Oberflichenfamilien separat vorgegeben werden. Dadurch kénnen beispielsweise
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Ein- und Auslassrinder oder besonders kritische Gebiete des Rechennetzes feiner
aufgelost werden.

Hexa-Mesher

Der Hexaedervernetzer ICEM-CFD-Heza® stellt einen Industrie-erprobten Ansatz
in der Hexaedervernetzungstechnologie dar. Mit [ CEM-CFD-Heza® kénnen hoch-
wertige, multiblock-strukturierte Netze erzeugt werden. Durch die konseequente Au-
tomatisierung vieler Schritte zur Erstellung der Blocktopologie besteht dabei eine

grofle Zeitersparnis gegeniiber konventionellen Hexaedervernetzern. Details finden
sich wiederum in den Dokumentationen KA PPA-cufem bzw. I CEM-CFD® .

3.6 Auffinden kritischer Punkte in diskreten Vek-
torfeldern

Beim Auffinden kritischer Punkte in einem diskreten Vektorfeld wird zwischen
Punkten in der freien Stromung und Punkten auf Wianden unterschieden.

Kritische Punkte in freier Stromung

Hinreichende Bedingung fiir die Existenz eines kritischen Punktes in freier Stromung
ist das Verschwinden des Betrags der zu untersuchenden Groéfle, beispielsweise
|U(x0, Yo, 20)| = 0. Bei den hier angewandten numerischen Verfahren liegen die Wer-
te der Geschwindigkeitskomponenten nur in endlich vielen Punkten, bei KAPPA-
cvfem den Knotenpunkten der Tetraedernetze, bei S TAR-CD® den Zellmittelpunk-
ten der Hexaedernetze, vor. Zur Vereinheitlichung der Auswertung werden in STAR-

CD® die Werte in den Zellmittelpunkten auf die Knoten der Zellen interpoliert. Soll
die oben genannte Bedingung des verschwindenden Geschwindigkeitsbetrages auf
ein diskretes Feld angewandt werden, ist ein exakter Schnittpunkt der Isoflichen
(bzw. Isolinien im zweidimensionalen Fall) v; = 0 der einzelnen skalaren Vektor-
komponenten erforderlich. Aufgrund der beschrinkten raumlichen Auflésung und
numerischer Fehler ist dies im Allgemeinen nicht der Fall, wodurch die Untersu-
chung der skalaren Grofle |o| zum Auffinden kritischer Punkte ausscheidet.

Wie Abbildung 3.11 illustriert kénnen kritische Punkte auch zwischen den Netz-
punkten existieren. Dies erfordert eine Bedingung, die auch die Richtungsinformati-
on des diskreten Geschwindigkeitsfeldes beriicksichtigt. Eine notwendige, indirekte
Bedingung fiir die Existenz in einem numerischen oder experimentellen Kontrollvo-
lumen ist ein Vorzeichenwechsel aller Richtungskomponenten in den Knotenpunk-
ten des Kontrollvolumens. Fiir den zweidimensionalen Fall ist dies in Abbildung
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Abbildung 3.11: Kritischer Punkt in einer Zelle

3.11 am Beispiel einer Viereckszelle gezeigt. Nach der Identifikation einer Zelle,
die gemiB der oben genannten Bedingung einen kritischen Punkt enthilt, wird die
Ortsbestimmung iiber eine gewichtete Interpolation zwischen den Koordinaten der
Knotenpunkte vorgenommen. Als Gewichtungskriterium dient dabei der Geschwin-
digkeitsbetrag, dass heisst es wird angenommen, dass der gesucht kritische Punkt
nidher an den Koordinaten der geringeren Geschwindigkeit liegt.

Kritische Punkte auf einer festen Wand

Kritische Punkte auf festen Winden werden analog zu denen in freier Stromung
bestimmt. Allerdings wird hierbei nicht das Geschwindigkeitsfeld, sondern das Feld
der Wandreibungskriifte ausgewertet. Uber den Zusammenhang

héngt die Wandschubspannung direkt mit der Geschwindigkeit zusammen. Der po-
sitive Faktor A kann vernachlissigt werden, da keine absoluten Betrige sondern
lediglich ein Vorzeichenwechsel untersucht wird.

Der Programmablauf zum Auffinden kritischer Punkte ist in Abbildung 3.12 sche-
matisch dargestellt. Die Zerlegung der Hexaederzellen in jeweils 5 Tetraeder erfolgt,
um die Untersuchung auf Vorzeichenwechsel sowohl fiir Hexaeder- als auch fiir Te-
traedernetze einheitlich zu gestalten.
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Konfigurations- Geometrie- Geschwindig- Wandschub-
File daten keitsfeld spannungsfeld

Y

ggf. Hexaeder in
Tetraeder splitten

Y

Identifikation der
Kandidatenzellen

Y

Gewichtete Interpolation
der Ortskoordinaten

Y

Erzeugen einer
Punktewolke

Y

Darstellung
in OpenDX

Abbildung 3.12: Programmablauf zum Auffinden kritischer Punkte
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Kapitel 4

Verifikation

Das in der vorliegenden Arbeit vorgestellte CVFEM-Verfahren stellt eine Weiterent-
wicklung der in der Literatur vorhandenen Verfahren dar. Daher ist es notwendig,
eine vollstindige Verifikationsprozedur durchzufiihren, bevor KA PPA-cyfem fiir den
Anwendungsfall des menschlichen Aortenbogens eingesetzt wird.

Alle in KAPPA-cyfem und S TAR-CD® implementierten numerischen Methoden
sind bereits an anderer Stelle validiert, so dass - soweit dies fiir die Navier-Stokes-
Gleichungen moglich ist - die mathematische Korrektheit beider Softwarepakete
gesichert ist. In KA PPA-cufem sind zudem verschiedene interne Testroutinen imple-
mentiert, die bereits auf niedriger Programmebene Fehler feststellen. Hierzu zédhlen
Priifsummen fiir das Volumen des Rechengebiets, fiir die Einlass- und Auslassflichen
und fiir den Massenstrom. Die eigentliche Verifikation von KAPPA-cufem und
STAR-CD® in Hinsicht auf den menschlichen Aortenbogen erfolgt anhand der fol-
genden Stromungsfille :

1. Laminare Rohrstromung
2. Laminare Rohrstromung mit plétzlicher Verengung

3. Pulsierende Rohrstromung

Mit diesen Stromungsfillen sind die wesentlichen Effekte der Strémung im mensch-
lichen Aortenbogen erfasst. Fiir die drei oben genannten Strémungen liegen ent-
weder analytische Losungen der Navier-Stokes-Gleichungen oder exakt dokumen-
tierte Experimente vor, so dass die numerischen Lésungen quantitativ untersucht
werden konnen. Die laminare ausgebildete und pulsierende Stromung in einem
180° Kriimmer wird aufgrund ihrer Komplexitét als Anwendungsfall in Kapitel 5.1
behandelt.
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KAPITEL 4. VERIFIKATION

4.1 Laminare Rohrstromung

Als erster Verifikationsfall wird die laminare Rohrstromung gewé#hlt. Dabei wird
die Ausbildung des bekannten parabolischen Geschwindigkeitsprofils bei unter-
schiedlichen Reynoldszahlen betrachtet, um sicherzustellen, dass sowohl KAPPA-
cufem als auch STAR-CD® die Einlauffeffekte richtig wiedergeben. Hierzu wer-
den die Reynoldszahlen 50, 500, 1000 und 2000 berechnet, womit der im menschli-
chen Aortenbogen relevante Bereich abgedeckt wird. Die bekannte Hagen-Pouseille-
Stromung soll im folgenden kurz vorgestellt werden.

Analytische Losung

Fiir das Geschwindigkeitsprofil der ausgebildeten laminaren Rohrstromung existiert
eine analytische Losung. Herleitungen dieses Profils finden sich in allen einschlégigen
Lehrbiichern der Stromungsmechanik, beispielsweise bei Oertel [46] :

u(r) =1 (1 — %) . (4.1)

Dabei ist u die mittlere Geschwindigkeit, R der Rohrradius und u das volumetrische
Mittel der Geschwindigkeit (Abb. 4.1). Die Liinge ! der Einlaufstrecke betréigt nach

> ¢ -

> D - -

d 0 .
u 2u

Abbildung 4.1: Rohrstromung und ausgebildetes Geschwindigkeitsprofil

Schiller [59] im Verhéltnis zum Rohrdurchmesser D :
l/D =0.03 - Rep
Dieses Verhéltnis ist bei der Wahl der Rechengebiete zu beachten, um am Ende des
jeweiligen Gebietes ein ausgebildetes Profil zu erlauben.
Numerische Loésung

Bei den numerischen Simulationen der laminaren Rohrstréomung wird ein Rohr-
durchmesser von D = 20mm gewihlt. Bei den Reynoldszahlen 50, 500 und 1000 ist
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4.1. LAMINARE ROHRSTROMUNG

eine Linge von L = 1000mm und damit L/D = 50 nach Gleichung 4.2 ausreichend,
um ein ausgebildetes Profil zu erreichen. Fiir Rep = 2000 wird eine Lénge von
L = 1200mm verwendet, das Verhéltnis L/D betrigt dann L/D = 60. In Tabelle
4.1 sind die weiteren physikalischen Parameter dynamische Viskositdt p , Dichte
p, Massenstrom 7 und mittlere Geschwindigkeit % angegeben. Die Dichte p und
dynamische Viskositét p des Mediums sind dabei an die im experimentellen Aufbau
von Baumgart [7] eingesetzte Calzium-Chlorid-Losung angepasst. Die Tetraedernet-

| Rep | pu [kg/ms] | p [kg/m®] | m [kg/s] | @ [m/s] |
50 | 3.18-1073 1281 2.495-107% | 6.206 - 1073
500 | 3.18-1073 1281 2.495-1072 | 6.206 - 1072
1000 | 3.18-1073 1281 4.990-1072 | 1.241 - 107!
2000 | 3.18-10°3 1281 0.980-10 2 | 2.482-10°!

Tabelle 4.1: Physikalische Parameter laminare Rohrstromung

ze fiir KAPPA-cufem bestehen aus 103680 Tetraedern und 20125 Knotenpunkten
bzw. 124416 Tetraedern und 24150 Knotenpunkten. Die durchschnittliche Zahl der
Nachbarknoten betrigt ca. 20, der Maximalwert liegt bei 30. Bei Reynoldszahlen
kleiner 500 Rep < 500 kann mit einem Relaxationsfaktor von o = 0.5 gerechnet
werden. Fiir groflere Reynoldszahlen Rep > 500 wird ein Relaxationsfaktor von
a = 0.2 benutzt.

Als Anfangsbedingung wird das gesamte Stromungsfeld mit den Geschwindig-

-8 U | ] 10" F | | | |
0 20 40 60 80 100 0 200 400 600 800 1000

lterationen lterationen

durchschn. Anderung

Abbildung 4.2: Konvergenzverlauf laminare Rohrstromung, KAPPA-cufem , links:
Rep = 50, rechts: Rep = 2000

keitswerten am Einlass initialisiert. Eine relative Anderung von einer Iteration zur
niichsten von weniger als 1 - 107% und eine Summe der Gleichungsresiduen von
weniger als 1 -1071% wird als Konvergenzkriterium herangezogen. In Abbildung
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Residuen

J 0
20 40 60 80 100 0 100 200 300 400 500 6C
lterationen Iterationen

Abbildung 4.3: Konvergenzverlauf laminare Rohrstrémung, STAR-CD, links: Rep =
50, rechts: Rep = 2000

4.2 sind exemplarisch die Konvergenzverldufe fiir die Reynoldszahlen 50 und 2000
dargestellt. Auf der y-Achse findet sich dabei die durchschnittliche Anderung im
Stromungsfeld zwischen zwei Iterationen in logarithmischer Skalierung. Bei héheren
Reynoldszahlen sind mehr Iterationen notwendig, um das Konvergenzkriterium zu
erreichen. Diese Tendenz ist bei KAPPA-cyfem deutlich stirker ausgeprigt, als bei
STAR-CD® . Da aus weiteren Konvergenzverldufen bei den stationiren Berechnun-
gen der Stromung durch das Rohr mit Verengung bzw. den 180°-Kriimmer keine
neuen Informationen zu gewinnen sind, wird im Folgenden auf ihre Darstellung ver-
zichtet.

Die Hexaedernetze fiir die Rechnungen mit § TAR-CD®© bestehen aus 359195 Zellen
und 368911 Knoten bzw. 431395 Zellen und 442560 Knoten. In STAR-CD®© wer-
den jeweils die Residuen nach Gleichung 3.97 der drei Impuls- und der Konti-

CVFEM
STAR-CD 0.006 m/s
: I
1 . . . . . . . . .
SV iy,
1 e E E E E 5 ;
| | | | | | | | | | -
05 25 5 10 15 20 25 30 35 40

x/D

Abbildung 4.4: Vergleich der Geschwindigkeitsprofile, KAPPA-cufem und STAR-
CcD ,ReD =50
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CVFEM —
STAR-CD 0.06 m/s
: I
1 . . . . . . . . .
e s s s s 5 s
| | | | | | | | | | -
0525 5 10 15 20 25 30 35 40

x/D

Abbildung 4.5: Vergleich der Geschwindigkeitsprofile, KAPPA-cyfem und STAR-
CD , Rep = 500

nuitétsgleichungen als Konvergenzkriterium herangezogen. Als Abbruchkriterium
wird dabei ein maximaler Wert von 1-107* benutzt. In Abbildung 4.3 ist wiederum
der Konvergenzverlauf fiir die Reynoldszahlen 50 und 2000 dargestellt. Fiir die Re-
siduen der Kontinuitétsgleichungen ist dabei anzumerken, dass nach 10 Iterationen
eine Normierung vorgenommen wird (sieche Kap. 3.4). Alle Rechnungen sind mit
dem MARS-Diskretisierungsschema und den Standardrelaxationsfaktoren von 0.7
fiir die Impuls- bzw. 0.3 fiir die Kontinuitétsgleichung durchgefiihrt.

Es ist anzumerken, dass sich das Tetraeder- und das Hexaedernetz bei gleicher An-
zahl Zellen deutlich in der Zahl der Knotenpunkte unterscheiden. Der Rechenauf-

CVFEM —
STAR-CD 0.12m/s

Abbildung 4.6: Vergleich der Geschwindigkeitsprofile, KAPPA-cufem und STAR-
CD , Rep = 1000
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CVFEM

STAR-CD 0.24 m/s
: [

1-

g IIYIIPIv

3.756.25 15 18.75 30 37.5 45 525 60
0.625 x/D

Abbildung 4.7: Vergleich der Geschwindigkeitsprofile, KAPPA-cufem und STAR-
CD , Rep = 2000

wand fiir ein Tetraedernetz mit gleicher Anzahl an Diskretisierungspunkten wire um
ein Vielfaches grofler. Die Zahlenwerte der Konvergenzkriterien sind ebenfalls nicht
direkt vergleichbar, da sie wie in Kapitel 3.3.6 und 3.4 ausgefiihrt unterschiedlich
gebildet werden. Genauer formuliert verzichtet KAPPA-cufem auf die Normierun-
gen, die STAR-CD® durchfiihrt.

In den Abbildungen 4.4 bis 4.7 sind die Geschwindigkeitsprofile fiir KAPPA-
cufem und STAR- cD® entlang eines Mittelschnittes dargestellt. Die unterschiedli-
che Liange der Einlaufstrecke fiir die verschiedenen Reynoldszahlen ist deutlich zu
erkennen und stimmt mit dem in Gleichung 4.2 angegebenen Wert gut iiberein. So ist
bei der niedrigen Reynoldszahl von Rep = 50 bereits nach einer Lauflinge von 2.5-D
keine Anderung im Geschwindigkeitsprofil mehr festzustellen. Bei Rep = 500 liegt
die Lénge der Einlaufstrecke bereits bei ca. 15 Rohrdurchmessern. Fiir Rep = 1000
ist erst kurz vor Ende des Rechengebietes bei ca. 30 Rohrdurchmessern das parabo-
lische Geschwindigkeitsprofil erreicht. Fiir die grofite hier betrachtete Reynoldszahl
Rep = 2000 stellt sich das ausgebildete Profil erst nach ca. 60 Rohrdurchmessern ein.
Anhand der analytischen Losung 4.1 kann das ausgebildete Geschwindigkeitsprofil
quantitativ bewertet werden. Beide Softwarepakete zeigen hier nur geringe Abwei-
chungen, die letzendlich durch die Netzauflosung und die Tatsache, dass numerisch
keine kontinuierliche Losung erzielt wird erkldrt werden. Die Profile am Ende der
jeweiligen Rechengebiete im Vergleich zur analytischen Lésung sind in Abbildung
4.8 gezeigt. Erkennbare Unterschiede bestehen lediglich bei der héchsten Reynolds-
zahl Rep = 2000, bei der beide Softwarepakete die Maximalgeschwindigkeit leicht
unterschiitzen. Die beobachtete Abweichung liegt jedoch unter 2% und ist im Rah-
men der numerischen Abbruch- und Approximationsfehler.

Als Ergebnis des Verifikationsfalls laminare Rohrstémung lésst sich damit festhal-
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analytisch ----
CVFEM ——
STAR-CD
Re=50 Re=500 Re=1000 Re=2000
T T T T T
0.5 - \\\— 0.5 - \\\— 0.5 - — o5F
R o A4 R o 4 R oL d wm oL
05 - -0.5 - -0.5 - - 05 /-
1 0.606 - 0.66 - o.|12 - o.|24
u u u

Abbildung 4.8: Vergleich der Geschwindigkeitsprofile analytische Losung, KAPPA-
cufem und STAR-CD

ten, dass sowohl die Lange der Einlaufstrecke als auch das ausgebildete Geschwindig-

keitsprofil der Hagen-Pouseille-Strémung von beiden eingesetzten Softwarepaketen
mit hoher Genauigleit wiedergegeben werden.
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4.2 Rohrstromung mit plétzlicher Verengung

Um die Strémung im menschlichen Aortenbogen numerisch korrekt wiedergeben
zu konnen, muss sichergestellt werden, dass Ablosegebiete richtig berechnet wer-
den. Diese Eigenschaft der eingesetzten Codes wird anhand der Rohrstrémung mit
plotzlicher Verengung untersucht.

Experimentelle Daten

32D 51D

=
=\
EE——

WUV

——

Pibidid

o

Abbildung 4.9: Geometrie der Rohrstromung mit plétzlicher Verengung

Als Grundlage fiir dieses Verifikationsbeispiel dient die Arbeit von F. Durst und
T. Loy [22]. Darin werden detaillierte Ergebnisse fiir eine laminare Rohrstromung
mit plotzlicher Abnahme des Rohrdurchmessers vorgestellt. Ein komplexer ex-
perimenteller Aufbau mit einem Doppel-Pumpensystem und Temperaturkontrolle
gewihrleistet eine konstante Stromung fiir alle angegebenen Reynoldszahlen. Als
Messsystem dient ein Laser-Doppler-Anemometer mit einem Helium-Neon-Laser.
Gleiche Brechungsindizes zwischen Glas und stromendem Medium werden im be-
schriebenen Experiment durch den Einsatz einer Heizdl-Palatinol-Mischung erreicht.
Da dessen Eigenschaften (Dichte, Viskositét) nicht angegeben sind, wird in den nu-
merischen Simulationen Wasser bei Standardbedingungen berechnet und die Ein-
lassgeschwindigkeit an die gegebenen Reynoldszahlen angepasst.

Die Geometrie des Rohres und die Hauptmerkmale der Strémung sind in Abbil-
dung 4.9 gezeigt. Der Einlassdurchmesser betrigt D = 19.1mm und verringert sich

[Rep | o [hg/ms] [ p Tha/m® | v [kg/5] | pintans (/5]

23 | 1.002-1073 998.2 3.457-107*| 1.209-1073
196 | 1.002- 1073 998.2 2.95-1073 1.03-1072
372 | 1.002-1073 998.2 5.90-103 1.955- 1072
968 | 1.002-1073 998.2 1.535- 102 5.09 - 102

Tabelle 4.2: Physikalische Parameter laminare Rohrstromung mit plétzlicher Ver-

engung
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CVFEM - Experiment
STAR-CD
L 0.008 m/s
5 5 5 5 T
—0 262 —O 052 0.146 0.523
| | | | | -
-1 .047 —0.157 0.052 0.219 1.047 /D

Abbildung 4.10: Geschwindigkeitsprofile Rohrstromung mit plotzlicher Verengung,
KAPPA-cufem und STAR-CD, Rep = 23

sprunghaft auf d = 10.2mm. Die Hohe der Stufe ergibt sich daraus zu Ad = 4.45mm.
Im experimentellen Aufbau betrigt die Einlaufstrecke [y = 620mm und die Lénge
des Rohres nach der Verengung lo = 980mm. Die Lénge der Einlaufstrecke ist ausrei-
chend, um vor der Stufe ein ausgebildetes Geschwindigkeitsprofil zu gewé#hrleisten.
Ein bis zwei Stufenhchen vor der Verengung beginnt sich das Profil zu verformen und
zeigt hohere Geschwindigkeiten in der Mitte. Unmittelbar hinter der Stufe verdndert
sich das Profil abhingig von der Reynoldszahl. In Wandniihe treten Uberschwinger
in der Geschwindigkeit auf. In der Rohrmitte ist ein abgeflachtes Profil zu beobach-
ten. Die Lange der Wiederausbildungsstrecke dndert sich trotz grofierer Unterschiede
in den Profilen zu Beginn des engeren Rohres nur wenig. Dies zeigt, dass das Ein-
gangsprofil bei einer Rohrstrémung nur geringen Einfluss auf die Einlaufstrecke hat
und deckt sich mit den Aussagen zur laminaren Rohrstromung in Kapitel 4.1. In der
vorliegenden Arbeit sind die vier in [22] experimentell untersuchten Reynoldszah-
len Rep = 23,196,372 und 968 nachgerechnet worden. Die genauen physikalischen
Parameter sind in Tabelle 4.2 angegeben.

Numerische Lésung

Aufgrund der Ergebnisse der numerischen Untersuchung anhand der Rohrstrémung
wird die Einlaufstrecke in den Simulationen beibehalten. Vor der Verengung ist
dadurch in allen Fillen ein ausgebildetes Rohrprofil gewihrleistet. Die Liange des
Rohres nach der Verengung kann auf 380mm verkiirzt werden, da die Geschwindig-
keitsprofile in der Ndhe der Verengung und nicht die Wiederausbildung im verengten
Teil untersucht werden. Eine Riickwirkung der Auslassrandbedingungen bis zur Stu-
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CVFEM - Experiment -

STAR-CD
1 YRR 0.07 m/s
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Abbildung 4.11: Geschwindigkeitsprofile Rohrstromung mit plétzlicher Verengung,
KAPPA-cufem und STAR-CD, Rep = 196

fe liegt weder in KA PPA-cufem noch in STAR-CD® vor.

Die Tetraedernetze fiir die Berechnung mit KAPPA-cufem bestehen aus 207640
Tetraedern mit 35670 Knotenpunkten. Als Relaxationsfaktor wird fiir alle Fille
a = 0.2 gewihlt. Die Anfangsbedingung betrigt im vorderen Bereich des Rohres
den in Tabelle 4.2 angegebenen Wert der Geschwindigkeit im Einlass. Im verengten
Teil des Rohr wird die Anfangsgeschwindigkeit entsprechend der Kontinuitdt um
den Faktor 4 erhoht.

CVFEM - Experiment -
STAR-CD

1= 0.14 m/s
. N

I—OI.393|—0|.23(?—0i131|—0.|02€:?I 0.|052 | O.|209 | 01733 |
-0.523-0.288-0.183 -0.079  0.026 0.105 0.419 1.047

-

x/D

Abbildung 4.12: Geschwindigkeitsprofile Rohrstrémung mit plotzlicher Verengung,
KAPPA-cyfem und STAR-CD Rep = 372
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CVFEM - Experiment -
STAR-CD

1 ; 5 5 : ] T 0.36 m/s

-0.288 -0.079 -0.039 0.066 0.146  0.366 0.785
| | | | | | |

| | | | | | | >
-

-1.047 -0.183 -0.052 0.039 0.105 0.209  0.523 /D

Abbildung 4.13: Geschwindigkeitsprofile Rohrstromung mit plotzlicher Verengung,
KAPPA-cufem und STAR-CD Rep = 968

Die Hexaedernetze der STAR-CD®© Berechnungen bestehen aus 464056 Zellen und
474764 Knoten. Wie in Kapitel 4.1 wird mit dem MARS-Schema und den Standar-
drelaxationsfaktoren gerechnet.

Die Konvergenz- bzw. Abbruchkriterien sind gegeniiber Kapitel 4.1 unveréindert.
Bei steigender Reynoldszahl ist bei KA PPA-cufem eine stark ansteigende Zahl an
Iteration zum Erreichen des Konvergenzkriteriums zu bebobachten.

Die Abbildungen 4.10 bis 4.13 zeigen die Geschwindigkeitsprofile des Experiments
sowie der numerischen Simulationen. Zu beachten ist, dass die Verteilung der Ge-
schwindigkeitsprofile entlang der z-Achse nicht mafistabsgetreu ist, da im Expe-
riment mehr Profile in Stufennihe vermessen wurden. Nicht alle Profile sind im
Experiment iiber den gesamten Rohrdurchmesser vermessen worden. Im Bereich
vor der Stufe sind dementsprechend nur Halbprofile eingetragen.

Erkennbare Abweichungen liegen fiir beide Softwarepakete im Bereich der sehr
starken Gradienten unmittelbar hinter der Stufe vor. Die Uberschwinger in den
Geschwindigkeiten werden insbesondere von KAPPA-cufem nicht hundertprozen-
tig wiedergegeben. Der Grund hierfiir liegt in der nicht ohne weiteres moglichen
Verfeinerung der Tetraedernetze auf die Wand hin, ohne dabei die Gesamtzahl der
Zellen extrem zu erhdhen. Bei den in sehr geringen Abstdnden vermessenen Profi-
len spielt die Netzauflosung in Laufrichtung des Rohres eine grofie Rolle. Liegt der
Messpunkt zwischen zwei Zellmittelpunkten (STAR-CD® ) bzw. Knotenpunkten
(KAPPA-cufem ) schliagt sich dies direkt in Abweichungen der Ergebnisse nieder.
Im Hinblick auf die Stromungsverhéltnisse im Aortenbogen mit einer Reynoldszahl
von Re = 1350 im stationdren Fall und vergleichbaren mittleren Reynoldszahlen
der pulsierenden Stromung ist insgesamt eine gute Genauigkeit gegeben.
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KAPITEL 4. VERIFIKATION

4.3 Rohrstromung mit pulsierender Einlassrand-
bedingung

Der Fall einer achsensymmetrischen Rohrstromung mit pulsierender Randbedingung
auf der Einlassseite wird zur Verifikation der Zeitgenauigkeit der eingesetzten Ver-
fahren benutzt. Die berechneten Womersley- und Reynoldszahlen orientieren sich
an den Bedingungen in der menschlichen Aorta.

Analytische Losung

Fiir den Fall einer ausgebildeten, achsensymmetrischen Rohrstrémung mit pulsie-
render Randbedingung hat Uchida [65] eine analytische Losung der Navier-Stokes-
Gleichungen hergeleitet . Dazu wird von der Kontinuitéts- und den Impulsgleichun-
gen in Zylinderkoordinaten ausgegangen :

ou Ov

v
oty =0 (42)
ou ou  Ou 1 0Op Pu 0Pu 1 Ou
ot T T Var T —;'a—x“(@*w*;'a) (4:3)
ov ov ov 1 Op v 0w 1 Ov w
o Ve TVar T —;5”(@*@*;57) (4.4)

Mit der Annahme einer achsensymmetrischen Strémung verschwindet die v-Kompo-
nente der Geschwindigkeit und die Kontinuitéitsgleichung wird zu du/0x = 0 und
somit ist v = wu(r,t). Diese Bedingung entspricht einer ausgebildeten, laminaren
Stromung. Das Einsetzen von v = 0 in Gleichung 4.4 ergibt dp/0r = 0, d.h. der
Druck ist konstant iiber den Rohrquerschnitt und nur noch von der Lauflinge x
und der Zeit ¢t abhéngig. Die resultierende Bewegungsgleichung fiir die achsensym-
metrische, ausgebildete Stromung schreibt sich damit als

ou 1 Op Pu 1 Ou
— == —+ - ). 4.
at T 6x+y(87“2+r 87’) (45)
In der komplexen Ebene ist ein Fourier-Ansatz der Form
F(t):—@—a +§:a et (4.6)
o1 0 n

moglich. Gesucht werden Losungen in der Form
u(r,t) = ug(r) + Z Uy (1)e™ (4.7)
n=1

70



4.3. ROHRSTROMUNG MIT PULSIERENDER EINLASSRANDBEDINGUNG

wobei nur der Realteil eine physikalische Bedeutung besitzt. Werden die Ansitze
4.6 und 4.7 in Gleichung 4.5 eingesetzt, ergeben sich die folgenden inhomogenen
Besselschen Differentialgleichungen :

d2u0 1 d’LLO U

2. 222402 =0 4.8
dr? + r o dr + v (4.8)

d*u, 1 du, —in an,
L 1M 4.9
dr? r dr * v Un + v (4.9)

Die Integration dieser Differentialgleichung fiihrt auf

2

Uy = —@‘TZ—{—A()]I]T"FBO (410)
v
Un = 4 Dy Jo(kri®?) + By Ko(krit/?) (4.11)
m

wobei k = y/n/vr und Jy bzw. K; Besselfunktionen erster bzw. zweiter Gattung 0-
ter Ordnung sind. Die gesuchte analytische Losung ist schliellich durch den Realteil
des folgenden Ausdrucks gegeben :

— _a .1’
u = v 1 +A01HT+BO } (412)

+ 3707 [& + Dy Jo(kri®?) + B, Ko(krit/?)] e
Die Konstanten in Gleichung 4.12 werden anhand der Randbedingungen in der
Rohrmitte und der Haftbedingung an der Wand bestimmt. In der Rohrmitte r =0
sind |Inr| und Ky(kri'/?) unendlich, die Geschwindigkeit u ist jedoch beschrinkt.
Fiir die Konstanten Ay und E, gilt damit Ay = E, = 0. Aus der Haftbedingung
u(r = R) = 0 ergibt sich der noch unbekannte Koeffizient D,, und damit die Ge-
samtlosung zu :

_ A0 pe oy N[y JolkrE)
u—4V(R ) nz_:l[l Jo(kRiT2) e (4.13)

Der in z-Richtung transportierte Massenstrom m ist durch

1 2w R 4
m = —/ dt/ 2nurdr = mH ao (4.14)
2m J, 0 8v

oder

e () )

mit dem zeitlichen Mittel des Druckgradienten —0p/0x = pag gegeben. Damit ent-
spricht der Massenstrom der pulsierenden Rohrstromung dem Massenstrom einer
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KAPITEL 4. VERIFIKATION

Poiseuille-Stromung, deren Druckgradient dem zeitlich gemittelten Druckgradien-
ten der pulsierenden Stromung entspricht. Die mittlere Geschwindigkeit u der pul-
sierenden Stromung, definiert durch u = /(7 R*) betriigt

H_.RLLCL()_}z_AL _d_p
8 8u \ dz)’

Mit der mittleren Geschwindigkeit % normiert lésst sich Gleichung 4.13 in der di-
mensionslosen Form

(4.16)

U Umean u’ Umean 7?2

v _ - =2(1-(= 4.1

T T w a ( (R) ) )
v _ i an | 8 A(r)cosnt + (1 — B(r)) sinnt (4.18)
@~ 2<a [(kR)? '

mit

A(r) = bei kR)ber kr) ber(kR bei(kr)

ber” kR)+bel kR
B(r) = ber(kR)ber kr)+bei(kR) {)el kr) (4.19)

ber’ (kr)+bei’(kR)

schreiben. Der Parameter kR = \/n/vR entspricht der Womersleyzahl, die das
Verhiltnis der oszillierenden Beschleunigungskrifte zu den Reibungskriften dar-
stellt. Der Ausdruck 1/ f /v driickt dabei aus, wieweit die an der Wand entstehenden
Wirbel in die Rohrmitte hineindiffundieren. Ist 1/ f/v klein gegeniiber dem Radius
R wirken die Wirbel nur nahe der Wand. Das Fluid in der Mitte stromt wie ein
starrer Korper.

Eine Zusammenfassung pulsierender und oszillierender Rohrstromungen liefern
Carpinlioglu und Giindogdu [12]. Sie zitieren ein Konzept von Ohmi et. al. [49],
die wiederum pulsierende Rohrstrémungen in drei Bereiche unterteilen :

e QQuasi-stationdrer Bereich
e Zwischenbreich
e Trigheits-dominierter Bereich

Der Quasi-stationire Bereich zeichnet sich durch eine dem stationiren Zustand
vergleichbare Stromungsstruktur aus. Im Zwischenbereich treten sichtbare Ein-
fliisse der Oszillation auf. Der Trégheits-dominierte Bereich schliellich setzt sich
deutlich von der bekannten parabolischen Geschwindigkeitsverteilung ab und zeigt
Riickstrémungen in der Nihe der Rohrwinde. Die Uberginge zwischen den einzel-
nen Bereichen lassen sich anhand der Womersleyzahl kennzeichnen. Der Ubergang
vom Quasi-stationiren Bereich in den Zwischenbreich erfolgt bei einer Womersley-
zahl von Wo = 1.32, der Ubergang vom Zwischenbreich zum Triigheits-dominierten
Bereich bei Wo = 28. Die Obergrenze fiir die Stromung im menschlichen Blutkreis-
lauf liegt bei bei einer Womersleyzahl von Wo = 27 in der Aorta.
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4.3. ROHRSTROMUNG MIT PULSIERENDER EINLASSRANDBEDINGUNG

Numerische Lésung

Die physikalischen Parameter der Simulation sind in Tabelle 4.3 zusammengefasst.
Die Materialeigenschaften entsprechen wiederum der Calcium-Chlorid-Losung, die
in den Aortenbogen-Experimenten zum Einsatz kommt. Die Womersleyzahl ist dem
Prandtl-Fiihrer durch die Strémungslehre [48] entnommen. Der zeitliche Verlauf der

| D [m] | plkg/ms] | p[kg/m?] | u[m/s] | Rep | tmax [m/s] | Remax | T [s] | Wo |
| 0.02 [318-10"*] 1281 | 0.124 [1000 | 0.248 | 2000 | 0.347 | 27 |

Tabelle 4.3: Physikalische Parameter pulsierende Rohrstromung

Einlassrandbedingung ist in Abbildung 4.14 gezeigt. Um Einlaufeffekte durch die
Ausbildung des Geschwindigkeitsprofils gering zu halten, erfiillt die Einlassrandbe-
dingung bereits die Haftbedingung und das parabolische Geschwindigkeitsprofil der
laminaren Rohrstromung. Genauer gilt :

r

u(r,t) =1 (1 - (E)Z) (1 +sin(wt)) . (4.20)

Die Netze fiir die Simulation der pulsierenden Rohrstrémung sind mit de-

u/u_max u(rt) —

Abbildung 4.14: Einlassrandbedingung pulsierende Rohrstrémung

nen der ausgebildeten Rohrstrémung identisch. Die genauen Angaben dazu fin-
den sich in Kapitel 4.1. Die Zeitdiskretisierung erfolgt sowohl fiir KAPPA-
cufem als auch STAR-CD® mit dem impliziten Euler-Verfahren. Die jeweiligen
Losungsalgorithmen SIMPLE bzw. PISO sind in Kapitel 3.3 und 3.4 beschrieben.
Die Zeitschrittweite betriagt jeweils At = 0.0116s, womit eine Schwingungsperiode
mit 30 Zeitschritten aufgelost wird. Die zugehorigen Courantzahlen liegen in der
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analytisch

STAR-CD

u/U

A — -
t=0 t=1/4T t=1/2T t=3/4T

Abbildung 4.15: Vergleich der Geschwindigkeitsprofile Pulsierende Rohrstromung

GroBenordnung O(1). Zu beachten ist, dass in der analytischen Losung keine In-
formation iiber die Lauflinge enthalten ist. In der numerischen Simulation erfolgt
dagegen eine rdumliche Ausbildung des Profils iiber die Rohrléinge. Daraus resul-
tierend wird eine relativ hohe Zahl - die unten gezeigten Auswertungen sind nach
jeweils 10 Schwingungsperioden erstellt - an Schwingungsperioden berechnet. Die
rdumliche Position der Auswertungen ist genauer untersucht worden. Bei der behan-
delten mittleren Reynoldszahl von Rep = 1000 ist bei einer Liuflinge von /D = 50
eine gute Ubereinstimmung zwischen numerischem und analytischem Profil gege-
ben. In Abbildung 4.15 sind die mit KAPPA-cufem und STAR-CD® errechneten
Geschwindigkeitsprofile im Vergleich mit der analytischen Lésung dargestellt. Beide
Programme treffen die Struktur der analytischen Lésung sehr gut. Abweichungen
treten wie in den vorigen Stromungsfillen bei KAPPA-cufem im Bereich der sehr
hohen Wandgradienten auf. Probleme bestehen auflerdem mit den Riickstromungen
im Bereich der Auslassrandbedingung. Diese ldsst an Auslassrdndern keinen Mas-
senstrom in das Rechengebiet hinein zu. Es ist also darauf zu achten, dass ein
ausreichend grofler Abstand zwischen dem Auslass und der Stelle, an der die Aus-
wertung erfolgt, eingehalten wird. Fiir die hier vorgestellten Ergebnisse erwies sich
ein Abstand von 10D als angemessen. Zusammenfassend bleibt festzustellen, dass
STAR-CD® ohne Einschréankungen und KA PPA-cufem mit leichten Abstrichen eine
pulsierende Rohrstémug simulieren konnen.
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Kapitel 5

Stromung im Aortenbogen

5.1 Ausgebildete und Pulsierende Kriimmerstro-
mung

Die Entstehung von Sekundirstrémungen durch Zentrifugalkréifte und Druck-
ausgleich in der Grenzschicht ist ein bekanntes Phinomen in allen Arten von
Kriimmergeometrien. Um die Stromung im Aortenbogen korrekt simulieren zu
konnen, muss daher gewéhrleistet sein, dass die Struktur von Sekundérstromungen
sowohl in stationdren als auch in pulsierenden Strémungen von den eingesetzten
CFD-Codes wiedergegeben wird. Anhand eines 180° Kriimmers wird dies im Fol-
genden untersucht.

Die Geometrie des untersuchten Kriimmers ist in Abbildung 5.1 dargestellt. Der

40r
™.

r
R

[ 120r -

Abbildung 5.1: Kriimmergeometrie

Radius r des Rohres betriagt r = 1ecm, der Kriimmungsradius R ist mit R = 4cm
so gewihlt, dass die Deanzahl mit der der Aorta iibereinstimmt. In der Literatur
finden sich verschiedene Definitionen der Deanzahl. Hier wird sie definiert als

De:Rem/%
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KAPITEL 5. STROMUNG IM AORTENBOGEN

und kennzeichnet das Verhéltnis zwischen der Zentrifugalkraft durch die Kriimmung
und der Triagheit der Stromung. Das Kriimmungsverhéltnis des in Kapitel 5.2 vor-
gestellten Aortenbogens betrigt ebenfalls /R = 1/4. Da fiir die Untersuchung im
180° Kriimmer dieselben physikalischen Parameter verwendet werden, stimmen die
Reynold-, Womersley- und Deanzahl und damit die entstehende Sekundérstromung
iiberein. Die Lénge der Einlaufstrecke ist mit 60 Rohrduchmessern so bemessen, dass
am Beginn des Kriimmers eine ausgebildete Strémung vorliegt. Die Strecke hinter
dem Kriimmer ist mit 20 Durchmessern ausreichend, um eine Riickwértswirkung
der Auslassrandbedingung auszuschlieflen.

Stationdre Stromung
Zunéchst wird die stationére, ausgebildete Stromung untersucht. Die zugehorigen

physikalischen Parameter sind in Tabelle 5.1 angegeben und entsprechen denen
des Aortenbogenexperimentes. Fiir § TAR-CD® wird auf einem Hexaedernetz mit

| Rep | p [kg/ms] | p [kg/m®] | V [m?/s] | @ [m/s] | De |
11350 [ 3.18-10% | 1218 [5.28-107° | 0.168 | 675 |

Tabelle 5.1: Physikalische Parameter ausgebildete Stromung in einem 180° Kriimmer

222460 Zellen und 230052 Knoten gerechnet. Nach Untersuchungen von Weston
et al. ist diese Auflosung ausreichend, um eine netzunabhéngige Lésung zu erhal-
ten. Mit KAPPA-cufem ist eine wesentlich feinere Auflosung mit 515546 Zellen
und 97251 Knoten notwendig, um dieselbe Grobstruktur der Stromung wiedergeben
zu kénnen. Die Simulationen mit STAR-CD© erfolgen wiederum mit dem MARS-
Schema und den weiteren in Kapitel 4.1 angegebenen Einstellungen. Fiir KA PPA-
cufem ist fiir die Stromung im 180° Kriimmer eine Initialiserung des Stromungsfeldes
notig, bei der die Richtung der Geschwindigkeit parallel zu den Kriimmerwinden
vorgegeben wird. Der vorgegebene Geschwindigkeitsbetrag entspricht der mittleren
Geschwindigkeit am Einlass #. Ohne diese Vorgabe konnte keine Konvergenz er-
zielt werden. Der Relaxationsfaktor wird zudem auf o = 0.05 herabgesetzt, was
eine deutliche Erh6hung der Rechenzeit zur Folge hat. Anzumerken ist, dass auch
STAR-CD® intern eine Initialiserungsprozedur durchfiihrt, um einen Initial Guess
fiir die iterativen Verfahren zu erzeugen.

Aufgrund der Zentrifugalkraft stellen sich im Kriimmer Ablésungen und Se-
kundérstromungen ein, die eine komplexe Stromungsstruktur zur Folge haben. In
den Abbildungen 5.2 sind neben einigen Stromlinien ein horizontaler und ein ver-
tikaler Schnitt mit dem Betrag der Geschwindigkeit direkt zu Kriimmeranfang

76
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20m

Umag / U

Abbildung 5.2: Stromlinien und Geschwindigkeitsbetrag, ausgebildete Kriimmer-
stromung, links: STAR-CD, rechts: KAPPA-cyfem

und -ende gezeigt. Alle Geschwindigkeiten werden hierbei mit der mittleren Ge-
schwindigkeit im Einlass 4 = 0.168m/s normiert. Das Maximum der Geschwindig-
keit ist zur aufBenliegenden Seite verschoben. Im vorderen Drittel des Kriimmers
16st die Stromung ab. Die eingetragenen Stromlinien, die von einem Gitter im
Kriimmeranfang ausgehen, zeigen die Helixstruktur der Sekundéirstromung. Dabei
ist zu erkennen, dass KAPPA-cyfem und STAR-CD® leicht unterschiedliche Se-
kundérstromung ermitteln, wie weiter unten noch genauer erldutert wird. Die drei
auBen beginnenden Stromlinien folgen getrieben vom Druckausgleich in der Grenz-
schicht der Sekundérstromung, wihrend die innenliegenden Stromlinien der Haupt-
stromungsrichtung folgen. Diese Grobstruktur der Kriimmerstrémung wird von

STAR-CD® und KAPPA-cufem identisch wiedergegeben. Kritische Punkte finden
sich in der dreidimensionalen Kriimmerstrémung nicht, da die Sekundarstromung
betragsmifig klein gegeniiber der Hauptstromung ist. Die Geschwindigkeitsprofile
sind in den Abbildungen 5.3 dargestellt. KA PPA-cufem berechnet ein leicht hoheres
Geschwindigkeitsmaximum zu Beginn des Kriimmers von t,,,/@ = 1.91 im Ver-
gleich zu STAR-CD® mit Umag/t = 1.83. Im Verlauf des Kriimmers sind die Pro-
file mit KAPPA-cufem bauchiger, was aus der etwas schwicher wiedergegebenen
Ablosung resultiert.

Die Sekundérstromung wird am Kriimmerende untersucht und ist in Abbildung
5.4 gezeigt. Dargestellt sind Stromlinien, die aus den projezierten Geschwindig-
keitskomponenten in der Kriimmerausgangsebene gebildet sind. Hinterlegt ist ein
Konturplot des Geschwindigkeitsbetrages, der wiederum die Maximalgeschwindig-
keit auf der Auflenseite des Kriimmers zeigt. Die Stromlinien der Sekundarstrémung
sind mit dem Geschwindigkeitsbetrag farbkodiert, woraus der geringe Betrag der
Sekundirstréomung mit 5-10% der Hauptstromung deutlich wird. Die Losung mit
KAPPA-cufem beschreibt die klassische Struktur der Dean-Wirbel mit zwei Foki
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« Y 5
y =
b

Abbildung 5.3: Geschwindigkeitsprofile, ausgebildete Kriimmerstromung, links:
STAR-CD, rechts: KAPPA-cyfem

und zwei Halbsitteln an der Wand. STAR-CD®© zeigt den Ubergang von der Zwei-
Wirbel zur Vier-Wirbel-Konfiguration, wie er beispielsweise von Nandakumar und
Masliyah [45], Dennis und Michael [21] bzw. Daskopoulos und Lenhoff [18] unter-
sucht wird. Sie zeigen iibereinstimmend, dass eine stabile Vier-Wirbel-Konfiguration
in Abhéngigkeit der Anfangsbedingungen und der Deanzahl als Verzweigungslésung
erzielt werden kann. Aufgrund des geringen Betrages der Sekundérstromung liegen
die Abweichungen zwischen beiden Softwarepaketen im Bereich der Rechenunge-
nauigkeit, so dass insgesamt eine gute Ubereinstimmung besteht.

Abbildung 5.4: Stromlinien der Sekundirstromung, ausgebildete Kriimmerstro-
mung, links: STAR-CD, rechts: KAPPA-cuyfem , F: Fokus, S’: Halbsattel
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Pulsierende Stromung

Die pulsierende Kriimmerstromung wird mit der gleichen Reynolds- und Womers-
leyzahl wie die pulsierende Rohrstromung simuliert. Als Einlassrandbedingung wird
wieder die Sinusschwingung nach Gleichung 4.20 und Abbildung 4.15 benutzt. Die
entsprechenden physikalischen Parameter sind in Tabelle 5.2 angegeben. Die Wo-
mersleyzahl entspricht nach dem Prandtl-Fiihrer durch die Strémungslehre [48] wie-
derum dem Maximalwert im menschlichen Blutkreislauf von Wo = 27.

Die zeitliche Diskretisierung erfolgt fiir beide Softwarepakete mit dem impliziten
Euler-Verfahren. Als Losungsalgorithmen dienen wieder die in Kapitel 3.3.6 und
3.4.1 vorgestellten SIMPLE- bzw. PISO-Algorithmen. Die gewéhlten Zeitschrittwei-
ten betragen At = 0.00347s = T/100 fiir STAR-CD© und At = 0.001735 = T/200,
womit jeweils mittlere Courantzahlen der GréBenordnung O(1) erreicht werden.

| D [m] | plkg/ms] | p[kg/m?] | u[m/s] | Rep | tmax [m/s] | Remax | T [s] | Wo |
| 002 [3.18-10%] 1281 | 0.124 [1000| 0.248 [ 2000 | 0.347 [ 27 |

Tabelle 5.2: Physikalische Parameter pulsierende Strémung in einem 180°-Kriimmer

Die folgenden Auswertungen zeigen wie im stationdren Fall die globale Struktur der
Stromung in den Abbildungen 5.5, 5.8, 5.11 und 5.14. Die Geschwindigkeitspro-
file sind in den Abbildungen 5.6, 5.9, 5.12 und 5.15 aufgetragen. Abschlieflend
sind in den Abbildungen 5.7, 5.10, 5.13 und 5.16 die Sekundérstréomungen in der
Kriimmerendebene gezeigt. Die jeweiligen Auswertungen sind zu vier Zeitpunkten
einer Schwingungsperiode 7" erfolgt. Entsprechend der pulsierenden Rohrstromung

Abbildung 5.5: Stromlinien und Geschwindigkeitsbetrag, pulsierende Kriimmerstro-
mung, t = T/4, links: STAR-CD, rechts: KAPPA-cufem
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Umag / U

Abbildung 5.6: Geschwindigkeitsprofile, pulsierende Kriimmerstrémung, ¢t = 7'/4,
links: STAR-CD, rechts: KAPPA-cyfem

in Kapitel 4.3 ist dies zu den Zeitpunkten ¢t = 7/4,t =T/2,t = 3T/4und t = T. Die
Normierung der Geschwindigkeiten in sdmtlichen Darstellungen zur pulsierenden
Kriimmerstromung erfolgt mit der mittleren Einlassgeschwindigkeit @ = 0.124m/s.
Analog zur pulsierenden Rohrstrémung ergibt sich ein Geschwindigkeitsmaximum
VO Umax ~ 2.9 @, wodurch sich die einheitliche Farbskala von 0 < u/u < 3.0 bzw.
—3.0 < u/a < 3.0 zu den Zeitpunkten, zu denen Riickstromungen auftreten, ergibt.

In den Abbildungen 5.5, 5.6 und 5.7 ist die Stromung zu ¢t = T'/4 gezeigt. Wie im
Fall der pulsierenden Rohrstromung tritt hier das zeitliche Maximum der Geschwin-
digkeit auf. Ubereinstimmung liegt auch fiir den Betrag der Maximalgeschwindigkeit
im parabolischen Profil im Kriimmeranfang vor. Dieser Betrag liegt bei u/u ~ 2.99

3.0y

Abbildung 5.7: Stromlinien der Sekundérstromung, pulsierende Kriimmerstréomung,
t =T/4, links: STAR-CD, rechts: KAPPA-cufem , F: Fokus, S’: Halbsattel
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Abbildung 5.8: Stromlinien und Geschwindigkeitsbetrag, pulsierende Kriimmerstrs-
mung, t = T/2, links: STAR-CD, rechts: KAPPA-cufem

und entspricht damit sowohl fiir S TAR-CD® als auch KAPPA-cufem dem Wert der
pulsierenden Rohrstréomung. Anhand des horizontalen Mittelschnittes in Abbildung
5.5 wird ersichtlich, dass die Ablosung gegeniiber der ausgebildeten Strémung we-
sentlich schwécher ausgebildet ist. Das Geschwindigkeitsprofil am Kriimmeranfang
entspricht zu ¢t = 7'/4 dem parabolischen Profil der Pouseille-Strémung und wird von
STAR-CD® und KAPPA-cyfem nahezu identisch berechnet. Aus dem Vergleich der
Profile bei 90° und am Kriimmerende ergibt sich eine etwas stirkere Ablosung aus
der Simulation mit KAPPA-cyfem . Die Sekundérstromung wird von beiden Soft-
warepaketen wie im stationdren Fall nahezu identisch wiedergegeben. Es stellt sich
die bekannte Dean-Wirbelstruktur mit zwei Foki und zwei Halbsétteln ein, wobei

a9 abo
© = -
. o .

Abbildung 5.9: Geschwindigkeitsprofile, pulsierende Kriimmerstromung, ¢t = 7'/2,
links: STAR-CD, rechts: KAPPA-cufem
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Abbildung 5.10: Stromlinien der Sekundérstréomung, pulsierende Kriimmerstro-
mung, t = T/2, links: STAR-CD, rechts: KAPPA-cufem , F: Fokus, S’: Halbsattel

die Foki bei STAR-CD® etwas mittiger als mit KAPPA-cyfem berechnet werden.

Die Stromung zu ¢ = T/2 ist in den Abbildungen 5.8, 5.9 und 5.10 dargestellt.
Anhand der Struktur der Stromlinien in Abbildung 5.8 ist die Verzogerung der
Stromung im vorderen Drittel des Kriimmers ersichtlich. In den Profilen in Ab-
bildung 5.9 treten Riickstromungen auf. Im Einlassquerschnitt des Kriimmers sind
diese symmetrisch und entsprechen dem Profil der pulsierenden Rohrstrémung. Ab
60° ist die Riickstromung lediglich auf der Innenseite vorhanden, was ein Resultat
der Verschiebung des Hautstrémungprofils in Richtung der Zentrifugalkraft dar-
stellt. Die Sekunddrstromung in der Kriimmerendebene in Abbildung 5.10 besteht
weiterhin aus der bekannten Dean-Wirbelstruktur. Eine geringe Verdnderung be-

3.0.
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0.0I
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Abbildung 5.11: Stromlinien und Geschwindigkeitsbetrag, pulsierende Kriimmer-
stromung, ¢t = 37/4, links: STAR-CD, rechts: KAPPA-cufem
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Abbildung 5.12: Geschwindigkeitsprofile, pulsierende Kriimmerstrémung, ¢t = 37'/4,
links: STAR-CD, rechts: KAPPA-cyfem

steht in der Position der beiden Foki, die mit STAR-CD® zu t = T/2 im Vergleich
zu t = T/4 in Richtung Kriimmerinnenseite wandern. Die Unterschiede zwischen
beiden Ergebnissen liegen auch hier im einstelligen Prozentbereich bezogen auf die
Haupstromung. Die Riickstrémung entspricht derjenigen, die auch bei der pulsie-
renden Rohrstromung (vergleiche Abbildung 4.15) beobachtet wird.

Nach drei Vierteln einer Schwingungsperiode zu ¢ = 37/4 liegen massive
Riickstrémungen vor. In Abbildung 5.11 sind dazu Stromlinien beginnend in der
Kriimmerauslassebene gezeigt. Sowohl mit KAPPA-cufem als auch mit STAR-
cp®© ergibt sich eine Konfiguration mit mehrfachen einander durchdringenden Wir-
beln. Im Bereich zwischen 90° und 180° liegen mehrere kleine Wirbel, die von

Abbildung 5.13: Stromlinien der Sekundirstréomung, pulsierende Kriimmerstro-
mung, ¢t = 37/4, links: STAR-CD, rechts: KAPPA-cufem , F: Fokus, S’: Halbsattel
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Abbildung 5.14: Stromlinien und Geschwindigkeitsbetrag, pulsierende Kriimmer-
stromung, ¢t = T, links: STAR-CD, rechts: KAPPA-cyfem

beiden Softwarepaketen dhnlich berechnet werden. Ein stirkerer Wirbel liegt fiir
KAPPA-cufem bei ca. 75° , der seine Entsprechnung bei STAR-CD® in einem
Wirbel bei ca. 30° findet. Eine ausfiihrliche Analyse dieser Konfiguration sprengt
den Rahmen der vorliegenden Arbeit, sollte allerdings in weiterfithrenden Arbei-
ten nachgeholt werden. In der Literatur ist wenig Material iiber pulsierende la-
minare Kriimmerstromungen vorhanden. Zalosh und Nelson [69] stellen analyti-
sche Uberlegungen analog zu denen von Dean [19], [20] fiir den stationiren Fall
vor. Von Sudo et al. [64] stammen umfassende numerische und experimentel-
le Untersuchungen zu ausgebildeten oszillierenden Kriimmerstrémungen. Sie fin-
den fiinf verschiedene Typen von Stromungsstrukturen in Abhéingigkeit der Dean-
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Abbildung 5.15: Geschwindigkeitsprofile, pulsierende Kriimmerstrémung, t = 7T,
links: STAR-CD, rechts: KAPPA-cufem
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Abbildung 5.16: Stromlinien der Sekundirstréomung, pulsierende Kriimmerstro-
mung, t = T, links: STAR-CD, rechts: KAPPA-cufem , F: Fokus, S’: Halbsattel

und Womersleyzahl. Entsprechend ihrer Einordnung entspricht die hier vorlie-
gende Stromung dem Typ der Lyne-Zirkulation. Die Betrachtung der Geschwin-
digkeitsprofile in Abbildung 5.12 zeigt trotz der Unterschiede bei den Stromlini-
en eine gute Ubereinstimmung zwischen beiden Ergebnissen. Die Darstellung des
Riickstrémprofils in der Kriimmereinlassebene (Abbildung 5.12 rechts) wird durch
Probleme von OpenDX beim Rendern von Tetraederoberflichen eingeschréinkt. In
der Auslassebene bleiben die beiden Dean-Wirbel erhalten. Wie Abbildung 5.13 zu
entnehmen ist, verschieben sich die beiden Foki mit KAPPA-cufem leicht in Rich-
tung Kriimmerinneres.

Abschlielend zur Analyse der pulsierenden Stromung im 180° Kriimmer ist in Abbil-
dung 5.14 das Stromlinienbild zu ¢ = T' eingetragen. Riickstromungen treten hierbei
nicht mehr auf. Die Profile in Abbildung 5.15 nidhern sich im Vergleich zur Abbil-
dung 5.12 wieder denen der stationdren Losung an. KA PPA-cufem zeigt verglichen
mit STAR-CD® in der Kriimmerendebene ein stirkeres Geschwindigkeitsmaximum
an der Kriimmerauflenseite. Die Sekundirstromung in Abbildung 5.16 besteht er-
neut aus zwei Dean-Wirbeln mit zwei Foki F' und zwei Halbsiitteln S’.

Die Stromung im 180° Kriimmer wird von KAPPA-cyfem und STAR-CD® mit
nur geringen Unterschieden berechnet. Ein quantitativer Vergleich mit experimen-
tellen bzw. analytischen Werten ist nicht vorgenommen worden. Da qualitative
Ubereinstimmung beispielsweise mit Sudo et al. [64] besteht und STAR-CD® von
Seiten des Herstellers quantitativ verifiziert ist, kann davon ausgegangen werden,
dass beide Softwarepakete Sekundarstromungen richtig wiedergeben.
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5.2 Versuchsaufbau Aortenbogenexperiment

Zentraler Anwendungsfall der vorliegenden Arbeit ist die Stromung im Modell ei-
nes menschlichen Aortenbogens. Geometrie und Randbedingungen der numerischen
Simulationen dazu sind der Dissertation von Baumgart [7] entnommen, der die sta-
tiondre und pulsierende Stromung in einem Aortenbogenmodell experimentell un-
tersucht. Im Folgenden werden zunichst der Versuchsaufbau und die eingesetzten
Messmethoden erldutert. Anschlieend werden die stationéire und die pulsierende
Strémung mit KAPPA-cufem und STAR-CD®© simuliert und - soweit dies moglich
ist - mit den experimentellen Ergebnissen von Baumgart verglichen.

Das Labor fiir Biofluidmechanik der Fachhochschule Miinchen hat ein Verfahren zur
Erstellung von Gefédfimodellen entwickelt. Dieses Verfahren erlaubt die Herstellung
von Adermodellen, die die folgenden notwendigen Eigenschaften besitzen :

Maflstabstreue Durch das Herstellungsverfahren wird gewihrleistet, dass weder
hinsichtlich der Geféfiverldufe noch der Querschnittsformen geometrische Verzer-
rungen auftreten.

Abbildungsgenauigkeit Die Ausbildungen der Gefdabgénge, Impressionen be-
nachbarter Strukturen und die oben genannten geometrischen Formen werden wie-
dergegeben. Das Relief der Intima erfiillt die Bedingung eine hydraulisch glatten
Rohres, d.h. die Wandstrukturen liegen unterhalb k ~ 0.1mm.

Elastizitdt Das elastische Verhalten der Modellgefifie ist abhéngig vom Wand-
material und der Wandstérke.

Transparenz Der Einsatz von Laser-basierten Messsystemen erfordert die
Transparenz der Modelle.

Besonderes Augenmerk wird auf die Compliance C' = AV/Ap gelegt, die das Aus-
dehnungsverhalten bei Druckschwankungen beschreibt. Die numerischen Simulatio-
nen in der vorliegenden Arbeit beschrinken sich auf starre Wande, weshalb speziell
bei der pulsierenden Stromung lediglich ein qualitativer Vergleich zwischen Experi-
ment und Simulation méglich ist.

Zur Erstellung des Aortenbogenmodells werden die Blufgeféfle in ihrer anatomischen
Umgebung mit einer Kochsalzlosung ausgespiilt. Anschlielend erfolgt bei einem
Fiilldruck von 79.8hPa (= 60mmHg) das AusgieBen mit einer Silikonkautschuk-
Mischung. Nach Entnahme des Kautschukausgusses wird in mehreren Zwischen-
schritten ein Silikonmodell erstellt, das zum Einbau in die in Abbildung 5.17 skiz-
zierte Anlage geeignet ist. Bei der experimentellen Strémungsuntersuchung wird als
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Abbildung 5.17: Schematische Darstellung des Kreislaufs fiir stationére Stromung,
1=Pumpe, 2=Hochbehilter, 3=Regulierbehélter, 4=Uberlaufbehilter, 5=Modell,
6=Vorratsgefifl

Medium eine wissrige Calzium-Chlorid-Losung eingesetzt, deren Brechungsindex
mit n = 1.413 dem Wandmaterial des Aortenbogens angepasst ist. Die Stoffwerte
der Losung bei T = 20°C betragen p = 1281kg/m? und p = 3.18mPas. Anzumer-
ken ist, dass menschliches Blut eine Suspension zellulirer Bestandteile (Erythrozy-
ten, Leukozyten, Trombozyten) in einer fliissigen Phase, dem Blutplasma, darstellt.
Wihrend Vollblut viskoelastische und damit Nicht-newtonsche Eigenschaften zeigt,
verhilt sich Blutplasma wie ein Newtonsches Fluid. In der Aorta sind aufgrund
des grolen Gefafidurchmesser im wesentlichen méflige Scherraten zu erwarten. Die
Stromungasblosungen, Sekundérstromungen und Einfliisse der Wénde verursachen
allerdings auch groflere Scherraten, so dass Nicht-newtonsche Effekte einen Einflufl
auf die Stromungsstruktur besitzen. In der vorliegenden Arbeit sollen die Unterschie-
de zwischen der Struktur der stationiiren und der pulsierenden Strémung untersucht
werden. In Ubereinstimmung mit den experimentellen Untersuchungen von Baum-
gart wird daher von einem Newtonschen Medium ausgegangen.

Der Versuchsaufbau in Abbildung 5.17 wird fiir die pulsierende Stromung leicht mo-
difiziert. Vor der Aortenwurzel wird ein Modellventrikel eingebaut, das mit einem
steuerbaren Drucksignal beaufschlagt wird und so den Pulsschlag simuliert. Die ein-
gesetzte Herzpumpe ist eine von Reul [56] speziell fiir den Laboreinsatz konstruierte
Kolbenpumpe. Zur Diampfung von reflektierenden Druckwellen werden zudem zwi-
schen die Abgénge und die absteigende Aorta Windkessel eingebaut.
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Die CAD-Geometrie, die in den numerischen Simulationen Grundlage der Rechen-

netze ist, wird anhand des in Abbildung 5.18 gezeigten Wachskerns rekonstruiert.
Dazu werden Digitalaufnahmen aus verschiedenen Blickwinkeln angefertigt, wobei
jeweils Milimeterpapier als Skala hinterlegt ist. In die Digitalaufnahmen werden
Splines eingezeichnet, die die Aussenkontur des Aortenbogens wiedergeben. Dies
gewahrleistet zundchst die Einhaltung der Kriimmungsradien des Gesamtbogens
und der Durchmesserverhéltnisse der einzelnen Abginge. Zusétzlich werden die Ab-
solutwerte der Durchmesser an den in Abbildung 5.21 gezeigten Positionen mit
einer Schieblehre abgenommen, wodurch insgesamt eine Abbildungsgenauigkeit im
Bereich von 0.1—0.2mm erreicht werden kann. Die genauen Ubergiinge zwischen den
Abzweigungen sind mit der eingesetzten Technik nicht exakt vermessbar. Hier beste-
hen also Unterschiede zwischen der tatsidchlichen und der rekonstruierten Geometrie.
Zu beriicksichtigen ist dabei, dass die sehr kleinen Radien, die speziell zwischen den
Abgéingen zur linken Halsschlagader und zur linken Schliisselbeinarterie (siehe Ab-
bildung 1.1) vorliegen, von Rechennetzen in der hier eingesetzten Auflésung nicht
wiedergegeben werden konnen und daher geometrische Vereinfachungen unerlésslich
sind.
Die endgiiltige CAD-Geometrie ist mit CATIA® erstellt und als Oberflichenmodell
in zwei Ansichten in Abbildung 5.19 gezeigt. Die Geschwindigkeitsmessung im Ex-
periment erflolgt mittels Laser-Doppler-Anemometrie. Dazu werden der Strémung
kleine Partikel der Gréflenordnung 0.5um zugesetzt, die als schlupffrei angesehen
werden. Die Messungen erfolgen mit einem Zwei-Farben-LDA-System, das nach dem
Differenzial-Doppler-Verfahren arbeitet. Fiir weitere Details iiber die Versuchsauf-
bauten und die verwendete Messtechnik sei auf die Dissertation von Baumgart [7]
verwiesen.
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Abbildung 5.18: Wachskern des Aortenbogen-Modells
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Abbildung 5.19: Oberflichengeometrie des Aortenbogen-CAD-Modells
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5.3 Stationire Stromung im Aortenbogen

Sowohl experimentell als auch numerisch wird zunichst die stationdre Stromung im
Aortenbogen untersucht. Dieser erste Schritt dient dann als Vergleichsgrundlage fiir
die instationédre bzw. pulsierende Stromung.

Die mittlere Reynoldszahl in der Aorta ascendens betrigt Re = 1350, woraus sich
mit der Calcium-Chlorid-Lésung ein Volumenstrom von

Voacr = 2261/h = 6.27-10 °m?/s

ergibt. Zum Vergleich liegt der Volumenstrom bei Vollblut als Strémungsmedium
bei einer Kérperoberfliche von 1.7m? und einem Pulsschlag von 66/min bei VBlut =
3141/h. Zugrundegelegt ist dabei eine reprisentative Viskositdt von n = 3.6mPas.
Der Gesamtvolumenstrom wird durch die Regulierbehélter (siehe Abbildung 5.17)
auf die einzelnen Abginge aufgeteilt. Dabei wird sowohl im Experiment als auch in
den numerischen Simulationen die in Tabelle 5.3 angegebene Verteilung vorgegeben.
Die oberen drei Abgéinge (6, 7 und 8 in Abbildung 1.1) sind in der Simulation um

Arm-Kopf-Schlagaderstamm | 10%
Linke Halsschlagader ™%
Linke Schliisselbeinarterie 3%
Absteigende Aorta 80%

Tabelle 5.3: Verteilung des austretenden Volumenstroms

je 10 Durchmesser des jeweiligen Abgangs verldgert, um eine Riickwértswirkung
der Randbedingung zu vermeiden. Alle Parameter der stationiren Stréomung sind
in Tabelle 5.4 zusammengefasst. Die angegebene Reynoldszahl Rep wird fiir den

[Rep [ 1 [kg/ms] [ p [kg/m® [ [kg/s] [ u [m/s] ]
11350 [ 3.18-10% | 1281 | 0.08 | 0.152 |

Tabelle 5.4: Physikalische Parameter stationdre Stromung im Aortenbogen

Aortenbogen mit dem Durchmesser zu Beginn des Aortenbogenmodells an der Aorta
ascendens gebildet. Die vorgegebene Geschwindigkeit fiir die stationire Stromung
ergibt sich aus dem oben angegebenen Volumenstrom und der durchstrémten Fliche
am Einlass Aj,e: = 4.135 - 107®m?2. Das Druckniveau in der Simulation entspricht
dem experimentellen Wert von pgeference = 133hPa = 100mmHg.
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Abbildung 5.20: Rechennetze fiir den Aortenbogen, links: Hexaedernetz, rechts: Te-
traedernetz

Numerische Loésung

Die stationdre Strémung im Aortenbogen wird mit den CFD-Codes KAPPA-
cufem und STAR- CD®© untersucht. Fiir KAPPA-cyfem wird dabei ein Tetraedernetz
mit 367529 Zellen und 75528 Knoten verwendet. Das Tetraedernetz fiir den Aor-
tenbogen ist in Abbildung 5.20 gezeigt. Um eine konvergente Losung zu erhalten,
erweist sich eine gute Anfangsbedingung als notwendig. Konkret bedeutet dies, dass
eine mit STAR-CD®© berechnete Losung als Startwert fiir die KA PPA-cyfem Simu-
lation eingesetzt wird. Alle Versuche, mit konstanten Werten zu initialisieren, fithren
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zur Divergenz des Verfahrens. Der Grund hierfiir liegt in der starken Abhéngigkeit
vom auftretenden Massentransport durch das Rechengebiet, bei dem im Fall des
Aortenbogens zudem eine Aufspaltung in die drei Abgéinge und die absteigende
Aorta erfolgt. Laut Methodology [15] und User Guide [16] setzt STAR-CD© zur
Initialiserung eine spezielle Prozedur ein, die ein Geschwindigkeits- und Druckfeld
ermittelt, das bereits Informationen iiber die Randbedingungen, charakteristische
Langen und Erfiillung der Kontinuitdtsgleichung beinhaltet. Als zentrale Erkennt-
nis aus der Implementierung von KAPPA-cufem kann gelten, dass eine entspre-
chende Initialiserungsprozedur notwendig ist, um konvergente Losung fiir komplexe
Stromungsfille zu erlauben.

Das Hexaedernetz, mit dem die S TAR-CD® Rechnungen durchgefiihrt werden, be-
steht aus 520185 Zellen und 542592 Knoten. Die Aorta und die drei Abgénge sind
separat vernetzt und dann in § TAR-CD® mit Couples verbunden. Hierdurch ist
es moglich, die Winkel der Zellen bei 30° zu halten. Bei einer durchgehenden Ver-
netzung werden deutlich schlechtere Winkel erzeugt. Die in Abbildung 5.20 erkenn-
baren Zelliibergénge liegen in der Groflenordnung von 1:5 und sind im unkritischen
Bereich. Als rdumliches Diskretisierungschema wird wiederum das MARS-Schema
benutzt. Alle Konvergenz- und Abbruchkriterien entsprechen den in Kapitel 4.1 an-
gegebenen Werten.

Zur Untersuchung der Stromung im Aortenbogen wird die Struktur der Strémung
anhand von Stromlinien und Geschwindigkeitsverteilungen in insgesamt elf verschie-
denen Schnitten dargestellt. Alle im Folgenden gezeigten Geschwindigkeiten sind
mit der mittleren Einlassgeschwindigkeit @ = 0.152m/s normiert. Desweiteren ist
in diesen Schnitten die Sekundérstrémung durch die Stromlinien der in die jeweilige
Ebene projezierten Geschwindigkeitskomponenten abgebildet. Zusitzlich zu diesen
Stromlinien und Geschwindigkeitsverteilungen in Abbildung 5.22 sind Geschwindig-
keitsprofile in Abbildung 5.23 eingetragen.

Die Positionen der 2D-Schnitte sind in Abbildung 5.21 gezeigt. Schnitt 1 liegt zwi-
schen der Aortenwurzel und dem Arm-Kopf-Schlagaderstamm. Die Schnitte 2, 3
und 4 liegen unmittelbar vor den Abzweigungen zum Arm-Kopf-Schlagaderstamm,
der linken Halsschlagader und der linken Schliisselbeinarterie. Schnitt 5 ist un-
mittelbar hinter der Verzweigung zur linken Schliisselbeinarterie positioniert. Der
weitere Verlauf der Stromung in der absteigenden Aorta wird mit den Schnitten
6, 7 und 8 abgedeckt. Die Orientierung der Schnitte ist so gewé#hlt, dass in den
einzelnen Abbildungen in 5.24 oben der Bogenauflenseite entspricht. Dies bedeu-
tet, dass auch die Zentrifugalkraft immer nach oben (auf die Richtung der Abbil-
dung bezogen) wirkt. Erkennbar wird diese Orientierung an der Drehrichtung der
Sekundérstromungswirbel. Die Schnitte 9, 10 und 11 schliellich sind in den drei
Abgéngen positioniert.

Die Orientierung der einzelnen Abbildungen in 5.25 ist so gewéhlt, dass oben in den
Abbildung in Richtung der absteigenden Aorta zeigt. Der Vergleich mit den experi-
mentellen Ergebnissen von Baumgart [7] erfolgt abschlieBend mit den Abbildungen
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Abbildung 5.21: Positionen der Schnitte zur Auswertung der Stromung im Aorten-
bogen

5.26, 5.27 und 5.28. Die Position der verglichenen Profile ist in Abbildung 5.21 mit
Ezp gekennzeichnet.

Anhand der Stromlinien in Abbildung 5.22 und der Profile in 5.23 ist die Ver-
schiebung der Geschwindigkeit aufgrund der Kriimmung des Aortenbogens ersicht-
lich. Beginnend an der Aortenwurzel lduft die Kriimmung bis in den Bereich der
Abginge aus der Bildebene hinaus. Dementsprechend verschiebt sich das Maxi-
mum der Geschwindigkeit, das in diesem Bereich mit den experimentellen Wer-
ten iibereinstimmend bei knapp 0.4m/s liegt. Im Bereich der Abgéinge wird die
Stréomung zudem von den Abzweigungen beeinflusst, was am Verschwinden der Se-
kundérwirbel in den Schnitten 2 und 6 in Abbildung 5.24 deutlich wird. Ab der
Abzweigung zur linken Schliisselbeinarterie lduft die Kriimmung des Aortenbogens
in die Bildebenie hinein. Das Fehlen der klaren Struktur der Sekundérstrémung im
Schnitt 6 wird durch die Richtungsinderung der Kriimmung zwischen den Posi-
tionen 5 und 7 erkldrt. In der absteigenden Aorta stellt sich wieder die bekannte
Struktur der Dean-Wirbel mit zwei Foki und zwei Halbsétteln ein. Anzumerken ist,
dass insgesamt die Sekundérstromung sehr schwach ist und wie beim 180° Kriimmer
in der Groflenordnung von 5% der Hauptstromung liegt. Deutlich sichtbar ist diese
Tatsache anhand der Stromlinien, deren Verlauf lediglich im Bereich der Abgénge
nicht parallel zur Kontur des Aortenbogens verlduft. Bereits geringe Abweichun-
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gen in der berechneten Geschwindigkeitsverteilung durch Rechenungenauigkeiten
kénnen dementspechend zu einer Verfilschung der Topologie fithren. Umso hoher
ist die gute Ubereinstimmung in der Topologie zwischen KAPPA-cufem und STAR-
CD® zu bewerten.

Abbildung 5.22: Stromlinien und Geschwindigkeitsbetrag, stationdre Stromung im
Aortenbogen, links: STAR-CD, rechts: KAPPA-cyfem
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1.5

Abbildung 5.23: Geschwindigkeitsprofile, stationidre Stromung im Aortenbogen,
links: STAR-CD, rechts: KAPPA-cyfem
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Schnitt 2

Schnitt 3 Schnitt 4

Schnitt 7 Schnitt 8

Abbildung 5.24: Sekundérstrémung, stationére Stromung im Aortenbogen, Schnitte
1-8, links: STAR-CD, rechts: KAPPA-cufem , F: Fokus, S’: Halbsattel
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Innerhalb der Abginge zum Arm-Kopf-Schlagaderstamm, der linken Halsschlag-
ader und linken Schliisselbeinarterie stellt sich sehr schnell wieder ein ausgebildetes
Profil ein. Die Kriimmung aller drei Abginge ist so gering, dass sich keine Se-
kundarstromung einstellt, wie Abbildung 5.25 verdeutlicht. Hierin ist lediglich im
Arm-Kopf-Schlagaderstamm noch eine Abweichung vom ausgebildeten Profil zu er-
kennen (vergleiche auch Schnitt 9 in Abbildung 5.23).

Schnitt 9 Schnitt 10 Schnitt 11

Abbildung 5.25: Sekundérstréomung, stationéire Stromung im Aortenbogen, Schnitte
9, 10 und 11, links: STAR-CD, rechts: KAPPA-cufem
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5.3. STATIONARE STROMUNG IM AORTENBOGEN

Vergleich mit experimentellen Ergebnissen

In den Abbildungen 5.26 bis 5.28 sind Geschwindigkeitsprofile in einem Schnitt
auf etwa halber Hohe zwischen Aortenwurzel und dem Abgang zum Hals-Kopf-
Schlagaderstamm (bezeichnet mit Exp in Abbildung 5.21) eingetragen. Das Profil
in der aufsteigenden Aorta ist dabei aus zwei Blickwinkeln gezeigt (Abbildungen 5.26
und 5.27). Die experimentellen Ergebnisse sind in der Dissertation von Baumgart in
einer isometrischen Ansicht gezeigt, die nicht exakt dokumentiert ist. Abweichungen
konnen demnach auch aus den leicht unterschiedlichen Perspektiven entstehen.

Auf der aufsteigenden Aortenseite bestehen sichtbare Unterschiede zwischen Ex-

mag

Abbildung 5.26: Vergleich Geschwindigkeitsprofile, links: Experiment, mitte: STAR-
CD, rechts: KAPPA-cufem

periment und Numerik. Beide numerischen Ergebnisse zeigen eine deutliche Ver-
schiebung des Geschwindigkeitsmaximums in Richtung der Innenseite des Aorten-
bogens. Im Experiment ist das Profil ndher am parabolischen Profil der ausgebil-
deten Strémung. Eine mdégliche Erklarung hierfiir ist der Unterschied in der Ein-
lassrandbedingung. Wihrend in den Simulationen ein Kolbenprofil in der Aorten-
wurzel vorgegebenen wird, befindet sich im Experiment ein stationir durchstromtes
Modell des linken Ventrikels vor der Aortenwurzel, das ein anderes Profil erzeugt.
Dieses Profil ist im Experiment nicht gemessen worden und kann daher nicht als
Randbedingung eingesetzt werden. Ein weiterer Unterschied zwischen Numerik und
Experiment besteht in der Geometrie. Dem CAD-Modell liegt ein Wachskern zu-
grunde, wohingegen im Experiment ein Silikonkautschuk-Modell mit einem Druck
beaufschlagt wird. Bei nicht exakt konstanter Wandstéirke wird die Geometrie dann
nicht affin abgebildet sondern mdoglicherweise leicht verzerrt, wodurch Abweichun-
gen in der Stromung entstehen.

Auf der absteigenden Seite der Aorta in Abbildung 5.28 besteht eine gute
Ubereinstimmung zwischen dem Experiment und der Simulation mit STAR- cD®.
Bei KAPPA-cufem besteht eine Abweichung in der linken unteren Ecke des Profils.
Wie auch in den Schnitten 6 und 7, Abbildungen 5.23 und 5.24 zu sehen ist, wird die
Geschwindigkeitsverteilung verschmiert, was in einer reduzierten Maximalgeschwin-
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KAPITEL 5. STROMUNG IM AORTENBOGEN

Abbildung 5.27: Vergleich Geschwindigkeitsprofile, links: Experiment, mitte: STAR-
CD, rechts: KAPPA-cufem

digkeit und der schwécheren Sekundérstromung resultiert. KA PPA-cyfem berechnet
dabei eine Maximalgeschwindigkeit von uy,,x = 0.2812m/s, S TAR-CD® liefert hier
Umax = 0.2994m/s.

Im Rahmen der bestehenden Unterschiede zwischen dem experimentellen Ver-
suchsaufbau und der Simulation beziiglich der Randbedingungen und der Geo-
metrie kann von einer qualitativen Ubereinstimmung der Ergebnisse gesprochen
werden. Zusammen mit der Verifikation in Kapitel 4 und der Untersuchung des
180° Kriimmers in Kapitel 5.1 sind damit alle Voraussetzungen erfiillt, um mit
STAR-CD® und KAPPA-cyfem die pulsierende Strémung im Aortenbogen zu un-
tersuchen.

2.0y

1.0

0.0I

Umag/ U

Abbildung 5.28: Vergleich Geschwindigkeitsprofile, links: Experiment, mitte: STAR-
CD, rechts: KAPPA-cufem
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5.4 Pulsierende Stromung im Aortenbogen

Als abschlielender Anwendungsfall wird die pulsierende Strémung im Aortenbogen
numerisch berechnet. Hierzu wird an der Aortenwurzel eine zeitabhingige mitt-
lere Geschwindigkeit vorgegeben. Diese ist den experimentellen Ergebnissen ent-
nommen und in Abbildung 5.29 dargestellt. Die vorgegebene Pulsfrequenz betrigt

u

0.157
0.1+

0.05+

x x x x
0 0.25 \Q@/ 0.75 1

T

Abbildung 5.29: Einlassrandbedingung pulsierende Strémung im Aortenbogen

f = 1.184s!, dies entspricht einer Periode von 7' = 0.84s. Die Womersleyzahl der
pulsierenden Strémung ergibt sich damit zu Wo = 20. Als Medium wird weiter-
hin die Calcium-Chlorid-Losung verwendet. Alle physikalischen Parameter sind in
Tabelle 5.5 zusammengefasst.

[ Tkg/ms] [ p kg/m™] | thmax [m/s] [ T [s] | Wo |
1318-10%] 1281 | 0.1875 [ 0.84 | 20 |

Tabelle 5.5: Physikalische Parameter pulsierende Strémung im Aortenbogen

Numerische Lésung

Fiir die pulsierende Strémung werden wieder die in Abbildung 5.20 gezeigten
Rechennetze eingesetzt. Die zeitliche Diskretisierung und sdmtliche numerischen
Einstellungen sind wie bei der pulsierenden Rohrstrémung bzw. der pulsieren-
den Stromung im 180° Kriimmer in den Kapiteln 4.3 bzw. 5.1 gewdihlt. Die
Zeitschrittweiten betragen At = 1.3125 - 1072 = T/640 fiir KAPPA-cufem und
At =2.625-1073 = T/320 fiir STAR-CD® . Als Anfangsbedingung wird fiir beide
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Codes eine stationédre Losung mit der mittleren Geschwindigkeit zu ¢ = 0 verwen-
det.

In den Abbildungen 5.30 bis 5.37 sind analog zur Kriimmerstrémung zu den vier
Zeitpunkten ¢t = T'/4,t =T/2,t = 3T /4 und t = T die Strukturen der Strémung
anhand von Stromlinien und Geschwindigkeitsprofilen dargestellt. Dabei liegt die
Auswertung zu t = T/4 zeitlich kurz hinter dem Auftreten des maximalen vorge-
gebenen Volumenstroms. Bei ¢ = T/2 liegt der Schliessvorgang der Aortenklappe
und damit die maximale Riickstromung vor. Zu ¢t = 37'/4 ist die Aortenklappe
geschlossen und im Aortenbogen sinken die Stromungseschwindigkeiten auf ihre
Minimalwerte. Bei t = T 6ffnet die Aortenklappe, die Stromungsgeschwindigkeiten
sind allerdings immer noch sehr gering.

Sowohl mit KAPPA-cyfem als auch mit S TAR-CD® werden fiinf Perioden berech-
net. Da in der vierten und fiinften Periode iibereinstimmende Ergebnisse berechnet
werden, liegt eine eingeschwungene Lisung vor.

Ein Vergleich der numerischen Ergebnisse mit experimentellen Daten ist nicht
moglich, da im Experiment ein elastisches Modell eingesetzt wird und somit kaum
Ubereinstimmung zwischen den Strémungen besteht.

Die Strémung zu t = T'/4 entspricht im Wesentlichen der stationéren Strémung in
Kapitel 5.3. Die Profile in Abbildung 5.31 lassen im Bereich vor dem Arm-Kopf-
Schlagaderstamm den Einlaufeffekt anhand einer Mischung aus dem am Einlass vor-
gegebenen Kolbenprofil und dem parabolischen Profil der ausgebildeten Stromung
erkennen. Wie bei der stationdren Stromung verschiebt sich das Geschwindigkeits-
maximum in Richtung der Kriimmung des Aortenbogens. Die Sekundérstrémungen,
die in Abbildung 5.32 und 5.33 dargestellt sind, werden gegeniiber der stationédren
Stromung weiter abgeschwécht. Dies deckt sich mit den Erfahrungen bei der Simu-
lation des 180° Kriimmers, wonach die Pulsation zu einer Stabilisierung der Haupt-
stromung fiihrt.

Unterschiede zwischen KA PPA-cufem und STAR-CD® finden sich im Bereich hin-
ter dem Abzweig zur linken Schliisselbeinarterie. STAR-CD® berechnet hier ei-
ne Riickstromung auf der Innenseite (siehe Schnitt 5 in Abbildung 5.31), die von
KAPPA-cyfem nicht wiedergegeben wird. Im Bereich der Abzweigungen zum Arm-
Kopf-Schlagaderstamm und zur linken Halsschlagader finden sich quantitative Un-
terschiede zwischen beiden Codes, die den Abweichungen in den Verifikationsfillen
entsprechen. Im Verlauf der absteigenden Aorta erfolgt analog zur pulsierenden
Rohrstromung eine Ausbildung des Profils (Schnitt 8 in Abbildung 5.31). Der Betrag
samtlicher Sekundérstromungen in den Abbildungen 5.32 und 5.33 ist im Bereich
der Rechenungenauigkeiten anzusiedeln, so dass eine topologische Analyse nicht
sinnvoll erscheint.
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Abbildung 5.30: Stromlinien und Geschwindigkeitsbetrag, ¢ = T/4, pulsierende
Stromung im Aortenbogen, links: STAR-CD, rechts: KAPPA-cufem
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1.05

Abbildung 5.31: Geschwindigkeitsprofile, pulsierende Strémung im Aortenbogen,
t =T/4, links: STAR-CD, rechts: KAPPA-cufem

104



5.4, PULSIERENDE STROMUNG IM AORTENBOGEN

Schnitt 7 Schnitt 8

Abbildung 5.32: Sekundérstromung, pulsierende Strémung im Aortenbogen, ¢t =
T /4, Schuitte 1-8, links: STAR-CD, rechts: KAPPA-cufem
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Wb

Schnitt 9 Schnitt 10 Schnitt 11

Abbildung 5.33: Sekundarstromung, pulsierende Strémung im Aortenbogen, ¢t =
T /4, Schnitte 9, 10 und 11, links: STAR-CD, rechts: KAPPA-cufem
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Abbildung 5.34: Stromlinien und Geschwindigkeitsbetrag, pulsierende Stromung im
Aortenbogen, t = T'/2, links: STAR-CD, rechts: KAPPA-cufem

In den Abbildungen 5.34 bis 5.37 ist die Strémung zu ¢t = T'/2 dargestellt. Zu diesem
Zeitpunkt schlielt die Aortenklappe und erzeugt Bremswirbelartige Strukturen der
Stromlinien in Abbildung 5.34. Der deutliche Unterschied der berechneten Stromli-
nien zwischen STAR-CD®© und KAPPA-cuvfem wird durch die gegebene Ahnlichkeit
der Profile in Abbildung 5.35 relativiert und beruht auf der Tatsache, dass die
Geschwindigkeiten nahe Null sind und bereits kleine Ungenauigkeiten Wechsel im
Vorzeichen bewirken kénnen. Die Geschwindigkeitsprofile lassen Riickstromungen
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Abbildung 5.35: Geschwindigkeitsprofile, pulsierende Stromung im Aortenbogen,
t =T/2, links: STAR-CD, rechts: KAPPA-cufem

in zwei Bereichen erkennen. Zum Einen ist dies in der Ndhe der Aortenbogenwinde
- entsprechend den Beobachtungen bei der pulsierenden Rohrstémung - zum Ande-
ren in den Bereichen der maximalen Kriimmung des Aortenbogens. Die Schnitte in
Abbildung 5.36 zeigen diesbeziiglich Ubereinstimmung zwischen beiden CFD-Codes.
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Schnitt 1 Schnitt 2

Schnitt 3 Schnitt 4

Schnitt 5 Schnitt 6

Schnitt 7 Schnitt 8

Abbildung 5.36: Sekundérstromung, pulsierende Strémung im Aortenbogen, ¢t =
T /2, Schuitte 1-8, links: STAR-CD, rechts: KAPPA-cufem
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Schnitt 9 Schnitt 10 Schnitt 11

Abbildung 5.37: Sekundarstromung, pulsierende Strémung im Aortenbogen, ¢t =
T /2, Schnitte 9, 10 und 11, links: STAR-CD, rechts: KAPPA-cufem
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Abbildung 5.38: Stromlinien und Geschwindigkeitsbetrag, pulsierende Stromung im
Aortenbogen, t = 37/4, links: STAR-CD, rechts: KAPPA-cufem

Die Abbildungen 5.38 bis 5.41 dienen der Vislualisierung der Strémung zu t = 37'/4.
Die Aortenklappe ist geschlossen und dementsprechend die Geschwindigkeit am
Einlass gleich Null. Demzufolge sind in den Profilen in Abbildung 5.39 lediglich
tragheitsbedingte Geschwindigkeiten zu beobachten, die bei KAPPA-cyfem insbe-
sondere im Bereich der Abzweigungen zur linken Halsschlagader und zur linken
Schliisselbeinarterie grofler sind. In den Abbildungen 5.40 und 5.41 sind wiederum
die Stromlinien aus den projezierten Geschwindigkeitskomponenten eingetragen, de-
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Abbildung 5.39: Geschwindigkeitsprofile, pulsierende Stromung im Aortenbogen,
t = 3T'/4, links: STAR-CD, rechts: KAPPA-cufem

ren Aussagekraft allerdings als gering zu betrachten ist, da insgesamt nur eine sehr
schwache Strémung vorliegt.
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Schnitt 1 Schnitt 2

‘ Lo

Schnitt 3 Schnitt 4

Schnitt 5 Schnitt 6

Schnitt 7 Schnitt 8

Abbildung 5.40: Sekundérstromung, pulsierende Strémung im Aortenbogen, ¢t =
3T /4, Schnitte 1-8, links: STAR-CD, rechts: KAPPA-cyfem
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Schnitt 9 Schnitt 10 Schnitt 11

Abbildung 5.41: Sekundarstromung, pulsierende Strémung im Aortenbogen, ¢t =
3T /4, Schnitte 9, 10 und 11, links: STAR-CD, rechts: KAPPA-cufem
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Abbildung 5.42: Stromlinien und Geschwindigkeitsbetrag, pulsierende Stromung im
Aortenbogen, t =T, links: STAR-CD, rechts: KAPPA-cufem

Die Abbildungen 5.42 bis 5.45 zeigen schliefflich die Strémung zu ¢t = T = 0.
Interessant ist hierbei insbesondere, dass STAR-CD® etwas langer als KAPPA-
cufem benétigt, um wieder eine Durchstromung des Aortenbogens zu erreichen.
Anhand der Stromlinien in Abbildung 5.42 ist ersichtlich, dass diese bei KAPPA-
cufem bereits vorliegt, wohingegen S TAR-CD® noch Geschwindigkeiten nahe Null
berechnet. Diese Beobachtung kann anhand anderer Simulationen mit STAR-
CD® in der Version 3.15 bestitigt werden. Die Version 3.15 verhilt sich bei
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Abbildung 5.43: Geschwindigkeitsprofile, pulsierende Stromung im Aortenbogen,
t =T, links: STAR-CD, rechts: KAPPA-cufem

instationdren Berechnungen mit gréferer Entfernung zwischen Ein- und Auslass
relativ trage beziiglich der Stromungsausbildung.
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Schnitt 1 Schnitt 2
o

Schnitt 3 Schnitt 4

Schnitt 5 Schnitt 6

Schnitt 7 Schnitt 8

Abbildung 5.44: Sekundérstrémung, pulsierende Stromung im Aortenbogen, t = T,
Schnitte 1-8, links: STAR-CD, rechts: KAPPA-cyfem
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Schnitt 9 Schnitt 10 Schnitt 11

Abbildung 5.45: Sekundérstromung, pulsierende Stromung im Aortenbogen, ¢t = T,
Schnitte 9, 10 und 11, links: STAR-CD, rechts: KAPPA-cyfem
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Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit ist ein dreidimensionaler Code zur Losung der inkompres-
siblen Navier-Stokes-Gleichungen implementiert, verifiziert und fiir die Strémung
im Aortenbogen angewandt worden. Zu Vergleichszwecken sind dieselben Test- und
Anwendungsfille mit dem kommerziellen S TAR-CD® in der Version 3.15 simuliert
worden. Neben der Implementierung des eigentlichen Solvers nach der kontroll-
volumenbasierten Finite-Elemente-Methode sind Schnittstellen zum Preprocessor
ICEM-CFD® und der Visualisierungssoftware OpenDX erstellt worden.

Das mit dem FLO-Schema implementierte CVFEM-Verfahren ist bei den in Kapitel
4 behandelten Verifikationsfillen nahezu gleichwertig zu dem kommerziellen Code,
bendtigt aber mehr Rechenzeit und genauere Anfangsbedingungen. Die laminare
Rohrstromung wird mit hoher Genauigkeit, die Rohrstromung mit plotzlicher Ver-
engung mit guter Genauigkeit von KAPPA-cyfem berechnet. Mit den eingesetzten
Tetraedernetzen ist eine Auflésung der Grenzschicht nicht mit der Feinheit der Hexa-
edernetze moglich, mit denen die STAR- CD® Simulationen durchgefiihrt sind. Dar-
aus resultieren Abweichungen im Bereich sehr hoher Wandgradienten. Der instati-
oniire Verifikationsfall der pulsierenden Rohrstrémung zeigt gute Ubereinstimmung
mit der analytischen Losung nach Uchida [65]. Zu beriicksichtigen ist dabei, dass
ein numerischer Einschwingvorgang vorliegt, bis der ausgebildete Zustand der ana-
lytischen Vereinfachungen erreicht wird.

Als erster Anwendungsfall wird die Strémung in einem 180° Kriimmer behandelt.
Die Untersuchung der Sekundirstrémung zeigt im stationdren Fall eine weitge-
hende Ubereinstimmung zwischen KAPPA-cvfem und STAR-CD® . Die Topolo-
gie der Sekundédrstrémung ist identisch und stimmt mit den klassischen Dean-
Wirbeln {iberein, wobei § TAR-CD®© Andeutungen zur ebenfalls bekannten 4-
Wirbel-Konfiguration zeigt. Bei der pulsierenden Stréomung im 180° Kriimmer treten
die Effekte der Lyne-Zirkulation auf und werden von beiden Codes qualitativ gleich
wiedergegeben.

Der zentrale Anwendungsfall des Aortenbogens ist zunéchst mit stationérer Durch-
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stromung behandelt worden. Hierbei wird im Rahmen der gemachten Vereinfachun-
gen eine gute Ubereinstimmung zwischen den Experimenten und den Ergebnissen
der numerischen Simulation festgestellt. Anzumerken ist, dass beide Codes eine die
Kontinuitét erfiillende Anfangsbedingung benétigen. In STAR-CD® ist hierzu ei-
ne interne Prozedut implementiert, die in KAPPA-cyfem nicht vorhanden ist. Eine
konvergente Losung kann daher mit KAPPA-cyfem nur erreicht werden, wenn ein
STAR-CD®© Ergebnis als Anfangslosung benutzt wird.

Die abschlieBende Untersuchung der pulsierenden Strémung im Aortenbo-
gen gibt die erwarteten Effekte der Einlaufstromung iiberlagert mit den
Stromungsverzweigungen und der Pulsation der Stromung wieder. Die Pulsa-
tion fiihrt zu einer Stabilisierung der Strémung und damit zu geringeren Se-
kundéreffekten im Vergleich zur stationdren Stromung. Zu einer genaueren Beurtei-
lung des Einflusses der Verzweigung sollte in kommnden Arbeiten eine pulsierdende
Stromungsverzweigung untersucht werden.

Zusammenfassend lésst sich feststellen, dass die numerische Simulation der pulsie-
renden Stromung im Aortenbogen vor allem mit S TAR-CD® ohne Einschréankungen
mdoglich ist und im Rahmen der vorgenommenen Vereinfachungen Ubereinstimmung
mit experimentellen Beobachtungen besteht. Auf die numerischen Aspekte, die
KAPPA-cufem betreffen, wird im Folgenden eingegangen.

In der vorliegenden Form hat das CVFEM-Verfahren einige gravierende Nachtei-
le gegeniiber dem kommerziellen Code. Speziell der Massentransport durch das
Rechengebiet hindurch fiihrt bei der Formulierung der Auslassrandbedingung zu
Problemen, die nur durch eine reibungsfreie Formulierung der Randbedingung um-
gangen werden konnen. Mit dem FLO-Schema ist ein hoher Anspruch an die Netz-
qualitdt gegeben. Stumpfe Winkel fiihren schnell zu negativen Koeffizienten in den
Gleichungssystemen und damit zu Konvergenzproblemen. Abhilfe kann hier das
MAW-Schema schaffen, das allerdings eine andere Kontrollvolumenbildung erfor-
dert. Zusammenfassend kann festgestellt werden, dass mit bisher bekannten Formu-
lierungen fiir Diskretisierungsschemata und Randbedingungen CVFEM-Verfahren
fiir Stromungproblem mit Massentransport eher schlecht geeignet sind.

Die Untersuchung der Strémung im Aortenbogen beschriankt sich hier auf starre
Winde und ein Newtonsches Medium. In weiterfithrenden Arbeiten sollten diese
Effekte beriicksichtigt werden. Die Behandlung der Nicht-Newtonschen Eigenschaf-
ten stellt dabei den weitaus leichteren Aspekt dar und kann beispielsweise durch
die Implementierung des modifizierten Cross-Modells nach Perktold [53] geschehen.
Zur Simulation der Compliance der realen Aderwand ist neben der Stromungs-
Strukturkopplung ein strukturmechanisches Modell der elastischen Eigenschaften
der Wand notwendig. Derartige Modelle werden zur Zeit von verschiedenen Forscher-
gruppen erarbeitet, als Beispiel sei hier das Auckland Heart Model [33] genannt. Die
Verkniipfung von Strémungs- und Strukturcodes erfolgt sowohl im Rahmen von For-
schungsprojekten als auch durch die Hersteller entsprechender Softwarepakete.
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Anhang A

Herleitung verschiedener

Koeffizienten

A.1 Koeffizienten in der Interpolationsfunktion

fiir den Druck

Die Koeffizienten in der Interpolationsfunktion fiir den Druck

p(x,y,2) = Apr + Bpy + Cpz + Dy,

kénnen durch Losen des folgenden Gleichungssystems hergeleitet werden:

Apzy + Bpyr + Cpz1 + D,
Apzo + Bpys + Cpzo + D,
Apzs + Bpys + Cpzs + D,
Apzy + Bpys + Cpza + D,

= h
= P2
= D3
= P4

Dabei sind z;, y; und z; die Koordinaten der Eckpunkte des Tetraeders und p; sind
die Driicke auf diesen Eckpunkten. Damit ergeben sich die vier Koeffizienten zu:

A, =

((
((
((yz

Ys

+ ot

132

[((ya — y3) 22 + (Y2 — ya) 23 + (Y3 — Y2) 24) D1
—ya) 21+ (Ya — 1) 23 + (Y1 — Y3) 24) D2

Ys —Ya2) 21 + (Y1 — Ya) 22 + (Y2 — Y1) 24) P3
—y3) 21+ (Y3 — Y1) 22 + (Y1 — y2) 23) D4



A.2. KOEFFIZIENTEN IN DER INTERPOLATIONSFUNKTION FUR DIE DISSIPATIVEN TERME

B, = % [— (x4 — 23) 22 + (T2 — 4) 23 + (T3 — T2) 24) P1
— (w3 — 24) 21+ (w4 — 21) 23 + (21 — X3) 24) P2
(x4 = m2) 21 4 (21 — 74) 22 + (T2 — 71) 24) P3
((xg — x3) 21 + (w3 — m1) 22 + (1 — T2) 23) P4
G, = % (x4 —23) Y2 + (22 — T4) Y3 + (T3 — T2) Ya) ;1
+ (w3 — z4) Y1 + (22 — 21) Y3 + (21 — 23) Ya) P2
+ ((x2 — 22) y1 + (21 — 24) Yo + (X2 — 1) Ya) D3
+ (w2 — w3) y1 + (w3 — 21) Y2 + (T1 — T2) Y3) P4]
D, = [((303?14 — T4Y3) 22 + (TaY2 — Toys) 23 + (T2ys — T3Y2) 24) P1

((554?43 — T3ys) 21 + (T1Ys — Ta1) 23 + (T3Y1 — T1Y3) 24) P2
+ ((woys — 24y2) 21 + (a4 — 21Ya) 22 + (T1Y2 — T2y1) 24) P3
+ ((z3y2 — Tay3) 21 + (T1y3 — T3y1) 22 + (T2y1 — T1Y2) 23) P4
mit
A = (55‘1 — ) [(y2 — ya) (23 — 24) — (Y3 — ya) (22 — 24)]
+ (1 —va) [(23 — 24) (22 — 21) — (w2 — 24) (23 — 24)]
+ (a1 — 24) [(z2 — 24) (y3 — ya) — (23 — 74) (Y2 — y4)]

A.2 Koeffizienten in der Interpolationsfunktion
fiir die dissipativen Terme

Die Koeffizienten in der Interpolationsfunktion fiir die dissipativen Terme
u(z,y,2) = Az + Bly + C%% 4+ D?

gleichen denen in Anhang A.1, nur sind die Driicke auf den Eckpunkten des Tetra-
eders durch die entsprechende Geschwindigkeitskomponente ersetzt.

Al = [((94 —y3) 22+ (Y2 — ya) 23 + (Y3 — Y2) 24) 1

((l/3 Ys) 21+ (Ya — 1) 23 + (Y1 — Y3) 24) U2
+((ya —y2) 21+ (1 — ya) 22 + (Y2 — 11) 24) u
+((y2 —y3) 21 + (y3 — y1) 22 + (Y1 — y2) 23) U4
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B! = % [— (x4 — x3) 22 + (X9 — x4) 23 + (T3 — X2) 24) Uy
— (3 —z4) 21 + (x4 — 1) 23 + (1 — T3) 24) U
- ((334 - 372) Z1+ (371 - ,’134) 22 + (372 - .’171) 24) Uz
)

O = (s — 23) v + (22 — £2) ya + (23 — 22) ya) 1y

((za — z2) 1 + (21 — 24) Y2 + (T2 — 1) Ya) U3

A
+ (x5 — 2a) y1 + (24 — 21) y3 + (21 — 23) ya) U2
+
+ ((x2 — m3) y1 + (23 — 21) Y2 + (21 — T2) Y3) 4]

1
A [((w3ys — 24y3) 22 + (Tay2 — Tays) 23 + (T2y3 — T3Y2) 24) Us
+ ((zays — T3ya) 21 + (T1Ys — TaY1) 23 + (T3Y1 — T1Y3) 24) Usg
+ ((woys — 2ay2) 21 + (Tatpy — T1Ya) 22 + (T1Y2 — To¥1) 24) U3
+

((z3y2 — 2y3) 21 + (1y3 — T3Y1) 22 + (T2l — T1Y2) 23) Ud]

Die Koeffizienten fiir die v- und w-Komponente haben die gleiche Form. Auf eine
erneute Auflistung wird deshalb verzichtet. Die Determinante A ist identisch mit
der in Anhang A.1.

A.3 Koeffizienten in der Interpolationsfunktion
fiir die konvektiven Terme

Die Koeffizienten in der Gleichung
ué (z,y,2) = ASE+ BY + CoZ + D; .
entsprechen denen in Anhang A.1. Es miissen nur die Koordinaten z, y und 2z durch
&, Y und Z ersetzt werden. Es ergeben sich dann folgende Koefizienten:
1
Ay = Ac (Ya—=Y3) &+ (Ya—Yy) &+ (Y —Y2) &) un
+((Ya=Yy) &+ (Ya— Y1) &+ (Y1 — Ya) &) un
+(Ya—Yo) i+ M1 —Yy) &+ (Yo — Y1) &) us
+((Ya—=Y3)& + (Ys— Y1) &+ (Y1 = Y2) &3) ud)
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A.3. KOEFFIZIENTEN IN DER INTERPOLATIONSFUNKTION FUR DIE KONVEKTIVEN TERME

B, = Alc [— (X2 = X3) &+ (Xo — Xu) &+ (Xz — Xo) &) wa
— (X3 = Xg) & + (Xy — X1) &+ (X1 — X3) &) ug
—((Xa = X2) & + (X1 — Xy) &+ (Xo — X1) &) us
—((Xo = X3) & + (X3 — X1) & + (Xh — Xo) &) ud)

CC = (X4 Xs) Yot (X — X9) Vs (X5 — Xo) Vi) uy
+(Xs=X) Y1+ (Xu—X1) Y3+ (X7 — X3) Ya) up
+(Xy—Xo) 1+ (Xh —Xy) Yo+ (Xo— X3) Ya) us

+(Xo—=X3) Y1+ (X3 — X1) Yo + (X1 — Xo) Y3) uy

Dy = l(Xs¥a = Xi¥3) &+ (Xa¥s — Xa¥) & + (XY — X3¥2) )y
+ ((XaYs — X3Ya) & + (XaYe — XuY7) & + (XY — XqY3) &) ug
+ (XoYy — XuYo) & + (XuY — X1 Yy) &+ (Xa Yo — XoY1) &) us
+ ((X3Ya — XoY3) & + (XaYs — X3Y1) & + (XoY: — XiYs) &) ual
mit
A° (1 = 24) [(y2 — ya) (§3 = &) — (y3 — ya) (&2 — &4)]
(y1 —ya) [(23 — 554) (&2 — &) — (m2 — 24) (& — &4)]
(&1 = &) [(z2 — 74) (Y3 — ya) — (73 — 4) (Y2 — Ya)]

+ +
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Anhang B

Interpolationsfunktion in den
konvektiven Termen

Zur Herleitung der Interpolationsfunktion der Geschwindigkeitskomponenten in den
konvektiven Termen wird eine veieinfachte Konvektions-Diffusions-Gleichung aufge-
stellt. Dazu wird wie in Kapitel 3.3.3 beschrieben ein lokales Koordinatensystem X,
Y, Z definiert, dessen X-Richtung der lokalen Hauptstomungsrichtung entspricht.
Unter der Annahme, dass innerhalb eines Tetraederelements eine Parallelstromung
in X-Richtung herrscht, kann fiir die transportierte Grofle u folgende Konvektions-
Diffusions-Gleichung formuliert werden :

., Ou u  0%u  0%u
p\vav\a—X—u(aX2+ay2+822)+Su : (B.1)

Der Quellterm S, wird dabei im Fall inkompressibler Strémungsprobleme aus dem
Druckgradienten und einer Funktion F(X,Y, Z) zusammengesetzt

_( Op
Sy = <_3_x) F(X,Y,Z7)

mit
X 1—+

F(X,)Y, Z) = —
&Y. 2) Np |V 4p

(v + 2)

Mit den in Kapitel 3.3.3 eingefiihrten Bezeichnungen
thm: = Imax (Xl,XQ,Xg,X4) Xmm = min (Xl,XQ,Xg,X4)
und der Maschenreynoldszahl

_’av Xmaz - Xmm
Ron = Pl )
M
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stellt
w(X,Y,Z)= A+ BYY +CoZ + DS + <_g_p) F(X,Y,Z) (B.2)
x
eine exakte Losung der Gleichung B.1 dar. Die Abhingigkeit der Geschwindig-

keitskomponenten von der Strémungsrichtung wird dabei mit der Variablen =

beriicksichtigt :
H ReA (X - Xmaz)
= —1
6 p ‘Uav| (exp < Xma:v - Xmm

Wird in Gleichung B.1 der Quellterm S zu Null gesetzt, entspricht B.2 der Losung
der homogenen Konvektions-Diffusions-Gleichung. Der Parameter N in der Ansatz-
funktion B.2 kann nach Wintruff [68] in Abhingigkeit der Maschenreynoldszahl
behandelt werden :

_oy <Re
N=1+4+e Remx | Cy=30

Durch die Anpassung an die lokalen Stréomungsverhéltnisse erzielt er damit bei

Aufschmelz- und Erstarrungsvorgingen bessere Ergebnisse als mit der Ansatzfunk-
tion, die aus der homogenen Betrachtung resultiert.
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