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Zusammenfassung

Im ersten Teil dieser Arbeit wird die Ldsung der monoenergeti-
schen Transportgleichung durch Entwicklung der Neutronenvertei-
lungsfunktion nach Kugelfunktionen (PN~Methode) beschrieben,
Der zweite Teil enthslt die Darstellung des Niherungsverfahrens
zur Losung der Transportgleichung durch numerische Integration
(S],\Tmh‘ie thode).

Der letzte Abschnitt gibt einen Vergleich der einzelnen lsherungs=
losungen beider bliethoden. Die Abhingigkeit des thermischen
Rutzungsfaktors f von der Ndherung wird angegeben, Ferner wird
dort untersucht, wie stark Aluminiumschichten (Can und Plhrungsge
rohr) von einigen iillimetern Dicke den NeutronenfluB und den

f-Faktor beeinflussen,




Binleitung

Die Anwendbarkeit der Diffusionstheorie, mit der eine Vielzshl von Proble-
L.men der Reaktorphysik behandelt werden, ist an die Bedingung gekniipft,
del in dem betrachteten Bereich keine Quellen und Rinder liegen, und daB
auBerdem das Medium kein starker Absorber ist, Diese Theorie enthilt nur
die Dichte der Heutronen n(?it) (¥”= Ortsvektor), den FluB ¢(§it) und

i
den Strom 5(rit); dagegen werden nicht beriicksichtigt die verschiedenen

FlU rlcimmw’en der Neutronen.,

Im allgemeinen 1Bt sich eine Gesamtheit von Keutronen nicht allein durch
eine Dichte im gewOhnlichen dreidimensionalen Raum beschreiben, sondern
aur durch eine Dichte in einem sechsdimensionalen Phasenraum (%, y, #,
Voo Vyg vz>9 die wesentlich mehr Information liefert. Es ist nun ubli?ﬁ;
statt des Gegchwindigkeitsvektors die Bnergie und den Sinheitsvektor L)

Flugrichtung der Neutronen einzufiihren; ist dann die Anzahl der Neu-
tronen zroB, so gehorcht die so definierte Dichte einer der Diffusions-
gleichung analogen exsgkten Gleichuﬁg, der Boltzmannschen Transport-
gleichung. Sie ist eine Bilansgleichung fiir die Anzahl der Heutronen, die
in ein Volumenelement des Raumes hineinstrdmen und es schlieRlich wieder
verlassen. Nur werden Jjetzt eben noch in Brweiterung der gewbhnlichen
Diffusionstheorie Streuungen in ein Raumwinkelelement d{L und Streuunyg
aus 442 heraus in die Bilanz mitsufgenommen. Da wir in dieser Arbeit nur
monoenergetische (thermische) Neutronen betrachten wollen, wird die
Transportzleichung von der Energie unabhingig. Ist ﬁf(?,ff)-diimder FluB
der Neutronen am Orte”;f deren Flugrichtung innerhslbd des Raumwinkel-
elementes 4Ll liegen, so lautet die Transportgleichung im stationiren
Falles

# .
g g e T i (= e =i :
Herad ¥ (F8)+ 2 YD)+ 4 Y(F0) = alm, )] (x, B)2 (@, A0 alw
Faw
Wir erliutern die elnéelnen Glieder dieser Gleichungs:
{jgvad ’%(I‘fﬁ) gibt den AusfluB von Neutronen pro Volumen-,
Zeit- und Raumwinkeleinheit ang
P Yy ’ . .
?’(f £1) ist die Anzshl der pro Volumen,- Zeit- und Raum-

winkeleinheit absorbierten Neutronen, Za = makro-

skopisgcher Absorptionswirkungsquerschnitt;




g o e . . . .
2. ¥ (r,L0) beschreibt die Anzahl der Neutronen, die pro
P .
Volumen~, Zeit- und Raumwinkelelement gestreut

werden; 4, = makroskopischer Streuquerschnitts

S
R 5 .
Q(r9£l) gibt die Anzshl der Neutronen an, die durch kinst-
liche Quellen oder infolge Abbremsung in der Vo
lumen~ und Raumwinkeleinheit pro Zeiteinheit ent-
stehenj
f‘; o o a3 =l
dild’%(r,w ’)Za(él,fi’}dil’ stellt die Gesamtzahl der von allen mdg-
fu lichen Richtuangen £L!' in das betrachtete Raum~-

winkelelement 44k pro Volumen~ und Zeiteinheit
hineingestreuten Neutronen dar.

ES(Jl,iEJ) ist der Streuquerschnitt fir Streuung
von {21 =y £

Ist die Streuung isotrop im Laborsystem, so ist Zs(fl,f1i) = Z%:. Dann

ergibt sich die Boltzmannsche Gleichungs

o

(1) 0 grad ¥ (7,0)+ K

iy Y o

r,fh) ¢ i > 3=

2 e ,ié Y(E )0 + o)
A

Hierbei ist 1 die mittlere freie Wegldnge der Neutronens

. >
Da die Diffusiounstheorie die Vektorvariable £2 nicht enthilt, kann sie die

Verh#ltnisse dort nicht genau wisdergeben, wo a priori eine starke Winkel-
abhingigkeit besteht, wie z.B., in der Nihe von Quellen und Rindern.
AuBerdem 1aBt sich bel stark absorbierenden iaterialien, in denen der
Absorptionsquerschnitt vergleichbar ist mit dem Streuquerschnitt, schwer-
lich von einer "Diffusion" mit definierter Diffusionskonstante sprechen,
da fast jedes zweite Neutron in diesem iledium absorbiert wird. Trotzden
kann man in den Fillen, in denen es nicht so sehr auf die absolute Gew
nguigkeit der Ergebnisse ankommt, durch FEinfilhrung von Bxtrapolations-

lingen und Transportweglangen Diffusionstheorie betreiben.

Wir wollen nun die Transporitgleichung fiir eine Resktorzelle nach den
beiden bekanntesten Verfahren 18sen. Dabei machen wir folgende Voraus-

setzungens




1.) Die Reaktorzelle wird ersetzt durch einen Zylinder von gleicher

Querschnittsfliche.

2.) Die Zelle ist unendlich lang (Translationsinvarianz in Richtung der

Zylinderachse 2z und Invarianz bezliglich Spiegelung an der Ebene z = 0,

%,) Die Heutronenverteilung ist in jeder Zelle dieselbe; das bedeutet,

daB der Letto-Heutronenstrom am Zellrand null ist.

4+) Die Abbremsung der Heutronen im Woderator wird ersetzt durch eine
einheitliche #rzeugung von thermischen Neutronen im lkoderators dagegen
werden keine Quellen im Uran oder im Umkleidungsmaterial des Urans

angenomnmen.

5.) Isotrope Streuung im Laborsystem.

Demnach haben wir G1,(1) fiir den Fall zylindersymmetrischer Geometrie

zu untersuchen. Dabei richten wir uns bel der fntwicklung der PN»Methode
nach einer Arbeit von B.Davisonlj1j s der SN~Methode nach einem Bericht
von B.G.Carlson [2 ],

L, Die Kugelfunktionsmethode (Pml
B A3

1e Die Kugelfunktionsmethode fiir beliebige (eometrie

Die Grundidee dieses Verfshrens ist sehr einfach: san entwickelt die
Funktion “f(r,gm) nach Kugelfunktionen bis zur Ordnung N; die Kugelfunk-
tionen, die eine Urdnung groBer als N haben, werden vernachlissigt.
Diese Pntwicklung wird in die Transportgleichung eingesetszt und fiir das

g0 entstehende Gleichungssystem eine Losung gesucht.

Bei ebenen und kuéelsymmetrasoheu Problemen wird die Richtungsabhingigkeit

der VlﬂLCchrtGlluﬂg ”f(f L) bereits durch einen Winkel vollkommen bew

stimmt, so daf die Zntwicklung nach Kugelfunktionen nur zonale Kugel-

funktionen (Legendre Polynome Pn(oos&}ﬁ) enthilt. Im agllgemeinen hingt

jedoch ¥ (f,;L> sowohl vom Poldistanz- wie vom Azimutalwinkel ab. Das

ist z.B, der Fall, wenn in ebenen oder kugelsymmetrischen Problemen die
ng

Randbedingungen nicht vollkommen symmetrisch sind, oder wenn man eine

Anordnung mit zylindersymmetrischer Geometrie untersuchen will. Dann hat




man eine #ntwicklung nach Kugelflichenfunktionen an(zi)’v eim¥?an(oosé%)
vorzunehmen, siehe W.lagnus und F.Oberhettinger fB* insbesondere §‘§
Jetzt treten aber nicht wie im Kugelfall nur eine Kugelfunktion Pn einer
bestimmten Ordnung n suf, sondern 2n+1 Kugelfunktionen entsprechend der

2n+1 méglichen Werte von m.

Demnach haben wir folgende Entwicklung anzusetzen:

®©  in
f 5 :"“} B i\ ' g", ,.,_? T
“’) V) =0y 2o, oo Ton®) Fanl)

Hierbei ist & ein Normlerungskoeffigzient,

Der weiteren Behandlung legen wir folgendesg Theorem zugrunde (siehe
[] o o

Whittsker und Watson L@g insbesondere 5,392 j:

Jeder Ausdruck der Form f = r P q(cos 349) cos m'Pund £ = (cosé%)o31n n'f
ist ein Polynom der Urdnuub nin x = r sin d%oos“? =T 31ﬂ59%1n“?
und z = cos&% und ist eine Partikuldrldsung der Laplacemaleichungz
grif = O§§7§f’ = {), Ungekehrt kann jede im Ursprung analytische Lisung
der Laplace-Gleichung geschrieben werden in der Form
oo n o,
Vo= EW’ 4 P_(cosh)+ Z{(Amoog n¥+ BT sin m P)P (cosz&\’)}
\ nn n n nm
n=0 m=1"
Mit unserer oben angefihrten Notation 148t sich dieser Sachverhalt

folgendermaBen ausdricken: Fir alle m und n gilt

(5 72 ;hr fnm(n)l

Jede Losung dlcaex Gleichung, die homogen vom Grade O in x,y,z und

proportional zu T ist, ist eine Kugelfunktion der Ordnung e

3y s
Wir definieren daher elnen Vektor U in Richtung vonﬂfi dessgen Betrag U

noch offen bleibt:

(4) o b U= UL




Ferner gei eine Funktion'x.gegeben durch

+n
no e N
oy 4mUT N , = =
(5) *%nA 2n+1 Zm, %am Ynm<r>’anC£k>
m=-n

Dann ist wegen (5)

o 2
(6) Vi Xy
Die Reinenentwicklung (2) ist jetzt

[y R

1) V(B = wf (201 K, ‘_"}

Der erste Term migr@d ﬁf r}”i) in der Transportgleichung (1) macht beim
Einsetzen der Entwicklung (7) einige Schwierigkeiten; diese lassen sich
Jedoch durch eine allgemeine Betrachtung beseitigen. Bs gilt zunichst
die Identitidt

; ;:f(2n+1)UiU2ding gradr Xh { + dlngrad w}

i
(8) ilgradr(2n+1)iﬁ
‘U=t | | U=

n

Die beiden Terme auf der rechten Seite von (8) erfiillen sber die Laplace-

Gleichung.

Beim ecsten Glied haben wir zunichst:

“ -2 . Y
(2n+1) U grads X, b = 2¢(2n+1)d1vugradrnxn

y2

1

o m&%
(ST

Wegen g?ﬁ(a,b) = g §2b+b V2a+2§?a§?b ist mit a = U2 und b = &ingradr'Xh

8% =0 wegen (6)
b V2% =6 aiv grad X
. U r’
- e
?a,z 2 U
Zur Berechnung von 2§?a? b benbtigen wir die Tatsache, daB wegen

17 2 T2 . " o A ;2 - - N
V<o "-«“YIU.dlngradr ﬂfn = VUVZ'\QTU Xn = (Q b ein Polynom vom Grade (n-1)

in U ist (Divergenzbildung vermindert die Ordnung um eine Hinheit):

ooty ,.»}

,vunmﬁ R
b1 n«1 m(j% bnwﬂ(u)

i




Mit Hilfe der Zulerschen Identitst

vy

7 = -
U xUbn(u) = neb (U)
ergibt sich dann

= (a-1)b__ ()

=
<
=
P~
fond
N
{

Y av - v
2¥a¥b = 4(nw1)d1vugradrﬂ ;

Das erste Glied der rechten Seite von (8) liefert also bei Anwendung

von ?{2}. jetzts

L

o f 2 0. RV .
?ﬁ.{(2u+1)U«U leU} grad,, K_ ? 2(2n+1)-6- 4(n~1)f»a1ngradr %h 0
A . L )

Das zweite Glied von (8) gibt dann wegen (6) ebenfalls

¢ ,
/ i o f
Ve }d ﬁraa ﬁn

5._._,.,\,..,».;-
il
o

Das oben angefihrte Theorem mit Hilfe von Gleichung (3) besagt nun, daB
dasg erste Glied der rechten Seite von (8) proportional ist der Kugelfunk-
tion der Ordnung n+l; der zweite Term enthilt nur Kugelfunktionen der

Ordnunz (n-1).

lgno? ieren wir in der Transportgleichung (1) vorliufig den Guellterm
Q(r Az)g s0 muB man beim Jinsetzen der smtwicklung (7) jetzt die Terme

mit Kugelfunktionen gleicher Ordnung getrennt null setzen., Dann folgths
(9) di &Koo+ {(20-1)T-0%a1v. b gread X (2041~ )w = 0
9 ivyerad, A 4y % fal - IVﬁ!vgr@ & n+ o-u
r

Hierbei folgt das Kronecker-Symbol U,y aus der Integration von

.n 5 -

4W1iJ ﬁm

f P ) 4 ..';«gn‘.f)
g d.m 1 [ ®

[ =
(»{«L’ )d zt omi nm

471

Entsprechend der Nherung der PN»Methode haben wir nun alle Kugelfunk-
. . N . . : .
tionen bis zur Ordnung n = N zu berilicksichtigen; die Forderung, daB die

Bntwicklung mit n = I abbrechen soll, wird garantiert durch

X -
(10) A 0




2. Spezialisierung auf Zylindersymmetrie

Der Ortsvator.§?erd in Ayllnderkog;dlﬂaten charakterisiert durch

Z?Ez{ig Ty @}, die Rlchtumgiz bzw. U durch U jU ? Uz’ Q‘} . Die z~Achse

ist dsbei durch die Zylinderachse bestimmt; aie”ufoﬁeu N
T, Ur und die Azimutwinkel

A &, ©' werden in einer zur

-fchse senkrechten Hbene ge-

messen (siehe Skizze).

X = I Ccos ®
y =71 sin ©
7 = 7
U = U ecos @
X T
U =1U_ gin @'
v r
X i =71,
ity

Rotationgsymmetrie wn die z-Achse bedeutet, dal ﬂ’(r,fl) nur von der
Differenz der Winkel (9'«@)abhéngem kanny ferner darf das Vorzeichen
dieser Differenz keine Rolle spielen, wenn Invarianz besziiglich Spiegelung
an der Ebene z = O bestehen soll. Dasselbe gilt dann natiirlich auch fir

die durch (5) eingefiihrten Grigfen:

Ko@) = Yylems 0,00, [0

?% ist nun nach (5) ein homogenes Polynom der Ordaung n in U_cos 97,
Ursin @', Uz' Wenn wir also 0Xn in eine Fourier-Reihe nach 8' entwickeln,
so ist diese Reihe endlich und wird abgebrochen mit den Gliedern cos un @'
und sin a ©', Dasselbe gilt dann natirlich auch fiir eine ZIntwicklung nach
der Winkeldifferenz (8'~6). Infolge der Unabhingigkeit vom Vorzelchen
dieger Differenz kann aber nur eine gerade Funktion von (8'-0) auftreten:
n

~ ]

(11) ,‘%{ﬂ_ =) cos m(0'-6)ea (r,z; U_,U)

FA—

m=0o

i

Die CGrige A ist nun ein homogenes FPolynom vom Grad n in Ur und Uy. Da
23

V%‘X = 0, bollte jeder Term der Fourier Entwicklung derselben Gleichung

gehorchen., Das bedeutet, da (r,z) von (Uf’Uz> unabhiingige Variable sind,

Separierbarkelt fir Anm’ die dann iber dag Theorem bis auf einen von




‘CUr’Uz> unabhingigen Faktor bestimmt sinds

o q ! - .
Aop T Bnm(Ur’Uz)° ﬁnm(fs&)
Also haben wir dann

n

ir das Bnm findet man bis auf einen Normierungsfaktor E‘{Sé insbesondere
5.170]

=2 U
(2) L ) Rl )
l=0
Die Voraussétzung (2) der Einleitung, daf der betrachtete Zylinder un-
endlich lang ist, hat zunichst Translationsinvarianz in z-Richtung zur
Folge; das hedeutet, daf die Momente vinm von z nicht mehr abhdngens
i?ﬁm m’Yhm(r). Hingichtlich U  haben wir weiter Spiegelungsinvarianz

bezliglich der Ebene z = U. Ersetzt man nun in (72) Uz durch »UZ, 80

bleibt Bnm nur dann unveridndert, wenn (n«m) gerade ist. Damit ergibt sich
endgultig:
n

4, o . f . .
(13) Aﬂ = Zi» cos m(simg)ﬁfnm(r) Bnm(Ur,Uz>

m=o
(nwm)gerade

Geht man mit den durch (13%) bestimmten Funktionen Eﬂn jetzt in GLl.(9)
ein, so erhilt man unter Beriicksichtigung von (10) ein Gleichungssystem

fiir i?nm(r)a fine partikulire Losung dieses Gleichungssystems ist

(14) Yoa(®) = Pk (- E)

nm m

mit den noch zu bestimmenden Konstanten bnm und ¥ . Km(y) igt die modifi~
zierte Begselfunktion zweiter Art. Die Gleichung (10) wird befriedigt

durch

(15) ‘ Ot m 0 fir alle m.

w 10 =




Die weitere Untersuchung wird nun von dem Gedanken geleitet, dafB es dem
Superpositionsprinzip zufolge méglich sein muB. die Ldsung in irgendeiner
Form darzustellen durch Funktionen, die schon bel der Ldsung des ebenen
oder kugelsymmetrischen Problems auftreten und bereits weitgehend tabel~
liert sind., Wir wollen die mathematisch sehr spitzfindige Rechnung nicht
im einzelnen verfolgen, da sie zum physikalisohen Verstiandnis des Ver-
fahreng nichts mehr beitrigt; sie ist eingehend in‘E1j3dargestellt, Das

Argebnis ists

o T(H-k) /2
Ay N o= N 4K § ‘ Lo (o x
(16> ?nm(l> g;) inm i Ajk Gnk(xgk)hm( 33& 1
k=0 j=

k gerade

Die Grolen A,., sind Integrationskonstanten, die durch die Randbedingungen

k
des Broblemggzu bestimmen sind, Iim und Gnk(vjk) sind durch Rekursions-
formeln definiert. Die uoglichkeit der Bildung solcher Rekursionsformeln
ist gegeben durch die Tatsache, daB die Grofien Bnm(Ur,Uz) in (12) wegen
ng%n = O durch Kugelfunktionen darstellbar sein miissen. Die Rekursionse
forméln fiir die Kugelfunktionen ergeben dann enisprechende Rekursions=-

formeln fir die Bﬂm und damit schlieRlich auch fir die bnm in (?4}.

Die in |1 ]tabelllartem GroBen Inm ergeben sich aus

) ko s k A k
g 2(ankr)IE, = (146 | ) (nems2)TE, L s(ame2) IS
(1) 5
| (- )T, = (o ) e )T (a2
g TOpy/ VAT o, me1/ N g e TR n-1,m+1 °
L

Die Funktionen Gnk(g) sind bestimmt durch

- ~

‘ nk . .
(nmk+1)Gn+1’k(v)+(2n+1~cé;n)~“§mm +(n+k ) Gn«1gk(y) =0 ,

i
j ; = (] Y
(18) < G, V) =0, \. |
! o 6o (y) =u fir n® kel
| % . 7 nk
% Gkk(v) - '/

Anstelle der Bedingung (10) bzw. (15) tritt jetat




Diese Gleichung liefert die in (14) zuldssigen Werte v}k von V. Wenn N

ungerade ist (siehe Diskussion von gerader und ungerader Approximagtion

in Abschnitt 5) und k gerade, so kann man sich leicht davon iiberzeugen,
(f) ein Polynom von Grade m(ﬂ+1 k) in 1. ist. Die flurzeln der

dal Gyiq, V2
Glelchdﬂg (10) kommen deher in Pasren vor; ist | = eine Nullstelle,

}v
jk
so ist es auch ~x%ko Bs 148t sich zeigen, daB sémtliche Wurzeln vjk
voneinander verschieden sind, siehe B, Davison 555 insbesondere 39122} 3

dann konnen wir die Nullstellen so numerieren, daB

2 2
Vi < Vi1,

Auflerden sei ”X%k = Qmjk’

Pir k = 0 stimmen die GroBen G (V) und ﬁ mit den entsprechenden Grigen
fir ebene Symmetrie iiberein und kdnnen z. B. den Tabellen von C.Marki 6 }
entnommen werden. Ist k . 0, s0 wird G(i) materialunabhingig; dies folgt
direkt aus (18), das die Konstante ¢y, welche die Medieneigenschaften ent-
hdlt, mit dem Kronecker Symbol d;n multipliziert ist (k 2 n+1), Damit
lassen sich in diesem Pall die GroBen »Ek und th fir beliebige Ordnung N
tabellieren.{1j . Bel der Durchrechnung eines Problems hat man folglich
nur noch die Wurzeln V. und die zugehdrigen Funktionen G (§ ) zu einem
bestimnten ¢ neu duayureahnca, falls diese etws nicht in L 61]zu finden

gind.,

Die Beschréokung auf gerades k in (16) ergibt sich aus der Bedingung,
daB die GroBen B in (12) invariant sein sollen beziiglich Spiegelung
nm

an der Bbene z = (,

Um die GroBeﬂqf (r) ausrechnen zu konnen, haben wir das negative

Argument der Besselfunktlonen Zzu beseitigen., Wit
~m
Km(mz) = (1)K (4)~1ﬁ I (4)

(Im(z) = modifigierte Besselfunktion 1. Art) und

7
G K(“ij )= (-1)" ¢ nk(» k) folegt:

n ' ﬁ}‘ij” ~k) /2 r
(20) Ypo(e) = ) 1o ) eV i) 1 BicTa Vg P+ (1705, (0 B)
k=0 3=1 >

k gerade




Hierbei ist

By = <iThyy 5 Oy = A,
Driickt man die GroBen Bnm<Ur’Uz) in (12) durch Kugelfunktionen aus und
setzt (13) in Gleichung (7) ein, so lautet die Entwicklung von ?(r,ilg
jetat

- ()
E e (2n+7)003m(9’“Q)'f%;m P ZO)

n m=0
n-m gerade

(21) V(58

%, Der Quellterm

}ﬂw
In der bisherigen Diskussion haben wir den Quellterm Q(r,iéﬁ der Gleichung

(1) ignoriert, Ents pg@ohend der Entwicklung von %}r,il) hat man jetzt
natiirlich auch @(r,iﬁ) nach Kugelfunktionen zu entwickeln:

-

%@ f’):@ (o)

P ;3 1
~ { s Y
(4’.2) Q(I‘,u.ﬁ,) e, b
nm
4ﬂ“n m

Nach Voraussetzung (4) der Einleitung wird nun in unserem speziellen
Problem die Abbremsung der Heutronen im Moderator ersetzt durch eine
einheitliche wrzeugung von thermischen Neutronen im Moderator, Damit ist

- =
also Q(rgﬁl) im Moderator riumlich konstant, isotrop und von der Grife

Qs

:fgqg wobed QT die Gegamtzahl der pro Sekunde und Volumeneinheit thermisch

gewordenen FNeutronen ist., Die Transportgleichung (1) lautet jetzt im

Moderagtormedium
! : A . Q
N T Y T(r, 1) I O ¢ 9
(Zj) AL grad AT(I’L«Qw)*‘ i - Tl J \:‘gr’j}“')df_m = Z%”

Die Entwicklung (22) enthidlt nur das erste Glied mit der Kugelfunktion
POO(ELZ) = 1, Zur allgemeinen Losung (21) der homogenen Transportglei-
chung tritt jetzt noch eine sgpezielle [Osung der inhomogenen Gleichung

, e
(23) hinzu. Letztere ist gegeben durch ﬁY(rsfz) = const; dann gibt (23)

g
L AV M IO .
T1 T T-c 4w dw T %

Folglich ist dann die Losung der Transportgleichung im loderatormedium

1

3 -

£




gegeben durch

Ly f""’ o Pant,) 4
(24) IY(fi£§> ) Z;; (2n+1)cogm(@‘~@}f?hm(f> nim(o) ' Z:Oj

m
(n m)befa¢

Dabel haben wir der besseren Ubersicht halber in der Entwicklung

QT = Qeo gesetzt.

4, Die Randbedingungen

Betrachten wir einmal eine Resktorzelle, die von zwel verschiedenen liedien

gebildet wixrd, PN
;/ﬂ LI \K\ Medium I sei z.B. der Brennstoff
, A
{ ? (Uran),
Y / Medium II der ioderator.
\q ) /f Dann muB folgendes geltens:
“ -

8o ) ﬁ%(r,flJ nug fiir r £ U regulsr bleiben.
,f
Da nach Gleichung (Zb f(r,wz) iiber die modifizierten Besselfunktionen
Im und Km von T sbhingt, missen im Medium I sdmtliche Koeffizienten

¢.. null gesetzt werden, da Km(z) fiir z = 0 singuldr wird (Km(o) = 0 ).

Jk
i

b.) An der Trennfliche r, von I und II soll ab r9§1> einen stetigen
i &

T
Ubergang besitzen.
Dies entsoricht der Annahme, daf Neutronen in einem Winkelbereich d-%
i - ?
die vom Medium I die Trennfldche passieren, in dedium IT im selben
9
Winkelbereich ankommen. In der Kugelfunktionsentwicklung ergibt das Iir

die lomente die Bedingung
- 1 - gLl
(2b> /\1 nm<r‘l‘) ?nm(r’l‘> e

¢o) Nach Voraussetzung (3) soll kein Nettostrom iiber die Zellen hinweg

gtattfinden. Diese Forderung kann man sofort dadurch erfiillen, daB
- w’;? ann¥F

glelCﬂVLel Neutronen am Zellrand r. sowohl in Richtung L% wie »3ﬁvfliegen.

iy R
7
Den Vektor -2 erhdlt man durch Spiegelung an der Ebene 2z = Q und zu-
sdtzliche Yrohung un 180°. Gegeniiber der ersten Operation ist “f(ra,?ij

nach Voragussetzung (2) invagriants die zweite Operstion vergroBert den
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Azimutwinkel (8'-9) = A um M. Nach (24) geht diese Winkeldifferenz in der
Form cos m A einy am Zellrand muB demnach sein: cos m A = cos m{A+T) .
Des 1ldBt sich nun erfillen, wenn m gerade ist. Fir ungerades m miissen

. - [ L.
demnagch die Monmente ﬁ verschwindens

nm<rR)
(26) f%hm(ra) =0 fir m = 2g+]

. A g ad. N

alds & ?A = ¥ = Y L, T e
Z.B. also P 121 {Bj v
Mit diesen Bedingungen lassen sich die Koeffizienten Ajk bzw, Bjk und
Cjk eindeutig bestimmen, wenn, wie im nichsten Abschnitt gezeigt wird,

der Approximationsgrad N ungerade ist.

5. Ungerade und gerade Approximation

Die #ntscheidung dariiber, ob man die Kugelfunktionsentwicklung von
- , . ; ‘

Y(x,<L) bei geradem oder ungeradem I abbrechen soll, kann man leicht

durch eine Untersuchung der Randbedingungen an der CGrenzfliche zweier

Medien treffen.

Die Anzshl der Bedingungen an der Grenzfliche, die die Stetigkeit von
’?nm(rT) garantieren, muB gleich der Anzahl der freien Konstanten Ajk

in (16) sein. Die Zahl der Ajk ist aber nur gerade gleich der Zahl der
Wurzeln ;%k der Gleichung (19). Wir beschrénken uns im folgenden auf

den ¥Fall k = 0, der einer ebenen Syametrie entspricht; dann £211lt bei
den ilomenten der zweite Index m weg. Im Zylinderfall tritt nun m bei
gegebenem n in der gleichen Hiaufigkeit wie k auf (n-m soll gerade seint),
80 daB also ebensoviele MOmentef?hm und damit Ajk mehr als im ebenen
Falle guftreten, wie es mehr ﬁullsﬁellen ﬁjk gibt. Damit eribrigt sich

die Uberlegung fir k > 0.

Fir k¥ = U hat nun GN+1(¢) genau N+1 endliche Wurzeln, wenn N ungerade

isty denn es ist dann

k B 0 %
G ) (f) - A. e D e e e o5 s [ TR - O
+
N+ NERNY I

- 15 -
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Die Kontinuitiatsbedingung ist Jjetzt

Y, (rg) stetig fir n =0, 1, ... N,

Diese (W+1) Bedingungen fiir Ajo kdnnen demnach befriedigt werden, Ist
N gerade, so folgt
Al B! z!

G’N&Q/}(\/) - +°-:§.+ o s +\§E\:§”~+~:§m = () .

Der Wert v = werfillt diese Bedingumgsgleiohungi Jedoch ist diese

L sung physikalisch unméglich, da wegenf?nﬂﬂe wadie Mwmente’%h singulir
wiirden, Es bleiben also nur N Wurzeln ibrig, d.h. eine Randbedingung
kann nicht befriedigt werden. Man wire gezwungen, durch eine Zusatzbe-
dingung diese durch gerade Approximation entstandene Lilcke zu reparieren.
Daraus 1st zu schlieBen, daR eine ungerade Approximation dem Problem

besser angepaBt ist als eine gerade Approximgtion.

6. Konvergenzverhalten

Fine LOsung der Transportgleichung durch BEantwicklung der Neutronenver-

teilung ” (;iiz) nach Kugelfunktionen kann im Hinblick auf praktische
Verwendbarkeit natiirlich nur dann ginnvoll sein, wenn man sich mit
wenigen (liedern der Reihe begnlgen kann. Das wird am besten gewihr-
leistet sein, wenn die Winkelverteilung der Neutronen nicht zu stark
anisotrop ist; zumindest sollte die Anisotropie sich auf relativ kleine
Bereiche des betrachteten Gebietes beschrinken. Ls ist daher auch nicht
zu erwarten, daf dieses Verfaghren bei Anwendung auf sehr dinne Schichten,
wo stets eine ausgeprégte Anisotropie vorliegt, verninftige Ergebnisse
bringen wird. Das gilt vor allen Dingen auch an freien Oberflichen oder

an Grenzflichen zweler Medien von stark verschiedenem Abgorptionsgrad.

Dieser nicht sehr ermutigende Sachverhalt hat sich auch bei der Berech-
nung der Winkelverteilung ﬁ”(;?;i) bestdtigt. Jedoch zeigen dieselben
Beispiele, daB die liber die Winkel integrierte Verteilung wesentlich
gschneller konvergiert, siehe z.B. A.Weinberg und B, Wigner {79 insbecsondere
8. 261 ff:}. Das 1ist theoretisch plausibel, da man die Integration als eine

Art Mittelung auffassen kann,

- 16 -
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Daher werden wir im folgenden auch stets nur die rdumliche Verteilung
betrachten; wegen Voraussetzung (2) hingt diese nur von der Koordinate T
ab, s0 daf wir direkt den skalaren Heutronenfluf erhalten, der fiir

die Zwecke der Reaktorphysik allein interessant ist.

T. Skalarer ¥luf und Strom in der P ~-Theorie

Der totale skalare FluB ergibt sich aus der V@rtellung ”?(r;ilﬁ durch

Integration Uber alle Hichtuungen von f?unddi
Nz .
’ 2 S T
A #(r) = f jﬂ (f,il)gln%pd Pa(e'-0) .
];f /ﬁ§ 0
VI e
/,// M% ........ i ) .
Lo | . Aus (24) folgt dann mit f2 = cos%y =,
LN - sinfcos(0!-9) ’
) ng>n\:1 e
e +1 2w
1 (ont { ' ‘ Ry
@(x) =ur i 3 (6% ] { {cos m(@‘wa)PHm(u)oﬂfnm(r)+ Eww}»d(@‘«@)du
nom Cnm R o
N
gerade

Die Integration tber (8'~9) liefert nur einen Beitrag (27) filr m = 0

o

eg bleibt dann
. _ ; _ anw”w ;‘»’x
f Pno(“)dp T oon+1 Yon  °
=1

Damit ergibt sich nur ein Faktor 2 fir n = U, Bei der Integration iliber

den konstanten Quellsusdruck multipliziert sich dieser mit 47 . Algo ist

Q
(21) §(x) = Yoo + 52

&

Im quellfreien liedium wird also der FluB gllein durch das Moment
O(r) dargestellt.

Den Heutronenstrom J\r) erh8lt man, wenn man die r-Komponenten von
¥ el

'?(r,fl) iiber alle Richtungen aufaddiert:
+1 27
P 5y |

i(x) = | [¥(&72))sinPoos(er-a)a (e1-0)dp
1o
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Hier erhalten wir nur dann ein von null verschiedenes Ergebnis, wenn
mo=1undn =1 ist (~sin¥= P11(p)):

(28) i(x) =M, (o).

8, Das Mehrschichtenproblem

Bestent die Wigner-Zelle aus mehreven liedien, so ist die Berechnung der

FluBgrdiden ﬂ’ r) durch Formulierung des Problems in Matrixschreib-

rnn<
weilse relativ einfach durchszufihren.

Ist i der Approximationsgrad, den wir ungerade widhlen, s0 fassen wir

. . L o] ) ,

simtliche Grogen f?;m(r) als die §(N+1)(N+§) {omponenten eines Spalten-
t

1 (‘f " 1 4 '.l'. 7 ‘t \.
vektoro‘f aufs ebenso die Koeffizienten B, und Oy aus (20):

/ wbo \\
e

s

e

@ H ;’”\ jk

Vo oa /
AN R%‘m& /

&
il
_,,.W_“\\
o
Tt
a8
‘“‘\,NMW//

Dann gilt im quellfreien hledium stets

=00 B

Die Transformationsmatrix Q%, die auBer den Zahlfaktoren Iim die Funk-
. 5 - £ oo EY 4 : Y enthil- 5 .4 : \

tionen Im(vgk l), Km(’ﬁk l) und Gnk(vjk) enthilt, 1i8t sich direkt aus
(20) ablesen. Sie ist fir P1m, 95« und PBWRechnumg im Anhang zusammenw

gestellt, Greifen wir eine der Schichten mit den Begrenzungsradien
r

A und Tn heraus, rA-ﬁ T Verstehen wir untex*?iden WinkelfluBvektor

A B am Anfang der Schicht und unter*f
E§ éi den Vektor ?iam Schichtende,
i%, %ﬂ’ so ist
7 7 - :
12 - X -0 B, Q-0 b
= T T 7 A B
p i i R
&iA enthidlt als Ortskoordinste rA,ﬁzE den Radius Tppe Damit ergibt sich
sofort

RN ST G RN

E A

w 18 -
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Man kann also stets den Winkel-"FluB" % am Schichtende ausdriicken durch
den FluB am Schichtanfang.

)

f . 00 .,
Im Quellmedium tritt zu “f nun noch der Quellterm § = S hinzu.
a

Bezeichnen wir mit gﬂdea Spaltenvektor

\)

/ s 80 ist offenbar

/

OO0.0U)

}j;m ﬁ?A§%‘+ET’, P = Qﬁgggﬁw + 7

und damit
P =X -

Nun betrachten wir eine Zelle aus finf Medien. Rs seien Medium 1, 2 und
4 quellfrei, 3 und 5 enthalte das Moderatormedium (Quellgebiet).
Die Randbedingung (25)
A schreibi Oioh jetats
) - = y
=X Fy X%’ '3 “f‘4” \{94 Ks

Dann ist

)FB SJ’ (»‘% ”‘%';)..69

und weiters

Py =Lody Xy -(Ls =T L5435 -k -9 T
LS Lyl s by (Lo T - - T
L L byl &y - L5 Ly (L YT (L)

Vo =gy 5L Py -4 by Gy PE-(ds- )T

(29)

v =L Ly Lk 0 A by (- - )

- 19 .
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om iat P = 0L P
Nun ist ;5 }ﬂgw.z%~ +
P, =08,
Dann folgt aus (29):
; ¥ Wy =yl £, o YT
(30) gsirs = V0L, b+ (0 - )T

Durch dieses Gleichungssystem sind unter Berlcksichtigung der Randbe-

o [
dingungen (4a) und (4c) die Koeffizientenvektoren Jx] and eindeutig
begtimmt. Die regtlichen Koeffizienten ergeben sich nun zu (‘§1 z&%E1?%T):

Rgohey =0y =L, Ky =4, 00 5 b, =00 F

(s by + T =05 =430, 0 - (L= T by = Oyl ) -0
Mgy by =Py =L L0 - LT 0 atsos

By =00, 5 d, Py -0 (U -

Damit 148t sich nun der skalare Flug8 @(r) “ﬁf o(r) (#5) in jeder
Schicht angeben. HEs ist klar, daf man die matrlaenmultlpllkatlon und

Inversionen numerisch durchfihren mufl.

- 20 -




IT. Die SFéMathode

Dieses Verfahren zeichnet sich dadurch aus, dall es ohne wesentliche Ab~-
dnderungen die Behandlung ebener, kugel- und zylindersymmetrischer Pro-
bleme erlaubt. AuBerdem ist es prinzipiell mdglich, beliebig viele Energie-
gruppen bei der Losung der Transportgleichung zu beriicksichtis zen; das
liehrschichtenproblem erfordert keinen zusitzlichen Aufwand. Line Zusammen-
stellung der Anwendungsmglichkeiten der 5 whethod@ ist von B.G.Carlson
und I,G.Bell i8j gegeben worden.,

Den mathematischen Formalismus, der auf den ilethoden der Differenzen-
rechnung aufgeb.ut ist, wollen wir am Beispiel eines stationiren kugel-
syumetrischen Problems mit isotroper Streuung entwickeln und ihn spater

fir zylindersymmetrische Geometrie verallgemeinern,

ls Pie energieabhingige ITransportgleichung fiir den Kugelfall

Teilen wir das Neutronenspektrum in diskrete fnergiegruppen g auf, so

lautet die Transportgleichung:

3 - P e
(1) (bsz # “;M“f@“ T O, My (mon) = 8, ()

] r&%q o > < E s

) ds s =4 ) v o ,_;i,gz: <, dp

R G0 T A2 L rgrad = g5 = MG
N A

B} —+rda WX“%\/// ,Q;,ﬁ = cos ‘gﬁx d}«b - ~1{9” d;,ﬁiiﬁ
- as U WEs TO8 Ao T 7

el

//// daraus folgt Gl.(1).

%* (r u) bezeichnet den NeutronenfluB Lcm 2 . sm1w%dez Energiegruppe g

am Punkte r in Hlohtungﬁgﬁ(p = cos O, Q ist der totale makroskopische

Wirkungsquers chnltt[ J der im dlléemean@n natirlich von r abhingt.
(Das Symbol 2 wollen wir im folgenden nur fir Summationen verwenden)e
Das Quellglied Sg(r) koppelt die verschiedenen Gruppen agneinander und

ist bei isotroper Streuung gegeben durch

+]
f
. 5 () =3 B » L e el e (e + Q
(2) bg(l) ;’, oo ?g;@f’) 1 Qg(r) ;;’ {?ggi 5 31 5gs(fw)du g(r>




Der erste Ausdruck gibt die Anzahl der Leutronen an, die aus allen nog-
lichen fnergiegruppen g' in die betrachtete Gruppe g hineingelangen,
Qg(r) ist eine spezielle unabhingige Quelle. Der Transfer-Wirkungsquer-
schnitt {?ég' hingt mit den Wirkungsquerschnitten fir die einzelnen

Kernresktionen {iber folgende Gleichung zusammens

(:’; :{"‘e . -+ i 4 + é}\'f ii’)
gg! g dgg’ gg‘ Teg g g
(3) |

v =G2+6°% 46T 46"

Gy g' g' g' g!

. A , .
Dabei sind @, die makroskopischen Wirkungsquerschnitte der Hner 1egruppe

o' fir Absorption ( Q;?)a elastische Streuung ohne En@rgleénderunﬂ ( & ),
inelastische Streuung einschl., Abbremsstreuung (G ,) und Spaltung ( @ )
ﬁgg, ist das Kronecker Symbol, ’ﬁ@m, das btrouapektrum mit Z’ng' = 1
und V@ das Spaltspektrum mit o VT =y, wenn V Neutronen bei einer

S &

Spaltung frel werden.

2, Definition der 8. .-kethode
AN

Man approximiert das Integral im Quellausdruck (2)9 indem man das
w-Intervall (w1,1) in ¥ Intervalle aufteilt; in jedem dieser Teilinter-

valle soll sich V(r,u) linear dndern. Lduu@ﬂ wir den Gru enlndex g
3 j=3

fort, so folgt fir eines dexr U

Mot T13into ; ,
Teilintervalle (“jm19“3)9

jz19290491\19 r}),-om“’/‘g ;:19

Py

#

o e e
= b

@(r,w) AP(T,M ) umuj“1
Ywg)- 4f(r’"**a D by

(4) ﬂ%(f9%) = ”MWJ“””'ﬁf(r p ) + “ifzmmm ﬁ’(r M
*57 P51 j

Die Ordnung der Approximation wird durch N angegeben. Setzt man {4) in

(1) ein und integriert dber p fir jedes Intervall <“jm?’ug>’ g0 ergeben

- P2 =




- DD .
sich W Differentialgleichungen, die die (1W+1) Funktloﬂenﬁf(?,p )

J = 0y1..,0 enthalten. Die noch fehlende Gleichung erhdlt man dadurchy

daB man p = -1 direkt in (1) einsetzt.

3, Die Integration iber u

Wir setzen die Intervallinge “j - “3 g = 13 und charakterisieren die
Winkelabhéngigkeit durch einen hochgestellten Index: &?(r %J

Die Integration des ersten Gliedes der Gleichung (1) arglbu mit (4):

g K
J J .
{ o8 e 3 jz,f%ﬁu 13 1 3% 13 1 2
} ) ?(T9H> dy S ror § 2 f(ffu) dp ~2§r.§1j (?*ua T g g oH3.17D 51 )
Hs-1 By
I 2 2 1,3 3 9
+ 13'“59(2 (!{j - Hj»—1> - g’ (U‘J - “'jﬁ’i)j{

Genau so verfahrt man mit den anderen Termen. FEs ist zweckmifBig, folgende

Abkilrzungen einzufiihren:

1 -1 \
a ., = o . PO a . = 77 . 2 .
573 2y ) ey ey Gy 2y ),
(5)
1.2, 2 2
b=k e & (5 - 0% 0y . :
37T, 03 (G uy =y gy = onysy)

Dann ergibt sich aus (1):
(6) (a, 2 ~@+$>5+(§aﬁwﬁi+6wﬁ” - 23
k jor r? Jjer T \ SR
G 192,000, I .
Fiir § = O (po = -1) folgt direkt aus (1)
o o .
(6a) (- 55 +€)¥° =5 .

Die Gleichungen (6) und (6a) fassen wir zu den sogenannten Sy-Gleichungen

- 2% -




- 2% =

Zusammens

. b, . o b . ) ‘
(1) (e, 2+ -2+)% 4 @2 -6 - g5,

jor T ! Jer
aj, gsg bj’ aus (5) und ﬁ} =2 flir J = 1,250l
aj = -y bj = 0,3%3”1 = 0 und 53 =1 fir J = 0 .

Der totale skalare Fluf ist mit (4)

+1
1 ! J
(8) ¥(x) =3 f W (ryu) dp =ji0 ps 4y (w)

~1
pw.ilpmil\’;pml'+l'“ FUT J o= 1y oes Not
0 4’ N 47 7] 4 ’ ’
N
Z. p.“‘l 3
j=0 *

Es ist namlich

Fy . .
[REICT R S L
U

J=1
1 j 1
. N A & A
P =g 21y U )
J.
M\ Let7deres ist nichts anderes als die
waﬁfxﬁ“””ww | halbe Summe aller Trapezfléchen von
— i '
Ameq ﬁl?aw ‘%3 3 =1, ses N, Die Summation liefexrt
i3“1 dann Gleichung (8).
-1 J i

Die oben angebene Lntwicklung gilt fir eine beliebige Intervallaufteilung
lj’ solange die Teilpunkte p = -1 und p = +1 enthalten., Die Integrations-
richtung ergibt sich aus der Uberlegung, daB eine Strdmung in einem

kugelsymmetrischen System stets verbunden ist mit einem Anwachsen von
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9 o,
] //{iyf po= 0084}1 w0 (ﬁ%%) entepricht
T 2 L,
|
H

einlaufenden Teilchen, p = 0 bedeutet
Uberfliegen des zentralen Gebietes
; e und durch p2> 0 @?21§3 sind auslaufen~
|~ de Teilchen charakterisiert. Die ein-
zige Ausnahme bildet ein Teilchen-
1 strom direkt auf das Zentrum; dori
wird p unstetig und springt von

?\ -1 auf +1. Wenn wir alsgo ein Neutron
R

i ot auf seinem Flug durch die Kugel ver-
i 5 & b

‘ folgen, so haben wir in positiver

I
H

- Richtung zu integrieren und bei

p=-1(J = o0) zu beginnen.

4« Die Integration iiber r

Die Integraﬁion in positive p~Richtung bedeutet eine Ayfspaltung der -
Integration in negative Richtung (abnehmendes r fiir uj{:O) und positive
r-Richtung (zunehmendes r fiir “j:}O)' Das ist stets dann eindeutig mbglich,
wenn ;o= 0 ein Intervallteilpunkt ist. Wihlt man die p-Einteilung
dquidistant (13 = «&2’-), 50 ist damit N stets gerade. Fiir die weitere Unter-

suchung setzen wir immer eine solche "Standard'-Einteilung voraus.

Un die Transportgleichung fiir eine numerische Lisung zugdnglich zu machen,
reduzieren wir die §,~Gleichungen (7) 2zu einem Satz von Differenzen~
gleichungen. Zu diesem Zweck unterteilen wir das r-Intervall (o,rI) in I
Teilinvervalle <riw?’ri>’ 1 =1, ese I, T, o= 0. Dieger Satz von Teilinter-
vallen kann ganz willkiirlich sein, nur soll er diejenigen Hadien als
Teilpunkte enthalten, welche verschiedene Medienschichten voneinander
trennen. Wir nehmen nun an, daf die Wirkungsquerschnitte in jedem Teil~
intervall (ri’rk) konstant sind; U (r) wird dann ersetzt durch Sgk. Jede
iber (riprk) definierte Funktion F (r) wird durch eine Gerade approximiert.
Die Integrale ﬁberg%% I und I gind

3

dann gegeben durch =Ty bZWe‘gi&Fi+Fk>

e ) 1 ; r
77 . wenn Q) = 7z (r;-r ). Die 3 ~Terme
v, V) (par / /jw in 01, (7) iy Ahnli ;
Ri// FA ] in Gl. (7) werden in dhnlicher Veise
IV s/ Iy
i Ay N P
¥ 7N s
k Ak i 7
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L A (I - 41
ersetzt durch o mit r., =3 (r, +rk)

Entsprechend den Uberlegungen zu Anfang dieses Abschnittes haben wir zwei

Integrationsrichtungen zu untersuchen; ist p = 0 ein Intervallteilpunkt,

so entspricht pjiiO eindeutig ajélo und M3‘>O auch ajﬁ?O.

Wir berechnen in diesem Fall von
einfliegenden Teilchen den FlulBl-

werb*?g aus dem nidher zum Rande

geh011gen Wertﬁ?a » (die unteren
Indizes kennzelchmeﬂ die r—Abhangig~5

keit). Mit i+1=k folgt fiir die

Intervallénge r ~-r. = 2/y. .. Integration von (7) iiber (ri?rk) gibt, wenn

o — .kl
my = iaj! und my = {aji ist e
. . b, ,
ng (D) Gl by 4 D) s T T e
b

+ (G - Akl Gy ) =80y (55 + 8y

Ay
a{?“‘ & Z; 5" =4 f) i j
‘,g( N - . -  f
éwéwﬁ%:JwQ%ﬁm}%+%w% ﬂwiw%%éhﬁ? R q%:ﬁT¢& ) S0,
¥ "

B.) a.” 0
J

Bei den wegfliegenden Teilchen haben wir jetztA%. aus%{wq zu herechnen
durch Integration von (7) iliber das Intervall (r 0T ). Setzen wir nun

k = i~1, s0 ist die Intervalldnge rymTy o= 2£&ik, und es folgt:

. . b, .
g J 3 e«mm‘lm 3 J o AA"“'J} ."‘“1
mg (Y5 =45) + (rik ) By G “‘?’i ) )T R ) 4

b . . .
(e o J=1 =1y _p
F (B rik)’é’ik (75 ) =S4 (85 + 5
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£ 0 "y
: PYPRPSI - A /'?'M A e A
ﬁ}/}:‘ (mf ‘%» ;i:"*‘ - j,uﬁ.cfé,} “5‘(4*?‘“ + ~5_ ;3: G‘ “gg Afy’“ (ﬁm} mﬁizf'&; 5 }L)Ab%)% *?.d &(ﬁ Py \)
b7 _ &Aiﬁ; . \

(9) und (10) sind formal identisch, nur hat man in (9) k = i+1 und in
(10) k¥ = i-1 zu setzen. L&,kj und A, ist in beiden Fillen gleich dem
Betrag der halben Intervallinge.

(9) und (10) tibersichtlicher zu schreiben, fithren wir folgende Ab-

kilrzungen ein:

j g“é‘ ik i
gk T My - bJ - le ILLK‘
ik :
J . o -b iéslk ; C--,. ‘
ik Tyt 3 o T Pk §&1k§
. Aoy ]
A= o Pl |
(11) Vig =Py T Py r Uik 125l
. - X
O T By TRy T o O Ay

Dann ist:

o J J J ~ j Ld=1 1
(12) Yo o= (el by + By “? ki o+ i) 73

2y
It
R
i
-

Tely I-2, ove O, § =0, 1 ..., N/2;

/

i

fir aj{fO; i

[N
it

I durch Randbedingung zu erfiillen.

ks del £l a >0, &= 1,2, ... T J= S A, e W
' i = 0 durch Randbedingung zu erfillen,

Gleichung (12) stellt die Sy-LOsung der Transportgleichung (1) fiir eine

spezielle Energiegruppe g dar.

- 2T =
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5, Humerigche Durchidhrung

Wir wollen die numerische Behandlung der Gleichung (12) skizzieren, ohne

vorerst mit speziellen Handbedingungen zu arbeiten. Nehmen wir einmal
. ) 10 . . .. j o) .
an, daf der GQuellterm J;k gegeben gei. Die (Groben agk‘°é§y lagsen sich
AV
bei festliegender Intervalleinteilung leicht angeben. Wach obigen Ause~

filhrungen haben wir die Mechnung am Zellrand r_ fiir p = =1 (j =0) zu

I
beginnen. lst %§ durch eine Randbedingung besbtimmt, so kann man aus (12)

. . ; o e o] e 0
mit k¥ = i+1 sukzessive die GroBen if1~1,5g1“99 see M ausrechnen, da

i

fiir j oi%i”; = 0 zu setzen ist (siehe Gl. (7) ). In shnlicher Veise
i, .

. . , , G ¥ S .. o .
18Bt sich das Verfahren fir j = 1, ... 7 durchzufihren, indem man die

2
(gegebeaen)?ﬁik und die im vorangegangenen Schritt berechneten GrdBen
| J=1 bk
; LN be. G20 e
| fl,k nutzt

¥ N /e
= %’entsprioht dem Teilungspunkt p = O; die Berechnung vonﬁfﬁ/z ge-
schieht nach (12) tber die GrdBen ’y(?/2>m1, gehdren also noch zur ein-

i widrts gerichteten Integration aj<’0. J» %= entspricht dann den auslaufenden

5

Teilchen a.» 0. Dafiir haben wir in (12) k = i-1 zu setzen, wobei jetzt
i . . . . . . i . i j

“?g durch eine Randbedingung gegeben sei. Man erhidlt also&$1,£gg, soey

yg . Damit sind dann sdmtliche (W+1) (I+1) FluBgr@BenL%§ bekannt.

Da durch Stolprozesse die Neutronen im allgemeinen abgebremst werden,
beginnt man zweckméfig die Berechnung mit der Gruppe grdBter BEnergie
g = G und geht zu niedrigeren Cnergiegruppen iber, bis alle Gruppen nach

der iiber (12)

(12) berechnet sind. Dann 188t sich der guellausdfuck:fik,
und (8) mit den berechneten Gr@ﬁenﬂ?z zusammenhéngt, neu begtimmen und

wir konnen den ganzen Prozel von vorn durchlaufen.

Es ist ersichtlich, daB dieses Verfghren auf eine Iteration fiir -ﬁ;k
hinaugléauft. Daraus ergibt sich z.B. schon ein sinnvoller Konvergenztest:
Die Iteration soll dann abgebrochen werden, wenn die Differenz von.gzk«

Werten zweler aufeinanderfolgender Iterationen kleiner als eine Zahl & igst.

Diese allgemeine Diskussion werden wir spiter noch am speziellen Bei-
spiel einerx S4wReohnuﬁg fiir Zylindersymmetrie genauer erliutern (siehe
Abschnitt 9),




6. Die Smee@hode fir zylindrische Geometrie
%2

e |
Wir charakterisieren die NeutronenstrahlrichtumgJﬁ-durch den Ablenkwinkelﬁp

’ <

, , Gy . * L9
mit'w = cosif und den A21mutA}?m1t po= cosaﬁz f und &~ werden von der
H e H

Z L1 achsialen (z) bzw. radialen

(r) Richtung aus gemessen,
(‘:\
und gzwar @ﬂin giner zur Ur=

sprungsebene z = 0 parallelen

bbene, Dann ist

~ ol o dz ") dr @ dy
‘_3/ _.,,:L 'dz"'W::Ww°m :—m»'m ,.-'*-"1‘”‘",:
/’3 gra ds gz ds +*’§>r ds +'g)u dg 7
/
¥ W K
rg
dz dr  dr  dx P, S dp o, dd . O dg)?
P a = A o mgmw;w:_:/s}g LN e wm:;mﬁ;u.m::_x‘yow, N
ds costy 4?’ ds dx  ds co 83n$ ' ds A« ds sin ds ’
s . O . 2 Gy
%%?= %%k‘ %% = - 33§£%sin%3; daraus folgt
2 4D
S
M.‘;? F/’\ 1” o
,,:) ,,,,, rrad = ) “f}"i' 'f} B ’2 [ ””‘E;z‘
arad = Vs (g2 e
Dann lsutet die Transportgleichung:
(o2 ) 2. 2 . 1m0 i 1
{m S -y © M el N A R T J = .
irf‘dz + ¥ 3? (p 2 I . o + Jgéﬁ?g (T:?auﬁ> Sg ()

Ist der Zylinder unendlich lang (Voraussetzung 2), so f8llt die z=Abw

hdngigkeit fort und wir habens:

J— , |
( Y - 2 .:ﬁ;im jmu r:i}m\ & %’ i/ . aY = Q
(13) 1{; e (n g e ) w6, (B, () < 5, (7).

o

Diese Gleichung stimmt mit der Transportgleichung fiir den Kugelfall (1)
wwwwwwwwww i

bis auf den Faktor E/?w’ﬁ liberein. Die Integration iliber r und p kann

also in genau derselben Weise wie dort durchgefilhrt werden und ergibt

eine der Gleichung (12) vollkommen analoge Formel

-3 3 S =5 5 1
(14) wim) = (&, Yi) - 9y “‘f’}i ©) = vy "‘f:{i(’@ P T
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wobeli mit A = f}m,?Q

= . . 7, L,
ik 3 JoTyy ik 1 ik
B9« A(h. + D Lﬁi&«) -G 1A
ik J 3 rik ik ik
FAW
=3 oaln . L.ﬂ%ﬁ- ey
Vi = My = b O [ Ay
ik
; Py
(15) §J, = Alm, + b, L**w%'-}ﬁ«;«) + B, iﬁ. }
ik J J r. ik ik
ik ~
0. . ooein } S
ik ik ik
S, =% (8, +8)
ik 2 i k

Der Integrand des Quellterns Sg(r) ist Jetzt natlirlich wegen derﬂ?*Ab—
néngigkeit vom Kugelfall verschieden. In (2) ist nimlich das erste

o s i ~ o " s
Glied \bg(r) Qg(r) } Qg(r))

: T 27
) — : - 1 . C
Q' (xr) = L’ %ggﬁigr) =L ot * T i\ sing df’{ﬁﬁg,(r,ﬁﬁﬁﬁ Ya 2
o =3 g i?—;o fﬁf?mg
+1 +1
¢ r 8 (ryusm) )
: . 1T 1 A PR AN R L
(16) Q) =2 G 45 | gz | o dp
© g & 7] e ) e !
- -

Betrachtet man allein die u~Abhingigkeit, so ist bel linearer Approxi-

mation von%’im Intervallt(ujmq,uj) nach Gl. (4):

+1§ N
( 17 ) 1 (f Plreyuyi AN J -
. = sktdelnt d) = . () 5 2 op. = .
i } ‘{1“}422 H {i..j p,] [ ( Syl}) H PJ 1
- J=o

o . . 2 , ..
Die pjmwertﬁ sind wegen deg Terms w;;zmm§ verschieden von denen im Kugel-
Y 1-y

fall (¢1. (8)). sie ergeben sich fir die verschiedenen S, ~Approximationen

YAV
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S2 ; :QQ = )2 = 095183 5 p1 = 093654
84 RN J 0,2180 P, = Py = 0,2006 ; p, = 0,1628
8¢ ¢ Py = Pg = 0,1764 5 p, = Py = 01557 5 p, = Py = 0,1144

= 0,1070

Sg ¥ P, =pg = 0,1518 3 p, = Py = 0,1324 5 py, = pg = 0,0931

= p. = 0,0827 ;

P5 Py 0,0801

H

By

it

Die Werte flr 8. lassen sich sofort verifizieren. Mit Af

o () f%ﬁwjé. und 1. = 1 folgt:
d . i J

%S“{(uwujmj)Qﬂ +

,

+1 )

%: %géémynm %ﬁffo +-?ﬂ [ arcsint - arcsin(*T)mZJ + &f2§ﬁ %:{%p+ﬁfm2>ﬁj+%§}
Y R . . ‘
-

A 5 o=, _ =2 21
“‘j po - ,?},; 2 p1 }}f 3 :{')2 i”ﬂr

Fir diefﬁwIntegra%ion in (16) bietet sich das GauBsche Quadraturverfahren
. ; o . ) " . . .
an, siehe z.B. A.Ds, Booth t9, insbesondere S. 41 1+ Die Integration einer

geraden Funktion P(t) im Intervall (-1,1) ergibt danach

+1 n/2
(18) { P(t)dt = 2 é;; Wy F(tl> ; Wy o= 1.
1 1=1
t, sind die pogitiven Nullstellen des Legendre~Polynoms P, = 0y wy sind

die GauB~Gewichte, die im Anhang fir n = 2, 4, 6, 8 zusammengestelld
sind. Gl. (18) entspricht einer Approximation der Funktion F(+) durch

ein Interpolationspolynom vom Grad n - 1.

Setzen wir n = W, so ist ( ﬁfm gerade Funktion vona?):




; N/2
.}:I T
[ YGawpay=2 ) w lemyy)
"1 l..':.1
Damit haben wir
_N/2 N
FE T o I I o
Qg : g‘? %ggf é o — | ?Jl 2"3 pJ b’%”gl(r?’ 1 )
Lr=r = J
(19) N/2 N
W(E) = ) Ry Y (e

Bei der Integration iliber r ergibt sich dann fir den in (15) definierten
¥
Ausdruck C?,

ikt
N
Tie = 2885000 + Q)
N/2 N
1 1y e J07 5 a3
ls H 5 aws ? R -y P .
(20) Q' Z(Qf’L + Qk) 5 & pg,g)w le P [g Qv q“}’k(’?l)jj
ik gt ok
{ 1=1 J=0
Qik x‘%(Qi + QQ? = pittlerer Wert einer speziellen Quelle in (ri,rk),
Die Gleichungen (14), (15) und (20) geben die Losung der Transportgleichung

bei Zylindergeometrie an; wir haben dann folgenden Iterationszyklus
C vorcesebenem L.

bei wvorgegebenen Vit

a.) In der Buergiegruppe g = G Berechnung der (N+1)(I+1) Komponenten

NJ‘J G e 3 ~ - r e Rl mt"} 3
{iG@) fuf?? ’v1 wie im Kugelfasll, dann sukzessive furﬂ? ?25 ’°°¢3N/2

b, ) Sukzessive Berechnung der niedrigeren Bnergiegruppen in genau der-
selben Weise.
R

¢.) Neue Berechnung deri?ik.

do) Wiederholung der Prozesse a bis ¢ mit dem berechneteﬁ‘gzk und so fort,

¢
A
N

¥




- 3D

T+ _Spezialisierung auf eine dnergiegruppe von thermischen Neutronen

Nach Voraussetzung (4) soll die Abbremsung der Spaltneutronen im Moderator
ersetzt werden durch eine einheitliche Brzeugung von thermischen Neutronen
im Moderator. Da in diesem Falle nur e%astische Streuung zu bericksichii-
N R oot e & Freest & - -
gen ist, gilt &, =@ =cb y ¢ =%, (§=457 ),
88 ) tot
Dann folgt

(21) fik =284,y j(" >1k}?’}k 9 x f ’
Yik ‘“‘" (2 + ') STowm (0 T 0p))
N/E N ; ,
»—; ) 12130 (MJ( VYD)
1=1 d=o
. [tor  § =0
2 }fiir J =1, vu. N

1
J R ) 3 ig 4 A r Jer i i O T ] K - P e
Qik ) (%i Qk) ist Jjetzt die Anzahl der im Intervsll (ri, rk) thermisch

gewordenen Neutronen.,

8, Die Raundbedingungen bei der Berechnung einer Wigner-Seitz-Zelle

a,> Verhalten im Ursprung r = 0.

Infolge der Rotationssymmetrie um die zonhﬁe igt beld r = 0 keine Rich-
tung ausgezeichnet. Daher sind samtlioheﬁfg einander gleich., Inshesondere

haben wir:

Y =

>

b.) Ubergang an den Grenzschichten verschiedener Medien.

Die r-Einteilung wird so gewshlt,

1 é} dafi die Radien Tp der Trennflichen

Rz %j zugleich Teilungspunkte sind.

= ; ?% Binem stetigen Ubergang von Y fir jede
TT;7 T 7 ausgewihlte Richtung 4&} entspricht
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daher die Bedingung:

(23) S EACIVIEETY SOV

Gleichung (25) wird bei der rekursiven Berechnung der LroBenﬁfi aunto~

matisch erfiillt. Bel einer Integration in negative wvr-Richtung (ajéfO)

berechnet sich z.B, Ill?i aus GroBen, die die hiedieneigenschaften von
. A
IT enthalten; _*fg i hiatte man dann zu berechnen aus den (unbekannten)
Ii%i s Bedingung 625) aber ermbglicht eine Fortsetzung der Berechnung
T

ohne zus&tzliche Manipulation. Das HMehrschichtenproblem bendtigt also bel
der SN - Methode keine gesonderte Behandlung und kann in der gleichen Zeit

wie ein Zweischichtenproblen geldst werden.

c.) Verhalten am Zellrand ry
Die Bedingung, daB der Mettostrom auf dem Zellrand verschwindet, erfiillen
P

wir wie in I,4 dc-},durch9 daB wir den FluB in Richtung-{i gleich dem FluB

in Richtung «¢L,‘etzen. Das entspricht im Zylinderfall einer Ersetzung
von P durch fr - @ und durch T~ 7, Gegeniiber der ersten Operation ist
invariant, dean = f (1/1~
= f(sinfﬁ} kyﬁf) = 5?(ff”%ao

Die zweite Bedingung ist dann

A,
g &4 37 52 8 = | T - —’:}? 29 8 /¢
}J(aﬁ}ja ) “f"( ¥ A 3 )
o Ausgedrlickt durch Indizierung
ergibt das:
) - -J g
(24) Y10 =y ) . vy
Bux‘@’ = 4 erhdlt man eine direkte Beziehung aus der Transportgleichung

(1))5»(uleue Zusatzgleichung ist notwendig bei der rekursiven Berechnung

der %;;/Strom = null ist auch ohne sie erfullt):

r % ) b 3 et i

T % i o~ .
8 il i ~ TN (T -

Z




.,.34..

, [ .
Eﬁm‘ﬁﬁu %=folgt daraus 2

Dann haben wizr:

9. Beigpiel einer S4wRechnuﬂg fir eine zylindersymmetrische Zelle

, 4

a.) Berechnung der GréBen &,

c, r
ik?

1 Q
1X

ik? Tik? ik’

b.) Da an Zellrand nahezu Isotropie herrscht, kinnen wir die Randwerte
%?(%1) fir j< N/2 durch einen Wertﬂfi unabhingig von ¥, ausdriicken,
den wir zu Beginn der Rechnung z.B. einer Diffusionstheorie entnehmen
kénnen.

Co) %%ak/z xifé berechnet man zweckmiBig nach (25) mit ﬁpI wﬁfi .

d.) Zur Berechnung der GroBen if;k aus (21) miiBte }%ik

Setzt man den FluB lber die ganze Zelle konstant gleich }f%, so igt
ist berechenbar. Man kann jedoch eine etwas

AL 4,0 4
auch %Z = &° yna 3,
= ik &fi ik 9
verbesserte Anfangsverteilung Vi erhalten, wenn man L%ik iber

bekannt sein.

die Zelle durch eine vom Zentrum aus ansteigende (Gerade approximiexrt,

. . . . - .. . - . O
wa.s dem tatsédechlichen Flulverlauf ndher kommt als eine Horizontale &fl .

ST,

e.) Berechnung von Kq cb., A, *m,, A, *m, mit A, = y1w’ﬁ2 und den CGroBen
3 J | J 1 1
T T s [~ amit ind 103 e j {';" j ati
bjg Wy, My aus (5). Damit sind auch Oy 3 oo jik bestimmt .

f.) Berechnung der GréBen %jg qu) nach folgendem Schema:

J N ; 4 :
A R U P L 0 7
B
i>% i S o ' |
. J——— e T -y by v”""‘“"‘*”j;‘:%» {?,l} - 1 ?
|3 \:}%5 %ﬁ : : - S e
=% e 44
> é:,Qmm»..vQ‘_ o, é"*‘*“%« ‘:f.rf’““*m S, Y. 2 - <C»§;)I ;/3 +Q’I
..... !
L o, (i,ﬂm g i, frstootionse A 3
1 L oo e Lem gty
,\}AO
o ol A [ S— T
j=o G &7 1T . i >
o0 . o 3 T4 1

..55»»
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g».) Berechnung von *5”1(771) =)>; s (/'{1> und

J
) = 3 CH300) + ) )

W
|
_ 2
he) orneutes Durchlaufen des Hauptprogramms e big g mit K? = | 1»’?2 B

i.) Nach Fullung des zweiten Blockes fﬁr??= ’?2 Berechnung von

2
Sﬂ‘“":&_‘p{ .
LN T A Loy LA
Yi= ) o™ SAUNESE RCARE I
g
=1
k.) #ir bestimmen den Fehler durch Untersuchung der MluBgleichheit am

Zellrand:

b | oy 4wy
e- Y Sqedl e efomle il e
ﬂ:ﬁ j?N/Q &yl J Cﬁk>

l.)vlst die gewiinschte Genauigkeit nicht erzielt, so erfolgt ein erneu-
tes Durchlaufen des ganzen Prozesses e bils k, jetzt mit den lber die
Randbedingung (24) verbesserten Verten Afa statt KFN I riir jZW/2 nach
Gleichung (25) mit dem beim vorhergehenden Schritt ber@chneten £% und
:?ik mit den gewonnenen ;Y Da die lormlezuﬂg deg Plusses noch frel
ist, soll zu Anfang Jeder lteration der FluBwert bei r = 0, also éfgg

gleich Bins sein.

10. Konvergenziragen

. ) : i ..
Aus der Annahme der linearen Anderung von %(r,p,?) iiber den Intervallen

(uj“1, “j) und (ri,rk) folgt, daB

a.) die Winkelabhingigkeit nicht stark anisotrop sein darf, wenn man sich
auf geringe Ordnung beschrédnken will,

x| o

b.) die Dinteilung des r-Intervalles (O,rT) so gewshlt werden muBl, dal
f(f) in einem Teilintervall gut durch eine Gerade darstellbar ist.
Bei starker rdunlicher Erimmung des Flus igt also eine groBe Zahl

von intervail@n erforderlich, was die Rechenzeiten sehr vergroBert.




Die Avssage a) deckt sich mit der entsprechenden in der PNaﬁethode. Was
die Rechengeiten anbetrifft, so haben wir bei der PN»Methode wesentlich
ginstigere Vefhéltnisse. Das liegt daran, daB dag Iterationsverfahren
zur Losung der Gleichung (14) sehr schlecht konvergiert. Plir eine S4m
Rechnung braucht man bei 26 r-Intervallen mindestens 50 bis 60 Iterationen,
wobel jede Iteration auf der Rechenmaschine vom Typ Zuse (2 22) etwa

10 Minuten in Anspruch nimmt. Dabei ist die erzielte Genauigkeit noch
nicht einmal besonders ;rof; fragt man auf die Gleichheit der Flisse am
Zellrand ab, so ist diese bis auf etwa 17 erfillt. Eine vergleichbare
PsnRechnung (2 Schichten) braucht ca. 2 bis 5 Stunden. Allerdings wiirde

eine Pgwﬁeohnung fir z.B. finf ledien eine mit der g ~Rechnung vergleich~

N

bare Zeit bendtigen, da letaztere Ja flr das Mehrschichtenproblem keine
zusdtzliche Rechenzeit bendtigt. Darin liegt gerade der besondere Vorteil

der Swnhethode.

Eine hehrgruppenrgchnmng nach der Sthethode ist nach obigen Angaben fiir
die Z 22 nicht mehr sinnvoll. Sie wird auf besonders schnelle Maschinen,
etwa vom Typ IBM 704, beschrinkt bleiben. (Die IBM 704 ist bei Gleit-
komma-iiechnung um einen Faktor 200 bis 300 schneller als die % 22). Zur
Berechnung des kritischen Radius eines schnellen Briters wird von
der IBi 704 bei zylindrischer Geometrie und 10 bnergiegruppen mit 34
eine Rechenzeit von einer Stunde benttigt; 125 Iterationen sind notwendig,
um einen "verniftigen" Pehler zu erhalten, siehe W.B. Ldwenstein und

D. Okrent [ 107].

e
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IIT. Numerische Ergebnisge

1o Die ¥R 2~Zelle

Das Heuptziel dieser Arbeit ist die Untersuchung des thermischen Neutronen-
flusses in einer Zelle des FR 2. Die bisherigen Rechnungen sind mit der
gewohnlichen Diffusionstheorie durchgefiihrt worden, die aus schon genann-
ten Grinden in der lidhe von Rindern keine guten Ergebnisse liefern kann.
bLine Verédnderung des FluBverlaufs, die durch exaktere Behandlung des
Problems sich ergeben muB, beeinfluBt dann auch den Wert des thermischen
Nutzungsfaktors £, in den die FluBmittelwerte eingehen. Es ist daher von
Interesse, wie grof die Fehler sind, die den diffusionstheoretisch ausge~
rechneten GroBen anhaften. Ferner soll untersucht werden, ob die Annahme ge-

rechtfertigt ist, daB durch den Aluminiummantel des Urans und das Fihrungs=-

rohr der Fluf nur unwesentlich verdndert wird, verglichen mit dem FluB in

einer Zweimedienzelle Uran-lioderator.

Die FR 2-Zelle besteht aus einem gylindrischen Stab von natiirlichem Uran
mit einem Radius von r = 1,6 cm, der von einem Aluminiummantel von 0,1 cm
Dicke umgeben ist. Das Fihrungsrohr, ebenfalls Aluminium von 0,15 cn
Dicke, umschlieBt einen Kiihlspalt von r = 0,4 om. Der Radius des Zelle
randeg ist rp = 9,5 cme. Alg lioderator und Kihlmittel wird DZO verwendet.

Folgende Konstanten liegen der Rechnung zugrunde:

Urans T = 0,358 e 1 = b 1,3441 cm
a s 3
tot
-1 Ls
« = 0,386 cm ¢ = 5 = 0,588
[
tot
b) = 0,744 om”™
“tot v e
\ 5 . .
D,0+ L =8 « 107 cm 1 =2,%5995 cm
[#2
S = 0,4167 on” ¢ = 0,9998
P
% = 0,4168 om”
tot i




o~
4

2. Dags Zweimedienproblem

Als ergtes wollen wir die
der vereinfachten Zelle durchfihren,
9,5). Die
Methode sind in Tabelle 1 und Abb. 1

besteht (:r1

= 1,6 cm,

T =
R

Diskussion
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1 = 10,0604

g =

zusammengefaBt (D

0,8602

cm

Ergebnisse nach der PN” und S, -

die aus den zwel Medien Uran«DQO

N

= Diffusions~

ndherung). Der PluB ¢J(r), der proportional der GQuellstirke S

wurde so normiert, daB @(r=o) = 1 wird (Q,, konstant).

00

= W istg

der einzelnen Niherungsllsungen an

Tab. 1: TFluBwerte und f-Faktoren filir die Zweimedienzelle UWDZO
g ’ |
- . Rd_ Max uo Max s _
Methode Bu ﬁu »ﬁu @N ¢M t
? 7
u u
D 1,1687 153464 1,1521 2,0973 2,2383| 1,7945| 0,9865
P1 1,2784 1,5806 1,2364 2,4024 2,55661 1,8791] 0,9858
]
Py 1,3030 | 11,6637 1,2769 | 2,7568 | 2,9426| 2,1158| 0,9841)
e i
Py 15,3369 T 1157 1,3282 25,9193 3,0990| 2,1836| 0,9836
S, 1,2785 1,6859 1,3187 257535 2,8748| 2,1537| 0,9838
Sy 153150 1, 7747 1,3496 2,8972 3.0150| 2,2032| 0,9834

a.) Die P _~lzherungen
EAY

Die Diffusionsnidherung ist gewonnen aus der agymptotischen Lisung der
g & v

Transportgleichung flr einen unendlich ausgedehnten Halbraum. Hiermit

.n§9~,
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berlicksichtigt man die Tatsache, daB Uran ein vrelativ starker Neutronens

absorber ist, vernachlissigt aber explizit die Effekte, die von Riéndern

herrithren konnen. Bestimnt wird die CriBe ?pUran die in der Diffusions-
IS
l L»
theorie definiert ist alg of = %‘= ? 5” (L = piffusionslénge, D = Diffusions
konstante), aus der Gleichung
b} b + ot
(1) 28 g, o 7T ]
R e ’
tot
siehe z.B. | 11 insbesondere S. 396 J. Damit wird
.;:?;?— fe P
“Uran 0,707

Flir D,0 wurde & = 0,01 angenommen.
2 DQO

Die Kugelfunktionsentwicklung liefert fir die quﬁéherung einen #-ilert,
der sich unabhéngig von der Geometrie bestimmt avs Go (V) = 0 (siehe I,

Gl. (19) ) und gibt

1

4ok V5 n, n, - 0,099

Der mathematische Formalismus der P1~ und D-Ngherung ist identisch; in

beiden Fédllen wird der FluB in der zentralen Uranschicht wiedergegeben durch

# (z) v T, (6x)

Demnach wird wegen des grolleren & -Wertes die quNéherung ein etirkeres
Ansteigen des Plusses zur Folge haben als die D-Niaherung. Verglichen mit
der P3« und P5mApproximation haben wir das wichtige ZLrgebnig, daB die
bezliglich . transporttheoretisch korrigierte DiffusionslEsung schlechter
ist als eine quﬂaherung.,Daraus ist bereits zu sehen, daB die Randeffekte,
die die Ursache fiir dieses Verhalten sind, eine wesentliche Rolle spielen.

Auch von der quApproximation wird die FluBdepression im Uran noch er-
5

um 13% bzw. 18% groBer als bei D; der Vergleich P5 Zu P1 liefert immer noch

7.% . baw. 14%.

heblich unterschétzt. Die FluBverhilinisse ¢§j/§ und zM/ﬁ sind beil P
U U

Das Konvergenzverhalten der PisLosungen ist aus Abb. 1 ersichtlich. Be-

trachtet man das Verhiltnis . -}, so ergibt sich ein Pehler von 41 % beim
Vergleich P5 Zu Pq, gegen nur ‘noch %,1% beim Vergleich von LS ZU P5.

40 -
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. ghd . pa 9 . , . . _ .
Bei ¢U /a liegen die Verh&ltnisse nicht so gunstig. Das hat seinen Grund
u .

hauptsédchlich darin, daB die freie Weglénge der Veutronen im Uran ver-
gleichbar ist mit dem Radius desg Uranstabes, die Uranzone also praktisch
nur Randgebiet ist und erst in einer hdheren Néherung einigermaBen gut

beschrieben wird.

Theoretisch 14B% sich dazu noch eine Aussage gewinnen durch Betrachtung
der Nullstellen 930 von GN+1($) = 0 (Teil I, G1l. (19)). ©s 14B8%t sich
zeigen, daB V?O/l =3t fir ¥y o0 ebenfalls der Gleichung (III,1) ge~
horcht, siehe B. Davison f5:], pe 125. Das heiflt aber, daB in der Flubver-

teilung im Uran (P

T

5)

P(r)v s, :f;o<i%9 r) 4 By, I (—E2 r) 4 Bso zo<~i~§«9~ r)
der erste Term die asymptotische Losung der Transportgleichung ist (unend-
lich ausgedehntes Medium); die restlichen Glieder enthalten dann also die
Randeffekte. Bei Pa-unterscheidet sich V1o/1 = 0,7274 noch um 2,9% von
A= 0,707, wihrend bei Py »qo/l = 0,711% nur um 0,6% groBer ist.
Piir die "Ubergangsglieder", die die Wurzeln }%o mit j&2 enthalten, 148t sich
ein derartiges Konvergenzkriterium nicht aufstellen. wjo wird grofer mit
wachsendem j (VergrbBerung der strgumente der monoton wachsenden Bessel=-
fﬁnktion Io)g ohne daf dies durch merklich kleiner werdende Koeffiszienten
Bjo kompensiert wird. Bei P5 ist nadmlich B2
Grunde kann aus der GroBe von yqo allein nichts iiber die Konvergenz gesagt

OQﬁBiO’ BBO%5%6*81O. Aus diesem

werden. Erst eine P?»Reohnungg die allerdings sehr aufwendig ist, kann die
Vermutung bestdtigen, daB die 95mNéherung den tatsdchlichen FluBverlsuf be-

reits genligend genau wiedergibt.

Allerdings hat eine Reihe von exakt 18sbaren Testproblemen gezeigt, daB eine
Psnﬂechnung die wirklichen Verhdltnisse gut beschreibt, siehe f613. AuBerdem
iét vom physikalischen Standpunkt aus zu sagen, dal gelten den experimentell
bestimmbten Wwirkungsquerschnitten ein Fehler wvon weniger alg 109 anhaftet, so

daB also eine P7~Approximation die Genauigkeit tiberfordern wirde.

Das gilt besonders flir den f-Faktor. Bei einem Zweischichtenproblem be=-

rechnet er sich aus

. )
.
1 TR aﬁ
F=1+ = .= .
vy Iy Py,
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- EL
Voo 2.
i

N gind das Volumen und der Absorptionsquerschnitt des Moderators,

VU’ Z% die entsprechenden GréBen fir Uran. Mir den FR 2 ist

a
V.. Z
\/ \ P
= 54,254 - = 2,2346 + 1074,
U Z%

Dieses extrem kleine Verhdltnis der Wirkungsquerschnitte hat zur Folge,
daB der f-Faktor sich von N&i

P1 Zu P5 um 0,17%9 von P3 Zu P5 um 0,05%. Der f-Faktor nach P5 ist nur
um 0,3% kleiner als der Wert der Diffusionstheorie. Daher kdnnen z.B.
sémtliche Optimalisierungsprobleme fiir Reaktoren hinsichtlich f zunichst -

diffusionstheoretisch, besser noch mit einer P ~ivpproximation, gerechnet
9 /] I b4 g

werden, Lrst mit den ausgewdhlten Parametern lohnt sich dann zur genaueren

Untersuchung der FluBverhiltnisse eine hdhere PNwRechnunge

b.) Die 5= Lo sungen

Wenn wir die SNwﬁluﬁkurven der Abb. 1 betrachten, so zelgt sich, daB

s

gegenlber den P _~Kurven doch zum Teil erhebliche Abweichungen auftreten.

f\

erechnung des I'lusses scheint, jedenfalls in dieser

Ju—

Die punktweise
Nédherung, die physikalischen Verhiltnisse etwas besser wiederzugeben als
der analytisch festliegende Verlauf des P_-Flusses. Vegen der schwachen
Absorption im Moderator (Za = 8 ° 10-5 cmmq) mufB ndmlich der FluBsbfall
in der Ndhe des Uranstabes praktisch innerhalb einer freien Weglinge

(lM = 2,4 cm) erfolgen, was sowohl bei 52 wie 64 gut erflillt ist. Eeg ist

zu erkennen, daB die Abweichungen S4mP5 geringer sind als Sszﬁ, go daB
zu erwarten ist, daB in hoherer Ordnung (P7~86) die Kurven eng benach-
bart sind, wie es natiirlich auch sein muB. Das Verhiltnis aﬁ/aﬁ ist 2B,
bei S2 um 1,8% grofer als bei P}’ bei 84 nur noch um 0,9% gféBer als
bei Pﬁs Fir den f-Paktor fallen diese Unterschiede nicht ins Gewicht;

fq ist um 0,03% kleiner als fo s g <ifP um 0,02%.,

2 3 4 5

Eine Entscheidung iber die Qualitit der beiden Ndherungsverfahren zur
FluBberechnung kann schlieflich nur das Lxperiment liefern. Dabei igt aber
sicherlich zu erwarten, daB heBfehler und die Unsicherheit in der Kenntnis
der Wirkungsquerschnitte wohl kaum eine eindeutige Zuordnung mdglich

machen werden.
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%5 Dag Minfmedienproblem

~BEinen Vergleich des nach P3 berechneten Flusses der finfschichtigen
FR 2-Zelle mit dem FluB der vereinfachten Zweimedienzelle gibt Tab. 2

und Abb, 2 (Normierung auf gleichen mittleren UranfluB).

Tabs, 2¢ Vergleich der Finf- und Zweimedienzelle nach Py (P5).

Zelle a(;% aé;% ¢( ) 5580 7, ﬁﬁfﬁ £
d=0,Tcm d=0,4cm de= O,15om d=T7,25cm u
Fiinf Schichten | 1,6995 1,8427 1,9706 2,7565 2,7308 1 2,07901 0,9642
Py
Zwei Schichten | 1,7012 71,8662 2,0127 | 2,7825 | 2,7568 | 2,1158( 0,9635
Py _
;\; Zwei 5c§ioh£en 1,8202 2,0098 | 2,1710 2,9455 2,9193 1 2,1836| 0,9620
5

Beim Zweischichtenproblem ist stets das Aluminium durch DQO ersetzt. Ferner
ist (V = Zellvolumen)

(1) , (2)
(1> VDO (2) VD 0
7, - MWWW,g(ﬂ) WW%M (;) . Al ¢(2) % géi% )

Der f-Faktor berechnet sich jetzt aus

SRS L U R SRV O R R 08

T O
A1 Al )

1
F v a . 5
ZU VU U

Eg ergibt sich eine max1male FluBabweichung von 0,4% am Fiihrungsrohr.

Wegen der grolBen irelum Weglénge von 10 cm bleibt ein Neutron praktisch
durch die millimeterdicken Aluminiumschichten unbeeinfluBt. Das zeigt auch
der dort nahezu horizontale Plubverlauf. Lan konnte demnach eine weit
bessere Approximation als durch die Zweimedienzelle bekommen, wenn man
statt der Aluminiumschichten einfach Luftspalte nimmt. Jedoch ist das inm

Rahmen der PNwTheorie genau so aulwendig wie die direkte Behandlung des
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Problems; dagegen kann man sich relativ schnell die Zweimedienwerte be-

schaffen., Flir den f-Faktor macht das bei P, einen Fehler von 0,07% aus,

3

ist also vernachlissigbar klein.

Die entsprechende Berechnung von f nach P, wird gegenliber der genauven

5

Untersuchung der flinfmedienzelle einen etwas grdBeren Fehler aufweisen als
dexr von 0,07% bei P59 da die Aluminiumschichten in den Bereich des stel-
leren instiegs der P5~Kurve fallen, an dem fast horizontalen FluBverlauf
durch das Aluminium dagegen nichts geindert wird. Doch wird dieser Fehler
kaum groBer sein als 0,1%, so daB wir erhalten

f = 0,9630 .

Fs

Dieser wert unterscheidet sich von dem diffusionstheoretisch berechneten

fD = 039690 uim Oa6%n

Ausg den Brgebnissen in der Zweimedienzelle kann man schlieBen, daB eine

SNwBereohnung fiir den f-Faktor keine neuen Werte liefern wird.




A. Die Transfermatrizen in der PNmApproximation und die zu ihrer

Berechnung notwendigen GrdBen.

1. Die Transfermatrix fir Pq
't
[ Too Y
= i J
'%/ LY / :ﬁ’"
—_ NP1/

/1y
f
K‘GTO(V1OX)

2. Die Transfermatrix fir P.

5

{ A
oL T J
J ?\ iizz / b
:{51 /
N5/

Die Matrix geben wir spaltenweise an:

1. Spaltes  I_(Y,x)

L (V)T (Y
GioVy0) Ty (V%)
Gy 0¥y 0) T (Vs %)

GQ()(V)'}O)IQ(‘/’I OX)

T W IN

30 (V1) T4 (V%)

ok o

7 By ™
f 10 } o
L ¢ / * U7
.. 10 K/
Ko(fTQX) )

”Gﬂo<vao)xi(‘ﬂox>

/// Bio ™

[ Peo

f Bio

N Ci0
kkx %20
Rx O12 /f

2:9paltes Brhilt man aus der
ersten Spalte, weunn
J ) )
man ¥, durch XEO

ersetzt.
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3 0O

2. Spaltes

5. Die

0

-3 1,7

N

L, (/7x)

”“%éw 1, (I 7x)
4%7

T2 1 ()
4W

Erhdlt man sus der
4, Spalte,
durch vzo

wenn man
y e~
10

setzt.

Transfermatrix fir P5

S

&2} WV

4. Spaltes Ko(v10x}
=Gy oV o) Ky (Y, %)
G0l K (V%)

7 G k(v %)

= Gao(V 00K (Vygx)

Whon

Gy00 V1) E5(V40%)

6. Spaltes 0
0
- 3 K, 0/7x)
-% K, (/7x)
- (J/x)
47
2k, ({7x)
a7 2

Die 12 Komponenten des Vektors " sind:

%go’ {112

Al s ;ig;
%EO’ Top? 1312 3%

Tior F1o0 Faur

Dex Vektordé‘hat entsprechend die Komponentens

B
B?O’ 20’

Matrix 0L

1o

Je. Spalte:

Bagr Bior Bons Bygs Gy
(v 2
1,(Vypx) 5

i

} G10(Va) Ty (Vyox) |
k

W3 v/ )
4 G0V (Y 0x) T 52

. i 1,V wﬂi
G0 (V) LoV %) gs ©

L : Ay
[ 51° Afé}* |

55
Copr Csgr Cipr Cppr Cyy o
Gg0(Vyg) Ty (V%) g% CrotV10) T (V%)
X A2 4 ) '
G50(91o)15(Q10X)j g4 G50(Yq0) T4 (V%)
Y ' 2D
20V) Lo (Y 00) | 7o Ggo (Y4 0) T 5(V; %)
G40(V300 T, 0, X\%/12§ Goo(V10) Tg(Vygx)
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2e Spalte: Brhialt man aus

der 1,

Spalte, wenn man %10 durch \éO ersetzt,

3. Spalte: EBrhdlt man aus der 1. Spalte, wenn man EQO durch y%o ersetzt,
&y 8 .1.. ! ] 7 ZW } R
4. Spalte: 0 -7 952(g12)11(#12x) is G42(V12)I4(d12x)
1 1 i ez [ 3 . .
0 7 G5V )15V %) - 47 Gop (Vi )T (V) %)
L \ S ) * Y SN J
o Lo(Vy%) 16G42(‘19>I (ip®) - 53 520V ) T3 (V) )
14 - )« B o (N )
5 (¥ %) 12 il T,(V%) 55 G5 (V) T5( V) %)
2s _Spaltes Wie 4, Spalte mit §22 statt 912
. 1, e "
6. Spaltes 0 0 §~£4({11 x)
-~ T T \{
0 0 5 54(311) I, (¥11x)
0 21 (11x) - 54 (V17) I,({i7x)
1 s A e
0 -5 I,({11x) 1{ @ 4(411) I, (¥;1x)
Qom0 - » y i - é 5 {‘ 1 - 3y Mjiz 3 - f
L. Spalte: K (Y,.x) 5 “30\“103K (V) o%) & 4O(V1O)K4(ﬁﬁ0x}
e {1 3 yy i - .2 - ,_mé 4 3 5
6100V 0) Ky (V) = 8 G300 E5(V0%) = 57 C5o(Vy0)K, (Y, )
1 DNk (4 I (v ) 32..
7 %200 100 K, (ho%)  F6,0 (9, ) (V%) - 126%500 Yy o) K50V %)
,:Z ] 5 3 F . . B éj N . )
T %200V 1005V g0) 500 (4 KL (9, %) 126850 (V1 0)K5( V) o)
8. Spaltes Wie 7, Spalte mit Voo statt a%oe
9. Spaltes Wie 7. Spalte mit 930 statt v,
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10, Spalte: O T G0y K (Vpm) T 6y, (0,05, (v %)
o - % G35 (Vy ) E5(Vy %) %E Ggo (V1)K (4g %)
- %‘Ko(fwzx) - %€G42(”12)K0(912X) %E Gﬁz(g12)K3(¢12X)
3 Ky (Vypx) - %5%2(912)1{2(‘)1 o%) - "%5' C5p (¥4 ) K5( vy 5x)
11. 8paltes Wie 10, Spalte mit ng gstatt »?12.
12. Spalte: 0 0 g-x?(g??g)
0 0 - § G, (T, (V)
0 2 _(/Tix) 2 G, (VTT) K, (4TTx)
0 - 1 K, (VT7%) -1z G, (T E((TTx)

2
4. Die Funktionen Gnk(a}) (a = 1-c = E%)'

_ - _ &

Goo =1 G?O i
..‘:.:i ® -j»m«mml

G 5 @ 02 2

G '-....*,_-é.é% ° WL,..#M.% 8 .jm.

30 2 95 6 ¥
¢ g.igé Lo L. 25tbha 1., 3

40 JA 24 g2 8
¢ =63a, 1 21%49a 1 _ 161+64s , 1
50 8 5 8 3 120 v
v Y
223l | 1 I1+238a 1, 294%231a . 1_ _ 5
%60 " HE T % 16 T80 N
G30(V10) = =3,475732 5 6,,(Yy5) = 5,946772
Gar(V5,) = =1,252814 4 G5, (Vpp) = =1,401320
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a)

952(J

= =D,447038

= 55058984

10 1,201499

10 © 294 = 10
jo = 05647707
= 0

i

Voo = 25423589

!

oo = 2,090489
Vo = 95558514
Voo = 15345129
Y50 f 1,248298

10

5. Die positiven Nullstellen ﬁjo

III,7 angegebenen Wirkungsquerschnitte.

2

°

19 Dezimalstellen errechnet werden,

it

ft

1

i

Coy(Vyy) = 954(¥113 = ~2,71%602

= 0 fir die in

2,%9981567 » 10"
1,972178

= 2,39981567593% « 107

15225257
3,203%122

Die Funktionen Gné(dqo) fiir D,0 miissen durch eine Reihenentwicklung

um die Nullstelle bestimmt werden. Bei PS muf ﬁ1o mindestens auf



i

i

= 1,439 374
3,991 015

ooy

I
i

und die zugehdrigen GauB-Gewichte w

1.) Pz(x) =

= 0,5173 5027

= A, = 0,8164 9658

04,3399 8104 ;

0,8611 %631
0

0,2386 1919
0,6612 0939
0,9324 6951

= 0

0,18%4 3464
0,5255 3241

0,7966 6648

= 0,9602 8986

V11 = 3,316 625

L

ws

sse

de) Die materialunabhingigen Wurzela.

B. Die positiven Nullstellen der Legendre Polynome Pn(x) = 0

la

L3229

7413

1322 3

0140

4868

3191

1358 3
1916 3
0429 3

9
g
.
i
b

pe

s
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