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Einle;ﬁggg

Betrachten wir einen zylindrischen heterogenen Reaktor, der aus zylin-
drischen Brennelementen, Kontrollstiaben und Experimentierkandlen in
einem einheitlichen Moderator aufgebaut ist. Die PluBverteilung in
diesem Reaktor moge durch die Multigruppen-Diffusionstheorie beschrieben
werden. Um die Darstellung in dieser Arbeit zu vereinfachen, beschrinken
wir uns auf die L8sung der Zweigruppendiffusionsgleichungen. Die FluB-
verteilung parallel zur Lingsachse der Stidbe sei bekannt, so daB sich
das Problem reduziert auf die Bestimmung des schnellen und thermischen
Flusses iber einem Querschnitt des Reaktors, senkrecht zur Langsachse

der Stédbe und Kandle.

In den Arbeiten von S.M. Feinberg {3} s A.D. Galanin Eﬁji, [53'und

K. Meetz£:7} wurden analytische Meth;den zur LOsung dieser Aufgabé ent-
wickelt. Der Nachteil dieser Verfahren besteht jedoch darin, daB es nur
beschrénkt mdéglich ist, irreguldre Stabanordnungen und eine beliebige
Gestalt der &duBeren Begrenzung des Reaktorquerschnitts zu behandeln.

lun ist es zwar ohne weiteres mdglich, die Diffusionsgleichungen in der

]

tiblichen Weise durch Differenzengleichungen zu approximieren, wie eg zum
Beigpiel bei L. Collatz [ﬁj angegeben ist. Auf diesem Wege wurden auch
Reaktoren berechnet (vgl. den Bericht von A. Hassit in {6“3 ). Da aber
die FluBverteilung im Moderator sich in der Ungebung eines Stabes im
wesentlichen verh#lt wie in der Umgebung einer logarithmischen Singu-
laritédt, ist es notwendig, eine sehr kleine Maschenweite und damit eine
sehr groBe Anzahl von Gitterpunkten zu widhlen, um dadurch eine hinrei-
chende Genauigkeilt der Differenzenapproximation zu erreichen. Diese
Schwierigkeit kann man jedoch beheben auf einem frege, der von zwel

Gesichtspunkten bestimmt wird.

1) In einer geelgneten Umgebung eines Stabes 148t sich der FluB in eine
Fourierreihe entwickeln. Die Fourierkoeffizienten dieser Entwicklung
genligen ihrerseits Differentialgleichungen, die es ermoglichen, den
PluB in der Umgebung eines Stabes darzustellen in Abhidngigkeit von den
Fourierkoeffizienten des Flusses auf dem Stabrand selbst. Bis auf diese
GroBen sind damit insbesondere auch die Singularitidten des Moderator-
flusses im Mittelpunkt eines Stabquerschnitts bekannt und k&nnen bei
der Approximation der Diffusionsgleichungen explizit beriicksichtigt

werden,




2) Der FluB an einem Punkt im Moderator sowie auch die Fourierkoeffi-
zienten des Flusses auf dem Rande von Stdben geniligen sogenannten
Wittelwertgleichungen (vgl. R. Courant-D. Hilbert | 2 J ). Das sind lokale
Integralgleichungen flir den FluB in einer passenden Umgebung des betrach-
teten Punktes. Durch trigonometrische Interpolation des Flusses in

diesen Gleichungen erhdlt man eine Approximation von sehr grofler Genauig-

keit.

Auf diesem Wege erhdlt man ein endliches, lineares Gleichungssystem

in der Form eines Bigenwertproblems flir die FluBwerte an Gitterpunkten
im Moderator beziehungsweise die Fourierkoeffizienten des Flusses auf
Stabrindern. In dieser Gestalt kann man das Froblem mit den bekannten
Iterationsverfahren, der sogenannten Quelliteration und der beschleu~
nigteﬁ Liebmannschen Uberrelaxation, 1dsen. An einer Reihe von Bei-
spielen werden wir schlieflich die in dieser Arbeit entwickelten

Methoden erléautbtern.

%~1. Peoblemstellung

Betrachten wir einen zylindrischen Reaktor, der gleichmdBig mit einem
homogenen Moderator gefiillt ist. In diesem seisen kreiszylindrische
Brennelemente, Abschaltstébe, Experimentierkandle und #hnliches ange-
ordnet, die im folgenden kurz mit "Stdben" bezeichnet werden sollen.
Die Lingsachsen dieser Stédbe seien parallel zur z-Achse eines kartesi-
schen Koordinatensystems. Wir setzen voraus, dal sich die Bestimmung
der FluBverteilung in diesem Reaktor zuriickfilhren 148t auf die
Berechnung der horizontalen FluBverteilung ¢ = @(x,y), die den

Gleichungen geniigt
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Der FluB ¢ und die Normalkomponente des Stromes, - (D§7¢)n,

sind stetig an Grengfléchen zwischen lMedien.
(1.11) Bs ist ¢ = O auf dem HuBeren Reaktorrand.

suf allen tbrigen Réndern gilt eine Randbedingung der Form

¢+-A.%%zoo

Die Bestimmung der FluBverteilung ist also ein Bigenwertproblem mit
Eigenwertparameter V. Gesucht ist der kleinste Eigenwert und die

zugehtrige EigenlOsung.

Uber die Gestalt der Differentialgleichungen, die die FluBverteilung
bestimmen, sollen einige spezielle Annahmen gemacht werden.
4
(i) Die Koeffizienten D, I, ¢§‘deien in jedem Medium konstant.
L
.. o : 1 . . )
(i1)  Der schnelle FluB ¢( ) hat im Moderator keine Quellen, so daB

die Differentialgleichungen dort die Gestalt haben

e g g
T+
(1.2)
g L) L )

¥
L2+
21
mit der AbklUrzung Go, =5
- 2

(iii) In Brennelementen mdge die FluSvertellung sich beschreiben lagsen

durch die Gleichungen
3 1 1 (1
*,1¢( ) + mﬁm-¢‘ ) = q1~Q‘ y

(1:3)

o ™ ) 9
LZ“
o e (2) n L
mit den Bezeichnungen Q. =7 0 ﬂ =V i , 80 daB also der thermische
1

FluB ¢<2> im Brennstoff keine Quellen hat.
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Pir sehr starke und sehr schwache Absorber, z.B. Abschaltstdbe und

| Experimentierkanile, ist es Ublich, auf der Staboberfliche eine Rand~-

w/n
Ableitung des Flusees nach der inneren Normalen an die Staboberfliche

-~ o~
. . , < < :
W bedingung zweiter Art anzugeben der Gestalt g + A,rg = 0, Wenn,wg die

und A die Extrapolationslinge bezeichnet. Diese Randbedingung ist als
eine integrale Bedingung zu verstehen: Sind T, %’Polarkoordinaten umn den
Mittelpunkt eines kreisformigen Stabguerschnitts vom Radius a, so

lautet diese Randbedingung genauer

24 20
N sm iy i i3
(14) f Fla,0) da¥ + AJ ,%% (ag) a¥ =0 .
o

Um in einfacher Weise eine Aussage iber die Winkelabhingigkelt des
Flusseg auf der Staboberfléche zu gewinnen, kann man folgenden Weg

einschlagen. Man definiert ein fik*tives Material im Stab, so daB sich

dort eine FluBverteilung bestimmen 14B6t, die der Differentialgleichung

i

(1'£}> mﬁ‘¢ 4 1,5» ;“? = 0

geniigt. In diesem Material sei die Diffusionskonstante D gleich der

Diffusionskonstanten D im Moderator, und auf dem Stabrand r = a sei
« - .y C e . .

der FluB ¢ undder Strom D,§§=stet1g. Spater werden wir zeigen, daB

in diesem Fall die Relation besteht

+ [ . + i
(1 ) a 11 (Lm iﬂ
a | g (2,f) 4 = 7= ——= 7 (ayp) d@ .
- T IO(;“Q Jo
At fi

Bestimmt man daher die GroBe 13 im fiktiven Material durch die

Gleichung L

L)
(1.6) a _ & .-
A L” IO(%’”">

dann geniigt die so definierte FluBverteilung insbesondere der Rand-

bedingung zweiter Art auf der Staboberfléche.
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Man erkennt leicht, dafl diese Gleichung fir jedes %'E'o eine und nur
/ -
N 211(z)
bestimmt. Sei némlich z = = und £(z) = “MMTMW. dann
1 (> Io Z>,

2

eine Zahl T
4

wird fir 220

( - Z
£1(2) =~ & T2 (2) - 1%(a) b = —2— [ 2 1%z a a' >0 .
() | ° ! L 2To(2) | °
0 : sj ) 0 b
0
Die Funktion f(z) ist also monoton wachsend. Ferner ist f(o) = 0 und

fiir z-y strebt auch f(z)-> w .

Man kann also stets annehmen, daB in Absorberstében eine FluBvertei-~

lung ¢ definiert ist, die den Gleichungen

AglT) L g L g

(1.7)

wﬁyj(?) N ”émm ¢(2) ¢(1)

i
o
N

"

genugt, mit Ao 5

Un das oben definierte Ligenwertproblem wenigstens ndherungsweilse
ldsen zu kobnnen, lberdecken wir den Reaktorquerschnitt mit einem
regelmaBigen Punktgitter, welches so beschaffen ist, daB insbesondere
Mittelpunkte von Stabguerschnitten auf Gitterpunkten liegen. Wir
wollen hier voraussetzen, dafl dieses Gitternetz aus guadratischen
Maschen der Maschenweite h besteht, obwohl die in dieser Arbeit ent-
wickelten Methoden zum Beispiel auch fiir regelmidBige Sechsecknetze
anwendbar sind. Die Darstellung im Folgenden wird sich ferner auf den
Fall einer solchen laschenweite h beschrinken, fir die der Abstand
zwischen zwei Stdben mindestens 2 féyh betridgt, und die der Bedingung
a £ h genlgt, wenn a der Radius eines Stabquerschnitts ist. SchlieBlich
sei die Grobe h so gewadhlt, dall die HuBere Begrenzung des Reaktor-
querschnitts, iber die man sonst keine weiteren Voraussetzungen zu
machen braucht, sich hinreichend genau mit einem Polygongzug durch

Gitterpunkte approximieren 14Bt.




Die Lufgabe dieser Arbeit wird es nun sein, ein endliches Gleichungs-
system anzugeben, das die ndherungsweise Bestimmung des kleinsten
Eigenwerts ¥ und die Berechnung der zugehOrigen FluBverteilung an

Gitterpunkten ermdglicht.

@ 2. Allgemeine Nittelwertgleichungen

ey
H
H

Sei eine Funktion ¢ = ¢ (x,y) in einem Bereich ' der x,y~-Ebene erklért

und dort beliebig oft stetig differenzierbar nach beiden Variablen.
seien r, ¥ Polarkoordinaten um den Punkt P = (xo, yo), Ist der
Bereich | 'so beschaffen, daB ein Kreisringg £ r ﬁ:R,ihflﬁ'ﬁ , mit

@ z 0o, R>» 2, ganz indrﬂliegt, dann 188% sich die Funktion ¢ in diesem

Kreigring in eine Fourierreihe entwickeln der Gestalt

+00
(2.1) g (r,) = Lo (x)e, )
=00 -
mit den Bezeichnungen
e (@) = cos n @ n = 0,1
0 Y) = ny o, o= 0,1, eeey
(2.2)
e_, (¥) = sin n i , 0= 1,2, aee,
und den Fourierkoeffizienten
+ it
o
#.(2) = 55 | g (rip) a9
L“?r
+F
_ 1 o
(2.3) ﬁn () = % } /] (ry) cos mpdy, n=1,2, «eu,
...ff’"
11 . B
¢mn(r> = ? ; ¢ (r,%ﬁ sin n ¥ dy, no= 1,25 eoe,
~i

Ist die Tunktion f = f (r,P) mit den Fourierkoeffizienten £, = fn(r)

erklirt durch die Gleichung

' 1 .
””§:¢+';‘§’¢=i ’
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dann genligen die Fynktionen ﬁn(r) bekanntlich den Differentislgleichungen

1
(2»4) "“'{‘.:3-:(1 ¢ﬂ + 1’5" ¢n == fl’l P n o= O, + 1, o0 0 0

Der Differentialoperatox’én>ist gegeben durch die Darstellung

(o7 Gl
i 7 ' 1 7 n n

(2.5) Néln ¢n - m% Tt Y e T %§'¢n :
{ T J r

Betrachten wir nun einen Punkt P der x,y-Ebene, der Mittelpunkt eines
Stabquerschnitts vom Radius a ist und eine Funktion G = Gn(r), die

definiert ist durch die Gleichung

. r
1, ()

(2:6) Gu(x) = —==,  n-o,

ri ‘I’”}’ ® % @ ®
ln(ij>

et

Dann gentigt G (r) in r £ a der Differentialgleichung -G+ 1M-G = 0,
n non I2 n

und durch Anwendung des Greenschen Satzes erhilt man die Beziehung

a o I'(iLO
P . ’ - (& ;[/(n a n Lm
PG ()|~ & + r) rdr = - g == (a) + =— ¢ (a - .
% n( ) i nﬁn Li nJ (z) ar (a) L gn (2) In<fL)

Die Ableitungen der Fourierkoeffizienten ¢n (r) lassen sich also auf

Stabrindern darstellen in der Form

(2 a
§¢n 5 Ty Lm> [
(2.7) a 57 (a) = i (a) - } Gn(r) f(r) rdar .
- ‘ - In(ffg |
to 0
| o,
Hier bedeutet ﬁ;fv(a) den linksseitigen Grenzwert dieser GroBe fiir r—ra.

Das Integral ilber die Fourierkoeffizienten fn LaBt sich auf Grund der
. i “ < - e s, . -
Voraussetzungen in % | ohne Schwierigkeiten berechnen. In Brennelementen
: 2 h . . ; . . G .
ist f< ) 0. Daher lautet die obige Beziehung (2.7) filr den thermischen

.
2 , - _ .
FluB ¢( ) auf dem Rande eines Brennelements




OF Ty

g§¢n(2> | Ié(“£&“>

(2.8) aw

A2 )

Fir den Quellterm f<1> der Gleichung des schnellen Flusses ist

f<1> = Uy ¢ und 7 dem thermischen FluB proportlonal. Daher
f<1) der Differentialgleichung wé}.(1> + mgm f(1> 0,

L

L.

Integral in (2,7) iiber fé1) umwandeln 15Bt in die Form

ol V() £ (2) rar < 12,

QO T, ()

oder auch

G£7>’r) fn,f

(1)(r) rd

n

A

genligt

o &
i
2~ (1)
12' Gn (
.J1 -
¢}

g.(a) -

? - Tt mm,,)

{ q_ . { 1 L
(2.9) | {0y 2y pap - 3.a

[ 'n n Imz . 17¢ kb?m T (= a >

i . T ol ] n\L,

s0 daB sich das

,ag

wm—-

a)}r ®

Mit Hilfe der bereits hergeleiteten Beziehung (2.8) fir die @bleltung des

thermischen Plug%es auf dem Stabrand, kann man die GréBe a_§$m

a) aus

(2.9) eliminieren und erhdlt damit fiir die Ableitungen der Fourierkoeffi-

zlenten des schnellen Flusses die Gleichungen

(1) T (7%)

(210) &2 52— (a) = 7 EEAAIN
Lo (3é~
1 -

£ It (""'*(':}‘““
4. E a . L1~
- w2 8L a

L1« R In(ij)
. a N .
. 25
D In(fwm)g
2w
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Fir den Quellterm f der FluBverteilung in einem Absorber ist nach (1.7):
f(1> = 0 f(z) = q2m¢<1>. Daher gelten auf dem Rande eines Absorbers
ganz entsprechende Beziehungen, die sich formal aus den oben herge-

leiteten durch Vertauschung der Gruppenindizes gewinnen lassen.

Tassen wir die Ergebnisse dieses Abschnitts in einer filir das Folgende
handlichen Form zusammen: Die Fourierkoeffizienten der Ableitung des
schnellen bzw. thermischen Flusses genligen suf einem Stabrand fir

alle n = 0, + 1, ... den Gleichungen

(2.11) aj;g (a) = o, ¢ (a) + a4 (2)
+ £
&l D oy
. L il i 1 i 2 1
wobeléﬁyg a) = Bmg§¥£ a) , \f£|><&> - gﬂ (a) , ‘?é >(a) - ¢(n)(a)
T4 + - )

ist, und die Konstanten o_, aﬂ gegeben sind durch

T
D_ In(LN)
i
n D L a,
- )
| § ln(L»’
} (2.12) 1 (B o=
| D q ( Li(s L))
. al = . = - ) = . .2 2= |
| D -2 -2 3 L /_a_ L, - ,a~/{°
; + P Ty i 1= I (57) 2- I (7 }
= 2w
; Sei wiederum der Bereich 1% a, W] =i der Querschnitt eines Stabes
und die GroBe h so gewdhlt, daB der Kreisxring a £ ﬁ~h,{§3§i{f
. ganz im Moderator liegt. Brklidrt man nun eine Fynktion GF fiir
n =20, 4+ 1, «¢s durch die Gleichung
(2.13) ¢ (x) = () k, (39 -k, () 1, ()
n n L+ n L+ n L+ n ‘L ’
laGn 1
dann wird Gn(h> :'O,{§¥m (h) = = 7> und die Fynktion Gn(r) genligt in
T > O der Differentialgleichung -A G + 2o <o
: n n I2 n

\Mit Hilfe dieser Funktion Gn(r) erhdlt man die Gleichung




« 10 =

h
fﬂ - ; '] 3 N
o) [0, 8+ 58] () rar -
‘;cl 5l
(2.14)
G ngj

n r n
Py (B) = ez (a) B (a) v aey (a) 552 (a).-
- b

i

Setzt man zur Abkiirzung

wale

s

e 5 1 ; .

\2'15) grl:maéi:;;:m (8.) 3 l{n:’(}n(a) 3 ﬂ:O, J;Ji, )
,@@’n

und eliminiert die Grofe a,;¥w-(a)in Gleichung (2.14) auf Grund der Rand-
& o
or

bedingung (2.11) auf dem Stab, dann genligen die Pourierkoeffizienten der

Lo . . . _ 1
FluBverteilung auf einem Stabrand der "Mittelwertgleichung " )

h
(2.16) [o, + ay kT 7 (a) = #.(1) = a! kY (a) +§ 6 (x) t(r) rar .
a

Da auf Grund der Voraussetzungen in % 1 der schuelle FluB im Moderator
keine Quellen hat, ist f(1> = 0, so0 daB die Mittelwertgleichung in

diesem Palle die einfache (estalt annimmt

(217 [l + ol kDT gD a) - gDy = ) W) g (o)

4

"
In der Gleichung fir den thermischen FluB ¢<2> dagegen ist f(¢> -

Aoy ¢(1>, also dem schnellen FluB proportional, f(2> genligt daher der

Gleichung miif(£> + m%muf<2> = 0, Dementsprechend 1488t sich somit das
L
1+

Integral iiber f(i>berechnen. Fs gilt ndmlich

h

[ a(2) (2) (4, )
j G " () £ (r) rdr =
L ;

(2.18) L .
s §§<(2) ?§G<2) v L2 ,
12 )y oaf2) n : .n (2).. 1+ 1 ,(2 (2),
- 15, fr () D (8) - w5 (0 mg w56 06D () ar
b ) H ] ]
wd f Y
& a

mgﬁn 27 | -




h

(2. 19)
3

3

(2.21)

15;?1(2) -
Yn

(2.22)

@
L

so daB man die Darstellung

- 11

erhidlt

(2><f)f( >( Jrdr =

o

h

}
&,

jig(w

T
SR

k4

N

n

oo

:/)J

Randbedingung (2.11)

it

1

auf

o(2)

l’l

I &

| €
+

r

L &

= A, P,(n)

_,J,i +""

.*..

.*’!'
Za

obigen Hittelwertbeziehung (2.17) und

Stabrédndern,

G(2> fé2>(r) rdr

fir alle n = O, J; 19 RN E mit %1{11)

A4 i

It

_*.

g (a) + 3

) {’\ )/,
j2”§¢g1'<ﬂ)

04

ot
n

A !4.;

noin

:-@ﬂ’ %g~>

(?) 1(1>( ) K<2>

die Ableitung

(1) () .

(2)

(y¢<1>

0
DT
+

(a) durch die

dann wird schlieBlich

D Gy gy

(4

\
i)

r:)(/

.
n ox,

einem Stabrand geniigen also Mittelwertgleichungen der Gestalt

(2)y »

Die Fourierkoeffizienten des schnellen und thermischen Flusses aul

ot

Bliminiert man nun die GroBe /( >(h) aus dieser Gleichung mit Hilfe der

- ¢£1) und'%ﬁ(1> - ¢i7>

. Die Grogen$ , 1, 41 sind definiert durch die Gleichungen

<>Z .

J



Einen wichtigen Spezialfall dieser Mititelwertgleichung erhilt man

fir den Grenzfall a2 0. Sei der Punkt P der Mittelpunkt einer Kreis-
scheibe vom Radius h, die ganz im Moderator liegt. Dann ist der FluB
¢ = ¢(r;€) reguldr in r £ n und fiir alle %3. Sei nun a eine beliebige

. -, <. . ) .. s . .
Zahl im Intervall O¢ a = h, dann gilt fiir r = a die Randbedingung mit

1 (2
In L
q =B lE
n L . a
+ ln(L
+
(2-23) . T a > ’1’1<m..§3;,,..,> .
q n nh i /
ol = - + ) i+ a 2+ L
1 L-&'Q _ L“Z L1a T ( a \ 2 (W g :
(E 2+ 4 n‘L, / “n L |
T+ "

Man berechnet leicht, daB dann fir alle n = 0, + 1, .., gilt

2 h oy &
(g a, In<L1$> () ) S
(2.24) b ===, bl =5 b trl B
* oty TR 2 Ry 1 (R | 1 ()
nv L 1+ 724{ "n L, nh L | n‘\L
- + 2+ -

und}gg = 0., Daher bleibt die Mittelwertgleichung gliltig auch fir den

Limes a~-» 0. Man erhdlt in diesem Grenzfall

(2 1)" 1 (mm) lin 2™ ¢ (a) =
(2.25) :
— n! 3 (e, )" n<§f»0m(2L2 R (mm_g lim a”

1+~«L2+ 2+\} a~?0

- g(n)

Ist der Punkt P Ursprung eines kartesischen Koordinatensystems und sei

s ¥ - ) « - N 2 2
X =T oosi? ,» ¥y = 1 siny , dann 148% sich der FluB ¢ inx +y = h
in eine Taylorreihe um den Punkt P entwickeln. Beschrinken wir uns

hier auf den Anfang dieser Intwicklung, dann wird

: ~ T - :
(2.26)  @(x,5) = #(o) + r{ cos == (o) + sim&@é%% ()7 +0 (r2) ,

g0 dal man fir die Grenzwerte der ersten Fourierkoeffizienten erhiélt

- 13 -

?h(a



. -1 o
(2.27) lin  a ¢1 (a) = )5;,(0)
a % 0
- %
lim & @“1(a) = &y (o) .
a~§ 0

Der FluB im Mittelpunkt einer Kreigscheibe vom Radius h, die ganz im
7

Moderstor liegt, geniigt daher der Hittelwertgleichung

+ T ) h h
! 1) - 1)
(b } ! 1+ 2+
(2.28) I (3 #(o) P d(n,9) 4@+ a, = —5 N (o)
),14.. { L - L )
Jo T+ 2+
~1]
Tst der Einheitsvektor n gegeben durch n = costﬁo, sinaﬁo) und sei

die Ableitung des Flusses in dieser Richtung

gg = cos ¢ ,O{ }-; (o) + ';-"O Sy ~ (o) , so gilt fir diese GrdBe die
Mittelwertgleichung
+i
n, 9y 1
21, (3L (o) = 1| 9@ cos (9, ) 1P
J o
=i
(2.29) 2L, T, (+2) -2 L, I (mhm\
14 1ML 2+ Xt
Lt D7 )
Fay =2 =2 on \°
L L
T+ 2+

4
—
o~




@,5. Numerische Approximation und Mittelwertgleichungen fiir Randpunkte

iiberdecken wir nun den Reaktorguerschnitt mit einem quadratischen

o o . . o
Punktgitter der Maschenweite h, welches den Voraussetzungen des%;i
geniigt. Sei der Punkt P Ursprung eines Polarkoordinatensystems v,

¢

und Mittelpunkt eines Kreisrings § 4 r 2R, |W/ &£, in den der
FluB reguldr ist. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann man an-.
nehmen, dab die Gitterlinien im Punkt P die Richbungen %% = 3 ﬁ72,

j =0, 1, 2, 5, haben uad daher die diesem Punkt benachbarten Gitter-

punkte im Abstand h die Koordinaten (rj, q%) = (h, j /2) erhalten.

Bekanntlich 14B%t sich dann die Funktion ¢ = #(r,9) hinsichtlich dex
Winkelvariablen ¥ "trigonometrisch" interpolieren. Das heiBt, es

gilt die Darstellung

2 .
(5.1) o) - = B () e, (@R (=P

n=-1

wenn die Funktionen en erklirt sind wie in é 2 und die Koeffizienten

S
¢n (r) definiert sind durch die Gleichungen

Ad 1

L3 pe, 3 0/2)

O

e
N
-
g
il
(IR IS

3

J §(x,0) - #(x,T)
(3.2) | - ;
) #(x, T/2) - @(x, - #/2>3- ,

=R
TN
[}
-
#
PO
. Sy
e

RS
§ Ny
s
N
H
e
N
i
§ -
£,

3 . _
L0 g, 5 )

J=0

it

7 ()

e

Der Rest R(r,@% verschwindet also fir ¥ = 3 « /2, j = 0, 1, 2, 3, s0
daB das trigonometrische Polynom an diesen Stellen %% die Werte

#(r, 3 {7/2) annimmt.

Wit Hilfe dieser angendherten Darstellung des Flusses in der Umgebung
des Punktes P lassen sich nun die in 5%2 hergeleiteten integralen

Mittelwertgleichungen sehr leicht auf Beziehungen zwischen Fynktions-

- 15 -
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werten an Gitterpunkten oder zumindest auf Gitterlinien zurilickfihren.
Berechnet man ndmlich die Fourierkoeffizienten ¢n mit Hilfe des

Interpolationspolynoms, dann wird in der betrachteten Niherung

A

)-ﬁn(r) , n= -1, 0, 1, 2,

f,
(3.3)  F,() = J
%

0 N sonst .

2 4m Rahmen dieser

SR

Somit gelten die Mittelwertgleichungen des
N
Approximation auch fiir die Grofen ¢n(r).

Bezeichnen wir die dem Punkt P benachbarten Gitterpunkte Pj = (h,j ﬁ/2)
auch mit B, N, W, S. Liegt dann eine Kreisscheibe vom Radius h um den
Punkt P ganz im Moderator, dann wird die Mittelwertgleichung (2.28) fiir

den FluB ¢ im Punkte P

. (.h h
( L(g ) = Tol5 ) -
1 J f e 2+ 4y Z
(3.4)  #(o) = - Agz;? Po + By v By + Pg + A9, I plo) b,
- Sor L /A T+ T2+ J

Sei jetzt der Funkt P Wittelpunkt eines Stabquerschnitts vom Radius

a & n. suf Grund der Resultate des @‘2 kann man sich iiberlegen, daB der
FluB im Puﬁkﬁ P gich stets berechnen 1&8%, wenn die Mittelwerte

¢O(a) bawe g;(a> auf dem Stabrand im schnellen und thermischen FluB
bekannt sind und umgekehrt. Daher bedeutet es keinen Verlust an All-

gemeinheit, wenn wir die Mittelwertgleichung in diesem Palle in der

Form
: i g S o
(5.5)  F,(a) = Ry fo + Py v By + Pg * B Mo (a) + Sitg (a)
%
J

verwenden werden. Btwas allgemeiner werden wir sogar fiir jeden Stab
A .

die CrdBen ¢n (a), n = -1, 0, 1, 2, berechnen, die nach &2, (2.21),

gegeben sind durch die Gleichungen

A

Y e . o
‘:(5-6) ¢m(a) =2 ¢n (h) +jgé %n(a) + sl A%A (a) s

) n
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Ihre Kenntnis ermdglicht es namlich, den FluBl in der Umgebung eines
Stabes im Moderator zu berechnen. Ersetzt man in der letzten Gleichung
(5.6)mgie Schrittweite h durch die Variable r und 10st diese Gleichung

1 /7 o . .
nech Qq\r) auf, so kann man schreiben
A

A

. 7 N " *
(3:7) P (=) = v (z) §(a) + vi(x)w (a) yulx) H(a)

Hier sind die Gréfen y (r) gemdB der Definition (2.22) der Koeffizienten

/‘%n gegeben durch

~

(3:8)  yylr) = oy ke () ";ﬁ§3”§f%f)*eémj(r)+céw[4f)~ké”7(
{

n

o - - = O [0 P

f 1
a  jo. . a r
() = - T LE0 K (8- 1560 1Dy
+ ( + + }
(3.9) f
Voo T () W (e o (e o
kn(r} b In(L+ Kn(L+) Kn(L+) Iy (L¢ :

3
Die angensherte Flubverteilung ¢ 148t sich somit in der Umgebung eines

Stabes schreiben

2 [

A . AL L~ e "
(%3.10) g% (v,@) = n§“1,2yn§r) g (a) + v (x) & (a) + y2(r) M?l,'l(a)j e (P)
Da v, (a) =‘1, yﬁ{a}\z yi(a) = 0 ist, wird also fir v = a
B 2 v e
(3:.11)  f (a9) = 2 g (a) e (¥)
N1 , R

X . g iy : k L
so dal insbesondere 4" (ay 3 T/2) = ¢ (ay 5 B/2) fur 5 =0, 1, 2, 3, is

- 17 -
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Ferner hat man die Beziehung

» e | 2 A A
CROREY ~ACEOI ?,fan MO ACT IO
ot

n=-=
o~ A
A % o N oy,
Daher genigt ﬁ der Randbedingung auf dem Stab a %5?w = oy ¢ﬁ(a) o+

+ aﬁd?n (a>a SchlieBlich iiberzeugt man sich leicht, daB die Funktion

¢¥ der Differentiaslgleichung

(3.1%) wﬁ¢§+-%§¢% = ¥
L
mit
2 e . ) .
R R EROE RO %@Een ()

geniigt, und zwar in r > O. Das heilt aber, daB ¢¥ 2lle Forderungen
erfillt, die in der gewdhlten Niherung moglich sind. Dariiber hinaus
stellt man fest, daf sich der Fluf im lModerator, fir r Z a, beliebig
oft stetig differenzierbar in das Gebiet O < T % g fortsetzen 1éBt2>o

Von dieger Tatsache werden wir jetzt Gebrauvch machen.

4

Sei nun Pjg j=0,1, 2, 3, ein Gitterpunkt, der Nachbarpunkt des
Punktes P im Abstand h ist, so dalb also Pj die Koordinaten (r,¥) =

= (h, 3 #/2) hat. Seien ferner (r’,é?')j Polarkoordinaten um den Punkt
Pj’ auf Crund der Fortsetzbarkeit der Flubverteilung in das Gebiet
041 % a 14Bt sich dann eine Losung ¢ der Differentialgleichung

- NG+ 4%-¢ = f um den FPunkt Pj in 0% r' < h in eine Fourierreihe

entwickeln der Gestalt

(3.15) ¢j (r’,ép') = g ¢n ; (") en(§ﬂ> .

n==00 )

Insbesondere gilt nach

LA

2, (2.28) fir den Pourierkoeffizienten §,  dic.

2 . N . P, e
)Dasselbe gilt natiirlich nicht nur flr die Naherung ﬁé ;
+00
. . £ii- v ) = - ) 77
sondern auch fir g(r,¢@) = n‘ZOq ¢H(r, e @ .
==L




Mittelwertglelchung

s

o~
G

—

1 »
(5.46) 0 (o) m ot g (p) +d (21)
(3:16) y j(O/ : (,1::,‘) ")O,j(r ) S\I ) I

o Isl/

LrS = < ) 1 PR
fTir »!' < h und miv

(317) () = =g «i G IR

1.

Die Beschrinkung auf Verbte von r' ( h ist zundchst notwendlg, da man

' n’ ‘n
ep Flusses im Mittelpunkt eines

4

aus den obigen Uberlegungen und der Gestalt der GroBen Y 1, oyt
entnehmen kann, daB die Fortsetzung d

Stabquerschnitts gingulér wirc.

Sei. der Winkel ' so orientiert, daB der Stabmittelpunkt P die

Koordinatean (r', ¥'). = (h, ~¥) erh#lt. Dann wollen wir nun verlangen,

o

daB der FluB @j(r’9 @1y der Pandbedingung genigt fiix {rtsky)i&(h,_ﬁ)
i v

(3.18) PR N CT D I AN CIT DI
. ] : o

e,

u 3 , "
wobei ¢ﬁ% (r’,%“) die Darstellung von ¢ (r,f) in den Koordinaten

J .
(r’f?')j ist. Setzt man zur Abkurzung}ij(r’?@”> = g (@) - ﬁég(r',@”) )

dann ist auf Grund dieser Randbedingung X} regulir in r' % h und genigt
(e

der Mittelwertgleichung

“
J

( 5 o1 9) X . ( O> B ;x‘J { h 9{{—}) d 'gl’ + 3 Ly ( O> - ’3\3’, ‘f .
‘ i
+ b ‘!}( /"

P,
Lot

Hier 188% sich das Integral mit Hilfe der trigonometrischen Inter-

polation berechnen, so daB man die Gleichung erhalt

- 19 -




31)

(3.21)

(3.22)

durch

¢j(0> =

+ ﬁiﬂ(h9

- 19 -

7

fi/2)
(w)
(

(W) }195 ( h, 3 7/

7
i

da die Randbedingung,xs(h, - ) = 0 ergibt. Er:

setzt man jetzt wiederum

X, durch ¢j - ﬂ%j, dann entsteht die Mittelwertgleichung fir Randpunkte

]
+ ? (hy - ﬁ/Z)} -+
2)+«g§y3h,3%& + I/4) +

- )
w g ({20, 57/2 - M) Led (o) -, 3T/ b
J

~Diese Gleichung 188t

\%

. ) (
und den Koeffizienteni{n , 0

Jg = y)(h) - —

JSE—1

sich bequemer schreiben m

(r
7

7

v

¢2 cos JH

o5 = cos j iI/2 + §_, sin j fi/2

= 7,(h) )+ 2y, (

ya(2n) = 2y (

it den Abklrzungen

? n =0 9
y n =1 3
§ o= 2 9

, 2, die gegeben sind

fgih) cos

ot

=
~.
i~

»

-

Y2 n) cos n /4

i L«ww..fmb J

FanN
-
R
N
[y

)

"“n«.....nm\f’
i
GLX
<.<
=

! )
&“” = yﬁ(h) - S — y”{Zh) + 2y (52 h) cos n F/@?»”Q{? (1>(h) .
n 14} 4 T (Wm> n n {
oML \(j
. a
X q.
+ 1 1 h
d - { ) - LED
- - h o L, |
LS = Ly IO(L+) 2+

punkte P1

, 3 =0, 1, 2, 3, eines Stabes

2 v {
¢<o>:zdn¢ﬁjw>+—~wwm4¢<a
n=0 o 4T ( |

L

s )0 ap w
_zjﬁﬂxaﬁ{n,j (a) + o) H in

Wit Hilfe dieser (GrdBen lauten dann die Mittelwertgleichungen flir die Rand-

o)+¢ h,579)+f (h,=-1/2) 51

-

(b o N 0
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,§ 44 Der f-Faktor und die kritische Gleichung

Betrachten wir jetzt einen Reaktorquerschnitt Tﬂ dessen duBerer Rand durch
die Randkurve y gegeben ist. In diesem Reaktor seien Brennelemente mit

kreisfdrmigem Querschnitt vom Radius a auf eiqg@ regelmdBigen Gitter ange-
ordnet. Sei ferner die Funktion H = H(x,y) in YIEigenlésung der Gleichung

(4.1) AH+B H=0, H=0 auf y

! . e 2 N " = o o .
sum kleinsten Eigenwert B~ . Dann kann man GroBen Dj, Zi’ f definieren fir

i = 1,2 durch die Glelchungen

il
et

ﬂ Di-’w(i) 4§ =D i vi gl 4 e

| }

T "

(4.2) J( B, Qf(i) a6 = ?"] u{ 1 ¢( 1) 46,

L

T
Cuv o a5t nn, ¢?
th2¢ d.unijﬁzz¢ d
T ‘"{”‘?
! B
ey ]
wobei das Gebiet I_ die Menge allex derjenigen Punkte aus } ist, die im

B
Brennstoff liegen. Der Flub V geniigt 1nq{ den Differentialgleichungen (1.1)

das lloderatorgebiet bezeichnet.

T T
hzw. \1-5) in und (1'2> in " wenn i

B
Mit den Abklrzungen

. Jf o~
(4.3) W= Vs— L=
lassen sich daher leicht die Relationen gewinnen

(?,“/52 + 1)}: H gj('}) 4= /\/ £ o f H ¢(2)

1

{
(1582 +1)*§ g f(2) a5 a gl ) 4§

v
|

!

‘as‘...wm

>y
i

Damit diese Beziehungen bestehen konnen, muB fir die oben definierten

GroBen die "kritische Gleichung” gelten

(4.0 @22+ 1) (1% 1) =y



Die Bestimmung von Lg Y und f erfordert die Berechnung von FluBmittel-
kjwerten #ber den Brennstoff f% und den lloderator T%, Hierfiir soll jetat
_oin Weg angegeben werden.

zundchst lassen sich die Flédchenintegrale lber T; undvT% zuriickfithren auf
»Randintegrale iiber den Rand o des Gebietes T;. Und zwaf erhdlt man mit
Hilfe der Differentialgleichungen (1.2) und (1.3) durch Anwendung des

,Greep chen Satzes die Darstellungen, wenn n die &duflere Normale des Randes

p isty,
( [ , ~
b (), e 2 -2y =1 1) 90 49
RS AR o KU S »?«mwds,
1 i
M
4 (1), ¢ 2 ~2 45/"’ ) (1) (1) c}H ( ( ﬁ
] g lab = (3% + L,0) §~(H {;ﬁ“~ﬂ¢ &ﬂ s +ya, |HY |
1 } J
B QZ,B o B
] 2) 2 =2y =1 )9 @
(4.5) f H ¢( )at - (B° + 1,0) (,rA( ) :,n - 1 %}l——-»)d s + 4, fH ¢< )&
- 5 T =
5? (_58 ‘M
s . o it ¢ (2>
; g f(2a6 - 3%+ 1) 1} (H%w - g2 )Dﬂ)d -
T "
1.1)
ot . sowie flir 1 = 1, 2
(" {
{! RN ’ i i i
(4.6) | H D..&{J(l)db - 8% D, JH ¢(1)d£¢: 8% D, } H gz(l)dg‘ +
} iR 1+ ? qoe ..r“}
}“ M 'B
(0,00 | #DFE
* i+ Tde } wn S e
¥

Die Randintegrale Uber y, konnen nun durch die Fourierkoeffizienten von

¢ und H auf Stebrindern ausgedrlickt werden. Numeriert man die Brennelemente
in irgendeiner Reihenfolge und bezgeichnet mit Qk(rﬁﬁ), Hk(lggﬂ die Dar-
stellung dieser Funktionen beszliglich der Polarkoordinaten r,‘?’um den
Mittelpunkt des k-ten Stabquerschnitts, dann gilt also flir k =1, ..., ",

mit den Bezeichnungen des & 2

- 20 -




+ 00

d(rp) = = (F) e (O
n=-co
+ QO

HL(rQQ) o 2 Hk,n\ ) n GP) ?
n=--Q0

Fir die Integrale Ulber p gelten somit Entwicklungen der Gestalt

f B N +co 1
(4.7) LgEds=20a L o £, gk n(a) Hy n(a) )
k=1 n=~00 ? !

wenn £ = 1, {ﬂ - o firn=+1, +2, «oo ist. Die Funktion H = HETED,

u—

. . . L2
enligt nun in Mder Differentialgleichung ﬁkﬁ + B°H = 0. Hieraus folgt
g g

dafB auf dem Rande des k-ten Stabquerschnitts flr die Ableitung des n~ten

Fourierkoeffizienten Hk 0 stets die Gleichung gilt

s 10
??Hk 0
8 g ememdem { g = y 2
(4.8) =7 () by B o (2)
Flir kK = 1, »esy Ny n = 0, + 1y e und mit J
é
J' (Ba)
(439\ A = R a B R
/ n * 7 (Ba)
n
Wit [ilfe dieser Beziehung und der Gleichurg (2.11) fir die Ableitung dex
Tourierkoeffizienten des Flusses auf Stabrindern lassen sich daher die 1!
oben auftretenden Randintegrale darstellen in der Form Ve
4]
? P N +co
o . L e . R N q
(4.10) ] Paym ¢ s 21 yiq nimoo“n 'm/k,n(a> Hk,ﬂ(a> g
,y‘ A A ‘
B
B d
und- d
" o N +00 ’ 1
(4.11) gliiw"d s =27 ¢ % £70 (o ¢ (a) + « § : :
(4.11) T (o By (a) v fy (a) By (8)
’ J yn+ k=1 n=-co n n “k,n n "kyn kyn ;

auf Grund der beiden letzten Gleichungen erhdlt wan schlieBlich die folgen

den Reihenentwicklungen fUr die FluBnittelwerte:



der

{
N 4o
[ TP T (AN OO N CO R C) -1
H ¢ d i ( + 1+> k=1 nzacoz( n n > ¢k,n “n gk éj £n Lk n
e
d(1>d5 2&”(82 ; L~2\ 1 g +§o %(D1+ (1> s ) ¢(1)
H 1-) < i “n n k,n *
k=71 n=-00 ]
{
N mﬁlt (B° 4 L:f)"1 j H ¢(2) a6
1= ™
B
(4.12)
¥ +co
2 2 e 2y =] : 2 2 1 e~
fHSZ( >d%”9W(BK+L2+) ‘ ’ {(}\n algl >> /<kn ( )Q/( )n 3n+
k=1 n=-w i
i <
( ‘
2 2y =1 | A1 -
o, (BT 4 L2+) jH ¢( ) a & ,
T
I
T 5(‘
) N o 4 N o 5
gb’\?)‘ca: 2T (5? + LZE) "oz i(Do %(?> = hy) 95(2)
k=1 n=-00 2~
D () )|
. LTt
* D2m é ¢k,n} - Hk»n ’
J

Fiir die numerische Berechnung dieser Ausdriicke ergeben sich noch einige

~
Vereinfachungen. Wdhlt man auch hier die in 8 % begschriebene numerische
spproximation, dann treten an die Stelle der Fourierkoeffizienten
¢k n(a) 0 die (GrdBen ¢k,n(a) = ¢k,n<a> fiirn = -1, 0, 1, 2 'und

¢k n(a) = 0 fiir alle anderen Indizes n. Ferner wird in den Anwendungen

it

der Reaktorquerschnitt T von einfacher geometrischer Gestalt sein. In

diesen Fillen lassen sich die GroBen H (a) explizit angeben.

k]
Ist das Gebiet ! ein Reohteok, mit den Kanten langen h‘ und Hy‘ Seil

T LT o ez, g2
T, B, =g B =B ¢ B und
x
1
(4.13) g (x,y) = cos B, x cos By v
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(a), n =1, 0, 1, 2, k = 1, sl

dann erhalt man fir H1
.<9n

Hkgo(a> = & JO(Ba) cos B_ ¥, ©08 By Y o o
¢ BX
Hk,1<a> = £ Jq(ﬁa) 5= sin B, ¥ cos By“yk ,
(4.14) ) E&
1 FES ’ R 5 T
Hk,m1(a> §w1 J, (Ba) == cos B x sin 5y Ve s
| 2
Hk92(3> = m52 Jg(ﬁa) ~S—— cos B ¥ cOS By Ve s

B

wenn die kartesischen Koordinaten X0 Ty den Mittelpunkt des k-ten Stab-
guerschnitts bezeichnen.

......

jr !
) o 1/ o2 2
(4.15) B (x,y) = J, (BYx" +y"7)
jo o
mit B = w§4m~9 wenn jo o die kleinste Nullstelle der Besselfunktion JO igt.
3
Die Koeffizienten H n(a), n==1, 0, 1, 2 werden in diesem Falle
]
Hk,o(a) = {O J (Ba) JO(Brk) ;
? H 4(a) =€y 3,(3a) ?;'31(Brk> ,
| (4.16) _
| , L I .
?Q ﬂk’mq(a) =£_4 94(B2) = J,(Bry)
| ' o 2
) : e T I
ﬂk,z(a) =&, JZ(Ba) ~MM§~*“-J2(Brk) ,
: T,
: k
flir k = 1, oo und mit rk'mz =R
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25, Rechenmethoden

%12 und éﬁj wurden Mittelwertgleichungen nergeleitet fir jeden Punkt des

Quadratischen Waschennetzes, mit dem wir den Reaktorquerschnitt tber-

deckt haben. Damit wird das urspriingliche Rigenwertproblem (1.1) approxi-

miert durch ein System von Mittelwertgleichungen fir die gesuchten FluB-

gerte an Gitterpunkten. Die Losung dieses Gleichungssystems kann mit den
hierfiir iiblichen Methoden bewerkstelligt werden. Der Vollstindigkeit

nalber sollen jedoch die bei der RBercchnung der Beispiele angewandten

Verfahren kurz dargestellt werden.

wir schreiben die Differentialgleichungen (1.1) in der abgekiirzten F Porm
(5-1) Ag=vE g .
Wit den Bezeichnungen @ = (¢<’)9 /(2>\ ,
D |
//»m p, A+ =L, 0 0 z
1 LZ £
-, ‘ 1
(52> A = 7 3’ B = 3
i |
., | \
x\ - Ly ~D2A+ "T“é“ !f w, O 0]
5, .Ll2 J

o . ‘ e . 3 N Al
und definieren ein Skalarprodukt zwischen zwei FluBvektoren ¢, %’duroh

die Gleichung
(F,%) = f\ (¢(1>a%<1) (2)%,(2)d \\\\\
{' ]

Zusammen mit den Randbedingungen (1.1') ist dann ein Bigenwertproblem
definiert. Wun lautet die Vorschrift zur Berechnung einer TFTolge von
Funktionen / und Zahlen Q die gegen die EigenlOsung ¢ und den zuge-

horigen klelnsten Engenwert Y konvergieren sollen

. : Ag. . = V. BY,
(5 3) ¢J+1 3 /J ?
‘}T‘
(5-4) Vo = ‘
T BP5)
j+17 3+
fiir 3 = 0, 1 «.., wobei die Funktionen ¢:;1 WgherungslOsungen des 2zuge-
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horigen adjungierten ¢roblems s “gF = i8¢ % sind, und die Ausgangs-

naherungen v ¢ , ¥ / passend gewshlt werden.

Damit ist die LOsung des Ligenwertproblems zurlickgefithrt auf ein 1terdblv9s
Verfahren, den sogenannten &uBeren lterationszyklus, der in jedem Schritt

die LOsung eines inhomogenen Gleichungssystems erfordert.

Ohne auf Einzelheiten einzugehen, fihren wir an, dal sich die Skalar-
produkte, die bel der Bestimmung von VV auftreten, in eine filir die nume-
rische Berechnung bequeme Form bringen lassenw Und zwar kann man mit
Hilfe dexr Differentialgleichungen (1,3), denen der IPluB im Brennstoff ge-
niigt, und den entsprechenden Gleichungen fiir den adjungierten FluB die

Formel herleiten, mit den in (2.12) definierten CroBen a! ,

S e () g1, (2)
) ) kiﬂ n:i&f’n Jﬁ <¢k,n <&>>j+1<¢k,n (a>>j
(5.5) S E B S

S ST AR CO VI C S CDIN

k=1 n=-00

die unter der Voraussetzung gilt, daB alle Brennelemente die gleiche
Materialzusammensetzung haben. In den dieser Arbeit beigefligten Beispielen
wurde der adjungierte FluB jedoch nicht berechnet. In diesem Falle kann
man in der letzten Formel die GriBen (¢¥ H>( )) ergetzen durch die
Grofen (¢£2>(0)) ohne die Konvergenz der ulgenwertnéherungen ﬁj

j+1’
wegentlich zu beeintrichtigen.

Um des Iterationsverfahren beginnen zu koénnen, mull eine Ausgangsverteilung
v ¢ vorgeg@ben werd n. Da diese in der Gleichung (5.3) nur in der Form
JOB¢O = V ¢ \ auftritt, genlgt es also, eine Schitzung des ther-
schen Flusses im Brennstoff anzugeben, oder genauer, der Fourierkoeffi-
zienten ¢§2i(a) des thermischeun Flusses asuf dem Rande der Brennelemente.
Diese Sohé%zung braucht nicht sehr genau zu sein. In allen Beispielen

dieser Arbeit wurde gesetzt

=

(2) } Hk,o(a> . a = o0
<5’6) ¥ (¢k n ) O = ‘%z
} 0 nFo .

A




‘Iﬁfjedem Schritt des HuBeren Iterationszyklus ist ein inhomogenes System
_von Mittelwertgleichungen fir die Funktionswerte des schnellen und ther-
mischen Flusses zu ldsen. Da die Gleichungen, die den schnellen FluB

¢§13 der (j+1)~ten Eigenwertniherung bestimmen, nur den thermischen FluB
g 3»%«

der j-ten, also schou berechneten, Nsherung enthalten, 10st man diese
».éleiohungen sunichst. AnschlieBend kann man dann die Gleichungen flir

den thermischen Fluf ¢<§21 16sen, womit der neue FluBvektor ¢j+1 bekannt
fist und die neue Ligenwertndherung éj+1 berechnet werden kann. Ein gutes
Verfahren flr die Losung der inhomogenen Gleichungen ist die sogenannte
seschleunigbe Liebmannsche Uberrelaxation5>9 die jetzt kurz beschrieben
werden soll.

Begeichnen wir mit P, K die Gitterpunkte des quadratischen Maschennetzes,

i,k
das den Reaktorquerschnitt iberdeckt, und sei P, . = (Xk’yi) mit x,.= k°h,
. ,.&

vy o= i*h, wobei die Indizes i,k ganze Zahlen in einem ggeigneten Intervall
durchlaufen. Sei ferner fir Punkte P, | im lioderator ﬁ(l’k) = ¢(xk,yi)

un@ flir Pingte Pf,k’ die Mittelpunkte eines Stabquerschnitts sind,

¢(1’k> = ¢gl’k>(a>. Dann lassen sich die Mittelwertgleichungen (3.4),
(3.5) und (3.24) fiir den schnellen und thermischen FluB der (3+1)-ten
Bigenwertniherung in die Gestalt bringen

I : \ s \ : - : ; 3
(5‘7) ¢\l,k) - aik¢(l,k+'l/+b 0}((,L 1,1{}+Oik¢(l,k ’[)+dik¢(l+1,k)+s(1,l€/

ik’

Im einzelnen wird also fiir Punkte Pi K im Moderator, fiir die die Gleichung
?

(3.4) gilt

1
h h
4Io<§”

.+..

(5.8) a5y = Py T 04 % Y

flir Punkte Pj K die Mittelpunkte eines Stabquerschnitts sindj
" ,
9) a. =Db.,. =oc¢.. =d, = l‘,%
ik ik ik ik 4 o ’

mit/%O aus den Gleichungen (2.22)a Ist SchlieBlich Pj K ein Punkt im

. Lk

lModerator und zum Beispiel der Punkt Pi K Mittelpunkt eines Stabquexr~
, ko

schnitts, dann wird gemdB Gleichung (3.24)

(5.10) a.. =




e o . . ik . . v s .
mit do aus (5.2§)n Der Quellterm S( , ) faBt jeweils alle iibrigen Gliedexr
. . C ik
der eben genannten Littelwertgleichungen zusammen. Die in S( k) ent=-

naltenen FluBwerte werden der j-ten Naherung bzw., soweil sie schon be-
rechnet sind, der (j+1)-ten Néherung des suBeren Iterationszyklus ent-

nomineile

. o i,k) . . .
Sehreibt man aun die Flullwerte ¢< k) in der Form eines Vektors mit den

Komponenten ¢p’ p o= 1ysessM, cann 1aufen die Gleichungen (5.7) auch

fl
&~
=
RN
_1‘_.
(67!
-
te:
i
e
-
°
.
o
-
==
.

(5.11) ¢,

Die Matrix qu wird also durch die Koeffizienten aik”"’dik bestimmt.
Das beschleunigte Liebmannsche tiberrelaxationsverfahren flir eine Folge
von Vektoren ¢gt>, § = 0,1..., die gegen eine Losung der Gleichung (5.11)

konvergieren, wird jetzt definiert durch
b M 1
(5012> ¢§)t+1> - OC( 5

q=p+1

#V) L 3

R g
a qe Boo7 Flasp) + (1ma) 7y

pa

wenn man beachtet, dal R}p = 0 igt flUr p = lye++,M. Den Parameter o kann

man noch geeignet wihlen. Flr den Fall einer symmetrischen liatrix R

. . . . ! : ; b . 5

gibt esg ein «, das eine optimale Konvergenz der Folge ¢( ) ergibt, und
D

welches gich bestimmt aus der Gleichung

(5.13) @ =
T+{1-A
wenn A = h1 der grofte bigenwert der Matrix qu igt. Wdhlt man a = 1,

so erh&lt man das gewdhnliche, unbeschleunigte, Liebmannsche Uber-

relaxationsverfahren,

In jedem Schritt des &uBeren Tterationszyklus ist damit ein innerer
Tterationszyklus definiert, der die ndherungswelise Losung der inhomogenen

Gleichungen ermdglicht.

Da die Berechnung des griften Bigenwerts A1 der Matrix im allgemeinen
schwierig ist, haben wir uns in den Beispielen mit einer Abschidtzung

dieser (OrdBen begniigt, und zwar mit der maximalen Zeilensumme der

- 20 -
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\ Matrix an. Sei A also erkldrt durch
ler
(5.14) & = Max (&g, + by + oy
isk - *
Wit dieser Wahl von A ergibt sich ein a, welches grdBer ist als das
optimale «, so daB die Konvergenz der Relaxationen ¢<t> dadurch verschlech-
tert wird. Um dem entgegenzuwirken, wurden stets die beiden ersten Wihe-
rungen /(1> g<2> unbeschleunigt, d.h. mit o = 1 berechnet und erst die
folgenden ¢()) ¢(4>,... mit der aus (5.14) folgenden 2egchleunigungskon-
stanten «. In allen Lél‘hl slen wurden stets meun Ndherungen berechnet. Als
Ausgangsniherung ¢( / im (j+1)-ten Schritt des duBeren Itera tionszyklus
wurde die letzte Ndherung ¢<)> des vorhergehenden j-ten Schritts des
suBeren Iterationszyklus gewdhlt, also ¢€?> = ¢<9>‘ 7u Beginn der Rechnung,

o r ’J
. . . y 0
im ersten Schritt des duberen Zyklus, war 4< ) = 0,

1)
In den angegebenen Beispielen isgt der Reaktorquerschnitt so beschaffen,
daB man auf CGrund der vorhandenen Symmetrien den FluB nur in einem Viertel

des Querschnitts zu berechnen braucht. In diesem Pall gibt es Gitterlinen,

= - -
auf denen die Randbedlngung%§%4: 0 besteht. Liegen zum Beispiel die Punkte
Pi X mit einem festen ko auf einer Symmetriegeraden, dann gilt
?
o

H (i,k ~1) (1,k_+1)

= ¢

~

lian vergroBert also die Anzahl der Punkte, in diesem Beispiel um die

_ . . . SAd.k) L . .
Spalte Pi . Wachdem man die Flubwerte %< k) in der Naherung (t+1)

k +1
7o

berechnet hat an allen Punkten, an denen die Glelchungen (5.12) gelten,

A\~
- (i,ko+1) “(t+1)
bestimmt man anschlielend 2¢ 4 durch die Gleichungen

(i,k +1) =(t+1) ¢ (isk_~1) ~(t+1)
O i - !f 91 O
b

% =

(5.15)

R

_ o A o : : L t
finen guten Linblick in das Konvergenzverhalt@n der N&dherungen ¢(_)

1en vermitteln Lei der Durchfilhrung der numerischen Rechnungen die CroBen

fir ¢+ = 0,14, wenn 2 denjenigen Index bezeichnet, fiir den das Maximum

- 30 =




angenommen wirde

& 6, Beispiele

Tn diesem Paragraphen sollen diejenigen Daten angegeben werden, mit denen
die folgenden Beispiele berechnet wurden. Die Resultate der Rechnungen
sind zum groBeren Teil im Anhang aufgefiihrt. Und zwar sind im Anhang 1
fir einige Reaktoren gemittelte Wirkungsquerschnitte zusammengestellt,
wie sie sich mit den Methoden des §’4 ergeben. Im Anhang 2 befindet sich
eine Anzahl von Kurven, die FluBverlidufe in Reaktoren illustrieven. In
allen Beispielen wurden sechs bis sieben Eigenwertndherungen des guBeren
Iterationszyklus berechnet, womit die relative Genauigkeit des berechneten
Bigenwertes besser als 1 » 10m4 wird. Um die Genauilgkeit der Approximation
durch die angendherten kittelwertgleichungen zu testen, wurden zwel
Reaktoren, FR o/1 und FR 0/6 mit zwei verschiedenen Maschenweiten h be-
rechnet. s ergibt sich, daB bei einer Verfeinerung des Gitters, die

etwa zur doppelten Anzahl von Gitterpunkten filhrt, der Eigenwert sich

in beiden Beispielen um etwa 5%0 édndert.

Bs wurden zwei Typen von Reaktoren berechnet, bezeichnet durch F bzw,
FR o, deren laterialzusammensetzung durch die folgenden GroBen definiert

ists

D2Oz D1+ = 1,12 cm, D2+ = 0,8 cm,
. o, - -1 , - -1
z1+ = §,3%3%3% « 10 5 cm L2+ = 8,0 * 10 > cm
( »{1‘ ) s
Urans D, = 1,0024 cu, D, = 0,716 cm,
£, =0, L, = 0,36014 on” ',
by = 0,189 cm",l
. £ 9 : 9
und
DZO: D1+ = 1,12 cm, D2+ = 0,83% cnm,
5. =1,01818 * 107° om” 5 6,73646 + 1077 om”
1+ ’ em o, = 06,7364 10 ~ em

- 3] -



en

(FRro)
Uran: D, = 1,0024 cm, D, = 0,716 cm |
L, =0 5. = 0,314 om”
T - ’ e ’ %
§ -
L. = 0,189 cm .

Fir einen Abschaltstab vom Radius 3%,15 cm haben wir die Extrapolationsge
P

léngen

angenommen .

Der Radius der Brennelementquerschnitte ist in allen Fiallen a = 1,6 cm.
Die Schnittweite h wurde stets so gew#dhlt, daB der kilirzeste Abstand a
zwischen gwei Brennelementen ein ganzes Vielfaches von h i1st, 4 = 4 h
oder d = 6 h, so daB Stabpositionen stets auf Gitterlinien liegen.

Mit Hilfe der Wirkungsquerschnitte und der Werte filir a und h

lagsen sich
I rad -~

£ ﬁg
n* Ynr¥n

sowie die durch Gleichungen (5.13) und (5.14) erklirte Beschleunigungs~-

die Koeffizienten der Mittelwertgleiohumgen;ﬁnyx“n Eg und

konstante « berechnen. Zum Beispiel erhdlt man flir ¢ mit den Wirkungs-

querschnitten (F) und fiir a = 1,6 cm, h = 4,2 cn

oL 1,66704 ,

t

li

a(g) 1,94258 .

|
Der GrundriB | fiir die Reaktoren Fo, F'1 ist gegeben durch

T xfﬁi% ) fyfé:%-, H=7%d=50,4 cn,

oo jxiﬁzg-y gyfﬁwg s H= 13 d = 218,4 cm.
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Brennelemente befinden gich in diesen Reaktoren an den Positionen mit

§j~ Koordinaten (Xj, yk), wenn x., ¥y gegeben sind durch

a

I, ° b e

x., = 1 + 4 , Iy = k = d, i,k = 0, +

und mit a4 = 16,8 cm. Fir die genannten Reaktoren gilt im einzelnen, wenn

\% die j-te Bigenwerindherung bezeichnet:

1) Fo. a = 1,6 cm, h = 4,2 cm, d = 16,8 cm, 9 Brennelemente.

GrundriB in Abb. 1a), Flubverlauf in Abb. 2, Abb. 3,

N . )  eene
91 = 8,43867 , ‘4 = 8,57947 ,
V, = 8,38251 , Vg = 8,57898
¢5 = 8,38076 , 06 = 8,37885 .
2) F1. a = 1,6 cm, h = 4,2 cum, d = 16,8 cm. Grundrif wie fiir den

Reaktor Fo, aber ohne das zentrale Brennelement an der Stelle
g

¥ =y = 0, algo mit 8 Brennelementen. FluBverlauf in Abb. 4,

V. = 11,74880 .

3) ¥5. & = 1,6 cm, h = 4,2 cm, d = 16,8 cm, 169 Brennelemente.

Crundrif in Abb. 1b), Flubverlauf in Abb. 6 und Abb. T,

v, = 2,31843 , Y, = 2,16570 ,
% ‘42 = 2,18165 , v% = 2,165%2 ,
d5 = 2,16818 , g = 2,16528 .

4) 6. a = 1,6 ecm, h = 4,2 cm, d = 16,8 cm. Grundrif wie fiir den
Reaktor F5, aber ohne das zentrale Brennelement an der Stelle
x =y =0, also mit 168 Brennelementen. FluBverteilung in

Abb. 8, Abb. 9,




...53.,

v, = 2,33053, vg = 2,17082 ,
d2 = 2,18441, JB = 2,170%1 ,
Vs = 2517359, v, = 2,17022 .

PR
Die Reasktoren FRo sind unterkritische Anordnungen. Der GrundriB * ist
hier in allen F#dllen definiert durch

<,

T
} H X2 + yzﬁ% R, R =70 cm .

Pogitionen von Brennelementen haben in diesen Reaktoren FRo die

Koordinaten X Yy mit

. 1
Xi = (1 + EQd »

-
fiir alle i,k = 0, + 1,+0., fir die der Punkt (xi, yk) in | liegt. Da sich

der kreisformige Quersohnittdfwin dem quadratischen Punktnetz nur ange-
nshert durch einen Polygonzug durch Gitterpunkte beschreiben 148t,

werden wir in jedem Beispiel einen effektiven Radius Reff angeben, dexr
so bestimmt ist, daB man mit [ - Riff
gonzug erhdlt. An Stelle des Eigenwertes ¥ wurde in den folgenden Bel-~

den Flidcheninhalt unter dem Poly-

spielen die GrﬁBe??x Vo %im-eingefﬁhrt. Ist dementsprechend’bj die
v D /
j-te Bigenwertndherung, so wird im einzelnen:

5) FRo/1. a = 1,6 cm, h = 4,2 cm, d = 16,8 cm, Reopp = 10,05 cm,
52 Brennelemente. GrundrifB in Abb. 1c¢), FluBverlauf in

Abb. 10, Abb. 11, Abb. 12 und Abb. 13,

M, = 1,46574 Wy = 1538716,
Y, = 1539918 , Yo o= 1,38754
My = 1538970 , Ne = 138715 .

6) FrRo/2. a = 1,6 cmy, h=2,8cm, d=16,8cm, R_ep = 70,116 cm,

ef
52 Brennelemente,

'37 = 1,38159 .

,‘.54..




7) FRo/3»

8) FRo/4.

9) FRo/5.

m54...

a = 1,6 cmn, h = 4,2 cm, d = 16,8 cm, Ropp =.70,05 cm,
48 Brennelemente. Grundrif wie flir den Reaktor FRo/1, aber
ohne die 4 zentralen Brennelemente mit den Koordinaten

d

(Xi’ yk) = (1_2, i.E?- Plubverlauf in abb. 14, Abb. 15,

Abb. 16 und Abb. 17,

’%6 = 1,48489 .

a = 1,6 cm, h = 4,2 cm, a4 = 16,8 cm, = 70,05 cm,

Rops
A4 Brennelemente. GrundriB wie fiir den Reaktor FRO/?, aber
ohne die acht randnichsten gtabe mit den Koordinaten

<Xi9yk):(ﬁ;%d ~\-d)und\x,y) (“*”_"d?::‘g‘d)

}76 = 1,39000 .

a = 1,6 cm, h = 4,2 cu, da = 16,8 cm, Ropp = 70,05 cn,
52 Brennelemente. Grundrill wie fiir den Reaktor FRo/1, aber
mit einem Abschaltstab an der Stelle x =y = 0. FluBverlauf

in Abb. 18, Abb. 19, Abb. 20, Abb. 21,

};{7 = 1,51979 , /)?4 = 1,50131 ,
N, = 1,51843 , -”%75 = 1,50415
fné = 1,49850 , fU6 = 1,50467 .

Nimmt man an, daB der f-Faktor fiir diesen Reaktor gleich dem
f-Faktor fiir den Reaktor FRo/1 ist, dann konnen wir die Ab~-
gchaltwirkungé%g des Abschaltstabes berechnen, mit k = 4?f\
Mit Hilfe der gemittelten Wirkungsquerschnitte aus Anhang 1

fiir den Reaktor FRo/1 1d8t sich die Abschaltstabwirkung auch

nach der homogenen 7wei-Gruppen-Theorie berechnen. Man erh&lt

die beiden Werte

Ik
(

AV B o Ak
k_>het - 8745%‘ 3 (

>hom = 9,18% -

._55...



10) FRo/6.

11) FRo/7.

12) FRo/8.

13) FRo/9.

...55..4

a =1,6 cmy; h=4,5¢cn, d= 18,0 cn, Rgpe = 70,36 cm,
44 Brennelemente. GrundriB in Abb. 1d), FluBverlauf in
Abb. 22, Abb. 23, Abb. 24, Abb. 25,

1 - 5o
F}6 1,42695

a = 1,6 cnm, h = 3,6 cm, d = 18,0 cm, R 69,91 cm,

it

eff
44 Brennelemente,

W, = 1,42592 .

E

a = 1,6 cm, h = 3,6 cm, d = 21,6 cm, Ropp = 69,71 cm,
32 Brennelemente. GrundriB in Abb. 1e), FluBverlauf in

Abb. 26, Abb. 27, Abb. 28, Abb. 29,

?27 = 1,57162 .

a = 1,6 cm, h = 4,0 cn, d = 24,0 cm, = 69,70 cm,

Rors
24 Brennelemente. GrundriB in Abb. 1f), FluBverlauf in

Abb. 30, Abb. 31, Abb. 32, Abb. 33,

= 1,68840 .

-1

7
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Anhang T

FRo/1:

Gemittelte Wirkungsquerschnitte

geo

2eo0

geo

-~

"

8,8152%

1,11610

8,84217

126,224

4,39718

2,03428

1,11635

8,95203

124,703

1,1363%2

3,45301

1,11652

9574836

’1149534

1,38775

m57._,

' 10—5 em

cm”

und f~Faktoren

0,79807

5,22758

152,665

0,98492

0,79800

5,15691

154,744

0,98471

0,82738

4,74286

174,446

0,98601

cm
° 10"3 cm

cm
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y FRo /2 Bgo = 3142978 ° 1072 o™,

D, = 1,11655 cn D, = 0,82734 om ,
Y, o= 9,75454 1072 on™" R L, = 4,84317 ° 1077 om™ R
T = 114,465 om® 1?2 = 170,827 cm® ,
Moo= 1,38158 £ = 0,98630 .

FRo /6 : Bgo = 3141789 ° 107 on” 1,
D1 = 1,11700 cm , D2 = 0,82785 cm ,
L, = 9,77387 1070 o™, 5, = 4,05912 1072 on™ !,
¥ = 114,284 on® , 12 = 203,948 om® ,
Moo= 1,42694 £ o= 0,98362 .

FRo /7 Bgo = 3143989 ° 107° on” !,
D, =1,11699 cm , D, = 0,82780 cm ,
5, = 9,77970 - 1072 om™! I, = 4,15008 1070 on™?
T - 114,215 om® 1 = 199,465 om”
Mo - 1,42591’, f = 0,98%98 .

..59.5.




FRo/9s

Bg@o

<y

Y

geo

it

1t

3,44976

1,11759

9,82655

113,732

1,57161

5,45025

1,11803

._59,..

¢ 10 cm

cm
. 10“3 cm

2
cm

0,82837

2,80611

295,202

0,97620

0,82882

2,22880

371,865

0,96998

2
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