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1. Einleitung

Untersuchungen der Winkelverteilung von Kernstrahlen, die in Kaskade

emittiert werden, sind in den letzten Jahrenh zu einem der wichtigsten Hilfs-
mittel der experimentellen Kernphysik geworden. Der Stand der MeBtechnik
ermsgiicht heute sehr hohe MeBgenauigkeiten, so daf3 der Verarbeitung der ex-
perimentellen Daten wachsende Bedeutung zukommt. Die Probleme, die dabei
entstehen, umfassen neben einer simnvollen Anwendung der Methode der kleinsten
Quadrate die Durchfilhrung von Korrekturen flir die endliche Ausdehnung der
Quelle und der Detektoren sowie die Berilicksichtigung von Wechselwirkungspro-
zessen in der Quelle. Zwar sind fir einige der genannten Korrekturen experi-
mentelle Methoden bekannt, doch ist ihre Durchfilhrung im allgemeinen sehr
milhsam und zeitraubend. Den kernphysikalischen Laboratorien stehen in wachsen-
dem MaBe elektronische Rechenanlagen fiir die Datenverarbeitung zur Verfiigung.
Man wird daher, auch wenn umfangreichere Rechnungen erforderlich sind, einer
numerischen Methode den Vorzug geben. Eine genaue Kenntnis der Korrekturmog-
lichkeiten gestattet die Verwendung groBerer Raumwinkel fiir die Detektoren und
elne freiere Wahl in den Dimensionen der Quelle. Dies bietet den Vorteil einer
kiirzeren MeBzeit, ohne daB die Genauigkeit leidet,und ist daher von besonderer
Bedeutung fir Experimente mit schwachen Aktivitdten und kurzlebigen Proben
sowie flir Xorrelationsmessungen an prompter Gammastrahlung, die beim Neutronen-
einfang auftritt. In den folgenden Abschnitten werden ausfiihrlich die Grundlagen
fir ein numerisches Verfahren diskutiert, dessen Anwendung sich flir den spezi-
ellen Fall von y-y-Kaskaden bei einer gridfleren Anzahl von Winkelverteilungs-

experimenten gut bewdhrt hat.

2. Ermittlung der experimentellen Winkelverteilung

Vor jeder Messung werden der Untergrund No(1), No(2) und Noc sowie die zufdlligen
Koinzidenzen Néc ermittelt. Die Indices (1), (2) und ¢ kennzeichnen die Einzel-
zdhlraten der Detektoren bzw. die Ausgangszdhlrate der Koinzidenzstufe}. Die
Quelle wird auf etwa 1% zentriert, d.h. die Zzhlrate des bewegten Detektors

als Funktion des Winkels & sollte auf etwa 1% konstant sein.

Wéhrend der Messung wird der EinfluB von Instabilitdten der Apparatur auf das
MeBergebnis durch hdufiges Wechseln der Winkelpositionen klein gehalten. Aus
den gemessenen Daten erhilt man die wahren Werte durch Subtraktion von Unter-

grund und zufdlligen Koinzidenzen. Fir jede Einzelmessung wird der Ausdruck

+)
Bel Anwendung des fast-slow-Koinzidenzprinzips Ausgangszidhlrate der langsamen
(Tripel-) Koinzidenzstufe



(1) (1) (2) (2)
N - N N - 17
n, = n,(0;) = (Ngj -8 - ) ( 2}) °(1)) ( }%) °(2)) (1)
Ny 37 = N 0) (7= N0)

gebildet, wobei das Zahlenpaar ij die j-te Messung in der Winkelposition ei
bezeichnet. Die Korrektur mit den Einzelzihlraten in Gl. (1) eliminiert gleich-
zeitig 1n erster Néherung Instabilitidten der Apparatur und kleine Fehler in
der Zentrierung der Quelle. Hat die MeBprobe eine wahrnehmbare Halbwertszeit,
so 148t sich die Abnahme der Quellstdrke in Gl. (1) durch einen Zeitfaktor

exp Zfl (v —-%) T$7§ 1n 2;7 beriicksichtigen, wenn v die laufende MNummer der
Messung und T die Summe von MeB- und Pausenzeit bedeutet. Dabei sollte T T1/2
sein. PFerner ist zu beachten, daB die Zahl der zufdlligen Koinzidenzen mit

—~ 1 T
exp / -2 (v - 5) 73 in 2;7 abnimmt.

Die korrigierten Zzhlraten nij gehorchen dem Poissonschen Gesetz, d.h. es gilt

n,,
Eij H ;Hij
Wilngg) = =—— e (2)
1J
und
®n,.) = (n,,-A )2 =1 (3)
SRR SR R 5 O &

Dabei erfolgt die Mittelung iiber den Index j. Fir jede Winkelstellung Qi 148t

sich nun aus den nij nach der Methode der kleinsten Quadrate ein ni derart

bestimmen, daf3

Ky Ky
X _?__1____ (n.__n.)2 =X _l_ (n L-n, 2 = Min (4)
i 6%, ) w5, MO

i id

ki gib* die Zahl der Messungen in der Winkelposition €, an. Aus Gl. (4) folgt

K i

n, = g—_E—__— (5)

Wegen (2) und (3) gilt

2
G (§ nij) = (§ nij -Tn,,
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n

2 1 oy
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i k? 3 ij i ki
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Den n, aus Gl. (5) kann man daher die Gewichtsfaktoren

2
1 i Ky (6)
gy = &(ny) = i = 2 = g
! : Gg(ni) ni gi n, .
j

zuordnen.
Die MeBergebnisse n, werden nun nach der Methode der kleinsten Quadrate durch
eine Funktion der Form+) z any PEV (cos @) approximiert1). Sei m die Zahl der

V=0
Winkelstellungen und 1 die Zahl der Koeffizienten a, in

T ay, Py, (cos 91) = T a*-PiA
V=0 }\=1

mit

P (cos ci)

ix = Tap-1)

und
a)\ = ae()\‘_1)

Dann folgt nach der Methode der kleinsten Quadrate aus der Bedingung

2
? gi(ni - % aAPiA) = Min
1 /

das Gleichungssystem

m m 1
£ P, gn, -3 £ gP.P_af=0 (y= 1...1)
1oq 1Y LG g a0 TAA Ly

oder kiirzer in Matrizenschreibweise
7 e I -
Ry fL = Ry (7)

+)Eine Verallgemeinerung des hier beschriebenen Verfahrens auf beliebige
Indices bereltet keinerlei Schwierigkelten.



Dabei ist ’}'Q, die Matrix

\
P, Po(cos @1).... (cos 91)

Par1-1)

------------

ferner /:& ’ die transponierte Matrix von p, ? die diagonale Matrix mit den
Elementen gi,/w der Spaltamktor mit den Komponenten ni- und—& der Spaltenvektor
mit den Koeffizienten oy = Bo(3-1)" Die Matrix / = {ﬁ2%zf?) ist quadratisch.
Man kann daher Gl.(7) umschreiben in

L (P p) ©)

(’];)71? /Q’} "7 ist die inverse Matrix von (/\) ’7 [17) . G1. (B) liefert die Ko-
effizienten der experimentellen Winkelverteilungsfunktion fiir Detektoren und
Quelle von endlicher Ausdehnung.

Aus (8) folgt fiir die mittleren Schwankungsquadrate der Koeffizienten a )
unter Beriicksichtigung von Gl. (6)

<7T

;-

7 /J v /,} o k (9)

4

- ,
/ -

Gj(&4}= (af

-7 T -
IL/ ﬂf /]'_f
—

Dabei ist Ug(a) der Spaltenvektor mit den Schwankungsquadraten der 1 Koeffi-
zienten o A als Komponenten. Der Vektor Ezk mit 1 Komponenten 4 1k ist so
definiert, daB er bei Multiplikation mit einer quadratischen Matrix diese

in einen aus den Diagonalelementen aufgebauten Spaltenvektor iiberfiihrt. Gl. (9)

138t sich, da J/A'symmetr'isch ist, wie folgt umformen:

- f ——

- T e g ;’ -/‘v
Fecoy o () LT

Ik
Somit gilt
g (W) (10)
()G, =0

Die mittleren quadratischen Fehler der Koeffizienten a A werden also gegeben
i NN
durch die Diagonalelemente der Matrix ( v’ (/ 4 ) .



(10) beinhaltet nur statistische Schwankungen. Einen Hinweis auf sonstige
Fehlerquellen erh#lt man durch Vergleich des Ergebnisses (10) mit dem mittleren
1
quadratischen Fehler, der sich aus einer anderen von Rose ) angegebenen Defini-

tion ableitet. Zu seiner Berechnung+)werden zundchst die Differenzen
S - wh(pl -
n ‘/j (pl(‘;"ﬂi (11)

- % (12)
A = g ‘ (/q/oz /:/z)

gebildet. a beschreibt die zu dem MeBergebnls o gehorige (unbekannte) wahre
Verteilung. D1e Vektoren (;Ax -2 ) und (fuz”du) stellén d1e Differenzen
zwischen der wahren bzw. der experimentell ermittelten Winkelkorrelation und

w172

den MeBpunkten ni dar, ist die Diagonalmatrix mit den positiven Wurzeln

der Gewichtsfaktoren g, Aus (7) und (12) folgt direkt die Beziehung

Ryt P07 o =

Mit (13) erhdlt man aus (11) und (12)

—

‘*xf“—/}”// (Q m/x/= o, "X)ﬁ/; < - (14)
und hiermit

srw Trr 3 R L N a7
(\S-,n}“".{} ey (\,‘"’,LT) = nJ /\7/ 7 ), T (15)

Ferner gilt wegen (11), (12) und (13)

T L2 L R e ()

- \/‘4/-," /A ol
LR A (16)

Aus Gl. (16) 1#Bt sich nun folgende Definition des mittleren quadratischen
Fehlers fiir die Koeffizienten a) herleiten: Wiirden mehrere Experimente zur
Bestimmung der a ) durchgefithrt, so ergibt Gl. (16) durch Quadrieren

+)Rose benutzt zur Herleitung der Gl. (20) die Komponentenschreibweise. Der
Beweis wird aus zwei Griinden wiederholt. Einmal ist er wesentlich flir das Ver-

stdndnis der Gl. (20). Zum anderen erfolgt die Herleitung hier mit Hilfe der
Matrizenrechnung, die elne Ubersichtlichere Darstellung ermdglicht.
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und Mittelung iiber diese Messungen
" 7; ..7 p
Feey -2 (L TRy Ry /é/f /O

Dabeil ist ~J d1e quadratische Matrix mit m Spaltenvektoren.if { 1,...,E&S.

Wegen

DD = Decgik (17)
gilt
Sl n P
und somit .
"(x) ok (x /,/ ,7/,20( *1)5 ¢ L ‘”‘fu( (18)

D% 188t sich mit Hilfe von (15) und (16) berechnen:

—_—
- —_—
g G

S G T T % )8
SE I w2 TS gty )

Auf Grund von (17) liefern nur die Diagonalelemente der Matrix ( /2 .[. /0;1/2

einen Beitrag, also

we D2 B D° E [y AWy ’/ 2
: r % %
cE(LTR ~ /J)V/
/
-1 L - - 7 '!/
02 (< f/w ¢, €2

Vo
7

:

Da nur eine Bestimmung der a, erfolgt, wird als Naherung A>
.t g
S, so daB mit (12) und (13)

— pzi

DY . — Ty 7
So. DS ) 3 A { Fx —-2:),;%‘5,¢f

e -+ F e £ 1y - £

el gyl //q// (19)
Aus (18) und (19) erh#lt men

(20)

—a

Pt o [y (w2




Das Ergebnis (20) umfaBt nach seiner Herleitung statistische wie nichtstatistische
Fehlerquellen. Ein Vergleich mit Gl. (10) zeigt, daB bei einem Experiment der

1 T e
Faktor — [’y/’,w /Uo(/_7 nicht merklich von 1 abweichen sollte.

Nach Berechnung der Koeffizienten o) mit Hilfe von Gl. (8) kann die Funktion

I oyP,= & as, Poy (cos @)

A =1 \):O
durch Division mit a1 = a0 auf die Form
w'e) = ¢ Agv Py, (cos ©) (21)
V=0
mit
gv oy
2v T a
o)

gebracht werden.

Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, daB es nicht korrekt ist, die zu
ermittelnde Funktion, wie es hiufig geschieht, durch den MeBpunkt bei 900 zZu
legen. Ein solches Vorgehen verleiht der Messung bei 90O ein unendlich hohes

Gewicht.

3. Geometrische Korrekturen

Gl. (21) gibt die experimentelle Winkelverteilungsfunktion fir Detektoren und
Quelle von endlicher Ausdehnung wieder. Zur Bestimmung der wahren Winkelkorre-
lation

r k]
W (e) = L Ay, Py, (cos @) (22)

sind daher noch geometrische Korrekturen erforderlich. Die Abweichungen der
11}

Agv von den wahren Koeffizienten Aév kdnnen recht erheblich sein, so daBl eine

sorgfiltige Untersuchung der geometrischen Einfliisse durchzufiihren ist.

Betrachtet werden zwel beliebige Detektoren 1 und 2, von denen der erste zum
Nachwels der Strahlung 1, der zweite zum Nachweis der Strahlung 2 dient. Die
zugehOrigen Ansprechwahrscheinlichkeiten seien 511 und 522. Die Quelle werde

zundchst als punktformig angenommen und sei zugleich Ursprung des Koordinaten-
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system8. Gesucht ist der Zusammenhang zwischen den Koeffizienten Ai und A;.

Die Ansprechwahrscheinlichkelten 511 und &22 sind Funktionen der Koordinaten

ei undjpi und lassen sich nach Kugelfunktionen entwickeln:

soq 12

611(911]‘;1) = i,m’ ,jr l,m’ Yl)ml (91)7/1) (23)
1/2
21"+1 (2)
622(02’7é) =1§m" (—-ﬂﬁr) bl"m" Yl"m" (Qg:f;) (24)

Die experimentelle Winkelverteilung wird gegeben durch
n - £ ’
W' (e) ~”£ﬂ(e1,7’1) W) Epy(8, ) A4, 4%,

Hieraus folgt durch Anwendung des Additionsthecrems fir Kugelfunktionen und

2)

durch Rotation des Koordinatensystems um den Winkel 8 die Bezlehung

m+m’ +1+1’
"o (-1) s (1) (@) 11
Ay = (2 1+1)l§ , BT Afs byt bBiS . &S (25)
mm
£
Dabel bedeuten die g;m} numerische Koeffizienten, die mit den Darstellungs~
koeffizienten d;m,(e) der Rotationsgruppej"B) iber die Gleichung

+1
11’ 2 1+1 1
En® = 7 j; d s (O)Pl,(cos @)d(cos 0)

s

verkniipft sind. Die g;;, haben folgende Eigenschaften:

SUSEL S L T S
Som* = Bem’,-m Em’m = 5 =m’
11°
oo ~ 0 1’
< 2 2
1 11t " ,
g, = & = O fir (1417+m) ungerade ! (26)
11’ . s ’
g = O fiir 1’ >1, (m+m’) gerade
11 2 1+1 ’ s 2.9 ST ? Lo
\ B = i T (11°m 0111 Bn)(11°m’0|11°Im’) &),

¥
Tabelle I enthilt die Koeffizienten g;;, £ 0 fir 1,1’< 4 und gerade m,m’.

Gl. (25) zeigt, daB im allgemeinen Fall die wahren Koeffizienten A!, gemischt
werden und daB in der experimentell ermittelten Verteilung zusdtzliche Legendre-



Polynome, insbesondere auch hoherer Ordnung; auftreten kdnnen. Fiir den Spezial-

fall ¥-symmetrischer Detektoren gilt jedoch

(S. G1. (23) und G1. (24)) und somit wegen (26)

o) o e

Es treten keine Polynome anderer Ordnung als in der wahren Winkelverteilung auf.
Dieses Ergebnis rechtfertigt fiir eine Punktquelle nachtridglich den Ansatz

Ww'(e) = L as, Py, (cos @) in Abschnitt 2. Die zur Anwendung der Gl. (27) erfor-
derlichen Koeffizienten b§i) (1 = 1,2) kbnnen durch Spezialisierung der allge-

meinen Formel (31) gewonnen werden.

Bisher wurde ein punktformiges Préparat vorausgesetzt. Die Berechnung der
Korrekturen flir Quellen endlicher Ausdehnung bereitet erhebliche Schwierigkeiten.
Der einzige Fall, der mit ertrdglichem Aufwand behandelt werden kann, ist der
einer axialen ILinienquelle, die senkrecht zu der durch die beiden Detektoren
gebildeten Ebene orientiert ist. Man verwendet daher zweckmidBig zylindrische
Quellen mdglichst kleiner radialer Ausdehnung und beschriankt sich auf eine axiale

Korrektur.

Betrachtet werde eine Quelle der Linge LO mit konstanter Aktivitdtsdichte sowie
kreisformige Detektoren mit dem Radius Ro. Der Abstand Quelle-Detektor sel Ho
(Abb. 1). Die Koeffizienten b, in Gl. (23) und (24) stellen jetzt Funktionen
der Auslenkung I’ dar. Gl. (25) bleibt giiltig. Finzusetzen sind die Uber L’
integrierten Koeffizienten blm(L’). Flir eine symmetrische Anordnung des Prdparats

zur Rotationsebene der Detektoren erhdlt man mit (23) und (24)

+Lb/2 i
* , . i s 20

) )

(1) 47 1/2 "To/2

b (L) = ) 2 T (28)
J
-Lo/2

Einfihrung von Polarkocordinaten auf der Stirnfldche des Detektors ergibt mit

_ _ e -1 - L /2H. (Abb. 1
o =R M., v =f/M, , L =L/H,  udy =L/H, (A )



11’

(Nach Feingold und Frankel

«l10-

Tabelle I

B TUr 1= 4; m,m’ gerade

2))

, 11’ ! , 11’ . 11°
11mm s ‘ 1 1’mm B’ 1 YVmm 8o’
o007 1 3320 -3/10 Yy2ho =31 2/3
1100 1 3322 3/ Y242 o -9/10]7
2020 5/6 ¥o20 3/ Loky o 18/%5
2022 5/3 4022 9/t 4322  9/10
2200 1 4040  37/10 Y¥342 9147
2220 -1/i6 YA 42 9 7/10 4L 344  9/70
2222 1/6 LYouy 9/5 4400 1
3022 -7/6 4122  -3/5 yy20 o5
3120 7/\% 4142 37/10 Lho2 2/5
3122 7/15 L1 44 6/5 44 40 1/¥70
3222 14/15 4220 3/70 4y 42 /5T
330N 1 y 222 ¢ 4 4 5y 1/7To

Tabelle IT

Korrekturkoeffizienten Bﬁ flir 1,p<4

ul le ; pl le X ul le
e 1 A I ~13/2 33 -19
01 1 { 20 15/8 34 ~315/8
02 1 21 3 4o 315/128
03 1 l 22 45/8 4 5
04 1 j 23 21/2 4 2 1575/128
10 32 1 24 75/4 4 3 30
11 -2 g 30 ~35/16 | 4y 8925/128
12 31 31 4
13 92 32 ~35/4
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(i Yw 1/2 _1__

blmzai’yi) = (z57) 2
+y, a, 27 _ - ] )
li / Y (r-’L\))L ) C«..(I".,Q,L.)
! Im' 1 i’ 7iit i i

X “ 5> 575 dL,r.dr.d:2
/ f; (4r + Ly - 2r.L, sinw)
o i i i7i

-Yi o

Die Losung dieses Integrals fiir einen Detektor, dessen Ansprechvermdgen rich-
tungsabhingig ist und keine speziellen Symmetrieeigenschaften zeigt, stoBt auf
erhebliche Schwierigkeiten. Fiur einen richtungsunabhidngigen, ¥ -symmetrischen
Detektor 1Bt sich jedoch die Integration leicht durchfiihren. Unter vorliufiger

Vernachlissigung des Index i folgt mit

S=o(r)
und
1 1/2
v, (r,u,0) - =L &3,
»© (1)1t ¥ F
1
1 - -V
-1 (2v)! 2 2 . 2
x ¥ (=1) (V) o1t (1 +r + L - 2rL sinw)
(vgl. Abb. 1) fiir die Koeffizienten blo die Gleichung
1 1
1 -1) v 1 2u)!
b, (a,y) = == TL-T—- £, (1) (V) ===
1o Zy DT 21 gl Dvml)!
+ V% 2% B
T T S ] ) Y S
S A {%‘“j“v{}éf‘,‘éfz_z~-6f'l-,0m‘-3} E(r)dlrdrd w
} ),‘ ; ;7.., VL : A
oo /

;2 2
falls ]r + L - 2rL sin.<l<l, was in allen praktischen Fdllen gegeben ist.

Zweimalige Anwendung des binomischen Lehrsatzes und Integration iber L und

liefert
e 4 )é 6 v {‘
e )= L2 P o}t
/{:-C ‘(3(,3 ) T" '; —T;l S ! .‘4/ ‘/V/) ,45:__.,}“] '
“E gy (v-i 3!
- ['/Kfj /._,,. ?;."’"“jf’f -
'S L3 \:'A - ‘fr -5 v)l‘-‘Aﬂ } N .
ST e [ e
. o ' ;. L 5 . i 1 )" P
S A A A R O R S Er)

Mit den Abkiirzungen
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° al
J =2 / cii(r)ridri (29)
0
und
Oy
{ pem.
[ £34(r;)ryar
‘0
Ji,2m = (m+'1) o, (30)
e
i £, . (r,)r dr
j oiitd
°
folgt fir die Koeffizienten bii) die Darstellung
4, B R
T N R A - Y A S S Gy
mit
¢ 7 .
5 {(—’f} = - ya 2 Y ~p \
BY LSyt i) Lzl fes 2)
al Pl Eemn ‘ v/ - [ b .’J}
(‘{t/' N !f(f/ji/ ( "ﬁ“’“[}a{ : e
und
7 &
. S AN S epy S
7o o= b > 7
A (s T)f ¢ ae 24{4”} (5/)//( P 5,41-5‘;)} (33)
e ! -

Wegen der guten Konvergenz kann die Reihe in Gl. (31) nach wenigen Gliedern

abgebrochen werden. Die Tabellen II und III enthalten die Korrekturkoeffizienten

o 0 +)
B. und F. fir 1,0 £ &
nl nk H
Zur Berechnung der bgi) mit m # 0 ist in (28) einzusetzen (vgl. Abb. 1)
e - %
Vo (e e LU0 fecen (Ebml)t
¢ n L (Zf,‘)l/l 4;’,‘({#;“,[}3 J
F 0
XS () L) v
£ / i\} T T (’71"f +Z‘ ZT [P X Lu)
\,‘s}',‘;:_l;;i: ’ZV‘(€+¥\~”]
oL d
- fead o fwae!

X { Feoo w, - c ("/’)"‘;‘“-3[[‘~_ g L")j

+) Einige dieser Koeffizienten ohne allgemeine Darstellung finden sich bereits

bei Feingold und Frankela), Zum Vergleich sind die Bil mit (‘l+u)-1 und die

F° mit (1+u) zu multiplizieren.

pk
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Tabelle IIT

Korrekturkoeffizienten Fﬁk fir p <4
(o] (o] (o] (o}
u ok Fpk Bk Fuk v k Fuk pk Fp,k
00 1 2 1 2/3 32 1 4 2 12/5
10 1/3 22 1/3 >3 1/4 b3 4/3
11 1/2 30 /7 40 1/9 4 4 1/5
20 1/5 31 9/10 | 41 8/7
Tabelle IV
Korrekturkoeffizienten BJT fiir 1,0 & 4; m gerade
|
p lim éﬁ; g lim ﬁﬁa Ep lim B&?l
122 Yém 242 ~11T10/8 |3 4 4 “¥75/32
132 Y304 (244 \70/16 |4 22 ~105Y6/64
142 3fos|3202 35Y6/32 {4 32 -5030/2
222 -516/8|332 3130/2 |4 42 -189§10/16
232 -3\Zo/M 342 203Y10/32/ 4 4 4 63}70/128
Tabelle V
Korrekturkoeffizienten F:;l fiir p & 4; m gerade
Im| ymi , jmj imj
ki F k
poKimj uk g kiml F“k p kimj Fpk p kimi Fuk
102  -1/3 224 0 324 0 40 4 1/9
112 0 3002 “1/7 1334 0 h1d 6/7
202 -1/5 312 4/5 0 bo2 -1/9 424 1
212 </ 322 2/3 | 412 -15/14 | 4 3 4 0
222 0 332 0 422 -2 44y 0
204 1/5 304 1T 1 432 -5/6
214 0 314 12 kb2 o0
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Dies liefert y 4 ¢ - N ]4,’, ¢
o =7 -1}
6, Cer)- Gt (Bl s () Lzl
4 j'f‘ [ \ (tnf fw ?r-:l,...’,} / (,Qd (é}’mi)
Py R 2 VTR
( f/ { Q\T (_'--’! A W Vil
X ' g VAR & K 7’
) 1” ; - : H/7 TR onsa iy } + 7! (ery el )
A e \ -t LU i
e A -
- bt s W“M /Y
X{tamomi (-0 T (Lovoiew)| (O lordsd
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Die Integration ergibt 0 auBer fir n,q,!mi gerade. Also ist
blm(a,y) =0 fiir | m|{ ungerade (34)
Mit n gerade folgt
imi+ m
(-1) 2imt 13 (-1)" reell
und damit zundchst
L (35)
und
x
b, =b (36)



Mit

J +-%?- -n+g==X

und den Abkiirzungen (29) und (30) erhdlt man fiir |m| gerade

(i) > . &
2 S L e i b 7
T A L L N T Lh . (37)
- L L VAP
L 1_71:‘1 - ( s I 4 t/ - "_
mit <
¢ Ve
i 3 A ; , .
P ] ‘ f S0 4 - A\
‘m”““l {-'7} ‘! ({rtp.‘i/)! C / )\,(CI .’g/”kl)l , —"___;J‘V ) (38)
U [ I SR G Y S - R A 3
VARV L i a T T i i
. S L IR RCAR Y o ¢ A : ! Lol
/ (f ! ') SN S LK 4 Civ {’{’H ’,j.l- N ’“ :i*//
s -
und
F,rtw‘z L _---”:/M
4 4 ‘}'-’\ 41""’;’:(///4"1 ’4’1-}‘{ (39
el h; bt .
3 K, ] g ., '4-.(! -y RN T
- -0 o e g T
- R P Lo ! ,(/’1 i
wlop . N Z o A S A
s oy {M' l;; ","T,/) )‘).‘ _v:,_' n f

Auch die Reihe in Gl. (37) zeigt ein gutes Kunvergenzverhalten, so daB sie
nach wenigen Gliedern abgebrochen werden kann. Die Werte der Korrekturkoeffi-
mi mj +)

zienten BLl und F&k sind flir 1,u = 4 aus den Tabellen IV und V zu ersehen ‘.

Die Gln. (31) bis (33) und (37) bis (39) bilden zusammen mit Gl. (25) die
Korrektur fiir die endliche Ausdehnung sowohl der Detektoren wie der Quelle.

Die Losung gilt exakt fir 7 -symmetrisch:Detektoren mit richtungsunabhéngigem
Ansprechvermogen. Dliese Bedingung erfiillen im allgemeinen Szintillationskri-
stalle zum Nachweis geladener Teilchen. Vielfach ist dabei das Ansprechvermdgen
sogar konstant iiber der Stirnfliche des Detektors, so daB man in (31) und (37)
+) Einige dieser Koeffizienten ohne allgemeine Darstellung finden sich pereits
bei Feingold und FrankelQi. Fir b,, und b,, erhalten diese Autoren im y ~Term
Korrekturfaktoren, die von den hiég berechneten Werten abweichen. Da keine

allgemeine Ldsung angegeben wird, ist eine Aufklirung dieser Diskrepanz nicht
moglich.
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o 2
Ji = ai
und ok
J, = Q
i, 2k i

setzen kann.

Im Gegensatz zur Punktquelle treten jetzt auch Koeffizienten b§;) mit m # O auf.

E
Die Ai werden gemischt. Wegen der Eigenschaften der g;;, (26) folgt jedoch aus

(34), daB in der gemessenen Verteilung keine Polynome hdherer OQrdnung als in

der wahren Korrelation vorkommen, d.h. es ist stets (vgl. Gl. (25))

. (10)
Aus (35) und (36) zusammen mit Gl. (34) ergibt sich ferner
1=24 , falls 1’ =24 3 4, X ganz (41)

Gammadetektoren zeigen im allgemeinen ein richtungsabhidngiges  Absorptionsver-
mogen. Dies gllt speziell auch fir Szintillatoren. Wdhlt man Kristalle in
zylindrischer Form, so ldB8t sich im Falle einer gentrierten Punktquelle
,f-Symmetrie erzielen, die aber wegen der Randeffekte bei einer Auslenkung L’
der Probe aufgehoben wird. Folglich stellen die berechneten Korrekturen fiir
Gammadetektoren in Verbindung mit einer axialen Linienguelle Ndherungen dar.
Der Fehler ist dabei jedoch nur von 4. Ordnung in y. Die Ergebnisse (%4o0) und
(41) rechtfertigen nachtréglich auch fiir eine Linienguelle den Ansatz in
Abschnitt 2.

Es bleiben noch fiir Gammastrahlung die Integrale Ji und Ji’2m zu bestimmen.
Betrachtet werde der Spezialfall zylindrischer Szintillationskristalle, deren
Achse durch den Mittelpunkt der Quelle verlzuft (I’ = 0). Die geometrischen

Verhdltnisse ergeben sich aus Abb., 2. Ist HOi der Abstand von der Probe, Roi
der Laufweg der Gamma-

der Radius und Do die Dicke des Kristalls i, ferner x

i i
strahlung im Kristall und '?i der lineare Absorptionskoeffizient, so folgt
&3
) { "%
Ji = 2 } (1-e ) rdr (42)
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~A{2) = -G /Ns
-G /Ns (1 ) (1)
S Q) £ Ajd, " Py (cos 9)
“‘1>N§ _H(Q)Ng )
(-e " 1- ) (1), (2) i
5417 ) C iﬁ(@) DR Pl(cos Q);
oder
F(8)~ d’.l’1d:£’2§LZ Alcl(1)cl(2) P, (cos e)' (51)
mit (-)
. (1)~ ()= a)t
cl(l) - e_(__ 1 Ns * (1'8-\‘ NS) 3%37 (52)

Flir die Koeffizienten 4 (1) liefert (48)
7
(1) ey
1 .. 1 = R L IR o
d, =27 J k1 (&) Pl(cosm) sin >d- (53)

1

Die Klammer in Gl. (51) stellt wieder eine Winkelverteilung dar, und zwar
genau die Verteilung, die aus der wahren Korrelation & AlPl(cos ¢) durch
Streuprozesse in der Quelle entsteht. Sie ist mit den Koeffizienten (53)
gleich der gemessenen Verteilung, wenn in den Impulskan#len keine Diskrimi-
nierung durchgefiinrt wird und bel vorgegebenen Kristallabmessungen die Energie
der Prim&rguanten Yy und y2 hinreichend klein ist, so daB sich fiir die ge-
streuten Photonen das Absorptionsvermdgen der Detektoren nicht mehr merklich

dndert.

Die Integration in Gl. (53) ergibt mit (45) fir 1 = 0,2 und 4 die

Koeffizienten
. 2 N
wr
0 1 4 1 2 2 3
dO = o {("2' + P - P 1+2a ) + ( 1 - —a- - ?)ln(1+2a)j(
2
wr=
d2 ao 3 2(6(1;2a) + 1. a!2+5a2)

L « & (142¢)°
kA (54)

ﬁ___L_. __(1; _ 6(1+(13 (1+2(X) )ln(1+2a)j

|

1

5

]

(a

ﬁ } a2 a ;
| |
| !

!
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gewinnen. Dieser Weg ist Jedoch sehr milhsam. Im folgenden werden daher die
Moglichkeiten diskutiert, Wechselwirkungsprozesse in der Probe rechnerisch zu
beriicksichtigen. Exakte ISsungen diirften kaum durchfiihrbar sein. Man muB sich
deswegen mit Niherungen begniigen. Es soll hier nur der Spezialfall der Y-Y-
Kaskade behandelt werden. Die aufgezelgte Methode 1iB8t sich jedoch ohne erheb-

liche Schwierigkeiten verallgemeinern.

Zwel Effckte knnen die Winkelkorrelation verf#lschen:

1. Ein Teil der Gammaquanten wird in der Quelle inelastisch oder kohdrent
aus seiner urspriinglichen Richtung gestreut. Dies filhrt stets zu einer
Abschwdchung der Koeffizienten AJ.

2. Die in Kaskade emittierten Gammaquanten werden durch Streuung und Ab-
sorption unter 180° starker abgeschwdcht als unter 900. Daher treten bei
180o griBere Verluste in der Koinzidenzzdhlrate auf. Bei positiver Aniso-
tropie wird die Winkelvertellung abgeschwicht, bei negativer Anisotropie

wird sie verstarkt.

Beide Effekte hangen in ihrer GroSe sehr stark von den Gammaenergien und der

Ordnungszahl in der Quelle ab,

Es werde zundchst der erste Effekt der Streuung betrachtet. Den inelastischen
Anteil durch Compton-Effekt beschreibt die Klein-Nishina-FormelB). Der diffe-
rentielle Wirkungsguerschnitt fiir die Streuung unpolarisierter Strahlung in
Richtung " ist gegeben durch

-(,f
y 6 2 l(1consS)
b (55 Ty PIIALY 45)
“ { ) d ii’f*s’:(” Ce2 z ;Z ‘ /ﬂfx(,< i /ICP/J‘K
mit
hv
¢ = o)
mec .
o)
ro = klassischer Elektronenradius

= 2,818 - 10712 o

Gl. (45) setzt Streuung an v8llig frelen Elektronen voraus, d.h. der ilberiragun’
Impuls g muB wesentlich grdfBer als der urspriingliche Impuls des Flektrons bei
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seiner Bewegung im Atom oder Molekiill sein. Fir sehr kleine Gammaenergien ist

daher Gl. (45) mit der sog. inkohidrenten Streufunktion S(q,Z) zu multiplizieren.

Der kohdrente Anteil besteht aus Rayleigh-Streuung, die auf elastischer Wechsel-
wirkung mit stark gebundenen Elektronen beruht. Thomson-Streuung, d.h. elastische
Streuung an Atomkernen, liefertkeinen merklichen Beitrag. Der differentielle
Wirkunsquerschnitt filr Rayleigh-Streuung ergibt sich zu9)

2
r

coh( B = 52 (1+cosz~h) gF(q,Z)i2 cme/Atom (4€)

Dabei bezeichnet F(q,Z) den Atomformfaktor. Eine wesentliche Eigenschaft der
Rayleigh-Streuung liegt in ihrer stark ausgeprigten Vorwidrtsrichtung. Sie

braucht daher im allgemeinen nicht beriicksichtigt zu werden, solange
*

S (::‘sf"‘v i ::'
(¥)d ) Z X0 () a

coh inel.

ist. Eine wdssrige LOsung mit kleinem Tridgergehalt erfiillt diese Bedingung fiir

alle Gammaenergien oberhalb 20 keV.

Zur Berechnung der Streukorrektur muB vorausgesetzt werden, dafi der Quelldurch-
messer Klein gegen den Abstand Priparat-Detektor ist und daB Mehrfachstreuvngen

vernachlassigbar sind,

Es werde zunichst eine Kugelquelle angenommen. Der mittlere Weg s der Gamma-
quanten in der Probe ist dann bei gleichfdrmiger Verteilung der Aktivitdt unabhingig
von der Emissionsrichtung. Sei F(8) die Wahrscheinlichkeit, daf von der Quelle
unter dem Winkel @ in die Raumwinkelelemente d'?1 und d{'g miteinander korre-
lierte Photonen ausgesandt werden. Bei Vernachldssigung von S(q,Z) ergibt sich

dann in 1. Ndherung flir den Fall der Compton-Streuung

ﬁ‘“ )NE « E)NE

F(e) ~» d<‘1d . \w(e) e e
(1) (2) f (2) Tee .
N IERR s CANPEEESG SV o, i
A2 (1> s LN~
re” stw(@ ) - ) (1-e Ns)d'l;’@1

s (M) g Az L (2)an @) \
+;; ue) 5—:—(—1(-?——)- (1-e=" N8y 5—7%—1(1@ - Ns)d-'ﬁjo*‘dlgu,,f

i

)_
Dabei ist’ ( ) der totale inelastische Querschnitt, der aus dem differentielien

(1) _ (1) ne .
k = kinel.«u” (45)) durch Integration iiber d=. hervorgeht:
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~{i ‘ . -
:(Lm)el = { :E:rlu)al () sindd-fdF
o o

N ist die Zahl der Elektronen pro cm3 und W(e) = & AlPl(Cos 6) die ungestdrte
Verteilungsfunktion. Die Bedeutung der Winkel ergibt sich aus:. Abb. 3. Der

erste Term in Gl. (47) beriicksichtigt die direkte Strahlung in d£L1
Der zweite Term liefert die Wahrscheinlichkeit, daB das Photon ¥y direkt in

und d:;e.

di£1 ausgesandt wird, Y5 jedoch zunidchst im Winkel 92 zZu d531 emittiert und

dann um den Winkel e" in-dﬁé gestreut wird. Der umgekehrte Fall, ndmlich

direkte Emission von Yo in dnz

Term beschrieben. Der vierte Ausdruck beriicksichtigt schlieflilich die Streuung

n
und Streuung von 71'w1rd‘durch den dritten

beider Gammaquanten.

Die Funktion kinel(éq ist guadratisch integrierbar und eindeutig und 138t sich

daher nach Kugelfunktionen entwickeln:

k(9 = 2 = a P, (cos ) (48)

Das Additionstheorem fiir Legendre-Polynome liefert

P, (cos &") = P, (cos 92) P, (cos 8) + ...

P, (cos 0’) = P. (cos 91) P (cos 8) + .

P.(cos ) = P, (cos &%) P (cos 6"") + ... (49)
P. (cos ©’) = P, (cos €*) P, (cos e:) ...

P, (cos ©") = P, (cos &"®) P_ (cos 95”) + ..

P, (cos 8) = P, (cos G?) P (cos 05“) + ...

Dabel deuten die Punkte 7 -abhd@ngige Terme an, die keinen Beitrag liefern.
Es gilt ferner

’ f - N
By @R [ iy oDy 0

Mit (48), (49) und (50) folgt aus (47)

o)y A2)=
em v Ns g s AlPl(cos e)

F(8)~d%d- |
) (2) =

1972

L (17”0 r a.al®p L(cos )

+ e =6 14




29 -

(2)= . oy
A2NE (1-e (1)
+ e 6(1) ) Aldl Pl(cos Q)
_'(1) Yoo (;(2) -~
-0 " /Ns =" /Ng S
(1 ) (1-e ) (1), (2) f
+ <'r(1) o) LA 4y Pl(cos e)j‘
oder
F(é)«,d321d352' T Alcl(1)cl(2) Pl(oos G)J (51)
[
mit .
. (1)
e Wz e
Cl(1) - NS | (170 NS w}i (52)
v
Pir dle Koeffizienten dl(i) liefert (48)
» / 3
a, ) _ o 2 k) (5) P (cos) sinva (53)

Die Klammer in Gl. (51) stellt wieder eine Winkelverteilung dar, und zwar
genau die Verteilung, die aus der wahren Korrelation L AlPl(cos @) durch
Streuprozesse in der Quelle entsteht. Sie ist mit den Koeffizienten (53)
gleich der gemessenen Verteilung, wenn in den Impulskanilen keine Diskrimi-
nierung durchgefiihrt wird und bel vorgegebenen Kristallabmessungen die Energie
der Primdrquanten ¥y und Yo hinreichend klein ist, so daB sich flir die ge-
streuten Photonen das Absorptionsvermdgen der Detektoren nicht mehr merklich

gndert.

Die Integration in Gl. (53) ergibt mit (45) fir 1 = 0,2 und 4 die

Koeffizienten

_ 6(1+a) (1+2a)

1
ﬁ +< a2 - 'c'!' iy (54)
|
i
l

)in(1+2g) |
- !
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N

2 s
mr 2
_ ol (M420)"  (3~B9a) _ 64 T
4 =32 |56 o s TmtE
_20(9+19a) | 1,85 A(lore) , (ltha)(8ta)
3 2

5(1+2a)2 2a a o

2 }
105(1:2)(1+2a) )ln(1+2a)§

Sl
a

Werden die Impulse der Detektoren diskriminiert, so kOnnen nur Compton-
Prozesse mit Streuwinkeln - < éél)
beitragen. Die Gln.(53) und (54) verlieren dann ihre Gﬁltigkeit.’ﬁgl) 148t

sich aus der Energie aél) bestimmen, die der unteren Diskriminatorschwelle

zu einer Verfilschung der Winkelverteilung

entspricht. Da die Energie des Streuguants

s _ [+
T 1+a(1=-cos )

a

betrigt, erhdlt man

(1) 1 1 i
cos 7‘0 =1+T-T7 (55)
i a
o
Flr
(1) . &
% < 1+2ui

hat G1. (55) keinen Sinn. Die Diskriminierung ist dann ohne Einflu8 auf die
Gultigkeit der Gln. (53) und (54).

In den meisten Fdllen wird
K)o
ai(1 cos V77) « 1,

so daB man Gl. (45) in guter Ndherung durch

2
r

k, l({%) = 53 §(1+cose&?) ( 1-2a(1-cos§})j] (56)

-

-
- Y

ersetzen kann. Die Diskriminierung lid8t sich bei der Berechnung der

Koeffizienten d§l) beriicksichtigen, indem man schreibt
73

~

1) _ oy

1 fi(,\r )k(i) (5 )Pl(cos 45)sincd S

inel

[o FS—
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¢ . ofi)
{f,(n‘ﬁ‘) =1 flir -“»"‘=’3£
mit | * °
£ (S) =0 flr o)
1 [o]
oder ﬁg(i)

of
d§l) = 27 J k§igl(ér)Pl(cosﬁ})sinf}dif
o

Mit (56) und der Abkiirzung x, = cosfil) erhdlt man an Stelle von (54%) unter

i
Vernachlidssigung des Index i:

L2 i1 7 x> <21}
o =TT Z 3(4 - Sa)-x [(1-2a)(1+~3—)+ax(1+§—)}(

[oh]
{

d ="Tr'§ f1 (2+ %a) +32(- ‘_(1—&1)(1-%3(2 __3_X1+)

2 15 5

+ ax(1-x5-x") % (57)
4, = - [ ;2 x 3‘4(1-20:)(1—3)(2 ;x x4 ‘2 x6)
y = o ! B % 5

+ax(1—-g-x2 4—-g-x4 +-122§x )j{

Mit (52) und (57) liefert die Klammer in G1. (51) die experimentelle Winkel-
verteilung bel Verwendung ven Diskriminatoren, falls flir das Ansprechver-

mogen der Kristalle
(1), . ¢
£(ao Il - t(ai)
gesetzt werden kann. Diese Bedingung ist meist in guter Ndherung erfiillt.

Zur Ableitung der Gl. (51) wurde eine kugelftrmige Quelle vorausgesetzt.
Fiir den Grenzfall, daB die Streuwahrscheinlichkeit gleich 1 oder nahezu
gleich 1 ist, bleiben die obigen Ergebnisse fiir beliebige Quellformen
giltig. Im allgemeinen Fall (1~ e—igNS) # 1 ist Gl. (51) fir eine zylindrische
Probe anwendbar, wenn die Impulse der Detektoren diskriminiert werden,
Randeffekte von den Endflichen des Zylinders vernachlissigbar sind und die

Ungleichungen

o), B
o} << 2
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und
R .
. 7!
arc tg == & =
H 2
oi

erfillt sind. Fiir den mittleren Weg'g der Gammaquanten in der Quelle kann

man dann schreiben V—é—w—z?
+

+R /.§ -X_
E»"d# )( “_x+ \"Re-y2]dxdy = %R
-R 'z*"‘f’l.(

Dabei sind (x,y) kartesische Koordinaten in der Rotationsebene der Detektoren.
R ist der Radius der Quelle.

Mit dem Ergebnis (51) erhdlt Gl. (25) die Form+):

(_1)m+m’+l+l’

Al,b§j)b(2) (1),(2), 171 (58)

"o
A1 = (a41) = m'1’m* %1’ ©1° Spm?

Y’mm’  (21°41)

Eine Beriicksichtigung der inkohirenten Streufunktion S(q,Z) und Erweiterung
des Ansatzes (47) auf kohdrente Anteile (Gl. (46)) fithrt zu Integralen, die
numerisch berechnet werden miissen. Werte fiir S(q,Z) und fiir den Atomform-

8)

6
faktor F(q,Z) sind in den Arbeiten von Grodstein ) bzw. Nelms und Oppenheim

angegeben.

Der zu Beginn dieses Abschnitts erwdhnte zweite Effekt 188t sich beschreiben
durch die Schwidchungsfunktion

56) - o TSUn8ry) G5 R)
wenn?,'i den linearen Schwachungskoeffizienten fiir das Quant Yy bezeichnet.
Bei der Mittelung treten Integrale auf, die nicht geschlossen darstellbar
sind. Man entwickelt daher zundchst zweckmdBig die Exponentialfunktion in
Gl. (59) und integriert gliedweise fiir die Werte © = 90O und © = 180°.
Bedeuten wieder (x,y) kartesische Koordinaten in der Rotationsebene der
Detektoren, so erhdlt man flir den Fall einer zylindrischen Quelle mit dem

Radius R

+) Die Winkelverteilung W(s) = T A_P.(cos ©) kann stets wieder so normiert

lPl
werden, dafB Ao = 1 ist.
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3(x,y0) == - (ysin @ -Xcos @) + VRQ - (y cos € - x sin 9)2

und damit .
+R +?’R2 - % )
1 ; ¢ - v‘, ' VTR :
6(9°%) = —5 | U - ie(x+l B®) + TR 5 - )
YRS he 2 ! 2 g
~-R -:R - x
_‘_l_l' 2 1, 3 1 7 '\4
+2{‘ } ~% i +_2'H‘ 3 - + }dxdy
8 ,+~ .- 1 .2 2.2 (T NS~
=1-33,(L1+L2)R+2(L1+¢.2)R +(.S+T:) t, «.ER
LB (D D Bt (v e )R (60)
5 V1 2 By 1 e Ve 2
1 bbb 2 W o .2 204 5 2.2 b
tap (G + R s G b (N H TR 5ty R
sowie R
RO RSx2 o i 3
{ ST ) N !
6(180°) = =55 1 (- li (x s I'r2- y2) + t, (182 % - %))
% ; R |
'BRLURK
1 o2 1 . "3 1 ]_ 04 }
A P LI R L
LIRS B AR - i R jd"dy
8 . 1,2 o 202
= 1 --3—&,(.,1+’{:2)R+-2-(a,1+ 1»2+.2)R
_ 22 3 2. | n n2 I
1‘—5%(\.1+¢142+L1L2+22)R (61)
14 23 242 N B
- v i -
rap (B + e b+ P+ L GG+ R -
Aus (60) und (61) folgt
G(90°%) - G(180°) % 01 1 P-) -
= (g+5 -5 Ty R e(XR,LR) (62)
G(1807) !
Die Funktion
8 s 1 -2 -2yn2 1 R
- . - ) - BT - ..
’ N 1 3H131(L1+.2)R+2£32(t1+ 2)R +285112R +
g(t,R, T R) =
tE 1 -§-(r' +'C')R+-1-(12+L‘ 1 +'l2)R2-+
31 YA 2 2'1 1 2 2
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8w
S(F - 4T+ 8)

5 - 9h2 - 247+ 64
2 - 2
18(12 - 47+ 8)

..................

weicht nur unwesentlich von 1 ab und kann daher meist vernachléssigt werden.
Der Fehler, der dadurch in die Korrektur eingeht, betrdgt fiir ‘F1R,téR =<%
etwa 2%. Da die Storung der Anisotropie fiir diese Werte nach Gl. (62) etwa 5%
ausmacht, liegt der Fehler im Endergebnis bei 0,1%, also im allgemeinen merk-

lich unterhalb der Mefigenauigkeit.

Die Ableitung der Funktion G(8) 1#B8t sich nach dem oben beschriebenen Verfahren
an den Stellen 9 = 900 und € = 180o relativ einfach berechnen. Mit dem Ansatz

G(O) - G(180°) 4 . 1 Ayee o2
5] =~/ = (§+= - DGR £(e) (63)

erhdlt man £°(90°) = ~ 1 und £’(180°) = 0. Es wird daher
£f(8) =1 + cos @ (64)

gesetzt. Auf grund von (63) und (64) ergeben sich die Koeffizienten der
wahren Winkelverteilung W(©) aus der Gleichung

(o) = g2y : (65)
1+ (g +z - 5)'2‘11’2}3 (1 + cos @)
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Abb. 1 Geometrie Fiir eine )
axiale Linienquelle

Q

Abb, 2 Geometrie fiir einen
zylindrischen Szin-
tillationskristall

de,

Abb. 3 Bezeichnung der Winkel fiir die Streukorrektur



