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Zusammenfassung. Die orts- und energieabhangige Xeutronenverteilung im thermischen und epithermischen Energiebereieh
wird auf analytischem Wege fur eine zylindersymmetrisehe Zwei-Zonen-Einheitbzelle bestimmt. Dabei wird der Moderator hin
sichtlich seiner Streueigensehaften aIR monoatomares Gas der :l\Iasse ~lI behandelt. In :UIoderator und Brennstoffzone wird I/v
Absorption vorausgebetzt. Die epithermische Lösung wird durch Entwicklung der Keutronenverteilung nach Potenzen von
1/1 E(E~EjkT) bestimmt. Im thermischen Bereich führt die Aufstellung eineR für Thermalisierungsprobleme weitgehend opti.
malen Systems von orthonormalen Funktionen zu einer raschen Konvergenz des Verfahrens. Bei der numerischen Auswertung
wird diskutiert, welehe Parameter für Thermalisierungsprobleme in heterogenen Systemen besonders wichtig sind. Der Einfluß
der anisotropen Streuung der Keutronen im l\Ioderator wird untersucht. Schließlich wird abgeschätzt, wie sehr die in ~-Naherung

berechneten Spektren von den strengen Lösungen abweichen konnen.

Einleitung
Bei der Behandlung dcr Thermalisierung von Neu

tronen mit Energien unterhalb einiger Elektronenvolt
spielen folgende Probleme eine Rolle: Die Temperatur-

bewegung der Modcratoratome; die chemische Bin
dung, mit der diese Atome in Molekül oder Kristall
festgehalten werden und die daraus folgende quanten
hafte Struktur der entsprechenden Schwingungs.. und
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1. Ausgungsgleiehungen und Streukerne

Wir betrachten eine in axialer Richtung unendlich
ausgedehnte Einheitszelle. Die Ortsabhängigkeit der
Xeutronenverteilung wird dann durch den Abstand r
von der Symmetrieachse charakterisiert. Die Trans
portgleichung lautet für zylindrische Geometrie
(ep und 19 sind dpr Azimut- bzw. Poldistanzwinkel) :

Geometrie ohne allzu großen numerischen Aufwand zu
brauchbaren Ergebnissen gelangen. Einige Autoren
[4-6J bestimmten mit Hilfe der Stoßwahrscheinlich
keits-Methode genähert die örtlich gemittelten Spek
tren im Rahmen des Schwergas-Modells. Zu einer ana
lytischen Darstellung <les Neutronenspektrums in den
Moderatorbereichen eines heterogenen Reaktors im
Rahmen des Schwergas-Modells gelangte H. KUNZE [7],
indem er die Brennstoffstäbe wie in der monoenergeti
schen Behandlung durch K. MEETZ [8] zu Linien
senken mit einer effektiven Absorption idealisierte.
Damit erhält man also keine Information über die
Spektren in den Brennstoffzonen, die sich merklich
von den Spektren am Rand des Brennstabcs unter
scheiden können. Die Kenntnis der Brennstoffspektren
ist jedoch für die Bestimmung der Neutronenökonomie
eines thermischen Reaktors von primärer Bedeutung.
Außerdem ,vird die Benutzung des Schwergas-Modells
für wassermoderierte (H20, D 20) Reaktoren frag
würdig.

Das Ziel dieser Arbeit ist, auf analytischem Wege
die orts- und energieabhängige Neutronenverteilung
in einer zylindersymmetrischen Einheitszelle des Re
aktors zu bestimmen. Der Moderator wird als mono
atomares Gas einer noch zu bestimmenden Masse ~I

behandelt; die Streuung an den schweren Brennstoff
kernen wird idealisiert als isotrope Streuung im Labor
system ohne Energieverlust. Die Anisotropie bei der
Streuung an den Moderatoratomen wird berücksich
tigt. Bei der mathematischen Behandlung des Pro
blems bedenken wir, daß im Gebiet großer Energien
die Abbremsung der Neutronen überwiegt, während
für E ""=' kT die Neutronenenergie vergleichbar ist mit
der kinetischen Energie der .:Iloderatormoleküle, so daß
die Neutronen bei einem Stoß häufig auch Energie
aufnehmen werden. Physikalisch sind diese beiden
Energiebereiche natürlich nicht scharf getrennt, jedoch
können wir vom verschiedenen Charakter des Brems
und Ausgleichsvorganges bei der Wahl des Lösungs
verfahrens Gebrauch machen (epithermische Lösung
im Abbremsbereich und thermische Lösung inl Aus
gleichsbereich). Bei der numerischen Auswertung des
Verfahrens wird diskutiert, welche Parameter für
Thermalisierungsprobleme in heterogenen Systemen
besonders wichtig sind. Der Einfluß der anisotropen
Streuung wird untersucht. Es wird abgeschätzt, wie
sehr die in J;.-Näherung berechneten Spektren von den
strengen Lösungen abweiehen können.

Rotationsniveaus ; schließlich die von der Streuung an
verschiedenen Atomen des Moleküls oder Kristalls her
rührenden Interferenzeffekte.

Infolge der Komplexität des Brems- und Diffusi
onsvorganges in diesem Energiegebiet wird die Be
rechnung des Neutronenspektrums bei Berücksichti
gung aller genannten Probleme sehr aufwendig sein.
Bei gut moderierten Reaktoren (H20, D20) haben
jedoch die Effekte, die von der detaillierten Struktur
des Vorganges der Energieübertragung abhängen, nur
einen untergeordneten Einfluß auf das Neutronen
spektrum. Dafür sind im wesentlichen zwei Bedin
gungen verantwortlich:

1. Die integrale Neutronenbilanz im betrachteten
System muß gewährleistet sein.

2. Die Erfüllung des detaillierten Gleichgewichtes
für das den Energietransfer bei einem Stoß des Neu
trons mit der Moderatorsubstanz beschreibende Streu
gesetz.

Das detaillierte Gleichgewicht garantiert, daß sich
in einem quell- und absorptionsfreien Medium ein
thermisches Gleichgewicht zwischen Neutronen und
dem Moderator einstellt, so daß also das Xeutronen
spektrum durch eine Maxwell-Verteilung beschrieben
wird. In einem guten Moderator mit kleiner Absorp
tion wird demnach nur eine geringfügige Abweichung
des Spektrums von der Maxwell-Verteilung bei Xeu
tronenenergien E ""=' kT (k = Boltzmann-Konstante.
T = Moderatortemperatur) auftreten (die Absorption
wird im folgenden in ihrer Energieabhängigkeit stets
durch ein IjVE-Gesetz beschrieben).

Zu diesem Charakteristikum eines stark ausge
prägten thermischen Maximums tritt im stationären
Fall die Forderung hinzu, daß die Gesamtneutronen
absorption im thermischen Gebiet einschließlich
Neutronenausfluß gleich der in den thermischen Bereich
pro Zeiteinheit hineingestreuten Anzahl von Neutronen
sein muß. Dadurch wird der thermische Teil des
Spektrums stark an das epithermische Gebiet gekop
pelt, in dem reine Abbremsung der Neutronen statt
findet und das Spektrum bei bereits abgeklungener
ljVE-Absorption einen l/E-Verlauf aufweist. Die
Berücks~chtigungder chemischen Bindung kann dann
nur zu Anderungen im Rahmen dieser beiden Bedin
gungen führen.

Bei der Berechnung von Reaktorspektren liegt das
Hauptgewicht jedoch auf der Erfassung der Hetero
genitdt eines Reaktorgitters aus Brennstoffstäben in
einem Moderator. Aus diesem Grunde wird bei der
Ermittlung heterogener Spektren der Moderator meist
als freies Gas oder gar als schweres Gas behandelt,.

Bei der mathematischen Behandlung des Neutro
nenthermalisierungsproblems verwendet man bisher
fast ausschließlich rein numerische Methoden. H. C.
HONECK [l] ging von der integralen Form der Boltz
mann-Gleichung aus und löste sie iterativ durch nume
rische Integration. Bei dieser Methode und den
üblichen l\lultigruppenverfahren r2] erfordert die
starke Variabilität des Neutronenspektrums viele
Integrationsintervalle bzw. eine große Zahl von
Energiegruppen. Durch theoretisch fundierte Ansätze
für die Form der Verteilungsfunktion der Neutronen
innerhalb der einzelnen Energiegruppen konnten
K. MEE1'Z, K. 01'1' und S. SANATANI [3] die Zahl der
Energiegruppen auf fünf reduzieren und für ebene

sin8 f [;v'(r,e,D) siutp c'I'(r, e.n)}
-" - \pos r ,- r +
-0 l er r t'l'

+ altE) 1p(r, c, Q) = .r (lE' .rdtY X
o (4:.)

X a, (c' ---'>-c, Q' ~-"-Q) . 1p(r, c', Q').
10*

I(LI)



132 H. KÜSTERS: Theorie der Neutronenthermalisierung Nukleonik

j Ylm(lh YI'm'(Q) dQ= /)ll' /)nzm" (1.6)
(4,,)

Yl.--",(Q) = (-1)'" Yj~n(Q), (1.7)

---+ ---+ 47t +1 ---+ -~
P'(Q·Q')=2Z~1 L Ylrn(Q)Yj~n(Q'). (1.8)

1lt=-1

(1.11 )

(1.12)

(1.13)

00

= Ix,(f',f)ep,lI/(r,e')dE"
o

( 8 m-l)n.m 1( )(tim -8r - ' 'r' '1"1+1 r, I' -

_ b (_a__ m -1 ) epl'~ll (r 1') +
Im 8r r '

( 8 m+l) "'-m+1( )+C'm ,8r + "r ' '1"1_11',1'-

I (8 m +1)epm+1 ( ')-1--
-(Im 8r+- "r . 1+11',1",

+ at(E) eplm(r, e)

Hierbei sind
1 1; (Z':""m+l)(Z-rn+2)

(/Im= 2.Eo ;--(2Z+1)(21+3) ;

1 1/(Z+nl-=TllT+lI1 f
blm = 2L'(~ / (21:::":1)-(21:';:"-1)

Das uncndliche System (1.11) wird nun in üblicher
'Weise durch ein endliches System angenähert, indem
man fordert:

Dabei ist

Die Randbedingungen (1.2a) und (1.2b) lauten jetzt:

epi'f" (R, E) = 0 für ungerade m-Werte 1
.11 _ u J (1.14)ep'm (g, e) -- eplm (U, 1').

Der Transferquersehnitt für ein monoatomares Gas
ist in den angegebenen Variablen gegeben durch

-,-1

]{1(E',E)=2;rjp,(cose)x }
- 1 -+ -+ (1.16)

X as (e' ---+e, Q' ---+ Q) d (cos e).

J1 die l\Iasse des Streuers (die l\lasse des Keutrons ist
hier und im folgenden gleich Eins gesetzt).

k die Boltzmann-Konstantc,
1" und I' die Energie des Xeutrons in Einheiten k7'

vor bzw. nach dem Stoß,
%2=2kT(e'+-e-2\/ce'cOSe) das Quadrat des Im

pulsübertrags,

cose = (tJ .Q') der Cosinus des Streuwinkels.

Aus der Entwicklung (1.10) folgt mit Hilfe der
Orthogonalitätsrelation für die Legendrc-Polynomc:

(1.2 c)

(1.2 a)

(1.2 b)

(1.2d)

"PM(R,e,Q) =1ht(R,f, -Q),

"PM(e, e,Q) = "Pu(e, f,Q),

"Pu (I', e, Q) regulär für 1'---+0,

"P(r. e,15),,-,I/e für e-o- 00.

R bedeutet den Zellradius, 0 den Stabradius ; die Indi
zes 1lJ bzw. U stehen für die Moderator- bzw. Brenn
stoffzone.

Da sich in einem stationär betriebenen thermischen
Reaktor weit oberhalb des thermischen Gebietes ein
ortsunabhängiges l/f-Spektrum einstellt [9], kann
man den Thermalisierungsbereich mit Hilfe dcr Be
dingung (1.2d) durch die homogene GI. (1.1) be
schreiben. Zur Lösung von (1.1) entwickeln wir den

Fluß "P(r, e, Q) nach Kugelflächenfunktionen :

"P(r, e,Q)= ~ (/)1",(1',1')' Yzm(Q). (1.3)
I. Ut

Dabei ist L o der hochenergetische, konstante Streu
querschnitt des betrachteten Mediums, at (e) = Lt (e)/L o,

e=E/kT und as (e' ---H, Q'---+Q) der mit L o dividierte
makroskopische Transferquerschnitt. GI. (1) haben
wir in jedem Medium mit folgenden Randbedingungen
zu lösen:

Die Kugelflächenfunktionen stehcn mit der zugeord
neten Kugelfunktion erster Art (P",,(eosä)) in folgen
dem Zusammenhang:

Y (Q-')~1'-(2Z+-1)(Z~m)! P ( 0) imq, (1.4)'m • - "-" 47C(Z+-I/I)! 'm eosu . (' .

wobei
(_I)I+m . rn dm+1 (sin B)21 \

P'm(cos{})= (iZ)!! sm -0 (d costf)nz+' (1..'5)

((21)!!=2.4 ..... 21). J
Folgende Relationen gelten:

(Die konjugiert komplexen Größen sind hier durch
einen Stern charakterisiert.)

Da "P(r, e, Q) als physikalische Größe reell sein
muß und außerdem invariant ist gegenüber der Er
setzung von {J---+;r-{}, ep---+-rp, folgt

(1.17)

l+m gerade, ep"_,,,(r, 1')=(-1)'" epl,rn(r, 1'). (1.9)

In der l\foderatorzone entwickeln wir den Transfer
querschnitt ebenfalls nach Kugelfunktionen :

Einsetzen von (1.3) und (1.10) in (1.1) führt dann nach
einiger Rechnung auf folgendes System von Integro
Differentialgleichungen für die Entwicklungskoeffi
zienten eplm(r, e)

Die Integrale (1.16) lassen sich einfach ausführen,
wenn man die Integration über den Streuwinkel durch
eine Integration über % ersetzt. 'Vir führen folgende

Abkürzungen ein (Erf(X) = I~ ofe-t'dt):

1( , ' 1)
U= ') 1111 - ,_-_

~ . 1M
1 ( , . l'

b = -;;, l'M + i-)
~ . 1M
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Für die Wahl des Vorzeichens gilt:

oberes Vorzeichen für e' < e (AUfwärtsstreuung)}
(1.19)

unteres Vorzeichen für e' > E (Bremsung).

Man erhält dann für die ersten heiden Kerne:

E
1
= e-(bI'E-al'/;')'

E
2
=-€ -(b I'E+a I'E')'.

~ = Erf (b Vii - a Vii) =f Erf (b Ve+ aVe')

1;= e-(E-E') [Erf (b lIc' - a jli) ±
± Erf(bl!e'+(tVe)] (1.18)

Stoß nehmen die Kerne die von der Abbremstheorie
bekannten Funktionsverläufe an, welche die Streu
ung an ruhenden Atomen (1' =0) beschreiben. Die
Grenzkurven für 'I' =0 sind im Intervall (/.E' ~e ~e'

( (
M - 1 ')2)gegebendurch(/.= M +'1 .:

~ IKJJ(e', e)= 10'

2 I ., (1.21)
Kf1(e',e)=~, l'M(b \I;, -Il 1/ :).

Bei der rechnerischen Behandlung hat man stets
durch Reihenentwicklungen dafür Sorge zu tragen,

i fl~ C
J

~s!
E
E'

f '~2n

] ' (' .) - b
2 1i JI J(. 1. .' I ~1) Ll +i 1 e , t - -2 E' leI:' \ E U - E Il - l' l'1

+ (e'b-c(/- JlJ1)l;; (1.20b)

+ 1~7 [Oie --: Ie') E1 ± Oe' -11') E 2J}.

AlJh.l Der Streukern H,(". E) lur .11 ~ 3,ö _\lJb.3. lkr StrcuKefll H!(t',E) fur J1 =- 3,ti

~o

I

1,0

T~o

i

I
-qS!

I
-~o~

Abb.2. Der Streukrrn ]{l(f'.E) fur J1 ---;0 :3.H

Da wir in der numerischen Auswertung nur die Kerne
(1.20) benutzen, wollen wir hier auf die explizite An
gabe der höheren Streukerne ](2(E', e) und ](3 (E', e)
verzichten. In den Abb. 1-4 sind die Streukerne
c' (](I (c', c)) Ib2 für l = 0 bis 1= 3 gegcn den Quotienten
eiE' aufgetragen. Die Masse ist hier M = :~,6 gewählt.
Für sehr große Neutronenenergien E' p 1 vor dem

daß numerische Fehler besonders in der Funktion 1;
aus (1.18) bei großen Argumenten der Fehlerfunktion
venniedcn werden.

Da das detaillierte Gleichgewicht für die Streu
kerne erfüllt ist. also

(1.22)
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nachlässigen und mit den einfachen Ausdrücken der
Streukerne (1.21) für T =0 zu rechnen. Beim Test
dieses Verfahrens für das unendlich ausgedehnte
Medium zeigte es sich jedoch, daß durch die Unstetig
keit der Streukerne (von T = 3000 K im termischen
auf T =0 im epithermischen Bereich) erhebliche
Fehler im Spektrum entstehen können. Deshalb
müssen sämtliche Integrale der rechten Seite von (1.H)
mit der asymptotischen Entwicklung der temperatur
abhängigen Streukerne ausgewertet werden.

Bei Aulwärtsstreuung e' < e können Beiträge zur
asymptotischen Lösung nur aus der näheren Umge
bung von e' = e kommen, da K 1(e' < e) für e' < e
exponentiell abfällt. Im interessierenden Bereich
e' "'=1e ist für nicht zu große Massen (1lf ;:s8)~ (e' <e)=O
und Ji;(e' < e) = 1 eine gute Näherung. Dann wird
z.B.

kann man die Kerne z. B. für e'< e direkt aus der
Darstellung für 8'>e gewinnen.

Der makroskopische Streuquerschnitt ergibt sich
aus dem Transferquerschnitt durch Integration über
alle möglichen Endenergien und Streuwinkel. Mit

kM (e)
af(e)=-'-~ erhältman

koM

a~1 (8)= (1 + ,/u)' Erf (V~-1Ii) + ,e-..,1 . (1.23)
~e",.L Inje1[[

Im Brennstollmedium nehmen wir den Stoß ohne
Energieverlust an. Dann wird:

Ip (e' --'>-e, Q' --'>-f.f) = 4
1

I ou b(e' - f). (1.24)
n

are'- 8) ist die Deltafunktion,Iou der über den ganzen
interessierenden Energiebereich konstant angenom
mene Streuquerschnitt des Brennstoffs. 1" (' ) 0

2
( ')~o e < e "'=1 , e- e-e .

e
(2.2)

Dabei sind Beiträge von der unteren Integrations
grenze Cu vernachlässigt.

Für Abwärtsstrellung e' ~ e;;::, l(j läßt sich ~ (e'> e)
und F2(e' > e) ersetzen durch

Die Gültigkeit von (2.2) ist leicht durch Vergleich mit
den Ergebnissen des exakten Streukerns nachzu
prüfen; es muß etwa e - 4 ~ e' ~ e für e ~ 16 und
1lf ;:;;;, 8 sein (für M = 2 ist das Exponentialgesetz noch
bis zu kleineren e'·Werten gültig). Da der Flußverlauf
in diesem Energiegebiet praktisch noch durch die
epithermische Entwicklung (2.1) beschrieben wird, so
ergibt sich z.B. für den l/e-Anteil:

(2.3)
Ji~as(e'>e)"'=11 +Erf(bve~((,ve')}

e -(a \ .'-b \ e)'
}i~as(E'>E)~--- ----------.

• jn(bl e'-aje)

:3Ian hat dann folgende Integrale auszuwerten

~ 

J

2 -

10-5L....J!;-.L!-'~,---:---:----:---:;---:;-
-1 0 J

Y

Durch partielle Integration von (2.4a) stößt man auf
das nicht streng auszuwertende Integral

Man erhält jedoch eine ausgezeichnete Näherung, in
dem man den Integranden durch eine Gauß-Funktion
ersetzt mit gleichem '\Vert und gleicher Krümmung im
Maximum:

Abb.;'. Die Integranden In(Y) ~ e-g'/(y -L bl e)n fur bl e ~ G,OG.
o Annaherun:; von In dureh eine Gaul)·Yuuktion

2. Die epithcrmischc Lösung

Um einen möglichst guten Einblick in die mathe
matische Behandlung des Problems zu bekommen,
werden wir explizit die Lösung in ~-Näherung

[L = 1 in (1.13)] bestimmen und die Erweiterung auf
höhere Approximationen an den entsprechenden
Stellen jeweils nur beschreiben. '\Vir setzen in beiden
Medien I/fe-Absorption voraus und lösen das System
(loH) zunächst im epithermischen Gebiet 8::3> 1 durch
Entwicklung von ([>lm(r,e) nach Potenzen von lIre.
Dies wird nahegelegt durch die Annahme einer
lIlie-Absorption (Potenzen von lIVe sind ebenfalls zu
lässig) :

([>epi(r e)=c a a ,.tt.lmir) -L B1m(r) +... (? 1)
1m' e 10 mOl e~ 'e2 .-.

00

J(n) ce'" rErf (ale - b t'l d '
1. e'n/2+2 e ,

E

00

J~n)=.r -(b]~~~:j~:)~!;~:;i+ide"
e

00

J = r e-
Y

' d·
n . (y+bje)n y.

1
,e

- ! J1

(2.4 a)

(2.4b)

(2.5)

Im Ansatz (2.1) ist die Bedingung (1.2d) aufgenom
men, wonach der l/e-Anteil des Flusses ("'([>oo(r, e))
ortsunabhängig sein soll für große Energien.

'\Vir behandeln als erstes die llfoderatorzone. Es war
bisher üblich, im epithcrmischen Bereich e;z:, 16 die
Temperaturbewegung der l\foderatoratome zu ver-

I ( ) e-Y' "'=1 f (y ) e-(Y-YM)' !;;(YM) (26)
n Y = (y+bre)n n 111 2!n(Y.U)·

wobei YM die Lage des Maximums von In (y) angibt.

In Abb. 5 ist die in (2.6) angegebene Näherung
(eingezeichnete Kreise) mit den exakten Integranden
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Damit lassen sich alle Einstreuintegrale angeben:

für b Ve = 6,06 verglichen (M = 3,6). Die Abweichun
gen sind vernachlässigbar klein. Für nicht zu große
Massen (M ~8) darf man die untere Integrations
grenze durch - 00 ersetzen, so daß man erhält:

l'n ( n(n+l) 1)
ln(e) "'" (bl'e)n 1+ -41)2- E' (2.7)

Der Hauptbeitrag zum Integral JJn) kommt aus der

UmgebungVe'= : Ve. Entwicklungvonl(bVe'-aVe)

liefert dann unter Benutzung von (2.7):

(2.17)

(2.16)

Die allgemeine Lösung (cP) der homogenen GI. (2.14)
gewinnen wir mit dem Ansatz:

~(r)= AooKo(- %11') }

~4R (r) = All K I(- %1 r)

c) l(e2 :

(I - rxg) Bg~ (I') - .~2~1 (~~ -+- _1..) Ei{ (I')
2:'oM 16 ,CI' I'

ßo MA1I1() c
=c 0 - al 00 I' - 21Y (2.15)

1 (; BM (r).'! (I _ cx.I ) BM(r)
L oM 1'6 CI' 00, 2 11

= - arI Af{ (I')

usw. Aus (2.14) folgt für me spezjelle Lösung (iP):

(2.8)

(2.9)tX~

"+2 -+-
E 2

mit

(2.10)
(2.18)

Die Bessel-Funktionen Km (- z) sind defjnjert durch

ß1=b2 (1- 2.M)--!-
n , n+3 '

+b2VM[(2~~I -u+ n~2)V\1.n+2+

+ ('21'.M _ n+~)1'cx.n+3-i-nl'\1.n+4]
n+3 2b" .

In ~-Näherung erhält man dann aus (l.U) mit
~l 2:'a(E=I}

ai = :
L oM

( I-l- arl -l- 1 ) JIWepi . _ . 2
. 1'6 ' 2.M E 00 (I , E) 2:'0 M r6 X

X( iJ + l)MwePi(r E)= C -+-~fJl+ (2.12)
CI' I' 11' e E Z '

o ßO) '0 ßO
-l- cl M (r) (tXl -+- 1 -+- B·lI (r) (IXz -+- Z) -+- ...

, ... 0 0 c~ [;2 , 00 €2 [;3

1 C· .11 cpi '(" ai! 1)'
2,'oM16 CI' Woo(r,E)-t- 1+ f E + 2.ME X

1 ß1'
XMWePi(rE)=clM(r)(tXl-+- 1)+ (2.13)

11, J. 11 , E~ E2

+Bf{ (r) (tX~ + ß~)'+ ....
EZ E3

Koeffizientenvergleich liefert für die einzelnen Po
tenzen in IflIe:

a) l(e: GI. (2.12) jdentjsch erfüllt.

b) I/ei:

°4 M 2 (C I)AlI 1(I - \1.1) ~ 00(1') - 2:'OM1'6 B1' -+- l' it (1')

~~ - carl (2.14)

y" 1, !' AC~(1')-+- (l-rxilAr{(1')=O. J
-oM16 01'

D b .. ( (M - 1)2)a eIlst \1. = M + 1 :

ß~= u2 (1 - Vixn + 3 ) _ n!_8 Viill + 2

\1.l=b2Vif[ 2b (1-1/cx.n +2)-n ~ n+3

(2.19)

(2.21 )

(2.23)

(2.25)

(2.22a)

(2.22b)

dKm(z} = _ K (z) - !!2. K (z) )
dz rn-I Z rn

(2.20)
KlII - 1(z) -]{111 +1 (Z) = _2;l Km (z)

steht also beim Einsetzen von (2.17) in (2.14) K", (%1 r)
bei jedem Term und kürzt sich heraus. Das resul
tierende homogene Gleiehungssystem ergibt:

VI = ± 13Tl:"::'-~f)rl - cx.i) )

(±) - , 1;' f -;~ .
All -::::r:: 12(1.:....;U Aoo .

~rn(-~~ (-I)'''Km (z)-i7tlm (z) }

Am(z) -A_m(z).

lJ'nter Beachtung der Rekursionsformeln

?lEt +1' ist also auch - V ein Eigenwert. Für die zu
gehörigen Eigennldoren folgt aus (2.14) die Bezie
hung:

A~o) = A~i),

A~l) =- Aa)·

Mit Hilfe yon (2.19) und

B1=-i;rA~i) }
Cl = A~&) -i-- A~o)

(der Index 1 deutet auf die Zugehörigkeit zum ersten
Eigenwert hin) können wi.r dann die vollständige Lö
sung von (2.14) angeben:

ca
J1 1A~~(r)= - -1~·lo +B110(%lr) -i--C\llO(%l r)

- (Xl (2.24)

Ai'{ (1') = All (BJI (%1 r) - (\ J{I (%1 1')) . r
In (2.24) treten nur noch die positiven Eigenwerte auf.
All ist gegeben durch:

AAlt> 1:1 -::t~ .

11 = Ao0 = . 2 (I ~ tXp .

Die unbekannten Größen BI' Cl sind durch die ört
liehe11 Randbedingungen zu bestimmen. ~Iit der
Lö~mng des Systems (2.15) nrfährt man ähnlich. Man

(2.11)

1-1tX"+2
I-tX

0: 0 = 2
on n+2
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Es sind stets nur die positiven Eigenwerte einzusetzen.
Die einzelnen Konstanten sind gegeben durch:

A b(l)

+ IX}r(E)= 11 + 11
e~ e2

xide)=
b(2) (2.30)

11 + ...
e2

(2.32)H= (L+l~(L+3) (11-2).

Gibt II die Anzahl der positiven Eigenwerte an, so ist
die allgemeine Lösung für den epithermischen Bereich
der ~Ioderatorzone gegeben durch:

1II (]Jii?,i (r, E) = (]JM (E) D/0 D",o + I
II (2.31)

+ 2: {BjI",(%J r)+ (-I)"'CJK",(%)r)} xl",(E).
j~l

Bei einer epithermischen Entwicklung bis I/E n/2 ist H
in ~,-Näherung gegeben durch

1(2.26)

} (2.27)

erhält
~1 {(aJ1 )2 2M - I}

Boo (r) = C -(T-af)\r=-a~) + --:J7- +
+ WHBI 10 (%1 r) + Cl E o(Xl r)J +
+ B 2 I o(%2 r)+ C2 E o(x 2 r),

Bfi (r) = 1Ni [BIll (%1 r) - C\](l (Xl r)J +-
+ bW [B 2 I 1 (x 2 r) - C21\1 (%2 r)J.

1/1)- .11. (l-aY)+(l-IXg)
00- 0"1 (1 -IXV(l-ai) - (1- IXg)(l-a~)

b(l) = 16 [a .11 -L (1 __ 0(0 ) b(l)]
11 2v

1
1, 2 00

(2.27)

usw. Die Lösungen sind direkt anzugt'ben. Aus der
ersten GI. (2.33) folgt:

(2.33)

(2.:~5)

2 1 (;,1)"._" 1
p 1(' I '. -- All (I) - al r
-oF ) CI r

1 (; A~o (r) , j" (.) ····0 J' - -- - ,,-- i ...'"111 1 - •
2.ou l6 ,r

c) I/E 2 :

" ' 1
~ - r ( -~- ) BU (1')= alt.:!" (r)

2.
0
u 1G (; r ' r, 11 1 00

_ 1 (: BU (r)-J-B" (r)=-a"A" (1")Eou lG cr 00 ,11 1 11

Die Losung der homogenen Gleichung eonst/r ist
wegen (1.2c) nicht zulässig. "!eiter wird:

", (.) AU ,:3 "(" ,)2 1I100 1 = Ooi 4 CUl "::'ou r

B" ( ) - 16 "A" (" ),:3 16 .( ")2 ( \~ )311 I' -- 4, al 00 "::'ou r i ·32 C Ul "::'ou r

3 J (2.36)
BU (r)-B" + aU(A" I ("a")(" r)2,1--00 - 00 4 1 OoT 1 ~ou .

, 9 (U)? ( )' )4-r li4 C 0"1 w ~our

usw. Es steHt sich also in ~-Näherungdie Ortsabhän
gigkeit der epithermischen Lösung im Brennstoff bei der
vorgenommenen Energieentwieklung als Reihe nach Po
tenzen von 1'2 dar. Und zwar wird der Fluß (]Joo(r, E)
eine gerade, der Strom (]Ju (1', s) eine ungerade Funk
tion in r. Dies ist natürlich eine Folgerung der örtlichen
Symmetrieverhältnisse bei l' =0. Die Unbekannten
A~o, B~o etc. sind durch die örtlichen Randbedingun
gen bestimmt.

In ~-Näherungtreten Bessel-Funktionen neben Po
tenzen in r auf. Die spezielle Losung des inhomogenen
Problems läßt sich ohne Schwierigkeiten angeben, da

In der Uranzone gehen wir wieder von (1.11) aus und
lösen das System durch den Ansatz (2.1). Unter Be
rücksichtigung von (1.24) erhalten wir durch Koeffi
zientenvergleich entsprechend (2.14) und (2.15)

(a~ = L''(i~E = 1) ) :
~oU

a) IfE: identisch erfüllt.
b) I/El:

B 2 und C2 sind wieder durch die örtliche RandLedin
gung zu berechnen.

Die von der Ortsvariablen r unabhängigen Teile
der Lösung sind identisch mit den entsprechenden
Termen der Lösung für das unendlich ausgedehnte

Medium. Der Term 2~1~;1 det> I j E2-Gliedes in (2.20)

ergibt sich aus der Temperaturabhängigkeit des Streu
kerns für E':> 1. Insbesondere für kleine Absorptioncn
"iird diese .,Korrektur'· gegenüber T = 0 bedeutend,
so daß der (negative) Anteil des I/ELGliedes dadurch
sogar kompensiert werden kann. Für große Alassen
.M~1 geht (2JI -1)/M üLer in den entsprechenden
Term (nämlich 2) der Schwergas-Lösung. Das läßt
sich auch für die höheren IjE-Potenzen zeigen. Da bei
der näherungsweisen Berechnung der Einstreuinte
grale JI::::..,8 ,'orausgesetzt war, mussen demnach die
vernachlässigten Terme auch für größere .Massen un
bedeutend sein, so daß die gewonnene asymptotische
Losung für al1e Massen brauchbar ist. Für den Testfal1
des unendlich ausgedehnten ::\Iediums zeigte sich bei
.11 =40 kein Unterschied gegenüber der Lösung des
Schwergasmodells.

Die Erweiterung auf höhere 11,-Xäherungen ist ohne
weiteres möglich. Man erhält aus (1.11) ein System
von sechs gekoppelten Integro-Differentialgleichungen,
das man mit dem Ansatz (2.1) löst. Lediglich die An
zahl der Eigenwerte wird in ~-Näherung auf sechs
erhöht, von denen jedoch sich jeweils zwei nur durch
das Vorzeichen unterscheiden. Die veral1gemeinerten
Beziehungen (2.22) und (2.23) lauten jetzt (j charak
terisiere die Folge der Eigenwerte):

Ai;,)= (-I)n!Ai;;;) I
B j == - i;r A~t·') ~

('j ~c A~t·')- A&ü·'). j
,Yir führen nun noch folgende Abkürzungen ein:
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(3.i)

(3.6)

(3.1 )

(3.2)

(3.3)

'"! w1; (I') (I)[>'(e) de= 01'1'''
o

(
). k)

(/).(8) = e- E eE
- L {, .

k=O f~.

Hierbei ist

Energien hinreichend stark verschwindet:

cf>/:,,(r,8) =g).(8) (P'f!i.i(r,8).

{
I für 8 -7>- 00 }

(/).(e)= H1 f" 0
8 ur 8 -7>- •

i, muß stets so groß sein, daß der letzte in der asym.
ptotischen Entwicklung berücksichtigte Term durch
Multiplikation mit (3.2) für e -+0 regulär wird.

::\un bleibt die Differenz des tatsächlichen Spek
trums und dieser fortgesetzten Lösung zu bestimmen:

Hierbei ist (,4 (e) die zu wp(e) adjungierte Funktion.
.Folgende heiden Bedingungen sind an das Basis

system zu stellen:
a) die Garantie des detailliertt'n Gleichgewichtes

für den Streukern bei der Darstellung in diesem Sy
stem,

b) die Adjungierten der Basisfunktionen müssen
exponentiell abklingen. da sonst diyergente Integrale
auftreten können.

Die erste Forderung hat bei nieht symmetrischem
Streukern zur Folge. daß

Einsetzen von (3.4) in die Boltzmann-Gleichung in der
li-Darstellung (l.U) liefert ein inhomogenes System
fur LlW1m(r, 8). Kürzen wir das System (l.U) ab
durch !l.L· rJ>lm(r, e) =0. so wird also:

!l.LJrJ>lm(r,8) =-!l.LrJ>I~n(r,8) === Qlm(r,e). (3.5)

Für Ey l lösen die Größen rJ>1~n(r.E) das System (3.5)
näherungsweisc (g). (E) = 1) und damit ycrschwindet
auch die Inhomogenität Q1111 (r. e) entsprechend. Im
thermischen Bereich (e R:; 1) entwickeln wir nun die
Differenz c1 rJ> und die Inhomogenität Q nach einem
System orthonormaler Funktionen (')1' (e) :

Diese Dämpfungsfunktion hat die geforderten Eigen
schaften:

Betrachtet man nämlich die bei der Berechnung der
Inhomogenität QIm auftretenden Kernmatrixelemente

00 00

kl'JI'=!dul)1;(c)! l\(E', E)wJl'(e') de', so entspricht
o 0

dies einer Darstellung des Streukerns durch

(2.37)

(2.38)

(2.40c)

(2.40 b)

(2,JOa)

(2,JOd)

AYm (r) = Ar", . Im (x r)

Bj _ K, ("J R)
Cj Id"jR)'

B
1
= Afdg)

All II,(",g) - ~' J{,h g)] ,
. , ,

mit

die sechs gekoppelten Gleichungen zerfallen; es ist nur

die Größe ;ij"o = _~~t von Null verschieden. Eine
15

Partikulärlösung des homogenen Problems crhält man
mit dem Ansatz:

X =LouV.

In (2.37) ist wieder die Regularitätsforderung (l.2e)
berücksichtigt, wonach die bci r = 0 singulären Bcsscl
Funktionen Km (ur) nicht auftreten dürfen.

Entsprechend (2.28) bis (2.30) führen wir ein:

cf> (e)= C -f- A~o + B~o -f-'"
II E I B~ E2

Damit erhalten wir in ~-Näherung die allgemeine
:Form der epithermischen Lösung (in höherer PL·~ähe
rung treten noch weitere Glieder hinzu, die Bessel.
Funktionen enthalten):

ucf>jfi1(r, e) }
_ F'J (.).' , ~~ J (.)()' .)21n- i (2.39)
-'Pu 8 0lo(JmO+,,-"1flm c ~OU' .

)=1

Die Handbedingungen (1.14) bestimmen die freien
Konstanten zu:

Au _ 3 u ( )~ )2tJI ( )
00--4·ca1~OUC +·"oof!,

usw. Damit ist die vollständige Lösung für da::; epi
thermische Energiegebiet bekannt.

]{ (e', e) = ~ kJl' I' W 1; (e') wJI' (cl .
P',})

3. nie thermische Lösung

\Vir wollen zunächst den Gang der Rechnung zur
Bestimmung der thermischen Lösung unseres Pro
blems skizzieren, bevor wir ins mathematische Detail
gehen. \Vir setzen die in Abschnitt 2 gewonnene
epithermischc Lösung kontinuierlich bis zu e = 0 fort,
indem wir mit einer Dämpfungsfunktion multiplizie
ren, die für große Energien Eins wird U'ld für kleine

Erfüllung des detaillierten Gleichgewichtes (1.22)
führt auf (3.i).

Die Bedingung b) resultiert aus einer Betrachtung
der Inhomogenitätsentwicklung. i\1it

ql",(r,E)=~q!'1I1(r)(I)p(l') (3.8)
l'

folgt wegen (3.6):
=

qfm(r) = f QI1,,(r, E) mit" (1') de. (3.9)
o
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(3.1·1)

]I

'iY;kJI~,,,~D~, für p'=O.l, ... ,ln-l. (3.15)
1.'-1

.Für pi =c perhält Illan die Xorrnierungskonstanten zu

I"IJP,~ -1 _ "" Y;'l
p /~{ (I -: S/I T S/I,)I .

Danll erhält lllan die Koeffizienten },* aus

.\~) = 1/1/ f Y;k Y;I hd(l ~t 28]1)1.'+1+2. (3.16)
(k.l)~O

Beim Te"tfall des unendlich ausgedchnten Mediums
erwies sich die Dämpfung

(3.17)

annehmen. Für den Dämpfungsfaktor ist dann etwa
S R::i 0,5 plausibel. Da das Spektrum bei s R::i 1 in der
Moderatormitte praktisch durch eine Maxwell-Vertei
lung beschrieben wird, läßt sich leicht zeigen, daß die
Konvergenz bei Entwicklung nach diesem System
unbefriedigend ist. Damit wollen wir uns nun all
gemeinen Dämpfungsfaktoren zuwenden.

Aus einer Tabelle der Funktionen wt (10) kann man
schließen, daß eine lineare Abhängigkeit der Dämp
fung vom Grad der Ordnung S1' = const . p die ge
wünschten Eigenschaften für das Basissystem liefern
wird. Damit tritt auch automatisch die Maxwell-Ver
teilung als erstes Glied (p = 0) einer Entwicklung nach
diesem System auf. Dies erweist sich aus Konvergenz
gründen als vorteilhaft, wie sich beim Test der Me
thode im Modellfall des unendlich ausgedehnten Me
diums herausstellte.

Bei dem Ürthonormierungsvcrfahren der Basis
funktionen ist nur die sukzessive Bestimmung der
Koeffizienten der Polynome ~, (10) möglich. Diese
Polynome schreiben wir in der .Form:

l'
l~,(E)=lI~)LYpkE" mit Ypo=l. (3.12)

1.'=0

Aus der OrtllOgonalitätsrelation (3.6) erhält man

1
1

, p' (k '·1 + I)'2.: Yp kY1"I' (l+S't ~S ,)'1.'+1 ~O für p,*p'. (3.1:3)
(1.'.1) ccO 1" p

Sukzessive Auflösung liefert für jedes p und pein
lineares inhomogenes Gleichungssystelll. \Vir führen
noch folgende Abkürzungen cin:

y;,,=Y,'k' (k~~l)!

(l.,+1+1)! I k+1+1'
hl= (k+1)!(I+ I)! = ['{ (1'+1)!

I
Jlj;'" =

(1-'- (:)/1 -+- 8/1')1.'

ab besonders geeignet, obwohl auch 81' = 1)110 oder
8]1 = 2 pi (8 +p) nur eine geringfügige Konvergenz
verschlechterung zur Folge hatten. Es ist zu betonen.
daß sogar der Fall relativ starker Absorption

(,1= 42.;110
=1) =l,vgI. [10])' mitnurvierBasisfunk-

~ oM
tionen vollständig beschrieben werden kann.

In den Abb. 6 und 7 sind die ersten vier Basis
funktionen bzw. deren Adjungierte aufgetragen.

(3.10)

o,~1

0,1\

Oc l• I
I

o,?'
~ I
~ 0 fo'I'!2::...-_~::--+-~c;----''c-f-:-;:------rC-;;-;;-~;::-=~=->~~~::-
" 2,5 ~],Ole

-o,cr

-031. ,

i
_o,~l

Aub. ß. Die llasisfunktiunen w 1df) =-- c e-(l+Sn)· t- Pn(f) fur Sn::- 1l!t)

groß gewählt werden. Bei Verwendung dcr Lagucrre
Polynome erhält man in der numerischen Durchfüh
rung außerdem wegen der \Yichtung 101' eine starke
Empfindlichkeit des thermischen Spektrums auf die
Genauigkeit der epithermischen Lösung [7].

Diese Betrachtungen führten zur Aufnahme eines
exponentiell abklingenden Anteils in den adjungierten
Funktionen, wodurch alle angeführten Schwierigkei
ten behoben sind. Damit läßt sich das interessierende
Energiegebiet ohne Einführung eines cut offs behan
deln, die beiden Teillösungen im thermischen und epi
thermischen Bereich gehen kontinuierlich ineinander
über. Für die adjungierten Funktionen setzen wir an:

'Wenn sich die strenge epithermische Lösung bestim
men läßt, so ist Qlm(r, s) für s::'}>1 Null und alle Mo
mente (3.9) sind eindeutig angebbar. Da man jedoch
die epithermische Lösung nur näherungsweise be
stimmen kann (z.B. bis zu einer Potenz l(sn), so ist bei
lire-Absorption

Qlm(r,s)=O(t:n~1/2) für s::'}>l.

Falls die adjungierten :Funktionen wt (10) nur Polynome
vom Grade p in s sind [mit (3.6) ergeben sich dann für
wt (s) die Laguerre-Polynome, s. weiter unten], so sind
diese für p ~ n - 1(2 unbrauchbar, da in (3.9) die
Integration bis Unendlich geführt wird. Da man zur
Beschreibung des thermischen Spektralbereiches min
destens vier Basisfunktionen benötigt, muß also
n > 7/2 sein. Nun ist die Bestimmung der epithermi
sehen Lösung für größere n-\Yerte aufwendig und aus
physikalischen Gründen unnötig, andererseits kann
wegen des semikonvergenten Charakters der asym
ptotischen Reihenentwicklung n ohnehin nicht, sehr

81' soll eine vom Grad der Entwicklung abhängige
Größe sein, die die Stärke der Dämpfung bestimmt.
1;,(10) ist ein Polynom in 10 vom Grade p. Für 81'== 0
erhält man für Pp (10) gerade die Laguerreschen Poly
nome L~l) (10). Wird die Dämpfung unabhängig vom
Grad der Ordnung gewählt, also 81' == S =const, so
ergibt sich folgendes orthonormierte System:

W+ (10) = (1 ...L 2 8) e - Sp • L(l) [( 1 -i- 2 S) sJ }
_1' _ _'._+ p, (3.11)
wp (10) -se w1' (10).

Um größere :Fehler bei der numerischen Bestimmung
der Quellmomcnte q{;" zu vermeiden, sollten dic ad
jungierten Funktionen für s ~ 16 nicht zu große Werte
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Die weitere Rechnung ist nun ohne Schwierigkeiten
durchführbar. In ~-Näherung erhält man für die
Quellmomente in der ]Ioderatorzone:

Bei einer Entwicklung des Differenzspektrums
J@lm(r, 10) nach der Basis Wp(E) führt die Form der
Größen qf", (r) auf folgenden Ansatz für die spezielle

Lösung j;p des inhomogenen Systems (3.5):

E

(:3.25)

(3.2i)

8 0 T~o - ~~ Ti 1 = n) . ]
Vj -"j -L c: -"j _ Ji J = I, ... , H (3.24)
176 T00 1 v1 T ll- 1

- -" I-"JI
':::;oY.II= .

Dabei sind die Matrizen '20 und :21 gegeben durch die
Differenz der Matrix des totalen Querschnittes und
der :Matrix der Streukerne.

8 0 = (aiu)pv - (]{o)pv }

131 == (afl)pp' - (]{l)PIJ"

Die im Argument der Bessel-Funktion auftretende
GräBe .lJ1 ist wieder gegeben durch

Die Bestimmung der allgemeinen Lö~mng der homo
genen GI. (3.5) ist leicht möglich. Eine Partikulär
lösung gewinnen wir mit dem Ansatz

-6'

-8

"""'-' .,.
j wl,f, (r, E) = Km (- .1M r) L Hf", Wp (E). (3.26)

p=O

Unter Beachtung von (2.20) erhält man ein System
von Integralgleichungen für die Energievariable allein.

(a.19)

(a.18)

00 {OO
qCo(r)=Jwt(e) J Ko(e',E)flJ,(e')de'-

o 0

- allI (10) gJ,(s) @.L1J(e)}de+

Il

+ L: (Bjlo(xJr)+CjKo(y.Jr)) X
i~1

X fwt (E) {IKo(s', 10) gJ, (s') X~O(E') d E' +
o 0

+ flJ, (E) [ f~- x~de) - alU (ehbo(e)]} dE

1I

=:=Ip + L: (BjIo(xjr)+CJKo(y.Jr))I&~,
j=1

1I
qf1(r) = 2.: (B j I1(XjJ') - C j J(1(x j r)) X

j~1

00 { 00
xJ o4(s) J f{1(E', s)flJ,(e')xh(s') dE'-I-

o 0

+ !/J,(E) [ ;:~ X~o(E) - aiU (E) X{dE)]} dE
Il

== L (BJ I1(%J 1') - CJ{1(X j r)) Ii~.
j~1

~ x
J cfJ l '" (r, E) = bio L: y~I wp (E)-I-

Il p~O

+.2.: [BJI",(xJr) ~ (-I)"'OJ K",(x j r)Jx (a.20)
J~1

x
X ~»e, wp (E).
p~O

N -I- I gibt die Anzahl der berücksichtigten Basis
funktionen an. Die beiden I~-Gleiehungen für Fluß
und Strom nllissen identisch in r beim Einsetzen von
(3.20) erfüllt werden. Dies führt auf folgendes System
für die Energievariable allein:

für j = 1, 2, ... , H.
Durch .Multiplikation von (a.21) bis (3.2:3) mit

w;); (E) und nachfolgender Integration erhält man ein
inhomogenes lineares Gleichungssystem für die ge
suchten Koeffizienten Tif:. und y~I:

wobei flJI ein Eigenwert für den thermischen Bereich
des l\loderators sein soll. -:\lultipliziert man das ent
stehende System mit (I)t. (E) und integriert anschließend.
so erhält man ein homogenes lineares Gleichungs
system, das bei ~-Xaherung in der Form identisch ist
mit den Gin. (3.24) mit verschwindenden rechten
Seiten:

- ~ 2p~~I -> )

':::;0 Roo -- 1(j Ru = 0 ~

I'JI R-> :;;: R-~ - 0 I
-]G 00--r--~1 'u- .

Daraus folgt:

(:3.~U)

Aus dem Ycrsehwinden der Determinante der ersten
l\fatrixgleichung (3.29) erhält man die zulässigen
Bigenwerte !(1/' Die Anzahl der posith-en Eigenwerte
ist identisch mit. der Anzahl der herüeksiC'htigten
Basisfunktionen, also N + L Da sich jeweils zwei
Eigenwerte nur durch das Vorzeichen unterscheiden,
ist die Umformung der Lösung auf nur posith-e Eigen
werte mäglieh [mit Hilfe yon (~.lU)]. Die allgemeiJl('
Lösung ergibt sieh dann durch Überlagerung der
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Partikulärlösungen zu: Wir erhalten in ~:

(:JA3)

(3.38)

(3A4)

(3AO)

(3Al)

(3.36)

für j=O,I, ... ,N. (:3.39)

,voo "SO)
\ .11. _ (Al'" '" ~'tl",
~)lzl/I - vos vX S '

.4:\-Zm ..• ...L\-lm J

]{1 ('(11 R)

11 (A~lIR)

j'q;~~(u, c) - 1q;;]&(~. c)

= Jd»&(Q, c) - Ji>rio(u, c)

{"(PI' (0. c) .- j'q;.ll (I) c)
11 _' 11 _'

= /1-;Pi1i (g, I) - .J-;J;fl (g, e).

Damit habcn wir dic allgemeine Lösung des homogenen
Problems gefunden zu

Wir erhaltcn zunächst aus der ersten GI. (:U38):

Dic 3(N +1) Unbekannten B~l, C~F und B}F sind
durch die Bedingungen (1.14) cindeutig bestimmt.
Wegen rplm(r,e)=,j1Jl",(r,C)+rpz~n(r,c) ist (1.14)
nur auf LJtP llll (r, e) anzmvenden, da die Forderungen
für 1Jim (r, c) schon erfüllt sind. Wir haben also in ~:

LlrJ>N(R,E)=O )
LJep;]&«(l, e)=/JepöTo((l, c).

LJ tPfi (U, c) = LJ tPfl ((l, c)

Das verbleibcndc Systcm von 2 (11' +. 1) Gleichungen
löst man zweckmäßig numcrisch auf. Und zwar haben
wir zunächst bei bekanntcn rcchten Seiten:

Einsetzcn der entsprechenden analytischen Ausdrücke
11 tP z ,,, in (3AO) führt auf cinc inhomogenc Matrix
glcichung. Dazu führcn wir ein:

(3.:32)

(3.34)

T.·~2 _. J~J'2
00- 1·

~ ')

UT
1
l
1

- ~

] U

UT
1
2
1

- 4
]U

Dabei ist:

11{" ist der Spaltenvektor der Entwicklungskocff!.:

zienten; die Elemente der Inhomogenitätsvektoren Tl'

sind gegebcn durch (#=.1::"(I)%(e) gÄt(~E) dE):
o

H;,= - B~oa~j~

JJIl a (aU)2 (AU -:- (' ~") }'';01'=-41 00, VI I'

Tl'2 __ 9 ( ")3';:
01'- G4 al }p

~ == (a~)]J I)'

Matrix des Absorptionsquerschnittes

II = (ay)p[!' = ~~+ 0pv
:Matrix des totalen Querschnittes

"'"',j rpz m (r, E)

~{BiMl (1i .)+( 1)"'CiJ1 y (.I1 i r)}x= L H m" MI - . Jl t", '" (3.30)
i~O

.v
XL Rl::'wp(e).
p~O

Die 2 (N + 1) unbekannten Konstanten B~ilI und C~F
sind durch die örtlichen Randbedingungen zu be
stimmen.

In l!J-Näherung ergibt sich eine relativ komplizierte
Eigenwertgleichung an Stelle von (3.29). Dazu sei auf
den Anhang verwiesen.

In der Uranzone gehen wir entsprechend vor. Mit
dem (2.38) entsprechenden Ansatz für die spezielle
Lösung der inhomogenen GI. (3.5),

,j~'",(r,e)=ozofy~wp(e)+ I
p~O II x (3.31)

+ L (Eor:r)2 i -m L TziJ: wp(e)
i~o 1'=0

erhält man wiederum ein inhomogenes Gleichungs
system, das für jede Potenz in r erfüllt werden muß.
Treibt man die epithermische Entwicklung bis zur
Potenz lle2, so ergeben sich folgende :\latrixgleichun
gen:

Dic Inhomogenität in (3.40) kürzcn wir ab durch den
Vektor

11'1 = _ ] 6 AU (a")2}'J
Ip 4 00 1 I'

W2 __._a 16 (U)3'~
11'- 32 ca1 }P'

Bci der Bestimmung der homogenen I,äsung berück
sichtigen wir im Ansatz wieder die Regularitatsforde
rung (1.20). Mit Au=Eouflu wird

r--I .Y
,jrpl;',(r, E)=1",(.I1[; r) IZ!:n(J)p(E). (3.35)

1'=0

ß= (~F). (3A5)
B.l1

(3A6)
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als eindeutig lösbares System von 2 (N + 1) Gleichun
gen für die 2 (N + 1) unbckannten Komponenten von

Bu und ~I'
Damit ist, dic vollständige Lösung in ~-Näherung

angegeben. In ~-Approximation führt die Bestim
mung der 9(N +1) Unbckannten auf cin (3.47) ent
sprechendes System.

Der orts- und energieabhängige Neutronenfluß
<P(r, c) ist bei der gewähltcn Normierung der Kugel
funktionen (1.6) gegeben durch r-l:1: <Poo(r, cl. Dcn
Faktor V4':' können wir in die multiplikativ bei jcdem
Term von <Po 0(1', c) stehende Normierungskonstantc c
des Ifc-Anteils der Lösung aufnehmen. Dann ist also:

Dann ergibt sich:
(3.47)

(3.48)

von der zur Behandlung des Problems speziell ge
wählten Methode vollkommen unabhängige Neu
tronenbilanzgleiehung für die \Vigner-Seitz-Zelle (l/\le
Absorption vorausgesetzt) geeignet:

1~!~(1'=1).r(f)e(c)~: + I
o (4.1)

1~1l1:;:1 ([ = 1) .r(]JM (e) ~: = 1~1l C. (;- 1:obl'
o

Dabei ist q)(e) der in der betreffenden Zone örtlich
gemittelte skalare Ncutronenfluß, c die Normierungs
konstante des l/t-Anteils, Fe bzw. T'~ll die Brennstoff
und l\Ioderatorvolumina und ;- das mittlere logarith
mische Energiedekrement pro Stoß. Die rechte Seite
von (4.1) gibt die Anzahl der in der Zeiteinheit in den
Thermalisierung,.,bereith hineinkommenden Neutronen
an.

\Vir haben damit folgendC' Darstellung gefunden:

Die epithermischen Lösungen sind aus (2.31) und
(2.38) zu entnehmen.

Aus (3.49) und (3.50) lassen sich die räumlichC'n
l\littelwerte elcmentar auswerten:

.Y H
<PM (I', c) = 2.: (1)1' (c) {;,~I + ~ (BJo(%) 1')-7-

p~o l )=0

v
+ CJ{o(%)r)) Tb~-:.-:t (Bhll 10 (.il)l1') +-- (:~.4fl)

)~o

+ CJ J1 ]{ (.:l! r)) R!p1 --g, (c) q)elJi(l'. E)
Il 0 Jf 00f 1 , I. J1

Die integrale Aussage (4.1) läßt jedoch auch eine
differentielle Interpretation zu. Zunächst fällt bei den
betrachteten f:'ystemen die Absorptionsrate im .:'IIode
rator (.{1l) in (4.1) nicht ins Gewicht: A.ll ~0.01 Au.
Da bei der angenommenen 11] e-Absorption der Haupt
bcitrag bei der Integration in (4.1) aus der Umgebung
I' = 1 korlllut (das thermi,.;ehe Spektrum nimmt von
E = 1 auf E = 10 um den Faktor 100 ab), muß also.
falls (4.1) erfüllt ist, das Gebiet um E = 1 richtig be
rechnet sein. Da man jedoch dann und nur dann ein
korrektes thermisches Spektrum nach dem hier be
schriebenen Yerfahren erhält. wenn die epithermische
Lösung richtig ist (diese Lildet die Quelle in der Be
stimmungsgleichung für das thermische Spektrum),
wird also durch (4.1) insbesondere das Yerhältnis des
thermischen .:'Ilaximums der mittleren Yerteilung im
Uran zu einem reprasentativen 'IVert bei epithermi
sehen Energien festgelegt. Infolge der starken Yer
kmipfung der Losungen an der Grenzfläche Uran!
.:\1 mlera tor wird dann auch das mittlere Spektrum im
.\loderator indirekt durch (4.1) geprüft. Der Fehler
der BilanzglE'iehung beträgt in den berechneten Fällen
etwa 0,1 ~o.

.Jb) Tresentlirhe Pammeter fu/' das
Thermalisierullgsproblelll ill/ heterogenen System

Bei der Behandlung des .:\Ioderators als mono
atomares Gas tritt als erstes die Frage auf, welche
~Iasse .11 man in den Streukernen (1.20) zu wählen
hat. Bei Rechnungen für das unendlich ausgedehnte
l\lediulll erhält man dann eine schwache Abhängigkeit.
dcr Spektren von .11. wenn 1,"a (E = 1);(~ 1:0 ) konstant
gehalten wird (,-gI. [10]). Dieser QuotiE'nt ist auch für
die Spektren in heterogenen Systemen die entschei
dende Größe, denn aus (4.1) und der Diskussion in 4a
folgt. daß wegen der schwachE'n .\Ioderatorabsorption
durch das Produkt (;-l:'otu bei vorgegebenen ~(E = 1)
praktisch das mittlere Spektrum im L'ran festgelegt
ist (abgesehen von Geometrie- und l\ormierungs
faktoren). (;- 1:obf ist aber für das betrachtete System
bekannt, z.B. für D 20 ist (;-L"obl =0.178 cm-1• Wie
man bei gegebenem Bremsvermögen die einzelnen
Faktoren ;- und l:'OJI wählt. wird auf das mittlere
Spektrum im Uran in erster XallE'rung keinen Einfluß
haben. Allein das Spektrum im :i\Iodl'rator wird sich

(3 ..'il )

4. ]~fg-I'bnissl' und Schlußfo]g-(·fllJll.:'('Jl

Die dargestellte ~lethode wurde zur Berechnung
der Neutronenspektren für eine Reaktorzelle (R =

9,5 cm, (} = 1,6 cm) mit natürlichem Uran als Brenn
stoff und schwerem \Yasser als Moderator angewendet.
Es wurde mit folgenden "Tirkungsquerschnitten (40"C
1\1oderat,ortemperatur) gerechnet:

1:~(e =1) =0.347 cm-1 ; 1:;)I(e =1) =7,74.10-5 cm-1 ;

1:oc =0,387 cm-1 .

4a) Genauigkeit de"~ Vnfahrel/8

Die Entwicklung der cpithermischen Neutronen
verteilung wurde stets nach der Potenz l/e2 abge
brochen. Im thermischen Bereich wurden fünf Basis
funktionen berücksichtigt.

Zur Kontrolle des Rechenverfahrens und der ver
wendeten Näherung im epithermischcn Bereich ist die
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dabei, allerdings auch nur im Rahmen der Bilanz
gleichung, stärker ändern können. In Abb. 8 sind die
Spektren für .L1f =2 und 1II =8 mit (';17ohI =0,178
verglichen. Bei gleicher Normierung c ergibt sich nur
etwa 1% Unterschied in den mittleren Uranspektren
bei e = 1. Lediglich die Flußdepression ~u(e)!if>u(e)

wird bei praktisch unverändertem (ßu (e) bei e = 1 mit

-:1
I

~_'':c-I:-;---~--;o----~ -JI.
Iv 10 1 S 100 10' IO.?

F

Abb.8. Örtlich gClllltteltc Spektren III einer Wigner-Seitz-Zelle aus natür
lichem Uran (e ~ l.t\ cm) und D,ü(R ~ 9,5 cm) im ver,chiedelle Moderator
:Massen: ~ll = t\c (ge~trichelt) und ..11 = 2. Das llremSYCrnlO::,!;f'n bt in lwulrn

Fallen ~ ~'(1 =-' 0,1 ix efll- l

Sauerstoff nicht notwendig ist, da diese im Brems
vermögen (.;270llll bereits enthalten ist. Eine Änderung
des Streuquerschnittes 170u im Uran um 10% hat einen
vernachlässigbaren Einfluß auf die Uranspektren.

4c) Einfluß der anisotropen Streuung im .L1foderator

Auf diesen Effekt liefert ebenfalls die Bilanzglei
chung einen Hinweis. Da die rechte Seite von (4.1)
nicht von der Anisotropie abhängt, wird sich bei iso
troper Streuung lediglich ein etwas besser thermali
siertes Spektrum im Moderator einstellen als bei an
isotroper Streuung. Die Rechnung liefert, daß sich
if>u (e) bei E = 1 um weniger als 0,1 % ändert.

o
Ahh.l0. Spektren in einer Wlgner-Seitz-Zelle mit großem TIrennstahradius.

(}:o- 2,fi C'1Il; R = 0,5 cm; .; 1:0 = O,1'i8 cm-1

8 Sem'O7fi

Moderalor

J

E=o,J

0=il,1

(fron

012 J
r

Abh. 11. Die örtliche Keutronenverteilung in der Wigner-Seitz-ZelJe fur
ycr~chied('neNeutronenenergien. Q = l,G cm; R = 9,5 cm;'; I o =- O.178cln-1

4d) Vergleich mit den Ergebnissen von H.KuNZE

In Abb. 9 sind die von H. KUNZE [7] in Schwergas
näherung gewonnenen Lösungen in der Moderator
mitte und am Rand des Brennstabes (gestrichelt) mit
den Ergebnissen dieser Arbeit verglichen. Man er
kennt, daß zur Brennstabmitte infolge der starken
Absorption eine deutliche Härtung und Depression
eintritt. Die Maxima der Spektren liegen bei e = 1
(Zellrand), e = 1,2 (Stabrand), f = 1,24 (mittleres
Spektrum im Uran) und e=1,35 (Stabmitte). Der
Härtungseffekt ist noch ausgeprägter bei dem in
Abb. 10 dargestellten Fall eines Uranstabes mit
großem Radius (} = 2,5 cm.

wachsender Masse größer (Abnahme der freien 'Yeg
länge im Moderator). Setzt man für 170M den Streu
querschnitt des Moderators ein (170M =0,353 ern-I), so
erhält man aus (.; 170hr = 0,178 die effektive Masse
.L1f =3,26. Die mittleren Spektren im Uran sind für
.L1f =2, 1II =3,26 und.L1f =3,6 (Sachs-TeIler-Masse) im
Rahmen der Zeichengenauigkeit nicht zu unter
scheiden. Es ist besonders darauf hinzuweisen, daß
eine gesonderte Berücksichtigung der Streuung am

o
Abb.9. Vergleich von Spektren in der Wigner-Seitz-Zelle mit den von
H. KUKZE [71 angegehenell LOölmgen (gestrichelt), C~ 1.1i ('m, R ~ 9,f,cm;

~ 1.'0 = O,23;J cm-1
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Das System (A.I) kanll mall llun wipdpr zu pinn
übprmatrix .\) zusammpnfassen:

Den Herren Dr. K. OTT, Dr. W. IEFELE und Dip!.
Phys. E. KIEFHABER möchte ich für viele anregende
Diskussionen recht herzlich danken. Herrn l~rofessor

,Y. KOFI~K und Herrn Professor K. 'VIRTZ danke ieh
für ihr reges InteresRe am Fortgang dieser Arbeit.

(A.2)

(..\.1)

')1'

2 oA oo -- ltl A11=0

J' -, _ -)' J'

- I tl A () () -;- ~1 All - \ :{O .-1 2 () - I .-, A 2 ~ ~ 0

1
2
;;) .~'1l-:-22X20 - 1'~; 1,.4~1- 0

und

Dahei ist entspn'ehend (3.:!;))

Utl'ratur: [1] HOKECK, H.C.: Xuc1ear Sei. and Eng. S, 193
(l!J(jO). - [2] LESLIE, D. C.: Report AEEW-M-211 (HJ6:~). 
[3] 1\1EETZ, K, K. ÜTT U. S. SAXATAXI: KukIeonik a, 155
(HJ61). - [4] 1\1.:i.RKL, H.: Xukleonik 4, 39 (1962). - [5] 1\10K
KEL. A.. u. 1. DEVOOGIIT: KukIeonik 4, 236 (1962). -- [6]
l\lARKL, H.: NukIeonik (j, 39 (1964). - [7] KcKZE, H.:
XueIear Sei. amI Eng. 11i, 1 (1963). - [8] l\lEETZ, K.: Proe.
2nd Intern. Conf. PeaeefuI L:"ses Atomie Energy, Genf 1(j, 611
(1958). - r9J HAFELE, W.: XukIeonik 1. 197 (19.19). - [10]
HumnTZ, H., 1\1.S. NELKIX, and G.J. HABETLER: XucIear
Sei. and Eng. 1. 280 (195(j). - [11] KÜSTERS, H.: Heport
KFK-15, Karlsruhe (HJ59). - [12] KlJSTERS, H .. u. K. OTT:
XukIeomk ·1. 91 (1962).

~\nhallg

Das Eigemcertproblem
tür deli thermischen Bereich in ~-Xiihenmg

Wir gehpn aus vom System (1.11). Mit dem An
satz q>/III (r, f) = KI/I(- % r) 'Xl m (f). (% = l'1:'oJr), erhalten
wir ein System von Gleichungen für /.1'" (f). 'ViI' ent
wickeln die sechs Komponenten Zlm(e) nach dem
Basissystem UJ11 (f):

s
/.1 m(t') ~ ~ Arm (')/' (t-). Dann ('rgibt sich folgendes Sy

p~O

stC'm YOll ~latrixglpiC'hungen:

Erweiterung in Hinsicht auf Effekte der cheInisehen
Bindung ohne weiteres möglich. Dazu kann man die
epithermische Lösung und deren Fortsetzung bis zu
kleinen Energien direkt übernehmen. Das Aufsuchen
der thermischen Lösung im Ausgleichsbereich hat man
dann z.B. unter Verwendung experimentell bestimm
ter Streukerne durchzuführen. Die Ergebnisse dieser
Untersuchung werden in einer späteren Arbeit dis
kutiert.

-I
-1

4rJ) Die chemische BilldullrJ

Obwohl das dargestellte Verfahren für den li'all
eines freien J\Toderat.orgases entwickelt wurde, ist, eine

4f) Ab/ceich /Ingen des Absorptiollsquers('lmittes
I'UIII I!I s-Gcsetz

In dieser Arbeit kann die Energieabhängigkeit des
Absorptionsquerschnittes nur von der Form 1/1'e oder
als Reihe nach Potenzen von I/fE behandelt werden.
Die Abweichungen dieses I/1e- Quersdmitte,,; vom tat
sächlichen Verlauf sind für Natururan nicht sehr groß,
obwohl U235 bei 0,25 eV eine (allerdings nicht sehr
hohe) Resonanz aufweist. Jedoch ist U235 nur zu 0.7°0
im Natururan enthalten, U23S 'weist dagegen praktisch
im ganzen betrachtete Energiegebiet ein 1/1 e- \'er
halten des Absorptionsquerschnittes auf. Da außer
dem das Spektrum im Bereich der Resonanz fast um
zwei Größenordnungen kleiner ist. als bei f = I, wird
die Resonanz sich nicht stark auf das Spektrum aus
,..irken können. Bei größerem Gehalt des Brennstoffes
an U235 gilt, dieses Argument natürlich nicht mehr.
Daher können wir annehmen, daß in natürlichem Dran
das Spektrum durch den Unterschied des tatsächlichcn
Verlaufs Absorptionsquerschnittes und des angcnolll
menen lIre-Gesetzes in erster Näherung nicht. Leein
flußt wird. Das ungestörte. örtlich gemittelte Sppk
trum im Brennstoff können wir dann zur Bestimmung
energetisch gemittelter Absorptions- oder Spaltquf'r
sC'1mitte im Uran verwenden.

4e) Einfluß höherer Kugelfunktionsnäherungen

Wenn man aus den berechneten Spektren die ört
liche Verteilung der Neutronen in der Wigner-Seitz
Zelle für verschiedene Werte e aufträgt (Abb. 11), so
wird für kleiner werdende Neutronenenergie E das
Verhältnis WloI(R)/Wu(r =0) wegen der starken I/Vs
Absorption im Uran immer größer. Nun ist aus Zell
rechnungen für monoenergetische Neutronen bekannt
[11-12], daß durch eine J;.-Näherung die Flußdepres
sion unterschätzt wird. Da der Fehler mit zunehmen
der Absorption im Brennstoff größer wird, kann man
also erwarten, daß bei einer höheren li-Approximation
zusätzlich zu einer Vergrößerung der Flußdepression
gegenüber ~-Näherung noch eine Härtung der
Spektren im Uran resultieren wird. In P5-Approxi
mation wird für die hier betrachteten Geometrien die
Depression um etwa 15% großer (e = 1) als in l~-Nähe

rung. Bei der Variation der :\lasse des ~loderators

von 1/1 =2 auf ~l[ =c8 haben wir jedoch bereits eine
größere Flußdepression erzielt (~25%. s. Abb.8),
wobei sich das mittlere Spektrum im Uran praktisch
nicht änderte. Da außerdem die Bilanzgleichung (4.1)
bei unveränderter rechter Seite auch für die exakte
Lösung gilt, kann man erwarten, daß großere Alm'ei
chungen des hier in l~-Approximation berechneten
mittleren Spektrums im Brennstoff nicht auftreten.
Die verbleibende Unsicherheit im Wert der Fluß
depression kann man dann hinreichend gut dadurch
beheben, daß man die spektralgemittelte Wirkungs
querschnitte im Uran und Moderator in eine möglichst
genaue transporttheoretische Rechnung für mono
energetische Neutronen einsetzt und die zugehörige
Flußdepression in dpr 'Yignel'-Seitz-Zelle prmittelt.
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2v
0 0 0 0Go -Cf

1'6
l' l'

Cf
l'

0 0Cf 2} .... Cf
j'6 )30 ]'5

0 2v Cf
~2 0 -V!~ vCf 0

J6 35
.\;1 (1') =

l'
..;~ (f - 11 1

3
4 vCf0 15

(f 0 -::::2 PO

_1/3. v(f v
3 30 0 --es: 0, 3D votö

0 0 0 - V1.f v es: 0 'C3

Cf ist. die Einheit.smat.rix vom seIben Grad wie die
Mat.rizen \S1I'

Mit.

Aus dem Verschwinden der Determinante folgen die
zulässigen Eigenwerte v. Man geht. dabei so vor, daß
man die Determinant.e der l\Jatrix S) (v) als Funktion
des Eigenwertes v berechnet. und die Xullst.ellen dieser

haben wir dann:

.1) (v) ...4"=0. (A.3)

Funktion aufsucht. Man braucht. nur die posit.ive
v-Skala zu durchlaufen, da die Eigenwerte quadratisch
auftreten. Dies sieht man sofort, wenn man das

System (A.1) nach ..400 auflöst. Es ergibt sich dann

(v6 +v4 . 9)~ +1,2 . 9~ + ~)A-:o =0, (AA)

wobei die in (AA) auftretenden Matrizen sich direkt
durch Produkte der 8 n ausdrücken lassen. Es ergeben
sich also bei Berücksichtigung von (11' + 1) Basis
funktionen 3 (N + 1) positive Eigenwerte v.
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