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Zusammenfassung. Die orts- und energieabhangige Neutronenverteilung im thermischen und epithermischen Energiebereich
wird auf analytischem Wege fur eine zylindersymmetrische Zwei-Zonen-Einheitszelle bestimmt. Dabei wird der Moderator hin-
sichtlich seiner Streueigenschaften als monoatomares Gas der Masse M behandelt. In Moderator und Brennstoffzone wird 1/e-
Absorption vorausgesetzt. Die epithermische Losung wird durch Entwicklung der Neutronenverteilung nach Potenzen von
1/1e(¢e=EjkT) bestimmt. Im thermischen Bereich fithrt die Aufstellung eines fiir Thermalisierungsprobleme weitgehend opti-
malen Systems von orthonormalen Funktionen zu einer raschen Konvergenz des Verfahrens. Bei der numerischen Auswertung
wird diskutiert, welche Parameter fur Thermalisierungsprobleme in heterogenen Systemen besonders wichtig sind. Der Einfluf3
der anisotropen Streuung der Neutronen im Moderator wird untersucht. Schlieflich wird abgeschétzt, wie sehr die in F-Naherung
berechneten Spektren von den strengen Losungen abweichen konnen.

Einleitung bewegung der Moderatoratome; die chemische Bin-

Bei der Behandlung der Thermalisierung von Neu- dung, mit der diese Atome in Molekiil oder Kristall
tronen mit Energien unterhalb einiger Elektronenvolt festgehalten werden und die daraus folgende quanten-
spielen folgende Probleme eine Rolle: Die Temperatur-  hafte Struktur der entsprechenden Schwingungs- und
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Rotationsniveaus; schlieflich die von der Streuung an
verschiedenen Atomen des Molekiils oder Kristalls her-
rithrenden Interferenzeffekte.

Infolge der Komplexitit des Brems- und Diffusi-
onsvorganges in diesem Energiegebiet wird die Be-
rechnung des Neutronenspektrums bei Berticksichti-
gung aller genannten Probleme sehr aufwendig sein.
Bei gut moderierten Reaktoren (H,O, D,0) haben
jedoch die Effekte, die von der detaillierten Struktur
des Vorganges der Energieiibertragung abhingen, nur
einen untergeordneten Einflul auf das Neutronen-
spektrum. Dafiir sind im wesentlichen zwei Bedin-
gungen verantwortlich:

1. Die integrale Neutronenbilanz im betrachteten
System mul gewihrleistet sein.

2. Die Erfillung des detaillierten Gleichgewichtes
fir das den Energietransfer bei einem Stol} des Neu-
trons mit der Moderatorsubstanz beschreibende Streu-
gesetz.

Das detaillierte Gleichgewicht garantiert, daB sich
in einem quell- und absorptionsfreien Medium ein
thermisches Gleichgewicht zwischen Neutronen und
dem Moderator einstellt, so daf3 also das Neutronen-
spektrum durch eine Maxwell-Verteilung beschricben
wird. In einem guten Moderator mit kleiner Absorp-
tion wird demnach nur eine geringfigige Abweichung
des Spektrums von der Maxwell-Verteilung bei Neu-
tronenenergien E ~kT (k = Boltzmann-Konstante.
7' = Moderatortemperatur) auftreten (die Absorption
wird im folgenden in ihrer Knergieabhingigkeit stets
durch ein 1/)/E-Gesetz beschrieben).

Zu diesem Charakteristikum eines stark ausge-
prigten thermischen Maximums tritt im stationdren
Fall die Forderung hinzu, dall die Gesamtneutronen-
absorption im thermischen Gebiet einschliefilich
Neutronenausflu3 gleich der in den thermischen Bereich
pro Zeiteinheit hineingestreuten Anzahl von Neutronen
sein mull. Dadurch wird der thermische Teil des
Spektrums stark an das epithermische Gebiet gekop-
pelt, in dem reine Abbremsung der Neutronen statt-
findet und das Spektrum bei bereits abgeklungener
1/ E-Absorption einen 1/E-Verlauf aufweist. Die
Berucksichtigung der chemischen Bindung kann dann
nur zu Anderungen im Rahmen dieser beiden Bedin-
gungen fithren.

Bei der Berechnung von Reaktorspektren liegt das
Hauptgewicht jedoch auf der Erfassung der Hetero-
genitdt eines Reaktorgitters aus Brennstoffstiben in
einem Moderator. Aus diesem Grunde wird bei der
Ermittlung heterogener Spektren der Moderator meist
als freies Gas oder gar als schweres Gas behandelt.

Bei der mathematischen Behandlung des Neutro-
nenthermalisierungsproblems verwendet man bisher
fast ausschlieBlich rein numerische Methoden. H.C.
Hoxeck [1] ging von der integralen Form der Boltz-
mann-Gleichung aus und 16ste sie iterativ durch nume-
rische Integration. DBei dieser Methode und den
tiblichen DMultigruppenverfahren [2] erfordert die
starke Variabilitit des Neutronenspektrums viele
Integrationsintervalle bzw. eine grofle Zahl wvon
Energiegruppen. Durch theoretisch fundierte Ansitze
fir die Form der Verteilungsfunktion der Neutronen
innerhalb der einzelnen Energiegruppen konnten
K. Megrz, K. Orr und S. Saxarant [3] die Zahl der
Energiegruppen auf fiinf reduzieren und fiir ebene

Geometrie ohne allzu grofen numerischen Aufwand zu
brauchbaren Ergebnissen gelangen. Einige Autoren
[4—6] bestimmten mit Hilfe der StoSwahrscheinlich-
keits-Methode gendhert die ortlich gemittelten Spek-
tren im Rahmen des Schwergas-Modells. Zu einer ana-
lytischen Darstellung des Neutronenspektrums in den
Moderatorbereichen eines heterogenen Reaktors im
Rahmen des Schwergas-Modells gelangte H. KunNze[7],
indem er die Brennstoffstabe wie in der monoenergeti-
schen Behandlung durch K. Meerz [§] zu Linien-
senken mit einer effektiven Absorption idealisierte.
Damit erhilt man also keine Information iiber die
Spektren in den Brennstoffzonen, die sich merklich
von den Spektren am Rand des Brennstabes unter-
scheiden konnen. Die Kenntnis der Brennstoffspektren
ist jedoch fiir diec Bestimmung der Neutronenékonomie
eines thermischen Reaktors von priméirer Bedeutung.
AulBlerdem wird die Benutzung des Schwergas-Modells
fir wassermoderierte (H,0, D,0) Reaktoren frag-
wiirdig.

Das Ziel dieser Arbeit ist, auf analytischem Wege
die orts- und energieabhingige Neutronenverteilung
in einer zylindersymmetrischen Einheitszelle des Re-
aktors zu bestimmen. Der Moderator wird als mono-
atomares (Gas einer noch zu bestimmenden Masse A/
behandelt; die Streuung an den schweren Brennstoff-
kernen wird idealisiert als isotrope Streuung im Labor-
system ohne Inergieverlust. Die Anisotropie bei der
Streuung an den Moderatoratomen wird bericksich-
tigt. Bei der mathematischen Behandlung des Pro-
blems bedenken wir, dall im Gebiet grofler Energien
die Abbremsung der Neutronen tberwiegt, wihrend
fiur £~ k7T die Neutronenenergie vergleichbar ist mit
der kinetischen Energie der Moderatormolekiile, so daB
die Neutronen bei einem Stofl hiufig auch Energie
aufnehmen werden. Physikalisch sind diese beiden
Energiebereiche natiirlich nicht scharf getrennt, jedoch
kénnen wir vom verschiedenen Charakter des Brems-
und Ausgleichsvorganges bei der Wahl des Losungs-
verfahrens Gebrauch machen (epithermische Losung
im Abbremsbereich und thermische Losung im Aus-
gleichsbereich). Bei der numerischen Auswertung des
Verfahrens wird diskutiert, welche Parameter fir
Thermalisierungsprobleme in heterogenen Systemen
besonders wichtig sind. Der Einflufl der anisotropen
Streuung wird untersucht. ISs wird abgeschitzt, wie
sehr die in B-Naherung berechneten Spektren von den
strengen Losungen abweichen kénnen.

1. Ausgangsgleichungen und Streukerne

Wir betrachten eine in axialer Richtung unendlich
ausgedehnte Einheitszelle. Die Ortsabhiangigkeit der
Neutronenverteilung wird dann durch den Abstand r
von der Symmetrieachse charakterisiert. Die Trans-
portgleichung lautet fir zylindrische Geometrie
{p und & sind der Azimut- bzw. Poldistanzwinkel):

sin 9 jcos ey, e,ﬁ) __sing éy(n, 8.;(;3)}_L
L cr r s

+a () p(r, €.§)= [ds'fd.@'X (L.1)
6 (47

X o, (e —¢, 0~ f)) -yp{r, &', 2.

10%
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Dabei ist 2, der hochenergetische, konstante Streu- (46_ _om— 1) PP, £) —
querschnitt des betrachteten Mediums, g, (¢) =2, (¢)/ 2}, tmi or
=E/kT und o, (&' —¢, '—£2) der mit 2 dividierte — b (,:,, _ m“l) D (r, £) 4
makroskopische Transferquerschnitt. Gl (1) haben r
wir in jedem Medium mit folgenden Randbedingungen te ( o m+l ) B (r, 6) —
zu lésen: "ior (1.11)
(R, 6,02) =y (R, e, —Q), (1.2a) . (llm( aar n m+ 1 ) DI (r, £) +
v (o, 8’!3) =yylo, &, %), (1.2b) + o,(e) Dy (r, 3)
oc
wylr, &, .6) regulir fir r—0, (1.2¢) = / K (e, &) Dy, (r,e)de .
0
w(r.e, 2)~1le fir e— co. (1.2d) Hierbei sind
R bedeutet den Zellradius, ¢ den Stabradius; die Indi- o ] (- ”‘( ;’;“ﬂ Eil__{i”:’ 2 .
zes M bzw. U stehen fiir die Moderator- bzw. Brenn- +hES
stoffzone. b — 1 l (I+m m — l) (l,J’_ m) . (1.12)
Da sich in einem stationir betriebenen thermischen tm = o3yl (21-1)(21+1)

Reaktor weit oberhalb des thermischen Gebietes ein
ortsunabhingiges 1/e-Spektrum einstellt [9], kann
man den Thermalisierungsbereich mit Hilfe der Be-
dingung (1.2d) durch die homogene GI.(1.1) be-

schreiben. Zur Losung von (1.1) entwickeln wir den

Flull (r, &, !3)

nach Kugelflichenfunktionen:

—

1/)(7: g,ﬁ): }: (plm(r’ F) lm( )

L

(1.3)

Die Kugelflichenfunktionen stehen mit der zugeord-
neten Kugelfunktion erster Art (P, " (cos{))) in folgen-
dem Zusammenhang:

— 2 1— .
V@ = | LD P cosiy e, (1.4
wobei
_(—L)Am dm+1(sin §)2!
le(COSﬁ)”' '(2’[)!'! " (d Césb)mﬂ l (1.5)
(@enpi=2.4.....21).
Folgende Relationen gelten:
f Ylm Yl me (‘(j) dﬁ: ()ll' émm” (16)
Y, (@)= (— 1" 1% (@), (1.7)
e 47 H =, =
R@Q-2= 5/ 2 Y@ Y5@). (18)
m= —1

(Die konjugiert komplexen Gréfien sind hier durch
einen Stern charakterisiert.)

Da y(r, s,!_j) als physikalische Gréfie reell sein
mull und auBlerdem invariant ist gegeniiber der Er-
setzung von ¢—x—1, ¢ — ¢, folgt
l+m gerade, @, _, (r,e)=(—1)"D, ,(r,e). (1.9)
In der Moderatorzone entwickeln wir den Transfer-
querschnitt ebenfalls nach Kugelfunktionen:

- 20+1 ., =
2 i K oR@-2),

as(e'—>e,§’—>.6): (1.10)

Einsetzen von (1.3) und (1.10) in (1.1) fithrt dann nach
einiger Rechnung auf folgendes System von Integro-

Differentialgleichungen fir die Entwicklungskoeffi-
zienten @, (r, €)

Cim = bl.fm; dl)n:“[,sz'

Das unendliche System (1.11) wird nun in iiblicher
Weise durch ein endliches System angendhert, indem
man fordert:

Dy, e)=10. (1.13)

Die Randbedingungen (1.2a) und (1.2b) lauten jetzt:
DL (R, ¢) =0 filr ungerade m-Werte | (1.14)
Dinlo. &) = P (0, ¢). J

Der Transferquerschnitt fiir ein monocatomares Gas
ist in den angegebenen Variablen gegeben durch

e e BBy HT (1 L

9
f M e x 2 ‘
<, £ M _le_sz( « KT 5y
e 2akT x
Dabei ist

M die Masse des Streuers (die Masse des Neutrons ist
hier und im folgenden gleich Eins gesetzt).

Lk die Boltzmann-Konstante,

¢ und ¢ die Energic des Neutrons in Einheiten %7
vor bzw. nach dem Stof,

W =2kT( +e—2)ee COSQ) das Quadrat des Im-
pulsubertrags,

0050—(9 -.Q) der Cosinus des Streuwinkels.
Aus der Entwicklung (1.10) folgt mit Hilfe der
Orthogonalitdtsrelation fiir die Legendre-Polynome:
=1
Ky (¢, )= 2z [ B(cos O)yx
-1 N (1.16)
KXo e —e, Q20— Q)d(cos O).

Die Integrale (1.16) lassen sich einfach ausfithren,
wenn man die Integration tiber den Streuwinkel durch
eine Integration tber x ersetzt. Wir fithren folgende

x
Abkiirzungen ein (Erf ()= l%

; fe““ dl):

0
1 /9.7 1
= M — -
“ 2 (]i ]'/Il[)
. - a4+ 1 =4 (1.17)
ey
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F=Brf(b s — a &) F Ext (b e+ a )
Fy=e = [Erf(b)er —a}e) +

7 =+ Erf (b e+ a)e)] (1.18)

E = e~ (b)e—aye)
Ezze—(b yetaye)
Fiir die Wahl des Vorzeichens gilt:
oberes Vorzeichen fiir £’ < ¢ (Aufwirtsstreuung) (1.19)
unteres Vorzeichen fiir ¢/ > ¢ (Bremsung).
Man erhélt dann fir die ersten beiden Kerne:
Ko(e',e)= 5 (Rt B), (1.20a)
K (¢, e)= fgbz, l/y ;‘f, {(sb —da— | M)F +

+(gb—ea— VINE, (1.20b)

+ 2 e | By (e — o) Bu]).

Abb. 2.

Der Streukern K (e'. &) fur M = 3.6

Da wir in der numerischen Auswertung nur die Kerne
(1.20) benutzen, wollen wir hier auf die explizite An-
gabe der hoheren Streukerne K,(¢’, &) und K,(e', &)
verzichten. In den Abb.1—4 sind die Streukerne
&' (K, (¢, €))/b* fiir | =0 bis I =3 gegen den Quotienten
efe’ aufgetragen. Die Masse ist hier M — 3,6 gewahit.
TFiir sehr grofle Neutronenenergien ¢ >>1 vor dem

Stofl nehmen die Kerne die von der Abbremstheorie
bekannten Funktionsverldufe an, welche die Streu-
ung an ruhenden Atomen (7' =0) beschreiben. Die
Grenzkurven fiir 7'=0 sind im Intervall ae¢' <e<¢’

— 132
segsben dueh =3y 1 |
b? ‘
1(({;(8', £)= o
b2 / o, (1.21)
K, e= Y|/ L —a] %)

Bei der rechnerischen Behandlung hat man stets
durch Reihenentwicklungen dafir Sorge zu tragen,

Abb. 3. Der streukern K,(e', ) fur M = 3,6

10,
/
> I
<! \‘
i
0\
! 4 e
i N -
-5
‘ 7=0

]
1
]
I
I

Abb. 4. Der streukern Kye’,e) fur M - 4,6

dall numerische Fehler besonders in der Funktion F,
aus (1.18) bei grofien Argumenten der Fehlerfunktion
vermieden werden.

Da das detaillierte Gleichgewicht fir die Streu-
kerne erfillt ist. also

K(e'.e)e'e ¥ =K, (¢, e')ee ", (1.22)
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kann man die Kerne z.B. fiir ¢'<<e direkt aus der
Darstellung fiir ¢’>¢ gewinnen.

Der makroskopische Streuquerschnitt ergibt sich
aus dem Transferquerschnitt durch Integration iiber
alle moglichen Endenergien und Streuwinkel. Mit

5%
oM (e)= %DLL) erhilt man

e—-—e

M= (14 L VBt edly + " (129)
O3 (e)-( + ‘2’eM> rf (Ve ! . (128

a1l
Im Brennstoffmedium nehmen wir den Stol ohne
Energieverlust an. Dann wird:

1

SV, D)=, Zypoe—e). (1.24)
8(e’'— &) ist die Deltafunktion, X, ;; der iiber den ganzen
interessierenden Energiebereich konstant angenom-

mene Streuquerschnitt des Brennstoffs.

i

Die Integranden fn(y)=e ¥ /(y LD |e)® fur b}e=6,06.
O Anndherung von f, durch eine GauS-Funktion

7

. I
-3 2 -7 14 7

Abb. 5.

2. Die epithermische Lisung

Um einen moglichst guten Einblick in die mathe-
matische Behandlung des Problems zu bekommen,
werden wir explizit die Losung in FB-Niherung
[L =1 in (1.13)] bestimmen und die Erweiterung auf
héhere Approximationen an den entsprechenden
Stellen jeweils nur beschreiben. Wir setzen in beiden
Medien 1/}'e-Absorption voraus und lésen das System
(1.11) zunédchst im epithermischen Gebiet ¢>>1 durch
Entwicklung von @, (r,e) nach Potenzen von 1/]e.
Dies wird nahegelegt durch die Annahme einer
1/)/e-Absorption (Potenzen von /)¢ sind ebenfalls zu-
lassig):

P, €)= 81000+ 2 1 Fiml) 2

€ &

Im Ansatz (2.1) ist die Bedingung (1.2d) aufgenom-

men, wonach der 1/e-Anteil des Flusses (~ @q,(r, €))
ortsunabhingig sein soll fiir grofle Energien.

Wir behandeln als erstes die Moderatorzone. Es war

bisher iiblich, im epithermischen Bereich ¢ =16 die

Temperaturbewegung der Moderatoratome zu ver-

nachlédssigen und mit den einfachen Ausdriicken der
Streukerne (1.21) fir 7 =0 zu rechnen. Beim Test
dieses Verfahrens fiir das unendlich ausgedehnte
Medium zeigte es sich jedoch, daf} durch die Unstetig-
keit der Streukerne (von 7'=300° K im termischen
auf 7'=0 im epithermischen Bereich) erhebliche
Fehler im Spektrum entstehen konnen. Deshalb
miissen simtliche Integrale der rechten Seite von (1.11)
mit der asymptotischen Entwicklung der temperatur-
abhangigen Streukerne ausgewertet werden.

Bei Aufwdrtsstreuung ¢ <e konnen Beitrige zur
asymptotischen Losung nur aus der niheren Umge-
bung von ¢ :=¢ kommen, da K,(¢' <) fir & <¢
exponentiell abfillt. Im interessierenden Bereich
&' v e ist fiir nicht zu groBe Massen (M < 8) F (¢' <¢)=0
und Fy(e' <¢)=1 eine gute Niherung. Dann wird
z. B.

L)

K¢ <e)a ) e, (2.2)

Die Giiltigkeit von (2.2) ist leicht durch Vergleich mit
den FErgebnissen des exakten Streukerns nachzu-
prifen; es mufl etwa e —4<¢ <¢ fir £¢=16 und
M =8 sein (fiir M =2 ist das Exponentialgesetz noch
bis zu kleineren ¢'-Werten giiltig). Da der FluBverlauf
in diesem Energiegebiet praktisch noch durch die
epithermische Entwicklung (2.1) beschrieben wird, so
ergibt sich z.B. fir den 1/e-Anteil:

. o _e [,
j=10%ce S de’

e’? €

3

Dabei sind Beitrdge von der unteren Integrations-
grenze ¢, vernachlissigt.

Fir Abwdrtsstreuung &' = ¢ =16 1aBt sich F (¢’ > ¢)
und F,(¢' > ¢) ersetzen durch

IS (e’ >e)~1 +Erf(b 1/'3 —a 1/gf) }
Tas [/ ~ e—(aye —bye) (
s (e' > e)a — Trb]e—aje)

Man hat dann folgende Integrale auszuwerten

o
Erf{a]e —b)e , ¢
S = [ o gf]n/2+2']’) de’, (24a)
£
S -
LA A (2.4b)

(n) __ T A
s | (bye —aje)enive
€

Durch partielle Integration von (2.4a) stofit man auf
das nicht streng auszuwertende Integral

oC
e~y

5=/ y+o1em 1Y
;&
—]’31
Man erhalt jedoch eine ausgezeichnete Ndherung, in-
dem man den Integranden durch eine Gaufi-Funktion
ersetzt mit gleichem Wert und gleicher Kritmmung im
Maximum:

e~ ¥

hly)= (y+b ey A fo(Yp) e @V I (Y1)

2fnlyar) (2-6)

wobei y,; die Lage des Maximums von f,(y) angibt.

In Abb. 5 ist die in (2.6) angegebene Néherung
(eingezeichnete Kreise) mit den exakten Integranden
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fiir b |/ = 6,06 verglichen (M == 3,6). Die Abweichun- ) 1/e2:
gen sind vernachlidssigbar klein. Fir nicht zu grofle 1 0 pit 2 8 1\ par
Massen (M <8) darf man die untere Integrations- (1 — o) Boo(r) — Zoat 16 (6} + ) 11(r)
grenze durch — oo ersetzen, so dafl man erhilt: —c /5'8 — oM AM () — c
B 2M 3 (2.15)
V= 1) 1 1 &
L)~ g (555 L) @) — oie or B00)4 (1 —od) Bl )
—— ol 4t

Der Hauptbeitrag zum Integral J{ kommt aus der
Umgebung J/e’ = g Je- Entwicklung von 1/(b)e’ —ae)

liefert dann unter Benutzung von (2.7):

I A 2}%( )n“]l (2.8)

enta

Damit lassen sich alle Einstreuintegrale angeben:

o0
. de’ af b ;
[]So(g,e) nt2 T wt+z 11?4-4 > (29
P & 2 e 2 e 2
oo i g1
d ’ O‘n ” D
[ Beve g =y + L 210)
£u o 2 e 2 e 2
M—1
Dabei ist ( (M—H) )
0 2 1_]a7h-2
Fn = n+2 1—a
/33: bz(l - l/(:xn+3) n+3 ]/ 11-*—2
s 2b ,
ah=telir| 2 _ya"“)—
. 2a (1_ ’an+1)
n4-1 1 (2.11)
1ol 201
ﬂ?l_bz(l_ n+3) +
n 521/11[(2111[ b n;}b~)1’,/o’_n+24‘~
21 n+4 ,
4 (727—(—'3 b )] oit3 alo(n+4}.

In A-Niherung erhdlt man dann aus (1.11) mit
oM — Lale=1) .

v Zoxu
RN A P
Agg<r>(°;§+ﬁ_f)wa‘é(r)(“:+ SR
201;1116 o AP (r,e) f(lﬂ— T+ ;,Ma)
AP (r, )= AN ) (*F 1)+ | (213)
B0 (4 + ’fi)+--~-

Koeffizientenvergleich liefert fir die einzelnen Po-
tenzen in 1/)'e
a) 1/e: Gl (2.12) identisch erfiillt.
b) 1/et:
(o) A3h) — 3 * (4 ) 430 l
= —ca!

(2.14)
(1 — o) A1 (1) =0. l

1]
— o AR+
ZOZU]'(S or 00( ) i

usw. Aus (2.14) folgt fir die spezielle Losung (@):

AJy=— L%, Afim=0.  (216)
Die allgemeine Ldsung ( (13’) der homogenen Gl. (2.14)

gewinnen wir mit dem Ansatz:

)= Aol =27 } 17
A¥ (r)y= A Ki(—#;7)
mit
“H=n"n 20)1' (2.18)

Die Bessel-Funktionen K, (—z) sind definiert durch

Km(—z):(’—l)m]xm( )"”lnlm(z) } (219)
K, (z)=K_,(2).
Unter Beachtung der Rekursionsformeln
dAdM(~) = Km—l(z) - /'zi I{m(z)
- 2, (2.20)
. . 2m
Ky (2}~ Am +1 (z) =— p ]{m (2)

steht also beim Einsetzen von (2.17) in (2.14) K,, (2, 7)
bei jedem Term und kiirzt sich heraus. Das resul-
tierende homogene Gleichungssystem ergibt:

= 13— o (1 —ad
(2.21)

‘

] // i_d 7
A;%): ] g Aoo-

2l —ad)
Mit —+-» ist also auch —» ein Eigenwert. Fir die zu-
gehorigen Eigenvektoren folgt aus (2.14) die Bezie-
hung:

Al = A§P), (2.22a)
Al =— Al {2.22Db)
Mit Hilfe von (2.19) und
B, = fi.S’ZAH—)
VRS (2.23)
Cl = Aob -+ Aoo

(der Index 1 deutet auf die Zugehoérigkeit zum ersten
Eigenwert hin) kénnen wir dann die vollstindige Lo-
sung von (2.14) angeben:

Mo col
Ahor=— 27,

—u
“111{( )= An (B I (g 1) — CxKl(Hl"))-

In (2.24) treten nur noch die positiven Eigenwerte auf.
A, ist gegeben durch:

Die unbekannten Grofien B,, (7 sind durch die o6rt-
lichen Randbedingungen zu bestimmen. Mit der
Losung des Systems (2.15) verfahrt man dhnlich. Man

—LB 1 ( ) -+ 011{0(.’{17.)] (c) ‘)4)

{+)
All

o 1—11 7 (.
11— AOO

225
2(1 —a}) -’ )

A
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“ -
erhilt i oa 1 ri(e)= 11 Jr 11
BY ‘71 . s L .
or )“C{a ey T }+ bm (2.30)

URIB, Iy 1)+ Cy Koy )]+ [ (2+26)

-ngIo(/.2 ry+- 021\0(/{27),
[B 1, (1) — CL K, (5 r]-+

1
T b(lzl)[BZIl (3#27) — Ca Ky (25 7) ]
Es sind stets nur die positiven Eigenwerte einzusetzen.
Die einzelnen Konstanten sind gegeben durch:

PO M (1_0‘(1))ff‘(1”°‘(2))
00T ) — ) (1 —ad) — (1 — @) (1 — ad)

6 2 9%
b = ;»1 [o31+ (1 (2.28)

—
vy== |3(1— o) (I —ad).

B, und C, sind wieder durch die ¢értliche Randbedin-
gung zu berechnen.

Die von der Ortsvariablen » unabhingigen Teile
der Lésung sind identisch mit den entsprechenden
Termen der Losung fiir das unendlich ausgedehnte

Der Term 2~

Medium. L des 1e2.Gliedes in (2.26)

ergibt sich aus der Temperaturabhingigkeit des Streu-
kerns fir ¢ >>1. Insbesondere fiir kleine Absorptionen
wird diese .. Korrektur” gegeniiber 77 =0 bedeutend,
so dall der (negative) Anteil des 1/ef-Gliedes dadurch
sogar kompensiert werden kann. Fir grole Massen
M >1 geht (2. — 1)/M uber in den entsprechenden
Term (nimlich 2) der Schwergas-Losung. Das 146t
sich auch fiir die hoheren 1/¢-Potenzen zeigen. Da bei
der niherungsweisen Berechnung der Einstreuinte-
grale A/ = 8 vorausgesetzt war, missen demnach die
vernachlissigten Terme auch fur groflere Massen un-
bedeutend sein, so dal} die gewonnene asymptotische
Losung fiir alle Massen brauchbar ist. Fiir den Testfall
des unendlich ausgedehnten Mediums zeigte sich bei
4 =40 kein Unterschied gegeniiber der Lésung des
Schwergasmodells.

Die Erweiterung auf hohere £ -Néiherungen ist ohne
weiteres moglich. Man erhidlt aus (1.11) ein System
von sechs gekoppelten Integro-Differentialgleichungen,
das man mit dem Ansatz (2.1) 16st. Lediglich die An-
zahl der Eigenwerte wird in B-Niherung auf sechs
erhoht, von denen jedoch sich jeweils zwei nur durch
das Vorzeichen unterscheiden. Die verallgemeinerten
Beziehungen (2.22) und (2.23) lauten jetzt (j charak-
terisiere die Folge der Eigenwerte):

Bjii - i:TAg)_g”j)
Oy MG — AGe™. |

Wir fithren nun noch folgende Abkirzungen cin:

AL = (— 1y ALY l

[
o
~1
—

c co 1
Dyle)=——- "o , + ]
1 &t (2.28)
Lo (o 2M-171 [ .
LA =) (T —ag) © H J &
1 bm
L1 — o Yoo
%00 (£) o 2

Glibt 11 die Anzahl der positiven Eigenwerte an, so ist
die allgemeine Losung fiir den epithermischen Bereich
der Moderatorzone gegeben durch:
31@;711)%10’ b): (I)JU (8) 610 6mo+
1 " (2.31)
+ 7};1{B} IM (%7 r) + (— 1) C] ](m (K} r)} Z;m (&) ‘

Bei einer epithermischen Entwicklung bis 1/e*? ist H
n P-Niherung gegeben durch

(Lt

o= EEDEE3 gy (2.32)

8 (i

In der Uranzone gehen wir wieder von (1.11) aus und
Iosen das System durch den Ansatz (2.1). Unter Be-
riicksichtigung von (1.24) erhalten wir durch Koeffi-

zientenvergleich entsprechend (2.14) und (2.15)
a g h P
[t = =8 =0
<oV
) Ye: identisch erfallt.
b) 1/et:
2 1
Gl At et |
RIS 5 a
1 AR (r) U (2.33)
nots () =0
¢) 1/
2 ¢ 1
LT NS BY (5= g% A% (1
.L(,U]l";((r r,) T1(r)y==o{ Ago(r) 1(234)

5 Blan - By ()= — ot Aty 00 |

Zou16 Cr

usw, Die Losungen sind direkt anzugeben. Aus der

ersten Gl. (2.33) folgt:
()= “" T . 235
A1) 4 coi(Zor ). (2.35)
Die Losung der homogenen Gleichung const/r ist
wegen (1.2c¢) nicht zuldssig. Weiter wird:
A 3 2 2
Afo()= Alot 5 ca(Sypr)

6

Bl (n)="8 ot Ao Sypr) + 2T et (Zyp 0

(Afo+ o) (Zopr)®-+
o ( Xyt

usw. Es stellt sich also in -Néherung die Ortsabhin-
gigkeit der epithermischen Losung im Brennstoff bei der
vorgenommenen Energieentwicklung als Reihe nach Po-
tenzen von r2 dar. Und zwar wird der Flul} @,,(r, ¢)
eine gerade, der Strom @, (r, ¢) eine ungerade Funk-
tion in r. Dies ist natiirlich eine Folgerung der értlichen
Symmetrieverhiltnisse bei r=0. Die Unbekannten
Ay, Bl ete. sind durch die értlichen Randbedingun-
gen bestimmt.

In B-Niherung treten Bessel-Funktionen neben Po-
tenzen in r auf. Die spezielle Losung des inhomogenen
Problems lifit sich ohne Schwierigkeiten angeben, da

3
Ho (1) =By + 4 oy

"
+ g o



Band 7, Heft 3 H. KtsTERs: Theorie der Neutronenthermalisierung 137
die sechs gekaoppelten Gleichungen zerfallen; es ist nur  Energien hinreichend stark verschwindet:
. P cof . : :

die Grofle A%, =— T;%L von Null verschieden. Eine o DF, (r,) =g, (&) DB (r,¢). (3.1)

Partikulirlosung des homogenen Problems erhilt man Hierbei ist ,

mit dem Ansatz: Y S gk .
N gile)=e ( ~ > IT> (3.2)
A?m(’) :Alum : Im(% r) (2.37) i F=0 .

mit Diese Dampfungsfunktion hat die geforderten Eigen-

=Zu schaften:

In (2.37) ist wieder die Regularltétsforderung (1.2¢)
beriicksichtigt, wonach die bei » =0 singulédren Bessel-
Funktionen K, (x7) nicht auftreten diirfen.

Entsprechend (2.28) bis (2.30) fihren wir ein:

Bye)=§ + Mo B

Phote)= § cot- | 4§ ot(Abyteat) b

Yoole) (?4 (o%)2 55 4 2.38)
1}’11(€)~ iy { Ago + !

R

Damit erhalten wir in F-N&herung die allgemeine
Form der epithermischen Losung (in héherer P -Nahe-
rung treten noch weitere Glieder hinzu, die Bessel-
Funktionen enthalten):

TOEir, €)

4 2.
:(I)u (6) : blo émo+ _\:#’fm(b) (EOU’ ( 39)
7=1

.)mej.

Die Randbedingungen (1.14) bestimmen die freien
Konstanten zu:

B; K, (4 R)

o= Tom (2.40a)
u
B~ i Ahe) o (2.40D)
An [ LGgo) — R
uhae) = 3 Kt )|
u (1) ‘ 5 G g
]311(1’)*1’1131‘11(419) B K, (% 0)
B,= L Lo . (2.400)
O3 |11 ey 0) — Bz Ky (e 0){
3 - 9
Ao =— 5 cof(Zop0)*+ Agh o), (240d)
woo_ 3uAu*.u)‘ 2
00— — 401( sotcoi) (2oy o)+
0o . L (2400)
S (0D* (Zov 0| + Bib (o)
usw. Damit ist die vollstindige Losung fir das epi-

thermische Energiegebiet bekannt.

3. Die thermische Lisung

Wir wollen zunédchst den Gang der Rechnung zur
Bestimmung der thermischen Losung unseres Pro-
blems skizzieren, bevor wir ins mathematische Detail
gehen. Wir setzen die in Abschnitt 2 gewonnene
epithermische Losung kontinuierlich bis zu ¢ =0 fort,
indem wir mit einer Ddmpfungstunktion multiplizie-
ren, die fiir groBe Energien Eins wird und fiir kleine

(3.3)

tir g—o
fir e—0.

1
g}.(g): {81_;_1

/ muf} stets so grof} sein, daf der letzte in der asym-
ptotischen Entwicklung beriicksichtigte Term durch
Multiplikation mit (3.2) fiir ¢ —0 regular wird.

Nun bleibt die Differenz des tatsdchlichen Spek-
trums und dieser fortgesetzten Ldsung zu bestimmen:

Jd)lm (r,e) :q)l7/1(r>8)_ (—Dl’fn(r’g)' (34)

Einsetzen von (3.4) in die Boltzmann-Gleichung in der
B -Darstellung (1.11) liefert ein inhomogenes System
tur 4D, {r, €). Kirzen wir das System (1.11) ab
durch B; - @,,.(r, ¢) =0. so wird also:

BLJd)lm (77‘9) :_.l_?{/g)l*;n(rzg) = Qlliz(r*8)~

Fur e>>1 l6sen die GroBen @F (r.e) das System (3.5)
niherungsweise (g, (¢)=1) und damit verschwindet
auch die Inhomogenitit @, (r. ¢) entsprechend. Im
thermischen Bereich (¢~ 1) entwickeln wir nun die
Ditferenz 4@ und die Inhomogenitiat ¢ nach einem
System orthonormaler Funktionen o), (¢}):

(3.5)

f wf (e)ym, (e)de=0,,..

0

(3.6)

Hierbei ist o} () die zu o, (¢e) adjungierte Funktion.

Folgende beiden Bedingungen sind an das Basis-
system zu stellen:

a) die Garantie des detaillierten Gleichgewichtes
fiir den Streukern bei der Darstellung in diesem Sy-
stem,

b) die Adjungierten der Basisfunktionen miissen
exponentiell abklingen. da sonst divergente Integrale
auftreten koénnen.

Die erste Forderung hat bei nicht symmetrischem
Streukern zur Folge. daf}

w,(e) =ee” oy (e). 3.7)
Betrachtet man namlich die bei der Bereechnung der
Inhomogemtat le auftretenden I\ernmatrl\elemente

I‘I' = fdg(/)p f]\ &) wyle e)de',

dies einer Darstellung des Streukerns durch

so entspricht

K¢, s)‘ ke oy (&) W, ().
])
Erfillung des detaillierten Gleichgewichtes (1.22)
fihrt auf (3.7).
Die Bedingung b) resultiert aus einer Betrachtung
der Inhomogenitdtsentwicklung. Mit

(x)lm (T’ 8) = .\: q;)m (') (’)p({“) (38)
r
folgt. wegen (3.6):
Gin(r)= [ Qp.(r, &) F (e) de. (3.9)
0
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Wenn sich die strenge epithermische Losung bestim-
men lafit, so ist @,,,(r, &) fiir £3>1 Null und alle Mo-
mente (3.9) sind eindeutig angebbar. Da man jedoch
die epithermische Losung nur ndherungsweise be-
stimmen kann (z.B. bis zu einer Potenz 1/¢"), so ist bei
1/}e-Absorption

1 .
Qunlr,e)=0 ( gh'+1/2) fir e>1.

Falls die adjungierten Funktionen w;f (¢) nur Polynome
vom Grade p in ¢ sind [mit (3.6) ergeben sich dann fiir
wjy (¢) die Laguerre-Polynome, s. weiter unten], so sind
diese fiir p=n—1/2 unbrauchbar, da in (3.9) die
Integration bis Unendlich gefithrt wird. Da man zur
Beschreibung des thermischen Spektralbereiches min-
destens vier Basisfunktionen bendtigt, muf} also
n>7)2 sein. Nun ist die Bestimmung der epithermi-
schen Losung fir groflere n-Werte aufwendig und aus
physikalischen Griinden unnétig, andererseits kann
wegen des semikonvergenten Charakters der asym-
ptotischen Reihenentwicklung » ohnehin nicht sehr

o4
03

gz (Wa\Wo \Wy N

a5 70 15 20 2530
Ve
- 0’7
=02y
-03

-g4

Abb. 6. Dic Basisfunktionen wp(e) = ee~(+Sndce Py (&) fur S, — n/s

grol gewdhlt werden. Bei Verwendung der Laguerre-
Polynome erhilt man in der numerischen Durchfiih-
rung aullerdem wegen der Wichtung &” eine starke
Empfindlichkeit des thermischen Spektrums auf die
Genauigkeit der epithermischen Loésung [7].

Diese Betrachtungen fithrten zur Aufnahme eines
exponentiell abklingenden Anteils in den adjungierten
Funktionen, wodurch alle angefithrten Schwierigkei-
ten behoben sind. Damit 148t sich das interessierende
Energiegebiet ohne Einfithrung eines cut offs behan-
deln, die beiden Teillosungen im thermischen und epi-
thermischen Bereich gehen kontinuierlich ineinander
itber. Fir die adjungierten Funktionen setzen wir an:

w3 (6) =e=Sre Py(e). (3.10)

S, soll eine vom Grad der Entwicklung abhingige
GroBe sein, die die Stédrke der Dampfung bestimmt.
B, (¢) ist ein Polynom in & vom Grade p. Fiir S =0
erhilt man fiir F, (¢) gerade die Laguerreschen Poly-
nome L{(e). Wird die Dimpfung unabhingig vom
Grad der Ordnung gewihlt. also S,= . =const, so
ergibt sich folgendes orthonormierte System:
wF (6)=(1-+28)e%LP[(1+28)¢]
w, (&) =ce "} ().

} (3.11)

Um grofiere Fehler bei der numerischen Bestimmung
der Quellmomente ¢/, zu vermeiden, sollten dic ad-
jungierten Funktionen fiir ¢ =16 nicht zu grofle Werte

annehmen. Tir den Dampfungsfaktor ist dann etwa
S~ 0,5 plausibel. Da das Spektrum bei ¢ 1 in der
Moderatormitte praktisch durch eine Maxwell-Vertei-
lung beschrieben wird, 146t sich leicht zeigen, daB die
Konvergenz bei Entwicklung nach diesem System
unbefriedigend ist. Damit wollen wir uns nun all-
gemeinen Ddmpfungsfaktoren zuwenden.

Aus einer Tabelle der Funktionen w; (&) kann man
schlielen, dal} eine lineare Abhidngigkeit der Damp-
fung vom Grad der Ordnung S,=const-p die ge-
winschten Eigenschaften fiir das Basissystem liefern
wird. Damit tritt auch automatisch dic Maxwell-Ver-
teilung als erstes Glied (p =0) einer Entwicklung nach
diesem System auf. Dies erweist sich aus Konvergenz-
griinden als vorteilhaft, wie sich beim Test der Me-
thode im Modellfall des unendlich ausgedehnten Me-
diums herausstellte.

Bei dem Orthonormierungsverfahren der Basis-
funktionen ist nur die sukzessive Bestimmung der
Koeffizienten der Polynome P,(¢) méglich. Diese
Polynome schreiben wir in der Form:

2 . . o 1e
B (e)= Z\;,k/\;()yl,kel" mit  y,,=1. (3.12)

Aus der Orthogonalititsrelation (3.6) erhdlt man

».p
(k4-1+1) . b e s
YR s g e, =0 fir p=p’. (3.13
(k;;()}ll’))] ) (1+‘51»+*5p')"+’ P ( )
Sukzessive Auflosung liefert fiir jedes p und p’ ein
lineares inhomogenes Gleichungssystem. Wir fiihren
noch folgende Abkiirzungen ein:

Yok = Vpr (K1)
[ LD L S
“‘(H-l):(lﬂ)z“v]: r+1)!
1
MY, = , . F
PR (8, 4 8y (3.14)

P’

- 1
2Rl g s
l‘,:Jl/pl ki (1'7‘51»T‘51/')L+I

v ¥
D —1— N pl .
L4 [-1—1-‘ (1 -+ S/, -+ SI,')I

Dann erhilt man die Koeffizienten y* aus
P
Dok Mb =Dy fir p'=0.1,...,m—1. (3.15)
=1

Fiir 9" = p erhilt man die Normierungskonstanten zu

) .
51V 8 ppormda o 280 310)

Beim Testfall des unendlich ausgedehnten Mediums
erwies sich die Dampfung

. 7
8= "

(3.17)
als besonders geeignet, obwohl auch 8, =p/10 oder
S,=2p[(8 +p) nur eine geringfiigige Konvergenz-
verschlechterung zur Folge hatten. Es ist zu betonen.

dall sogar der Fall relativ starker Absorption
(A = 42;“(82 o, vel. [10]) mit nur vier Basisfunk-
EXom

tionen vollstindig beschrieben werden kann.
In den Abb. 6 und 7 sind die ersten vier Basis-
funktionen bzw. deren Adjungierte aufgetragen.
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Die weitere Rechnung ist nun ohne Schwierigkeiten
durchfiihrbar. In FB-Néherung erhdlt man fir die
Quellmomente in der Moderatorzone:

Bolr) = [ (e ){flf(,(e',e)gl(e')de'—

- o;”(s) g:(e) @M(e>} det

H
4 4\; (B, Io(e, 1)+ O Ko (¢, 1))

(3.18)

o0

x [y (e)
0

+02(6) | T2 (e — o (6) phoe)] e

| T Kole', 10306 hole e+

)i
=1 ;(BI(

»or

)+ C, Kylx, r)) 1P,

(B Iy (e 7) — C; Ky (7)) X

s @] PR 006 h@) de +
0

}(le

(3.19)
ol (€) xi1 ()

+J;( €) 1() 700( ) —

Y (B I (s, 1) — C; Ky (2, 1)) 1),

Bei einer Entwicklung des Differenzspektrums
AD,,, (r, &) nach der Basis w,(¢) fihrt die Form der
Grofen ¢, (r) auf folgenden Ansatz fir die spezielle

Losung Ad des inhomogenen Systems (3.5):

P Ny
4 q)l m ()‘, b) = OlO Zb}’gjw;,(g) +
p:

i
+ 2[B, Il 1)+
p2

(=1 €, Ky (2, ) ]% L (3.20)

N

4 -

X SOT:H?L (1)11 (&) .
p=

N -1 gibt die Anzahl der beriicksichtigten Basis-
funktionen an. Die beiden F-Gleichungen fiir Fluf}
und Strom mussen identisch in r beim Einsetzen von
(3.20) erfiillt werden. Dies fithrt auf folgendes Svstem
fur die Energievariable allein:

Zry {6;"(e> 0,(6) — [ Ko(e, €)oo, (&) da'}
»

o (3.21)
- .}:[]7 (U‘,,(S),
n
- 2y
Z, {O'U (¢) 16% Up(s) 7 l(’] Tll w;}(‘&) - ]
r oo (3.22)
— i [ K€’ 0) 0, () 4 )= S5, .|
0 ¥
ot e dto o) — 7 Ao,
P

. o (3.23)
— ti'iof Ki(e', &) w, (") de’}: % Ifw,(e)

fir j=1,2,..., H.

Durch Multiplikation von (3.21) bis (3.23) mit
w3 (¢) und nachfolgender Integration erhilt man ein
inhomogenes lineares Gleichung bvstem fur die ge-
suchten Koeffizienten 7J%, und ypf

—; 2v; s
] 2P i
0Too m'Tu— ol .
_ j=1,....H (3.24)
Vi —>; ~ - .
- 1}53 Thot Eytii=1
> —

Dabei sind die Matrizen 2, und <, gegeben durch die
Differenz der Matrix des totalen Querschnittes und
der Matrix der Streukerne.

gO: (UZ")p T (I’O)p P }

; (3.25)
‘-’l* (Gtu)p p (1 1)1/ e

Die Bestimmung der allgemeinen Losung der homo-
genen Gl. (3.5) ist leicht méglich. Eine Partikuldr-
losung gewinnen wir mit dem Ansatz

A(I)lm( e)=K,(—

N
Ay ) Y Rb0,(6).  (3.26)
p=0

Unter Beachtung von (2.20) erhédlt man ein System
von Integralgleichungen fiir dic Energievariable allein.

Abb. 7. Die adjungierten Basi~funktionen w(e) — o~ €« Py(e) fur S — n/s

Die im Argument der Bessel-Funktion auftretende
Grolle .1, ist wieder gegeben durch

(3.27)

wobel uy, ein Eigenwert fiir den thermischen Bereich
des Moderators sein soll. Multipliziert man das ent-
stehende System mit o (¢) und integriert anschlieend.
so erhdlt man ein homogenes lineares Gleichungs-
system, das bei B-Naherung in der Form identisch ist
mit den Gln. (3.24) mit verschwindenden rechten
Seiten:

. —_ v
Ay = Mag - —ors

(3.28)
ry R
/l?[ Ryg+ Sy By = (
Daraus folgt:
(2120 — "0) Boo=0 l
{3.29)

Aus dem Verschwinden der Determinante der ersten
Matrixgleichung (3.29) erhilt man die zulédssigen
Bigenwerte py,. Die Anzahl der positiven Eigenwerte
ist identisch mit der Anzahl der beriicksichtigten
Basisfunktionen, also N +1. Da sich jeweils zwei
Eigenwerte nur durch das Vorzeichen unterscheiden,
ist die Umformung der Losung auf nur positive Eigen-
werte moglich {mit Hilfe von (2.19)]. Die allgemeine
Losung ergibt sich dann durch Uberlagerung der
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Partikuldrlésungen zu: Wir erhalten in A:
7 2\ =
A‘sz(r ) (nw 43@) Zyo=0

N 3.36
= Z {B I.( AM r) 4+ (=" C}iu K, (Am r)} X (3.30) 7 16 g 200 ( )

XZ-R mWy ().

Die 2(N 4-1) unbekannten Konstanten B4 und O3
sind durch die ortlichen Randbedmgungen zu be-
stimmen.

In B-Niherung ergibt sich eine relativ komplizierte
Eigenwertgleichung an Stelle von (3.29). Dazu sei auf
den Anhang verwiesen.

In der Uranzone gehen wir entsprechend vor. Mit
dem (2.38) entsprechenden Ansatz fiir die spezielle
Losung der inhomogenen Gl. (3.5},

Agblm(r &)_(Sloy‘yp(’) ( )+

3 B S T 0,0

(3.31)

erhdlt man wiederum ein inhomogenes Gleichungs-
system, das fir jede Potenz in r erfiillt werden mulb.
Treibt man die epithermische Entwicklung bis zur
Potenz 1/&2, so ergeben sich folgende Matrixgleichun-
gen:

N

Wy T T =W
v 16 1t

mjh 8 e ]Trl
Lo — 15 11— My

\,\ ]7" — ”72 (332)

W — = T =W

n7y — 1’004 172

Dabeli ist:

\n (61 )p »
Matrix des Absorptionsquerschnittes

\]{_{_6

pr T N D v
Matrix des totalen Querschnittes

U= () (359)

E/’;H ist der Spaltenvektor der Entwicklungskoeffi-
zienten; die Elemente der Inhomogenitiitsvektoren W

sind gegeben durch (91,: / oy (&) gl(s de).

0
”lv/:. — B‘%G?’t};)
i :3 \ L
b= — 5 (042 (Ao + cod) jj
o 9 U\ 52
Hop= 64 {o1)%)5 (3.34)
”lp ]() AOO(Uu 2/])
== el

Bei der Bestimmung der homogenen Lésung berick-
sichtigen wir im Ansatz wieder die Regularitatsforde-
rung (1.2¢). Mit Ay =2, uy wird

Z/lm w]/ )

ADE (r, €)= T (Ayr (3.35)

Damit haben wir die allgemeine Losung des homogenen
Problems gefunden zu

A(Ilm(r a)— 5‘ BV

1, (A% ) ZA . {3.37)

Die 3(N +1) Unbekannten B!, ¢4 und BiF sind
durch die Bedingungen (1.14) emdeumg bestimmt.
\Vegen q)lm(r? 8) :Aq)l m (7‘, 8) + Q)l#;n (7‘, 8) ist (114)
nur auf AP, (r, &) anzuwenden, da die Forderungen
fiir @f, (r, £) schon erfiillt sind. Wir haben also in B:

ADM(R, £)=0
A(poo((’y &)= A D o0, €).
Aq)ll(e,g)_d(pll(ga 8)

(3.38)

Wir crhalten zunédchst aus der ersten Gl. (3.38):

B K (yR)

S fur 7-=0,1,...,N.
oM LA R) !

(3.39)

Das verbleibende System von 2(A -+ 1) Gleichungen
16st man zweckmafBig numerisch auf. Und zwar haben
wir zunédchst bei bekannten rechten Seiten:
ABhy (0, &) — 1D(o. )
= 4D (0, 2) — 4Dy (0, )
A (0, ¢)
AP (0. 2)

_ (3.40)
1] (0. &) —

— AP (0, ).
Linsetzen der entsprechenden analytischen Ausdriicke
A®d,, in (3.40) fuhrt auf eine inhomogene Matrix-
gleichung. Dazu fithren wir ein:
R, (A7 0) .
§)Jalm =
Rl/n Im( 1 )

I‘Im m(/lA(\/: 0)
(3.41)
Iflm\l ([lLr )

Cy M
A#:L_ R%gl]m (/1{” 0) + (V’I)m B? M Ixm (‘/1 M Q) (342)
H

X0 X
)J?m;( e “\"\), (3.43)
‘\lm lmA /
My — Mk
s)e:( o ﬂf), (3.44)
ML, — M
Byt By B
EM: o Bp=| s B:<_f’ . (3.45)
By By By

Die Inhomogenitit in (3.40) kiirzen wir ab durch den

Vektor
- [T
J = (j“). (3.46)
S
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Dann ergibt sich:

NB=J (3.47)

als eindeutig losbares System von 2(N 1) Gleichun-
gen fir d1e 2(N -+-1) unbekannten Komponenten von

BU und BJ‘I

Damit ist dic vollstindige Losung in F-Néherung
angegeben. In F-Approximation fiihrt die Bestim-
mung der 9(N + 1) Unbekannten auf cin (3.47) ent-
sprechendes System.

Der orts- und energicabhingige Neutronenflul3
@ (r, ¢) ist bei der gewihlten Normierung der Kugel-
funktionen (1.6) gegeben durch |4z @go(r, ¢). Den
Faktor V4 konnen wir in die multiplikativ bei jedem
Term von @, (r, &) stehende Normierungskonstante ¢
des 1/e-Anteils der Losung aufnehmen. Dann ist also:

D(r, e)= Dyy(r, €). (3.48)

Wir haben damit folgende Darstellung gefunden:

H
Py (r, €)= L(')l/( {”U’b}/‘ (BJIO(%J")+

N
+ C Ky, 0)) T+ 3 (BE Lo (Afyr) + } (3.49)
/:0
+OwKannm@fmu¢m<>
~ oo o
Do )= S (e) {p = X (B ) 1 +
e =t (3.50)

+>BW (%n%@+mm¢?mm.

Die epithermischen Losungen sind aus (2.31) und
(2.38) zu entnehmen.

Aus (3.49) und (3.50) lassen sich die ridumlichen
Mittelwerte elementar auswerten:

D-(¢) 2[(]’18)(1)
R (3.51)
Dy () = Rz:ng [Q1,(?'. e)rdr.

4. Ergebnisse und Sehlufolgerungen

Die dargestellte Methode wurde zur Berechnung
der Neutronenspektren fir eine Reaktorzelle (R =
9,5 em, ¢ ==1,6 cm) mit natiirlichem Uran als Brenn-
stoff und schwerem Wasser als Moderator angewendet.
Es wurde mit folgenden Wirkungsquerschnitten (40°C
Moderatortemperatur) gerechnet:

e =1)=034Tem?; ZH(e=1)=7,74-

Zor =0,387 em L,

1073 em™1,

4a) Genawvigkeit des Verfakrens

Die Entwicklung der epithermischen Neutronen-
verteilung wurde stets nach der Potenz 1/e* abge-
brochen. Im thermischen Bereich wurden fiinf Basis-
funktionen berticksichtigt.

Zur Kontrolle des Rechenverfahrens und der ver-
wendeten Niherung im epithermischen Bereich ist die

von der zur Behandlung des Problems speziell ge-
wahlten Methode vollkommen unabhingige Neu-
tronenbilanzgleichung fiir die Wigner-Seitz-Zelle (1/|e-
Absorption vorausgesetzt) geeignet:

[e¢]
— d
@ms~1[® o s+
o (4.1)

: =Vye (X))

D [ By,
(]

Dabei ist @(e) der in der betreffenden Zone ortlich
gemittelte skalare Neutronenflu}, ¢ die Normierungs-
konstante des l/e-Anteils, V- bzw. I}, die Brennstoff-
und Moderatorvolumina und & das mittlere logarith-
mische Energiedekrement pro Stofl. Die rechte Seite
von (4.1) gibt die Anzahl der in der Zeiteinheit in den
Thermalisierungsbereich hineinkommenden Neutronen
an.

7 M
Py X2 (e =

Die integrale Aussage (4.1) 1408t jedoch auch eine
differenticlle Interpretation zu. Zundichst fillt bei den
betrachteten Systemen die Ahsorptionsrate im Mode-
rator {(dy;) in (+.1) nicht ins Gewicht: 4y, ~0.01 4.
Da bei der angenommenen 1/] e-Absorption der Haupt-
beitrag bei der Integration in (4.1) aus der Umgebung
e =1 kommt (das thermische Spektrum nimmt von
e =1 auf ¢ =10 um den Faktor 100 ab), muf} also.
falls (4.1) erfallt ist, das Gebiet um e =1 richtig be-
rechnet sein. Da man jedoch dann und nur dann ein
korrektes thermisches Spektrum nach dem hier be-
schriebenen Verfahren erhilt, wenn die epithermische
Losung richtig ist (diese bildet die Quelle in der Be-
stimmungsgleichung fir das thermische Spektrum),
wird also durch (4.1) insbesondere das Verhaltnis des
thermischen Maximums der mittleren Verteilung im
Uran zu cinem reprasentativen Wert bei epithermi-
schen Energien festgelegt. Infolge der starken Ver-
knupfung der Losungen an der Grenzfliche Uran/
Moderator wird dann auch das mittlere Spektrum im
Moderator indirekt durch (4.1) gepriift. Der Fehler
der Bilanzgleichung betrigt in den berechneten Fillen
etwa 0,1%.

4b) Wesentliche Parameler fur das
Thermalisierungsproblem im heterogenen System

Bei der Behandlung des Moderators als mono-
atomares Gas tritt als erstes die Frage auf, welche
Masse M/ man in den Streukernen (1.20) zu wihlen
hat. Bei Rechnungen fur das unendlich ausgedehnte
Medium erhilt man dann eine schwache Abhéngigkeit
der Spektren von A, wenn 2, (¢ =1)/(§ ) konstant
gehalten wird (vgl. [10]). Dieser Quotient ist auch fiir
die Spektren in heterogenen Systemen die entschei-
dende Groéfle, denn aus (4.1) und der Diskussion in 4a
folgt, dall wegen der schwachen Moderatorabsorption
durch das Produkt (£2);; bei vorgegebenen X% (¢ =1)
praktisch das mittlere Spektrum im Uran festgelegt
ist {abgesehen von Geometric- und Normierungs-
faktoren). (£2,)ys ist aber fiir das betrachtete System
bekannt, z.B. fir D,0 ist (£X)y=0.178 em 1. Wie
man bei geoebenem Bremsvermogen die einzelnen
Faktoren & und X,;; wihlt. wird auf das mittlere
Spektrum im Uran in erster Naherung keinen Einflu3
haben. Allein das Spektrum im Moderator wird sich
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dabei, allerdings auch nur im Rahmen der Bilanz-
gleichung, stiarker dndern kénnen. In Abb. 8 sind die
Spektren fir M =2 und M =8 mit (£2);;=0,178
verglichen. Bei gleicher Normierung ¢ ergibt sich nur
etwa 1% Unterschied in den mittleren Uranspektren
bei ¢ =1. Lediglich die FluBdepression @y (e)/ Dy (¢)
wird bei praktisch unverdndertem @ (¢) bei ¢ =1 mit

70-7

Q/ﬂ‘z

F7ad
5
|
-4\ |
YT E7Y 7w’ w?

€

Abb. 8. Ortlich gemittelte Spektren 1n einer Wigner-Seitz-Zelle aus natir-

lichem Uran (¢ = 1.6 cm) und D,;0 (R = 9,5 cm) fur verschiedene Moderator-

Massen: M = 8 (gestrichelt) und M = 2. Das Bremsvermogen ist in berden
Fallen &£ X, = 0,178 em™!

V4

-4 R S ]

10 ¥
R w' 0?
I3

Abb, 9. Vergleich von Spektren in der Wigner-Seitz-Zelle mit den von
H. KUNZE [7] angegebenen Losungen (gestrichelt). ¢ = 1,6 cin, R = 9,hcm;
& Xy =10,233 cin™?

wachsender Masse groBer (Abnahme der freien Weg-
lange im Moderator). Setzt man fir 2y, den Streu-
querschnitt des Moderators ein (Xj;; =0,353 cm1), so
erhilt man aus (§ X)),y =0,178 die effektive Masse
M =3,26. Die mittleren Spektren im Uran sind fir
M =2, M =326 und M =3,6 (Sachs-Teller-Masse) im
Rahmen der Zeichengenauigkeit nicht zu unter-
scheiden. Ks ist besonders darauf hinzuweisen, dal
eine gesonderte Beriicksichtigung der Streuung am

Sauerstoff nicht notwendig ist, da diese im Brems-
vermégen (£2y)y, bereits enthalten ist. Eine Anderung
des Streuquerschnittes 2, ;; im Uran um 10% hat einen
vernachldssigbaren EinfluB auf die Uranspektren.

4c) Einfluf3 der anisotropen Streuung im Moderator

Auf diesen Effekt liefert ebenfalls die Bilanzglei-
chung einen Hinweis. Da die rechte Seite von (4.1)
nicht von der Anisotropie abhangt, wird sich bei iso-
troper Streuung lediglich ein etwas besser thermali-
siertes Spektrum im Moderator einstellen als bei an-
isotroper Streuung. Die Rechnung liefert, dal sich

@y (e) bei e =1 um weniger als 0,1% indert.

w7 Byihe)

¢(/@6)

I/
- Pyive)
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w3
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Abb. 10. Spektren in einer Wigner-Seitz-Zelle mit groBem Brennstabradius,
e=2,6cm; R=9,0em; & Xp= 0,178 ce;m™?

Uran Moderator :

v :
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r

Abb. 11. Die oOrtliche Neutronenverteilung in der Wigner-Seitz-Zelle fur
verschiedenc Neutronenenergicn, ¢ = 1,6 cm; R=9,5 em; £ Iy = 0,178cm™?

4d) Vergleich mit den Ergebnissen von H. KUNzE

In Abb. 9 sind die von H. Kuxnzg [7] in Schwergas-
niherung gewonnenen Losungen in der Moderator-
mitte und am Rand des Brennstabes (gestrichelt) mit
den Ergebnissen dieser Arbeit verglichen. Man er-
kennt, dafl zur Brennstabmitte infolge der starken
Absorption eine deutliche Hartung und Depression
eintritt. Die Maxima der Spektren liegen bei £ =1
(Zellrand), e=1,2 (Stabrand), ¢=1,24 (mittleres
Spektrum im Uran) und ¢£=1,35 (Stabmitte). Der
Hértungseffekt ist noch ausgeprigter bei dem in
Abb. 10 dargestellten Fall eines Uranstabes mit
groflem Radius p=2,5 cm.
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de) Einfluf hoherer Kugelfunktionsniherungen

Wenn man aus den berechneten Spektren die ort-
liche Verteilung der Neutronen in der Wigner-Seitz-
Zelle fiir verschiedene Werte ¢ auftrigt (Abb. 11), so
wird fiir kleiner werdende Neutronenenergic ¢ das
Verhiltnis @, (B)/Dy(r =0) wegen der starken 1/{'s-
Absorption im Uran immer grofler. Nun ist aus Zell-
rechnungen fiir monoenergetische Neutronen bekannt
11—12], daB durch eine F-Niherung die Flulldepres-
sion unterschitzt wird. Da der Fehler mit zunehmen-
der Absorption im Brennstoff gréfler wird, kann man
also erwarten, dal3 bei einer héheren - Approximation
zusiitzlich zu einer Vergr6Berung der Flufidepression
gegeniiber F-Naherung noch eine Hértung der
Spektren im Uran resultieren wird. In B-Approxi-
mation wird fiir die hier betrachteten Geometrien die
Depression um etwa 15% grofler (¢ =1) als in I}-Nihe-
rung. Bei der Variation der Masse des Moderators
von M =2 auf M =8 haben wir jedoch bereits eine
groffere Flufldepression erzielt (&~25%. s. Abb. 8),
wobel sich das mittlere Spektrum im Uran praktisch
nicht dinderte. Da aullerdem die Bilanzgleichung (4.1)
bei unverdnderter rechter Seite auch fir die exakte
Lésung gilt, kann man erwarten, dafl grofliere Abwei-
chungen des hier in I-Approximation berechneten
mittleren Spektrums im Brennstoff nicht auftreten.
Die verbleibende Unsicherheit im Wert der Fluf}-
depression kann man dann hinreichend gut dadurch
beheben, dafl man die spektralgemittelte Wirkungs-
querschnitte im Uran und Moderator in eine moglichst
genaue transporttheoretische Rechnung fiir mono-
energetische Neutronen einsetzt und die zugehorige
Flufidepression in der Wigner-Seitz-Zelle ermittelt.

4f) Abweichungen des Absorptionsquerschnittes
vom 1/] e-Gesetz

In dieser Arbeit kann die Energieabhingiglkeit des
Absorptionsquerschnittes nur von der Form 1/]'e oder
als Reilie nach Potenzen von 1/['e behandelt werden.
Die Abweichungen dieses 1/] s- Querschnittes vom tat-
sdchlichen Verlauf sind fir Natururan nicht sehr grof3,
obwohl U5 bei 0,25 eV eine (allerdings nicht sehr
hohe) Resonanz aufweist. Jedoch ist U235 nur zu 0.7 %
im Natururan enthalten, U?¥® weist dagegen praktisch
im ganzen betrachtete Energiegebict ein 1/]&-Ver-
halten des Absorptionsquerschnittes auf. Da aufler-
dem das Spektrum im Bereich der Resonanz fast um
zwei GroBenordnungen kleiner ist als bei e =1, wird
die Resonanz sich nicht stark auf das Spektrum aus-
wirken kénnen. Bei groflerem Gehalt des Brennstoffes
an U gilt dieses Argument natiirlich nicht mehr.
Daher konnen wir annehmen, daf} in natiirlichem Uran
das Spektrum durch den Unterschied des tatsiachlichen
Verlaufs Absorptionsquerschnittes und des angenom-
menen 1/} e-Gesetzes in erster Niaherung nicht beein-
fluBt wird. Das ungestorte, ortlich gemittelte Spek-
trum im Brennstoff kénnen wir dann zur Bestimmung
energetisch gemittelter Absorptions. oder Spaltquer-
schnitte im Uran verwenden.

4g) Die chemische Bindung

Obwohl das dargestellte Verfahren fiitr den Fall
eines freien Moderatorgases entwickelt wurde, ist eine

Erweiterung in Hinsicht auf Effekte der chemischen
Bindung ohne weiteres moglich. Dazu kann man die
epithermische Losung und deren Fortsetzung bis zu
kleinen Energien direkt {ibernehmen. Das Aufsuchen
der thermischen Losung im Ausgleichsbereich hat man
dann z.B. unter Verwendung experimentell bestimm-
ter Streukerne durchzufiihren. Die Ergebnisse dieser
Untersuchung werden in einer spéteren Arbeit dis-
kutiert.

Den Herren Dr. K. Orr, Dr. W. HXreLE und Dipl..
Phys. E. KierHaBER mochte ich fiir viele anregende
Diskussionen recht herzlich danken. Herrn Professor
W. Korisk und Herrn Professor K. WirTz danke ich
fur ihr reges Interesse am Fortgang dieser Arbeit.
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Anhang

Das Eigenwertproblem
fiir den thermischen Bereich in Py-Niiherung

Wir gehen aus vom System (1.11). Mit dem An-
satz @, (r, €)=K, (—x¥r) -y m (). (=224 ), erhalten
wir ein System von Gleichungen fiir y;, (e). Wir ent-
wickeln die sechs Komponenten y,,.(¢) nach dem
Basissyste\l_n oy, (&)

Vi (€)= 20:157,” o, (e). Dann ergibt sich folgendes Sy-

P
stem von Matrixgleichungen:

~ 2y
Sodoo— 16 45,=0
ro -~ ¥ 1 s
- 16 Agor S 130 20 15 Ay=0
oo ERS
130 11 Todap l 35 V131 0
v ; poos 3 7 (A1)
15 Apy e Zadsas 170 Ay l 14 vy =0
3 — ] — —
«l 33 Plsa 1y aae 24y =0
3 — . —
l 14 1’A22 T 3L 33‘*0
Dabei ist entsprechend (3.25)
1 En :(Gt)I; I (1(;1)17;/’ (A.2)
unc
. ‘410771\
Apm=
A

Das System (A.1) kann man nun wieder zu einer
Ubermatrix $ zusammenfassen:
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g, —%%@ 0 0 0 0
—&@ = T%@ -—%C 0 0
0 ig’ 2, 0 —wigv@ 0
R I — e 0 g, 26 —|/ e
0 0 ~]/§3v6 75 € 2, 0
0 0 0 ——Vﬁiv@ 0 S,

¢ ist die Einheitsmatrix vom selben Grad wie die
Matrizen &,,.

Mit
N Ago
‘433/
haben wir dann:
H)-4=0. {A.3)

Aus dem Verschwinden der Determinante folgen die
zuldssigen Eigenwerte ». Man geht dabei so vor, dal}
man die Determinante der Matrix $(») als Funktion
des Eigenwertes v berechnet und die Nullstellen dieser

Funktion aufsucht. Man braucht nur die positive
v-Skala zu durchlaufen, da die Eigenwerte quadratisch
auftreten. Dies sieht man sofort, wenn man das

System (A.1) nach Xoo auflost. Es ergibt sich dann

(15 4ot M 422 9 - P Ay =0,

wobel die in (A.4) auftretenden Matrizen sich direkt
durch Produkte der £, ausdriicken lassen. Es ergeben

sich also bei Beriicksichtigung von (N +1) Basis-
funktionen 3 (& +1) positive Figenwerte ».

(A.4)
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