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Losung der Transportgleichung mit Hilfe der Monte-Carlo-Methode

In zwei in sich abgeschlossenen Teilen enthdlt dieser Bericht die theoretischen
und praktischen Grundlagen eines Monte-Carlo-Codes zur Behandlung neutronenphysi-

kalischer Probleme.

Teil A: Monte-Carlo-Methoden fiir Fredholmsche Integralgleichungen zweiter Art

Teil B: Monte-Carlo-Verfahren zur Ldsung der homogenen Transportgleichung

Am Anfang jedes Teiles befindet sich Inhaltsverzeichnis und Zusammenfassung des Inhalts,

am Ende das Literaturverzeichnis.
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1. Zusammenfassung

Es wird eine allgemeine Darstellung des Monte-Carlo-Verfahrens fiir Fredholm-
sche Integralgleichungen zweiter Art gegeben. Im Unterschied zu anderen
Darstellungen 1)2)3)4) wird hier die Aufgabe in den Vordergrund gestellt,
Stichproben bestimmter, mit der Losungsfunktion der Integralgleichung zu-

sammenhdngender Verteilungen zu produzieren.

Auf diese Stichproben konnen dann die iiblichen statistischen Methoden
5)6)7) angewandt werden. Das ermdglicht unter Umsténden eine sehr effektive

Ausnutzung des Zufallswanderungsprozesses .
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2. Allgemeines Monte Carlo Verfahren

Gesucht ist eine Schdtzung von

z =‘{;(R)g(R)dR, wenn

g(R) = _/, k(R/R*)g(R’)dR’ + q(R) ist und k(R/R’) sowie q(R) beliebige
A

Funktionen sind.

2.1)Losung des Problems

Sei g(R) = ¢ gi(R) die Entwicklung der Ldsung der betrachteten Integral-
i

gleichung in eine Neumannsche Reihe, d.h.

gi(R) =.Af k(R/R,) gi_-‘ (R, )dR’: 1= 2:}’4:---
g4(R) = a(R)

Wir wollen den Erwartungswert

- 77
z == _j z(R,1i) g, (R)dR schitzen.
1
i A
Wir betrachten hier einen allgemeineren Erwartungswert, der fir
z(R,1) = z(R) wegen der Existenz der Neumannschen Reihe in den gewlinschten

Erwartungswert ubergeht.

Nach Einsetzen aller gi(R) in z wird
i-1

7 = 7 1 I -
P 15 JEERY 75 [k, /) dﬁﬂ a(R,)aR, 4R (R, = R)
V=1
(Fir 1 = 1 ist das Produkt ﬂf ... durch 1 zu ersetzen)
v=1

In diesem i-fachen Integral stehen nur noch bekannte Funktionen, so daf
Z leicht mit den iliblichen Methoden zur Schitzung von Integralen ermittelt
werden kann.

Zur Abkiirzung wird der Vektor

(R1,R2,..., Ri) = *1 gesetzt.
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Wir zerlegen den Integranden

k(R/R’) = m(R/R’) - p(R/R’), [Dp(R/R’)dR &1, p(R/R’) > O
aR) = w(R) - £,(R) P ®ar =1, £ (R) 2 0
A

Il

Benutzen wir die Definitionen

Wy (Ky) = mB/Ry ) w4 0 )

i-1
£,(%) =T »p(r

v=1

/R,) £,(R))

v+1

(Das Produkt ist fiir i = 1 wleder durch 1 zu ersetzen), so wird

z = ;ijf fz(R,i) W (X)) £ (X,)ax,

fi(xi) ist definitionsgemiB eine (nichtmormierte) Wahrscheinlichkeitsdichte.
Sind also xi(") zufillig aus f,(X,) gewdhlt (v = 1,2,..., N),

so ist

(v)

T z(Ri ) wi(Xi(V)) eine Schitzung von z.
iv

/\

=&
N
Die Methode des zufdlligen Auswzdhlens von Vektoren X sieht man sofort an

der Definition von f als Produkt von Wahrschelnllchkelten Man wdhle zufidllig
Werte R1( v) (v = 1,2,..., N) aus der auf 1 nominierten Dichte 1 (R). Bei
gegebenem R( V)
Rﬁzz aus’ der Verteilung p(R/R (v § Dieser Auswdhlprozefl kann als Zufalls-
wanderungsprozeB (random walk) fiktiver Teilchen gedeutet werden. Man deute
f1(R) als QuellstoBdichte fiktiver Teilchen, deren Ubergangswahrscheinlichkeits-

diatte von R’ nach R durch p(R/R’) gegeben ist. Jedem Teilchen wird an jedem

wéhle man nacheinander fiir p = 1,2,..., 1-1 Koordinaten

StoBort ein Gewicht wi(Xi) zugeordnet.

Die Stichprobe Xi(v) (v =1,2,3,...,N) ist also gegeben durch die StoB-
koordinaten eines Systems von N Teilchen, deren Dichte flir den ersten StoB
der Tellchen f1(R) ist. Die Bewegung der Teilchen im Bereich A geschieht durch
zufdlliges Springen von (StoB)ort zu (StoB8)ort. Die Ubergangswahrscheinlich-
keit fir ein Teilchen, vom StoBort R’ zum StoBort R zu gelangen, ist p(R/R’).

Ein Teilchen stirbt, wenneguféllig den Bereich A (mdglich, dadfp(R/R’)dR<;1
A

erlaubt ist) verldBt oder wenn sein Gewicht'wi(xi), das jedem StoBort jedes

Teilchens zugeordnetwird, Null ist.
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Damit gilt alsc der folgende Monte-Carlo Proze8 zur Schitzung von

VA

f z (R) g (R( dR, wenn g (R) durch eine Fredholmsche Integralgleichung
A

gegeben ist: g (R) = k (R/R’) g (R’) dR’ + q (R)
A

1. Zerlegung von Kern und Quelle der gegebenen Gleichung

k (B/R’) = m (BR/R’) . b (R/R'), p (R/R")50, [ p (R/R") R 1

A
q (R) =w, (R) . £, (R) ,f(R)?O,/f(R)dR: 1
1 1 1 - A 1
2. Zufdllige Auswahl eines R1(V) mit der Wahrscheinlichkeit f1 (R) 4R

3. Zufdllige Auswahl der StoBorte Ri(v) aus p (R/Rigr)) bei gegebenem
Ri-(-;’) und Berechnung der zugehorigen Gewichte

(v) _ (V) (v)y (V) . T
W =m (Ri /Ri-1) L nacheinander fir i = 2, 3, . . .

4. Der ProzeB ist beendet, wenn das Teilchen "stirbt", d. h. wenn entweder

w:gv) = 0 oder ein R_,(LV) auBerhalb A liegt (Leckage).

5. Die Schritte 2. - 4, werden fiir v=1, 2, . . . , N durchgefiihrt

’

6. 7 - g LI z (Ri(v)) wi(v) ist eine erwartungstreue Schdtzung von
iv

z- [ 2z (R) g (R) aR

A
Hingt z = z (R,i) von i (StoBnummer) explizit ab, ist Z eine Schitzung von
z =% f z (R,i) g, (R) dR, wobei R/R
i
i=1 A
@ f
g (R) = g, (R)und g, (R) = k (R/R’) g. (R’) dR’ sind.
. i i i-1
i=1 A
Nach den bisher beschriebenen Verfahren kann z nur geschatzt werden, wenn der
Integrationsbereich von z von Null verschieden ist. Es erhebt sich die Frage,

ob z (R) = z (R) 5’;\ (R) geschdtzt werden kann, d. h. gibt es eine Schdtzung g(R) von g(R

X (R) =/Ak (R/R*) & (R’) 4R’ kenn durch K (R) = x 25k (w/m; ) wi(Xi(V))

erwartungstreu geschatzt werden.
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Wegen der Existenz der Integralgleichung fir g(R) ist
g(R) = k(R) + a(R)

A A

g(R) = k(R) + a(R)

Wir geben noch eine hiufig verwendbare spezielle Gruppe von Zerlegungen an

n x
wy(R) = ———, £ (r) - —UBLE(R)
(R) n,
E.3 y - %
nrar) = EEL T (w), pA) = krm) LB
g (R) g (R’) n, (/R*)

'51 = Afq(R) g (R) dR

. %
7,081 2 fitr/ne) Bl a)

g (R")
p(R/R*)2 0

£.(R) 2 0

2.2) Pehlerstatistik

Die Varianz von Q‘ist gegeben durch

2 A° 2 1 3 -
sT=2z -z =g (y°-27),
da die GroBen y = I z(Ri(v)) wi(Xi(v)) voneinander unabhingig sind.
i
Eine Schatzung von y2 ist durch
,é 1 2
vy =5 Ty (X(V)) gegeben.

v

-2
Setzen wir t2 = y2 - 2z, so ist

A A
2 2

R 2
t° = ﬁET y - Qg) eine erwartungstreue Schidtzung von t .

Nach dem zentralen Grenzwertsatz ist die Wahrscheinlichkeit, daB

[_/ﬁi:i_‘gg

P(| —2%2—/$ £) = g Vrﬁ), wenn ¢ die Fehlerfunktion ist.

Es gilt also:
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A..
1. Die Wahrscheinlichkeit, daB fE%E/féZ é.vorgegeben, ist ¢ (5'Vrﬁ), wobei

X
g (x) :@—'7 € 2 X ist.
0

%—T (;% - 22) ist eine erwartungstreue Schédtzung von 12.
2
¢ (v) (v)
y:'ﬁz[?z(Ri ) Wy
v | i

2. Die nicht eindeutig gegebene Zerlegung von Kern und Quelle beeinfluBt neben der

Zahl der Variablen der Integralgleichung den Fehler.

%, Spezielle Monte-Carlo Prozesse

Nach der Art der Festlegung der zum Teil unbestimmten Funktionen m(R/R’), w1(R),
p (R/R"), f1(R) unterscheidet man verschiedene Monte Carlo Verfahren

3.1) Straigt forward sampling

Bei Problemen, die ihrer Natur nach prallswanderungen von Teilchen sind, ist es

mdglich, m (R/R’) = 1 und w, (R) = const. zu setzen, so daB wi(R) = w, gilt.

1 1

Monte Carlo Prozesse dieser Art wollen wir straight forward sampling nennern.

In den in der Leteratur iiblichen Darstellungen 1)2)3)4) ist die Art der Schiat-ung
stets eng an den speziell verwendeten random walk ProzeB gebunden. Das fihrt
dazu, daB dortmeistens v.n straight forward Monte Carlo gesprochen wird, wenn
auBer den genannten Bedingungen fir den random walk nur Schatzfunktionen der

Art z (R) = £ y (R - RV) verwendet werden.

y (R - Rv) :ZY y (x - xvub/ , wenn R ein Vektor ist,

y (x) = O fir x<0, y (x) =1 fir x > 0. In diesem Falle werden also stets
Anzahlen bestimmter StoBilberginge registriert, d. h. die Erwartungswerte
fiir bestimmte Uberginge geschdtzt. Da diese Ubergdnge aber durch Teile des
Integralkerns beschrieben sind, kann die Statistik hdufig verbessert werden,
wenn die betrachteten Teile des Integralkerns als Schitzfunktion z (R)

verwendet werden.

Beispiel

K( z( k (R/R’) g (R’) dRAR’ soll geschitzt werden. Im Falle der iblichen
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Darstellungen wird die Zahl aller Ereignisse registriert, bei denen ein
Teilchen einen StoB in A’ und den nidchsten in A hat.

Zur Statistik trdgt also nur ein Teil der Stichprobe bei. Lafit sich
dagegen.{’k(R/R’)dR’leicht analytisch berechnen, so kdnnen wir

z(R) =‘J(k(R/R’)dR’setzen. In diesem Falle wird jeder Sto8 zur
A

Schitzung von z(R) herangezogen, wodurch sicherlich der Fehler der
Schitzung verkleinert wird.

3.2) Sampling mit Gewichten (Erwartungswerten)

An sich kann man jedes Monte Carlo Verfahren als Sampling mit Gewichten
bezeichnen. In der Literatur bezeichnet man meistens Monte Carlo Verfahren,
deren zugehdrige Integralgleichung m(R/R’) = 1 prinzipiell zulassen, als
Prozesse mit Gewichten, wenn m{R/R’) # 1 ist. Wir geben hierfiir ein

Beispiel
P(/R*) =.}rk(R/R’)dR < 1 sei explizit analytisch zu berechnen.
A

P(/R’) ist die Wahrscheinlichkeit, daB ein Teilchen, das in R’ ist,

noch einen weiteren Stofl in A macht.

Sei m(R/R’) = P(/R’) und P(R/R’) = %l

Der statistische Fehler gegeniiber dem straight forward sampling wird
verkleinert, da wir das zuf#llige Ereignis "nicht Verschwinden nach einem
StoB8" durch seinen Erwartungswert ersetzen konnten. Man bezeichnet diese

Verfahren besser als Sampling mit Erwartungswerten.

3.3) Splitting und russisches Roulette

Wir betrachten ein Teilgebiet A1 von A
a) Splitting:

Ein Teilchen gelange auf seiner Wanderung in den Bereich A1. Vor dem
ersten Stofl in A1 zerlegen wir das Teilchen in n neue Tellchen, deren
Gewichte alle gleich dem %—fachen des Gewichtes des urspriinglichen
"Mutterteilchens" sind. Im Mittel werden n W.nderungen an Stelle des

einen in A1 fortgesetzt.



b) Russisches Roulette

Wieder gelange ein Teilchen nach A1. Wir multiplizieren sein Gewicht
mit'% (0(<;41) und setzen den random walk nur mit der Wahrscheinlichkeit
q fort. Es wird also im Mittel nur der Bruchteil q der random walks in

A1 fortgesetzt.

Die Erwartungstreue der Schidtzungen bleibt in jedem Falle erhalten, die
Varianz wird verkleimert beim Splitting und vergrdBert beim russischen
Roulette. Hiermit haben wir eine Moglichkeit, die Statistik in bestimmten
Phasenraumbereichen zu verdndern, £.B. kann man die Varianz von Schidtzungen

in A. dadurch verbessern, daB auf Teilchen, die in A, eintreten, Splitting

1 1
und auf Teilchen, die den Bereich A1 verlassen, Russisches Roulette ange-

wandt wird.

Eine anschauliche Urerlegung zeigt.die Erwartungstreue der Schdtzungen und
die Anderung der Varianz.

Beim Splitting wird im Mittel ein Wert z(R)+-w durch n Werte %‘Z(R)‘w

ersetzt. Die Summe iber diese n-Werte stellt ein mittleres z(R) * w dar.
{iber diese mittleren z(R) * w wird im Sinne von Abschnitt 2.)) gemittelt,
d.h. man erh#lt ein Q, dessen statistischer Fehler im Mittel verkleinert

wird, da mehr Stt8e berlicksichtigt werden.

Analog wird beim russischen Roulette im Mittel nur der Bruchteil g von
z(R) . % - Werten an Stelle eines z(R) . w-Wertes in der Schitzung 2
beriicksichtigt (siehe auch Abschnitt 3.5), wodurch der statistische

Fehler vergrdBert wird.

3.4) Korrelation

Wir geben ein Belspiel:

Zwei verwandte Probleme kann man h#ufig simultan behandeln, wemn

geeignete Zerlegungen der Kerne und Quellen moglich sind. Es sei gesucht:

N LU LR UL

wenn zbaézg ist, gi(R), (1 = a,b) geniige dabei den Gleichungen

g, (R) =Afki<R/R’> g, (R*)ar’ + a,(R)
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Es mbgen Zerlegungen der Kerne und Quellen sc existieren, daB allein die
Gewichtsfunktionen vom Parameter 1 abhdngen

k, (R/R’) = m (R/R") - B(R/R')

q, (R) = wy,(R) + £,(R) i=a,b

It

Da die StoBkoordinaten allein aus p(R/R’) und f1(R) zufdllig gewzhlt
werden, unterscheiden sich die Stichproben fiir ga(R) und gb(R) nur
in den Gewichten. Man kann also in einem random walk ProzeB zZwel Vertei-

lungen realisieren, indem man fir jeden Sto8 zwei Gewichte berechnet.

2i=%\).:’zi(R)w(R)
éb-é‘a:-;—v[ (R)w((R)_z(R)w(R)]

Damit ist eine Schiatzung der gesuchten Differenz gefunden, bei der die

Differenzbildung fast gleicher Zahlen im Endergebnis vermieden wird.

Wenn die beiden Integralgleichungen stark von einander abweichende Kerne
und Quellen haben, ist es wegen der im allgemeinen unglinstigen S.atistik
(Fehler) wenig sinnvoll, beide Integralgleichungen mit den gleichen Ver-

teilungen zu behandeln.

3.5) Importance sampling

Es ist eine Zerlegung von Kern und Quelle in Faktoren gesucht, so daf die
Varianz 52 einer Schitzung Z zum Minimum wird.

Wir zeigen, wenn der Kern k(R/R’) und die Schitzfunktion z(R) nicht
negativ sind, gibt es ein perfektes Sampling, d.h.

Wir betrachten die am Ende des Abschnittes 2.2) gegebene Zerlegung und
setzen die dort auftretende Funktion g”(R) als Losung einer Importance-

Gleichung mit z(R) als Quelle an

eXR) = [x(RR) & (R)ar'+ z(R)
A

Aus dieser Integralgleichung sowie der fiir g(R) folgt sofort

= fq(R) g*(R)dR =2z = IZ(R) g(R)dR
A A
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jai

1 = 4

— z(R
n, (m)21 - = TR

Im Falle k(R/R’)2 0, z(R)20 ist z(R)< g (R)-
(Neumannsche Reihe fiir g*%R) besteht nur aus positiven Gliedern)
'ﬁ; (/R) = 1 ist daher widerspruchsfrei.

Es gilt also jetzt die Zerlegung

w,(R) = —2 _ _a(R) g¥R)
1 g¥(R) £, (R) —

a

mrm) = SR o) = kaw) SRR

Sei Rfly) (VY =1,2,3,...,N, i=1,2,3,...) eine Stichprobe von

(V)
fi(Ri )

Wegen q(R) = w1(R) . f1(R) kann z erwartungstreu geschitzt werden durch

A 1 (v) ™) A1 ) ()
z =g X g’YR1 ) w1(R1 ) oder z = N T I z(Ri ) wi(Ri )
v v 1
o z ..
Beriicksichtigt man wi(R) = SRR so ist unabhingig von N
'z‘ =z = % T Z(R(V)
Vi g"‘(R;"g

(v)

Analog ist wegen der Unabhingigkeit der R1

2 1 [z A5, ) - (8 (v)):l
N°

- 12[ 72 4+ N(N - 1) '2]
2 a2 1,2 =2
s© =% - 7 - =5 - )
— r (V) 2
z2 = ;2= Jﬁ £ I z (Ri ) }

V{ i gf(Ri(\’))

A
Unabhangig von N ist also die Varianz der Schitzung z gleich O.

Die angegebene Zerlegung ist also perfekt, jede ausgewdhlte Koordinate
)

Ri mu3 also die Berechnung von z gestatten.
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Es 1ist
'; = w1(R1(V)) . g*'(R‘l(V)) =3z

A
4€it einer Koordinate R1 Z exakt zu schitzen, muf aufler

z (w1 = —E;;) auch noch g’QR) bekannt sein.
g

In der Praxis kennt man natlirlich weder z noch g*.

%.6) Systematic sampling

Der Bereich A mdge in Bereiche A1 zerlegt sein. Die random walks werden
mit festen Anzahlen Bi Teilchen aus den Bereichen Ai durchgefiihrt. Sei
bi =.ff1(R)dR. Die Teilchen in Ai werden zuf#llig aus

£,(R)
bi

ist.

gewghlt, Bi =N * bi’ wermn N die vorgegebene Zahl aller Teilchen

3.7) Stratified sampling

*
i
vorgegebene Zahl von Teilchen in Ai und w1(R) das Gewicht aus q(R) =

= w (R) + £ (R)

Das systematic sampling kann modifiziert werden. Sei B die beliebig

w%“i) = Biwi ist das Gewicht der Quellteilchen aus Ai'

r
Bi

Herrn Sanitz danke ich sehr fiir die vielen wertvcllen Eeitrége

zu dieser Arbeit.
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B. Monte-Carlo-Verfahren zur Losung der homogenen Transportgleichung

Zusammenfagsung:

Diese Arbeit enthidlt die theoretischen Grundlagen eines Rechenprogramms

zur Losung der zeitabhangigen Transportgleichung.

Die Verwendung von Erwartungswerten an Stelle der "straight forward"-
Schatzfunktionen, die zur Vereinfachung des Programms oder zur Verkir-

zung der Rechenzeit fihrt, wird behandelt.

Es wird gezeigt, wie mit Hilfe sogenannter EinfluBfaktoren die Statistik
in den einzelnen Reaktorbereichen, Energie- und Winkelgruppen in vorge-

gebener Weise beeinfluBt werden kann.

Die Zeitabhingigkeit und die damit zusammenhdngende Eigenwertberechnung

wird ausfihrlich diskutiert.

Es wird die Art der Berechnung der Schitzungen (Reaktionsraten, Leckage-
raten, Neutronenfliisse, Neutronendichten und Energieiibergangsraten) be-

schrieben.

Die Berechnung der Wirkungsquerschnitte geschieht mit Hilfe eines an an-
qQ

derer Stelle beschriebenen Unterprogramms ’>.

Ebenfalls an anderer Stelle 6) sind Blockdiagramme zur Realisierung der

bendtigten Verteilungen gegeben.

Desgleichen erscheint die eigentliche Bedienungsanleitung flir das Programm,
die die Beschreibung der Ein- und Ausgabe, Fehlerstops und ~kommentare usw.

2)

.. . . . . . 1
enthdlt, in einem von dieser Arbeit getrennten Bericht .
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. Die Boltzmanngleichung

1)2)

- iy o P!
£f..(8,t) =L L Sk, 1, 3/ 8" i'53") £.,. . (st, t- SE=F1y gg1 4
19 irtjra 14 ‘P‘

j' # capt.
+ Q. (Svt)
ij

Die StoBdichte fij(s,t) der Neutronen ist gegeben durch

Es bedeuten

s = (x, y, 2y uy, v, w, BE), Ortsvektor im 6-dimensionalen Phasenraum.
R = (s, 1, J t)

ds = dx dy dz d« d 2 dE: Phasenraumelement

ds = dr do dE.

A: Teilbereich des Phasenraums

r = (x, y, 2): Ortsvektor in kartesischen Koordinaten

o= (u, v, w), {of =1 : Richtungsvektor

u = cos a = cos$¥sin18, 0 €& T, o€ ¥ £21
v = cos B = sinv sin Y, o & B=17, o £ G E
w = c0s y = cosy ' o & y €T

&, B, y : Winkel zwischen Flugrichtung und den Koordinatenachsen.

E: Energie im Laborsystem
o
p=1{(pPl*o, |P =xfa E, m: Masse des Neutrons

p: Geschwindigkeit

t: Zeit

i: Kernart, Bezeichnung des Atomkerns (z.B. Pu 239, O 16, Th 232 usw.)

j: StoBart, Art der Kernreaktion (elastische Streuung, inelastische
Streuung, Spaltung usw.) Die Summation iiber j' erfolgt iiber alle

Kernreaktionen aufler Einfang.

qij(s,t) Z o : Neutronenguelle.

Die gestrichenen und ungestrichenen Koordinaten gehoren zu zwei auf-

einanderfolgenden StoBen.

Wir benutzen die Ausdriicke StoB, StoSort, StoBkoordinaten u. &. im
allgemeinen SinneB), Ein StoB ist also die zufdllige Anderung des ge-
samten Vektors (s, i, j). (Die Zeitkoordinate t nehmen wir teilweise

nicht in den StoBvektor auf, da sie aus zwei aufeinanderfolgenden Sté-
lr - r'l)
3 3) . iPy

unserer fritheren Definition sind also Ubergénge (s', i', j') -

Ben eindeutig definiert ist durch t = t' + Leckage im Sinne
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(s, i, ), ‘te. denen g' auo-rualc 4 liegt oder J' = capture ist.

Der StoBort wird durch die StoBkoordinaten (s, i, j) definiert. Den Zu-
sammenstoB eines Neutrons mit einem Kern, bei dem nur E und o geindert
werden, nennen wir physikalischen StoB und den zugehdrigen Vektor r phy-
sikalischen StoBort. Durch den Flug des Neutrons werden nur die Raumkoor-
dinaten r geédndert. Zu einem StoB eines Neutrons gehdrt ein physikalischer

StoB und ein Flug.

Als StoBkoordinaten definieren wir den Satz von Koordinaten (s, i, i),

der unmittelbar vor einem physikalischen StoB, also unmittelbar nach einem
Flug, gilt. Der StoBvektor (s, i, j) enthdlt somit Energie und Richtung,
die sich aufgrund des letzten physikalischen StoBortes eingestellt haben,
den 3-dimensionaler Raumvektor, sowie Kernart und StoBart des n#échsten

physikalischen StoBRes.

fij(s,t) ist die StoBdichte (StoBzahl pro Phasenraumeinheit, Kernart, StoB-
art und sec) von Neutronen, die am Phasenraumort s an einer Kernsorte i die

Reaktion j zur Zeit t ausfiihren.

f(s,t) =2 2 fi.(s,t) ist die totale StoBdichte
iy

flJ(S,t) = ZIJ(S)? (S’t)

LP (s,t) =m(s,t) *|p| : NeutronenfluB

Zij(s) = Ni(r)c iJ.(E,o): makroskopischer Wirkungsquerschnitt (cm-1)

der Kernart i fir die Reaktion j,

Jij(E,O) : entsprechender mikroskopischer Querschnitt M
(cn®)

Ni(r) : Kernzahldichte (cm_B)

n (s,t) : Neutronenzahldichte

Der Kern der Integralgleichung gibt die mittlere Zahl von Neutronen an,
die auf Grund des StoBes eines Neutrons am Orte (s',i',j') ohne Zwischen-

st6B8e zum StoBort (s, i, j) gelangen.

Bekanntlich ist /r—r}J
ij(s) Zt(s) - Zt(r-ol,o,E)dl
k(s5 1, J/ sty i', J') = Zt(s) AT T - r!y/ﬁZ e o
£.,.,(r", o's0, E'-E)
V., ., (E',0",E,0 E|
V:L'Jl( ’ sy ) zi'j'zs')

+
Die Moglichkeit zur Berechnung aller benodtigten Wirkungsquerschnitte

9)

ist an anderer Stelle beschrieben.
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Zt(s) =1z (Zij(s)) ist der totale Wirkungsquerschnitt
i

.,y (T'y o' =>0, EBE) dE do

vi'j' ist die Zahl der Neutronen, die bei einer Reaktion j' eines Neu-

trons mit einem Kern i' entstehen.

Zilj,(r‘, 0'+0, E'3E) ist der Ubergangswirkungsquerschnitt im Raumpunkt
r' der Kernsorte i' fiir Neutronen, die bei der Reaktion j' die Richtung

von o' in o und die Energie von E' in E &dndern.
- A lr-r'f

Sei f,.(s) =2 j k(s, i, 3/ s', i', j') e el £.,.,(s") as’
ij 1130 4 i

das Eigenwertproblem, das sich aus der homogenen zeitabhingigen Gleichung

durch den Separationsansatz fij(s,t) = ektfij(s) ergibt.

(¥)

fij (s) sei eine Eigenltsung zum Eigenwert AY

1.7 Quellverteilungen

.1.1 Homogener Fall

(

Es sind die positive Bigenldsung fig) (s) und der zugehorige (redle) Eigen-

wert Ao gesucht.

Fiir t —» o gilt 2),
£ ( B (o) Aot .
ij s,t) = Aofij (s) e , wenn die Quelle
(r)
qij(s,t) = qij(s) =z Ax\fij (s) 20 fir t = 0
qij(s,t) =0 fir t # 0 ist.

. o > . . . (o)
Fir beliebige t 2 0 gilt mit qij(s) Al fij (s)
fij(s,t) = A e fij (s).
Hieraus folgt flir die Quellverteilung eines Monte Carlo Prozesses,

der eine Stichprobe von f§§) (s) ctot liefern soll 3):

Die Quellneutronen entstehen zur Zeit t = Q mit einer Verteilung
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qij(s)’ die moglichst gut mit f.’f.(;) (s) libereinstimmt.

Als Quellfunktion kann der FluB vorgegeben werden, wie er z. B. aus einer
Mehrgruppenrechnung fiir das Problem folgt. (Istj((s) eine Losung der
Transportgleichung fiir den FlufB, so ist Zij ¥ (s) = fij (s) die zugehdrige
Losung der StoBdichte, wie man durch Division der Stofdichtegleichung mit
Eij sofort sieht.) Die aus dem vorgegebenen FluB Y (s) berechenbare Funk-
tion ay (s) = zin7(S) ist die gewiinschte Quelle, wobei ¢ (s) ndherungs-

weise die positive Grundeigenfunktion des Problems sein scllte.

1.1.2 Inhomogener Fall

Es ist die positive zeitunabhingige Ldsung der Transportgleichung gesucht,

deren Quelle qij (s,t) = a; 5 (s) 2 0, wenn der Eigenwert AO.L 0 ist.

Dieses Problem ist widerspruchsfrei. Die Zeit geht hier in den gesamten
Monte Carlo Prozess nicht ein. Die Neutronen werden nach ihrem zufdlligen
Entstehen gemd8 qij (s) bis zuihrem Verschwinden verfolgt. Die Realisierung

6)

so stark vom jeweiligen Problem ab, daB an dieser Stelle dariiber nichts gesagt

der Quelle bietet keine prinzipiellen Schwierigkeiten , sie hdngt jedoch

werden kann.

2. Neutronenlaufzeit und Eigenwert

Um den EinfluB der Quelle auf die Ergebnisse steuern zu konnen, werden in
den Schitzungen nur StoBwerte beriicksichtigt, an denen die Laufzeiten der
Neutronen einen vorzugebenden Wert [O;Z o Uberschritten haben. Die Gesamt-~

laufzeit .(census time)rz Zo jedes Neutrons sei ebenfalls vorgegeben.

T
;;3-72727- iZj !( zij (s,t) fij (s,t) ds dt sei ein gesuchter Erwartungswert.
2
o]

Im Falle des homogenen Problems kann der grofte Eigenwert bel geeignet gegebenem

Zb und T aus

A (T -7)
T -t 1 0 0
e (1- bestimmt werden.
Ao ewoiz-z.o) -1

T
Um Aussagen liber die GroBSenordnung von Zo und 7 zu bekommen, betrachten wir neben
der oben angegebenen Bestimmungsgleichung fiir Ab die Ableitung

0Z - /JA_. Mit den Abkiirzungen g = 1 L=
T ° 7

und x = A o (Z - Zg) wird



1 . X 4 1
= {1 - ~X 82 _ 1 _ (1 - - - 1
g = > ) g dx (1 - =) (3 )

4~g fir x> oo

\ 40,8 .;_(‘.—vg {ir X —» 4+ 0@

—_ 90

\"0,6
g(0)=0,5 -

40,4 e

| | { 1 i ! ! " | Lx
T T L t T T T T T 1 P
N R 4 2 3 b 5
9=9(x)
tao
+0,8
d . 4 1 !
"—":O { r X ——
d % ur X 8 *9*4_,0,6
{Ur XN"S ﬂ—O,Zy
—_— TS +0
€+ 0 1ur X—-"—N 12
R T e TN S | ——t————t——+%
-5 -4 -3 -2  _4 1 2 3 4 B ¢
X dg
g dx
Zur Abklirzung wird weiter & = { ;— %% ] gesetzt.

Wenn g mit einem relativen Fehler —A-g-g bekannt ist, ist der relative Fehler

von x (d.h. also von ?\o) gegeben durch é}_{_’E = % %ﬁ .

Ist x>0, wird bei gegebenem Fehler von g der Fehler von x um so groBer,
je kleiner x ist. (€ (3) =~ 0.60, €(4) = 0.75). Im Falle x< O nimmt der
Fehler mit wachsendem Abstand von Maximum von £ (x) zu, das durch gx = LI

g g+1
bestimmt ist und etwa -3 betrigt.
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(£(-3)=0.25), Negative Eigenwerte lassen sich schlechter schétzen als
positive. 7 - ro sollte im Falle negativer Eigenwerte so gewdhlt werden,
daB x = 2 _ (7 - EO):g -3 wird.Z - L  im Falle positiver Eigenwerte soll-
te unter der Bedingung x = Ao(t'— tc)é;B gewdhlt werden. Die folgenden
allgemeinen Argumente zur Auswahl von T und [ sollten ebenfalls beach-

tet werden.

a) Bei vorgegebener Zahl der StoB8e (Kosten) einer Rechnung wird der Feh-
ler der Schiatzungen groBer mit wachsendem (T - to), d.h. je kleiner
die Zahl der random walks ist. Mit zunehmender Zahl der St&Be pro ran-
dom walk wird die Korrelation erhoht, d.h. die effektive Zahl von un-
abhéngigen St&Ben wird kleiner. AuBerdem werden weniger Neutronen aus
der Quelle entnommen, d.h. es wird weniger vorgegebene Information iiber

die StoBdichteverteilung verwendet.

Da in praktischen Fédllen 2 StdBe eines random walks, zwischen denen mehr
als etwa 5 Sto8e liegen, unabhidngig sind und die Quelle meistens nur
sehr fehlerhaft die verlangte StoBdichte darstellt, ist die Abhingigkeit

des Fehlers von T -7 (bei fester StoBzahl) sicherlich schwach.

b) Bei vorgegebener Zahl der StoBe sind die statistischen Fehler um so un-
genguer zu schdtzen, je groBer 7 - T, ist. Wegen der bestehenden Korre-
lation kann die Varianz einer Schiétzung nur mit ganzen random walks ge-

schitzt werden.

c) T, darf nicht zu klein gewadhlt werden, da eine Voraussetzung der Rech-
nung ist, daB die Grundwelle in einem Teil des Bereichs <0,T>allein

vorhanden ist.

i) T —ZIO hdngt von der Art des behandelten Reaktors und von den Inergie-
bereichen ab, in denen die Schétzungen gemacht werden sollen,Z‘-‘To
wird um so groBer sein, je kleiner die mittlere Energie der Schitzun-

gen ist.

Ist die Neutronenenergie 1 MeV, so ist 4T =~ § - 10—9 sec die mittlere
Laufzeit zwischen 2 StdB8en. Flir 1eV ist die entsprechende Zeit etwa
5-10_6 sec. Um Schédtzungen im Resonanzgebiet der Spalt- und Brutstoffe

noch einigermafien verninftig zu erhalten, sollte Z—Z’Og;10'6 sec sein.
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3. Zerlegung des Integrationsbereiches

Zur praktischen Verwendung der EinfluBfunktion, fir die Berechnung der
Schdtzungen und zur zweckmidBigen Auswahl der Quellneutronen wird der ge-

samte in Betracht kommende 6-dimensionale Phasenraum A in Teilbereiche

Ay=(E¢,OB, I‘Y),U=1, 2,no-o,o\=1,2,:-c‘,8=1,2,...-, Y=1’2,caoo

zerlegt.

Ex = Energiebereich, o, = Winkelbereich, .= Ortsbereich, (a,8,y)=\’
Der Energiebereich ist durch die beiden Energiegrenzen definiert. Der
Winkelbereich wird durch zwei cosb -Werte definiert, wobei - der Win-
kel zur z-Achse des zugrundeliegenden kartesischen Koordinatensystems

ist.

Der Ortsbereich wird durch die ihn begrenzenden Flachen und die in ihm
vorhandene homogene Materialmischung definiert. Jede Fldche ist durch
einen Funktionstyp (z.B. Kugel, Ebene u. a.) und durch die Parameter der
zugehtrigen Flidchengleichung definiert. Ein Bereich kann von mehreren
FPliachen begrenzt werden. Die vorzugebenden Funktionen, EinfluB und StoB-
dichte, werden innerhalb jedes Teilbereiches A, konstant angenommen (vgl.
Abschn. 4.1). Die berechneten Schitzungen sind Integrale iiber die Teil-
bereiche 4, (vgl. Abschn. 6).

4. Zufallswanderungen der Neutronen

4.1 Grundsitzliche Zerlegung des Integralkerns der Transportgleichung

in Gewichtsfunktion und Ubergangswahrscheinlichkeit

3)11)

des Integralkerns (Abschn. 1) in Gewichtsfunktion m (s,i,j/s',i',J') und

Wahrscheinlichkeitsdichte p(s,i,j/s',i',j') ist definiert durch

Eine rechentechnisch und statistisch glinstige Faktorenzerlegung

a) Die Teilchenzahl Ui‘j" die nur fir j' = fission und fiir n-2n-Reaktionen

von 1 verschieden ist (fiir j' = capture ist\'i, nicht definiert),

j 1
wird der Gewichtsfunktion m zugerechnet.

b) Im ganzen Integralkern k tritt der Neutroneneinfang nur einmal als Ko-
ordinate des neuen StoBes im Querschnitt Zij(s) auf. Daher kann das
zufdllige Ereignis "Einfanﬁ” sehr einfach durch seinen Erwartungswert

3)11

beriicksichtigt werden , wodurch im allgemeinen eine Verbesserung

der Statistik zu erwarten ist.



Zi'<s) = Iy - I zij ( t = total, ¢ = capture)
Ztési Zt Zt -‘ZC
..
Fiir alle Reaktionen # capture ist f—%%*— auf 1 normicrt.
t ¢

Diese Funktion wird zur zufdlligen Auswahl der Indizes i, j (] % capture)
herangezogen, wird also zur Ubergangswahrscheinlichkeit p gerechnet.
Der Erwartungswert fiir Nichteinfang Zt " Zc wird dcr Gewichtsfunktion

m zugeschlagen, Zt

Zu beachten ist also. daB j # capture jetzt ist,ako daB I (Zij) =3,-I,

gilt. Das bedeutet, daB im Falle i, j-unabhingiger L d

Schétzfunktionen z(s) die Erwartungswerte

N |

v = {jt(S) (Zt—zc)‘f (s,t) ds dt 1lauten an Stelle von

N

= fJ'z(s) Ztyb(s,t) ds dt.
A

Die Fehlerstatistik soll mbglichst mit extern vorzugebenden Zahlen

zu beeinflussen sein.

Gegeben sei eine positive, von i, j und t unabhangige, im iibrigen
willkiirliche Funktion gYs). Diese Funktion wird im Sinne des Importance
1)11

sampling verwendet.

Fir praktische Zwecke wird die EinfluBfunktion g *(s) innerhalb jedes

(in Abschn. 3%.) definierten Phasenraumtcilbereiches konstant angesetzt.
gt (s) = g: fiir s€ 4,

Zur Verkleinerung des Zahlenaufwandes (der zusdtzliche Rechenaufwand
+
ist klein) wird jedes g, in Faktoren nach den (im Abschn. 3) defi-

nierten Koordinatengruppen zerlegt.
+ g+ fur s€ 4, oder E€E, , Ce& OB’ re ?'Y,

E. = Energiebereich,

o. = Winkelbereich, % = Ortsbereich.
5 Y
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Die Zerlegung des Integralkerns lautet somit

Gewichtsfunktion:

Z,.(s) - Z (s) +, _
m(s9iyj/s'ai'yj‘) = t Zt(sc): -V (s'ys) ° g_'ﬁ-s% * n2</s‘)

{ibergangswahrscheinlichkeitsdichte:

.. (s) 3 t
P(S9i,j/s'9i'9j') = 5 :(LJ>_Z (7 * t 5 e
15/ 7%c 18 47 Jr- v |
. Zi,j,(r',o'-bo,E'->E) . g+(s) . :
Ziigle) g'(s')  my(/s")

;;Q/s') ist ein Normierungsfaktor, der das Integral iiber die Ubergangs-

wahrscheinlichkeitsdichte auf kleiner oder gleich 1 setzt.

H;Q/s') wird so gewzhlt, daB p(/s',i',j') =_Z.jp(s,i,j/s',i',j') ds die
l’JA
Wahrscheinlichkeit fir ein Neutron am StoBort s',i',j' ist, noch einen

weiteren StoB in A zu machen. Im Falle g' = const. ist dann E; (fs') = 1.

4,2 Grundsédtzliche Zerlegung der Quelle der Transportgleichung in

Gewicht und Wahrscheinlichkeit

Nach den Lrgebnissen des Abschnittes 1.1.1 soll die Quelle zur Zeit t = 0
moglichst gut mit der gesuchten StoBRdichte fij(s,o) (Grundwelle) iliberein-

stimmen. q (s,t) = O fir t = 0.

Da fij(s,o)(als gesuchte Funktion) nicht sehr genau vorgegeben werden
kann und um die Menge der anzugebenden Daten mdglichst klein zu halten,

wird nur die totale StoBdichte vorgeschiatzit.

Eine der Zerlegung des Kerns (Abschn. 4.1) entsprechende Faktorenzerle-

gung der Quelle lautet

Zt(s) - Zc(s) 1
2y (s) g (s)

"y ()



Zi.(s)
f1(S) = thsjl_ Ec(sji . g(s) . €+(S)

j = capture, Z.[ f1(s, i, j) ds = 1 (Wormierung)
i’j A

Die vorzugebende StoBdichte g(s) wird ganz analog der Zerlegung der Ein-
fluBfunktion g+(s) (Abschn. 4.1) in Faktoren nach den (im Abschn. 3) defi-

nierten Koordinatengruppen zerlegt. Ebenfalls wird g(s) = g, (s€ 4,) in
raym
jedem Phasen/ teilbereich wieder konstant angenommen.

g(s) =g, =g, " 8y g, fir se A, oder E¢E,, oe YR

(vgl. Abschn, 4.1).

4.3 Zufdllige Auswahl der Koordinaten und Angabe der Gewichte fir

Quellneutronen

Zur Auswahl der Quellkoordinaten wird systematic sampling 1)11) fir die
Koordinaten s und straight forward sampling fir die Indizes i, j ver-

wendet.

Die Zerlegung der Quelle in Gewicht und Wahrscheinlichkeit (Abschn. 4.2)
lautet:

Et(s) - Zc(s)

1
w = — —
7 z,.(s) g,
1v T.(s) -z (s) & 8

ZJ g, g: do dr dE = 1 ist die Normierung.
VA,
~ +
) J’f1vds T}gu g, do dE dr ist die Wahrscheinlichkeit fiir einen
i
’J AV AV
Sto8 (ohne capture) in A, .
V 7
={gu ’ g: do dE dr definiert alsc die Zahl der aus A, zu wih-

A
lenden Neutronen Nu mit den Gewichten W,y o Wenn N die vorgegebene Zahl
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aller Quellneutronen ist (N = % N,).

Im Sinne von systematic sampling werden die N, Teilchen aus 4, nachein-
ander und flr allcv gestartect. Dic bel diesem Verfahren zur Gewinnung von
Quellneutronen auftretenden lcutronenzahlen kleiner als 1 werden mit den
zugehdrigen Gecwichten multiplizicrt, das Produkt wird als Gewicht eines
ganzen Neutrons angesehen (inverses splitting). Im Gegensatz zum russi-
schen Roulette, das verwendet werden kdnnte, wird dafur gesorgt, daB in

jedem Bereich, fir den g, « O ist, wcnigstens cin Keutron startet.

Damit wird die gegebene Zcrlegung in Quelle und Gewicht fiir praktischc
Zwecke in korrekter Weise leicht modifiziert. Zusammenfassend sind mit

N, = M, +¢, s My ganz, O 2e,<1,
aus dem Bereich A, also zu starten:

a) M, Neutronen mit dem Gewicht Wiy oo

b) 1 Neutron mit dem Gewicht Wy ey -

Innerhalb eines jeden 4, werden der Raumvektor r und die Energie E aus

6)

der isotropen Winkelverteilung

Gleichverteilungen zufdllig gewihlt. Die Richtungscosinus werden aus

6)
Die Indizes i, j (j = capturc) werden aus der Verteilung 3 (sle
. -

6)

zufdllig gewahlt .

zufdllig ermittelt. 5. .(s)

z (s)

Alle Neutroncn werden zur Zeit t = O gestartet.

Die noch freie Normierung der EinfluBfaktoren wird aus rechentechnischen
Griinden festgelegt durch

1
z érfr— = Anzahl der Phasenraumteilbereiche.
Vv oy

Das mittlere Startgewicht der Neutromen liegt damit in der Ni&hke von 1.

4.4 Zufillige Auswahl eines weiteren StoBortecs und Berechnung des

zugehorigen Gewichtes

Gesucht sind diec StoB8koordinaten R = (s, i, j, t) und das Gewicht w
eines Neutrons, das seinen unmittelbar (zeitlich) davor licgenden StoB
in R' = (s', i', j', t') mit dem Gewicht w' hatte. Die Zerlegung des
Integralkerns in Gewichtsfunktion und Wahrscheinlichkeitsdichte ist im

Abschn. 4.1 gegeben.



4.4.1 Energie und Richtung

Bei gegebenen i', j', s' (j' # capture) wird zunichst nach der auf 1

ZryhﬂohemE‘éE)

normierten Wahrscheinlichkeit 5 (") die neue Rich-
iy

tung o und die neue Energie E bestimmt.

a)

Spaltung
Die Richtung wird aus der isotropen Winkelverteilung und die Energie

-B.,E .
aus dem Spaltspektrum Fi,(E) =4, e 1" + sinhyC_|E (Ai',Bi‘,Ci‘ =
6)

Kernparameteq)zuféllig gewahlt .

Elastische Streuung

Es wird zufgllig die Flugrichtung n des Neutrons nach dem StoB im CS
(Schwerpunktsystem Kern-Neutron) so gewahlt, daB (no') verteilt ist
wie (anisotrope Streuung)

(E') P,(no'), P, = Legrendepolynome.

59 (8 (no")) =2 ,

ity

Dies geschieht praktisch wie folgt:

Die Verteilung wird als Potenzreihe geschrieben

e B

§4. (80, (m01) = 52 B, (B") (o)

Aus rechentechnischen Griinden werden die Bi'V (E') stiickweise kon-
stant angenommen (diese Aufteilung steht in keinem Zusammenhang mit

der im Abschnitt 3 gegebenen Zerlegung des Phasenraumes).

Wird n aus der isotropen Winkelverteilung zufdllig gewéhlt,é) 50 ist
(no') gleichverteilt zwischen -1 und +1.

(Wenn n isotrop in einem #uBeren Koordinatensystem ist, ist n das auch
in einem Bezugssystem mit o' als Richtung der z-Achse. Aus der Defini-

tion der isotropen Verteilung folgt dann unmittelbar die Behauptung).

Damit konnen zufillige Zahlen x = (no'), n zufallig aus der gewiinschten

6)

Winkelverteilung bestimmt werden .

Ist B, = 1 fiir ¥ = 0 und B, = 0 fir ¢V £ 1
ity ity

(Isotrope Streuung), so wird n allein aus der isotropen Winkelvertei-

lung ermittelt, an (no') sind keine Bedingungen zu stellen 6). Nach
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der Auswahl der Flugrichtung im CS nach dem StoB8 sind die ben&tigten
GroBen aus Griinden der Energie- und Tmpulserhaltung gegeben durch;:
Energie nach dem 3stoB:

E = Ci,E'

Flugrichtung (LS) nach dem Sto8

1

o0 = 4, + o
Cs (Ai, + 1) ( g to )
24,
2 —— (1 - (n0")
C:;, = - g - (no
N (4., + 1)Z
i

Ai' = Massenzahl (bezogen auf Neutronenmasse) des StoBkerns i

c) Inelastische Streuung

Die Flugrichtung n des Neutrons nach dem StoB im CS wird zufidllig aus
der isotropen Winkelverteilung gewdhlt 6).

Die Bestimmung der Koordinaten E und o hdngt davon ab, ob die Nsutronen-
energie E' in einem Gebiet liegt, in dem die¢ einzelnen Anregungsniveaus

diskret liegen oder nur statistisch zu erfassen sind.

®) Diskrete Niveaus
Die Nummer des Anregungsniveaus (#=1,2,...), d. h, der inelastische

Energieverlust wird zufdllig aus der eindimensiocnalen diskreten Virtei-

lung
6'| t t
b, ) =22 B it O 6, ist der Wirkungsquerschnitt
i [ I i'n'p
i'n'(B")
des ¥ -ten Niveaus, 6., , = £ 6, (E'), summiert {iber alle Niveaus,
i'n! v i'n'v

ist der totale inelastische Querschnitt.
Ist Ei‘ der Energieverlust (im CS) am ¥ -ten Niveau des Kernes i' und n
die zufdllig gewahlte Flugrichtung (CS), so gilt nach den StoBgesetzen:

g2 =2 B
1



\
1 na,, d,,+ o'}
o = ir it ‘
C, (8 ,+1) ( /
2 2, (no') a,, - 1 sy Ayt Air |2
Civ =1 4 3 T TR — G )
-
(a;, + N2\ * :
2 g Fin o A T
it B A

Diese Formeln gelten unter der Voraussetzung di%l?o.

B) Statistisch verteilte Niveaus

A
Ist F' = X—__%_T___ E', so kann ein Wert F zufdllig aus dem inelasti-

1!
T o\
10) e-zvéi,(F'-F),

schen Streuspektrum V(F' 5F) = Di,(F’) "F o o0&«FsF!

gewdhlt werden 6). (F ist die Energie von Kern und Neutron nach dem Stof}

im CS, die sogenannte Energie der Relativgeschwindigkeit im CS).

Es gilt:

A
- il : 1 R
E = IV (r +-<——7A"+1 [F' + 2 (Ai,+1) . VOFRPY (no')}

o = L Ai' | n + vV F o'
Syt Ai’ + 1 * A. + 1

\/E i?

d) n - 2 n Reaktion

T T Ty
Die Wahrscheinlichkeitsdichte 12) ist:V(F'-'-;F)= ﬁ\/}* M~ F),

M o= (§+1’}[F' - 21 . I = Schwellenenergie (CS)

Im iibrigen gelten die Formen des Abschnittes c/B8)
4.4.2 0O r t
Die neuen Ortskoordinaten r werden mit Hilfe der eindimensionalen Ver-
teilung (siehe Abschn. 4.1)
- ? z, (r ~ lo, E, 0) 41
D'(d) = Zt(r,E,o) e
bestimmt, 4 = ir - ',

r=1r"'+4do0

Mit x =\r Zt (r -~ lo, E, 0) d1 geht die wahrscheinlichkeitsdichte
0



iber in f(x) = ™%

Die Wirkungsquerschnitte sind innerhalb jedes Teilbereiches r,
(siehe Abschn. 3) konstant, d.h.

I st

Ztv dy

v=0

v=20,1, 2, ...,a sei dabei eine Numerierung der vom Neutron durchlau-
fenen Bereiche. Der Bereich v = 0 enthalte den alten StoBort (r'), der
Bereich ¥ = a den neuen StoBort (r). d, ist die Flugstrecke, die das

Neutron im Bereich p zurilicklegt, wenn es den Bereich ganz durchfliegen

wiirde, Z ist der totale Querschnitt im Bereichv . Die gesuchte Entfer-

ty

nung ist dann

Damit folgt das folgende Verfahren zur Auswahl dcr neuen Koordinaten r.

6)

10 d2, cee d“ berechnet, wobei u durch

Es wird zufdllig ein x aus der Exponentialverteilung gewdhlt. Nachein-

ander wurden do’ d

1

e "
z dyr 2, S x& d, - I}, gegeben ist. Mit
v=0 v=0
=1
X - I Ztv d,
¥ =0
dg = ist
th
a
d = 1L dy und r = r' + d.0
v =0

4.4.3 Kernsorte und Reaktionsart

. Die Indizes i (Kernsorte) und j (Art der Reaktion, # capture) werden

(siehe Abschn. 4.1.) aus der zweidimensionalen diskreten Verteilung

Zij(s> o | 6)
Pij Zt(s) - Zc(s) zufdlliy ausgewahlt .
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4.4.,4 Flugzeit
d

Die Flugzeit vom StoBort r' zum Ort r ist gegeben durch t = t' + Tgr,

2
|r-r'| (Flugstrecke}, (p| = “ — E (Geschwindigkeitsbetrag),

[o7)
i

Neutronenmasse.

=]
fi

4.4.5 Einflufaktoren

Die in der Zerlegung des Integralkerns (Abschn. 4.1.) angegebenen Fakto-

3)11)

ren gﬁ—— werden mit Hilfe des Splitting und russischen Roulettes
g

beriicksichtigt.

Aus weiter unten genauer erkldrten rechentechnischen Griinden wird die an-
gegebene Integralkernzerlegung jedoch modifiziert. Der zweite StoB (erster
StoB nach dem Quellstof) wird ohne die Importancefaktoren behandelt. Abge-
sehen von der NMotwendigkeit fiir das verwendete Verfahren, erscheint es
auch wenig sinnvoll, die Statistik der ersten StoBe, die aufgrund der vor-

gegebenen Quelle nicht brauchbar ist, zu beeinflussen.

Seien R« 4A,, , R'€ A und R & A, drei aufeilnanderfolgende 3tolBorte.

v
+
8y
Statt = — in der Zerledung, verwenden wir fur die praktische Ausfihrung
]
. %
gy
T fiir alle StoBe von dritten ab.
g”"

Diese Modifikation &ndert die Fehlerstatistik nicht stark, wenn die mitt-
leren Anderungen der Stofkoordinaten in 4, kleiner sind als die Dimensi-
onen der Bereiche A, . Durch diese Modifikation soll verhindert werden,

daB einmal ermittelte StoBvektoren R nicht bericksichtigt werden, nur um
die Statistik in vorgegebener weise zu verschlechtern. Die Importancefak-

toren g: ‘werden.also in der folgenden Form verwendet.

+
g,1 -
—%— 21 : Das Neutron erreicht den Ort R (in A, ) nur mit der Wahrschein-
Eyn +
. . €yt
lichkeit —g*— .+Erreicht das Neutron den Ort R, so ist das Gewicht in R
v g

um den Faktor éﬁ———-erhdht.
\)'
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-+
gy
g+
[ 1
die Wahrscheinlichkeit, daB das Neutron den Punkt R iiberhaupt erreicht.

Bei Verwendung der urspriinglichen Zerlegung (Abschnitt 4.1) ist

Zu dieser Entscheidung ist aber die Kenntnis des Punktes R notwendig.

Es ist unrationell, einmal ausgewzhlte StoBorte wegzulassen, nur um die

Statistik genau im vorgegebenen Sinne zu verschlechtern.

+ +
g g
——%—— > 1 : Vom Orte R starten g: Neutronen, jedes mit dem um
gV” V"
g+ St
" o
i verkleinerten Gewicht. Urspriinglich ist —-f%— die Zahl der Neu-
gu [} g A

. . . Y .
tronen, die von R' in den Bereich A starten. Diese saussage ist rechen-

technisch nur mit sehr groBem Aufwand zu bewdltigen.

+
g,
Da die Faktoren —~%fw im allgemeinen nicht ganz sind, wird das Splitting

g”
14
analog der Auswahl der Anzahl der Quellneutronen (Abschn. 4.3%) noch wei-

ter modifiziert.

+
€.,
Ist i =M, +€, , M, ganz, O €¢,< 1, so werden vom Punkt R aus M,
gy 1" “+ -+
gu " gu 1
Neutronen mit dem um und ein Neutron mit dem unlfv- verkleiner-
g, g

ten Gewicht weiter verfolgt. Aus rechentechnischen Grinden kann inner-
halb eines random walks nicht beliebig oft Bplitting stattfinden, ds die
Koordinaten, die Anzahlen und die Gewichte der Splittingneutronen notiert
werden missen. Jedes Mal, wenn Splitting stattfindet, wird ein Neutron
(mit dem entsprechend verkleinerten Gewicht) weiter verfolgt und der Rest
wird als Gruppe mit den Angaben (R, w, Zahl der Neutronen) notiert. Nach
jedem Neutronenverlust (siehe Abschn. 5) wird ein neues Splittingneutron
gestartet. Erst wenn alle Splittingneutronenschicksale ebenfalls beendet
sind, wird ein neues Quellneutron gestartet. Wenn die Zahl der vorgemerk-
ten Splitting-Gruppen eine gegebene Anzahl ubersteigt, findet solange
kein Splitting mehr statt, bis wieder Platz fir Notierungen durch den
Start von Splittingneutronen nach Neutronenverlusten vorhanden ist. Bezgl.
Splitting ist also eine Art Sattigung mdglich. Die GroRe des Vormerkbe-
reiches wird so gewdhlt, daB in praktischen Fdllen sehr selten Sittigung
auftritt,
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Uber die Wirkung der EinfluBfaktoren kann also jetzt gesagt werden:

Je grofer gw, um so besser wird im allgemeinen die Statistik 1n A,

auf Kosten der Statistik in Bereichen der Umgebung kleinerer gw. Nach

3)11)

gemeinen dadurch genauer ausgefuhrt (bei gleichem Aufwand), daB die g+

theoretischen Untersuchungen werden spezielle Schiatzungen im all-

als Integrale liber die LOsung der Importancegleichung mit der Schitz-

funktion als Quelle angesetzt werden.

4.4.6 Das Gewicht

Mit den Ergebnissen der Abschnitte 4.2, 4.3 und 4.4.5 kann jetzt leicht
das Gewicht eines Neutrons am StoBort R angegeben werden, wenn der davor-

liegende StoB in R' und der vor R' liegende StoB in R" stattfand.

Vom dritten Stofl an ist

+
Zt(s) -2 (S) gV"

w = C - . V - . W',
% (s) i3 +
t 8,

Flir den zweiten StoB gilt

w = Zy(e) - 2.(s) .Y cow,(st)
. (s) iy 1
Zt<S) - ZC(S) 1
w1(s) = RO " ist das Gewicht des QuellstoBes
b g
14
Vi'j' = 1 fir Streuung.\/i,j, = 2 fiir n ~ 2n - Reaktion
s 2 pn
Y, iy (1) =G g4 T4 B +2 5 BT fiir Spaltung (a,ui, = Kernpara-
meter).

4.4.7 Xleine Gewichte

Un zu verhindern, daf unndtig viele StoBe mit Gewichten, die im Mittel
sehr kleine Beitrdge zu den Schatzungen liefern, registriert werden,
werden die Faktorenzerlegungen von Kern und Quelle noch einmal modifi-

ziert. Ist das Gewicht w am StoRort R kleiner als ein Grenzgewicht po <1
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so erreicht das Neutron den Ort nur mit der Wahrscheinlichkeit P
Wenn es aufgrund des Zufalls den Punkt R erreicht, erhdht sich das

Gewicht w um den Faktor - .
o

Des bedeutet theoretisch, daB8 in die Zerlegung von Kern und Quelle ein

Faktor p+(w) aufgenommen und im Sinne des russischen Roulette behandelt

wird.

+ .+

p (w) =1 fir p > P,
+ - .e +‘

P (%) =p, firp%p,

5. Ende des Neutronenschicksals (Leckage)

Das Ende eines Splittingneutrons (seine Leckage), bzw. sein letzter Sto8
liegt vor, wenn eine der unten beschriebenen Bedingungen eintritt. Der

euf den letzten StoB folgende StoB wird nicht direkt aus den Wahrschein-
lichkeitsdichten des Integralkerns zuf#llig gewdhlt, sondern aus der Liste
der Splittingneutronen des gleichen Schicksals oder aus der Quelle. Als
Schicksal eines Neutrons bezeichnen wir die Summe aller StéBe, die aus ei-
nem QuellstoB8 entstanden sind, d.h. die Summe aller Splittingneutronen,

die aus einem Quellneutron entstanden sind. Das Ende eines Neutronenschick-
sals (Gesamtschicksal) ist also durch den letzten StoB des letzten Split-

tingneutrons definiert, der Anfang durch den QuellstoB eines Neutrons.

5.1 Raumleckage

Wenn ein Neutron beim Ubergang zum néchsten StoBort Ortskoordinaten r
annimmt, die nicht im Integrationsbereich A liegen, sprechen wir von Raum-

leckage oder einfach Leckage.

5.2 Zeitleckage

Wenn die Laufzeit eines Neutrons eine bestimmte Zeitmarke (census timeT)
iberschreitet, sprechen wir von Zeitleckage des Neutrons. Die Laufzeit t
ist der zeitliche Abstand eines StoBes eines Neutronenschicksals vom
QuellstoB. Die Splittingneutronen starten also im Mittel mit t> 0.

(vegl. Abschn. 2)
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5.3 EinfluBleckage

Erreicht ein Neutron aufgrund der zufalligen Entscheidung des russischen
Roulette fir die EinfluBfaktoren g: den ndchsten StoBart nicht, so nennen

wir diesen Neutronenverlust EinfluBleckage.

5.4 Gewichtsleckage

Ist das Gewicht eines Neutrons kleiner als die vorgegebene Zahl P,y 80
kann das Neutron aufgrund des russischen Roulette fir das Gewicht ver-

schwinden. Dieses Verschwinden nennen wir Gewichtsleckage.

Zum AbschluB sei bemerkt: Ware auch der y-Einfang ein zufdlliges Ereig-
nis (und nicht durch Erwartungswerte beriicksichtigt), so wére er als
Leckage btgl der Koordinate j (Art der Reaktion) zu interpretieren. Man

hdtte dann noch eine '""Reaktionsleckage" zu berlicksichtigen.

6. Schédtzungen

Abweichend von der iiblichen Schreibweise wird aus rechentechnischen

Griinden der Erwartungswert einer Funktion z.. (s,t) in A, definiert

ij
durch
T
_ r j £,(s)
z, =121 zi.(s,t) f..(s,t) 5 — dt ds,
i Yt J i ((s8) ~ I (s)
. ¥ o
J = capt.

At

wobei f, .(s,t) = ¢ ° f,.(s) und £, .(s) die Grundwelle zum reellen
1J 1J 1]

(gr58ten) Eigenwert A ist.

Line Sch&tzung von z, ist

il

s TR Zinjn
g I Zt(sn)
n n Zt(sn) - Zc(sn)

(Sn’tn) gn

n = n1le StoBe aus 4, , N = Zahl aller Schicksale (QuellstdBe)
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Diese Definition liefert fiir i, j - unabhingige Funktionen z die Form
T

E: = j J z(s,t) f(s,t) ds dt mit f(s,t) als totaler StoBdichte.
4, %o
v

Es ist |2 - 2] ©J mit der Wahrscheinlichkeit ¢ ( giV’E).

¢ (x) = Fehlerfunktion, ¥ = Varianz von z.

6
Eine "verniinftige" Schidtzung der Varianz von';, s% ist gegeben durch )
LN
52 = N (ZZ - %2)
N -1
P
22 - 4 Z[Z z, . (s_ ,t )eg 12
N oL B® injn nm nm nm|

n ist zu summieren iiber alle StdBe cines Gesamtschicksals (alle aus

einem QuellstoB folgenden Std8e)
m ist zu summieren iiber alle Schicksale.

Da ¢ (2)> 0,95 ist, gilt fiir praktische Zwecke

6.1. Eigenwert

Die Berechnung des Eigenwertes ist im Abschn. 2 genau beschrieben. Es

werden dazu die Schiédtzungen zweler Zeitmomente benttigt, gensuer von
Zg;) (s,t) =1, 2(2) (syt) = T - t, wobei T die Laufzeit ist.

ij

6.2 Reaktionsraten und Fliisse

Eine Reihe von Schédtzungen wird mit Hilfe von Erwartungswerten berech-

net. Nach den Formeln des Abschnittes 6 erhilt man fiir

L., . L.,
z(9) =d. Jz =J 21 ' T ; y 1 bei fest vorgegebenen
t t t t

i, J
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Schétzungen‘é} von

2= Gy9),, Wi, $0 ny s Bp @)

Bei geeigneter Wahl des Zeitintegrationsintervalles<:Z;,Z;> gilt

J T

iZi 505 = ¢(7) J' zji (s)f’(s) ds (i, j vorgegeben)
AP

1

c (7) = Y (e”

ell’ o)

@ (s,8) = "* @ (s)

37(3) = Grundwelle des Neutronenflusses, zum (gro8ten) Eigenwert A

gehGrend.

=
[}

Neutronendichte, p = Neutronengeschwindigkeit.

Analog zu Zzijsgiu " sind die iibrigen angegebenen Erwartungswerte
definiert.
Die Summation in der Schdtzfunkition =z ist iUber alle StoBorte aus A

zu erstrecken.

Die gleichen Erwartungswerte konnten natiirlich auch "straight forward"

geschitzt werden., In diesem Fall ist bei vorgegebenen i und j und variab-
len i' und j!

z (st, it, j') = J.

4 ) 531 2u setzen (c;ii‘= Kroneckersymbol).

In diesem Falle werden in der Schidtzung nur die S5t&Be aus A, berlick-
sichtigt, deren Indizes i', j' mit den vorgegebenen Indizes i, J liber-
einstimmen. Das bedeutet eine um so schlechtg;g Statistik gegeniiber dem

Verfahren mit Erwartungswerten, je kleiner —531— ist.
t

6.3 Leckageraten

Gesucht ist die Zahl der Neutronen, die einen vorgegebenen Ortsbereich
7”1, verlassen (Bezeichnungen siehe auch Abgchn. 3). Die StoBdichte am
Orte (s‘,t‘) aller Neutronen, die am Orte 1”&;73 einen Ubergang von

o' ->0, E' —»E vollziehen, ist gegeben durch



Zi:j' (r'y, o' = 0,E' =E)

f.,.,(s',t’ =
i3 Zi,j,(r', o'y E!) 1'3'( 't

c(z) - Z.‘ ) Zi'j,(r', o'-—)o,E'-—qE)?(s’)]
i,J
Ist d1 der Abstand vom StoBort r'ec r,, zum Durchstofpunkt der Fluggeraden

r' + (d+0), d» 0 durch die Begrenzungsfliche von r,, so ist

-z, ,d
e t 1, X = Zt(r', E, o), die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein Neu-

tron den Bereich T, verldBt, wenn es zuletzt am Punkte r' mit der Rich-
tung o und der Energie E war. Die mittlere Zahl aller Neutronen, die mit
der Energie E und der Richtung o den Bereich T, nach einem StoB in r' ver-

lassen, ist

24194
z,(x') = e cT) . ) Viw,@'ﬁiq,u',ohqo,EﬁaE)
E| o! i'j' ’

99(r‘, E', o') J do' dE'

(Die Integrationen lber L' und o' sind lUber den gesamten Definitionsbe-

reich zu erstrecken).

Ist du die Fluglidnge eines Neutrons im Bereich du, das diesen Bereich,

ohne zu stoBen, durchfliegt und th der zugehodrige totale Querschnitt,

= \
21{2 d % )

so ist v, (r™) = ¥ / zy(r(y ),V31,(Y1(r'> = 21(T'))

die mittlere Zahl aller Teilchen, die den Bereich T, verlassen, nachdem
sie in r™e¢ 1, zuletzt gestoBen haben und nacheinander die Bereiche

r

T , ohne zu stoBen durchflogen haben. Die Zahl

p o1 Ty oo weey Too Ty
aller Neutronen, die im Mittel den Bereich r, mit der Energie E und

der Richtung o verlassen, ist

y = % j‘ Yﬁ (r(g)) dr(?) (es ist iiber alle Reaktorbereiche zu summieren).
r
$
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Gesucht ist eine Schidtzung von

ixs = j j Yy 4E do

og Eﬁ

Zur praktischen Durchfilhrung wird y zerlegt.

Yy = J’ z, (rt) dr' + £ j Y (r(?)) dr(?) = Y, * Y,. BEs werden
$> 1 §
1 Te

also die Anteile abgespalten, die durch Neutronen bestimmt sind, die

T

den Bereich r, ganz durchlaufen ohne zu stoBen. Die beiden Summanden

werden nach verschiedenen Verfehren geschitzt.

Da zur Berechnung des neuen StoBortes (siehe Abschn. 4.4.2) der Aus-
druck Zt1 d1 fiir jeden StoB berechnet werden muB (um zu priifen, ob 2
StoB8e nacheinander im gleichen Bereich stattfinden), ist es rechnerisch
nicht aufwendig, 71 mit Hilfe von Erwartungswerten zu schédtzen

(Verbesserung der Statistik).

Wegen der im Abschn. 4.1 gegebenen Zerlegung des Kerns ist die Wahr-

scheinlichkeitsdichte durch

T, (r', o' —>o0, E'«—éE)q9(r', E', o', t) und das Gewicht durch

g, =!)i'j‘(E') * g' gegeben, wenn g' das Gewicht am StoBort s', i', j',t'

ist. (vgl. Abschn. 4.4.6).

-z, (= (®) g0) o (n)yg, . (a), 5 oln)
;,;1 e 't 1gn, wobei r'er,, E' "¢ E,,0 = Pg

=)=

A
Z,
Durch diese Art zu schitzen wird erreicht, daB jeder StoB-

ort r zur Schidtzung der Leckageraten herangezogen wird. Jedoch muB zu-~

sdtizlich flir jeden StoBort eine Exponentialfunktion berechnet werden.

72 wird "straight forward" geschdtzt. Eg ist nicht sinnvoll, auch hier

gL Dewartungswerten 71 srboiten, da einerseits die Et d zum Teil
u
B
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erst mit sehr groBem Aufwand berechnet werden miissen, und andererseits

;2 in den meisten ¥dllen klein gegen ;1 ist.

In diesem Falle werden alle Gewichte g, registriert von Neutronen, die
den Bereich r, durchfliegen ohne zu stoBen. Man sieht urmittelbar ein,

daB die so gewdhlte Stichprobe die gewiinschte Leckage-Verteilung besitzt.

)

des Richtungsbereiches OB aus beliebigem Bereich r, ins Vakuum behandelt.

Ganz analog wird die Leckage Lgv von Neutronen im Energiebereich Ea und

6.4 Ubergangsraten

Als Funktion der vorgegebenen Indizes i, j soll die Zahl der Njutronen
geschétzt werden, die bei einem StoB8 von einem Energie- und Winkelbereich
in einen anderen gelangen.

Analog den Betrachtungen des Abschnittes 6.3 ist

Zi,j,(r', o' =0, E'=9E) p(s', t') die mittlere Zahl der Neutronen, die
aufgrund eines j'-StoBes am Kern i' am Orte r' ihre Richtung von o' in o

und ihre Energie von E' in E dndern.

Leider ist hiecr, auBer bei Spaltung, nur mit ganz erheblichem Aufwand
die Verwendung von Erwartungswerten méglich, und wenn man diesen Auf-
wand schon treibt, ist es besser, gleich den ganzen Kern k(R/R') fir
jeden StoBort und jedes interessierende R zu berechnen. Dadurch ergibt
sich jedoch ein ganz anderes Monte Carlo Verfghren, das an dieser Stel-

le nicht weiter ausgefilhrt werden soll.

Der Erwartungswert

25 = c(t) J ds' j Jq.j-zij(r', o' =20, E'=E) Cf(s‘) dE do
A

OB Ea(

gibt die mittlere Zahl all.r Neutronen, die bei einer j-Reaktion am
Kern i im Phasenraumbereich A,/ ihre Energie und Richtung so &ndern,

da sie in den Bereichen Ey bzw o, liegen. In der Schidtzung ;:j’ aufier

8
fir Spaltung, sind alle Gewichte der Neutronen zu addieren, die in 4
einen j-StoB am Kern i1 machen, wobel die Lnergie nach dem StoB im Be-

reich Eq und die Richtung in oy liegt.
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Im Falle JjaSpaltung ist

Zij(r', o!'—0, E'—5E) = Fi(E) Ui Zif(E') (vgl. Abschn. 4.4,1a) u. 6,2).

Mit Schédtzungen von pizif y der angenommenen Isotropie der Spaltneutro-

nen (im LS) und dem iiber die Energiegruppen integrierten Spaltspektrum

= J Fi(E) d¥ konnen dann die gesuchten Spaltiibergdnge mit den re-

Bi

lativen Fehlern der totalen Raten ermittelt werden.

Fia

6.5 Kritizitdt und Eigenwert

Wi ot eni/ e

keff = _ el + Die auftretenden Reaktionsraten
EFlf “ict gty t Lo

sind ﬁber den ganzen Phasenraum A zu erstrecken, Lo ist die Gesamt-

leckage aus A.

( -
Z{lf ig ¥ 2 Qn}/z =Pl I v L {/ % - Lo
1

v Zt

ist der zu k gehtrende Zeiteigenwert. Wenn keine Oberwellen vorhanden

eff

sind in der StoBdichte, stimmt dieser Wert mit dem in Kap. 2 gegebenen iiberein.
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