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Unterprogramme zur Losung neutronenphysikalischer Probleme

mit Hilfe der Monte-Carlo-Methode

Im Rahmen der Arbeiten zur Aufstellung eines allgemeinen Monte-Carlo-Codes flir
reaktorphysikalische Untersuchungen enthdlt dieser Bericht in zwei in sich abge-

schlossenen Teilen die Beschreibungen der verwendeten Hilfsprogramme.

Teil A: Realisierung von Verteilungen des Neutronentransports filr Monte-

Carlo-Aufgaben

Teil B: Wirkungsquerschnitte fiir Monte-Carlo-Aufgaben

Am Anfang jedes Teiles befindet sich ein Inhaltverzeichnis und eine Zusammenfassung

des Inhalts und am Ende ein Literaturverzeichnis.
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A. Realisierung von Verteilungen des Neutronentransports fiir Monte-Carlo-Aufgaben

Zusammenfasgssungeg

Zur Behandlung des Neutronentransports1)2) mit Hilfe der Monte-Carlo-
Method93)4)5)12) werden Stichproben einer Reihe von (durch den Inte-
gralkern definierten) Verteilungen bendtigt.

In der vorliegenden Arbeit werden Verfahren zur Realisierung aller

9)10)11) gegeben,

fir den Neutronentransport wichtigen Verteilungen
Die angegebenen Methoden sind alle im Hinblick auf eine dezimal

arbeitende Rechenmaschine ausgewdhlt.,

Zum besseren Versténdnis werden zundchst einige allgemeine Aussagen

iiber die Reallsierung explizlt gegebener Verteilungen gemacht.
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Realisierung der Verteilungen des Neutronentransports

1 f(r) = 1,0 £ r €1 (Gleichverteilung zwischen O und 1)

) f(\f,w) = -51%- -;—, 0 £y <£2f -1 <w <+1 (Isotrope Winkel-
verteilung)

2,3 f(x) = 2x, 0<x <1

204 f£(x) = ¢ %, 0 €x< w(Exponentialverteilung)

2.5 f(x)

1

xe *, 0 :2‘.. x <& (gefaltete Exponentialverteilung)

x
2.6 f(x) ='\/3%-‘e 2 , 0 <x <p(Normalverteilung)

2.7 P(i’k) = Pik’
diskrete Verteilung)

0 <i<n, 0] _(_nj(Zweidimensionale,

i’

P
VX T 2 2
2.8 f(x) = S ® 0 Sx (m(x5 ~ Verteilung)
o ~
2.9 fn(x) =1 g, x*, -1 € x <+1 (anisotrope Streuverteilung)
V=0

2.10 f(x/fy) = gly) xe 2 Ly—x, 0% x £y (inelastisches Streuspektrum)
2,11 £(x) = & e P*sin n VCx, 0 X x < o(Spaltspektrum)

2
N
4

2.12f(x)=%yoe , 0 €< x <o
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1. Sampling explizit gegebener Verteilungen

Wir haben zu kl&aren, wie Zahlen x, mit den Wahrscheinlichkeiten
f(xv)dxv zufdllig ausgewdhlt werden, d.h. wir suchen eine Stichprobe
X, » V= 1y seesy N einer Verteilung, deren Dichte f(x) explizit ge-

geben ist.

1.1 Die Zufallszahlen als Realislerung der Gleichverteilung

Un Stichproben beliebiger Verteilungen zu bekommen, werden wir min-
destens eine Verteilung finden miissen, aus der wir direkt (nicht durch
Umrechnung) zufidllige Zahlen bekommen kénnen. Wir werden spidter zei-
gen, daB wir mit einer einzigen solchen Grundverteilung auskommen,
also jede beliebige Stichprobe allein durch Umrechnung der Stichprobe
dieser Grundverteilung bekommen konnen. Als Grundverteilung verwen-

3)5)6)7)8)

det man die Gleichverteilung zwischen 0 und 1

f(r) =1, F(r) = 1 fir 0gr <1
f(r) =0, F(x) = 0 fiir r= 0
f(r) = 0, F(r) = 1 fir 1 < r

—

Die zufallig aus dieser Gleichverteilung gewdhlten Zahlen nennen wir
Zufallszahlen Rv.

Prinziplell ist es mOglich, sich Zufallsgahlen mit Hilfe technischer
Verfahren (z.B. radioaktive Strahlung) zu verschaffen, jedoch schei-
tern alle diese Verfahren an der Unzulédnglichkeit der Technik.

5)6)9)12)

wickelt, die snalytisch "hinreichend" zufdllige Zufallszahlen lie-

Jeve Neumarm u.a. haben daher iterative Verfahren ent=-
fern. Mit hinreichend zufidllig ist gemeint, daB sie einexr Reihe, dem
Verwendungszweck angepaB8ten statistischen Tests genligen. Diese Tests
miissen zeigen, daB die Zufallszahlen erstens nicht voneinander un-
abhingig sind (ZRi asymptotisch normal, gRE = verteilt wie'x?(N)
u.a.) und zweitens aus der richtigen Verteilung sind (z.B. richti-

1
ge Wiedergabe der Momente, Mittelwert = 13 2. Moment = g'u.a.).

In Wirklichkeit sind die auf diese analytische Veise gebildeten Zu-
fallszahlen trivialerweise nicht zuf&llig, sie heiBen daher auch

Pseudozufallszahlen. Wir erwdhnen hier nur ein in der Praxis bewdhr-
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tes Verfahrens), das auch wir verwenden.
Ré =1
R} = 319-Ri_1 (mod 10 9)
R, = 1070 Ry

Dieses Verfahren ist fiir Rechenmaschinen mit dezimaler Datenverarbei-
tung brauchbar, liefert etwa 5'108 Zufallszahlen und ist pericdisch.
Bei der Verwendung der Zufallszahlen werden die beiden letzten Zif-

fern, die starke Kerrelation zeigen, weggelassen.

1.2 Realisierune beliebiger, eindimensionaler Verteilungen5)9)

143 Transformationsmethode

9)10)11)

Sei ; eine zufillige Variable einer Verteilung, deren Dichte
f(x) und deren Verteilungsfunktion F(x) ist.

n= T(E) sei eine monoton nicht fallende Funktion,

Gesucht ist die Verteilung von n, deren Dichte mit g(y) und deren
Verteilungsfunktion mit G(y) bezeichnet sei. Da T(g) =9 <T(x) =¥

dann und nur dann gilt, wennj'jo:ist, ist P{gg_x)= P(7<y), d.h, F(x) =
¢(y) mit y = T(x).

Also ist die gewilinschte Verteilungsfunktion von n:

6() = 6(2(x)) = PG, 6(5) = #2700}, ¥ = 2000, 2(x) = o7 e}

Die zugehdrige Dichte ist
-1
-1 aT
g(y) = f{? (yi} a (y)
dy

Wenn Xy zufdllig mit der Wahrscheinlichkeit f(xi)dxi gewghlt wurde,
ist also y; = T(xi) zuf#llig mit der Wahrscheinlichkeit g(yi)dyi
gewghlt,

Hieraus folgt die wichtige Anwendung.

Es sei mdglich, ein X; mit der Wahrscheinlichkeit f(xi)dxi auszu-
wdhlen, Gegeben sei eine Verteilungsfunktion G(y) (zugehdrige Dichte

g(y)), von der wir eine Stichprobe suchen.
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Mit T(f) = G‘1{F(§)} =R ist y, = G-1{?(xi)} mit der Wahrscheinlich-
keit g(yi)dyi ausgewdhlt,

Sind die x, = R, Zufallszahlen, d.h. F(x) = x zwischen O und 1,

so ist

-1
yi = G (Ri).

Das Auswidhlen von zufédlligen Zahlen aus einer beliebigen Verteilung

G(y) kann durch das Aufl®&sen der Gleichung

¢(y) = R
gemacht werden, wenn R eine Zufallszahl ist.

Ein in der Praxis zu verwendendes Beispiel ist die Realisierung der

diskreten Verteilung: Gesucht ist ¢ mit der Wahrscheinlichkeit Pv'

6(y)

0

n
2 P_y(y-7),
v=0 v

-1 n v~
¢G"'(R) = £ y(R-ZP)
v=1 u=o *

e
i

Man erkennt sofort das technische Verfahren.
v-

Es ist eine Zufallszahl mit I P 2zu vergleichen
u=0

v-1 v
u=v,wenn 2 P TRX I P.
p=0 ¥ p=0 *
Die Grenzen der Transformationsmethode liegen auf der Hand.
Das Bilden von G-1(R) fiihrt haufig zu sehr rechenaufwendigen Ver-~

fahren, so daB man nach anderen Methoden Ausschau halten muS.

1.4 Rejectionverfahren

Sei h(x,y) eine Wahrscheinlichkeitsdichte (d.h. auf 1 normiert und
20), deren Realisierungen bekannt sind, d.h. wir "konnen" X490 ¥y
aus h(x,y) auswihlen, a1(x);s_a2(x) seien willkiirliche Funktionen.
Die Wahrscheinlichkeit, ein e auszuwdhlen und ein ¥y im Bereich
a1(xi)_$_yi.§La2(xi) zu erhalten, ist
az(xi)
f*(xi)dxl = / h(x’}’)dy dxi

a1(xi)
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Die Wahrscheinlichkeit, ein Xy zwischen ~ und +o bei gleichbleiben~

der Auswahl fiir Yy zu bekommen, ist
co

W = [f*(x)dx
-0

Wir definieren den folgenden Prozess:
Wihle x,, y, aus h(x,¥y)
Priife a1(xi) LR az(xi)
Wenn die Ungleichung erfiillt ist, sagen wir, der Prozess habe nicht
versagt. w ist die Wahrscheinlichkeit, da8 bei einem Versuch der
Prozess nicht versagt, wihrend f*(xi) die Wahrscheinlichkeit fiir

x, ist und dafiir, daB der Prozess nicht versagt.

i

%"f*(xi)dxi = f(xi)dxi ist also nach dem Multiplikationssatz die
Wahrscheinlichkelt fiir X, 5 unabhingig von der Zahl der versagenden
Prozesse (normierte Verteilung), w nennt man auch den Wirkungsgrad
des Prozesses, Die hier beschriebene Art, Verteilungen zu realisie-
ren, heiBt Rejectionverfahren, da wir zufdllige Punkte X,y ¥4 pur

unter bestimmten Bedingungen auswéhlen.

Technisch liuft also der Rejectionprozess

Wehle (xi, yi) aus h(x,y)

Priife 31(xi)'5 vy £ az(xi)

Wenn die Unglelichung nicht erfiillt ist, beginne von vorn.

Wenn die Ungleichung erfillt ist, ist X; aus der Verteilung
a,(x)
2

1
£(x) = ¢ f h(x,y)dy.
a7 (x)
Verallgemeinerungen, mit dreidimensionalen vorgegebenen Verteilungen
zeB+, sind leicht erkennbar, wir werden sie zum Teil spdter an Beil-

spielen kennenlernen.

1.5 Realisierung mehrdimensionaler Verteilungen

Wir wollen noch kurz die mehrdimensionalen Verteilungen behandeln.

Gesucht ist ein x sus G(x,y) mit Hilfe von Zufallszahlen.

10 Yy
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) y (%)
F(x) = {G(x,y)dy = R
J |
G(xi sY)

G(y/x;) = '5(;;y“ =R,

Aus diesen Gleichungen ist X, und ¥y zu bestimmen nach der oben
begchriebenen Transformationsmethode.

Da X, aus F(x) und y; aus ¢(y/x) vei vorgegebenen x, gewshlt
ist, ist x,, y; aus G(yi/xi)-F(xi) = G(xi,yi) nach dem Multipli-
kationssatz gewdhlt.

Man verwendet, ganz analog der Verallgemeinerung der Transforma~
tionsmethode fiir F(x) und G(y/ki) zwel Rejectionprozesse. Auch

Verallgemeinerungen in der Art, daB gleichzeitig x, und ¥i aus-

i
gewdhlt sind, kann man sich leicht Uberlegen. Da sie fiir uns hier
aber wenig Interessantes bieten, wollen wir sie nicht weiter be-~

hgndeln.,

2., Realisierung der Verteilungen des Neutronentransports

Die im folgenden definierten Wahrscheinlichkeitsdichten sind in allen

nicht ausdricklich vermerkten Intervallen 0O zu setzen.

2,1 f(r) =1, 0 £r £1 (Gleichverteilung zwischen O und 1)?)

Die Zahlen aus dieser Verteilung nennen wir Zufallszahlen und be-
zeichnen sle mit Ri' Nach Abscknitt 1.1 1st

R' =1
[o]
19 v 10
| S ] 1 |
R} =3 Ri_1(mod 10'7)
-10 _,
Ry = 10 R}

319 . 1162261467

Des technische Verfahren zur Produktion einer Zufallszahl ist sehr
einfach. Man multipliziere die 10-stellige Festkommazahl Ri-1 mit
319. Die untere Halfte des 20-stelligen Produkts ist die neue Zu-

fallszahl, wenn das Dezimalkomma vor der 10. Stelle angenommen wird.
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2.2 f (y,w) = S . Jé-, O<y 2 2, -2 w « +1 (Isotrope Winkelverteilung

2 I
Gesucht sind zufdllige Zahlen13) u = cos ¢ sin ’l}
v = sin ¢/ sin 1}'
W = COS 19-,

wenn ¢ und cos ?}gleichverteilt sind.

Da nicht ¢, sondern cos ¥und sin ¢bendtigt werden, geben wir ein Verfahren,

%
das es gestattet, cos f und sin ¢?direkt zu wahlen, wenn ¢?gleichverteilt ist.

Wir betrachten zufdllige, gleichverteilte Punkte (x,y) im Einheitskreis.

X =14 Ry, ¥y=21R,

2
X + y2 AN Die Vorzeichen von x und y geben den Quadranten an und

sind mit der _Wahrscheinlichkeit-;- plus oder minus.
Die Punkte (x,y) definieren einen gleichverteilten Winkel &, (vgl. Abb.),
da die Wahrscheinlichkeit, einen Punkt (x,y) aus dem Kreissektor d¥ zu
wahlen, von <f unabhangig ist. Es ist

R1
cos C/=i
R.‘ +R2
R
2
sin¢f = +
- 2
1[31 + Rg

2
Zahl der Punkte im Kreis_> T .1 W
Zahl der Punkte 2 -

2

Der Wirkungsgrad ist: w = %NO.79
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w o=

+]

[ o -

-1

R3 w =

Q. . . \
cos U gewinnen wir mit der Transformationsmethode

Zur Auswehl eines isotropen Richtungsvektors (u,v,w) kann also dcr

folgende Prozess verwendet werden,
1. Vdhle zwei Zufallszahlen R1
2 2

2. Priife, ob R, + R2 = 1 ist,

und Rzo

-lu), Ziffex 1 7o P

T
2a. Wenn Rf + Rg >1, beginne wieder mit 1.
2b. Wenn R + RS < 1, wible R,.
7
3¢ fuj= R-]
|vi= R2
w = 2R, - 1
3
4, Yit Hilfe einer Zufallsnahl R/ bestimme man die Vorzeichen
u und v (z.B. Ziffer * von R4._>_5 Au =
<5 v = +iula
Ziffer 2 -ron R4_z} 57 =

\n
-

Zufallszehlen bendtigt.

2.3 f(x) = 2%, 0 £x X 1

Nach der Transformationsmethode is%t

F(x) = x°

wir ein Rejectionverfah?eWB) 2N
wné R

1 2
uns R2 SR

i

Wenn R Zufallszahlen sind,

fir R

1 1

R,

~

IRy =] &, =

¢

By

-lvl, Ziffer 2 von R, <5 Av = +[v({).

In "ittel werden zur Auswahl eines Vektors (u,v,w):% + 2725 4.5

= R1, X = \/R4. Da hler eine Wurzel zu zjiehen ist, geben

ist die Wahrscheinlichkeitsdichte

- f“(R1)

. Tir 50 4 aller Zufallszahlen gils R.

s

-~
n 'p-a &
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Wir konnen den Wirkungsgrad w auf 1 erhdhen, wenn wir bedenken, daB auch
Ry
£ (Ryy Ry < Ry) = / 4R, = R, = £*(R,) ist.
[0}

Die Wahrscheinlichkeitsdichte einer Variablen x, die entweder gleich R1,

wenn R2 P R1 oder gleich R2 ist, wenn R1 < R2 ist.
£ Koo _ _
f(x=R1,R2_éR1)+f(x—R2,R1£R2)_f(x)_2x

Das technische Verfahren fiir die Verteilung f (x) = 2x, O< x £1, das

an die Stelle des Ziehens einer Wurzel tritt, ist also:

1. Man wdhle die groBere von 2 Zufallszahlen.

2.4 £ (x) = e, 04 x£ = (Exponentialverteilung)

Die Transformationsmethode erfordert hier das Bilden einer ln-Funktion, so
dafl wieder ein Rejectionsverfahrenj) angegeben werden soll, das einfacher ist.
Wir betrachten Ketten von Zufallszahlen, fir die gilt
ROZ R1Z R22.....2Ri_23R1_1£Ri, i>21
und fragen nach der Wahrscheinlichkeit filir Ketten mit bestimmten RO und 1.
P(ROZR12322~"~-2R1_22Ri_1fRi)dRo=de

R R, R

Ry R i-3 12 1
/ / [ / aR; aR; , R, ,...dR; dR, dR
o} e} R

ist nach den Uberlegungen des Abschnittes 1.4 die Wahrscheinlichkeit fiir ein RO,

1]
&
(o]
[} ‘\Ow

das in einer Kette der Liange i auftritt.

Rl -1 Rl

O -—
(i-1) i!

p=f*R,, 1) =

Die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir ein RO bei beliebigem, ungeradem i ist
-R
® o
f"(RO, i ungerade) = I f¥(R, 2141) = e 0O«R_ <1
i=1
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1
* e~1 -1 .
w =‘f.f (Ro’ i ungerade) dRo =g = 1 - e ist der Wirkungsgrad,

~

deh., die Wahrscheinlichkeit, daB eine Kette ein ungerades i hat. Die

Wahrscheinlichkeit, daB erst die n+1 -te Kette ein ungerades i hat,
ist (1-w)" w= 921 e ™. Die Wahrscheinlichkeitsdichte, daB die n+1 -te

Kette ein ungerades i und ein bestimmtes Ro hat, ist

- ~( \
R (n+R )
e = €

e~1 ~-n e
f(Ro’ n) = e °© e~1

Die Wahrscheinlichkeitsdichte, ein x = n+Ro zu bekommen, wobei n die
Zahl der Ketten mit geradem i und Ro die erste Zufallszazhl der ersten
Kette mit ungeradem i ist, ist also £(x) = e * 0 € x <00-
Fiir ein beliebiges R0 ist der Erwartungswert von i, d.h., die mittlere
Kettenldnge
— o %
1=z 1 £(R, i) dR_ = e -~ 1
. o) o
i=1
Im Mittel enthidlt also eine Kette e Zufallszahlen.
Zur Realisierung der Exponentialfunktion kann somit der folgende
Prozess benutzt werden:
1 Wihle zwel Zufallszahlen Ro und R
. " N
2 Priife Ri-1“ Ri
2a. Wenn Ri_1gt R,, ersetze 1 durch i+1, wi&hl~s eine neue Zufalls-

4 setze i=1, n=0

zahl Ri und beginne wieder mit 2,
2b. Wenn Ri—1‘S-Ri’ priife, ob i ungerade
2ba, Wenn i gerade ist, ersetze n durch n+! und beginne mit 1,
2bb. Wenn i ungerade ist, ist x = n+Ro die gewlinschte Zahl.
3 Flir ein x sind im Mittel ;%T se & 4.3 Zufallszahlen zu berech-

nen,

=X

2.5 f(x) = xe™*, 0 < x <o (GCefaltete Exponentialverteilung)

Wenn y wie g(y) und z wie h(z) verteilt sind, ist

% = yiz wie £(x) = P g(t) h(x-t) at verteilt?), demn die Wahrschein-
lichkeit fiir ein bestimmtes x ist die Summe aller Wahrscheinlichkei-
ten, y=t aus g(y) und z = x-t aus h(z) zu wihlen, so daB z+y = t +

+ (x-t) = x ist,
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13) g(y) = 67, 6 <7 <o, n(z) = 672,

0x z«<0p, so wird f(x) = xe X fir x = y+z. Damit haben wir als tech-

Setzen wir in unserem Fal

nisches Verfahren:
1, Widhle 2 zuf&dllige Zahlen y und z aus der Exponentialverteilung 2.4
2 X =y + z 1ist die gewiinschte Zahl
3, Im Mittel werden %%12 A 8,6 Zufallszahlen bendtigt.,
=2
2,6 f(x) = ‘\/;%‘e 2 , 05 x <po (Normalverteilung)

Wihlen wir x und y zufdlllig aus der Exponentialverteilung 2.4, so
ist die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir ein bestimmtes x und y 2 -—(x-1)
gegeben durcha)

1.2
* N -X -y - 2 x
£7(x) = e eV dy =e ' e

-1-(x-1 ) 2

£f(x) = 1 —~ f *(x) mit w = f £*(x) ax \/—’ (Wirkungsgrad) ist dann die

Dichte fiir x unter der Bedlngung, daB y ) % (x-—1) ist,
Somit gilt der Prezess:

1, Wihle x und y aus der Exponentialverteilung 2.4

2. Priife (x-1)25 2y

28, Wenn (x—1)2> 2y, beginne wieder mit 1

ob. Wenn (x~-1)2< 2y, ist x die gewiinschte Zahl.

3 Jm Mittel sind —WW 11+3 Zufallszahlen zur Berechnung eines
Wertes ndtig.

2.7 P(i,k) =P 0£i<n, 0<j<n, (Zweidimensionale, diskrete

ik? " — T — "4
Verteilung)

Nach der Transformationsmethode wird k aus

k-1 h ( ) ni

z p,XR, < P P(y) = T P bestimmt.
v-o VT 1Ty 1-0 VY
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Mit diesem k wird i aus

i~1 i P
2 P(p/k) <R, < I P(u/k), P(p/k) = ﬁﬂg berechnet.
p=0 p=0 k

k ist also wie P, und i wie P(i/kx) verteilt. i und k sind dann nach
dem Multiplikationssatz wie Pk-P(i/k) = P,, verteilt.
i und k kénnen also wie folgt gewdhlt werdens

1. Wihle zwei Zufallszahlen R, und R

1 2
k~1 k ni
2, Bestimme k aus . P, <R, < I Pyy Py= 2 P
V=O 1 V=0 i=0 iv
i-1 i P

3. Bestimme i aus L P(u/k) < Ry < I P(u/k), P(u/k) = -%E
u=0 =0 k

X
2

2.8 f(x) = %ZE e~

, 0 < x < OO(xg-Verteilung)

f(x) ist die Verteilung einer Variablen x = x12 + %, 4 x32, wobei

X4y Xy Xz normal (2.6) verteilt sind.

2
x

z
, 2! T2 . 2 177 1 T2
Wenn x, wiejé{je verteilt ist, ist X, wie 5T V€1 e

verteilt (Transformation %% = Z) e

y = x12 + x22 ist dann wie das Faltungsintegral (siehe 2,5)
y - - x=t
4 1 2 1 2 1 oy .
— — e dt =ze verteilt.
an l Ve V-t °

y =2z mit z zufdllig aus e 2 (2.4) ist genau so verteilt wie
2

4 normal (2.6) verteilt sind.

Z

o 2 ergibt f£(x).

2 .
X t Xy s wobei Xyy X

2
1

Ya'

2 .
Damit kann der folgende Prozess zur Realisierung derl¥3-Vertellung

Das Faltungsintegral von e-weund \/ggg

benutzt werden.

1. Wihle y aus der Exponentialverteilung 2.4 und z aus der Normal-
verteilung 2.6

2. X =2y + z2 besitzt die gewlinschte Verteilung

. 2e
%2, Im Mittel werden zur Berechnung eilnes x-Wertes E%T (2 7€'+ 1):%

15.6 Zufallszahlen bendtigt.
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n
2,9 fn(x) = I qn»xn, -1 < x € +1 (Anisotrope Streuverteilung)
Y=0

Wir geben ein Verfahren an, das filir beliebige Verteilungen brauchbar15)

ist, deren absolute Maxima nahe bei 1 liegen,
Wenn M = Max (f {x)) ist, ist wegen

¥ £(x)
f (x) = é/ dy das folgende Verfahren gegeben:

1o Wihle x gleichverteilt zwischen -1 und +1 (x = 2 R, -1, Ry = Zu-
fallszahl) und eine Zufallszahl y = R,.

2. Prife £ (x)2 Moy ist.

2a, Wenn fn(x)'( M*y ist, beginne wieder mit 1.

2b, Wenn fn(x)_,‘_-) Mey 1st, ist x die gewiinschte Zahl.

3e Der Wirkungsgrad ist'%, d.h, im Mittel sind 2M Zufallszahlen zur
Berechnung eines x-Wertes notig.

-hVy=x.

2,10 f(x/y) = g(y) xe , 0 < x €y (Inelastisches Streuspektrum14)15))

J
E%;y =‘[-xe-h Y=X 4x, h = Konstante, y 2 O gegeben,
o

1 2]y 6 phWy ., 3
mnhz[y+h2-26 (2y + 3 h+h2)
Mit z = -h Vy-x geht f(x/y) iber in

2
u(z/y) = -g(y) i‘% (v - i'g ) e%, -y’ <z 0

Wehlt man ein v zufdllig aus der Verteilung 2x (2+43) und ein s aus
xe ™~ (2. 5), so ist die Wahrscheinlichkeitsdichte, ein z = -s und

v oD - zu erhalten

=y

1

2
w*(z/y) = ~ze”? /{ v dv = - ze” l‘(y - &)

y 2

.z h
n¥y
o
* n? )

W = wiz/fy) dz = 7 (3] ¢ w—1 fiir y—oe

~Vy
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Damit kann x bei gegebenen y wie folgt produziert werden:

1, Wéhle v zufdllig aus der Verteilung 2x (2.3) und s aus der gefal-
teten Exponentiglverteilung 2.5

2. Priife hv Z-—g .

Q

= , beginne wieder mit 1.

2
2b. Wenn hv > V—;'-’ igt x =y - EE- 2 0 die gesuchte Zahl.

2a, Wenn hv <

3

h
* 2 [ *
3. Es sind im Mittel <% g“’) [ et 2} %gl-y—zg-(ﬂ Zufallszahlen
h h
fir ein x notig. -g‘z';—ym'h—é'y fir y » 1, aty-j ~ ¢(y3/2)

fir y<{ 1.

Bx

2,11 f(x) = A e~ sinh VCx, 0 <x <@ (Spaltspektrum16>)

T 2(x)
1 = f(x) dx
/

C

A = 213-\/% e ¥, B, ¢ = Konstante

Mit der Transformation y2 = Cx wird f(x) in
B 2

-7 Y
g(y) = 2‘%’ ye ¢ sinh y, 0 € y < @ iiberfilhrt.

Ist z wie e 2 verteilt (2.4), so ist
p)

2 2 L E-y
B c
(VB ] o[ By ] o} BT @

Ist auBerdem y wie ye“y (2.5) verteilt, so ist
c _B.2
x G
g(y) =2y e e sinh y die Verteilung von y.
2
T x ¢ "F 02”4%
w o= f’g (y) &y = T e = E-VG?(§Q & ist der Wirkungsgrad, d.h.

die Wahrscheinlichkeit mit einem Zahlenpaar (y,z) ein brauchbares y
zu finden,

g(y) =‘% g*(y) ist dann wieder die Verteilung von y unter der Bedin-
gung, daB das Zahlenpaar (y,z) die gestellten Voraussetzungen erfiillt.

Aus f(x) kann ein x zufillig wie folgt berechnet werden:
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1, Wihle z aus der Exponentialverteilung (2.4) und y aus der gefal-
teten Exponentialverteilung (2.5).

2
2, Prife 0Lz -~ [J—?y-‘[/g} <2y

2a, Wenn die Ungleichung 2 nicht gilt, beginne wieder mit 1.
2b, Wenn die Ungleichung 2 gilt, ist x = -15 y2 dexr gewlinschte Wert.

§e2 2 B 3/2 %%
3, Im Mittel sind ¢ —== (=) e Zufallszahlen fiir einen x~Wert
e-1 Vﬁ' C

zu berechnen., In praktischen Fallen (lé- %0.5) sind das im Mittel
etwa 23 Zufallszahlen,

2
-
4

2.12 f(x)=%ye y 0SSy < o0

Analog zum Rejectionverfahren der GauBverteilung (2.6) gilt das fol-

gende Verfahren: -

Y und x wie xe ™ verteilt.

_x2
2

Sei y wie e

P(x, Jzi (y-2)2 <x) dx = 2¢”" xe

Der Wirkungsgrad w = TP(X) dx = 28-1-

Damit gilt: o

1. Wdhle x aus der gefalteten Exponentialverteilung (2.5).
2, Wihle y aus der Exponentialverteilung (2.4).

%2, Priife (x-2)2 < 4y.

3a, Wenn (x-2)2 > Ly, beginne wieder mit 1.

3h. Wenn (x-2)2 < 4y, ist x die gewinschte Zahl.

2

4. TIm Mittel sind 2=

- %x 17«5 Zufallszahlen zu berechnen,
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B. Wirkungsquerschnitte fiir Monte-Carlo-Aufgaben

susammenfassung

Zur Losung der Neutronentransportgleichung mit Hilfe der Monte-Carlo-
Methode 1)9)10)werden die Wirkungsquerschnitte als stetige Funktion

der Neutronenenergie bendtigt.

Die vorliegende Arbeit gibt ein Schema zur Losung der gestellten Auf-

gabe an.

Auf der Grundlage dieses Berichts ist ein IBM-T7070-Programm geschrie-
ben, das bei Vorgabe der Neutronenenergie, der Temperatur des Materials
und einer Liste von Isotopen und deren Dichten (Atome/cma) die makrosko-
pischen Querschnitte (cm-1) Einfang, elastische Streuung, inelastische
Streuung, Spaltung, n-2n-Reaktion, total fiir jedes angegebene Isotop be-
rechnet. Bestandteile des Programmes sind die Kerndaten wie Resonanzpa-
rameter, Atomgewicht usw.

In Energiebereichen, in denen die thermische Bewegung der Kerne eine
Rolle spielt, werden die liber ein Maxwellspektrum der Kerngeschwindig-

keiten gemittelten Querschnitte angegeben.

Die im Gebiet der statistischen Resonanzen (Abschn. 1.2) berechneten

Querschnitte sind (im statistischen Sinne) zufdllige Zahlen11).

In den Energiebereichen, in denen nur MeBwerte der Querschnitte vorlie-

gen, werden Polynome verwendet.



1.2.1

1.2,2
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1, Einfang, thermische Spaltung, elastische Streuung

1.1 Kontinuierliches Gebiet

Dieses Gebiet liegt (wenn es vorhanden ist) am oberen Ende der Energie-
skala und umfaBt in praktischen Fidllen Energien von einigen keV und gro-
Bere. Die Wirkungsquerschnitte sind durch Polynome gegeben, und zwar im

. < < _ jk v
Bereich E E £ E,_ durch GBk(E> Zay, E

k-1 k , wobei E die Neutro-

Jjk

nenenergie ist, die Koeffizienten ay’ aus MeBwerten bestimmt sind und

j = ¢ (capture), f (fission) und e (elastic scattering) ist.

Die thermische Bewegung der Kerne wird vernachlidssigt.

1.2 Statistisches Resonanzgebiet

Dieser Bereich, dessen obere Grenze mit der unteren des kontinuierlichen
Gebietes ilibereinstimmt, zeichnet sich dadurch aus, daB die Breit-Wigner-
Formel 2) zur Berechnung der Querschnitte herangezogen wird. Es sind je-
doch nur Erwartungswerte und statistische Verteilungen der Resonanzpara-
meter bekannt, so daB eine zufdllige Auswahl von Kernparametern gemdB den
zugehdrigen Verteilungen 1) zu erfolgen hat. Nachdem diese Kernparameter
gefunden sind, werden mit ihhen wie im Falle der aufgeldsten Resonanzen

mit der Breit-Wigner-Formel die Querschnitte berechnet.

1.2.1 Mittlere Niveauabstdnde und Resonanzbreiten

1. Der mittlere Niveauabstand zweier J~-Resonanzen ist 3)4)

DJ = Dj H (U)
J (J+1) __
Dr = -1 26~ ° . D+ -
D&'—-(2J+1) e ,DJ Do DJ’DO~UE(U=J,J=O)

&= 4 (6 ist ein schwach von der Kernsorte abhéngender Parameter)

(J = Kernspin des Compoundkerns)

Tabelle 1 am Ende dieses Abschnittes enthiélt die Funktion 5§ in Ab-
hingigkeit von J.

=
7 . +2’Va<(
HU) = ¢ u° . &2 180 ¢ . —Qg—— e
d
U =E +§
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D_, 2 und § sind vorgegebene Kernperemeter

d ist im wesentlichen die mittlere Bindungsenergie eines Nukleons.

Sie ist in unserem Falle (schwere Kerne) ungefihr 5 MeV. In prak-
tischen Fillen ist E_4 200 keV, so daB —~~  0.04 stets gilt.

Mit einem relativen Fehler <« 1'10—5 kann daher

¢t vl 7, 2 = Eo[yjﬁ— -3 ”ijg EOJ

H(U)

i

ct -

O-xIt:'
njo

gesetzt werden.

1

Bedenkt man, daB a = 0.62 A1/3 MeV™ (A=Atomgewicht), so ist in

unserem PFalle z4% 0.2, Daher ist mit einem maximalen Fehler4:8'10"5

(der mittlere Fehler ist wesentlich kleiner)

-2 1.2 1 3
e =1 - 2 + 52 =% 27,

2., Die mittlere Neutronenbreite ist gegeben durch

— =0
T ms =% f&
- 2 2 2
= L] + = .
g4 Vgé g7 X k! R
+ 2 2m A 2
€o = 1 ki = B- ( A+1 ) E,
2
- x -
€1 = T+ %
4
85 = x4 + 5X2 +9 f, R = vorgegebene Kernparameter
m = Neutronenmasse
1 = Bahndrehimpulsquantenzahl

3. Die mittlere Spaltbreite wird gegeben durch

r: =.Z biE bi = vorgegebene Kernparameter



4. Die mittlere Strahlungsbreite ist definiert durch die Konstanter'Y

’ 23 ’ 23

0 1. 0.5 0.51185600
1 0.35463133 1.5 0.28108250
2 0.24124600 2.5 0.21907917
3 0.20785586 3.5 0.20448638
4 0.20758289 4.5 0.21672030
5 0.23214445 5.5 0.25468717
6 0.28580385 6.5 0.32771200
7 0.38364020

Tabelle 1

1.2.2. Die statistischen Verteilungen der Niveauabstdnde, Resonanz~

energien und Resonanzbreiten

1. Die Wahrscheinlichkeitsdichte der Abstédnde zweier J-Resonanzen

ist gegeben durch

ﬁDJZ
D T2
£(D.) = —2— e 405
J 2
2DJ
o 2 2
2 _ "Pg 1 - &
Diese Dichte geht mit y= = — in die Verteilung 7 ¥ © 4
D
J

iiber. 1) Wenn eine Resonanzenergie E_ gegeben ist, ist also f(DJ)

die Wahrscheinlichkeitsdichte, am Punkte Eo * DJ eine weitere

Resonanz anzutreffen.

2. Fiir Resonanzenergien E077 iJ
gleichverteilt. (Die benachbarten Resonanzen sind dann wieder mit

der Dichte f(DJ) gegeben.)

ist die Lage einer ersten J-Resonanz

D(v)+ lO die Lage der u-ten J-Resonanz, wenn 1o die

1
(v)
Lage der ersten (aufgeldsten) Resonanz ist und die DJ

teilt sind. EO ist dann wie ein p-1-faches Faltungsintegral4) verteilt.

Sei E =
° v

[ e Iy 4

wie f(DJ) ver-



Bezeichnet man £ + g = S £(t) g(Eo-t) dt, so ist

O
g“(Eo) = f +f + ...+ f (p-Paktoren) die Verteilung der p-ten
Resonanz (Wir wissen, daB fir hinreichend groBe g gp(Eo) gine

Normalverteilung ist, eine Feststellung, die jedoch hier nicht

weiter interessiert.)

h(Eo) = 3 gu(Eo) ist dann offensichtlich die Wahrscheinlichkeits-
p= 1

dichte, daB irgendeine J-Resonanz in E0 liegt, d. h. die gesuchte

Wahrscheinlichkeitsdichte. Durch Paltung dieser Gleichung mit f

=Y
wird £ + h = ﬁaz gu(EO)t Die Subtraktion beider Gleichungen

liefert, wenn das Faltungsintegral f + h ausgeschrieben wird,

E
o
h(Eo) = S f(Eo-t) h(t) dt - f(Eo)
o E
(0
Fir E_>7 ﬁJ is% f(E°)<<'1 und Jo f(Eo) dE =1, so daB in diesem

Falle die Integralgleichung genau die Losung h(EO) = const. hat,

was zu beweigen war. -

Wir konnen also fiir das Auswihlen der Resonanzenergie einer J=-
Resonanz die Gleichverteilung annehmen, wenn der statistische

Resonanzbereich bei einer Energie wesentlich gréBer als 5J beginnt,

was praktisch immer der Fall ist. Die z2u dieser ersten J-Resonanz

benachbarten Resonanzen miissen aber wie f(DJ) verteilt werden.

3. In einem Bereich der Breite }5J liegt praktisch mit Sicherheit

eine J-Resonanz, da p(DJ.z BﬁJ):v 10"3 ist.

4. Zwischen den Energien zweier (benachbarter) Resonanzen mit

verschiedenen J mOge keine statistische Abhéngigkeit bestehen.



‘—}
D le = 'g‘ggiir- ist die Wahrscheinlichkeit, daB8 nit einem

=
I nlJ

l1-Neutron ein J~Compoundkern entsteht, denn es ist

T"U = hA ;, wobei A, die Zerfallskonstante ist, d. h. die

Wahrscheinlichkeit, daB ein J-Kern unter Abgabe eines l-Neutrons
zerfallt., Die Restverteilung von ]

—

+
J J

™
026
bt
™
[w)
<t

ist also die Wahrscheinlichkeit, daB ein l1-Neutron eine Hesktion aus-
fihrt.

r
6. y = o besitzt eine 4i -Verteilung !

I nld
n X
5 2
5 2

1)

sy N vorgegeben ,

xi (%) =

B . . 2 . 11)
Tey = F;r- besitzt eine x -Verteilung yovorgegeben
f

8.[y =7y

9. Zwischen den Resonanzbreiten verschiedener Reaktionen besteht

keine Korrelation.

1.2.3 Zufillige Auswahl der Parameter der zweil rmur Neutronenenergie

benachbarten Resonanzen

Wie im Falle der aufgeldsten Resonanzen (1.3) wird der Wirkungs-
guerschnitt an der Stelle der Neutronenenergie E als Summe der

Anteile hinreichend vieler Resonanzen mit Hilfe der Breit-Wigner-
Formel ermittelt. Die dafiir benttigten Parameter konnen nach den

Ergebnissen der beiden letzten Abschnitte zufdllig gewdhlt werden 11).
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Fir die praktische Durchfithrung nehmen wir an, daB alle von der Re-

¢ 1
J' i

betrachteten Intervallen konstant sind. AuBerdem sollen nur Neutronen

sonanzenergie schwach abhdngigen Funktionen (5 u. a.) in den

nit Bahndrehimpulsen 1< 2 existieren.

Die gesuchten Resonanzparameter kdnnen dann wie folgt ermittelt
werden. (Die in Klammern gesetzten Ziffernpasare (m,n) geben den
Unterabschnitt des Kapitels 1.2. m an, in dem die bendtigten Formeln

zu finden sind.)
1. Berechnung von H(U) mit U = E +{ (E = Neutronenenergie) (1.1)

2. Berechnung von Wl(E) fir 1 = 0,1,2 (2.5)

3. Zufdllige Auswahl zweier l-Werte 11, 12 aus der Verteilung

"1 (2.5)
Nach der Transformationsmethode 1) ist
1 =0, venn R w (R = Zufallszahl)
l=1, wennw ~R:w, + W
o 1 o}
1l =2, wenn weder 1 = 0 noch 1 = 1 ist
o 0 R
. = = N .1
4. Berechnung von ﬁJ(E) H(TU) D; und D, D, + D (1.1)

5. Berechnung der zur Neutronenenergie benachbarten Resonanzen

(1) ~
EoJ =E + DJ . R
(2) (1) .
E = E -D
oJ oJ J
11)

R = Zufallszahl

~

DJ zufdllig aus 5} . f(S&) . %

J
£(D;) = Niveaubreitenverteilung (2.1)
Mit 5} = 2 . 5J . ¥y geht diese Verteilung iiber in

3V T



2
V2 2 "8 . . : .
3‘77???‘ J e ~ . Diese transformierte Verteilung ist analog

. 1
der in Abschn. 2.12 1) gegebenen zu realisieren

6. Durchfiithrung der Schnitte 4. und 5. fiir alle J mit

1 1
0£J -1-5¢€J«£J+1+5,1=Nax (11, 1,)

J = Kernspin

7. Ermittlung der beiden Resonanzen, deren Resonanzenergien

J J
2
E1 «E, E2 =zE minimalen Abstand zu E besitzen

,
und deren Quantenzahlen der Bedingung 0<1 - 1u - %‘éJV =1 + lu+ 5

(v = 1,2) geniigen.

8. Zufdllige Auswahl der Neutronenbreiten fir die in 7. gefundenen (2.6)

Resonanzen (1.2)
) _ o
K nly = v DJU. £ glu(E) (v=1,2)
. 2 . 11)
¥ zufdllig aus der X - Verteilung (n gegeben)

9. Zufdllige Auswahl der Spaltbreiten fiir die in 7. (2.7)

gefundenen Resonanzen (1.3)

v =
F&Lx,% , Vo= 1,2

¥y, zufdllig aus der xi - Verteilung (n gegeben)

10. Berechnung der Strahlungsbreite (2.8)
Fiir beide in 7. gefundenen Resonanzen ist (1.4)
- =T E
My =Ty ()

11. Berechnung der Querschnittsanteile

Mit den jetzt bekannten GroBen EJ,‘ﬂn,fﬁf,{ﬁy, J, 1 fir je eine

links und rechts der Neutronenenergie liegenden Resonanz konnen
die Querschnittsanteile wie im Falle der aufgeldsten Resonanzen
berechnet werden. Wir verzichten daher an dieser Stelle auf die
Fortfilhrung der Berechnungsmethode und verweisen auf den folgenden

Abschnitt 1.3.
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12. Ersetzen der Resonanzenergien E1

13,

barten Resonanzenergien

Jy J

und E2 2 durch die benach-

J J J

1 1 1
E1 -~ E1 + D1

J J J

2. 2 2
E2 —>E2 - D2

J1 J 11)
D, , D zufdllig aus £ (D.), d. h.

1 2 J 2

- ¥

D, = D. mit y zufillig aus + y e °
AV A J & 2 Y

Wiederholung der Schritte 7.

- 12., bis die neu

(2.1)

hinzukommenden

Anteile vernachlissigbare Beitrdge zu den Querschnitten liefern.

1.3 Aufgeldgtes Resonanzgebiet

An das statistische Resonanzgebiet (1.2) schlieBt sich mit fallender

Energie das Gebiet der aufgeldsten Resonanzen. Dieser Bereich ist

dadurch definiert, daB die Breit-Wigner-Formel zur Berechnung der

Wirkungsquerschnitte herangezogen wird. Die Resonanzparameter an der

Stelle der Resonanzenergie Eo’ rw

= Strahlungsbreite,f‘n

= Neutronen-

breite,]~} = Spaltbreite, J = Spin des Compoundkerns, 1 = Bahndreh-

impuls des Neutrons, sind fiir jede Resonanz explizit (als MeBwerte)

vorgegeben. Der gesamte Querschnitt ist gegeben durch

G

r~

o
i

= 3
i

;31(E) ' §2'7i

2

1

()

ni = Anteile von Resonanzen, deren Maximum unterhalb von E liezt

= Anteile von Resonanzen, deren Maximum oberhalb von E liegt

2

Die Summe ist iliber alle in der Ndhe von E liegenden Resgnanzen zu

erstrecken, die einen nicht vernachldssigbaren Beitrag zum Gesamt-

ergebnis liefern.



3.1 Berechnung der Resonanzanteile

G& (E) = 0, wenn E groBer als die Energie der letzten aufgeldsten
2
Resonanz (aber kleiner als die obere Grenzenergie des aufgeldsten

Resonanzgebietes) ist.

CVi (E) = 0, wenn E kleiner ist als die Energie der ersten (kleinste
1

Resonanzenergie) aufgeldsten Resonanz. Liegt die Neutronenenergie im
statistischen Bereich,werden stets ausschlieBlich statistisch gefundene
Resonanzen beriicksichtigt. Wenn also zufdllige Resonanzen oberhaldb der
oberen Energiegrenze des statistischen Resonanzbereichs liegen, werden
sie trotzdem beriicksichtigt. Ganz analog werden die statistisch ermittel-
ten Resonanzen verwendet, wenn ihre Resonanzenergien im aufgeldsten
Regonanzgebiet liegen. Bekanntlich kann der mikroskopische Wirkungs-
querschnitt einer einzelnen Resonanzlinie durch die Breit-Wigner-

Formel gegeben werden.

it B! i '
S [ o) Ty
k'“(EY) ('-E)° + (0.5 7)
T AEY) o
N < (E')
G} (E") -?=;—z§77 c
P2 . .2, ]
' ~ A gJ L lrn‘—z rn . l—' sin Yy o1, (E'-Eo)sin ZK{LI
o E") = 2 7 2 2 " I A
k | (B1-E)7+(0,5]) (B'-Eo)" (0,57)°
E!' = % (p - u)2 ' m = Neutronenmasse, u = Kerngeschwindigkeit,

il

) Neutronengeschwindigkeit, Eo = Resonanzenergie

M ="+ ; t [qf ist die totale H_albwertsbreite

1 23+ 1
g7 =% T21 ¥ 1

k(e - 3 () e



6;(E') =L G% = Potentialstreuquerschnitt
1

G +1/2(k'R)
R2= '%‘;T“ Gé = 47%— (21 + 1)sin2d1 ’ J1= arctg 1 [2
!
k Ny 4q/p(k'R)

Jy, N = Besselfunktionen 1. und 2. Art. Die Resonanzparameter hingen

innerhald einer Resonanz von der Relativenergie E' ab,"J(EO) =

(j = ¢, e, f) sind die friiher vielfach erwdhnten Resonanzparameter
(vorzugeben im Falle aufgeldstef Resonanzen, zufdllig auszuwidhlen im
Falle statistischer Resonanzverteilungen). Wegen des Auftretens scharfer
und hoher Resonanzen kann die Kerngeschwindigkeit u nicht gegen die
Neutronengeschwindigkeit v vernachldssigt werden (Dopplereffekt),

d. h. es kann nicht E' = E (Neutronenenergie im Laborsystem) gesetzt

werden. Die Bewegung der Kerne wiré wie folgt berilicksichtigt.

Wir nehmen an, daB die thermische Bewegung der Kerne sich wie eine

Maxwellverteilung verhilt.

_ M lu2
P(u) = ( 2” ) 5/2 e 2kT , wobei M die Kernmasse und kT

die Temperatur des Materials in Energieeinheiten ist.

Die Reaktionrate fj(E) (j = c, e, f) fiir Neutronen, die mit der
Energie E = % p2 auf ein Target geschossen werden, dessen Kerne

eine Geschwindigkeitsverteilung p(u) besitzen, ist

£,(2) =£,(8) ¢ (B) =¥ =, pyn (p!)

= Nj]f p(u) ip - u: fj(fp - ui ) n(p) du, wobei
3

—
2
p - u; =JE VE' ist. N = Zahl der Kerne pro cm”, n(p) = Neutronen-

zahldichte, ZJ(E) ist also der (effektive) Wirkungsquerschnitt, der,

multipliziert mit dem NeutronenfluB bei ruhenden Kernen, die richtige
Reaktionsrate liefert. Die Definitionsgleichung des effektiven mikro~

gkopischen Querschnittes ?3 fiir Reaktionen j von Neutronen der Energie
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E und Atomkernen, die eine Maxwell-Geschwindigkeitsverteilung der

Temperatur T zeigen, ist
1 -
7y (B) =5 ff{ p() jp-uley (jp-u)du, j=oyef

(Wir haeben hier ein Beisgpiel fiir einen Monte Carlo Prozess mit

Erwartungswerten 9) Ed g(E) ist der Erwartungswert der StoBdichte

fiir Neutronen der Energie E eines Problems, bei dem die Kerne eine
Maxwell-Geschwindigkeitgverteilung besitzen. Anstatt diesen Erwar-
tungswert mit Hilfe des random-walk-Prozesses erst zu produzieren
(schiatzen). (die entstehende StoB8dichte hiéngt in diesem Fall von
der Energie des Neutrons und des Kerns ab), geben wir ihn vor,
wodurch sioh die Fehler in beliebigen Schiétzungen Z um Funktionen
der Varianz einer Maxwellverteilung verkleinern milsgen.

Der random walk von Neutronen mit bewegten Kernen kann also durch
Meodifizierung der Querschnitte auf einen Prozess mit ruhenden

Kernen reduziert werden.)

Mit den Bezeichnungen der Seiten 11/12 folgt:

Fir Zig £ 0,5 gilt mit einem relativen Fehlez'510-4
kT
. kT s” . 6)
Fir «1 und <KX 1 folgt niherungsweise
AE 2Eo
- / B
G m
c e} \ E "y(x ,‘9)
— G —
fo
6 x et &7
f & c
co

~ - ; . ) &
¢ sow(x’e)+ g1 X«(x"") T

s
T

~ - 4 g J Fno rt 6" - 6~ ] Pf

co Y(IQ [—»2 * fo cc FY—

Q




| R

F = (5 . 1 p
' ? g1 S0 .rf:L— sin 2Ji

= 4 1 ! —— ] 2
Co = oo * T=?:— :Fn 2 .[" sin 1

z 0
W(x, 0) = —o 2 dy
A 2 Gﬁ 2

X(x, 0) = —E%TFJ L &

EFE-E
= o . 2 . _AKIE
NE ar?

Pir x° . 0° gilt niherungsweise (natiirliche Linienbreite)

Y(x, 0) =Ylx, o) = ——n

X(x, 0) =X(x, 0) = __x

1 + x2

Jb =z , d} = 2z - arctg 2z , Jé = g - arctg ——25~—, z =k R

3 2°
.2 (sin 2 - 2z cos 2)2 .2 riB - z2) gsin z - 3rcos z 2
sin [1 = > y 8in dé = = 7 >
1 + 2 z'G + 32 +9

IE

2K‘/sin2 rfl 1 - sin® Jl)

I

sinzd’l

Der gesamte Querschnitt ergibt sich durch Aufsummieren der GQuerschnitts-~
anteile hinreichend vieler, in der Nidhe der Neutronenenergie liegender

Resonanzen.

1.3.2 Berechnung der Doppler-Line-Shape-Funktionen Yund X

Es wird ein von Adler und Naliboff 7) susgearbeitetes Verfahren ver-
wendet. Die in denV/- und X'~ Funktionen auftretenden Exponentisl-

funktionen werden durch rationelle Funktionen approximiert. Die ent-
stehenden Integrale konnen durch komplexe Integration (Residuensatz)

ausgefilhrt werden.
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Nach Hastings 8) gilt ndherungsweise

2
. N
-3 Yo 5 2
e N é 7+ »(2) = By by 2
b, = 2.5052367 b = 0.1306469
b, = 1.2831204 bg =-0.0202490
b, = 0.2264718 4, = 0.0039132

Der absolute Fehler betriagt maximel etwa 0.02 % und ist periodisch

als Funktion von z.

Transformiert man in der /- und X - Funktion die Integrationsvariable

mit z = 3—;;% so wird

’

02

y/(x’ °) ‘_j. P zdzq z

X(x, 8) = x Y(x, 9) V2o f zdz
& p(z) . alz)

g (z) =1+ (x -0 2 . 2)2

Die Auswertung der Integrale erfolgt mit Hilfe des Residuensatzes,
wobei der Integrationsweg durch einen Halbkreis (Radius—es) in der
oberen komplexen Halbebene geschlossen wird. Die Integrale iiber diesen
Halbkreis verschwinden, so daB die gesuchten Integrale also gleich

der Summe der positiven, 2 i - fachen Residuen der Pole der oberen

Halbebene sind.

Die interessierenden Nullstellen des Nenners sind gegeben durch

p(Cj)

1]
(@]
-
N
.
18
AW}

Im (cj) > 0

i
(@)

a(C¢) = ’ In (Cg) 7 O

Es gilt
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C, = 0

+

1.32271498 i

C, = +1.091478%

+

1.29081178 1

C5 = -2.30555691 + 1.17416680 i
C, = -1.0914789 + 1.29081178 i
Cg = +2.30555691 £ 1.17416680 i
Cg = 1__ (x + 1)
02
1—5 B
Y(x, 6) =27i| & — + ot
L i
(e, ©) = x f (x, ) -0YZ . & ial § b +_6
X =x  (x, 6) =07 2 i Z : :
- X S
9 q(Cj), a; 2 .
J
= p(C.), pr = ——B
Py p( J) Py e
C.
j
p; =0 + 6.1043246 i
p) = -10.9663038 +1.1317236 1
p; = +24.240703 ~78.663636 i
pj = +10.9663038 +1.13172%6 i
P = -24.240703 ~78.663636 i
a, =1+ X -2 x g-vé7cj + 2 92032 12325

Zerlegt man7//und?{in Real- und Imaginédrteil, so wird

i\

t

5T 1
(x, Q) = 2T £ | +u
¥ A }
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5 I,Re (C,)-R, Im(C,)
X(x,G):x;ﬁ(x,e)_2f07/2/z J ; J 2J m Aty + XU+ p
j=1 m RJ

+ I,
J

Aus der Tatsache Im (90 ) =Im (X) = 0 folgt

Im (pg) 5 R,
P = 2} = %
2 8Y 2 (Re (p6) + Im2 (p6)) =1 R? + I?
J J
R
- e (pg) o u Vo g Ry Re (C,) + I Im (C))
= g 2 ] p u = 2 2
2 872 (Re (p6) + Im (p6)) J=1 R, + I,
dJ J
Zur Abkiirzung wurde gesetzt
R, = Re (pj) Re (qj) - Im (pj) Im (qj) 12«5
I, =Re (pJ.) Im (qj) + Im (pJ.) Re (qj) 125 =5

2. Inelastische Streuung

Der totale inelastische Streuguerschnitt ist durch Polynome in der Form

i
o () = ¢ a, E,E>gE . 21
n 4 1 n A
A+ 1
o, (E) =0 , E <« En . T
gegeben.

En ist die Anregungsenergie im Schwerpunktsystem fur das erste inelastische Niveau.
Falls diskrete Streuniveaus vorliegen, ist der Querschnitt fir jedes einzelne Niveau J/

mit dem Energieverlust Env’ (im CS) ebenfalls durch ein Polynom definiert.

) _ v) i A+ 1

o/ (E) = i a, E EZ Eny A
A+ 1

oQO(E) =0 E<E - —
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3. Anisotrope Streuung

Der anisotrope Streuquerschnitt f (E, u) kann als Entwicklung nach Kugel-

1

funktionen Py, (u) dargestelli werden ). (u = Streuwinkelcosinus im CS).

Die Energieabhangigkeit von.?’wird durch eine Treppenfunktion angendhert
AVk sind vorgegeben als Kernparameter.

4. Schnellspaltung

Wenn nur in den beiden Resonanzbereichen keine Spaltung vorhanden ist, wird
Gf wie im Falle des kontinuierlichen Bereiches durch Pulynome gegeben. Die
untere Energiegrenze ist jedoch hier durch die Schwellenenergie der Schnell-

spaltung gegeben.

5. n - 2n - Reaktionen

GEn wird (analog den Querschnitten filir inelastische Streuung an diskreten

Niveaus) durch ein Pol/noum definiert.

AT

Unterhalb der Schwelle Q . A

(Q = Schwellenenergie im CS) ist 65, = O-
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