Mirz/April 1966 KFK 444

Schule fiir Kerntechnik

Die mathematische Beschreibung der Umwandlung von Nukliden

A. Bach







Sonderdruck aus der Fachzeitschrif PATOMKERNENERGIE« -11. Jg. 1966 - Heft 3/4 = S. 115—119
Verlag Karl Thiemig KG, 8 Minchen 9, Pilgersheimer Straf3e 38

Die mathematische Beschreibung der Umwandlung von Nukliden

Von A. Bach, Karlsruhe

Kernforschungszentrum Karlsruhe, Schule fir Kerntechnik

Zusammenfassung

Die Beschreibung des zeitlichen Ablaufes der Umwandlung
von Nukliden durch radioaktiven Zerfall sowohl als auch
durch Kernreaktionen mit Teilchen von zeitlich konstanter
FluBdichte wird in einer Gleichung zusammengefaf3t. Die
Koeffizientenmatrix dieser Gleichung liefert zugleich das
Rechenschema fir die Behandlung praktischer Probleme;
dies wird an einem Beispiel erldutert.

Abstract

The math ical tr t of nuclear transf

The present paper gives a formula to describe the time-dependance of
radioactive decay and nuciear transformation processes in constant fluxes.

The use of the coefficient matrix of the formula for practical calculation
is shown in an example.
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I. Die Differentialgleichung fiir die Bildung und Umwand-
lung eines Nuklides

1. Ausgangsnuklid

Der Verlauf des Zerfalles eines radioaktiven Nuklides ist
durch seine Zerfallskonstante 1 bestimmt. Ein Nuklid kann
im allgemeinen auf mehrere Arten zerfallen (z. B. **°Pa emit-
tiert a-, - und B+-Strahlen und féingt Elektronen ein). Daher
ist

L= X (1)

4; beschreibt den EinfluB der i-ten Zerfallsart auf den Ver-
lauf des gesamten Zerfalles. In der Literatur werden statt
der 1; meist die Bruchteile 1/2 oder die Haufigkeiten

A
H;[*/] = %—l (2)

der einzelnen Zerfallsarten angegeben.

Bringt man ein stabiles Nuklid in einen Strom von Elementar-
teilchen oder leichten Kernen, so kann es zu Kernreaktionen
kommen. Sind die FluBBdichten aller Teilchenarten, denen das
Nuklid ausgesetzt ist, zeitlich konstant, so &t sich fir jede
der moglichen Reaktionen ein Faktor 1; aufschreiben, der
den Einflul der zugehérigen Reaktion auf den Verlauf des
Nuklidbaues bestimmt. Dieser Verlauf selbst ist durch die
Summe aller 4; zu beschreiben. Die 1; spielen hier genau
dieselbe Rolle wie die ; beim radioaktiven Zerfall.

Bezeichnet man den Wirkungsquerschnitt fir-die j-te Kern-
reaktion mit o und die Flufidichte derienigen Teilchen, mit
denen die j-te Reaktion stattfindet, mit &;, so ist

4 = 0@, 3)

Setzt man ein radioaktives Nuklid einem Teilchenstrom aus,
in dem seine Kerne reagieren kdnnen, so ist die Abnahme
der Nuklidmenge — bedingt durch spontanen Zerfall und
durch Kernreaktionen — durch die Summe aller 1; und 2,
bestimmt:

L=Zzi+zlj=%lK (4)
t 7

Mit L lautet die Differentialgleichung fir die Umwandlung

dN _ _p.N (5)

dt

N ist die Anzahl der zur Zeit t vorhandenen Kerne.

2. Die erste Folgegeneration

Die Menge aller Nuklide, die unmittelbar bei der Umwand-
lung des Ausgangsnuklides entstehen, soll die erste Folge-
generation heiBlen. Dasjenige Nuklid dieser Generation,
welches auf die K-te Umwandlungsart entsteht, wird als
K-tes Nuklid der ersten Foigegeneration bezeichnet. Alle
Créflen dieses Nuklides mégen K als oberen linken Index
an ihren Bezeichnungen fragen.

Um eine Beschreibung des Enistehungs- und Umwandlungs-
verlaufes dieses Nuklides zu finden, sei in (5) fur L die
Summe (4) ausgeschrieben: -

%’- — ~J N—IN—...—Ag N—... (5a)
Das Glied Ax N ist der Anteil der K-ten Umwandlungsart an
der Abnahmegeschwindigkeit der Kernanzah! N des Aus-
gangsnuklides. Weil nun aber-das K-te Nuklid der ersten
Folgegeneration genau durch diese Umwandlungsart ent-
steht, ist Ax N zugleich die Entstehungsgeschwindigkeit der
Kernanzahl N dieses Nuklides. Mit seiner Entstehung geht
seine weitere Umwandlung einher, womit sich die Differen-
tialgleichung

d*N
— +igN— LN ©
dt K

hinschreiben laft. Fir XL gilt dasselbe, was beim Ausgangs-
nuklid Uber L gesagt wurde. Es ist

o= X+ Klj = 2% 7)
i i 7
Dabei ist

o= 2%l (8)

i

die Zerfallskonstante des K-ten Nuklides der ersten Folge-

generation, und es ist

;= o;- &, 9)

wobei *o; der Wirkungsquerschnitt des K-ten Nuklides der
ersten Folgegeneration fiir die j-te Kernreaktion im gegebe-
nen Teilchenstrom ist und &; die FluBdichte der Teilchenart,
mit der diese Reaktion statifindet.



3. Die zweite Folgegeneration

Die Menge aller Nuklide, die unmittelbar bei der Umwand-
lung eines Nuklides der ersten Folgegeneration entstehen,
heift die zweite Folgegeneration. Diejenigen Nuklide dieser
Menge, die aus dem K-ten Nuklid der ersten Folgegenera-
tion entstanden sind, sind durch das K als oberen linken
Index gekennzeichnet. Dasjenige Nuklid dieser Teilmenge,
welches sich auf die I-te Umwandlungsart bildet, ist aufSer
dem K noch durch den Index I markiert. So wird z. B. die
Anzahl der Kerne des Nuklides mit ®N bezeichnet.

Die Beschreibung des Aufbaues und der Umwandlung dieses

Nuklids findet man nach der oben praktizierten Methode.

Durch Einsetzen von (7) in (6) wird

d*N
dt

¥A;*N liefert das Maf fiir die Entstehung des Ki-ten Nuklides,
seine Umwandlung beschreibt der Faktor

L0 A N (10)
m

— + A N—% EN— 5, AN —. . — "L, EN— ... (6a)

Fur die ¥4, gilt analog, was fir die *1; und die 1 oben aus-
gefihrt wurde.

Damit lautet die Differentialgleichung fir die Bildung und
Umwandlung des Kl-ten Nuklides der zweiten Folgegenera-
tion

d“N

= + 5N —HLEN (1)
dt

4. Die n-te Folgegeneration

Betrachtet man die Gleichungen (6) und (11) so erkennt man,
daB3 ein Nuklid der ersten Foigegeneration mit einem oberen
Index, ein Nuklid der zweiten Folgegeneration mit zwei
oberen Indizes gekennzeichnet ist. Durch Forisetzen des Ver-
fahrens zeigt sich, daf3 ein Nuklid der n-ten Folgegeneration
durch n obere Indizes gekennzeichnet sein muf3. Dabei mar-
kieren die Werte der Indizes den Umwandlungsweg vom
Ausgangsnuklid bis zu dem durch diese Werte bezeichneten
Nuklid. Es entsteht das KIm. .. pg-te Nuklid durch die g-te
Umwandlungsart aus dem Klm . . . p-ten Nuklid usw.

Die Differentialgleichung, nach der die Bildung und weitere
Umwandlung des Klm...pg-ten Nuklides ablauft, lauvtet
entsprechend (6) und (11)

Kilm...
d " qu — _!_Klm...px _Klm...pN__Klm...pqL_Klm...qu
q

dt (12
(13)

mit I(Lm...pqL= lem...pqlr
T

Ein Teil der Summe ist wie oben die Zerfallskonstante, die
tbrigen Glieder sind wieder Produkie aus FluBdichte und
Wirkungsquerschnitten.

II. Lésung
1. Ausgangsnuklid
Die Ldsung der Umwandlungsgleichung (5) des Ausgangs-
nuklides lautet:
N = B,-e—Lt (14)

Die Konstante B, ist, wie sich.durch Einsetzen von 1 =0 in
(14) zeigt, mit der zu dieser Zeit vorhandenen Anzahl N, von
Kernen des Ausgangsnuklides identisch.

B, = N, (15)

2. Die erste Folgegeneration

Setzt man in die Differentialgleichung (6) fir die Bildung
und Umwandlung des K-ten Nuklides der ersten Folgegene-
ration fir N den Ausdruck (14) ein, erh&lt man

d*N -
et B;-Ag-e Lt — XL XN (6b)
Die Lésung lautet
KN — %B,.e L4 ¥p,.e Lt (16)

Durch Differenzieren von (16} und Einsefzen in (6b) findet
man

B;-2
B, = Ki_f (17)

Mit der Bezeichnung *N{t = 0) = *N, fur die Anfangsmenge
des Folgenuklides folgt nach Einsetzen von t = 0 in (16}

"B, + *B, = *N, (18

3. Die zweite Folgegeneration

Setzt man (16) in (11) ein, erhélt man

d®N - —K[,

— = "B, %o Y oxp,xyee - mLEN (114)
Die Lésung lautet

KN — KB . e Lt +xpB, . e—KLt + ®p, . e—KlLt (19)

Durch Differenzieren von (19} und Einsetzen in (11 a) erhéit
man fiir die ersten beiden Koeffizienten:

B, - *4

"B = g (20)
X K3
B?' Ay

kp, = }—lm 21)

Mit der Bezeichnung ®'N{t = 0) = ®*N, folgt nach Einsefzen
von t=0in (19)

KlB1 + KIB2 + KlB3 — Kl]\*,0 (22)

4, Die allgemeine Lésungsformel

Man féhri in dieser Weise fort. Die Ergebnisse lassen sich
zusammenfassen. Aus (14), (16}, (19) usw. wird dabei

—Lt

N B, 0 0 0 e
KN KB, Eg, 0 0 e~ KLt
KIN Kig, Kip, Kip, 0 e KL
KimN = KlmB‘ KlmBz KlmB3 KlmE4 P e-xlmLt
1 1 ! i i |
I ( i ! i i
| ! : ! !
(23)

Alle Koeffizienten oberhalb der Matrizendiagonale sind
Null. Fir die Koeffizienten unter der Diagonale gilt in der
ersten Spalte gemdf (17) und (20)

Ki...pg Kl...p}

Kl...pqL_L

Kl...qu1 .

(24)



Fir die Koeffizienten der zweiten Spalte unterhalb der Dia-
gonaie gilt gemdB (21)

KL...pB2_KL...pl

Kl..-PqB2 — Kl“'pqL_KL 4q (25)
Ganz enisprechend ist die Rekursionsformel der dritten
Spalte
Ri...pp .Ki...2]
xt...p933= —Kl..-pqL_KlL q (26)

(15), (18) und (22) liefern die zur Bestimmung der Diagonal-
_ koeffizienten notwendige Beziehung

Kl...quo _ ? Kl...quy (27)

v
(23) beschreibt zusammen mit den Rekursionsformeln fiir die
Koeffizienten die Bildung und die Umwandlung von Nukliden
durch radioaktiven Zerfall und Kernreaktionen in zeitlich

konstanten Teilchenstrémen. Abb. 1: Umwandiung im
Neutronenstrom
Beispiel Fig. 1: Transformation in

tron flu;
Die Anwendung der allgemeinen Lésungsformel (23) und der neviron Tex

Koeffizientengleichungen soll durch ein Beispiel erldutert

werden Die Zerfallskonstanten errechnet man aus den Halbwerts-

zeiten. Sie sind mit dem unteren Index 1 bezeichnet, weil der
Zerfall hier als die erste Umwandlungsart numeriert wurde.
Als Mafeinheit fir die Zeit wurde die Sekunde verwendet.

m Gramm ?**U werden einem Strom thermischer Neutronen
der konstanten Flufidichte & < 10%° [em™2sec™] ausgesetzi.
Der avuftretende Gehalt an #*°U, **Np und #*Pu ist zu ermii-

teln. Die Uranmenge m soll gering sein, so daf3 die durch Die R‘euktionskons"runfen sind nach (3) PI’Odtfkfe aus d?"
sie hervorgerufene Anderung der Fludichte vernachldssig- Reaktionsquerschnitten und der Fluidichte. Sie fragen an
bar ist. ) ihren Bezeichnungen den unteren Index 2.

- Die Umwandlungskonstanten sind nach (4} die Summen aus

1. Die Bestrahlung Zerfalls- und Reaktionskonstanten der jeweiligen Nuklide.

Es missen zwei Umwandlungsarten unterschieden werden: Mit der vereinbarten Indizierung nimmt (23) die Form an
;. Eadll(c:‘akhve'; rierf;':ll N B 0 0 0 e
. Reaktion mit Neutronen - B 8, o 0 20
Die Unterscheidung zwischen a- und B~-Zerfall bzw. zwischen 2ay | T | 21, 2By 2By 0 | | e=2m (230)
Nevutroneneinfang und Spaltung ist hier nicht notwendig, 21N 211B; 2L1B, 2.L1B; 211B, -2tz

weil bei jedem der Nuklide immer der gesamte radioaktive ) . )
Zerfall zum ndchsten der zu betrachtenden Nuklide fihrt. fur P < 10° cm™ sec™ W“'.d L é 27 - ]_0_14 sec™! ':’"d
Dasselbe gilt fir die Reaktion mit Neutronen. Der Gang =ML £1,03-107" sec™. Folglich wird fir jede praktisch

der Umwandlung ist in Abb.1 dargestellt. Da #*°U auf die interessante Bestrahlungsdaver
zweite Umwandlungsart aus **U entsteht, erhalten die Be- “Lt gy
zeichnungen aller GréBBen des *°U den oberen Index 2. Die ond € B

Bezeichnungen fir die Gréfien des **Np, welches aus 2%°U
durch die erste Art der Umwandlung enisteht, erhalten den
oberen Index 2.1. #*°Pu, das sich auf die erste Art aus 2**Np Damit und mit (27) wird
bildet, wird mit dem oberen Index 2.1.1 markiert. In Tab.1

2.L1
R B ¥

. . . . . . N N 0 0 1=
sind nun alle fir die Berechnung notwendigen Gréfen ein- N 230 25 g o _f;
getragen. Die Anzahlen der Kerne der vier Nuklide zur Zeit = NG e

. . . 21N 21y 21B; {—21B;_2.1By) 0 e 'Lt
t = 0 sind durch die Aufgabensteliung gegeben. Die Halb- - 211Dy £1By  T11By (_2ABy 211 211 N,
wertszeiten und die Reaktionsquerschnitte sind der Literatur o ? SRR
entnommen. {23b)
Tab. 1: Aufstellung der erforderlichen Zahlenwerte Table 1: Table of the required numerical values
Nuklid 2381 230 239Np ’ 239Py
Anzahl der Kerne z. Z. t =0 Ny = 2,53-1021 m 2N, = 0 2INy =0 LLINg= 0
Halbwertszeiten T = 4,5.10%a 2T = 23,5 min 21T = 2,35d 2LIT = 2,4.104a
Reaktionsquerschnitte [em?] 6 = 2,7.10-24 26 = 4.10-23 216 =~ 6.10-23 2llg = 1,03-10-2
Zerfallskonstanten [sec] A = 4,9-10-18 2%, = 4,9:-10—4 213, = 3,4.10-6 2L = 91018
Reaktionskonstanten [sec-1] Ay = 2,7-10-24 & 22, ~ 4.10-230 21, ~ 6-10-230 2812, =1,03-10-210
Umwandiungskonstante [sec] L = 49-10-18 . 2L, = 4,9-10-4 21L = 3,4.10-6 2LL = 9.10-18
(for & < 1010 cm2 - 5-1) +2,7:10-24 & -2, - 2, +1,03-10-21p




Fur 2**U wird daraus
N = N,{1—Lt)

d. h. innerhalb einer Bestrahlungsdauer von prakiischer Be-
deutung bleibt die 2**U-Menge konstant:

N = N, (28
Fir #°U erhélt man aus (23b)

°N = ®B,(1—Lt—e ")
Auch hier ist das Glied Lt vernachldssigbar. Mit (24} wird

g _ Bk _ Ny,-27-10% &
t T OL-L 49107 4910 —27-107% 6

= 55.10"*N, - @

und damit

N = 55107 N,- § (I —e~*2- 107 (29)

Fir *°Np ist nach (23b)
2N — 1B, (1—Lt) + 21B, e Lt _ (*B, + ®'B,)- e Pt =

= 2B (1—Lt—e L) +21B, (e Lt —e 'L

Wieder ist Lt ohne Bedeutung. Nach (24) ist

55:100* N,-$-49-10*
34.10°—49.100%—27.10* &

= 79-10°N, &

2 2
2.1 — B,- 11 —

= =

2.1L_L

und nach (25)
B,-21,

2. — —
132 - 2.1L_2L -

~55-107*.N,- 9-49-10*
34-10%—4,9-10

= 55.10% N, &

Damit wird schlieBlich fir das #°Np

MN = 7,910 N, @ (1—e 34 107°t) —

—5510"% N, & (e 341071 — =%9-107°1) (30

Fir #°Pu wird nach (23 b)
2LIN — 214B (] —L{) + 211B, . e~ 2Lt L 211p, . e MLt
—(211B, + #11p, + 211B ) (] — 2L1L)
— Blip (24 [} ¢+ 211G, (e—th —1 2Ly

+ 2.1‘.1B3 (e—“Lt —1+4 2tigy)

Aus den Rekursionsformeln (24) usw. folgt

2.1.1Bl (2.1‘1L i L) — 2.1B1 . 2,111

211 — 2'132-2'111
27 Teaayp _ep
siag _ B4 MBi*A, Byt
3 2.1.1L_2.1L 2.1.1L_2.1L 2.1.1L_2.1L
Damit wird
2.1p 2.1 o —2apt
iy — ZB Ty y 1ze - (31 q)
2.Lif, 217,
Y2

—eip 217 (1 —e—?-lLt_2.1.1Lt _ 1 _e—2Lt o 2'1'1Lt>

2.1L —_ 2'1‘1L 2L — 2.1.1L

Durch Einsetzen der beim 2**Np errechneten Werte fur *'B,
und *'B, und der Konstanten aus Tab.1 erhélt man, da die
in t linearen Glieder in der zweiten Klammer von (31 q) fur
praktisch in Frage kommende Bestrahlungszeiten vernach-
l&ssigt werden kénnen, fir #3°Py

]_8—3,4~10—6t
2N = 2,7-1072%N,® (t — )

34-10°° 1

1341075t
3,4-10°°

1 _9—4,9 B i t>

—18.10-26
18-10 N0¢< FERTE

Die Ausrechnung zeigt, da3 der negative Teil vernachldssigt
werden kann, wenn lénger als zwei Tage bestrahlt wird.

2. Nach der Bestrahlung

Nach Beendigung der Bestrahlung féllt die zweite Umwand-
lungsart weg (Abb.1). Es bleibt der in Abb.2 dargestellie
Umwandlungsverlauf Gbrig. Tabelle 2 enthélt die fir die
weitere Berechnung erforderlichen Werte. Da das ?**U nach
der Beendigung der Bestrahlung nicht mehr an der Bildung
von 22U, »**Np und ?**Py beteiligt ist, kommt es im Rechen-
schema nicht mehr vor. 2*°U ist jetzt Ausgangsnuklid. Seine

o] 23!u
I
ZSSNP
ﬂ_
o ZSSPH

Abb. 2: Umwandlungsweg nach der Neutronenbe-
strahlung

Fig. 2: Transformation after neutron bombarde-
ment

Gréflen tragen hier keinen oberen Index. #**Np, was sich
auf die erste (und hier einzige) Umwandlungsart bildet, ist
durch den oberen Index1 gekennzeichnet, ***Pu aus dem-
selben Grunde durch den oberen Index1.1. Um Verwechs-
lung der Bezeichnungen nach der Bestrahlung mit den Be-
zeichnungen wdhrend der Bestrahlung zu vermeiden, sind
alie GréBen fir die Berechnung des Umwandlungsablaufes
nach der Besirahlung mit einem Stern versehen. Auch die
Zeit, die seit dem Ende der Bestrahlung verstrichen ist, wird
mit t* bezeichnet.

Tab. 2: Zahlenwerte fiir die Berechnung nach Bestrahlungsende

Table 2: Numerical values for the calculation after bombardment

Nuklid 2391 289N p 2239p

Anz.d.Kernez.Z.
* =0 N§ = 2N(t) 1N*0 21N(t) “Nf, — 21LIN(1)

Halbwertszeiten T = 23,5 min 'T* = 2354 LT* = 2,4.10¢5

I

Zerfallskonstanten  L* = 4, AN [B) S B P4
Umwandlungs-

konstanten = 4,9-10-%sec™? = 3,4-10-%sec~! = 9,1-10- gec!



Gleichung (23) erhdlt jetzt die Form Damit wird nach (23¢) fir 2**Np

3 —3,4-10-8¢° —8,4-10-8¢* _ _ —4,9-10—4¢*

N B o o D IN* = 2IN(t)-e +2N(t)-(e e )
V- BB 0 e Fur *°Py wird
LIN® 1.13’1* 1.113; 1.13’; PR

, MN* — gt (e—L*t‘__e—“L't*) + 113 (e—‘L‘t"‘ _e-“L‘f:‘) +
oder mit (27 —L1ps
( ) + 2'“N(t) e L*t*
N N(t) 0 Y i Da fir praktisch interessante t*
IN' | = 18] 2IN(f)-'B; 0 oI —lipar ]
e =

LIN* L1 BI 11g; 2LIN(f)—11 B’l‘_l.lB; \e Lipse

ist, wird daraus mit (24) und (25) fir 2*°Py

Damit wird fur 2°U LIN* = 2MN(E) 4+ (2"N(t) + 2N(t)) (] _e—3,4-10—“t‘)
N* — N(1) - e‘4,9~10-4t* -

und drei Wochen nach Bestrahlungsende, d. h. for
t*=1,8-10%sec

e BY-AY _  N(1)-49.10* _ _ . LN — 2N(E) + 2IN(E) + ON(t)
Bl IL*_L* 3[4_]0_3_4,9.]0._4 N(t) ( ) ( ) (

Nach {24) wird

(Eingegangen am 29. 4. 1965)






