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1. Einleitung

Bs ist iblich, in der Reaktortheorie mit der Neutrbneﬁfiuﬁ-
geichung zu arbeiten. Bekanntlich genligt der Neutronenfluf als Funktion
von Ort, Zeit und Energie der Boltzmann'schen Transportgleichung, die
jedoch bei praktischen Rechnungen stets durch eine N&herung, z.B.
Multigruppen-Diffusionsgleichungen, Pn— oder Sn-Gleichungen, ersetzt
wird. Sie alle dienen jedoch dem Zwecke, den NeutronenfluB3 im Reaktor
so gut wie mbglich und notwendig zu berechnen, und der FluB stellt

somit die GrundgroBe der iblichen Reaktortheorie dar, von der aus

simtliche interessanten GroBen berechnet werden kdnnen.

~ Dieses Vorgehen ist jedoch keinesfalls das einzig mogliche.,
Bekanntlich sind die Multigruppengleichungen fiir den NeutronenfluB
nicht selbstadjungiert, und man kann sich die Frage vorlegen, ob der
adjungierte FluB, d.h, die Losung der adjungierten Gleichungen, in
gdhnlicher Weise wie der NeutronenefluB als Grurdgrdfe fir die Be-
schreibung eines Reaktors verwendet werden kann. Eine solche Beschrei-
bung kann natirlich nur dann zweckmiZBRig sein, wenn dem adjungierten FluB
eine Zhnlich fundamentale physikalische Bedeutung zukommt wie dem

NeutronenfluB.

Erstaunlicherweise wurde erst in den im Jahre 1960 erschienenen
Arbeiten von Lewins /1/, /2/ in vollem Umfang erkannt, in welchem
Sinne man dem adjungierten Fluf die Bedeutung eines ''Neutronenein-
flusses" (in der englischen Literatur "importance' genannt) zuschreiben
kann, obwohl wesentliche Eigenschaften des "Einflusses’ bereits friher
bekannt waren; siehe z.B., die Arbeiten an der Technischen Hochschule
Stuttgart /4/, /5/ und das Buch von Weinberg und Wigner /6/. In den
ersten Abschnitten des vorliegenden Berichts wird im Anschlufl an
Lewins /1/ der NeutroneneinfluB definiert, und seine Eigenschaften
werden erlidutert. Die Ausfilhrungen werden grunds@itzlich im Rahmen
der Multigruppen-Diffusionstheorie gehalten, jedoch nur aus Griinden
der Einfachheit, und weil die Diffusionstheorie fir viele praktische
Berechnungen ausreichend genau ist. Man kdnnte mit ein wenig mehr Mihe
die Uberlegungen auch fiir die Boltzmann'sche Transportgleichung durch-

fithren.



In einigen weiteren Abschnitten wird dann die Fragé beﬂandelt,
welche Information iiber physikalische GroBRen man aus der Losung der
adjungierten Gleichung erhalten kann. Dabei wird sich zeigen, daB
die "adjungierte Beschreibung' der Beschreibung durch die FluB-
gléichungen in dem Sinne &quivalent ist, dal man die physikalisch
beobachtbaren Groflen in gleicher Weise aus Jjeder von beiden erhalten
kann. Es wird gezeigt, daR die Reaktivitdt und einige andere nicht
beobachtbare GroBen so definiert werden konnen, daB sie in beiden
Beschreibungen denselben Wert haben. Man kann auBerdem eine ''ge-
mischte Beschreibung'' angeben, von der aus ein direkter Weg zu den
bekannten Variationsmethoden /7/, /8/, /9/ fithrt. Auch die von
Usachev /10/ entwickelte Stdrungsrechnung flir Reaktionsraten 1Bt
sich unmittelbar aus der gemischten Beschreibung ableiten. Schliefdlich
wird die "adjungierte" Beschreibung "explizit" auf das Problem eines

Reaktivitdtssprunges angewendet.

2. Definition des adjungierten Flusses

Der zunZchst rein mathematische Begriff des "adjungierten
Flusses” soll an Hand eines einfachen Falles erklért werden. Wir
gehen aus von der zeitunabhingigen Eingruppen-Diffusionsgleichung

fir den NeutronenfluB
div (Dgrad @) + (k~-1) Za % =0 (1)
die wir kurz M@ = O schreiben wollen, und den Randbedingungen

3¢
2.13D5—n=+¢-o (2)
am Reaktorrand. Gleichung (2) besagt, daB am Reaktorrand der in das

Innere gerichtete Neutronenstrom gleich Null ist.

Die Differentialgleichung (1) und die Randbedingung (2)
definieren ein Eigenwertproblem. Das dazu adjungierte Eigenwert-

problem ist dadurch definiert, daB die Forderung



f‘#’+ﬁfdv = j ¢ Matay (3)
Reaktor Reaktor

fiir alle Funktionen %;und'ﬁ’+, die den einschldgigen Randbedingungen

geniigen, erfiillt sein soll. Offenbar ist (2) die Randbedingung fiir ¥.

Um die durch (3) ausgedriickte Forderung auszuwertem, schreiben

wir die linke Seite dieser Gleichung ausfiihrlich
/(7’+(V(DV‘P)+(k-1) I #)av ()

Formt man den ersten Term des Integrals (%) durch zweimalige An-

wendung des Green'schen Satzes um, dann wird aus (&)

j ~ TMpav = ] ? v (Dr¥ ) +(k-1) Za‘%*/ av +
Reaktor Reaktor -
d¢ gyt
+
+ j df[&!’nﬁ-\mj}—;— (5)
Obfl. '

N

Durch Vergleich von (5) und (3) folgt, daB die Forderung (3) erfillt

ist, wenn einmal der Operator M+ gleich dem Ausdruck
M™ = (D) + (k=1) T (6)

gesetzt wird, wodurch die Volumenintegrale in (3) und (5) gleich

werden, und wenn auBerdem die Funktion %ﬁ der Randbedingung

-+

an

2.13 D + ¥ =0 (7)
am Reaktorrand unterworfen wird. Dann verschwindet das Oberfléchen-

integral in Gleichung (5).

Der Operator (6) und die Randbedingung (7) definieren das
"adjungierte Randwertproblem', dessen LOsung der adjungierte Fluf
ist. Im Falle’der Eingruppentheorie ist also das adjungierte Rand-
wertproblem mit dem urspriinglichen identisch, das heiBt, die Ein-

gruppengleichung ist "selbstadjungiert'.



Im Falle der Multigruppengleichungen stellt der Operator
M eine Matrix dar, deren Flemente in der iiblichen Schreibweise

lauten

w4 e - AU RNES i (8)

ij rem1

Aus der Forderung (3) folgt dhnlich wie oben

M., = M, (9)

Der Multigruppenoperator ist also nicht mehr selbstadjungiert. Dies

ist nicht verwunderlich, da die Moderation ein typischer dissipativer
Vorgang ist, der stets auf ein nicht selbstadjungiertes Problem fiihrt.
Die Randbedingungen sind jedoch im Rahmen der Diffusionstheorie stets

selbstadjungiert.

3, Definition des Neutronen-Einflueses

Im Anschlufl an eine Arbeit von Lewins /1/ soll der Neutronen-

EinfluB wie folgt definiert werden:

Wir gehen von einem Modellversuch aus. Zu einer gegebenen
Zeit t1 werde eine bekannte Anzahl NO von Neutronen der Energie E'

an der Stelle r' in den Reaktor eingebracht. Vor dem Zeitpunkt t1

sollen sich keine Neutronen im Reaktor befinden.

Zu einer spdteren Zeit t2 wird an einem im Reaktor befind-

lichen Detektor eine Messung vorgenommen.

Der BinfluB eines Neutrons wird nun definiert als der zu er-
wartende Beitrag jedes einzelnen dieser No Neutronen (bzw. deren

"Nachkommen') zu der Messung im Zeitpunkt ts.

Diese etwas abstrakte Definition kann man sich an Hand einer

Reihe von Gedankenexperimenten veranschaulichen.

Als erstes denkt man sich folgendes Experiment durchgefiihrt:



An eifier Stelle r' im Reaktor sei ein Target angebracht, in
dem durch Einschuss von geladenen Teilchén aus einem éeschleﬁhiger
zur Zeit t, ein Neutromenpuls bekarnter Intensitit erzeugt wird.
Alle Neutronen haben die Energie E'. Der Reaktor kann im Prirnzip
iber- oder unterkritisch sein, er soll aber vor t1 keine Neutronen
enthalten.

Zu eliner spdteren Zeit t, wird an einem Zdhler die ZZhlrate

2
abgelesen.

l

Filir alle weiteren Experimente wird nun verabredet: Durch einen
Zeitgeber wird dafiir gesorgt, daB die Dauer eines jeden Experiments
vom Beginn tq bis zum Ende t2 stets die gleiche ist. Die Messungen

finden stets zum Zeitpunkt t., mit demselben Detektor statt.

2

Fiir die weiteren Experimente wird nun

a) das Target vom Ort r' an verschiedene andere Stellen im

Reaktor gebracht,

b) durch verschiedene Targets die Energie der erzeugten

Neutronen variiert,

c) der Zeitpunkt der Erzeugung des Neutronenpulses zwischen

t1 und t2 variiert.

Die bei diesen Experimenten erhaltenen MeRergebnisse definieren
eine Funktion von r', E', t'!', Sie werde, auf ein Neutron normiert,

mit
A (B Lt

bezeichnet, und heift der EinfluB pro Neutron, oder die Einflub~
funktion. Offenbar paBt auf diese Funktion die obige Definition.
Natiirlich hingt der EinfluB von der Art des Detektors und der Zeit

tz, bzw. der Zeitdauer des Experiments, t2 - % ab; diese Abhi3ngig-

17
keit wird jedoch, als fiir das folgende weniger wichtig, zun&chst

unterdriickt.

An das Ausgangsexperiment soll noch eine Bemerkung ange-

schlossen werden. Zur Zeit t1 ist die durch den NeutronenfluB der

Stérke No erzeugte Neutronendichte im Reaktor offenbar



n(r,t,) = NOJ(r'-r).

Das zu erwartende MeBergebnis ist dann also N_ mal dem EinfluB pro
Neutron. Man kann diese GroBe als GesamteinfluB aller Neutrohnen im

Reaktor deuten.

Wdhrend des Ablaufs des Experiments &ndert sich nin die an-
fénglichis-férmige Neutronenverteilung durch Diffusion, Moderation,
Erzeugung von Spaltneutronen, etc. Zu einem gewissen Zeitpunkt t"

(vor tzi) liege die Dichteverteilung n(r,t") vor; wir denken uns diese

Verteilung durch Rechnung oder Messung genau festgestellt.

Natirlich ist auch zum Zeitpunkt t" die EinfluBfunktion
~(r) als zu erwartender Beitrag eines Neutrons zum MeBergebnis zur
Zeit tz definiert. Das gesamte zu erwartende MeBergebnis erhalt man
dann offenbar durch Integration der Einflufifunktion lber die Dichte-

verteilung, dh. durch den Ausdruck
R = f av alr,t") %" (r,t").

Die GroRe R stellt offenbar den GesamteinfluBl fir eine Verteilung

n{r) dar.

Da sich bei dem beschriebenen Experiment das zu erwartende
MeBergebnis wdhrend des Versuchsablaufes nicht adndert,; ist hiermit

folgendes plausibel gemacht:

Bei einem Experiment der oben beschriebenen Art, das mit einem
Neutronenpuls zur Zeit t1 beginnt, ist der Gesamteinflull aller
Neutronen im Reaktor zu jedem Zeitpunkt zwischen t1 und t2 derselbe.

FormelméBig ausgedriickt heiBt dies: Die GriBe
R = jdv#ﬁ (r,t)ﬁ%ﬁ—)— (10)

ist zeitlich konstant.



L, Ableitung der Diffusionsgleichung fiir die EinfluBfunktion

In diesem Abschnitt soll, ebenfalls an Lewins /1/ ankniipfend,
die Diffusionsgleichung fiir die EinfluBfunktion aus der Definition des

Einflusses heraus entwickelt werden.

Dazu wird fiir den FinfluB eine Bilanz aufzustellen sein, die
an Stelle der Neutronenbilanz bei der FluBgleichung tritt. Als Grund-
groBe bietet sich der GesamteinfluB (10) anj; man muB jedoch beachten,
daB nur das Integral (10) iliber das gesamte Reaktorvolumen zeitlich
kénstant ist.

Wenn sich zur Zeit

t
1
Teilvolumen V1 des Reaktors befinden, dann wird der Teil davon., der bis
zuy Zeit t' etwa in ein Volumen V2 diffundiert, zur Zeit t' mit dem
. + . . . . . .
EinfluB (Vz) in die Bilanz eingehen, wahrend er zur Zeit t1 den

EinfluBWV+(V1) besaB. In diesem Sinne kdnnen Neutronen, die sich von

V1 nach V, bewegen, als Trager eines "EinfluBstromes' aufgefallt werden.

2
In der Bilanzgleichung miissen dann die durch Diffusion entstehenden
FinfluBverluste durch andere Prozesse, z.B. durch Erzeugung von Spalt-

neutronen, ausgeglichen werden.

Bevor wir an die Aufstellung der Bilanzgleichung gehen, soll
noch bemerkt werden, daB in die Definition des Einflusses keinerlei
Annahmen iiber ein Transportmodell eingehen. Man kSnnte also ebensogut
fiir die EinfluBfunktion auch die Boltzmann'sche Transportgleichung ab-
leiten, wie dies in einer der Arbeiten von Lewins /2/ durchgefilhrt ist.
Der Einfachheit halber beschrinken wir uns jedoch auf die Diffusions-
gleichung. Wir miissen dann bei der Ableitung natirlich konsequent die
Nzherungen der Diffusionstheorie einfilhren. Die fokenden Uberlegungen
sind vollig analog zu der iiblichen Ableitung der Neutronendiffusion,
wie sie z.B. in dem Buch von Glasstone und Edlund /11/ durchgefiihrt

S wird.

Zundchst soll nun aus einer gegebenmen EinfluBfunktion ¥ (r)
der "EinfluBstrom" abgeleitet werden. In einem beliebigen Punkt r des
Reaktors sei die Neutronendichte n(r) auf eins normiert. Durch ein
Flichenelement dS, das r enthdlt, fliegt dann in Richtungfl folgende

Zahl von Neutronen pro Sekunde



7Z(r)dsdfz = vds %gi cos (%ﬁf

wobei{g‘der Winkel zwischenéz und der Flidchennormalen ist. Ein solches
Neutron wird mit der Wahrscheinlichkeit

- Jri-v/
P(r')dr' = E; e S dr’ (12)

im Abstand /r'-r/ vom Aufpunkt r gestreut. Dort hat dieses Neutron
den Einfluﬁ‘#+(r‘). Der durch diese Neutronen durch das Fléachenelement
transportierte Einflull, also ihr Beitrag zum EinfluBstrom, ist also
nach (11) und (12)

-L et/

i(r)ds = vds -2-1;‘;.—;3'00549~ Zs e drt ¥ T (z) (13)

Hieraus erh&dlt man durch Integration iliber den Halbraum den durch das

Element dS tretenden gerichteten EinfluBstrom

, -2 /ri-r/
i (r) = st f %} Jdr’ cos*z?"e S ¥ (rt) (14)
>0

Dieser Ausdruck ist aus der Theorie der Neutronendiffusion bekannt. Wie
dort der FluB, wird hier die EinfluBfunktion ¥'(r') in eine Taylor'sche
Reihe in Punkt r entwickelt und nach dem 2. Glied abgebrochen. Dann

lassen sich die Integrationen ausfilhren, und man erhdit

+ ‘HVF 1 3‘1"'+?
i (r) = ! tr T (15)
2 ViT ‘isgrj
Analog dazu wird
o+ + 9
- ¥
im (r) = v LA =—£;—%;—- (15a)
LLF 6__2__5(51’

Ersetzt man im Sinne der TransPQrtnéherunggzs durch / dann wird

+n?
der Nettostrom

_F

A

ar

(15b)
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In dieser Formel rilhrt der Faktor v von der Normierung auf ein Neutron
her; hitte man @(r) statt n(r) auf eins normiert, dann wire dieser
Faktor fortgefallen.

Ein wesentlicher Unterschied zur Neutronendiffusion liegt
jedoch darin, daB der EinfluBstrom nach griBeren Werten von ¥ (r) ge-
richtet ist. Dies ist physikalisch wie folgt zu erkldren: Von den ur-
sprilnglich in r vorhandenen Neutronen fliegt wegen der angenommenen
isotropen Verteilung die eine HE1fte in Richtung zunehmender, die andere
in Richtung abnehmender EinfluBfunktion. Da die ersten nach einem
kleinen Zeitintervall mehr EinfluB besitzen als die letzteren, liegt
ein Nettostrom des Einflusses in Richtung der zunehmenden Funktion?/+

vor.

Aus dem Ausdruck (15b) filir den Strom folgt durch div-Bildung

die EinfluB«~Leckage pro cm3 und sec
div i (r) = v div (D grad ¥") (16)

Damit ist in analoger Weise wie flir Neutronen die Diffusion auch fiir

den EinfluBl abgeleitet.

Es ist nun ein leichtes, die Bilanzgleichung fiir den EinfluB
aufzustellen und daraus die Diffusionsgleichung fiir die EinfluBRfunktion

zu gewinnen.

Als Beispiel sollen die 2-Gruppen-Gleichungen fiir einen

thermischen Reaktor abgeleitet werden.

Im Punkt r zur Zeit t sei die Dichte der schnellen Neutronen

3

auf eins normiert. Die schnellen Neutronen in 1 cm” haben dann den

Einfluﬁ‘?i(r7t).
Innerhalb von t gehen nun folgende Vorgidnge vor sich

ZH v14§t Neutronen verschwinden aus der schnellen Gruppe

P Z 1 v, 5 + Neutronen erscheinen dafiir in der thermischen
Gruppe.

Der EinfluB
v, 7 (DV‘P:)ét/

verschwindet durch Leckage.
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Die EinfluBbilanz fiir die schnelle Gruppe lautet dann
+ Tt ¢ +
y’q(r,t) = [}—vqlzqétj‘Vq(r,t+5t) + vqét P Z% %é(r,thét) +
- +
+ vt v (D7 ¥])

Dabei ist zu beachten, daBl diejenigen Neutronen, die in die thermische

Gruppe moderiert werden, nachcft den Einfluﬁ?*S(r,tét) pro Neutron be-

sitzen.
Firdt — 0 folgt
v,
1 1 v+ - ™ s+
- —— - bt
T V07D 2% pd, ¥ (17)

Analog dazu leitet man filir die thermische Gruppe die folgende Gleichung
ab

.

3y

no

-

= ?(qu%é) - Z,

A

i)

+ +
2‘}"2 + v ZfZ%’l (18)

o

t

Die beiden Gleichungen (17) und (18) fiir den schnellen und den
thermischen Einfluf sind, wie man nach dem im 2. Abschnitt Gesagten
leicht sieht, zu den 2-Gruppen-Gleichungen fir den Neutronenflufl ad-

jungilert.

Da die Ubertragung auf beliebig viele Gruppen nichts Neues

bringt, soll sie hier nicht durchgefilhrt werden.
Damit haben wir folgendes Ergebnis:

a) Die EinfluBfunktion genligt fiir t <ttty im Rahmen der Diffu-
sionsngherung den zu den FluBlgleichungen adjungierten Gleichungen.
Im Mehrgruppenfall erhilt man diese adjungierten Gleichungen
durch Transposition der Matrix M und Umkehr des Vorzeichens
der Zeitableitung. Ebenso ist begrifflich das Vorzeichen des

(in den Gleichungen nicht vorkommenden) Stromes umzukehren.

b) Fin Neutron am Reaktorrand mit Komponente nach aufBlen kann
keinen EinfluB haben. Es gibt also keinen Einflubstrom aus

dem Reaktor heraus, d.h.
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i" =0

am Reaktorrand. Hieraus folgt die Randbedingung fiir die
EinfluBfunktion

s3]

%

2,13 D == +%" =0

[a¥e] S
s[%
+

am Reaktorrand. Die EinfluBfunktion geniigt also derselben

Randbedingung wie der adjungierte FluB.

c) Man kann demnach den zunHchst als physikalische GridRe
definierten EinfluB mit dem adjungierten FluB identifizieren,
oder, mit anderen Worten, der als mathematische Grifle
definierte adjungierte FluBl hat als ""NeutroneneinfluBl’' eine

wichtige physikalische Bedeutung.

5. Zusammenhang mit der dlteren Definition

Bei der Definition des Einflusses wurde auf eine Messung
Bezug genommen, die mit einem festen Detektor und zu einer festgelegten
Zeit t2 durchgefihrt werden sollte. Mit der Messung sollte auBerdem
das Experiment beendet sein. Natiirlich h3ngt der EinfluB von den Ver-
abredungen iber die Messung ab, d.h. es gibt beliebig viele verschiedene
HEinfluBfunktionen’, je nachdem, wann und mit welchem Detektor gemessen

werden soll.

Im Gegensatz dazu wird in der &8lteren Literatur, z.B. auch
in dem Buch von Weinberg und Wigner /6/ eine Definition des Einflusses
verwendet, bei der die EinfluBfunktion eindeutig und unabhingig von
einer Messung festliegt. Bei Weinberg und Wigner werden folgende An~

nahmen gemacht:

a) der Reaktor ist gerade kritisch,

b) nach dem Einbringen von Neutronen in den Reaktor wird gewartet,
bis die Transienten abgeklungen sind. Erst wenn der Reaktor
station8r ist, wird der EinfluB der eingebrachten Neutronen

festgestellt.
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Wir wollen zelgen, dal unter diesen beiden Bedingungen die
von uns definierte EinfluBfunktion von der Detektorcharakteristik
unabhéngig ist; trivialerweise ist sie vom Zeitpunkt der Messung unab-

hdngig.

Wir zeigen dies der Einfachheit halbet an Hand der Eingruppen-

gleichung: Sie lautet

P ,
1932 _ o |
Tir e POVP) 4 ) 2, P (19)

Die allgemeiné L&sung dieser Gleichung ist
f v n
P (r,t) = 2, a, P lr) e

n=1

wobei die Eigenfunktionen wie folgt normiert sind

j‘?i(r) av = 1 .

Der erste Eigenwert ist Nu119,A1 = 0, alle htheren Eigenwerte sind

negativ.
Wird zur Zeit t = O ein Neutron an die Stelle r' gebracht,

dann hat der zeitabhingige Flub die Form

. v At
P (1) = vA ()P (x) + v f:;'a PP (r) e ™.

Nach dem Abklingen der Transienten bleibt nur der erste Term ubrig.
Wird nun mit einem Detektor mit 221) gemessen, dann erhdlt man das

Ergebnis
(r')jzéﬂ (r) $, (r) av

. . — (2
wihrend ein zweiter Detektor mit dem Wirkungsquerschnitt 2;; ) das

Ergebnis

{ 5
G T @9, o) av

Vi

liefert.
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Man sieht, daB sich fiir gegebenes r' die beiden Messungen
nur um den festen Faktor

J/*'(Z) av

x <> ,av

)

unterscheiden.

Das heiBt: Wird die Einfluﬁfunktion‘%ﬁ(rﬂ mit zwei ver-
schiedenen Detektoren aufgenommen, dann erhiZlt man Funktionen, die sich
nur um einen Faktor unterscheiden. Wir betrachten diesen Unterschied
als unwesentlich und finden dann, daR die EinfluRfunktion vom Detektor
unabhingig ist. Danach ist aber auch leicht zu sehen, daB die im
3. Abschnitt gegebene Definition des Einflusses direkt auf die Definition
im Buch von Weinberg und Wigner fihrt, wenn man die dort gemachten

speziellen Annahmen beriicksichtigt.

6. Beschreibung eines Reaktors durch die FluBgleichungen

und die adjungierten Gleichungen

In diesem Abschnitt soll die bereits in der Einleitung gestellte
Frage aufgegriffen werden, ob es neben der iblichen neutronenphysikalischen
Beschreibung eines Reaktors durch die FluBgleichungen auch eine sinnvolle
Beschreibung durch die adjungierten Gleichungen gibt. Insbesondere soll
untersucht werden, welche Informationen man aus Jjeder der beiden Be-

schreibungen erhalen kann.

Da die beiden Gleichungssysteme eine gewisse Spiegelbildlich=-
keit aufweisen, ist zu vermuten, daB man die interessante Information,
d.h. Werte fir die physikalisch beobachtbaren Grofen, aus jeder der
beiden Beschreibungen in gleicher Weise erhalten kann. BEs wird sich
zeigen,; daB dies tats&dchlich der Fall ist. In diesem Sinne sind FluB-
beschreibung und Beschreibung durch den adjungierten FluB gleichwertig.
Dariiber hinaus werden wir noch eine dritte, gemischte Beschreibung
einfiihren, die sowohl den FluB als auch den adjungierten FluBR beniitzt.
Der Vorteil dieser Beschreibung liegt darin, daBl der berechnete VWert
der beobachtbaren GrdRe bei Variation des Flusses und der Adjungierten
stationdr ist, oder mit anderen Worten, das Ergebnis ist unempfindlich

auf kleine Fehler im Fluf und in der Adjungierten.
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Wir knlpfen die folgenden Uberlegungen an ein speziélles
Problem an, das man in gewissem Sinne als Grundaufgabe der Reaktor-
theorie bezeichnen kann. Zur Zeit t = t, werde ein Neutronenpuls in
dem '""leeren' Reaktor erzeugt. Zu einer splteren Zeit t2 werde in einem
Detektor die Reaktionsrate gemessen. Aufgabe der Reaktortheorie ist

es nun, das MeRergebnis zu berechnen.

Von dieser Grundaufgabe kann man leicht zu dem allgemeinen
Fall zeitlich ausgedehnter Neutronenquellen und Meflprozesse ubergehen.
Man hat dazu nur die Losungen der Grundaufgabe in geeigneter Weise
zu superponieren, wozu nur einfache Integrationen lber die Zeit er-

forderlich sind.

Bei dey oben definierten Grundaufgabe liefert offenbar der
(zeitlich:&—f6rmig gedachte) Neutronenpuls die Anfangsverteilung fiir
den NeutronenfluB. Umgekehrt ist zu erwarten, daB die Messung die

"Endverteilung'" filr den EinfluB bestimmt.

Um dies zu bestdtigen, wenden wir die Definition des Einflusses
eines Neutrons auf den Zeitpunkt der Messung an. Offenbar erzeugt ein
Neutron, das zum Zeitpunkt tZ an der Stelle r' in den Reaktor gelangt,
den FlufB}

@ (r,tz) = vcg(r'—r).
Die Detektormessung liefert das Ergebnis
i/ YPlr,6,) av L (x") (20)
R = ) Zg(r Plr,t,) dv = v 4 ('),

Das heiBt aber: Der EinfluB eines Neutrons zur Zeit tZ ist (bis auf
die Normierung) gleich v Za(r’). Physikalisch bedeutet das einfach:
Ein Neutron, das zur Zeit der Messung in den Reaktor gebracht wird,
kann zur Messung nur beitragen, wenn es in den Detektor selbst ge-
bracht wird. Der Beitrag ist proportional zum Wirkungsquerschnitt

der Detektor reaktion.

Nach diesen Vorbereitungen kdnnen wir die Behandlung der

oben definierten Grundaufgabe in Angriff nehmen.
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Die iibliche LOsung ist die mittels der FluBgleichungen

a9 (
;}55? = uP+ 5(r) O (b-t,). @D

Dabei sind 1/v und der Operator M Matrizen. S(r) ist ein ""QuellstoB"

3

mit der Dimension Neutronen/cm~”.

Laut Annahme sind fir t<’c,l keine Neutronen im Reaktor. Man
erhdlt deshalb durch Integration der Gleichung (21) von tq—E,bis
t1;§ fiir £ 2 0 die Anfangsverteilung fiir den Fluf

#j(rst1+i) = v8(r). (22)

Nach (22) und den iiblichen Randbedingungen kanngi(r,t) fir t;t,l aus
der Differentialgleichung (21) berechnet werden. Die Messung zur Zeit

t2 ergibt dann
R o= [L PGy av. (23)

Dieser Ausdruck ist das Ergebnis der "FluBbeschreibung'.

Wir versuchen nun, die Grundaufgabe mit Hilfe der adjungierten
Gleichungen zu behandeln. Wir lassen uns beim Aufsuchen der Losung
zundchst von physikalischen Uberlegungen leiten und werden dann hinter-
her exakt mathematisch zeigen, dafBl die gefundene Ldsung mit der Losung

(23), die aus den FluBgleichungen erhalten wurde, identisch ist.

Die adjungierten Gleichﬁngen lauten

G

1 3P _ wtoht
Sl e W e D) 8 (t,-1). (24)
Der homogene Teil dieser Gleichung mufBl natirlich zum homogenen Teil
der Gleichung (21) adjungiert sein. Der inhomogene Term wurde im Hin-
blick auf die Endbedingungen (20) gewdZhlt. Aus (24) folgt die richtige
Endbedingung

75+ (r,ta-i) = v Z;(r). (25)
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Man kann nun‘?+(r,t) fiir t<t, berechnen. Gem&B der physika-
lischen Bedeutung vonﬁf)+ ist zu erwarten, daB das MeBergebnis durch

den Ausdruck
R, :)95 (r,t,) 8 (r) av (26)

gegeben ist.

Wir wollen nun die Identitidt von 81 und RE exhkt beweisen.

Dazu bilden wir die GroBe

A+ b
N(t) =jq> (r’ti Frat) gy,

Ihre Zeitableitung wird fiir t1<t<t2

v

° F i‘ : Ly / '
N(t) = jdv{qﬁ* -3;35' Pl tfpfz /}dV{r§5+ M¢-CFMT¢:? - 0.

Der letzte Schritt folgt aus der Definition des adjungierten Operators.

Die GroBe N(t) ist also fiir t1<t<t2 zeitlich konstant.

Nun ist offenbar

"
:v)

+ -~ 14 < o
N(t,-€) =}<}5 (t,-8) = (P(ta—é) av = ]}Lagﬁ(ta) av ;

und

i
&

N(t,+€) :jéfs*"(t1+£) %qb(t1+£) av = )%ﬁ (t,) sav

Hieraus folgt unmittelbar die Gleichheit von R,l und RZ'
Wir haben also folgendes Ergebnis:

Man kann jede meBbare Griofle sowohl aus den FluBgleichungen
als auch aus den adjungierten Gleichungen berechnen. Jedes der beiden
Gleichungssysteme liefert also eine vollst@ndige Beschreibung der
Vorginge im Reaktor. Bel beiden Beschreibungen wird jedoch die mel-

bare GroBe unter verschiedenem physikalischem Blickwinkel betrachtet.

Obwohl von den beilden Gleichungen, ndmlich FluBgleichung und
adjungierter Gleichung, jede einzeln zur vollst&ndigen Beschreibung

des Reaktors ausreicht, ist es oft vorteilhaft, beide zu einer ‘'ge-
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tﬁ+€
= Fand
14 i T
P = f &t}dvf é’tznt)?ﬁﬁsf*(tt)
/ R
t,~E
+ PV I U T S |
T’?"M‘?’ 5‘? ;95+,§<§§ ;;“ié . (27)

Man iiberzeugt sich leicht, daBl die rechte Seite das MeBergebnis R
darstellt, wenn ?3 der Gleichung (21) und ?’+ der Gleichung (24) geniigt.
Die Gleichung in der Form (27) besteht also zu Recht.

Nun nehmen wir an, dafB <;+ der Gleichung (24} nur bis auf
einen "kleinen Fehler"J}?+ geniigt, wobeil natﬁrlickxé€5+ = 0 ist fiir
t>t2°

Wir wollen aus der Gleichung (27) den zugehdrigen Fehler SR

in 1. Ordnung in<§?F berechnen.

t2+g
I
dR = j at (d\f}§¢+sé(t-t1)T ¢ u¢ - 24 "+?1r' 15?‘* 1<15](28)
/ -
tq—g
Das letzte Glied 1l&dBt sich durch partielle Integration umformen
t St E t2+£
f dt/dv--é?*“é J v§o* 3-95/ i
t,-e
t2§€ { .
1 b+ 4
-3 dt}dvggé Vﬁg. (29)
tq—t
Da nun
§P* (-6 =0 (30)
und
$P (4,-€) = 0 (31)
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ist der erste Term rechts in (29) gleich Null, und wir erhalten

t2+£
i £ — ; Y-
o as [avse [ b 1d
IR = | dt}ch}CP ) 88Ct-t,) up- 2 g?/ (32)
t,=-&
1

Da gjder Gleichung (21) geniigen sollte, ist der Ausdruck rechts Null.
Das heifit aber, daB R, dargestellt durch (27), stationdr ist bei
Variationen von‘?+ im Intervall t1< t< t2. Analog dazu zeigt man, daB

R auch bei Variationen von P stationir ist.

Die durch (27) ausgedriickte ‘'gemischte'" Beschreibung er-
fordert zwar die Kenntnis sowchl des direkten als auch des adjungierten
Flusses, hat jedoch den Vorteil, daB das Ergebnis gegen Fehler in

beiden Flissen in 1. Ordnung unempfindlich ist.

Wegen dieser Eigenschaft kann man R, aufgefafl’it als Funktional

von q’und ?5+3 zum Ausgangspunkt fir ein Variationsprinzip machen.

Die Anwendung der Variationsmethode auf stationire Probleme
der Reaktorphysik wird bereits in einer Arbeit von Selengut /7/ aus~-
fihrlich diskutiert. Flr instationdre Probleme wurde die Methode erst

kiirzlich von Kaplan /8/ und von Kdhler /9/ verwendet.

Unsere Uberlegungen haben gezeigt, daB man jede beliebige
beobachtbare Grobe als Funktional eines Variationsprinzips auffassen

und somit nach der Variationsmethode n&herungsweise berechnen kann.

7. Folgerungen fir die Definition der Reaktivitdt

Im folgenden soll untersucht werden, wie man die Reaktivitét
und einige andere integrale GroBlen, die in der Reaktorphysik haufig
verwendet werden, am zweckmiRigsten filir Reaktoren mit ortsabhirgigen
Wirkungsquerschnitten definiert. Wir denken dabei an Mehrzonenreaktoren,
bei denen z.B, die B's, d.h. die Anteile der verzdgerten Neutronen,
zonenwelse verschiedeﬁ sein konnen. Dagegen wollen wir annehmen, daB
die Zerfallskonstanten,xi in allen Zonen gleich sind. Wir gehen aus
von den Multigruppengleichungen fiir den Neutronenflud und den
Gleichungen fiir die Vorldufer verzOgerter Neutronen, wobel die Zeit-

abhingigkeit bereits absepariert ist. Die Gleichungen lauten
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I3} H : lu — el .
— @ = 9P -B) ) v )
-l i (33)
= P-A C
wey By 23 V‘ij"’j /ngm.

Dabei umfaBt der Verlustoperator Aij die folgenden Terme

1J

¢ . N TEE
by =9 VO L0 8 (54)

Die Figenwerte und EigenlOsungen dieser Gleichungen seien mit szépiq’
Cmq bezeichnets Um voh hieraus zum Begriff der Reaktivitdt zu gelangen,

multipliziert man die Gleichungen (33) fiir éine beliebige Bigenfunktion
¢q, cq der Reihe nach mit willkiirlichen Funktionenyb;,éfgs integriert
iilber das Reaktorvolumen und addiert die so entstehenden Gleichungen.

Damit erh#lt man die Beziehung

+
o P - J
G)/dV (; ==4 4/ - ):-Z avet A, e
g s \ - éfm mq i3 i ij'ja
+ >' (dV(’l—B) ¢ vy o..® »J,.}'/\ aves c_ o+ (33)
& Xiti v Le5%5, "L i Xin ®mg
i, ! m
Vv de NP IR 4 -;/\ (av "
+jz~m) gmmy £ ja —-I-H-m) gmcmq
9

wobei}git das statische Spaltneutronenspektrum ist.
1

Diese Beziehung 14Bt sich wesentlich einfacher schreiben,

wenn man die folgenden integralen GrdBen einfilhrt

T o st
1 1 7 -+ .l
K = o = — aVy. ¥ vl ..
1- A T ) i1 f
E o fa 143 X v
L %f@.
1 = /) }ay 23 (36)
g A e V.
q i i
S [ av- -
i/.j | dV/‘ im “m Vi “ng?go
9 ¥
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wobei die HilfsgroBe A durch

- f

= / v
Aq L J av ¥ Aij, iq
1,

definiert ist.

Beachtet man auBerdem, daB die n durch

3 5 -
m :
c_ = Love P (36a)
m +e : £
9 A, N3 i Ja
gegeben sind, und bestimmt aus Griinden der Einfachheit dieéf; durch

die Gleichung

o> T “\m - +
N m - m"* :q JZI/{JI'H%J (3?)

dann 13Bt sich (35) nach einigen Umformungen als sogenannte "Inhour-

Gleichung"
T Bpgsy
(1+1 w ) =1 @« =+ (38)
9q g q qa q /;n Amv:mq 3

schreiben, an die wir hier die Bemerkung kniipfen, daB sie in Strenge
nur die eine physikalisch sinnvolle Lbsungtya besitzt. Dementsprechend
sind die durch (36) gegebenen integralen ReaktorgrdBen, nimlich
Reaktivitdt ¢, prompte Generationsdauer 1 und effektive Anteile der
verzbgerten.keutronen Bm’ zundchst nur in Verbindung mit einer speziel-
len Eigenfunktion %Eq definiert, was durch den Index q zum Ausdruck
gebracht ist. Wir werden weiter unten diskutieren, in welchem Sinne
durch einen interessanten Entartungseffekt die durch (36) definierten
GrofRen fir mehrere Eigenfunktionen nahezu dieselben sind, so daBl die
Gleichung (38) verschiedene physikalisch sinnvolle LOsungen besitzt
und damit ihre eigentliche Bedeutung als Inhour-Gleichung gewinnt.
Vorher s01l jedoch auf den Hauptpunkt dieses Abschnitts eingegangen

werden.
Wdhrend die Lbsungcgq der Gleichung (38) als Eigenwert der

Gleichungen (33) eindeutig bestimmt ist, und lberdies direkt aus

beobachtbaren GroBen erhalten werden kann, h3ngen die integralen
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Groflen (3%6) von der Wichtungsfunktion*f; ab, und ihre Definition ist
daher in gewissem MaBe willkiirlich. Jede mdgliche Kombination von GrdBen
(36) fiinrt jedoch auf denselben Eigenwertﬁoq und ist daher in sich

konsistent.

Man kann statt von den FluBgleichungen (33) auch von den
adjungierten Gleichungen ausgeéhen, flir die bekanntlichi@q ebenfalls
ein Eigenwert ist: Zur Ableitung der integralen GroBen multipliziert
man mit willgﬁrliéhen Funktionen %i und verfshrt wie oben. Man erhdlt
dann 'adjungierte' GroRen gf, l+, 8" aus Gleichungen der Form (36), wo
lediglich &ie‘?i durch die adjungierten Flﬁsseiﬁz und die Fliisse Py
durch die willkiirlichen %E ersetzt werden. Auch die "adjungierten"
GroBen sind in gewissem MaBe willkiirlich, und natiirlich im allgemeinen
von den GroBen (36) verschieden. Jedoch filhren sie ebenfdls zu einer

Gleichung (38), die die Ldsung ¢ besitzt.

Man kann nun als Wichtungsfunktion Y in (36) den adjungierten
Fluf wghlen, und ebenso den FluB als Wichtungsfunktion in die
Definitionsgleichung der "adjungierten' GroRen ?+, l+, 8" einsetzen.
Dann und nur dann sind offenbar die aus den FluBgleichungen erhaltenen

GroBen ?, 1, B mit den aus den adjungierten erhaltenen identisch.

Wir haben also das Ergebnis: Die GroBen Reaktivitdt, prompte
Generationsdauver und effektive Anteile der verzdgerten Neutronen sind
nicht eindeutig definiert und daher zunichst nicht beobachtbar. Sie
haben im allgemeinen in der Flulbeschreibung und adjungierten Beschreibung
verschiedene Werte. Man kann sie jedoch so definieren, dafl sie in
beiden Beschreibungen identisch sind. Dazu ist in den Gleichungen (36)
die Wichtungsfunktion‘%i gleich dem adjungierten FluB zu setzen. Legt
man sich auf diese Definition fest, dann sind die betrachteten GroRen
im Prinzip beobachtbar. Ubrigens erh&lt dann die Gleichung (35) die
einfache Bedeutung einer Bilanzgleichung fiir den GesamteinflufB. Man
iberzeugt sich leicht, daB die Terme der rechten Seite der Reihe nach

die folgende Bedeutung haben:

EinfluBverlust durch Absorption, Leckage und Moderation,
EinfluBgewinn durch Erzeugung von prompten Spaltneutronen,
EinfluBgewinn durch Erzeugung von Neutronen aus Vorl&uferkernen,
EinfluB&nderung durch Erzeugung von Vorl&uferkernen,

BinfluBverlust durch Zerfall von VorlEuferkernen.
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Die lihke Séite stellt die EinfluBdnderung durch Anderung der Neutronen-

und Vérlduferdiéhten dar.

Der Vollstdndigkeit halber soll hier noch eineé bereits von
Gozani /12/ angestellte Betrachtung iiber den Giiltigkeitsbereich der
Inhour-Gledichuiig (38) angeschbssen werden.

Fir den prompt unterkritischen Reaktor lassen sich die Eigen-
losungen der Multigruppengleichungen (33) wie folgt klassifizieren:
Neben der Grundlosung gibt es "prompte' Oberschwingungen, die im wesent-
lichen spektrale Oberschwingungen sind; sie klingen mit sehr kleinen
Zeitkonstanten ab und sind hdchstens in gepulsten Experimenten meBbar.

Wir wollen uns hier nicht weiter filir sie interessieren.

Daneben gibt es Oberschwingungen, deren (absolute) Eigenwerte
in der GroBenordnung der,%m liegen. Sie beschreiben Ausgleichsvorginge
zwischen den Vorl&duferkonzentrationen. Fir diese Oberschwingungen ist,
wie man leicht sieht, in den ersten Gleichungen (33) der Term auf der
linken Seite vernachléssigbar. Dann hat aber (33) nach Elimination der
Cm die Form der Gleichungen fiir den statischen FluB. Es liegt also
eine "Entartung” vor in dem Sinne, daB beim prompt unterkritischen
Reaktor die Flquerteilungen‘?i flir die 6 ''verzdgerten" Eigen-
schwingungen (bei 6 Gruppen verzdgerter Neutronen) nahezu dieselben
sind, und mit der statischen FluBverteilung libereinstimmen. Man kann
also die integralen GroBen (33) in guter Niherung so definieren, daB
sie fiir alle verzOgerten Eigenschwingungen dieselben sind. Die zuge-
horige Inhour-Gleichung (38) gewinnt dann in dem Sinne erweiterte Be-
deutung, als sechs von ihren LOsungen mit den Eigenwerten der ver-

zogerten Eigenschwingungen lbereinstimmen.

Zu beachten ist, dab die rdumlichenOberschwingungen durchaus
zu den "verzbgerten' gehOren, da sich die rdumliche Verteilung der
Vorldufer nur im ZeitmaBstab der 1/gm ausgleicht. Zu jeder r&umlichen
Oberschwingung der Gleichung fir den statischen Flul gehéren, genau
wie zur Grundschwingung, 6 'verzdgerte' Eigenschwingungen, die sich
durch die Konzentrationen der einzelnen Vorlaufergruppen unter-

scheiden; die zugehdrigen®s's genligen einer Inhour-Gleichung.
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Die letzte LOsung der Gleichung (38) gehdrt zu einer Ober-
schwingung, die die Angleichung des Neutronenflusses an das Niveau
der Vorlduferkonzentrationen beschreibt. Thr Eigenwert liegt in der
GroRenordnung B/1, sie muB also zu den "'prompten'' OberschHwingungen
gerechnet werden. Gozani /12/ hat gezeigt, daB die FluBverteilung
dieser Eigenschwingung in einen D20—Reak§or von der statischen FlufB-
verteilung erheblich abweicht. Wenn man also in die Inhour-Gleichung
(38) Werte der ?, 1, B einsetzt, die mit den statischen Flissen be-~
rechnet wurden, mufl man damit rechnen, daB die groBte Losung der
Inhour-Gleichung von dem Eigenwert des Systems (33) erheblich ab-
weichen kann. Nur im Falle des exakt homogenen, unreflektierten
Reaktors geht die Entartung so weit, daB alle 7 Losungen der Gleichung
(38) Eigenwerte der Gleichungen (33) sind.

Man kann sich das iiber r&umliche Oberschwingungen Gesagte
leicht im Falle von nur einer Flubgruppe und einer Vorliufergruppe
klar machen. Bezeichnet man mit gﬁ(r) die orthogonalen Eigenfunktionen,
dann erhdlt man durch eine leichte Verallgemeinerung der Gleichung

(10, 35, 3) bei Glasstone und Edlund folgendes BErgebnis:

Bei Injektion eines Neutrons zur Zeit t = O wird der FluB

b (r) - f._._l_%_fé___z_ R R ST L N "<p ()P, (2) .+ (39)
(6-p) (8- 9) {

Wird jedoch zur Zeit Null ein Vorlduferkern eingebracht, dann ist der

zeitliche Verlauf des Neutronenflusses gegeben durch

P N Gl b e“)e"it)%’1 (x1) £, (x). (392)
q fq '

Dabei ist ?q die zur Eigenschwingung g gehdrende Reaktivit&dt, &%q und

(gaq sind die reziproken Periocden, die nach Glasstone und Edlund /11/

in guter N8herung durch die Ausdriicke

J B

w =259 _

Mg T B=y ’ 24 1
q §a ]

gegeben sind. Wir interessieren uns nur flir die verzdgerten Eigenwerte,
d.h. die &%q. Je nach der Leckage des Reaktors sind die Oberschwingungen
stark unterkritisch, d.h. die ?O*S sind negativ, und absolut wesent-

&
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lich gréBer als B. Die Eigenwerte Wy

sie sind fir jeden Index q 'verzdgerte" Bigenwerte. Die Koeffizienteéen

ndhern sich dem Wert =3, d.h.

der zugehorigen Eigenschwingungen nehmen mit wachsendem q bei

Injektion eines Neutrons viel stérker ab als bei Injektion eines

Vorlduferkerns.,
8. Anwendung auf das Problem des Reaktivit8tssprunges
a) Allgemeine Formulierung

Die Aufgabe , das Verhalten eines Reaktors nach einem
Reaktivititssprung zu berechnen, filhrt direkt auf die im 6. Abschnitt
formulierte Grundaufgabe, da man die Neutronendichte zur Zeit des
Sprunges als Quelldichte fiir den Reaktor nach dem Sprung auffassen
kann. Die adjungierte Beschreibung liefert eine besonders einfache
allgemeine Formel fiir das Verhalten des Reaktors nach dem Sprung.

Wir werden die allgemeine Formel weiter auswerten fur dem Fall, dab

nur das asymptotische Verhalten interessant ist.

Fir die folgende Formulierung des Problems wird angenommen,
daB der Multigruppenoperator M zur Zeit t = t1 sich sprungartig &ndert,

d.h.
( <
! Mo JCA\T,,1

M(t) = 1{’

M t>t

1 1

wobei Mo und M, zeitunabh8ngig sind. Ferner soll sich der Reaktor

vor t1 auf einer konstanten Periode befinden, d.h. der Neutronen-
fluf ist

- i w t

%b (r,£) =% (r) e © fiir t <ty

wobei ibo(r) der Gleichung

Ly
M P =2 P

o 0o v 0

genligt.
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Dann kann man das Ergebnls einer durch den erkungSquerschnltt

2?(10 bestimmten Messung zur Zeit t2 wie folgt erhalten:

Aus der Gleichung

Lot _ N -
v ! _chkf) N LaJ(tZ 2
bestimmt man ?)+. Dann ist das MeBergebnis nach Formel (26) gegeben

durch
{
R = }idvqb* (r,t.) 8 (0). (40)

Die Quelle S(r) zur Zeit t, ist offenbar die Neutronendichte zur

/I
Zeit t Man erhdlt also den sehr einfachen Ausdruck

10

R = (41)

v

‘] ¢i(r,t1)é(r,t1)
av

\‘.

fiir die durch den Wirkungsguerschnitt ; Ybestimmte Reaktionsrate nach

dem Sprung.

In vielen praktischen Fédllen ist die Zeitdifferenz tp=-t4
so grol, daB man nur den asymptotischen Verlauf von ¢ﬁ zu kennen

braucht. Wir wollen fiir diesen Fall die Gleichung (41) auswerten
und machen dazu explizit die physikalisch plausible Annahme, dafl
FluB3 und adjungierter FluB in einen zur stabilen Periode gehorenden
asymptotischen Anteil und einen transienten Anteil zerlegt werden

konnen. Die asymptotischen Anteile werden

~ L, (t=t,)
p N 1 1
(&2)
_ % (t -t)
1
qggs (r,t) =c¢ %’ (r) e
wobei also ¥, und gﬁ den Gleichungen
az biq Fy ot
(- =+ M1)‘P1 =0 , bzw. (—;-+ M) ¢, =0 : (43)

geniigen. AuBerdem sei die Normierung
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{ @*p
)-—-—-—«-dv_’l (4y)

angenommen .
Nun &ndert sich%§;S nicht, wenn man den MeBR-Wirkungsquer-
schnitt‘Za durch cﬁpi/v ersetzt. Wir schreiben
+ +

Y
Y, ==t S5, (45)

- a v

und erhalten wegen (4k4)

, - o 7 w (t -t )
T I+ A . ; 172 71
;54a<F;S (r,tg)dV = zc c +c j;,Zﬁa~?1 dV4!e .

Da in (41) der asymptotische Wertfigs geschrieben werden kann, ist
die GroBe R fir die beiden MeB~Wirkungsquerschnitte Zja und c+¢§/v

dieselbe. Also mufd

{5 _
i Jfat{)q av = 0

I

sein. Dann folgt aber aus (45) durch Multiplikation mit ¢, und

Integration
{

"= (42 % av. (46)
P4

Damit 1&Bt sich (41) wie folgt schreiben

/ d>(t ) w (t =t )
<« { 1 1 2 1
R = J_Lagaq den—-v————-—dVe . (47)

Diese Gleichung beschreibt das asymptotische Verhalten eines Reaktors

nach einem Reaktivit&tssprung exakt.

Man kann die Gleichung (47) auch erhalten, wenn man annimmt,
daB die Eigenfunktionen von M,I und M1 ein vollstandiges, biorthogonales
System bilden, nach dem man die Flisse entwickeln kann.

Wir wollen jedoch hier nicht diskutieren, unter welchen Voraus-
setzungen die lelsténdigkeit der Eigenfunktionen bewlesen werden kann;
siehe zu diesem Punkt z.B. Friedman /13/. Wir haben es deshalb vorge-

zogen, aur die wesentlich schwichere und physikalisch plausible Annahme

zu machen, daB es asymptotische Fliisse der Form (42) gibt.
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b) Beispiel: Binfallen eines Absorberstabes

Das sogenannte "Rod Drop Experiment', bei dem ein Absorber-
stab in den Reaktor einfdllt, dient zur Messung des Reaktivitdtswertes
von Regelstdben. Wenn man die ReaktivitdtsZnderung als sprungartig
arnimnt, kann man Formel (41) direkt auf die Beschreibung deses
Experlments anwenden. Da dabei die verzogerten Neutronen eine grofe
Rolle spielen, mufBl der Flquektor<P(r) in (41) so erweitert werden,
dafl er neben den Multigruppenfliissen auch die Konzentrationen der
Vorldufer als Komponenten enth#lt. Dasselbe gilt fiir den Vektor *

des adjungierten Flusses.

Fiir den gestOrten Reaktor sind nach (41) die zu den Gleichungen
(33) adjungierten Gleichungen zu 1l0sen. Wir wollen fiir die folgende
Diskussion der Einfachheit halber annehmen, daB die Eigenfunktionen
ein vollstdndiges biorthogonales System bilden. Dann konnen wir die

Losungen entwickeln

v - £ (t,=t)
4 ) o+ a2
&P i(r,t) -{é aqfiq(r)e
(48)
— e (t,-t)
+ 3 + g2
C (r.t) = Z_aqcmq(r)e .
q
Die Endbedingung zur Zeit t2 lautet
Ay v + -
i i(tE) - g-aqqaq =V lgs
(49)
+ Yy \:” 4+ -
Cm(t2) = A.aqcmq 0
Wegen der Orthogonalitatsbeziehung
tl {_r ‘:'.P:r‘l &F‘ ol . -+ ‘{
fav |l 2928 ) o o | =0 fir @, 39 (50)
AR Rl Wt 4

die aus den Gleichungen (33) und den adjungierten Gleichungen leicht
zu beweisen ist, erhZlt man aus den Endbedingungen (49), wenn man noch

die ¢ durch (36a) und die ¢’ durch
mg m

/}\ —
cf = —=& } Y o (51)
maq ,\m—i—gﬁ_yo .. oA JM

ausdriickt, folgende Gleichung fiir die Koeffizienten a,

L
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-
L1 av i op
l/ al 1a¢
a = ' ‘ .
q - B (52)
N 11 (qmpye ¥ Lmmg T
qf SRR ! T (A e
L nt)
Dabei ist
N = y avay, et L)y (53)
q";g ALl iq " Tf3 3o’ 23

und die 1 , go, qu sind nach (36) mit‘fiq als Gewichtsfaktoren zu

bestimmen.

Nun wird das MeBergebnis nach (41)

T 4 - @T . - - w (t,-t,)
R:Za.(dV[iﬂ—gl—g+g_“C+C e d 2 1, (54)
q ?/ | i nq m?J

wobei ¥, , C_ die GroBen des ungestdrten Reaktors sind. C__ kann
io’ Tmo mo
aber ausgedriickt werden durch

Bm(r) bl | 1
C,(r) = Z VZincP. , (55)

3 io

“1

wobei natirlich 4 zum ungestdrten Reaktor gehort. Bm(r) ist Null

fio
zu setzen, wenn an der Stelle r das Spaltisotop, zu dem der Index m

gehort ,nicht vorkommt.

Setzt man nun (51) und (55) in (54) ein,so erhilt man

— — - B 9w (t,=t)
R= Ya n |1 (1op ) ) —mea | Fa2m 6
) %q Voq | Log ™ fog) Zn;;sm»:wq! e (56)

-

in dieser Gleichung ist

N ),(dw r v 0P

0q figq o
L5 / 1 J
und die GrdBen 1, £ , B sind nach (36) die des ungestorten
oq’ Jjog’ “mogq

Reaktors, jedoch gewogen mit der Adjungierten<ﬁg des gestbrten Reaktors.

In der Klammer in (56) riihrt der erste Term, loq (1:%q),
von dem FluBglied in (54) her, der zweite Term stammt vom Vorliufer-
glied in (54). Da wegen der Kleinheit von 1Oq der erste Term vernach-
lassigbar ist, folgt, daBl flir das betrachtete Problem nur die Kopplung

durch die Vorliufer, nicht aber die durch den FluB, eine Rolle spielt.
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Da nur das verzdgerte Verhalten interessant ist, vernach-
ldssigen wir den ersten Term in (56) und das entsprechende Glied in
(52) und erhalten, wenn wir noch Noo/Nq etwas umformen, filir das MeB-

L

ergebnis den Ausdruck

. ‘ mo
+ & . ”e_a_&_

V- At w (to=t,)
dVZZ,.‘+ —m 9 92T (59)
1

Z. A il 2
(.‘\m .A,q)

Dabeiist die folgende Normierung der Eigenfunktionen

+
[ RETCLEY
lav /. —ﬂ;-—~=1
i i
angenommen .

Nun wurde in Abschnitt 7 erlZutert, daB man die verzdgerten
Eigenschwingungen in Gruppen mit derselben Ortsabhingigkeit zusammen-
fassen kann. Sei nun q der Index der Ortsfunktion, und < (n=1...6)

1

die zur Funktion ?q(r) gehOrenden verzdgerten Eigenwerte. Dann wird

8
L e (t,-t,)
T 6 A+ o (t,-t
\ -4 L
R-)a 3y Lmfm o fant2T (58)
94 Tqa o~ B A
q n=1 T mg " m
w (v )°
m /\m‘["'-é-)qn
mit
+ ¢
1 £ T L 4] a—
. g 4§ . ) Figfio (.. Y s . (=
A =e— AV /) = AV / 2 _.¥. - (59)
4 loq / I Vi J i at "9
In Spezialfall einer FluBgruppe und einer Vorldufergruppe wird
AP
< lq a / ;] 5‘%? (tz-tﬁ)
- g | e by 5 e - .
R Ll s deqc_fO}dVg;a‘;qe 3q (60)
9 oq 2q J

Das Brgebnis (58) ist eine sehr gute Ndherung, da nur
"prompte" Terme vernachldssigt wurden. Fiir praktische Rechnungen wird
man sich jedoch in (58) mit der rdumlichen Grundschwingung begniigen
und den EinfluB hdherer Terme aus (60) abschitzen. Der Term (B—g&)-1
in (60) deutet darauf hin, daB nur die Kopplung durch die Vorlaufer-

konzentration wichtig ist, vergl. Gleichung (39a).
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| In der pﬁnk#kinetischen Néherung wird A, = R(tq),
A2 = A5 = ++s = 0. Unser Ergebnis untérscheidet sich dadurch von dem
punktkinetischen, dall von der Dichte ?Z/V nur die Komponente in Richtung
xﬁj zur Geltung kommt, und daB der Faktor 1/1 o auftritt. Ein &hnliches
Ergebnis wirde von P. Schmid /14/ auf der Genfer Konfererz 1958 ange-

geben,

Wenn nur die rdumliche Grundschwingung eine Rolle spielt,
kann man die Reaktivit#t durch Extrapolation des gemessehen langsam
abfallenden Neutronenflusses gegen t1 bestimmen. Man erh#lt dann nach

(60) aus der Gleichung

1 ‘P1¢a/
o 'i—; {dV ;,——gjdvzaﬁ
1 - 7= Z (61)

R(tz)/t2-> t,

direkt die Reaktivitdt.

9. Ableitung einer Stdrungsformel fiir Reaktionsraten

Wehrend die Storungstheorie in der Reaktorphysik seit langem
dazu verwendet wird, kleine Anderungen im(Multiplikationsfaktor zu
berechnen, wurde die allgemeinere Aufgabe, eine Storungsformel zur
Berechnung von Reaktionsraten zu entwickeln, erst in einer im Jahre
1964 verSffentlichten Arbeit von Usachev /10/ behandelt. In der zitierten
Arbeit wird im wesentlichen eine storungstheoretische Berechnung von
Brutraten als Funktion des Abbrandes angestrebt. Dazu wird eine Methode
entwickelt, die in der sukzessiven Berechnung von EinfluBfunktionen
besteht, die zur Absorption in verschiedenen Neutronengenerationen

gehoren.,

Wir wollen in diesem Abschnitt zeigen, daB man aus der in
Abschnitt 6 angegebenen ‘'gemischten Beschreibung” direkt eine Stdrungs-
formel flir die Reaktionsraten erhilt, wenn man beachtet, daB die be=-
obachtbare GrdBRe bei Anderungen des Flusses und der Adjungierten stationdr
ist. Da wir, wie auch in Abschnitt 6, stets ein zeitabhingiges Problem

mit gegebener Quellverteilung im Auge haben, ist es sinnvoll, von
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absoluten Reaktionsraten zu sprechen. Dagegen arbeitet Usachev mit
der zeitunabhingigen kritischen Gleichung, so daB fiir ilin nur Reaktions=-

ratenverhdltnisse eine physikalische Bedeutung haben.

Wir gehen aus von der Formel (27), die fiir einen Reaktor mit
Quelle zur Zeit t1 und Messung zur Zeit t2 das MeBergebnis darstellt.
Nun wird angenommen, dafl sich die Daten des Reaktors nur wenig von denen
eines bekannten ("'ungestorten”) Reaktors unterscheiden; das gleiche
gilt fiir die Quelle und flir den Wirkungsquerschnitt des MeBprozesses,

so daf

M M v M
S S +58
o]

g 7 Zao +”’“S’La'

i

Die Formel (27) lautet dann

t,+E

2" ~
. f LS55 ). & 5+ - -
R= dtjdvg(zaorSLa)f(tz-t)f+#> (SO+SS)J(t t,)
tq-g 2
i At 141t ]
_{av s (qv & {
-Edvcfagﬁ(ta) + )\dvgp (t)) Js
tz'i-c ) —
|« ; + L+ 1
- dtJdV 1S SC,-)P e dPs_Se-t) + ¢ (s S P
£l L
a
T R K MR- (62)

Da nun der letzte Term bei Anderungen von ?}und ¢’+ stationdr ist,
gndert sich R nur um GroBen 2. Ordnung, wenn man i3und éﬁ durch die
ungestorten Werte ersetzt. Zieht man von (62) noch das ungestdrte RO
ab, und beachtet, daf innerhalb der Genauigkeit der ersten Ordnung auch
in den ersten beiden Termen von (62) die ungestorten Fliisse geschrieben

werden konnen, dann erhdlt man



R = de ST, P, () + j{dvcfsz (t,)d 8

t2+5 )
L+
+ //( dtJdVg:cooM 350 . (63)
tq-g
Damit ist die Storungsformel fiir die durch den Wirkungsquerschnitt

E:a gekennzeichnete Reaktion in allgemeiner Form gefunden.

Fliir den Fall, daB sowhl der gestorte als auch der unge-
storte Reaktor kritisch sind, und daB beide mit der gleichen Spaltrate

laufen, 1l8Bt sich die Formel noch etwas weiter auswerten.

Dazu w&dhlen wir t2-t1 so groB, daB nach diesem Zeitintervall
alle Transienten abgeklungen sind, und nehmen die Quellen S und SO
proportional zu den sﬁationéren Fliissen # und éﬁ an. Dann sind offenbar
nach Gleichung (21) ?’und<§o filr t> t, zeitlich konstant. AuBerdem
Seizﬁz,as die auf die genannte asymptotische Spaltrate im ungestorten
Reaktor bezogene Adjungierte, die natiiriich ebenfalls zeitlich konstant
ist. Da die Spaltrate in beiden Reaktoren gleich sein soll, muf die

Beziehung

de - Ss =0 | (64)

o,as

gelten. Man zerlegt nun<#:(t) in einen asymptotischen und einen

transienten Anteil

P () = \bL gl () | (65 |

0,as

und beachtet, daB wegen der obigen Bedingung<#;§t1) vernachlidssigt

werden kann.

Mit diesen Annahmen wird aus (63)

to+ &
2 Lol

R = )dva’za@#o + j dtj av A¢] o+ (£)) Su ¢ . (66)
t,-¢

1
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Man wird der Term mit ?; as umgeformt. Da fiir t1<t<t2 beide Reaktoren
b
kritisch sind, also M#5= 0 und Mo¢5 = 0 gilt, hat man

Sud - - (M +dmg = - u JP

)
wenn GréBen 2. Ordnung vernachlissigt werden.

Damit wird

t2+£ t2+£
(o
f at (dV,\qSZ’achM'{EO - dtj‘dv,\¢;’as M_d P
t,!-g_ tq-ﬁ
t2+g

co o as favaddurat o
=~ | dt)dV,«\:X&}DMocf,o,as_O
t-e

Die endgliltige Formel wird dann
t2+5

4 e . { [ j Iy {
R = dev In o)+ dtJdV ¢t () dud, (67)
e t -
17

Wie zu erwarten war, ist dieser Ausdruck unabhéngig von dem Zeit-

intervall t2-t1 sobald es so grofl ist, daRl die Transienten abklingen.

Es ist interessant, unser Ergebnis (67) mit dem von Usachev
/10/ zu vergleicken. Obwohl es nicht auf den ersten Blick erkennbar
ist, sind natiirlich beide Methoden mathematisch Hguivalent. Unsere
Darstellung {(67) hat sicher den Vorteil, daB sie einfach und iiber-
sichtlich ist. Sie ist jedoch als Ausgangspunkt fiir numerische Rechnungen

nicht geeignet, da die Berechnung von?ﬁJr sicher langwierig und um-

st8ndlich ist. Dagegen ist der von Usacggv /10/ vorgeschlagene Formalismus,
der zwar au lick etwas schwerfdllig erscheint, fiir
numerische Rechnungen gut geeignet, da er vollig analog zu der bekannten
Methode der Quelliteration aufgebaut ist. Man kann daher die vorhandenen
Rechenporgramme fiir Multigruppen-Diffusionsrechnung direkt oder nit

geringen Bnderungen flir die Usachev'sche Methode verwenden.
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