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Zusammenfassung

Es wird versucht, einen Uberblick {iber die Probleme
und den Stand der Technik von hydrodynamischen Gleit-
lagern von Turbomaschinen in der Reaktortechnik zu
geben, sowelt sie mit Reaktorkreislaufmedien geringer
Viskositédt geschmiert werden.

Nach einem Vergleich der physikalischen Daten der bei
den Schnellen Brutreaktoren konkurrierenden Kihlmedien
Natrium, Wasser und Helium mit einem konventionellen
Turbinenschmiersl, folgt ein Uberblick iiber die Theorie
und Versuchsergebnisse von zylindrischen Radiallagern
und von Axiallagern mit laminarer, hydrodynamischer
Schmierung.

Zwel weitere Kapitel sind theoretischen und experimen-
tellen Arbeiten iiber selbsterregte Schwingungen und
Lagerbauarten erhdShter Stabilitét gewidmet.

Es schliesst sich ein Kapitel {iber turbulente Lager-
strémung an, in dem ausfiihrlich auf die Theorie und
Versuchs~- und Rechenergebnisse von Radial- und Axial-
lagern mit turbulenter Strdémung eingegangen wird.



I. Einleitung

Die hohe Leistungsdichte moderner Reaktoren erfordert
zur Abfihrung der grossen Wirmemengen aus dem Reaktor-
core Unwalzaggregate in Form von Turbogeblisen bei
Helium-, Dampf- oder COZ-Kﬁhlung und von Pumpen bei
Kiihlung mit fliissigen Metallen wie z.B. Natrium. Diese
Aggregate stellen gewissermassen das Herz des Reaktor-
kreislaufes dar und verlangen deshalb nach besonders
hoher Betriebssicherheit bei hoher spezifischer Lei-

stung.

Aus Sicherheitsgriinden werden die Umw&lzaggregate inner-
halb des Containments angeordnet oder bei Vorhandensein
eines Druckbehdlters an diesen angeflanscht. Die Aggre-
gaté kommen also mit radioaktiven Substanzen in Berih-
rung oder sind der Strahlung direkt ausgesetzt. Aggre-
gate mit Slgeschmierten Lagern kommen also ksum in Frage,
da sich 01 unter dem Einfluss der Strahlung zersetzt

und auch komplizierte Abdichtsysteme erfordert. Die
Konsequenz daraus ist, die Lager der Umwidlzaggregate

mit einem der Kreislaufmedien selbst zu schmieren.

Bei Natriumkiihlung kommt nur Fliissignatrium als Schmier-
mittel in Frage, bei Dampfkiihlung Kondensat oder Dampf
und bei Heliumkiihlung Gaslagerung mit Helium oder Was-
serlagerung. Lagerungen von Turboaggregaten, die mit
Flissignatrium, auch anderen Alkalimetallen und Wasser
betrieben werden, sind bereits ausgefiihrt und werden
bei niedrigen und mittleren Umfangsgeschwindigkeiten
erfolgreich betrieben. Gaslagerung ist bisher nur bei
relativ kleinen Maschinen angewendet worden, da die
Tragfdhigkeit, Steifigkeit und Dampfung wegen der sehr
geringen dynamischen Zéhigkeit gering ist. Dampfschmie-
rung ist wegen der zusdtzlichen Probleme durch den
moglichen Phasenwechsel bisher noch nicht verwendet



worden. Die Vorteile der Gas- oder Dampflagerung be-
stiinden darin, dass die Lager auf dem selben Temperatur-
niveau wie die anderen Teile der Maschine arbeiten konn-
ten und die Reibungsverluste sehr gering wiren.

Mitentscheidend fiir die Wahl des Schmiermittels ist
auch die Art des Antriebes der Umw8lzaggregate. Da die-
se fast immer mit Drehzahlen weit iiber 3000 bzw. 3600
U/min betrieben werden miissen, sind elektromotorische
Antriebe unglinstig, da sie entweder ein zus&dtzliches
Getriebe oder einen zusitzlichen Schnellfrequenzgenera-
tor erfordern und deshalb auf kleinere Leistungen be-
schrdnkt bleiben. Bei Dampf- und bei Heliumkiihlung
wird man bei grdosseren Leistungen auf alle Fidlle eine
Turbine fiir den Antrieb des Gebldses verwenden, deren
Lager mit Wasserschmierung ausgeriistet werden konnen
[1], [2]. Da bei Heliumkiihlung vorerst noch ein sekun-
dédrer Dampfkreislauf vorgesehen ist, kann ein Teil die-
des Dampfes die Gebliseturbine antreiben (z.B. HTGR-
Projekt).

Wasser und die fliissigen Alkalimetalle haben den Nach-
teil, dass sie in dem zur Anwendung kommenden Tempera-
turbereich eine relativ geringe dynamische Viskositédt
aufweisen, die gegeniiber der von konventionellem Tur-
binendl je nach Temperatur um eine bis zweil Zehnérpo-
tenzen niedriger liegt, wodurch die Belastbarkeit der
Lager entsprechend herabgesetzt wird. Ausreichende Re-
serve an Tragfdhigkeit ist besonders fiir die hoch be-
lasteten Axiallager wichtig, ab auc i 2adi
lager, weil bei Verschlechterung des urspriinglichen
Wuchtzustandes eine umlaufende Last entsteht, die noch
ohne Beriihrung von Welle und Lagerschale aufgenommen
werden muss. ’ '



Da die Laufer relativ leicht sind und die Wellen oft
vertikal angeordnet werden, ist die #Hussere statische
Belastung der Radiallager gering bzw. fehlt im lebzte-
ren Fall. Es miissen deshalb zur Vermeidung der sog.
selbsterregten Schwingungen, die auf den Schmierfilm
zuriickzufiibren sind, Lager mit besonderen Profilen in
der Bohrung verwendet werden.

In engem Zusammenhang mit der Tragkraftreserve eines
Radisllagers stehen die Dampfungs- und Federungseigen-
schaften des Schmierfilms. Insbesondere letztere haben
sehr grossen Einfluss auf die Lage der kritischen Dreh-

el ~m
zahlen.

Ein Problem, das bei dlgeschmierten Lagern nur in Ex-
tremfédllen eine Rolle spielt, ist bei Schmierung mit
Wasser oder Fliissignatrium schon bei relativ geringen
Umfangsgeschwindigkeiten akut. Es ist das Auftreten

von Turbulenz im Schmierspalt aufgrund der sehr niedri-
gen kinematischen Viskositdt dieser Schmiermittel, die
relativ hohe Reynoldszahlen zur Folge hat. Daraus re-
sultiert eine Erhohung der Reibungsleistung, die bei ho-
hen Drehzahlen das 20-fache der Reibleistung erreichen
kann, die bei laminarer Strdmung vorhanden wére.

Wegen der geringen Zdhigkeit des Wassers und der Filiis-
sigmetalle entstehen noch diinnere Schmierfilme als bei
01, wodurch die Anforderungen an deren Reinheit und an
die Masshaltigkeit und Oberflédchengiite der Lagerfléachen

v
rhéht werden.

Die Wahl der Lagermaterialien wird vor allem durch Ver-
schleiss- und Korrosionswiderstand bestimmt. Weiche La-
gerwerkstoffe, in die sich Schmutzteilchen einbetten

kOnnen und die durch Einlaufen ihre Oberfléchenglite und
geometrische Form verbessern, haben sich bei Schmierung
mit Wasser und Fliissigmetallen nicht bewdhrt. Es kommen



nur harte Werkstoffe in Frage und die Lager miissen schon
von Anfang an hohe Form- und Oberfl&chengiite aufweisen.

Da Unwdlzpumpen fir fliissiges Natrium auf einem Tempera-
turniveau von ungefdhr 400 ©C arbeiten, liegt die Z#hig-
keit des L.agerschmiermittels im selben Bereich wie bei
einem wassergeschmierten Dampfumwidlzgeblidse, wo die
Wassereintrittstemperatur 100 bis 150 ©C betragen diirfte.
Damit sind die Probleme besziiglich der Tragkraft und Sta-
bilitdt die gleichen. Dariiber hinaus sind auch die spe-
zifischen Gewichte von Wasser und Natrium wenig verschie-
den, so dass auch die Reynoldszahlen in der gleichen
Grossenordnung liegen. Die Probleme der Tragfidhigkeit,
Stabilitdt, Feder~- und Dampfungseigenschaften und der
Turbulenz konnen also bei Natriumlagern durch Versuche
mit Wasser als Schmiermittel untersucht werden.

Neben den bereits genannten Griinden, die ein Abgehen von
der Ollagerung notwendig machen, bietet die Schmierung
mit dem Kreislsufmedium weitere Vorteile. Es entfallen
nicht nur die komplizierten Abdichtungssysteme mit Sperr-
gas, sondern es kdnnen auch die Hilfsaggregate fiir die
Olschmierung eingespart werden. Dariiber hinaus werden die
Maschinen kiirzer, leichter und weniger platzraubend. Ein
weliterer Vorteil ist die geringere Reibleistung gegeniliber
der Ollagerung. Die schwierige Abscheidung von Olnebel
aus dem Sperrgas und die Gefahr der Verunreinigung des
Kreislaufmediums durch Ol entfdllt.

i
1] Shapiro, W.: "Water-Lubricated Thrust Bearings
for a Helium Circulator”. Aus "Bearing and Seal
Design in Nuclear Power Machinery"
Conf. - 670 601, Juni 1967, S. 140/167

[2] Sternlicht, B.; Schwarz, H. und S. Luchter:
"Process Fluid Lubricated Turbomachinery in
Nuclear Applications"

Conf. -~ 670 601, S. 1/22



IT. Vergleich der gh;sikalischen Eigenschaften von 51!
Natrium, Wasser und Helium.

Zum leichteren Verstandnis der speziellen Probleme
der Schmierung mit Kreislaufmedien geringer Z&hig-
keit werden im Folgenden die physikalischen Eigen-
schaften von einem Turbinendél mit 4,25 OE/50 0C, von
Natrium, Wasser und Helium miteinander verglichen.
Turbinendl ist dabei ein Beispiel fiir ein konventio-
nelles Schmiermittel, Natrium und Wasser fiir ein
fliissiges Schmiermittel geringer Zihigkeit und Helium
fiir die Gaslagerung (Tabelle 1).

1. Dynamische Viskositdt

Die dynamische Viskositédt (Zahigkeit) ist die wich-
tigste Eigenschaft und physikalische Gr8sse eines
Schmiermittels. Sie ist eine der Haupteinfluss-
grossen fiir die Tragkraft, die Federzahlen und die
Démpfungskonstanten der Lager. Im deutschen Schrift-
tun wird sie meistens mit n bezeichnet. Sie ist nur
sehr schwach vom Druck abhdngig, solange sich der
Aggregatzustand nicht &ndert, aber sehr stark von
der Temperatur. Folgende Einheiten sind gebr&uchlich:
im technischen Mass-System kp-s/me, im physikalischen
Poise (P) bzw. Zentipoise (cP), im angelsdchsischen
Reyn bzw. Mikroreyn. Die Umrechnung geht aus fol-
genden Beziehungen hervor:

it

1 P=1dyn-s/em® 1 Reyn = 1 1bes/in°

lO6 Mikroreyn

]

1 kpes/m® = 0,981-10% ¢P = 1422 Mikroreyn



2e

Wie gross die Unterschiede in den dynamischen Vis-—
kositdten der einzelnen Medien sind, wird am besten
veranschaulicht, wenn man ihre Werte zueinander

ins Verhdltnis setzt. Fiir Wasser wurden die Werte
bei 100 ata als mittlere Werte verwendet. Es gilt
fiir verschiedene Temperaturen:

O¢. o ®
20 “C: M W01 ° MHe

Oa. . . . = . . .
100 “C: My 2 Ma © "1 ° "He = 1:2,4: 22,7 : 0,0814

(]
—

158,3 : 0,0195

160 ©¢C: Ty * Mo P 91 ¢ Mge = 1 ¢ 2,94 : 15,8 : 0,147

Bei 20 °C liegt die dynamische Viskositédt der drei
Vergleichsmedien Wasser, 01 und Helium um jeweils 2
Zehnerpotenzen auseinander, bei 160 ©C nur noch um
1 Zehnerpotenz. Die Abnahme der dynamischen Z&hig-
keit ist bei Wasser nicht ganz so gross wie bei 0Ol.
Bei 160 ©C betrdgt sie bei dem gewdhlten Turbinendl
nur noch 1/57 des Wertes bei 20 °C, bei Wasser von
160 °C dagegen immerhin noch 1/5,7 des Wertes bei
20 ©¢C.

Kinematische Viskositédt

Die kinematische Viskositdt v ist als das das Verhdlt-
nis der dynamischen Viskosit&t zur Dichte definiert:

V'=n/p

Von den vier einander gegeniibergestellten Medien ist
die kinematische Zahigkeit bei Wasser am kleinsten.
Helium hat wegen seiner geringen Dichte eine verhdlt-
nisméssig hohe kinematische Z#higkeit, die ab =~ 30 °C
schon hdher als die des Turbinendls ist.



20 ©¢C: Vy: V1t Ve =1 : 181,7 : 120,7

100 ©C: Vy: VH& 2V gL YV ge T 1 : 2,48 : 26,45 : 617
o] - . . = . . . »

160 ©C VU : VNa V81 'Y He 1: 5,7 : 18,2 : 1228

Die Verhdltniszahlen der kinematischen Viskositédten
der verschiedenen verglichenen Medien wie auch ihre
Abh&ngigkeit von der Temperatur liegen, mit Ausnahme
des Heliums, sehr nahe bei denen der dynamischen Vis-
kositédten.

Die Einheiten der kinematischen Viskositdt sind im
technischen Mass-System mg/s, im physikalischen
Stokes (St) bzw. Zentistokes (cSt). Daneben sind,
nach den entsprechenden Messverfahren benannt, im
Handel noch weitere Einheiten in Gebrauch; in
Deutschland der Englergrad (E), in Amerika die
Saybolt-Universal-Viskositdt (SUV) oder Saybolt-Se-
kunde (SUS) und in England die Redwood-Sekunde (R).
Der Zusammenhang ist durch folgende Beziehungen ge-
geben:

18t = 100 ¢St 1 oSt = 1070 n%/s

= 7,60 « E + (1 -35) in oSt
E

Flir Sayboltsekunden und Redwoodsekunden ist der Zu~
sammenhang mit ¢St in Jjedem Fachbuch in Diagramm-
oder Nomogrammform zu finden. Mathematische Beziehun-
gen werden wegen der starken Abweichungen nicht ange-
geben. (Siehe [2]. S. 23).
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Tabelle 1l: Physikslische Daten von {1, Natrium, Wasser und Helium
Entnommen aus [1], [2], [3] und [4]

Medium 01 Na Wasser Helium
physik. |Temp:] 1 ava| 1 ata | 1 ata | 50 ata | 100 ata | 150 ata | 200 ata 1 50
20 | 16147 | fest | 102 102 102 102 102 1,99 | 1,99
40 | 5080 n 66,6 | 66,6 66,6 66,6 66,6 2008 | 2.08
B0 | BB ¢ | 2| e | e | 2 | e | 2R | 2R
1050 | 100 | ‘&38| e0.6 | 2| 288 | 29% 29:1 2912 2136 | 2236
120 428 | 63.1 1,30 | 2u.3 iy 2i.6 2407 2045 | 25
2
we/m | 180zl Sp | L3R 20,8 | 20,8 | 20,9 | 2O | 2.5k | 2.5
180 49,2 | 1,55 | 15,7 | 15,9 15,9 16,0 2,72 | 272
IEE AR RN R BN
400 28,4 249 | 2152 : : : 3764 | 3.64
500 24,4 2,89 2,93 2,98 3,04 3,13 4,00 4,00
600 21,6 3,31 | 3,3 3,38 3,43 3,50 4,33 | 4,33
R I IR
60 | 25.0 n 0,479 | o.481 | 0,481 0,481 0,480 149.0 | 2.98
80 | 13.1 u 0,36 0,368 | 0,268 0,368 0. %68 166,1 | 3,32
105w 1001 7821 90730 | £50iS 99222 0,297 °’2g§ 0'528 185*% 3'66§
: 6 : : 01254 oo2 0,255 200 500
22/s 10 | a200| 062 | 26108 | 0219 | 0220 0,551 0,221 218.3 | 4,26
160 3,53 | 0,57 28,98 0,193 0,194 0,195 0,196 228,1 | 4,76
180 0,53 | 32,20 | 0,174 | 0.176 0,175 0,176 261.3 | 5,125
200 0,58 35,84 | 0.1 0,160 0,160 0,162 ggg,s 5153
300 0.5 5401 '61922‘ 0,12 2 R X
B00 0,33 | 76,6 1,46 6&% 0527 509,3 | 10,2
500 0,29 | 103,0 | 2,008 | 0,978 0,635 0,465 643,5 | 12,9
600 0,26 | 123,53 | 2,627 | 1,29 0,854 0.636 786 15,7
20 | 867 968,4 | 998,4 | 1000,5| 1002,7 | 100%4,9 | 1007,0 | 0,161 | 8,05
20 | 856 | 9642 | 9923 | 994,4 | 996,5° | 9%,8 | 1000,7 | 0151 | 7.5
818 |22 &) Be) By B2t 08
p-e® | 100 | 823 | 928’ » 960,3 | 962,6 | 964.9 967.1 | 0.1%6 | 6
3 120 | 811 922 0546 | ou5.1 | 947.6 950.0 952.4 | 01120 | 6
e \NE |G e s 26| g | g S
180 %07,5 | o.492 | 889.4 | 892.6 895,7 898.8 | 0,104 | 5
200 903%,5 | 0,451 867,1 870,7 874 % 877,7 0,100 | 4
ALl R O |
500 829 0,275 | 14.32 | 29.87 47,0 66.0 0,061 | 3
600 805 0,2435 | 12,49 S 39,4 54,0 0,054 | 2
20 | 0,448 1,000 0,997 0,9% 0,989 0,985 1,242
40 | 0,470 0,999 | 0,99 | 0,993 0,990 0,987 n
60 | 0,492 4998 0,996 0,994 0,991 0,989 n
80 | 0,514 1,002 0,998 0,997 0,99 0,993 "
op 100 | 0,536 | 0,331 |70,55% | 1,004 | 1,002 0,999 0,997 "
120 | 0,558 | 0.328 | 0,482 | 1,011 | 1,008 1.006 1,003 n
keal/kgk| 140 | 0,569 | 0,326 | 0,469 | 1,020 | 1,016 1,013 1,010 "
160 | 0,604 | 0,324 | 0,468 | 1,032 | 1.028 1,024 1,021 n
180 0,322 | 0,468 | 1.088 | 1,043 1,034 1034 n
200 0,520 | 0,470 | 1,068 | 1,062 1,056 1,051 n
300 01512 | 0,480 | OG5~ | 1.361 11311 12272 "
400 0,306 | o408 | 0583 | TOVH3% | T | T m
500 0,302 | 0,509 0,556 0,611 0,683 0,777 "
600 0,300 | 0,526 | 0,554 | 0,584 0,617 0.655 n
20 0,515 | 0,517 | 0,518 0,520 0,522 0,133
40 0,545 | 0,547 | 0,549 | 0,551 | 0,554 | 0,138
60 0,567 0,569 0,571 0,572 0,575 0,143
80 | ~0,12 0.681 | 0.582 | 0.584 0.586 0,589 0,147
A 100 73,8 » 0,590 0,592 0,594 0,597 0,1525
w 120 73,0 | 0,0220| 0,593 | 0.596 0,599 0,602 0,157
o 18|28 888 8881 B | B2 | B8 | B
180 70.4 | 0.0273| 0.584 | 0.588 0,591 0,5% 0.171
200 6212 | 020580 | O:8hmm| 025k | o7 | Oldss | oide
* L v v
400 61.2 | o,0485| 0.0 St : 0,219
500 57.2 | 0,0500| 0,0630| 0.0680 | 0,0730 | 0,0790 | 0.24
600 52,9 | 0,0705| o0,0780| 0,0777 | 0,0820 | 0,0870 | 0,26




3. Spezifische Wirme

Der Einfluss der Temperatur auf die spezifische
Warme cP ist bei Wasser, Helium und Natrium sehr
gering, nur bei Wasserdampf und 01 ist er auch bei
lberschlédgigen Rechnungen nicht mehr zu vernach-
ldssigen. Die Abhdngigkeit der spezifischen Warme
des Wassers vom Druck ist vernachlidssigbar gering.
Die Anderungen betragen nur maximal ¥ 3 %o im er-
fassten Bereich.

Die spezifische Wéadrme ist bei Helium mit 1,242

kcal/kp K am grossten. Es folgen Wasser mit

ca. 1,000 kecal/kp-K, Turbinendl mit 0,45 bis
0,60 und Natrium mit 0,32 bis 0,33.

Hohe spezifische Warme ist gerade bei hohen Um-
fangsgeschwindigkeiten wegen der hohen Reiblei-
stung winschenswert, da bei Annahme der gleichen
im Schmierspalt entstandenen Wdrmemenge die Er-
wirmung des Ols umgekehrt proportional zu cP ist.
Geringere Temperaturerhdhung des Schmiermittels
bedeutet geringeren Zahigkeitsabfall und damit
Erhdhung der Tragfahigkeit.

WarmeleitvermOgen

Hohe Wdrmeleitzahlen wirken in der selben Richtung
wie hohe spezifische Wiarmekapazitat. Wenn auch bei
hohen Umfangsgeschwindigkeiten der Anteil der an
die Lagerschale abgegebenen Warmemenge an der ge-
samten Reibungswirme gering ist, so ist sie doch
nicht so unwesentlich fiir den Austausch der Warme
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im Schmierfilm, zumel wenn man bedenkt, dass in
den Schmiertaschen nicht die ganze schon im vor-
herigen Schmierkeil erwdrmte Schmiermittelmenge
durch frisches Schmiermittel ersetzt wird.

Vergleicht man die Werte der Tabelle, so f&llt
auf, dass Natrium mit Kw nax = 73,8 kcal/m-h-K
ein extrem hohes Wdrmeleitvermdgen hat. Es folgt
in weitem Abstand Wasser mit ca. 0,5 bis 0,6
kcal/m-h-K., Die Warmeleitzahl von 01 ist sehr
niedrig, nur 1/4 bis 1/5 trotz nur wenig niedriger
Dichte. Die niedrigen Werte bei Dampf und Helium
sind, soweit es die Anforderungen als Schmier-
mittel betrifft, nicht gravierend, da die dyna-
mische Z&higkeit gering ist und damit die Reibungs-
wérme niedrig bleibt.

Literatur

[1] VDI-Wasserdampftafeln, 6. Auflage, Ausgabe A,
Springer-Verlag und Oldenburg-Verlag 1963

[2] Vogelpohl, G. "Betriebssichere Gleitlager"
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[4] Franze: "Zusammenstellung technisch wich-
tiger Stoffwerte und thermodynamische Zu-
standsgrossen"
P8B-Bericht Nr. 57 vom 29.1.63
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IIT. Zylindrische, hydrocdynamische Radiallager mit laminarer
Stromung -

1. Reynoldssche Differentialgleichung

Reynolds [1] ging von den Navier-Stokesschen Differen-
tialgleichungen aus, die fiir inkompressible Strémung
mit konstanter Zdhigkeit n wie folgt lauten:

(1)

Ju Ju du Juy _ J an 2y . 9%
AR RS T ARE REES AN v A A w2

Iv v dv vy _ Pv Py Py
p<‘9‘f+ué§+V?‘§+WE>“Ky’7§+"<";2+—"ayz+aze

dw ow w Iw d P Py 9%

4’4 (a4 g¥y - x -
pGgrugx*V gy v VW 3z) 55 + (ax2 + ayZ + 252
Ausserdem gilt die Kontinuitdtsgleichung
d

Reynolds zeigte nun, dass man die Tridgheitsglieder und
die Schwereglieder bei der Schmierspaltstromung vernach-
ldssigen kann, womit man folgende Bewegungsgleichungen
erhdlt

(3)




- 12 =

u, v, w sind dabei die Geschwindigkeitskomponenten in
¥, y- und z-Richtung, p der statische Druck und n die
dynamische Zahigkeit. Da es sich beim Schmierspalt
immer um eine diinne Fliissigkeitsschicht zwischen nahe-
zu parallelen Fldchen handelt, deren Kriimmungsradien
gross gegeniiber der Schichtdicke sind, ist v immer
klein gegen u und w, und die Verdnderungen von u und
w in den Richtungen x und z sind klein gegen ihre
Inderungen in der y-Richtung, wenn x in Richtung der
Relativbewegung der einen Flache weist, y senkrecht
auf den Flachen und z senkrecht zu x und y steht.

e
dide W

y
22y
572~ ° )

=3
L]
WV
o4
h®
t
WD
N

Da #p/dx und 9p/9z nicht von y abhingen, k&nnen diese
Gleichungen sofort integriert werden, wobei folgende
Grenzbedingungen gelten:

0 und

it

Bei y

O ist u = Ul’ v=20,w

h ist u = Upy v=V, w=0

beli y

Durch Integration der Gleichungen (4) erh#dlt man

1 4 2 h-
u=-2—ﬁ-5§(y -h.y)+Ul_Tll+U2.%
v=V-4Z (5)

w=§%g§(ye-h'y)
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Bildet man die entsprechenden Ableitungen und setzt
diese in die Kontinuit8tsgleichung (2) ein, so resul-
tiert eine Gleichung der Form

2R+ 2 W3R 6. + U ER s 1207 (6)

Dies ist die allgemeine von Reynolds abgeleitete Glei-
chung, die im Falle des stationiren Betriebes (V = 0)
und, wenn eine Gleitfl&@che in Ruhe ist (U2 = 0, U; = 1),
die bekanntere Form

9 ;A QD\ 9 7 5 9'[)\ -r 9 79N
7x ‘BT 5%/ * 3z (B 5zl = Ol N
annimmt.

2. Unendlich breites zylindrisches Radiallager

Da spdter bei der theoretischen Behandlung der turbu-
lenten Stromung immer wieder das unendlich breite La-
ger, auch Lager ohne Seitenfluss genannt, zum Vergleich
herangezogen wird und auch bei laminarer Strémung einen
interessanten Grenzfall darstellt, wird im Folgenden
zundchst auf diesen Sonderfall eingegangen.

2.1 Unendlich breites 360°-Lager

2.1.1 Geschlossene LOsung von Sommerfeld
Sommerfeld [2] leitet die Reynoldssche Differential-
gleichung fiir den Fall des unendlich breiten Lagers
durch eine vereinfachte Betrachtung eines Volumen-
elementes des Schmierfilms her, wobei er die glei-
chen vereinfachenden Annahmen wie Reynolds macht, und
erhdlt
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£ 0282 - oav ©

Da h nur eine Funktion von x ist, ladsst sich die-
se Gleichung leicht integrieren

i

24P _c...70 .
h dx-6nU h+C

Den Wert fiir C erh&dlt man, wenn man dp. /dx = O
setzt:

g *

C=-6.7+T+h

h:, ist diejenige Schmierschichtdicke, bei der

dPe /dx = O ist, d.h. wo der Druck ein Maximum

oder Minimum besitzt. Die dazugehdrige x-Koordi-
nate ist x,, . Der Wert fiir den Druckgradient selbst

wird
adp e h - ht:
8P 6:m+* U « —= (9)

Mit dem Ansatz von Newton fiir die Schubspannung

t=n'%-;- (10)

und der aus (5) folgenden Gleichung fiir die Ge~
schwindigkeitsverteilung

w=UBI- L. 8 ;- D (11)

folgt fir die Schubspannungsverteilung am Zapfen
(y = 0)

..U _4dp.h
T = = > (12)
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Die Fliissigkeitsmenge pro Breiteneinheit wird

h

3
QBzfu-dy =U'%-T12-'1‘Tﬁ%§ (13)
(o}

Die Grdssen der Gleichungen (11) bis (13) hingen
von der bis Jetzt noch nicht festgelegten Schmier-
schichtdickenverteilung und von dp/dx ab.

Diese Gleichungen sind deshalb noch allgemein gil-
tig., 4P /dx ist nach (9) eine Funktion von h und
dem ebenfalls noch unbekannten h:,. Es folgt die
Anwendung dieser Gleichungen auf das zylindrische

Zapfenlager.

D = 2R Durchmesser
des Zapfens

Radius des
Zapfens

Radius der Schale

)
]

il

®
]

Exzentrizitat

des Zapfens

s = R

= radiales Lager-
spiel :

B
;:j

égarelatives
Lagerspiel

<
U
2w

%ﬁ = relative
Exzentrizitédt

w*R = Umfangsge~-
schwindigkeit
des Zapfens

- Winkelgeschwin-
digkeit des
Zapfens

Lo
H

€
i

Abb. 1. Geometrie und Bezeichnungen beim
zyl. Radiallager
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Zundchst bendtigt man die Schmierschichtdicke h
in Abhingigkeit von ¢ . Aus Dreieck O OS Q folgt
ndherungsweise

h

i}

AR + e « cosg (14)

bzwe. h

L]

AR (L + € ° cosy ) (15)

Fir die engste Schmierschichtdicke ho und die

grosste hmax erhdlt man mit

p =T h,= AR - e AR (1 - € ) (16)

¢ =0 h=AR+e=AR (1 +¢e ) (17)

(]

Mit dx = R-dy folgt aus (9)

b3
AP _c.m o . p b=
5o 6-m°U-°R hB (18)

Sommerfeld macht nun die fiir die LOsbarkeit der
Gleichung (18) wichtige Voraussetzung, dass das
Schmiermittel den ganzen Zwischenraum zwischen
Zapfen und Lagerschale allseitig ausfillt, dann
gelten né&mlich die Randbedingungen

Poo (9 + 27) = Do (p) (19)

"

und speziell p,(2m) Do (O) (20)
Sommerfeld fiihrt nun wegen der bequemeren Schreib-
weise die Abkiirzung

LRy =

a=2)1%as=00 (21)

ein, die den Kehrwert der relativen Exzentrizitdt
darstellt. Es gilt:
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zentrische Lage: e 0 a =00 g=0

Bertihrung mit Schale: e = AR a =1 =1

Die Integration der Gleichung (18) zwischen den
Grenzen = O und 9= 2n fihrt auf folgende Glei-

chung
21 2TC
deg
Do(27) = po(0) = O = 61°U*R ‘(—5 - h J,—g
)
Daraus folgt mit (14) und (21)
2T 27T
* dy dy
_Iél_o: f"——_—? - / 5 (22)
; (a+cosy) 5 (a+cos g )

*.
Hiermit bestimmt man h./e zu

L3
bhe 22 (a°-1) _ 2 . 1-€° (23)
€

e 2a2+1 2+e:2
»
und mit heo = AR + e ° cosp: (24)
® -5a -3¢
cosyY = = (25)
Pe. 28°+1  2+€°

Damit ist htounﬁ.@:, wo der Druck einen Extremwert
hat, in Abhanglgkelt von der Exzentrizitdt bekannt.
Bei € = O wird ¢, = ¥ n/2, die Extremwerte liegen
also einander diametral gegeniiber. Bei € = 1 wird
@:o = £ n, der Extremwert tritt also an der Beriih~

rungsstelle auf.
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Da h. /e bekannt ist, kann man die Druckverteilung
durch Integration der Gleichung (18) zwischen den
Grenzen p und P, wieder unter Beriicksichtigung von
(14) und (21) und ausserdem von (23) bestimmen.

2 .
_ _ _ 6°new | a~ , _siny . a
AD,= Pulp) = D, = w2 5als] ~ BFCOSY (1Ta+cos¢)

(26)

_6:new , e<(2+ecos@-sing

lP2 (2+52)-(L+e-cosm)2

Da Ape eine ungerade Funktion vony ist, gilt
Ap (+¢) = = Ap (-¢) (27)

Das bedeutet, dass die Druckverteilung dem Betrage
nach symmetrisch zur Richtunge¢ = O ist (Linie MN in
Abb. 1). In der unteren H3lfte sind die Driicke posi-
tiv, in der oberen Halfte negativ. Aus diesen Griinden
ist die resultierende Druckkraft nach oben gerichtet
und geht durch den Wellenmittelpunkt.

Fir die Schubspannungsverteilung erhilt man aus (12)
und (9)

. 4h - 5 h.oc (28)

Mit (14), (21) und (23) ergibt sich

.. 4(a+cosy) (2a§+l)-6za(a2-l) (29)
e (atcosy)® (2a“+1)

Teo = = 7

Die Schubspannung ist eine gerade Funktion von ¢,
das bedeutet

T () = T (-9) (30)
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Die Resultierende der Schubspannungen ist eben-
falls senkrecht nach oben gerichtet, geht aber
nicht durch den Wellenmittelpunkt, so dass aus-
serdem noch ein Drehmoment M.auf den Zapfen aus-
geilibt wird. Da die Resultierende aller Olfilm-
kréafte, die gleich der Summe aus den Resultierenden
der Diicke und der Schubspannungen ist, ebenfalls
nach oben gerichtet ist, muss man den Schluss
ziehen, dass die Lagerbelastung pro Langeneinheit
P., die bei stationdrer Zapfenlage mit der Gesamtre-
sultierenden im Gleichgewicht steht, unter den ge-
machten Voraussetzungen immer senkrecht auf der
Richtung der Verschiebung des Zapfenmittelpunktes
steht.

Dieses Ergebnis steht mit der Erfahrung im Wider-
spruch und ist darauf zurtickzufiihren, dass Sommer-
feld auch negative Ap~Werte gzuldsst. Da die im
Schmierfilm auftretenden Driicke wesentlich hdher
sind als der Zufiihrdruck Py missten in der oberen
Lagerh8lfte negative Driicke, d.h. Zugspannungen auf=-
treten. Diese kOnnen aber von fliissigen Schmier-
mitteln normalerweise nicht ertragen werden.

Die Lagerbelastung berechnet Sommerfeld zu

D g2 2 (Pe=
Por” 2, ——é%———— (Kraft pro Liéngeneinheit)
6-n-w R a2 - 1 2a +1

bzw.

12’n°n'UOR2oe
(2-A32+e2)' \/AR‘?-e2
12t » n« U ¢ R 2

(2+22)°\/1- e?

Poo

(31)
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Das Reibungsmoment pro Zapfenlédngeneinheit Mo
erhédlt man durch Integration der Schubspannungen
iiber den Zapfenumfang:

2Tt

2 2
Mo = R2 'Caod\p = -ﬂ——-——‘gRR . _4;8. . a2+2
; Va2-1  2a°+1
- 4TCTI‘U‘R2 ° AR2+232 (32)
- 2,2
16R2_32 20R™+e
- 4non'U'R2 . 1+2-€2

Y 2 2+€2

AR 1= €

In der hydrodynamischen Lagertheorie ist es iiblich,
den Reibungskoeffizienten yu anzugeben, der als das
Verhédltnis der am Zapfen auftretenden Reibkraft F
zur Lagerbelastung P definiert ist:

(33)

_ (4R%42¢2) MR (14+2.62)
g Se- R %€

Interessant ist nun der Fall des vollkommen zentri-
schen Laufes der Welle. Aus (31) folgt mit € = O

P =0, d.h. in diesem Fall kann das Lager keine
Last tragen oder die Umfangsgeschwindigkeit muss
unendlich gross sein. Aus Gleichung (26) geht her-
vor, dass in diesem Fall auch kein Druck erzeugt
wird. Fir das Drehmoment erhdlt man

2]
- 2200 ()
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Die Schubspannungen sind iiberall gleich und die
Geschwindigkeitsverteilung quer zum Schmierspalt
linear und iiberall gleich.

Gleichung (34) ist auch eine N&herungsformel fiir
einen schnellaufenden, schwach belasteten Zapfen
in einer Lagerschale endlicher Breite.

Das Drehmoment ist dann

eme g oRD
M, = Moo B = 2n L B”.B und (35)

F M 2

. __o0 _ o _ 2n°ne w «R"«B
o =F PR = AR + D (36)

Fihrt man die spater noch zu erlauternde Sommer-
feldzahl ein

2 - 2
_.P . 9= DY
SO -— B'D n'w haad n. w ? (57)
dann erhdlt man die bekannte
Petroffsche Formel p, = m-1= (%8)

DY
und folgende Beziehung fiir die haufig benutzte

. B
Reibungskennzahl Eg - gg (39)

Interessant ist auch die Frage einer optimalen Aus~-
legung bezuglich der Reibung, d.h. die Frage, ob ein
Reibungsminimum existiert. (dp/de = O; dgp/ds 2:>-O).
Das Ergebnis ist, dass dies fiir

e =3 V2= 0,707 (40)
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der Fall ist. Dies ergibt eine optimale Lagerbe-
lastung von

2

_ 24 nR7-U _ 24 . U
P""op’c“ = g7 AR2 =5 % ¢2’ (41)

wenn die Drehzahl gegeben ist. Ist die Drehzahl
noch frei wdhlbar und die Belastung gegeben, dann
ist

Upor = o5 * (42)

Meist ist aber die Drehzahl und die Belastung ge-
geben, dann kann man das relative Lagerspiel opti-
mal wdhlen:

2heTre H'U
q)opt = Pao (43)

Aus (33) erh&lt man das Minimum fiir den Reibungs-
koeffizienten

2 AR _ 24/,
P, min ='g'2'R—='5-V_2—¢ (44)

Die Reibung ist also um so kleiner, je kleiner
das relative Lagerspiel ist. Entsprechend wird

M =$V2 P+ 2R (45)

o,min
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2.1.2 Berechnungsverfahren von Glimbel
Die Ergebnisse von Sommerfeld, dass der Zapfen
senkrecht zur Lastrichtung ausweicht und eine
symmetrische Druckverteilung mit negativen Driik-
ken in der oberen Lagerh&lfte entsteht, stimmen mit
der Wirklichkeit nicht tiberein. Im allgemeinen Fall
beginnt die Druckentwicklung nicht an der Stelle
der gréssten Spaltweite (p=0), sondern an der Stel-
le 91, wo das Schmiermittel zugefiihrt wird. Da sich
der Verlagerungswinkel y und damit der Anfangspunkt
9=0 mit der Belastung &ndert, ist 94 verédnderlich
und zundchst unbekannt. Das gleiche gilt fiir das

Ende der Druckentwicklung. Die Bechbachtungen zeig-
ten ndmlich, dass die Druckentwicklung da aufhoért,
wo die Druckdifferenz Ap gegeniiber dem Umgebungs-
druck p, Null erreicht 69:@2). Im Rest des Schmier-
spaltes herrscht der Umgebungsdruck Pgye Auch die
Lage des Druckmaximums (p=¢9”) ist nicht mehr so-
fort als reine Funktion von der relativen Exzentri-

zitdt € zu bestimmen.,

Giimbel [3] greift bei seinem Berechnungsverfahren
auf die Randbedingungen zuriick, die schon Reynolds
angegeben hat. Da das Schmiermittel hdufig am
h8chsten Punkt der oberen Lagerschale zugefiihrt
wird, wird fiir den Beginn der Druckentwicklung die
Stelle vy = O angenommen:

APy = Dpo = Py = 0 flir 9=¢; =0 (46)
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Y
x=4%-Y
o
= - Ip

Abb. 2: Verlagerung und Druckentwicklung im
allgemeinen Fall

Die zweite Bedingung ist, dass am Ende der Druck=-
entwicklung auch der Druckgradient verschwindet:

APy, = Ppo = Py = 0 1)

. Q fir ¢ = ©
4P _ o ' '
de

(47)

n

Ausgangsgleichung fir die Bestimmung der Druckver-
teilung ist wiederum Gleichung (9). Giimbel formt
sie um, indem er das noch unbekannte hi,durch

ho /ho ausdriickt.
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dp. _ &7°w . (1+ £+cosy) - hto/ho (1-¢) (48)
de e (1+s-cosq>)5

h ist dabei die Schmierschichtstédrke an der eng-
sten Stelle, die bei gegebenem Lagerspiel AR und
gewdhlter relativer Exzentrizitdt € sich wie
folgt berechnet:

i

hy = AR - e = AR (1 -€) (49)

Flir die Druckdifferenz Ap, erhdlt man folgende

Gleichung
(50)
¢2 * ¢2
61w de¢ h 1l -¢€
Ap, = P - P, = _ﬂg§ /, - R = 4o
° P 5 (l+€-cos&p)2 ho ’ (1+£'cost)3

Gimbel beschreitet nun folgenden LOsungsweg: Zu-
ndchst wird h:/ho angenommen und fiir ein bestimmtes

e aus Gleichung (48) mit dp./d¢ = O das dazugehdrige
Y5 ermittelt. Mit diesen Werten wird die Integration
in Gleichung (50) durchgefiihrt und Ap. ermittelt. Ist
dieses von Null verschieden, dann wird hi/ho solange
iterativ verdndert und die Rechnung wiederholt, bis
auch Ap, Null wird. Dann hat man fiir das gewdhlte € 9,
und ha bzw.qﬁ; gefunden, womit man dann die Druck-
verteilung fiir laufendes ¢ durch Integration zwischen
den Grenzen O und ¢ bestimmen kann. Die geometrische
Addition der Driicke rund um den Zapfen ergibt dann
die Grésse und Richtung der Resultierenden, die der
dusseren Belastung P das Gleichgewicht h&lt.
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£ 0,2 0,4 0,6 0,8 0,9 0,95
Sa 1,125 | 2,53 4,08 7455 15,5 25,5
n/v 2,10 1,18 0,94 0,72 0,52 0,44
Y 63,7 60 54,5 | 42,8 28,7 20,3
é 2,4 13,4 22,0 22,7 15,5 11,4
« 125,4  106,8 [ 87,9 63,3 42,1 28,3

2.2

Tab. 2: Kennwerte des unendlich breiten 360°-Lagers

ver r
b L3]

o |
S |

Die Schubspannungsverteilung erhdlt man durch Inte-
gration der Gl. (28) und wie spdter unter 3.3 gezeigt
wird das Reibmoment bzw. die Reibungskennzahl p/Ap
durch Integration der Schubspannungen und der Druck-
anteile rund um den Zapfen. Die Ergebnisse sind in
Tabelle 2 wiedergegeben.

Unendlich breites 1809-Lager

Schon Reynolds [1] und Sommerfeld [2] gaben Ldsungen
fiir das unendlich breite 180°-Lager an. Dabei wurde
vorausgesetzt, dass sich die Druckentwicklung immer
tiber die ganze Lagerfléche erstreckt. Vogelpohl [4]
unterscheidet zZwei Bereiche, ndmlich Bereich A, wo

€ << 0,425, und Bereich B e£=0,425, Im Fall A um~-
fasst der Bereich der Druckentwicklung die ganze
Gleitfldche. Es gelten dann die Randbedingungen

1

‘P‘-“pl:kpp-'é' und
ADeo =poo’Po=O fir
9=y = ¢, + 3
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Mit der Bestimmung von ©p ist dann ¢4 und ?, be-
kannt. Die Losung ist die von Sommerfeld fiir das
halbumschliessende Lager gegebene.

Im Fall

AP o

B gelten die Randbedingungen

=0

[}

fir ¢ =

?

AP oo O und dp./dy = O fiir ¢= ?5

94 und 95 sind noch unbekannt. 0, wird durch die
Lage des Druckminimums bestimmt. Aus Gl. (18) folgt
fiir dPw/d9 = O mit (15) ¢ =¢ fiir das Maximum und

¢ =21 -tf fir das Minimum. Es ist also ¢, = 2n~
Es sind jetzt 2 Gleichungen zur Bestimmung von

2 und&p2 notwendig.

*

P.

Der Rechnungsgang ist bei Vogelpohl [4] fiir belie-
bige Winkel P und 95 entwickelt und wird fiir den

vorliegenden Fall B angewendet. Die Ergebnisse

werden in tabellarischer Form mitgeteilt.

nach Vogelpohl [4]

So A 5 Y N d «
< 10,1 ]0,4584 | 3,56 | 107927* | 72°332 | 17273 | 1°377| 90°
ég 0,2 |0,8819 | 2,02 | 118°49» | 61°117 | 28°%497 | 3%253| 90°
gW| 0,3 (1,303 | 1,53 | 125%27 | 54°187 | 35%27 | 59297 | 90°
&5 [o,s [1,7740 | 1,29 | 130°1* | 49%59° | 40%1° | 7%51°| 90°
0,5 |2,3181 | 1,11 | 133%14° | 46%6° | 43%141 [10%26° |83
0,6 |3,0480 | 0,97 | 1369532 | 43°07 | 46°5%1 |12°227 [83%52
0,7 |4,1641 | 0,85 | 141°15° | 38%5% | 51°151 [13°341 {63°56
= 10,8 |6,2842 | 0,72 | 146°%407 | 33°20° | 56°40° [13°531 |50%47>
é%" 0,9 |12,470 | 0,54 | 1549307 | 25°307 | 649307 [12°317 |38°29>
ggﬁ 0,95| 24,734 | 0,40 | 160%u41 | 19%16° | 70%u4s {10%227 |28°10°
&9 | 0,99]122,65 | 0,20 | 170%3° | 9°377 [ 80%237 | 5%u4+[13%30>
Tab. %: Kennwerte des unendlich breiten 180°-Lagers
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%, Zylindrisches Radisllager endlicher Breite

Seit Reynolds [1l] die allgemein giiltige Differential-
gleichung fiir die Druckverteilung im ebenen und zy-
lindrischen Schmierspalt aufstellte, gibt es eine
grosse Zahl von Arbeiten, die sich mit der Ldsung
dieser Gleichung fir den Fall des Zapfenlagers end-
licher Breite befassen. Obwohl viele dieser Arbeiten
neue Erkenntnisse brachten, stimmen ihre Ergebnisse
doch nicht geniligend mit der Wirklichkeit iiberein,

da die Voraussetzungen, die bei den verschiedenen
Losungsmethoden gemacht wurden, zu ungenau waren.
Erst die Anwendung moderner elektrischer Rechenma-
schinen ermdglichte, genauere Rechenverfahren und
wirklichkeitsgetreuere Randbedingungen zu verwenden.

3.1 Grundgleichung und Anhnlichkeitsgrossen

Ausgangspunkt aller Rechenverfahren fiir das stationdr
belastete Lager ist die Reynoldssche Differential-
gleichung (7). Sie wird meist durch Einfiihrung dimen-
sionsloser Grossen dimensionslos gemacht. Es ist

2

IIEEE%%J%— der dimensionslose Druck, (51L)
- h
H=KR-=1+ € e+ COS Y (52)
die dimensionslose Spalthéhe
(od. dimensionslose Schmierschichtdicke
f3 E% das Breitenverhdltnis . (53)

die dimensionslose axiale Koordinate (54)

N
[l
e
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Mit diesen dimensionslosen Grossen und unter Beriick-
sichtigung von x = R 9 , U = we+ R und ¢ = AR/R
lautet die Reynoldssche Gleichung in dimensionsloser
Form

A JIT 1 J Il JH
%(HB‘QQP)+[32TZ_ (Ha—g—z-)r-G%— (55)

Diese Form der Reynoldsschen Gleichung spiegelt das
Ahnlichkeitsverhalten des Druckes p in Form des dimen~
sionslosen Druckes Il wieder. Diese vereinigt den ort-
lichen Druck p, die Winkelgeschwindigkeit w des Zapfens,

. : . - . Vg
die d}rnamlsche Z8hickeit n» un PR P

Z&higkeit 5 und das relative Lagerspiel ¢
zu einer einzigen Einflussgrdsse, die letzten Endes

nur noch von £ , ¢ und dem Breitenverhdltnis B abhingig
ist. Allerdings ist die Abhdngigkeit, die durch Gl. (55)
gegeben ist, kompliziert. Die explizite Abhdngigkeit,
d.h. die Ldsung Il = f(e,9 ,B ) ist gesucht.

Da der dimensionslose Druck nur eine Funktion von €,
¢ und B ist, so muss die in #hnlicher Weise definierte
dimensionslose Lagerbelastung, Sommerfeldsche Kennzahl
oder Sommerfeldzahl So genannt,

5o . 2292 _ P, 47
-now B+D new

= (g ,B) (56)

nur eine Funktion vone und f sein, da P durch Integration
des Druckes iiber ¢ und z gewonnen wird.

grosse eines zylindrischen Gleitlagers. Sie ist mass~
gebend fiir die Tragkraft und das Reibungsverhalten des
Lagers. Lager gleicher Sommerfeldzahl und gleichen
Breitenverhéltnisses sind hydrodynamisch &hnlich, d.h.
sie haben die gleiche relative Exzentrizitadt und auch
die gleiche Reibungskennzahl.
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Der Reibungsbeiwert ist als Verhdltnis der Reibkraft F
zur Lagerbelastung P in Analogie zur FestkOrperrei-
bung definiert:

e Lo

Bo= (57)

Das Verhdltnis p/¢ wird Reibungskennzahl genannt. Sie
ist bei konstantem Breitenverh&ltnis nur eine Funktion
von der Sommerfeldzahl,.

Randbedingungen

Meist wird angenommen, dass der Zufiihrdruck gleich dem
Umgebungsdruck ist (p1 = po). Da fiir die Tragkraft nur
die Uberdriicke gegeniiber dem Ungebungsdruck Po massgebend

sind, w&hlt man diesen als Bezugspunkt, d.h. P, = O.

In axialer Richtung sind die Randbedingungen eindeutig:
p(¢9,2) = O fiir 2z = ¥ B/2 oder fiir z = O und z = B, je
nach Lage des Ursprungs. In Umfangsrichtung sind die
Randbedingungen nicht mehr eindeutig und auch von der
Lage der Olzufiihrungsnut abhingig. Ist diese bei verti-
kal belastetem Lager oben, dann setzt man den Beginn der
Druckentwicklung an der Stelle des grissten Schmier-
spaltes hmax an und es gilt dann

p=0T*fir 9=0 (58)

Liegt die Zufilhrungsnut senkrecht zur Last in Drehrich-
tung, dann lautet die Randbedingung

p =0 fiir ¢=¢; | (59

Fiir das Ende der Druckentwicklung werden auch heute noch
hdufig die "Glimbelschen angeniZherten Randbedingungen”
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verwendet. Sie besagen, dass die Druckentwicklung an
der engsten Stelle des Schmierspaltes endet:

p=0 fir ¢==x (60)
In den neueren Arbeiten wird fast nur noch die von
Reynolds schon als richtig erkannte Bedingung verwen-
det, dass das Druckende an der Stelle erreicht wird, wo

auch der Druckgradient verschwindet, d.h.

3.5 Gleichgewichtsbedingungen

a) Krédftegleichgewicht
Das Gleichgewicht am Zapfen erfordert, dass die Re-
sultierende aus den Fliissigkeitsdriicken und den
Schubspannungen der &usseren Lagerbelastung P ent-

gegengesetzt gleich ist:

9, B
vff(p-cosqa -, sing)-R-dy ¢« dz = =-Pecosy
P 0
(e2)
9, B
(. . . o
JJ (pesiney + Ty cosy)-H-d¢ - dz = Pesiny
@ 0
Die Schubspannungen sind
U 0
an der Welle: T = - nﬁ-gﬁ#
N (63)
an der Schale: 'L's = + n%-%ﬁfﬂ%
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b) Momentengleichgewicht
Das Drehmoment an der Welle beziiglich des Wellen-
mittelpunktes ist

9, B
f /‘tw- R®. dpdz = f f (ne ) R-dpdz  (64)
&Q' 0

Das Drehmoment an der Schale bezliglich des Wellen-
mittelpunktes lautet

9, B 2
- 3 . . [ . 2.

Mg = ]fe(p-s1ncp+ tscosm) R dpedz + //'ES R - dpdz

G 0 4,0

9 B
h dp

M, = Pre-sing + (n E'__) R dy -dz (65)
Mw + Ms = 0 (66)

Diese beiden Momente sind entgegengesetzt gleich.
Berechnet oder misst man das an der Schale angrei~
fende Moment um den Schalenmittelpunkt, so unterschei-
det sich dieses vom ersteren [4].

3.4 Ergebnisse von Sassenfeld und Walther

Sassenfeld und Walther [5] 1l0sen die dimensionslose
Reynoldssche Differentialgleichung (55) nach Anwendung
einer Transformation nZherungsweise mit Hilfe eines

Differenzenverfahrens.
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%,4,1 Ganz umschlossenes (360°-) Lager

Beim 360°-Lager werden folgende Randbedingungen

verwendet:

Beginn der Druckentwicklung beiyw= 0, d.h.

p(p,2) = p(0,z) =0

Ende der Druckentwicklung bei ¢,: p(wg(z),z) = O

Verschwinden des Druckgradienten bei wez %%} (@2(2),z) = 0

Die Ergebnisse sind in tabellarischer Form angegeben:
Tabelle 4: Sommerfeldzahl So = f(e) beim 360°-Lager
€ 8 o0 1 1/2 1/3 /4 1/5 1/6 1/7 1/8
0,1 {0,645 0,118 | 0,037 {0,017 |O,010 |0,0063|0,0045 |0,00%4|0,0025
0,2 |1,29 | 0,252 | 0,079 |0,0%6 {0,021 |0,01%6}0,0095 {0,0071|0,0054
0,3 {1,90 | 0,417 {0,129 |0,0585|0,0%4 |0,02250,0155|0,0115{0,0089
0,4 2,55 | 0,61 0,20% }0,0955(0,056 (0,036 (00,0256 |0,0188]0,0145
0,5 |3,30 | 0,80 |0,320 (0,155 |0,0895(0,0575|0,042 |0,03050,0233
0,6 4,09 | 1,32 0,498 (0,248 0,149 (0,098 (0,069 ([0,0515(0,039
0,7 15,35 | 2,08 | 0,86 |0,45 (0,27 (0,18 0,13 [0,0975]0,0735
0,8 (7,55 | 3,55 |1,7% |0,%9 |0,60 |O,41 0,293 |0,22 |0,1705
0,9 (13,9 | 8,35 [5,1 3,20 (2,16 1,53 (1,125 9,865 0,68
0,95126,3 18,6 | 13,4 |9,40 [6,9 5,25 |4,035 |%3,15 2,54
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Tabelle 5: Reibungskennzahl p/¢ beim 360°-Lager

~NC| 1 1/2 |13 |4 |s | we |17 | 18
0,2 | 2,57 | 12,90 | 40,9 |87 153 | 234 | 337 | 450 | 599
0,3 [ 1,90 | 8,04 (25,7 |56 98,5 150 | 214 | 285 | 371
0,4 | 1,53 | 5,80 | 17,11 |35,5| 61,4 94 135 | 180 | 236
0,5 | 1,32 | 4,31 | 11,95 |23,8| 40,0 61 88 119 | 155
0,6 | 1,20 | 3,21 8,08 |15,9] 26,7 | 40,3 | 57,3 | 77 101
0,7 | 1,10 | 2,36 5,48 | 10,1 16,6 | 24,7 | 34,6 | 46 60
0,8 | 0,962 1,71 3,25 | 5,6 | 8,93} 13,1 | 18,1 | 24 30,9
0,9 | 0,721 1,06 1,59 |2,37| 3,49| 5,0 | 6,57 | 8,6 | 10,76
0,95]| 0,568 | 0,675 | 0,8691,18| 1,58 | 2,06 2,62 | 3,3 | 4,08
Tabelle 6: Verlagerungswinkel Y beim 360°-Lager

exf | = | 1 w2 | w3 | wyal s | e | /7| /s
0 71 86 88 90 90 90 90 20 90
0,1 | 69 79 81 83 8% 83 83 83 83
0,2 | 67 74 75 75 75 75 75 75 75

0,3 | &4 68 68 68 68 68 68 68 68
0,4 | 62 62 62 62 61 61 61 61 61
0,5 | 58 56 55 54 54 54 54 o4 o4

0,6 | 54 50 48 47 47 47 47 47 47

0,7 | 49 43 41 40 39 39 39 39 39
0,8 | 42 36 23 32 31 31 31 31 31
0,9 | 32 25 23 22 21 21 21 21 21
0,95/ 23 | 16 | 15 | 15 | 15 | 15 | 15 |15 | 15
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Tabelle 7: Winkel Hzwischen der Stelle des Druckmaximums
und der Lastrichtung beim 360°~Lager
e8| 1| wve2 | 1w3| 4| /5| /6| /7| 1/8
0,1 3 5 6 7 8 9 9 9 9
0,2 7 9 11 12 13 14 14 14 14
0,3 11 13 14 15 15 15 15 15 15
0,4 15 16 16 16 16 16 16 16 16
0,5 18 18 17 16 16 16 16 16 16
0,6 21 19 17 16 16 16 16 16 16
0,7 22 19 16 15 15 15 15 15 15
0,8 22 18 15 13 13 12 12 12 12
0,9 18 12 10 9 8 8 8 8 8
0,95| 14 v 6 6 6 6 6 6| 6
Tabelle 8: Winkel o zwischen der Stelle des Druckberg-
Endes und der Lastrichtung beim 360°-Lager
€ co 1 1/2 1/3 /4 1/5 1/6 1/7 1/8
0 148 120 108 102 98 95 o4 94 9S4
0,1 139 | 112 [ 100 | 95 | 92 | 89 | 88 | 87 | 87
0,2 |128 105 93 87 84 82 81 80 80
0,3 |118 97 86 80 77 75 7% .1 73 73
0,4 108 89 79 75 70 68 66 €5 64
C,5 S8 82 71 o6 63 6l 60 60 59
0,6 | 87| 74| es | 59 | 56 | 535 | 52 | 52 | 52
0,7 76 o4 56 51 48 46 45 44 44
- 0,8 | 62 53 | 47 | 43 | 40| 38 36 %6 36
0,9 45 39 35 33 29 28 27 26 26
0,95| 32 27 | 24 | 22| 20 | 20 | 20 | 20 | 20
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beim 3260°-Lager

Maximalwerte der dimensionslosen Druckzahl II*

1

1/2

1/3

1/4

1/5

1/6

1/7

1/8

0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9
0,95

1,58
2,36
5432
4,48
6,16
9,0
15,13
38,5
103

0,476
0,806
1,27
1,98
3,16
5,60
11,2
34,2
99,0

0,155
0,272
0,457
0,77
1,37
2,70
6,4%
2%.8
84

0,073
0,129
0,225
0,395
0,73
1,52
5,85
16,6
66

0,0427
0,077
0,134
0,236
0,443
0,95
2,52
12,0
50,4

0,0278
0,051
0,090
0,161
0,298
0,64
1,75
8,8
39,5

0,0195
00,0355
0,0628
0,112
0,211
0,455
1,28
6,68
31,8

0,0144
0,0262
0,0465
0,083
0,158
0,34
0,97
5,2
25,8

0,0110
0,0199
0,0354
0,064
0,123
0,268
0,766
4,19
21,2

Zur Veranschaulichung der Ergebnisse dienen die folgenden Ab-

bildungen:

Abb. 3:

Gimbelscher Halbkreis

Verlagerungskurve beim 560°-Lager
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Abb. 4: Polardarstellung der Druckzahl Il beim
3609-Lager
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Abb. 5: Abh8ngigkeit der Druckzahl an verschiedenen
Stellen des Umfangs von der dimensionslosen
Breite (360°-Lager)
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08 10 Abb. 7: Abhdngigkeit der
Reibungskennzahl von der
relativen Exzentrizitdt
bei verschiedenen Breiten-
verhdltnissen B = B/D
verschiedenen Breiten- beim 360°-Lager

verhdltnissen B filir
3609-Lager und 180°-Lager (=~~)

3,4,2 Halb umschlossenes (180D Lager

Beim 180°—Lager werden folgende Randbedingungen ver-
wendet:
Beginn der Druckentwicklung bei ¢ = Z-oy pcg - Y,2) =0

2
Ende der Druckentwicklung:

= T 4 7 oy h ) an ¢ ) )
o= 32- p(\pe(z) y2) = 0O und E}T (\P2<Z)’Z)' =0
a >% - ple= %-n - Y, 2) =0

Die letzte Bedingung gilt fir kleine relative Ex-
zentrizitdten (etwa € <0,3), wo ?5 in die obere Halb-
schale fallen wirde. In diesen Fdllen verlangt man,
dass der Druck am linken oberen Rand der Halbschale
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verschwindet, ohne noch etwas iiber den Druckgradienten

aussagen zu kénnen. Die Ergebnisse werden in den Ta-
bellen 10 bis 15 angegeben und in der Abb. 6, 8 und 9

dargestellt.

Tabelle 10: Sommerfeldzahl So = f(e) beim 180°-Lager

£ oo 1 1/2 1/3 1/4 1/5 1/6 1/7 1/8
0,1 |0,645/0,1180,0%7 |0,017 {0,010 |0,0063|0,0045 |0,0034 |0,0025
0,2 |0,88 lo0,280(0,0775|0,0%6 |0,021 |0,0136|0,0095 |0,0071 |0,0054
0,3 |1,%05 |0,%80]0,1265|0,0585| 0,034 | 0,0225|0,0155 [0,0115 |0,0089
0,4 |1,77 |o,570]0,200 |0,0955|0,056 | 0,036 |0,0256 |0,0188 |0,0145
0,5 |2,%2 |0,835/0,320 |0,153 |0,0895|0,0575|0,042 |0,0%05 |0,0233
0,6 |3,045|1,2350,4945(0,248 |0,149 | 0,098 |0,069 |0,0515 (0,039
0,7 |#,16 |1,950|0,865 |0,450 |0,27 0,18 |0,13 |0,09750,0735
0,8 |6,30 |3,445|1,71 |0,96 |0,60 |0,81 [0,293 |0,220 |0,1705
0,9 |12,45|8,20 |5,06 |3,2 2,16 |1,5%3 |1,125 {0,865 |0,68
0,95|24,75|18,25(13,1 |9,4 6,90 15,25 |4,035 |3,15 |2,54
Tabelle 11: Reibungskennzahl pA beim 1800-Lager

o |1 w2 s | |us e | e | e
0,2 2,021 7,10} 21,5 44 74 114 164 224 290

0,3 | 1,59| 4,84 |13%,8 | 28 47 72 103 141 180
o,4 | 1,29 3,44 9,0 | 18 |30 |16 66 89 114
0,5 | 1,101 2,59 |6,25 | 12,0 ] 20 31 43 58 - 75

0,6 0,97 2,00 | 4,36 8,21 13,5| 20,2 28,6 38 50

0,7 0,84 1,53 | 3,14 5,3 8,5112,6 17,6 23,6 51

0,8 0,71} 1,11 ] 1,95 3,11 4,7 6,8 9,3 12,4 16,1
0,9 0,551 0,721 0,99 1,41 2,0 2,6 3,4 4,4 5,6
0,95/ 0,40| 0,48 10,59 | 0,75 0,9 1,2 1,4 1,8 2,2
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Tabelle 12: Verlagerungswinkel y beim 180°-Lager

~8loo | 1 | 2|13 1s] 15| 6] 177 178

o,1 | 73| 74| 77 |80 |81 |82 |82 |82 |82
0,2 | 61 | 68 | 7L |73 |74 |75 | 75 |75 |75
0,5 | 54 | 62 | 64 | 65 |66 | 67 | 67 | 67 | 67
O,4 | 50 | 56| 58 |59 [59 |59 |59 |59 |59
0,5 | 47 | 50| 51 |51 |52 |52 |52 |52 |52
0,6 | 43 | 45 | 45 | 45 |45 | 45 | 45 | 45 | 45
0,7 [ 29| 28 | 38 | 38 |28 | 37 | 37 | 37 | 37
0,8 | 33| 32| 31 |31 |31 {30 | 30 | 30 | 30
0,9 | 26| 25| 22 |21 |21 |21 |21 {21 |21

0,95] 19| 18 | 17 | 16 |16 | 15 | 15 | 15 | 15

Tabelle 13: Winkel & zwischen der Stelle des Druck-
maximums und der Lastrichtung beim 180C-Lager

~Bloo |1 |z | w3l el ws| vs| 17] s
0,2 3 5 8 11 13 13 14 14 14
0,3 & 8 11 14 15 15 15 15 15
o6 | 8| 12| 14|15 |16 |16 |16 | 16 |16
0,5 10 14 15 16 16 161 16 16 16

AW

0,6 | 12| 15| 15 }| 16 |16 |16 | 15 | 15 | 15
0,7 | 14| 15| 15 | 15 |15 | 15 | 14 | 14 | 14
0,8 | 14 | 14| 1% | 13 |13 |13 |12 | 12 |12
0,9 | 13| 11| 10 | 10 |10 | 10 9 9 9
0,951 10 9 7 7 71 7 7- 7 7
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Tabelle 14: Winkel a zwischen der Stelle des Druckberg-

Endes und der Lastrichtung beim 180°-Lager
£ p co 1 /2 /3 /4| 1/5 | /6| 1/7 1/8
0,2 | 90 90 89 83 80 80 80 80 80
0,3 | 90 89 83 78 74 74 4 74 74
0,4 | 90 82 76 72 69 69 69 69 69
0,5 | 83 76 69 65 63 63 63 63 63
0,6 | 74 69 61 57 56 56 56 56 56
0,7 | &4 61 54 49 49 48 48
C,8 | 53 51 45 41 40 39 39 39 39
0,9 | 39 38 33 30 29 27 26 26 26
0,95| 28 27 25 23 21 19 18 18 18
Tabelle 15: Maximalwerte der dimensionslosen Druckzahl

IT ox Deim 180°-Lager

€ A fo%s 1 1/2 1/3y 1/4 1/5 1/6 1/7 1/8
0,2 | 1,16 { 0,467 | 0,15510,07%10,042710,0278{0,0195{0,0144/0,0110
0,3 {1,781 0,78 | 0,26810,12210,077 {0,051 {0,035510,0262{0,0199
O,4 | 2,5311,2% | 0,4570,22510,134 (0,090 (0,0628|0,0465|0,0%354
0,5 3,49 11,91 0,77 10,%395(0,2%6 |0,161 |0,112 {0,083 |0,064
0,6 | 5,02 3,10 | 1,37 0,73 |0,443 |0,298 {0,211 |0,158 |0,123
0,7 { 7,71 | 5,40 | 2,68 [1,52 {0,95 (0,64 0,455 |0,34 0,268
0,8 |13,69 | 11,2 6,33 3,85 |[2,52 1,75 1,28 0,97 10,766
0,9 |36,65| 33,9 | 24,4 (16,6 (12,0 |8,8 6,68 5,2 4,19
0,951101,0| 98,4 | 82,6 |66 50,4 |[39,5 (31,8 25,8 |21,2
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Abb. 8: VeflagenmgSKurve beim 1800-Lager
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Abb. 9: Abhidngigkeit der Reibungskennzahl fiir
das 1809-Lager von der relativen Exzentri-
zitdt bei verschiedenen Breitenverhdltnissen
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3.5 Reibungsverhalten van3600= und 180°-Lagern

Die meisten zylindrischen Lager liegen bezliglich
der Reibung zwischen den beiden Extremen des 360°-
und des 180°-Lagers, je nachdem, wieviel der rei-
benden Fldche durch Nuten und sonstige Aussparungen
in der oberen Lagerschale ausgespart ist. So gab
Vogelpohl [7], [8] bei leicht belasteten Lagern

(So <<1) die Reibungsformel nach Petroff (38) fiir
das 3609-Lager als obere Grenze und fiir das 180°-
Lager als untere Grenze an:

L2 = B < I i
585 — ¢ = S fir So <1 (67)
1s Ndherungswert empfiehlt er in seinem Buch [9]
mit

_f_zgg fiir So =<1 (68)

zu rechnen.

Fiir schwer belastete Lager (So=1) empfiehlt Vogel~
pohl die von Giimbel [10] abgeleitete Formel

K
L. I (69)

Vso

wobel sich der Faktor K2 in den Grenzen 2 < Kzé 4
sfo

bad - *»
&ndert, und als N&herungsformel

fir So => 1

B’
¢ So

a

Alle von einer betréchtlichen Zahl von Autoren ange-
gebenen Versuchswerte fallen in das Gebiet zwischen
den von Vogelpohl angegebenen Grenzen, soweit die
hydrodynamische Schmierung gewdhrleistet war.
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3,0 Néherungsberechnung fiir schmale Lager

Du Bois und Oevirk [11] gehen davon aus, dass bei
einem schmalen Lager in der in Abschnitt 2.1.1 ab-
geleiteten Beziehung (13) fiir die Schmiermittelmenge
pro Breiteneinheit

3
h h . 4
=V 3-177 Ti-SDE

das zweite Glied vernachlidssigt werden kann, woraus
durch eine weitere Betrachtung folgt, dass dies
gleichbedeutend mit der Vernachlédssigung von dp/dx
ist. Die Reynoldssche Differentialgleichung verein-
facht sich dann zu

2 w342 -6.q-v .20 (70)

Da h nicht von z abhingt (kein Verkanten der Welle
vorausgesetzt), lidsst sich diese Gleichung integrie-
ren. Mit den Randbedingungen dp/dz = O bei z = O
und p = pg bei z = ¥ B/2 erhdlt man fiir die Druck-
verteilung

2
Ap = p =~ P, = éﬁgg a2 -

Mit dx = R-dp und h = AR (1 + €+ cosy) bzw. dh/dy =
-AR * €+ gsiny wird

3 €+ ging
Ap = ——ﬂ—g ( - 22 (71)
—E (1+ £.COS P )5

Wie beim unendlich langen Lager ist dies wieder

eine ungerade Funktion mit Ap(¢) = -Ap(-¢). Das be-
deutet, dass im Bereich zwischen 180° und 3%60° wieder
negative Druckdifferenzen gefordert werden. Aus den
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gleichen Griinden wie friher wird der negative Be-
reich vernachlidssigt und man erhdlt durch Integration
fiir die Lagerbelastung -

pa- U Y ., E- \/%2(1-22) + 16 2 (72)
4 + AR® (1 - e)°

Mit P=pP*B+* D, U=w-=+*R, B8 =2B8/Dund So =
7 - ¢2/n w wird die Gleichung dimensionslos ge-
macht:

- AS 2. 2. 2
So L1 _ ge Vnr(l- g7) + 16'€ (73)

a2 Y

Der Verlagerungswinkel y ist im betrachteten Fall un-
abhéngig vom Breitenverhdltnis f und nur eine Funktion
der relativen Exzentrizitiat e

n ¥Qa3a - )

Fiir den Reibungskoeffizienten p bekommt man
.Uo -R
p=f-nUBR. 21 (75)
1l - €2
und in dimensionsloser Form
i .
i 55 > (76)
l1- ¢

Die Reibungskennzahl p/§ ist nur eine Funktion von &
und B, da So = f(e,B).
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Die Reibungskennzahl p/p 1ist zwar unbestritten eine
echte Ahnlichkeitskenngrdsse, aber nur dann anschau-
lich, wenn man stark belastete Lager betrachtet und
die Last P als gegeben, d.h. konstant ansehen kann.
Bei leicht belasteten Lagern spielt die Lagerbela-
stung von der Aufgabenstellung her zundchst eine un-
tergeordnete Rolle. Bei verschwindender Belastung
wird p/¢y gar unendlich. Du Bois und Ocvirk fiihren
wohl aus diesen Griinden eine neue, "Reibungsverhdltnis”
genannte Kennzahl ein, indem sie die am Zapfen wir-
kende Umfangskraft F auf die bei zentrischem Lauf F,
beziehen, die schon von Petroff abgeleitet worden ist:

= 77

T
So \/1—:-:2/ \/1-82

Kiese Kennzahl ist beim schmalen Lager nur von € ab-
hangig.

o*l:ll |
i
&la

€|Flete

Fir die aus dem Gebiet positiver Druckdifferenz axial
seitlich ausstrémende Schmiermittelmenge ergab sich

Qo = UsARe € ¢B = @wesR*ARs € B (78)

Die gesamte Schmiermittelmenge Q wird auf Qp bezogen
und das Verhdltnis q Durchflussfaktor genannt

a = 3— = Q
®P  yeR.AR. € «B

N
-3
(o)
N’
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Fir das Druckmaximum errechnet man
* 5.1.[}.]32 .
4R+ AR®

mit ¢f= arc cos [E% (1 -V 1+24. 62)] (81)

g *siny (80)
(1+ e cosy )3

Y

Ferner definieren die Verfasser das Maximaldruck-
Verhdltnis k:

2
k =

. *
. - £ s:m.«;:%”z (82)
(1+ € °cosy )~

s,
1R

=
2.

=

.80

Die Theorie des schmalen Lagers gibt bis zu Breiten-
verhdltnissen von § = B/D = 1 brauchbare Ergebnisse,
die oft zu Vergleichen herangezogen werden.

Lager mit kleineren Umschliessungswinkeln

Zylindrische Lager mit kleineren Umschliessungswinkeln
als 180° sind in diesem Zusammenhang nur interessant
als Teile eines Mehrfldchenlagers. Dabei interessieren
vor allem 150° + 1609-Lager als Teile eines Lagers mit
Zitronenspiel, 100°-Lager als Teile eines symmetrischen
3-Fléchenlagers und 759-Lager als Teile eines symmetri-
schen 4-Flachenlagers. Die Bauformen dieser Lager wer-
den in Kapitel V, Abschnitt 4 besprochen.

Es gibt mehrere Arbeiten, die Spezialfédlle von Lagern
mit kleineren Umschliessungswinkeln als 180° 18sen.
So veréffentlichte Needs [12] schon 1934 Ergebnisse
fir ein 1209-Lager, die er mit Hilfe der Methode der
Analogie des elektrolytischen Troges gewann. Wilcock
und Rosenblatt [13] gewannen Ldsungen fiir das
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150°-Lager und Pinkus [14] fir 1000- und 750-Lager.
.ﬁiQSQn Arbeiten ist gemein, dass nur in der Mitte
beiaétete Lager untersucht werden. Bei Mehrflichen—
lagern ist die Belastung im allgemeinen nach Rich-
tung und Grosse fiir jede Tragfldche verschieden und
dndert sich mit der Exzentrizitdt, weshalb auf diese
Arbeiten nicht ndher eingegangen wird.

3.7.1 L8sungen fiir 150°-, 1009~ und 759-Lager mit be-
liebiger Lastrichtung | ,
Pinkus [15] macht die Reynoldssche Differential-
gleichung (7) dimensionslos, indem er die folgenden
Substltutlonen einfilhrt: X' = x/D, Z° :

= h/2AR, ’ = v/ny = 1,I1° = p (AR/R)z/nm'n

- ﬁné;U . 7+Den_ und erhilt damit

D\® 3

1 k]
0 (@2 m) b @ g @D L 2L (e

X

wobei n, der ortliche Mittelwert der Zahigkeit n ist.

AX Ti.1,i
AZ X ho
Iij1  |Ljj Lijet
)(hu
’I["'i*-'il i _

Abb. 10: Element des Quadratnetzwerkes
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Die Glieder der Gleichung (83) werden in Differenzen-
form entwickelt:

ng3. (ALiaitl = ITs,3 _ n (s a-Hl =1y

J 3917y
T 7% - -
(84)
hOB’(H,i+1L%Z—H,iL;j> g (Hl,g-ﬂ,’l- 2y

Az

W

H’

e——— T

&

Diese 3 Ausdriicke werden in Gl. (83) ei?gesetZt und
9

nach I1i,j aufgeldst. Man erhslt fiir J1i,j einen

Ausdruck der Form

4
I Jgeaorar Ty g graglly goq+asedTg g sraye 10 500 (85)

Fiir n-Punkte des Netzwerks erhdlt man n algebraische
Gleichungen mit n Unbekannten, die nach einer analogen
oder Relaxationsmethode mit Hilfe eines Computers ge-
16st werden kOnnen, womit man die Druckverteilung er-
h8lt. Die Driicke werden ebenfalls auf einer Rechenma-
schine numerisch integriert. Das Ergebnis ist die Be-
lastung und die Belastungsrichtung in Abhingigkeit von
der relativen Exzentrizitat.

Die Ldsungen wurden fiir 150°-, 1000~ und 75°-Lager Jje-
weils flir die Breitenverh#dltnisse B/D = 3/2, 1, 1/2
und 1/4, fir verschiedene Belastungsrichtungen in Ab-
héngigkeit von €, das zwischen 0,2 und 0,95 variiert
wurde, durchgefiihrt. Die Ergebnisse sind in umfang-
reichen Tabellen niedergelegt.



3.,7.2 Ergebnisse von Frdssel filir beliebige Umschliessungs—
winkel
Frossel [16] verwendet in seiner Arbeit die Berech-
nungsmethode von Vogelpohl [4] zur Bestimmung der
Belastungs- und Reibungsverhdlinisse bei Lagern be-
liebiger Umschliessungswinkel unterhaldb 180°, Vogel-
pohl geht von der Lésung fir das unendlich breite
Lager aus und setzt den Druckverlauf in Umfangs-
richtung beim endlich breiten Lager dem des unend-
lich breiten Lagers proportional. Es wird der Lo-
sungsansatz

P = Do Zc csin (vI5E) (v=1, 3, 5, 7 ...) (86)

verwendet, womit man gffine Druckverteilungen von p
und p‘,° Uber ¢ voraussetzt. Es gilt dann 9o = Pr
$ = vm,. Diese Voraussetzungen sind nicht so exakt
wie die von Pinkus, aber die Abweichungen der Vogel-
pohlschen'Ergebnisse von denen von Sassenfeld und
Walther sind sehr gering, so dass die Genauigkeit

bei Mehrfléchenlagern auch ausreichend sein diirfte.
Die Cy -Werte werden mit Hilfe des Ritz~Galerkinschen
Verfahrens bestimmt.

Die Gesamtkraft ist nach Vogelpohl

R

2 )2

Eine entsprechende, jedoch kompliziertere Beziehung,
wird von Frdssel fiir den Anteil T der Reibung gemacht,
der im Druckbereidlzwischencpl und ?s auftritt. Fir
den Bereich, wo die Strdmung fﬁrtp>ﬂp2 aufreisst,

wird der Ansatz

:nm

P = P

<|4

(87)
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aT° = - lﬁgéélg - dy (88)

fiir die Zusatzreibung T' gemacht, wobei die noch
mit 01 beaufschlagte Breite b aus der Kontinuitidt
folgt:

beh = B * h, (89)

h, ist die Schmierschichtstérke an der Stelle ¢ = 959
wo die Druckentwicklung zu Ende geht.

Da der Umschliessungs-
winkel 9z = ©q nicht
wesentlich fiir die
Druckentwicklung ist,
solange ¢3:>m2 ist,

‘\\\\\\\ und die Verlagerung
| ® durch v, und &= e/R_~R)
;:\\ = e/AR erfasst werden

A3 kann, denn“«p1 hingt
nicht mehr wie beim
3609-Lager von der
Verschiebungsrichtung
selbst ab, kann man
die dimensionslose
Tragkraft und die di-
mensionslos gemachte
Reibungszahl T in Ab-
hangigkeit von ?, und
Abb. 11: Geometrie des € Dberechnen. Die Zu-
Teillagers satzreibung erhdlt man
~ durch Integration der
Gleichung (88) zwischen
den Grenzen L und @5.
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Frossel hat die LOsungen fiir die Winkel 9y = 110°,
130°, 150° und 160° durchgefiihrt und zwar fir die
Breitenverhdltnisse 0,2; 0,25; 0,3; 0,4; 0,5; 0,6;
0,8; 1,0; 1,25 1,5; 2; 3 und eo. Die Ergebnisse fiir
die dimensionslose Tragkraft, die dimensionslose
Reibkraft und mit ¢5 als Parameter fiir die dimensions-
lose Zusatzreibung werden in Diagrammen mitgeteilt.
Benbtigt man Ergebnisse, die von den Parametern 99
abweichen, dann mus man interpolieren.

In je einem Diagramm sind noch die Winkel 95 (Druck-
bergende) und der Lastwinkel ¢, in Abhéngigkeit von
der relativen Exzentrizitdt und dem Winkel p, ange-
geben.

In Ergéinzung der fiir die Auslegung wichtigen Kenn~
werte sind dann noch die Druckverteilung iiber ¢ und
in Achsrichtung fiir die verschiedenen Parameter
aufgetragen.
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IV. Hydrodynamische Axiallager mit laminarer Stromung

1. Ebener keilfOrmiger Schmierspalt unendlicher Breite

Die LOsung der Reynoldsschen Differentialgleichung
(Gl. 6, Kap. IIT, 1) wurde fiir den Fall des unend-
lich breiten, ebenen Gleitschuhes von Reynolds [1]
selbst angegeben. Da dp/dz = 0, ldsst sich diese
Differentialgleichung geschlossen integrieren und
man erh8lt die Gleichung fiir den Druckgradienten

(U2 =0,V=0,70 = ~U):
Yy Peo
r—Xp —= / -t _hi-hg
S L —— M e R,
7 7 |
B TS
L % t=m-h° h
. = - .
hy v |p |
g X

//////{// ////////////// 7 —— U
b x —

Abb. 12: Bezeichnungen beim ebenen Schmierkeil

*
_%g_s.n.u.&izé.ﬁ (1)

dp»/dx gleich Null 1st d.h. der Druck einen Extrem—
wert hat. Die dazugehOrige x-Koordinate ist xeo. S
Die Gleichung fiir die Geschwindigkeitsverteilung
lautet
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u = -(h~y)-<% +ﬂ%3'%§ ¥) (2)

und die Gleichung fiir die Schubspannungsverteilung
ldngs der bewegbten Wand (y = 0)

d U h dr
TENC G TN R (3)
Dabei lauten die Randbedingungen fiir
y=0 u==-0 und y=h u=0, (4)

ausserdem fir

x=0 p,=p, wnd x=L p_ =D, (5)

Nach Abb.1l2 &ndert sich die Spalthdhe h nach der
Beziehung

= o« X

h=h (1+m-%F (6)
An der Stelle des Extremwertes gilt

* Xoo

heo = hO (l+mi—) (7)
Setzt man dié beiden letzten Beziehungen in Glei-
chung (1) ein, integriert diese nach x und setzt die
beiden Randbedingungen p = P, fir x = O und x = L ein,

dann erh8lt man die Stelle des Druckextremwertes (Druck-

maxinums)

Xoo = T - ®

Damit erh&8lt man fiir die Druckverteilung selbst

R T 2+ 2~ 2+m
b, em 1+m§ (l+ﬁ%)

Doo =D =0D, = 200l (L m L LN C)




Der maximale Druck an der Stelle x:, betrédgt

6. n.U'L
2
ho

m
BPwspax = F(T+my(2+m) (10)

I//\N

wol I/ .
I/ A

N
Z

el i BN\
82 0020 16

Ql e’ / 1.2 \
sl N\

0,010

I
| //\1 e \N
\Y

000 ‘
000, 02 04 06 08 10

, ' e XL
Abb. 13: Druckverteilung in Abhdngigkeit von m

Die Tragkraft pro Breiteneinheit Pwo l8sst sich durch
Integration von Ap, zwischen den Grenzen x = 0 bis

__3%E_%_ [1n (1+m) - §—~J (11

Die Tragkraft ist ein Maximum, wenn bei mdglichst
grosser Gleitschuhldnge L und méglichst kleinem eng-
stem Schmierspalt ho m den Optimalwert




m, = 1,1886 (12)

erreicht. Die maximale Tragkraft ergibt sich damit
zu

2

L
Poo’max = 0,1615 hd n ¢ U ¢ (Tf;) (15)

Aus (3) und (1) folgt fiir die Schubspannung

*
4h - oo
T = ‘n.Uo_—_z_éh— s (1[‘_)

h

woraus man die Reibkraft pro Breiteneinheit Feo
durch Einsetzen der Ausdriicke fiir h und hto und Inte-
gration zwischen den Grenzen x = O und x = L erhdlt:

Foo = 2°7meUs ho];"m [2:1n (1+4m) + _jg] (15)

2+m

Der Reibungskoeffizient ergibt sich zu

_ ___Blg_o_hO.m . 2(2+m)-1n (1l+m) + 3m (16)
oo = P =3 - L +m)-1n (l+m) -

Fir alle Werte L/ho hat oo ein Minimum bei

my = 1,536 | 17)
ho
Hoospmin = 26,15 - I (18)
Der Angriffspunkt der Tragkraft P., als Resultierende
des hydrodynamischen Druckes errechnet sich aus der
Momentengleichung '
. - l,_ ,,,,, N
Poo X o™ /pr(x)-x-dx
0
' %~m-(6+m) -~ (2m+ 3)-1n (1+m)
XEL = > (19)

m-(2+m) 1n (l+m) - 2:m
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Bei den kippbaren Michell-Lagern erhebt sich die
Frage, wo man die Unterstiitzung am giinstigsten an-
bringt. Da m = mp immer die giinstigste Tragkraft er-
gibt, und zwar bei jedem U, ho und L, muss auch

)-C-Ef (mp) = 0,4226 (20)

der beszliglich der Tragkraft giinstigste Kippunkt sein,
durch den bei allen Betriebszustinden die Resultie-
rende der Schmierfilmdriicke geht.

Die durch das Lager fliessende Olmenge ist in x~Rich-
tung lberall gleich und l&sst sich sehr leicht an der
Stelle des Druckmaximums bestimmen, wo das Geschwin-
digkeitsprofil linear ist. Es gilt dann

== 6*QU— 4 .ﬁ
Qg =1 heo ¢ 5=1T o 2+m (21)

Die vorangestellten Ableitungen und Gleichungen fin-
den sich nur zum Teil in den Arbeiten von Reynolds.
Die Theorie wurde vor allem von Giimbel [2] und Schie-
bel [3] ausgebaut und wurde von Steller [4] in iHiber-
sichtlicher Form dargestellt.

Steller benutzt zur Darstellung seiner Ergebnisse die
Verédnderliche € = hl/ho =1 + m.

Ebener keilfdrmiger Schmierspalt endlicher Breite

2.1 Uberblick B

Zum ersten Mal gelang es Michell [5], die Rey-
noldssche Differentialgleichung mit Hilfe einer
Reihenentwicklung fiir den Fall des ebenen, recht-
eckigen Schmierkeiles endlicher Breite zu losen,
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d.h. die Druckverteilung in Abhingigkeit von n,

U und dem Keilwinkel § 2zu bestimmen. Fiir die
Fdlle B/L = 1, B/L = 1/3, B/L = 0 und B/L = oo
werden der mittlere Druck P = P/B*L und der Rei-
bungskoeffizient p = F/P in Abh&ngigkeit von 7,

U und 6 angegeben. Dabei wird das Verhdltnis wvon
Mi-LVZl = ho/h1 = l+m=2 angenommen, das dem Opti-
mum beim unendlich breiten Gleitschuh von 1+mp =
2,1886 sehr nahe kommt.

Kgngsbury [6] beschrieb eine Analogiemethode, bei
der mit Hilfe eines elektrolytischen Troges Ergeb-
nisse gewonnen wurden, die sich auf die Lagerstro-
mung Ubertragen lassen.

Duffing [7] fand eine L&sung fir den Fall, dass
sich die Viskositédt in der Bewegungsrichtung linear
dndert.

Bei den Naherungslosungen von Gimbel [2] und Schie-
bel [3] wird angenommen, dass die Form des Druckver-
laufes in der Bewegungsrichtung mit der beim Gleit-
schuh unendlicher Breite bis auf einen Proportiona-
litdtsfaktor iibereinstimmt und senkrecht dazu nach
einer Kosinuskurve (Glimbel) oder einer Parabel (Schie-
bel) abnimmt.

Genauere LOsungen ohne willkiirliche Voraussetzungen,
mit Ausnahme der konstanten Viskositdt, wurden von
Muskat, Morgan und Meres [8] und unabhingig davon

von Frossel [9] angegeben. Frossel prift seine theo-
retischen Ergebnisse in einer anschliessenden Arbeit
[10] nach und gibt in einer spidteren Verdffentlichung
£11] praktische Anleitungen zur Berechnung. Konstruk-
tive Anleitungen fiir Axiallager mit festen Keilfld-
chen findet man bei Gersdorfer [12], der auch Be-
rechnungsunterlagen fiir gekoppelte Axiallager zusam-

menstellt [13].
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Berechnungsverfahren von Schiebel/Drescher f.
ebenen Schmierkeil

Drescher greift in seiner Arbeit [14] auf die L&-
sung von Schiebel [3] zuriick und gibt eine Be-
ziehung fiir die dimensionslose Belastungskennzahl

an:
— 2 = 2
Elffé;l77§ -2 —% [P:goL]oo (22)
n l+a«d n *

P = P/B+L ist dabei die spezifische Lagerbelastung
eines Gleitschuhs, h  wieder der engste Schmierspalt,
o = L/B das Breitenverhdltnis und der Klammerausdruck
die Belastungskennzahl des unendlich breiten Gleit-
schuhes. Drescher verwendet als unabhidngige Variable
die relative Schmierspaltweite ¢:

s) 1
¢=% "ETh. " m (23)

Mit P = Po/L folgt aus (11) mit (23) fiir die Bela~
stungskennzahl des unendlich breiten Gleitschuhes
(Abb. 13)

= 2
p-h, 2 1+ 2
[37ﬁ753“> = 6.9~ -[1n v 1+2@] (24)

Der Faktor a eine Funktion von ¢ (Abb. 13%)

r o) b} A Lo
) = L = o \P+Y
a = ___AELE. (0+9°) + %5 .
(1+29) (l+2¢)-1n.l$2 -2

23 ]
(25)
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Zur Berechnung des Reibungskoeffizienten p wird
eine dimensionslose Reibungskennzahl angegeben,
die unabhéngig vom Breitenverhéltnis o und nur
eine Funktion von ¢ ist (Abb. 13a)

i5°ho 4

b - Tegy [(1+29) 1o 22 - 3 (25)

Elimination der Spaltweite ho mit Hilfe der Bela-
stungskennzahl fiihrt zu der Funktion

) 140

_ K k]
(1+2¢)-1n —5-“’- - 2

= 2 [(1+2sp)-1nl"-'—“2 -1 5]2
u\[2B \/—w Lia i

]
AN
0 ,o[mi* VAREERN os
’lU;./éo \\ /1/,__.
Xp_
P / L
wo|3 10 / d ,\_, -
3P / [ \\/ o t
o | —5h
oo e \ | <
|o.. as / _ :
27/ | Nos
/
0G; — 7 L s w0
P= -'lo— =

Abb. 13a: Kennlinien des ebenen Schmierkeiles

(26)
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Da der Druckverlauf proportional dem des Gleit-
schuhes unendlicher Breite angenommen wird, gilt
fiir den Abstand des Druckmittelpunktes von der
Hinterkante die selbe Beziehung wie beim Gleit-
schuh unendlicher Breite, die in der Schreibweise
von Drescher lautet

x, 3+ 30 - (20 + 3¢°) 1n L@

. . (27)
L (1 + 2¢)-1n &2 - 2

mit dem Optimalwert (xp/L)P = 0,42 entsprechend
einem ¢ = 0,841,

6
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Abb. 14: Belastungs- und Reibungskennzsahlen des

ebenen Schmierkeils bei verschiedenen
Breitenverhdltnissen




In Abb. l3asind die Gréssen aufgetragen, die nur
von ¢ abhingen, wie die Belastungskennzahl des
unendlich breiten Lagers, xp/L a und pep.h /n-U.
Abb. 14 zeigt die Belastungskennzahl und die Rei-
bungskennzahl in Abh&ngigkeit von ¢ bei verschie-
denen Breitenverh#dltnissen. Die Maxima bzw. Minima
verschieben sich nur sehr wenig mit o, so dass
p-Werte um 0,8 bei allen Breitenverhdltnissen giin-
stige Belastungskennzahlen ergeben, wihrend die
Reibungsoptima bei ¢ = 0,3 bis 0,5 liegen.

8
<::co033 /_\\\
|a:F’ 6 —
S v/ 'OOZTJOB
N P RN/ |
HERN A
g / S~
SR /A I R
/ ]lpB
| V’Qu
0002 04 08 03 0 12 14 16
6:% —_——

Abb. 15: Einfluss des Seitenverhdltnisses auf die
maximale Tragkraft und die zugehdrige
Reibung

Das ginstigste Breitenverhdltnis liegt nach Abb.15
bei o ~ 1,0, was auch in etwa niedrigste Reibung
ergibt.

Die Belastungskennzahl zeigt, dass die Belastung
umgekehrt proportional zum Quadrat der kleinsten
Schmierschichtdicke ho ist. Vom Standpunkt
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méglichst hoher Tragfdhigkeit sind also mdglichst
kleine Schmierschichtdicken erwiinscht. Diese sind
aber durch die Forderung nach ausreichender Sicher-
heit nach unten begrenzt. Bei der Berechnung der
Axisllager wird vorausgesetzt, dass die Spaltweiten
ho an den engsten Stellen aller Gleitschuhe unter-
einander genau gleich gross sind. Es treten aber
Abweichungen auf, die durch die Ungenauigkeiten

bei der Herstellung und Montage und durch Verfor-
mungen, die im Betrieb durch die mechanische Bean-
spruchung und die Erwdrmung entstehen. Als kleinst-
zulédssige Schmierschichtstarke ho.zul ist der Mittel-
wert der kleinsten Schmierschichtdicken aller Trag-
fldchen eines Axiallagers zu definieren, bei dem
gerade noch Mischreibung vermieden wird. Mit diesem
Wert kann man die Grenzlast Pg,max berechnen, die

das Lager gerade noch aufnehmen kann., Die Werte fir
ho,zul h@ngen vor allem wvon der Lagergrosse, der Bau~
art der Lager, der Abstiitzung des Lagers im Geh#use
und der Umfangsgeschwindigkeit der Spurscheibe ab.

Drescher gibt als ungefdhren Richtwert
| N
ho,zul =1+ Eoo)‘° (5 pm + 15 um) (28)

an, wobel Dm in mm einzusetzen ist. Andere Verfas-—
ser geben folgende Werte an

Falz [15] h o 10 um, je nach

LR J
off und Bearbeitung

Gersdorfer [12] ©h 1=>3 um .o 10 pm

0,2u 4
?iﬁmapn £16] ho*znl::>o?5 ° 10 * Dm
Fréssel [11]
hqizul U Tabelle 16:
o m/s Kleinstzuléssige
0,001 0O ¢ 1 Schmierschicht-

0,002 |[>1 ... 5 :
0,003 |»5 ... 10| dicken
0,005 |510... 30
0,005 |>30




2.3

Die Grenzbelastung P y Gie man mit h be-~
g,max o,zul
rechnet, sollte normalerweise das 5- bis 10~fache

der Nennbelastung Pg’E betragen.

Berechnungsverfahren von Fréssel fiir ebenen Schmierkeil

Beriicksichtigt man, dass die Schmierspaltweite h nur
eine Funktion von x und unabh8ngig von z ist, so
kann man die Reynoldssche Differentialgleichung wei-

terentwickeln:

n2 3 dn | 9 Snel  dl
g_% g\_g h.gﬁ.”x-%%‘i-agao (29)

Schematische Darstellung des ebenen
Gleitsystems

AbDb. 16:
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Frossel verwendet in seiner grundlegenden Arbeit [9]
eine neue unabhéngige Variable a, die definiert ist

Zu
2. h
bR o (30

Die Ableitungen und Berechnungen werden fir L = 1,
also a = 21 durchgefiihrt. Die Variable a hingt mit
den von Reynolds, Steller und Drescher benutzten
wie folgt zusammen:

m+1

o weedmeams

€
aiiadirve gl SR (31)

Da der Winkel § immer sehr klein ist, gilt tanb =6,
Damit folgt fiir die Schmierspaltfunktion (L = 1,

h=(a-x)5 (32)

Damit erhdlt die Reynoldssche Differentialgleichung
(29) folgende Form

% 22
az é_% 52 IR~k : WA 2(a x)B = 0 (33)

Als Lésung wird dafiir folgende Funktion fiir p(x,z)
angesetzt

( cosh Az \ Y;]/cosh Ap_q°%Z  cosh °£\
P = 1--:—-r—f(x)+ - (X)

cosh b/ \cosn An 1-0 cOSh A -b/
n=1

(34)

die als neue Grdssen die halbe dimensionslose Gleit-
schuhbreite b = B/2L, die noch zu bestimmenden Wert Ki
und die noch unbekannten Funktionen fi enthidlt.
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Die Grenzbedingungen lauten
p=0 filr x=0,x =1 und z =2%0p

Werden nun die ersten und zweiten Ableitungen nach
x und z von Gl. (34) in die Differentialgleichung
(33) eingesetzt, so wird diese erfiillt, wenn jeder
der daraus entnommenen, nachstehend aufgefiihrten
Ausdriicke verschwindet. Diese sind gleichzeitig die
Differentialgleichungen fiir die fi-Funktionen und
heissen

i o Zg £ 4+ 6°‘x"‘ s U =0 b
(o) a-~-xX O Gﬁ(a-x)ig
cosh A = " ’ " ’ 2
0 3. 2 _ e - - AS.f ) =0
cosh XOb (fl T a~x f1”‘”0 fl fo * ax' %o c °

cosh A, °%
1 n 5.9 2 _ 1] er_ 2.\ _
cosn Al-b(fé - ax ot fy - ) 5 f A{ f7) =0 > (35)

cosh Kz-z " 3 s 2
SosE D 2-b(f5 = aox Tothoefz = £y + 55T, = Ay fp) =

!
(@

Die erste dieser Gleichungen (35) ist die Differential-
gleichung fiir den unendlich breiten, ebenen Schmier-
keil mit zweidimensionaler Stromung und der Lénge L = 1l
Sie hat die Ldsung
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_ 61U x(0-x) _
fo =3 ’ 2 "
§-(2a=1) (a-x)

Peo (36)

Bei den ibrigen Gleichungen ist jeweils der erste
Faktor von Null verschieden, so dass die Klammer-
ausdriicke Null sein miissen. Diese lassen durch die
gleichgebaute Form der ersten und zweiten H&lfte so-
fort den VWert fn = fn—l als partikuldre LOsung er-
kennen. Fiir die allgemeine Losung wird nun die Be-
ziehung

fn = fpo1 - 8By
angesetzt, die nach Einsetzen der entsprechenden
Ableitungen die Klammersgusdriicke der Gl. (35) auf
die einfachere Form

" ?

2. 2 -
Bn-1 a-x &n-1 t xn—l Bn-1 = 0 (28)

bringt, welche die Ldsung

A - dq
_ Pn=1""1)A_ . (a=x){ + B_ .- N, 3jA (a-x)
8p1 = { n-1 } n-1 "1 { n-1 } (39)
a - x
hat (n =1, 2, 3, eees), worin A s By und A4

noch verfiighare Konstanten und Jl und Nl Besselsche
Funktionen sind. Wie die Funktionen f miissen auch

die Funktionen g an den Rdndern verschwinden. Das be-
deutet homogene Randbedingungeﬁ, die filir die Losungen
einer homogenen Differentialgleichung wie Gl. (38)

nur Eigenfunktionen zulassen. Gl. (39) wird noch durch
An—l dividiert:

G B Gp-1 Jl'{xn-l (a—x)} + Gn—iNl'{)‘n-l (a—x)}

= = (40)
n-1 An-l a - x
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C,—p sowie A _, lassen sich allein mit den schon
angegebenen Grenzbedingungen Gn—l =0 firx=0
und x = 1 berechnen., Thre Bestimmungsgleichungen
lauten dann

J1'{7\n-l a} + Cp_1 Ny {kn-l a}
a

Iy gy (e} + ¢y Ny ikn-l(a_l)}
a-1

x = O: = 0

(41)

X = 1; = 0

Die Ermittlung der Eigenwerte xn-l folgt dann aus

3 (h_18)
i P (e} - mEy iy (e <0 G2

mit n = 1, 2, 3, )

Die noch verfiigbaren Faktoren An-l werden in geeig-
neter Weise so gew#dhlt, dass der Ansatz (34) schnell
konvergiert (Siehe [9], S. 325).

Sobald die Knrl und mit den 8,1 die fnuferte fir
n=1, 2, ... berechnet sind, l8sst sich die Druck=-
verteilung fiir die verschiedenen a-~-Werte in Abhingig-
keit von x und 2z bestimmen.

Die nachsten Schritte bestehen nun darin, die Trag-
kraft, die Lage der Resultierenden und die Reibung
zu bestimmen. Tragkraft P und Reibung werden durch
die Breite B = 2b dividiert, womit man wegen L = 1
glelch den mittleren Druck D und die mittlere Schub-
spannung T 4 erhdlt.
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Die dimensionslose Belastungskennzshl T76/6n°U

und die dimensionslose Reibungskennzahl toa/n-U
sind in Diagrammen in Abhdngigkeit von a fiir ver- |
schiedene Breitenverh8ltnisse b = B/2L aufgetragen.
Die Kurven bleiben die selben und gelten fiir belie-
bige Gleitschuhlé&ngen L, wenn man $6/61n°U durch
P62/6mUB und ro°6/n'U durch F6/nU+B ersetzt, wie
dies in der neueren Verdoffentlichung [11] von
Frossel geschehen ist. Wegen der besseren Ablese-
méglichkeit sind die Diagramme fiir verschiedene
a-Bereiche aufgeteilt: Abb. 17, 18, 19 und 20.

iese Diagramme ermbglichen nun, ohne grosse Rech-

gl
nung und Zeitaufwand die wichtigsten Grossen eines
gegebenen Axiallagers zu ermitteln. Insbesondere
lédsst sich hiermit der Einfluss einer Spaltverénde-
rung auf die Trag- und Reibungskrifte feststellen.
Bei festgehaltenem a (Michell-Lager) bewirkt eine
Spaltverdnderung eine Verdnderung des Winkels
und umgekehrt bei festem (Lager mit festen Keil-
fldchen) eine Verdnderung der Grisse a.

Bei der Frosselsdhen Darstellungsweise der Belastungs-
kennzahl fallt im Vergleich mit der Arbeit von
Drescher auf, dass die Belastungskennlinien keine
Maxima aufweisen. Das liegt an der Definition der
Belastungskennzahl, die sich von der bei Drescher
verwendeten wie folgt unterscheidet:
2
P: §° _ beh,

et (43)
6eneU.B nU.B 5L(§:1)
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Abb. 17: EKurven zur Berechnung der Tragkraft eines
ebenen Gleitsystems bei hydrodynamischer
Schmierung fiir a = 1 ... 1,3
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Abb. 18: Kurven zur Berechnung der Tragkraft eines
ebenen Gleitsystems bei hydrodynamischer
SChmierung fﬁr a = 1 s e o 3,5
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Abb. 19: Kurven zur Berechnung der Reibung eines ebenen
Gleitsystems bei hydrodynamischer Schmierung
fﬁr a = 1 ceo0 1,5
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Abb. 20: Kufven zur Berechnung der Reibung eines ebenen
Gleitsystems bei hydrodynamischer Schmierung

fﬁI‘ a = 1 °ce 3’5




- 74 -

Interessant ist die in Abb. 21 gezeigte Darstellung
von P/ n-U {iber dem Keilwinkel & fiir einen Gleitschuh
mit L = 20 mm und B = 40 mm.

2-10 I
m h,=0,0010 mm
0,0015
15 0,0020
’ 0,0030
T 0.0040
-
s
a

0 0001 0002 0003 0,004 0005

O —»

Abb. 21: Verdnderung der Tragkraftzahl P/n-U
mit dem Keilwinkel 6§ bei verschiedenen
Spaltweiten h0 fiir ein Lager mit L = 20 mm
und B = 40 mm

Bei dieser Darstellung erscheinen Maximalwerte, die
1 : 20 000 bis 6§ = 0,000%3 = 1 : 3 000 liegen, die
sich bei festen Keilflédchen nicht verwirklichen
lassen. Frossel gibt als wirtschaftlich verwirklich-
bare Keilwinkel 6§ = 0,001 + 0,005 = 1/1000 + 1/200

an. Flir die Keiltiefen empfiehlt er t = 0,03 + 0,05 mm.

Damit sind auch die Grenzen fiir die Gleitschuhlénge
L gesteckt:
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L <k _ 0,03 .6.- 0,05 (44)

(o}

Weiter empfiehlt Frdssel die dimensionslose Breite
b = B/2L = 1/20 nicht unter 0,5 zu wdhlen, weil
sonst die hydrodynamische Druckentwicklung zu
empfindlich gegen StOrungen wird.

%3, Ebener keilfOrmiger Schmierspalt mit Rastfl&che

Bei Lagern mit feststehenden Keilfldchen schliessen

sich sehr haufig sog. Rast- oder Planfldchen an die Keil-
fldchen an, gegen die sich der Wellenbund im Ruhezustand
legen kann. Die Rastfléchen liegen alle in einer Ebene
senkrecht zur Lagerachse. Bei genauem Fluchten von La-
ger und Spurscheibe sind im Idealfall die Rastflichen
und die Spurscheibe parallel und die Spaltweite zwischen
beiden konstant (Abb. 22).
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Abb. 22: Ebener keilformiger Schmierspalt mit Rast-
flache
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3.1 Unendliche Breite

Die Berechnung des unendlich breiten ebenen Schmier-
keils mit anschliessender Rastfléche geht auf Bower
[17] zuriick. Die Ergebnisse werden von Drescher [14]
mitgeteilt. Fiir die Belastungs- und Reibungskennzah-
len sind folgende Beziehungen angegeben:

= 2
Peh . 2 2, 2
m 2 ° + (4-30) + 2(1-n)
P2, - a1 B2, ) - 22gl2e+ 30-A)) (46)
B 30 ) 2 N ZA N 2 AL1_3Y
P F\T=IAJP T c\i=Ay

Diese Gleichungen sind in Abb. 23 fiir die A-Werte 1/4,
/2, 2/%3, 4/5 und 1 ausgewertet. Den Einfluss der
Rastfldchengrosse zeigt Abb. 24. Die optimale Trag-
kraft liegt wieder bei ¢ = 0,8 und der optimale Rast-
fléchenanteil (1-A) bei 0,2 bzw. bei A = 0,8,

20
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Abb. 23: Kennlinien flir den Abb. 24: Einfluss der
ebenen schrigen Gleit- Rastfléchengrosse auf
schuh mit Rastfléche Tragkraft und Relbung
(B/L =o=) beim schrigen, ebenen

Gleitschuh ( ¢ = 0,8)
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3.2 Endliche Breite

Drescher [14] empfiehlt, die Werte fiir die unendliche
Breite zugrunde zu legen und dann in der selben Weise
wie beim ebenen Schmierkeil ohne Rastflache auf end-
liche Breite umzurechnen.

Eine analytische Berechnungsmethode veroffentlichte
Kettleborough [18]. Im Gebiet des sich verengenden
Schmierspaltes gilt die Reynoldssche Differential-
gleichung unverdndert. Fir das Gebiet der Rastfléche
ist dh/dx = O, so dass die Reynoldssche Differential-
gleichung sich zu

92, 32 |
~5+ x5 =0 (47)
dx= 0Oz
vereinfacht. Aus der Bedingung, dass an der Grenze
die aus dem ersten Gebiet einstromende gleich der

in das zweite Gebiet einstrdimenden Schmiermittelmenge
sein muss, folgt aus Gl. (13) im Abschnitt III,2

. - @D (48)

deh. der Druck geht ohne Knick vom l. in den 2. Be-
reich liber. Die Losung erfolgt mit Hilfe der von
Christophersen [19] entwickelten Relaxationsmethode.

Die Rechnung wird fiir optimales Breitenverhdltnis
B/L = 1 und die Rastfldchenanteile (1-A) = O, 1/8,
1/4_ 2/8 und 1/2 durchgefithrt. l-A= 1/4 ¢

P S A LA S Y

acdiht: A4
Evuu-

maximale Tragfdhigkeit bei hl/ho =€ = 2,3 (¢ =0,77)
in Hohe von

T-hS

—.T = 0,1823 (49)

Dieser Wert ist um 14 % hdher als der des einfachen
ebenen Schmierkeils ohne Rastfldche bei sonst gleichen
Voraussetzungen.
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Andere Schmierspaltformen

4,1 Stufenfdrmiger Schmierspalt

Lord Rayleigh [20] untersuchte schon 1918 den stufen-
formigen Schmierspalt unendlicher Breite und fand,
dass die optimale Tragkraft pro Breiteneinheit in
Hohe von

Y
“
07 %
AP IIE l
h i |
1 ho._
T - Ly oa— L, —» T
g————————— | o
Abb. 25: Stufenfdrmiger Schmierspalt
P 0,20626 + LU:LZ (50)
o,max ~ ? he >

0

bei € = hl/ho =1,87 (m = 0,87, = 1,15, a = 2,15)

und Ll/Lo = 82(28 -3) = 2,588 auftritt. Das ist immer-
hin ein um ca. 28 % hoherer Wert als beim ebenen schra-
gen Schmierkeil nach Gl. (13). Archibald [21] zeigte,
dass bei endlicher Breite dieser Vorteil vollkommen
zusammenschrumpft und ein solches Lager bei kleinem
Breitenverh8ltnis B/I sogar schlechter als das Michell-

Lager wird, weil der hochste Druck an der Stufe auftrityd,

wo der Schmiermittel-Abflussquerschnitt gross ist. Er
schlug deshalb eine parabelférmige Stufenform nach
Abb. 26, A vor, um den Seitenfluss zu begrenzen.
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Diese Idee wurde von Kettleborough [22] aufgegriffen
und fir Form A mit Hilfe der Relaxationsmethode ge-
16st. Fiir die in Abb. 26, a + g gezeigbten Stufenformen
teilt er in einer weiteren Arbeit [23] Rechenergebnisse
mit, die nach der selben Methode gewonnen wurden, und
vergleicht sie mit experimentellen Ergebnissen, die
mit Hilfe der "Elektrolytischen Tank-Analogiemethode"
gewonnen wurden. Es wurden Belastungskennzahlen, Rei-
bungskennzahlen und Oldurchflusskennzahlen ermittelt.
Bei allen Formen von b = f ist die Belastungskennzahl
héher als beim normalen kippbaren Michell-Tragschuh.

Form 4 ergab die hochste Belastungskennzahl, die im
Optimum dag 1,67-fache des ﬂ'n-l-"mn'lnn'n-i-nq ""el"" Michell-

PSILEY. LA E=] ~ B3N A G S F 4

Tragschuh betrug. Allerdlngs bew1rkt die Tragkraft-
erhShung auch eine hdhere Reibung. Neuerdings hat sich
Drescher [33] mit solchen Lagern wieder befasst.
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Abb. 26: Von Kettleborough untersuchte Stufenformen
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Um den Nachteil der Reibung auszugleichen, hat man

in Stromungsrichtung vor der Stufe Taschen angebracht
(Abb. 27), in deren Bereich man die Reibung vernach-
lassigen kann. Ein solches Stufen~Taschen~Lager wurde
erstmals von Wilcock [24] untersucht und von Kettle-
borough [25], [26] weiterverfolgt. Wird ein solches
Lager reibungsoptimal ausgelegt, dann hat es eine

sehr geringe Tragféhigkeit. Man kann es aber auch

80 auslegen, dass die Tragféhigkeit so hoch wie beim
einfachen schriagen Gleitschuh ist, wobel dann die Rei-
bung nur 62 % desselben betrdgt. Dass sich Lager dieser
Bauart nicht durchgesetzt haben, liegt an dem unglinsti-

geren Verhalten bei Abweichungen vom Auslegungspunkt.
Ausserdem erfordern sie die Herstellung von Stauréumen
sehr geringer Tiefe, die in der Grdssenordnung der

engsten Schmierspalte ho liegen und auch nicht einfach

zu fertigen sind.

NN YYD RRRRSRTANNS
Abb. 27: Stufenlager mit Tasche
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4.2 Tragschuhe mit gewdlbten Gleitfldchen

4,2.1 Unendliche Breite
Lord Rayleigh [20] untersuchte 2 Schmierspaltformen
fir unendlich breite Tragschuhe:

a) h=ac°x"
Dieser Fall lésst sich geschlossen integrieren und
man erhdlt fir die Tragkraft

o 6702 { 3n-1 L (72D gy (=342 0
oo (gl/n;l>? n_ (2n-1) (3n=-2) ,E-§f;/n
-2+2/n_
- -£ 1} (51)
2n-2

Fir n=2 (Parabel) erhilt man fiir das Maximum bei

€ = 2,2
P - 0.163 A:U-L?
oo,max = ] 5 h2 (52)
[o]

Der Gewinn gegeniiber dem ebenen, schrédgen Gleit-
schuh ist gering (Faktor 0,1615).

I
b) h = eP°¥ - XL

Dieser Fall lHsst sich ebenfalls geschlossen inte-

grieren:

2 2
2 g5-1 e (e=1)-1ne¢
2rnlok ) 6 3 (53)
e+ (1ne)2 ne { e”-1 |

oo =

Das Maximum liegt wieder bei e = 2,3 und betriagt

2
- LR
Fooymax = 0216573 (54)

o
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Raimondi und Boyd [27] untersuchten den in der Mitte
kippbar gelagerten balligen Gleitschuh unendlicher
Breite. Die Gleitfl&dche ist ein Teil eines paraboli-
schen Zylinders. Die Abweichungen von der Ebene sind
klein, in der GrOssenordnung des engsten Schmier-
spaltes.

Die Schmierspaltfunktion lautet

2
h = b + —F—
2.7

wobeil r? der Kriimmungsradius der Gleitfléache ist.

Die Druckverteilung lasst sich noch durch geschlossene
Integration ermitteln, ergibt aber schon verwickelte
Ausdricke. Die Ermittlung der Druckresultierenden P
erfolgt dann numerisch. Der Abstand von der Vorder-
bzw. Hinterkante muss so gewdhlt werden, dass die Re-
sultierende durch den Kippunkt geht.

Die Untersuchung zeigt, dass der in der Mitte unter-
stiitzte konvexe Gleitschuh fast genau die gleiche
Tragkraft wie der optimal unterstiitzte ebene kippbare
Gleitschuh hat, gleichen engsten Schmierspalt h0
vorausgesetzt.

Der in der Mitte unterstiitzte konvexe Gleitschuh ist
ein Modellfall des in der Mitte unterstiitzten ebenen
Gleitschuhes, wie er in USA haufig wegen der Arbeits-
méglichkeit in beiden Drehrichtungen verwendet wird.
Bei hoch belasteten Lagern verformt sich ndmlich der
ebene Gleitschuh elastisch infolge der Belastung und
thermisch durch die zunehmende Erwdrmung im Schmier-
spalt in Bewegungsrichtung, wodurch der ebene Gleit-
schuh konvex wird. Dadurch erklért sich die Tatsache,
dass ein in der Mitte unterstiitzter ebener Gleit-
schuh iiberhaupt funktioniert, denn bei Voraussetzung
konstanter Viskositdt wire die Tragkraft Null.
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Fiir geringe Belastungen und Schmiermittel geringer Vis-
kosit8t (Wasserlagerung!) sind die elastischen und
thermischen Verformungen gering. Hier bringt der von
vorneherein konvex ausgefiihrte Gleitschuh einen wichti-
gen Vorteil dadurch, dass er wesentlich schneller ab-
hebt. Optimale Tragkraftbedingungen herrschen, wenn die
Uberhdhung durch die Wdlbung ungefdhr der halben mini-
malen Schmierschichtdicke ho ist.

Drescher [14] gibt Beziehungen fiir den unendlich langen
einseitigballigen Gleitschuh mit Rastflédche an:

] m2 ,,;[pz-hiHm i2weean | o
WL, "~ 2(149)2 2 1T T 2(1+9)“(1-1)

Die Beziehungen sind die gleichen wie beim ebenen keil-

formigen Schmierspalt. P, ist der Zwischendruck am Ende

der balligen Flé&che:

2
1 9 2¢ :
6\ - (49 -arc tan + - )+ (1-2)
ljpz . hB] Vo 1+¢ 2
o —
o0

2 (56)
= - 5
8(1-7A) + (W¢ arc tan —— + —2— 4 2.2

nueL )
Vo o lte @3 (l+gp)2

Die Umrechnung auf endliche Breite geht dann in der
gleichen Weise wie beim ebenen keilférmigen Schmierspalt.
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Endliche Breite

a)

Exponentielle Schmierspaltform

Charnes und Saibel [28] verdffentlichen eine sog.
exakte Losung der Reynoldsschen Differential-
gleichung fiir den Fall eines exponentiellen
Schmierspaltes

h=2a"° ebX

mit Hilfe eines schnell konvergierenden Reihenan-
satzes fiir den Druck. Der LOsungsweg wird ange~

geben und die Rechnung zunéchst flir hy/h = 2 und
3 und die Breitenverhdltnisse B/L = 1 und 0,5
durchgefiihrt und mit den von Boegli [29] nach ei-

ner Ndherungsmethode ermittelten Werten sowie denen

von Michell [5] verglichen (Tabelle 17). Die Ergeb-
nisse weichen nicht viel von denen des ebenen
Gleitschuhes ab, wie dies auch schon Raimondi und
Boyd [27] feststellten.

Fall

Jﬂk?

Fon ﬁ'hg/nU'L F/Peo B

Q
(7.5 Charnes u.| Boegli | Charnes u.| Michell
Saibel Saibel

=W D

WO

0,1615 | 0,0678 0,421 | 0,423 0,474
0,1518 | 0,0725 0,493 | 0,477 0,460
0,0800 | 0,0148 0,168 | 0,1845 0,185
0,0760 | 0,0162 0,219 | 0,213 0,208

Tabelle 17: Vergleich der Ergebnisse mit anderen Autoren




Ein weiterer Vergleich wurde noch mit den Ergeb-
nissen von Muskat, Morgan und Meres [8] durchge-
fihrt, die in der Tabelle 18, in die Drescherschen

Kennwerte umgerechnet, gegeniibergestellt werden.

5 |y Bhi/ UL peDby/ 1T
L Charnes Muskat Charnes Muskat
u.Saibel | u.andere u.Saibel | u.andere
oo 10,5 0,1515 0,143 0,7425 0,7575
oo |1,0 0,1600 0,167 0,800 0,800
oo |1,4 0,1474 0,1507 0,821 0,7895
oo (2,4 0,1158 0,1200 0,9605 0,869
lr to,5| o0,0725 | o,0714 0,681 0,725
1 1,0 0,0678 00,0667 0,753 0,746
1 1,4 0,064% 0,0594 0,801 0,780
0,510,5 0,0325 0,0213 0,639 0,584
0,5|1,0 0,0295 0,0286 0,729 0,72%
0,511,4 0,0274 0,0269 00,7285 0,764
Tabelle 18: Vergleich mit den Ergebnissen von

Muskat, Morgan und Meres [8]

Auch hier sind die Abweichungen gegeniiber den Werten
nach Muskat, Morgan und Meres, die fiir den ebenen
Gleitschuh gerechnet wurden, gering.

Balliger Gleitschuh

Der ballige Gleitschuh endlicher Breite wurde erst-
mals von Frossel in seiner grundlegenden Arbeit von
1941 [9] nach dem gleichen Verfahren wie der ebene

Schmierkeil berechnet. Die Lagerfléche (Abb. 28)
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ist Teil eines Kreiszylinders und wird durch einen
parabolischen Zylinder angendhert:

X2
h = h, + = (57)

Abb. 28: Bezeichnungen beim balligen Gleitschuh

Es werden die dimensionslosen GrSssen

T
2r 'ho 2r -ho

-4 B/2 AP

= - (y = —L— (59)
2r’-hO 2r’-ho

eingefiihrt.
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Abb. 29: Tragkraft und Reibung beim balligen
Schmierspalt nach Frissel [30]

In einer neueren Veroffentlichung [30] zeigt Frissel
noch die Druck- und Geschwindigkeitsverteilungen. ,

¢) Sphirischer Gleitschuh
Zwel Arbeiten befassen sich mit Gleitschuhen, die in
beiden Richtungen gekriimmt sind. Es sind dies eine
weitere Arbeit von Charnes, Saibel und Ying [31]

P |

und eine von Raimondi [32].
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Selbsterregte Schwingungen

Beim Betrieb von schnellaufenden Stromungsmaschinen
kommt es oft zu unangenehmen Stérungen in Form von

Schwingungen. Diese lassen sich Jje nach Ursache in
folgende Arten unterteilen:

a)
b)
c)
a)
e)
£)

Resonanzschwingungen

selbsterregte Schwingungen

Schwingungen aufgrund von Press-Sitz-~Reibung
subharmonische Schwingungen

Schwingungen bei trockener Reibung im Lager
Schwingungen durch ungleichméssige Beaufschlagung.

Die beiden ersten Schwingungsarten sinddie wichtigsten, weil
sie am hdufigsten auftreten und am schwierigsten zu bekimp-

fen sind.

Im Folgenden soll auf die selbsterregten Schwin-

gungen niher eingegangen werden.

1. Schwingungsmodell

Alle Autoren, die sich sowohl theoretisch als auch ex-
perimentell mit der Kl&rung des Problems der selbster-

regten

Schwingungen bei Maschinenrotoren befassen, le-

gen ihren Untersuchungen das vereinfachte Modell einer
Scheibe mit der Masse m, die auf einer elastischen Welle

in der

Mitte zwischen den beiden Lagern befestigt ist,

zugrunde (Abb. 30). Fiir die theoretische Behandlung ist

Abb. 30

e _
(2]
r
hawe | BB AN
AR
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damit der idealisierte Fall des Massenpunktes auf
einer masselosen Feder angendhert. Ist dieser ein-
fache Ersatzrotor in radial starren Lagern gelagert,
dann ist die 1. biegekritische Winkelgeschwindigkeit
(Kreisfrequenz)

[¢)
we = /7 (1)

Dabei ist ¢ die Federzahl der Welle, die bei einem
prismatischen Stab

48 o % « T (2)
L

C =

betrégt. E ist der Elastizitétsmodul, L der Lagerab-
stand und I das 8quatoriale Trigheitsmoment, das im
Falle der kreiszylindrischen Welle I = m+d'/64 ist.

Da im konkreten Fall die Welle ebenfalls massebe-
haftet ist, ldsst sich die 1. Biegekritische nicht

so einfach exakt berechnen, da man es bei Querschwin-
gungen von Stadben mit Problemen vierter Ordnung zu tun
hat. Im einfachen Fall einer an ihren Enden drehbar
aufgestiitzten Welle mit iiberall gleichem Querschnitt
ist das Ergebnis relativ einfach und sei zum Vergleich
fiir die Grundschwingung angegeben [1, S. 199]:

2’ EoT (5)

Zum Vergleich mit dem Fall der Scheibe auf masseloser
Welle wird Gleichung (1) auf die gleiche Form gebracht:
E°1

Wy = 6,928 ;r£3 4)
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2. Charakteristische Erscheinungsformen
Un einen besseren Uberblick iiber die charakteristischen
Merkmale der selbsterregten Schwingungen zu bekommen,

werden zunichst nur die Experimente ausgewertet, deren
Ergebnisse mit einfachen zylindrischen Gleitlagern

mit 1 Olzufuhr zu den Gleitflichen und hdchstens 1 Ol-
langsnut gewonnen wurden. Versuche mit solchen Lagern
wurden von Newkirk/Taylor [2], Hagg [3], Pinkus [4],
Hagg/Warner [5], Shawki [6], Newkirk/Lewis [7] und
Tondl [8] durchgefiihrt.

g 101,86 mm Durchmesser, Bre
von 0,5 bis 1,5 und relativen Lagerspielen von ¢ = 1,11 =
20 %0. Der untersuchte Drehzahlbereich ging bis

14 000 U/min entsprechend einer héchsten Umfangsge-
schwindigkeit von 37,2 m/s. Die biegekritischen Dreh-
zahlen lagen zwischen 180 und 9600 U/min. Dies waren
allerdings gemessene Werte, die sich von den theore-
tischen kritischen Drehzahlen etwas unterscheiden koOnnen,
da die Lager nicht starr sind und der Lagerabstand bei
grosseren elastischen Biegepfeilen der Welle nicht mehr
genau definiert ist. Die spezifischen Lagerbelastungen
wurden von p = O kp/cm2 im Falle der senkrechten Welle
bis P = 10,3 kp/cm® variiert (F = P/BeD).

Die Beobachtungen der vorgenannten Autoren werden im
Folgenden zusammengefasst: Es wurden 2 Arten von selbst-
erregten Schwingungen beobachtet, der sog. "Halbfre-
quenzwirbel® (half-speed whirl) und der sog. "Resonanz-
Wirbel" (resonant whip oder resonant whirl).

Die Schwingung des Halbfrequenzwirbels ist dadurch ge-

kennzeichnet, dass die Kreisfrequenz Q der Schwingung
etwas kleiner oder gleich der halben Winkelgeschwindig-
keit w des Wellenzapfens ist.
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Q= 0,5u mit w= Eé%< 2wy (5)

Sie kann bei allen Drehzahlen auftreten. Hat sie ein-
mal eingesetzt, dann bleibt sie mit steigender Dreh~-
zahl erhalten, wenn die sonstigen Betriebsbedingungen
nicht veré@ndert werden. Die Einsatzdrehzahl Doy bei
der die Schwingung einsetzt, ist um so hdher, je hdher
die spezifische Lagerbelastung P, je kleiner das rela-
rive Lagerspiel § und je kleiner die dynamische Z&hig-
keit n ist.

Bei senkrechter Welle, wo die statische Lagerbelastung
Null ist, 18uft die Welle bel allen Drehzahlen instabil.
Die Wellenbahn ist dann bel isotropem Lager, d.h. einem
Lager, das in allen Richtungen die selben Eigenschaften
hat, ein Kreis. Ein Lager mit solchen Eigenschaften
wird durch ein kreiszylindrisches Lager verwirklicht,
das keine Léngsnuten sondern nur Olzufiihrungsbohrungen
besitzt [6].

Die Grosse der Amplituden des Lagerzapfens und der
Rotorscheibe wachst mit zunehmender Drehzsghl und er-
reicht bei der 1. kritischen Drehzahl ein relatives
Maximum. Grossere Restunwucht erhdht die Amplituden,
hat aber keinen Einfluss auf die Einsatzdrehzahl der
Schwingung.

Die Schwingungen der beiden Wellenzapfen in den Lagern
und des Rotors haben die selbe Richtung wie die Drehbe-

wegung der Welle und sind alle konphas.

Der Halbfrequenzwirbel wird neben dem Fall der senk-
rechten Welle vor allem bel sehr leichten waagerechten
Rotoren beobachtet, die in relativ schmalen Lagern mit
grossem Spiel laufen. Bei Lagern mit grossem Breiten-
verhdltnis und kleinem Lagerspiel wird der Halbfrequenz-
wirbel meist durch die Dampfung unterdriickt.
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Uberschreitet die Drehzahl das 2-fache der kritischen
Drehzahl o, dann geht der Halbfrequenzwirbel in den
Resonanzwirbel iber. Dieser ist dadurch gekennzeichnet,
dass die Kreisfrequenz der Schwingung nicht mehr mit

der Drehzahl anwichst, sondern bei ansteigender Dreh-
zahl konstant bleibt und zwar gleich der 1. biegekri-
tischen Kreisfrequenz w, ist (Abb. 31).

Q = Wy, Wenn W= 2-wy (6)

Die Amplituden wachsen mit der Drehzahl stark an und
k6nnen deshaldb sehr gefédhrlich werden. Normalerweise
besteht Gleichgewicht zwischen der Erregung und DEmplfung.
Ist letztere aber nicht ausreichend, dann steigen die
Amplituden bel konstanter Drehzahl stetig an und fihren
zur Zerstdrung der Lager, wenn die Anlage nicht recht-
zeitig abgestellt wird.

Der Resonanzwirbel tritt aber nicht immer knapp ober-
haldb 2- Wy auf. Ob er auftritt, hangt wieder von den
Betriebsbedingungen der Lagerung ab, und zwar wirkt

alles was beim Halbfrequenzwirbel die Einsatzdrehzahl
erhdht, beim Resonanzwirbel in Richtung einer Unter-
drickung oder Dampfung der Schwingung. Newkirk und

Lewis [7] berichten von einem Fall, wo die Resonanzschwin-
gung erst oberhaldb des Finffachen der kritischen Drehzahl
einsetzte. Es handelte sich dabei um einen sehr leichten
Rotor, der in schmalen Lagern mit grossem Spiel lief.
Auch schlechtes Fluchten der Lager konnte die selbst-
erregte Schwingung verhindern. Es wurde. hdufig beobach~
tet, dass ein Resonanzwirbel, der mit steigender Dreh-
zahl erst weit oberhald 2-nk einsetzte, bei Absenken der
Drehzahl erhalten blieb und erst bel Z-nk wieder ver-
schwand. Pinkus [4] schildert mehrere Fdlle, wo der Reso-
nanzwirbel oberhalb der 3. kritischen Drehzahl aussetzte,
also im Gegensatz zu den sonstigen Beobachtungen eine
obere Grenze hatte.
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Abb. 31:

Im labilen Bereich geniigt oft ein dusserer Stoss,
ur eine selbsterregte Schwingung in Gang zu bringen.

Die Schwingung hat wieder die selbe Drehrichtung wie
die Welle und die Bewegungen der Zapfen in den Lagern
und der Rotorschale sind konphas.

3. Theorie der selbsterregten Schwingungen

3,1 Einleitung

Die ersten rechnerischen Untersuchungen iliber die Zapfen-
bewegung im Lager wurden bereits 1919 von Harrison [9]
durchgefiihrt. Durch diese Untersuchungen angeregt, ent-
wickelte Robertson [10j spidter die sog. Kontinuitdtsme-~
thode, die das Ergebnis brachte, dass die Frequenz der
Schwingung gleich der halben Drehfrequenz ist. Er

zeigte auch, dass die Reibungskrédfte gegeniiber den Druck-
kraften vernachlassigt werden kdnnen. Beim Vergleich seiner
Theorie mit den experimentellen Ergebnissenvon Newkirk
und Taylor [2] kam er zu dem Schluss, dass der Rotor bei
allen Drehzahlen instabil sein miisste.
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Flir den Fall der starren Welle in halbumschlossenen
Lagern gewannen Stodola [11] und Hummel [12] Stabili-
té@tsbedingungen, indem sie die Gleichgewichtskurve
durch einen Halbkreis anndherten, fiir die Tragkraft

des endlich breiten Lagers eine N&herungsformel nach
Gimbel anwendeten und die Annahme machten, dass die
resultierende 0lfilmkraft der gestdrten Wellenlage dem
Betrage nach gleich der resultierenden Olfilmkraft der-
jenigen Gleichgewichtslage ist, welche die gleiche Ex~
zentrizitdt wie die gestdrte Wellenlage hat. Hummel
kam zu dem Ergebnis, dass die Exzentrizitidt eine mass-
gebliche Grosse fiir die Stabilitatsgrenze ist und ober-
halb einer Exzentrizitdt von 0,7 keine Instabilitat
auftritt, widhrend das Gebiet darunter labil ist.

Hagg [ 3] kam durch stark vereinfachte Ansd@tze der Be-
wegungsgleichungen ebenfalls zu dem Ergebnis, dass die
Schwingungsfrequenz ungefdhr gleich der halben Dreh-
frequenz ist. Aufbauend auf der "Federmethode" von
Stodola/Hummel gewann er Stabilitdtsbedingungen, wobei
er als erster die Dimpfung beriicksichtigte. Hagg und
Warner [5] erweiterten das Kriterium von Hagg empirisch
fiir den Fall der elastischen Welle und gewannen Stabili-
tdtkarten jeweils fiir Lager mit konstantem Breitenver-
hiltnis, indem sie die von Needs fiir das 120°-Lager ge-
wonnenen Daten zugrunde legten.

Poritzky [13] zeigte, indem er eine zus8tzliche radiale
Kraft zu der 0lfilmkraft hinzufiigte, dass Instabilitat
nur beil Drehzahlen oberhalb dem Doppelten der ersten
kritischen Drehzahl auftritt, aber auch, je nach Olfilm-
bedingung, auf Null abfallen kann.

Cameron [14] erweiterte die Methode von Hummel und zeigte,
dass unterhalb einer Exzentrizitdt von 0,7 nur 1 kri-
tische Frequenz auftritt. Unter Verwendung der Werte von
Sassenfeld und Walther fiir das 1800-Lager gewann Cameron
eine Stabilitdtskarte, bei der verschiedene Breitenver-
héltnisse beriicksichtigt sind.



- 99 -

3.2 Theorie von Hori

Eine gute qualitative Erkldrung aller charakteristi-
schen Erscheinungen der selbsterregten Schwingungen
gelang erstmals Hori [15], der bei der Entwicklung sei-
ner Theorie fiir das unendlich breite Lager voraussetzte,
dass der Oldruck in einer Lagerh&lfte Null ist, so dass
die Komponenten der Olreaktionskraft durch Integration
iiber einen Bereich von 180° gewonnen wurden. Die Bewe-
gungsgleichungen wurden dadurch vereinfacht, dass ein-
mal der Fall der kleinen Schwingungen, zum anderen nur
grosse Schwingungen betrachtet wurden. Im ersten Fall
kann man dann die Bewegungsgleichung linearisieren, im
zwelten Fall die Schwerkraft gegeniiber der Tragheits-
kraft vernachldssigen und annehmen, dass die Kreisfre-
quenz der zirkular polarisierten Schwingung gleich der
kritischen Kreisfrequenz Wy des Systems ist. Die Ablei-
tungen sind in etwas anderer Form im IT. Band des Buches
von Traupel [16] aufgefiihrt. Fir die kleinen Schwingungen
wurde das Hurwitz-Kriterium auf die charakteristische
Gleichung angewandt, wodurch die folgende Stabilitats-
bedingung erhalten wurde:

P P \
=5 G ™ K (gg) [Kley) + a;tz =351 (7)

Dabei ist Pst die statische Lagerbelastung, m die Rotor-
masse, AR das radiale Lagerspiel, K1 und K2 Konstanten -
die nur von der statischen Verlagerung €5 abhéngen und
Abkiirzungen fiir Glieder bei der Losung der charakteri-
stischen Gleichung darstellen. Die Auswertung der Stabi-
litétsbedingung fiihrt zur Stabilitdtskarte Abb. 32.
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Abb. 32: Stabilitdtskarte nach Hori [15]
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Abb. 33: Ubersicht iliber das dynamische Verhalten
von Wellen mit verschiedener Lager-
belastung nach Hori [15]
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Die Stabilitdtskarte zeigt, dass der Rotor oberhalbd
€, = e/AR =~ 0,8 immer stabil ist. Das Ergebnis beim
Fall der grossen Schwingung ist, dass ein Rotor nur
oberhalb der 2~fachen kritischen Drehzahl mit solch

grossen Amplituden schwingen kann.

Umn die Stabilitadtskarte anschaulicher zu machen, be-
trachtete Hori 3 Fédlle, einen sehr leichten, einen
mittelschweren und einen schweren Rotor, die so aus-
gelegt waren, dass bei allen dreien der Ausdruck
Pst/m-AR~wk2 = 10 war. Thnen entsprechen die Kurven

a, b und ¢ der Abb. 33, die im Sinne der angegebenen
Pfeile durchlaufen werden, wenn die Drehzahl steigt.
Beim schwach belasteten Lager, Kurve a, fangt die

Welle beli einer Steigerung der Drehzahl bereits im
Punkt A, also schon unterhalb der ersten kritischen
Drehzahl an,unruhig zu laufen, da die Stabilit&dtsgrenze
Uberschritten wird. Eine sehr starke selbsterregte
Schwingung ist aber noch nicht mdglich, weil Q < 2-w
Es stellt sich also eine Schwingung mittlerer Ampli-

k.

tude ein, die so schwach sein kann, dass sie nicht
stdért oder iiberhaupt nicht bemerkt wird. Beim Durch-
schreiten von w,. geht der Schwingungsausschlag durch
ein Maximum. Kurz nach Uberschreitung von 2wk tritt
eine starke selbsterregte Schwingung auf, die mit wei-
ter zunehmendem w im allgemeinen wieder mehr oder
weniger stark zuriickgeht.

Beim mittelstark belasteten Lager, Kurve b, erscheint

.
unterhalb der krit

o~ e ~” Trataoh
en Drehzshl keine Instabilitat.

Beim Durchschreiten von w, tritt wie vorher das Maximum

W

des Ausschlages auf, worauf sich die Welle wieder be-
ruhigt. Erst bei Erreichung des Punktes B wird der
Lauf erneut etwas unruhig. Erst bei Uberschreitung von

= 24nk tritt wieder die starke selbsterregte Schwingung
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auf. Beim stark belasteten Lager, Kurve ¢, wird wieder
beit»k das tibliche Maximum des Ausschlages festgestellt,
widhrend die Welle beim weiteren Ansteigen von w ruhig
lduft, selbst wenn w = 2-wk schon wesentlich iiberschrit-
ten ist. Erst im Punkt C wird die Stabilitdtsgrenze
iiberschritten, wobei nun sofort eine starke Schwingung
auftritt. Bei Absenken von w bleibt die selbsterregte
Schwingung erhalten bis fast auf w = 2-wk. Im Gebiet
zwischen dieser Grenze und dem Punkt C kann die Schwin-
gung auch kiinstlich durch einen Stoss eingeleitet werden,
wenn w von unten her in dieses Gebiet eintritt.

Somevas Theorie des unwuchtfreien Rotors

Die Arbeit von Someya [17] behandelt ebenfalls die
Theorie der selbsterregten Schwingungen eines einfach
besetzten symmetrischen Rotors in zylindrischen Gleit-
lagern. Er baut auf den Dissertationen von Ott [18] und
Hahn [19] auf, die die Bahnkurven des Zapfenmittelpunktes
im Lager bei zeitlich verédnderlicher Belastung berech-
neten und somit den Weg zur Erfassung der dynamischen
Lagerprobleme 6ffneten.

—_— U
Abb. 34: Ebener Schmierkeil
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a) Ldsung der Reynoldsschen Differentialgleichung
Die Reynoldssche Differentialgleichung [20] (Ab-
leitung in III,1) lautet fiir einen ebenen Schmier-
keil nach Abb. 34 bei Annshme konstanter Zdhigkeit:

L @38y L w38 - eenu- By 12007 (8)

Da man beim Zapfenlager die Kriimmung vernachl&ssigen
kann, kann man Gleichung (8) dafiir anwenden, indem
man unter Verwendung der Bezeichnungen von Abb. 35
folgende Umformungen durchfihrt:

¥ = R*6 h=AR-6°¢086 -V = &.c086 + ey sin b (9)

>
o

-
it
.

TS ) q’
N

Abb. 35: Bezeichnungen beim zyl. Lager nach
Someya [17]
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Zu den bereits bekannten dimensionslosen Grossen
kommt noch

g

é dimensionslose axiale Koordinate

Ausserdem werden folgende Abkilirzungen verwendet:

2 ,0e _2.,.: X . de
E=3% ﬁ_a€=2€=2 70
*... b4 ’—. - 0_13_ _20.... .....20a
G=1-2°y =1 2 8¢'l-w Y=1-5"°73%

Dabei ist w die Drehwinkelgeschwindigkeit des
Zapfens, p der Schmiermitteldruck, n die mittlere
dynamische Z&higkeit, t die Zeit, D der Innendurch-
messer der Lagerschale, R der Radius des Zapfens,
AR = Rs - R das radiale Lagerspiel, z die axiale
Koordinate, h die Spalthdhe, e die Exzentrizitdt
des Zapfenmittelpunktes, B die Breite der Lagersc¢hale
und ¢ der Drehwinkel des Zapfens.

Setzt man die vorgenannten Beziehungen in Gleichung
(8) ein, dann erhdlt man die Reynoldssche Differen-
tialgleichung in folgender Form

'é% (HB‘ %%) + Ea-f (HB' %—I—g) = 6.(-E*cosb +¢€ *G-sin § ) (9)

Bei der LOsung dieser Gleichung setzt Someya die Rand-
bedingungen ein, dass der dimensionslose Druck IT an
den beiden Lagerenden Yerschwindet und die LOsung in
Unfangsrichtung die Periode 2n hat. Es wird folgender
Losungsansatz verwendet:

I I
E(g . + Z?a". vcos i6 ) + G - (z fij'sin id)
(=1

(1 - e-cos 6)2

. sin %—E-lé (10)
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Setzt man diese Gleichung in (9) ein, sc erhdlt

man durch Koeffizientenvergleich je ein System von
linearen Gleichungen fiir die Konstanten aij und'Bij,
die man fir bestimmte Breitenverhdltnisse B und be-
stimmte relative Exzentrizitdten € berechnen kann.
Die Rechnung wurde fiir g = 1/4, 1/2, 1, 2 und oo
und fir £ = 0 0,01; 0,05; 0,1; 0,2 ... 0,9; 0,95
und 0,99 durchgefiihrt.

Regsultierende Druckkraft, Feder- und Dampfungs-—

1
e
.
2

konstanten

Zerlegt man den Druck p in Komponenten in Richtung
der Exzentrizitit e und senkrecht dazu (Abb. 36)
und integriert man diese iliber den Bereich positiven
Druckes, denn bei fliissigen Schmiermedien werden
keine Unterdriicke im Schmierspalt beobachtet, dann
erhdlt man die Komponenten des resultierenden
Schmiermitteldruckes Pe und Py, womit man den re-
sultierenden Schmiermitteldruck P selbst und den
s0g. Voreilwinkel A bestimmen kann. Ebenso ermittelt
man aus Fg, Py und vy die Komponenten PX gnd P_.
Durch Multiplikation dieser Kré@fte mit ¢ “/DeBenew
bekommt man die entsprechenden dimensionslosen

Kréfte I'Ie = f, TIY =g, 1, I‘IX =TI, und I'Iy EI"I2

I -r = i‘lg ffﬂ cos8-d6- 4l (11)
II=0

I, - & =35 / f I\sins-as-ag (12)
II=o

flx = 111 = JTE * cos Y - IXY « sin v (13)
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Abb. 36

Zieht man in (11) und (12) den Faktor G aus dem
Integrand aus und setzt

B
e =TT = ¢ (e, v, (15)
dann lésst sichﬁals Funktion von IG*| und der
Funktion o (e,q) ausdriicken

7T -\/71 2+ ne2-le « o,

i1 Vitte ° g) (16)

s
Ebenso ist der Voreilwinkel A = A (£,q).

Fir das Lager mit B = 1/2 rechnete Hahn [19], indem
er die Reynoldssche Gleichung iiber Differenzenglei-
chungen ldste, die Grossen o und A fir 45 Werte von
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g aus. Damit kann man die Abh8ngigkeit der Druck-
komponenten II_ und IIy von der Verlagerung (e ,Y)
und der Verlagerungsgeschwindigkeit ( ¢ *,v?) des
Zapfenmittelpunktes angeben:

HX = Hl = Hl (e,vy €7,7) 7

No= 1T, = I Ceyv, e70y) (18)
In der linearen Theorie wird die Abhingigkeit der
Druckkraft von der Verlagerung und der Verlagerungs-
geschwindigkeit des Zapfens linearisiert. Man nennt
die entsprechenden Proportionalitdtsfaktoren Feder-
bzw. Dampfungskonstanten des Schmierfilms. Kenn-
zeichnet man ndmlich die horizontale bzw. vertikale
Richtung mit 1 bzw. 2, so lassen sie sich komponenten-
weise definieren:

dimensionslose Federkonstanten:

ar 0B 3 9T
Yij =T (5% T DE, (19)

dimensionslose Dampfungskonstanten:

B s = YnBR . oF; 2. 900 (20)
1J ® 0% I\ 0Ej
mit (i,J = 1,2).
Ferner sind
2
Tl= L (21)
DB:new

und (xl, xg) = e(cos vy, sin v) = AR(gl,gz) (22)
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Die Ableitungen in (19) und (20) sind an der
stationdren Stelle €’ = vy’ = 0 zu bilden, fiir
die f und g aus Gleichung (11) und (12) bestimm-
bar sind. Ebenso lassen sich die Ableitungen fE 3
8¢ und fo , Bt 9 fY’ und gy, berechnen, die
Someya fiir 8 = 1/4, 1/2, 1, 2 und oo in Tabellen-
form angibt.

Durch Differentiation vgn [, und IT, (Gi. 13 und

14) erhdlt man Rechenformeln fiir die vier dimensions-
losen Federkonstanten Y119 Y129 Yo1r0 Yoo und die
vier dimensionslosen Dampfungskonstanten 9111_312,
Bs1s Bsss die sich in Abh8ngigkeit von e ,[l , f,
gy fg » 8¢ » £y und Ber 9 darstellen.

Bewegungsgleichungen des einfach besetzten symmetriéchen

Rotors

Es wird wieder eine biegsame Welle, die in der Mitte
durch eine Masse m ohne Unwucht besetzt ist, mit der
Biegefederkonstanten ¢ vorausgesetzt. An ihren Enden
ist sie in zwel zylindrischen Gleitlagern waagrecht,
frei kippbar gelagert (Abb. 37). Die vertikal gelagerte
Welle ldsst sich als Sonderfall (Erdbeschleunigung

g* = 0) betrachten. Die Koordinaten des Zapfenmittel-
punktes OZ und des Rotormittelpunktes Om seien auf den

ortsfesten Schalen-Mittelpunkt OS bezogen und polar

Abb. 37: Schwingungssystem und seine axiale
Projektion
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mit e, Yy bzw. kartesisch mit x, y bezeichnet.
Die Bewegungsgleichungen lauten

m ° g—% =~ ¢ (x - e-coé Y) (23)
at
dZ

me&L--c(y-esiny) -n -+ g* (24)
at2

fir die Scheibe und fiir das Kradftegleichgewicht
im Lager

(25)

[
o

P +-% (x - e-cos Y)
F& + % (y - e-siny) =0 (26)

Driickt man P_ und P_ durch die entsprechenden dimen-

sionslosen Driicke 5 und IXy aus und fiihrt folgende

Abkiirzungen ein,

a = co/me W = (wk/w)2 (27)

b = oo $/4B e w = (A/W)(wk/w) (28)

E = 2g°/¢-Dr w? = " (w,/w)2 = (w/w)d? (29)

dann erh#dlt man die Bewegungsgleichungen in dimensions-
loser Form:

E" + a (E - €.cos y) = 0 (30)

7"+ a(n-gsiny) +E=0 (31)

IT_+ b (g - e-cos Y) =0 (32)
=0 (33)

Iiy + b (n~-e-sin v)

mit £ = x/AR  und n = y/AR (34)
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Ausserdem werden noch folgende Kenngrdéssen ver-
wendetb:

Biegekritische Winkel- D)
geschw. der punktformig
gelagerten Welle

i
Hlo

Wi

Wy = \/%% Bezugswinkelgeschwindigk. (35)

*
* . w
p = %L.%ﬁ - (?9_9-) bezogene Wellen- (36)
k durchbiegung

% 2
So = E‘zﬁ_.ﬁm Sommerfeldzahl (37)
- .2 P
. st
(= %—T%r mit P = Eﬁﬁ)
meg 2 w
A E .—:———:——-—- z — ¢ SO (58)
g D<B ne W, Wo

Lagerbelastungskennzahl

Die Sommerfeldzahl ist die Ahnlichkeits-Kenngrdsse
bei stationdirem Gleichgewicht, wo der Zapfenmittel-
punkt ruht. Beil allen rein zylindrischen Lagern glei-
chen Breitenverhdltnisses ist sie nur eine Funktion
der relativen Exzentrizitat e.

d) Lineare Stabilitidtsrechnung, Stabilitdtskarten
Unter Annahme kleiner Storbewegungen kann man die
Bewegungsgleichungen linearisieren. Durch den Expo-
nentialansatz ex¢ fiir die Storbewegung erhdlt man

eine Frequenzgleichung sechsten Grades:

c. 8 + ¢ 4 x3+c2x2+clx+co=o (%9)

5 .

+ 03
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Die Konstanten Ci sind hierbei Funktionen von a, b,
€y £y 8y fo 5 B s T s 83 fy’ und By? e

Ist nun der Realteil aller Wurzeln der Frequenz-
gleichung negativ, dann ist das Gleichgewicht sta-
bil. Durch Anwendung des Lagenkriteriums von L. Cremer
erhdlt Someya die Stabilitédtsbedingung

(40)

w 1
a’——<
oVERE

m® und n? hﬁngen natiirlich von den selben Grdéssen ab

den von S0 meya aufgestellten Tabellen angegeben.
S(e) ist die weiter oben erwdhnte Funktion ¢ (e,q)

fiir den stationdren Fall

S (e) = o (eyq)/a =0, (41)

also nur eine Funktion von €. Sie ist im stationdren
Fall (g’ = y* = 0) mit der Sommerfeldzahl identisch.
Es gilt dann

w%; - ISX EV% (42)
In der L»/(»k-Ebene stellt diese Formel die soge~
nannten Anfahrkurven dar, die als gestrichelte Kur-
ven in Abb. 38 und 39 fiir die Breitenverhdltnisse
B = 1/2 und oo dargestellt sind. Die ausgezogenen
Kurven stellen den Stabilitd@tsrand dar und werden
aus der Stabilité@tsbedingung (40) ermittelt, wenn
man das Ungleichheitszeichen durch ein Gleichheits-
zeichen ersetzt. Fiir gegebene Parameterwerte p*
und /\ sind die Betriebspunkte im Drehzahlbereich
unterhaldb des Schnittpunktes der beiden zugehdrigen
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Kurven stabil, labil, wenn sie darauf fallen, und
instabil, wenn sie dariiber liegen.

Die Stabilitdtsgrenzkurven (p* = const.) &ndern
ihre Gestalt nur sehr wenig mit dem Breitenverhdlt-
nis B . Sie verlaufen im Bereich kleiner Exzentri-
zitdten sehr flach und steigen dann anschliessend
sehr steil an und schmiegen sich an eine senkrechte
Asymptote an. Die Anfahrkurven dagegen &ndern ihre
Lage sehr stark mit dem‘Breitenverhaltnis.
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Wenn man daher Massnahmen treffen will, um aus denm
instebilen Bereich in den stabilen zu gelangen, ist
es entscheidend, ob der Betriebspunkt {iber dem fla~
chen oder steilen Gebiet der Grenzkurven liegt. Im
Falle eines leicht belasteten Lagers wirkt sich die
iibliche Stabilisierungsmassnahme, bel der man durch
Vergrdssern von /\\/ff oder Verkleinern von § die An-
fahrkurve etwas nach rechts verschiebt, kaum aus.
Hier muss man u* vergréssern, d.h. das Lagerspiel AR
verkleinern.

Bei einem sté@rker belasteten Lager wirkt ein Ver-
gréssern von /\ViFf oder ein Verkleinern von B sehr
stabilisierend, da man hier wegen des steilen Ver-
laufs der Grenzkurve diese leicht iiberschreiten kann,
indem man die Schmiermittelz&higkeit n verkleinert
oder die Lagerbreite B oder das Lagerspiel AR erhdht.

Ergebnigse der nichtlinearen Schwingungsrechnung
Die Einschrénkung der kleinen Stdrbewegung wird fal-
len gelassen und die nichtlinearen Bewegungsglei-

chungen werden numerisch nach dem Runge-Kutta-~Ver-
fahren Schritt fiir Schritt liber der Zeit integriert.
Das komplizierte Berechnungsverfahren l&sst die Be-
rechnung der Bahnkurven des Zapfenmittelpunktes und
des Rotors zu. Sie werden fiir eine Reihe von ﬂ: und
A-Kombinationen bestimmt unter Konstanthaltung des
Breitenverhdltnisses 8 = 0,5. Aus den Bahnkurven l&sst
sich auch die Frequenz der Schwingung bestimmen.

Ein Gleichgewicht, das nach linearer Rechnung insta-
pil ist, ist dies auch nach nichtlinearer Rechnung.
Unabhéngig von der Grésse der Anfangsstdrung entsteht
dann eine angefachte Schwingung. Bei hinreichend



- 114 -

kleiner Stdrung ist ein nach linearer Rechnung
stabiles Gleichgewicht such nach nichtlinearer
Rechnung stabil. Hingegen verschwindet bei einer
nicht hinreichend kleinen Storung und zugleich
bei hoheren Drehzahlen die Wellenschwingung mogli-
cherweise nicht mehr, auch wenn das Gleichgewicht
nach linearer Rechnung stabil ist.

Bei einer angefachten Schwingung werden die Bahn-
kurven des Zapfen- und Rotormittelpunktes immer
kreisformiger. Dies beruht darauf, dass das Schwin-
gungssystem an sich um seine Achse drehsymmetrisch
ist. Lediglich die Rotorschwere bringt eine Asymme-
trie mit sich. Mit fortschreitender Anfachung nehmen
jedoch die am Rotor wirkenden Fliehkrdfte und die
Wellenriickstellkraft immer mehr zu, und das Rotor-
gewicht verliert an Einfluss.

Man findet zundchst fiir die Winkelgeschwindigkeit Q
der Schwingung

Q = wy (43)

und ferner; Jje grdsser p*ist, desto kleiner wird
der Einfluss der nachgiebigen Zapfen-Lagerung durch
den Schmierfilm, so dass gilt

Q‘_‘—’wk (i)
s *
fir grosse Werte von p.

Solange die Amplituden klein sind, bleibt die nicht-
linear berechnete Frequenz konstant und ist gleich
der linear aus der Frequenzgleichung ermittelten
Frequenz. Hat die Amplitude so zugenommen, dass
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der Zapfenmittelpunkt den Schalenmittelpunkt um-
kreist, dann beginnt die Frequenz und die Amplitude
merklich zu steigen. Es gilt bel angefachter Schwin-
gung mit t—= oo (Abb. 40)

Q=~0,5w bei w=2-w, (45)
9) ~ Wy bei w==2: “’k . (46)
8 wefwy,
! | .3~7
AL

3 i M o ——

Al ——t 11T T T Iinear _
A2t - :
y-Stobiifatsgrénze linear l

0 “elox i 2 3 16w,

Abb. 40: Nichtlinear berechrnete Frequenz der
Wellenschwingung fiir einen kleinen d‘-Wert.
W= 1/16,A=1, B = 1/2

Diese Ergebnisse stimmen mit denen der experimentellen
Arbeiten liberein. Es handelt sich wieder-im-ersten
Fall um den"Halbfrequenzwirbel"” und im zweiten um den
"Resonanzwirbel". Je grdsser u* ist, desto schmaler
wird der Drehzahlbereich fiir den Halbfrequenzwirbel,
da mit steigendem p* die Grenzkurve weiter nach oben
wandert. Bei genfiigend grossem p* kann daher nur der
Resonanzwirbel entstehen.

Ist das Gleichgewicht instabil, so ndhert sich die
Zapfenamplitude im allgemeinen dem radialen Lager-
spiel. Die Rotoramplitude £ erreicht dabei einen end-
lichen Wert oder widchst unaufhdrlich an, je nachdem,
ob die Drehfrequenz w unter oder iber 2wnk liegt.

Es giltb

14 1 .
-A—R ~ 1--—(——(5-——)—2- bei w= 2-wk (4‘7)
2'wk
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é — 0O bei w= 2w, (48)

Bei angefachter Schwingung stellt gerade die Druck-
kraft des Schmiermittels die treibende Kraft und
nicht die démpfende dar. Soll die Rotoramplitude
nicht unbegrenzt anwachsen, bis es zum Schaden komm?b,
dann muss eine #dussere Dampfung am Rotor angreifen.
Diese wird definiert mit

. . . 2
x = K AR - ¢.K (g - u;k) (89)
m

Die dimensionslose Dampfungszahl ist in der Regel
sehr klein. Fir verschiedene Dampfungsgrdssen y ist
in Abb. 41 der Verlauf der Frequenz, der Zapfen- und
der Rotoramplitude dargestellt. Die Zapfenamplitude e
strebt bei abnehmenden y gegen 1. Die Rotoramplitude
nimmt mit abnahmendem y zu und strebt bei y = 0 im
Drehzahlbereich iiber 2. w4 Begen oo, bei w <2-wk
bleibt sie endlich und geniigt der Beziehung (47).

Abb. 42 zeigt den Einfluss des Parameters A/\/i"
auf den Verlauf der Frequenz und der Amplituden.

X 1ist dabei konstant gehalten. Die Rotoramplitude
£/AR hat bei einer bestimmten Drehzahl ein Maximum.
Vergrdossert man /\/"nﬁ so verschiebt sich der Maxi-
malpunkt immer weiter nach rechts, bis er im prakti-
schen Drehzahlbereich nicht mehr suftritt. Die Ro-
toramplitude nimmt dann mit der Drehzahl zu, was mit
den Beobachtungen von Newkirk/TayloTr [2] und Newkirk/
Lewis [7] ilibereinstimmt. Ist dagegen /\/K/;F hin-
reichend klein, so nimmt die Rotoramplitude nach
Uberschreiten eines Maximums wieder ab. Diese Ten-
denz wurde von Pinkus [4, 21] und Hori [15] beobachtet.
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1 o
=025-104
Frequenz = 1-107%
= 4107
0 —
= 0,25 * 10-
Zapfenamplitude =
0 ' — -
| =0
‘50’ /AR x =0}
/ =025- 10_4
100
! Rotoramplitude
=1-107*
//
50 ——%/
=4.107%
0 - el
2 5 10 15 “Mﬁk

Abb. 41: Frequenz und Amplituden der kreisférmigen
Wellenschwingung fiir verschiedene Dampfungs-

werte y ,A/ Vi =1/10; B = 1/2
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Der Grund fiir das &usserlich unterschiedliche
Schwingungsverhalten in den oben genannten beiden
Fdllen ldsst sich also auf die Verschiedenheit der
Parametergrisse jﬁ/ﬂ/ﬁz zurickfiihren.

4, Lagerbauvarten mit erhShter Stabilitét

Schon Newkirk und Taylor [2] hatten erkannt, dass alle
Faktoren, welche den Uberschuss an Tragkraft eines La-
gers abbauen, den Stabilitdtsbereich erhdhen. So gibt

es eine ganze Anzahl von Bauarten, die das zylindrische
Lager mit einer Olbohrung und einer Lingsnut (Abb. 43)
abwandeln. Eine der &ltesten Methoden ist, mehrere Lings-
nuten anzubringen, so dass zylindrische Gleitlager mit

2, 3, 4 (Abb. 44) oder 6 Lingsnuten entstehen, wodurch
die Lange der Gleitfldche in Bewegungsrichtung verkiirzt
und der Druckberg verkleinert wird. Beim zylindrischen
Lager mit Ringnut (Abb. 45) wird die zylindrische Gleit-
flédche durch die Nut in zwel sehr schmale zylindrische
Lager aufgespalten, wodurch ebenfalls die Tragfadhigkeit
abgebaut wird. Newkirk und Grobel [22] entwickelten
Lager, die nur in der unteren lLagerschale eine Umfangs-
nut und in der Oberschale Aussparungen hatten (Abb. 46).
Damit erreichten sie Stabilitdt bis zu Drehzahlen von

30 000 U/min, was bei einem Lagerdurchmesser von 2 inch
einer Umfangsgeschwindigkeit von 80 m/s entspricht,

bei einem relativen Lagerspiel von 2,5 %0 und sehr ge-
ringer Lagerbelastung. Ein im Turbinenbau hiufig ange-
wandtes Lager ist das Taschenlager, wie es von Glienicke
[23] untersucht wurde. Es ist als eine weitere Abwand-
lung des zylindrischen Lagers zu betrachten, da als
aktive Teile im wesentlichen die zylindrischen Teilfl&chen
Jeweils in der Mitte der oberen und unteren Lagerschale
wirken (Abb. 47). Die von beiden Nuten in der horizontalen
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Abb. 43: Ubliches zylindrisches Gleitlager
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Abb. 44 Zylindrische Gleitlager mit 4 Lingsnuten
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Abb. 45: Zylindrisches Lager mit Ringnut
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Abb, 46 a8 u, b: Lager mit Aussparungen
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Abb. 47: Taschenlager
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Abb. 48: Abb. 49;
Elliptisches Lager Versetztes elliptisches Lager
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Teilung jeweils 60° nach beiden Seiten sich erstrecken-
den Taschen sind relativ zum Lagerspiel sehr tief, so
dass sie die selbe Funktion wie die Aussparungen der
beiden zuvor beschriebenen Lager haben.

Wie bei der Theorie der selbsterregten Schwingungen ge-
zeigt wurde, liegt man bei Exzentrizitéten iiber e~ 0,83
immer im stabilen Gebiet. Bei der im Folgenden beschrie-
benen Gruppe von Lagern wird die hohe Exzentrizitét des
Zapfens dadurch erzielt, dass man die Lagerfl&che in zweil
oder mehr Fladchen aufteilt, die nicht mehr auf einem ge-
meinsamen Kreiszylinder liegen, sondern gegeniiber diesem
einbeschriebenen Kreiszylinder eine Steigung aufweisen,
weshalb man diese Arten von Lagern gemeinsam als lMehr-
keilfl&chenlager bezeichnet (Abb. 47 bis 60). Bei den
meisten Lagertypen dieser Art bestehen die einzelnen
Lagerflachen ebenfalls aus Teilen von Kreiszylindern,

die aber einen grosseren Radius als der einbeschriebene
Kreiszylinder haben. Man kann also ein solches Mehrkeil-
fladchenlager prinzipiell als mehrere Einzellager auffas-
sen, die gegeniiber dem gemeinsamen Lagerzapfen bei allen
Betriebszustédnden grosse Exzentrizitdt aufweisen. Wdhrend
im normalen zylindrischen Lager bei zentrischer Wellenlage
kein Druck entsteht, sind beim Mehrkeilfl&chenlager schon
so viel Druckberge wie Lagerflédchen vorhanden, die dem
Zapfen von mehreren Seiten eine Vorspannung geben (Abb. 55).
Bei Exzentrizitédten iiber 0,8 ergibt eine weitere Verschie-
bung des Zapfens eine relativ grosse Anderung der resul-
tierenden Krédfte pro Lagerflédche, da die Belastungskenn-
linien in diesem Bereich sehr steil ansteigen, wie Abb. 50
zeigte. ’

Die einfachste Art von Mehrkeilfl&chenlagern, auch in der
Herstellung, ist das elliptische Lager, auch Zitronenlager
oder Lager mit Zitronenspiel genannt, wie es von Ott [24],
Pinkus [25] und Glienicke [23] untersucht wurde.
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Die Herstellung erfolgt, indem bei einem horizontal
geteilten Lager vor dem Ausdrehen eine Blechbeilage mit
bestimmter Dicke zwischen die beiden Lagerhdlften ge-

legt wird, das beim Zusammenbau weggelassen wird (Abb. 48).
Eine Variante davon, bei der die Oberschale in Querrich-
tung etwas versetzt ist, wurde von Hugh [26] im Hinblick
auf ihre Eignung als Lager fiir fliissige Metalle erprobt
(Abb. 49).

Weitere Bauformen von Mehrkeilfldchenlagern uit festen
Lagerflichen sind die von Dr. Frdssel im Max-Planck-In-
stitut fir Strémungsforschung in G6éttingen entwickelten
3~ und 4-Fliachenlager (Abb. 51 und 55), die von der
Gleitlagergesellschaft m.b.H.-Gottingen hergestellt und
vertrieben werden ([27] und [28]). Diese Lager sind,

da sie achsensymmetrisch gsind, fiir beide Drehrichtungen
geeignet. Wahrend bei diesen Lagern das Profil einen
einzigen Kreisbogen pro Lagerfléche aufweist, setzt
sich dieses bei den von Gersdorfer [29] beschriebenen
und von den Enzesfeld-Caro-Metallwerken in Wien herge-
stellten Lagern aus zwei oder drei Kreisbdgen pro Fli-
che zusammen (Abb. 52 und 56). Die durch Ry gekennzeich~-
neten sog. Rastfldchen liegen auf einer gemeinsamen
Zylinderflédche. Die selben Konstruktionsprinzipien



- 124 -

sind bei dem asymmetrischen Dreikeillager von Brown u.
Boveri angewandt. Ein solches Lager wurde von Ott [32],
[33], experimentell und auch theoretisch untersucht
(Abb. 54).

Eine sehr einfach herstellbare Variante des Mehrkeil-
flédchenlagers, das sehr kleine Spiele zuldsst, ist das
von Steller [30] erfundene Verbundlager (Abb. 53). Es
besteht aus 3 nebeneinander angeordneten zylindrischen
360°-Lagern, deren Achsen exzentrisch verschoben sind.
Die Exzentrizitdten sind gegeneinander um 120° versetzt.
Die englische Firma Cammel Laird a. Co Ltd. in Birkenhead
hat diese Lagerart vor ein paar Jahren in ihr Fertigungs-
programm aufgenommen [31].

Das Kippsegment-Radiallager (Abb. 57), das nach dem sel-
ben Prinzip wie die Michell- oder Kingsbury-Axiallager
arbeitet, wird in USA viel hd&ufiger angewandt als in
Deutschland. Es hat meist 6 drehbar unterstiitzte Lager-
schuhe, die sich von selbst unter der Belastung so ein-
stellen, dass sehr flache Schmierkeile hoher Tragkraft
entstehen. Sollen sie fiir beide Drehrichtungen geeignet
sein, dann werden die Kippschuhe in der Mitte unterstitzt.
In Bezug auf Schwingungen sind es wohl die stabilsten
Lager.

Ebenfalls zu den Mehrkeilflichen-~-Lagern kann man noch
zweli von Pinkus [21] untersuchte Lagerformen rechnen.

Bei der ersten (Abb. 58) sitzt in der oberen Lagerhdlfte
eine lose eingelegte Halbschale, die von aussen durch 0l1-
druck gegen den Zapfen gepresst wird. Das Druckdl kann
dabei von einer fremden Druckquelle kommen oder an eine
Stelle hohen Druckes aus dem Schmierspalt entnommen
werden. Bei der zweiten Lagerform ist der grosste Teil
der oberen Lagerschale federnd gestaltet und wird eben-
fallsdurch 0ldruck von aussen angepresst (Abb. 59).




Abb. 55
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Lisst man den Husseren 0ldruck weg und gestaltet auch
die untere Schale flexibel, dann hat man die von
Tondl [8] patentierte Bauart mit federnden Elementen
gewonnen (Abb. 60).

Ebenfalls von Tondl wurden schwimmende Biichsen unter—
sucht, die im Turboladerbau hdufig verwendet werden
(Abb. 31). Sie haben sehr gute Stabilitétseigenschaften.
Der Nachtelil ist, dass man ein grdsseres Gesamtspiel
bendtigt. Auch muss man dafiir sorgen, dass die Bilichsen
auch wirklich abheben und mit ungefdhr halber Wellen-
drehzahl umlaufen kénnen., Erst dann hat man im Prinzip
zwel zylindrische Gleitlager, die hintereinander geschaltet
sind und bei denen die Umfangsgeschwindigkeit pro Lager
auf die Halfte reduziert ist. In der Arbeit von Tondl
findet man dann auch noch die Kombination der beiden
letztgenannten Lagerbauarten in Form von schwimmenden
Blichsen mit federnden Elementen.

17

(7

Abb. 61: , Lager mit schwimmender Biichse
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Dieser Uberblick fiber die bekannt gewordenen Bauformen
von Lagern, die zur Unterdriickung von stelbsterregten
Schwingungen herangezogen wurden, zeigt eine grosse
Vielfdltigkeit. Da die Lagerformen unter sehr unter-
schiedlichen Bedingungen untersucht wurden, kann die
im Folgenden aufgestellte Liste zwar keine streng gil-
tige Rangliste sein, aber doch immerhin einen Anhalts-
punkt bei der Auswahl von Lagern fiir gering belastete
Wellen mit relativ hohen Drehzahlen geben. Die Bauformen
werden in der Reihenfolge steigender Stabilitédt aufge-
fihrt:

Zylindrisches §60°-Lager

Zylindrisches Lager mit mehreren Langsnuten
Zylindrisches Lager mit Umfangsnut
Taschenlager, Lager mit Aussparungen

Lager mit Zitronenspiel

3-Keilfl&chenlager

4-Keilfl&chenlager

Lager mit federnden Elementen

Verbundlager

Lager mit schwimmender Bilichse

Lager mit schwimmender Biichse mit federnden Elementen
Kippsegment-Lager !
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VI. Berechnung von Mehrkeilfldchenlagern

1. Rechnerische und experimentelle Ergebnisse beim
Lager mit Zitronenspiel

1.1 Geometrische Zusammenhdnge

eZ=Elliptizit§t

=Schalenexzen~
trizitat

Abb. 62: Geometrie des Zweikeillagers
(Zitronenlagers)

Die Grossen ohne Index beziehen sich auf den
geometrischen Mittelpunkt OL des Lagers, Index 1
auf die untere Lagerschale, Index 2 auf die obere
und Index z auf die zentrische Wellenlage, wo der
Mittelpunkt der Welle OW mnit OL zusammenfdllt.

Mit h wird die Ortliche Schmierschichtdicke, mit

e werden die Exzentrizitdten, mit e die relativen
Exzentrizitdten und mit y die Verlagerungswinkel
bezeichnet.
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Es gelten folgende geometrische Zusammenhange:

2 2. 2. 4.
;" =e" + e, + 2e e,*cos Y (1)

2 2. 2 ...
ey,” = e +e° - 2e*e,*cos Y (2

AR = Rs - R = h°1+el = h02+e2 = h_ +e, (3)

Bezieht man die Exzentrizitadten auf AR, so erhdlt
man die relativen Exzentrizitdten

e
1
R 1 2
2
das Elliptizit8tsverhdltnis €, = R 4)

das eine wichtige Kenngrésse beim Zitronenlager
darstellt. Mit diesen Definitionen wird

€4 522+2~s + €,°COSY (%)

€5 = e2+ ezg-2°e + €, °cOSY (6)

Fir die Winkel folgt aus dem Sinussatz

sin v, = siny- -:T (7) siny, = sin v fg (8)

In einem Teil der Arbeiten wird an Stelle der
Elliptizitdt e, das "Horizontalspiel" Sy 2zusammen
mit dem Vertikalspiel Sy verwendet und die ent-
sprechenden relativen Spiele bg = sV/R und

by = SV/R eingefiihrt. Der Zusammenhang mit den
vorher genannten Grossen ist durch folgende Be~-

ziehungen gegeben:
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hoz =Rg-R-e, ~sg-~e, (10)

Interessant ist bel Vergleichen noch die relative
Elliplizitat

! = 2 = Z
e *® TR 1)
und das Spielverhdltnis

"""H/ by -

N
[

3
| -

1- €,

Neuerdings verwendet man insbesondere bei experi-
mentellen Arbeiten das Vertikalspiel Sy als Bezugs-
grosse und definiert

=-§; als relative Exzentrizitit (13)
Wahrend beim zylindrischen Lager die Zapfenbeweg-
lichkeit nach allen Richtungen hin gleich gross

ist wund der Zapfenmittelpunkt eine Kreisflache
mit dem Radius AR bestreichen kann, wird die Bewe-
gung des Zapfemmittelpunktes durch ein Xreisbogen-
zweieck mit den Radien AR begrenzt (Abb. 63). Die
grosste relative Zapfenbeweglichkeit ¢B liegt in
horizontaler Richtung und bebtrigt

bp = \/2qu'¢V - ¢V2 =%’\/ﬂozg + 2e,¢h . (14)
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Abb. 63: Zapfenbeweglichkeit beim Zitronenlager

1.2 Experimentelle Ergebnisse

a) Ergebnisse von Rumpf
Rumpf [1] untersuchte ein Lager mit D = 220 mm,
B = 300 mm (B/D = 1,364), ¢y = 0,88 %o und

¢g = 1,73 %o. Das entspricht ¢/ by = 1,966,
e, = 0,093 mm, qu = 0,845 %o, €, = 0,49 und
q}B = 1,50 %0-

Bei grosser Verlagerung, d.h. grosser spezi-
fischer Belastung stimmen die Werte mit denen
eines entsprechenden 360°- bzw. 1809-Lagers
iiberein. Bei kleiner Verlagerung streuen die
Punkte innerhaldb eines schmalen Streifens.
Alle Versuchsreihen zeigen eindeutig einen
Knick in der Verlagerungslinie (Abb. 64).




b)
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In Abb. 65 ist die mit dem relativen Horizomtal-
spiel gebildete S°H iber 1l-¢ im doppelt logarith-
mischen Massstab aufgetragen. Fiir e= 0,67 fallen
die Werte aller 3 Versuchslager iiberein. Unterhald
des Knickpunktes weichen die Werte stdrker als bei
den zylindrischen Lagern von der Geraden nach
unten ab.

Die Reibung (Abb. 66) steigt mit wachsendem n-w /P
beim Lager mit Zitronenspiel wesentlich stédrker
an als bei den zylindrischen Lagern. Die Reibungs-
kennzahl p/(pH liess sich bei grossen Exzentrizi-
tdten unterhalb des Knickpunktes XK durch die empi-
rische Formel

%ﬁ = [1+2(%)2]-0,485'[0,51+11,9 1-e)71 @s)

oberhalb K durch

= 2
DU
(16)  §= = 0,51 + gég Sog = —rrae 17)

ausdriicken.

Ergebnisse von Glienicke

Glienicke [2] untersuchte ein Lager mit R = 60 mm,
B/D = 0959 ‘DH = 5,64 %0, q)v = 1,35 %0, Q’H/ ‘-pv = 2$7
( €, = 0,63) bei verschiedenen Einbauwinkeln 9
Die Verlagerungskurven sind in Abb. 67 dargestellt.
Flir negative Einbauwinkel ergibt sich die grésste
Schmierspaltweite H = ho/sV’ also die héchste
Pragfdihigkeit des Lagers (Abb. 68).
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Mittelpunk?t Mg der tragenden Schale

wachsende
Belastung
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LElpt - Lager

Mittelpunkt M, der Gegenschale

Abb. 64: Verlagerung des Wellenmittelpunktes

2600-Leger: D = 220 mm, B = 300 mm, AR = 0,36 mm, ¢ = 1,65 %o

1800-Lager: gleiche Abmessungen, unbelastete Schalen-
halfte auf 23C mm Breite 4 mm tief ausgespart

Zweikeillager: D = 220 mm, B = 300 mm, ¢_ = 0,88 %0 ,
q)H = 1175 %0
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Abb. 65: Tragfahigkeit des Abb. 66: Reibungs-~

Zweikeillagers vergleich
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Abb, 67: Maximale Beweglichkeit des Zapfens und Ver-
lagerungskurven des Zweikeillagers fiir ver-
schiedene Belastungswinkel ¢ e nach [2]
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Abb. 68: Kleinster Schmierspalt H0 = ho/sv in Abhéngig-
keit von der Sommerfeldzahl So bei verschiedenen
Einbauwinkeln ¢ e
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1.5 Ergebnisse theoretischer Berechnungen

Das Zweikeillager ist theoretisch als zwei Lagerschalen
mit 150° + 170° Umschliessungswinkel mit einer gemein-
samen Welle zu betrachten. Die Schwierigkeit bei der
Berechnung liegt nun darin, dass man die Belastungen
der einzelnen Schalen weder nach Richtung noch Grésse
kennt. Man muss also die Exzentrizitdt e und den Ver-
lagerungswinkel Y solange variieren und Jeweils die
Tragkrédfte der beiden Schalen nach Grdsse und Richtung
bestimmen, bis die Resultierende beider nach Grdsse
und Richtung der Zdusseren Belastung P entgegengesetzt
gleich ist. Bei vertikaler Belastung bedeutet dies,
dass die Summe der beiden horizontalen Komponenten
verschwinden muss.

Pinkus [3] dehnte das unter III,3 beschriebene Verfah-
ren auf das Zweikeillager aus und baute die geometri-
schen Bedingungen und die Forderung, Summe der hori-
zontalen Resultierenden gleich Null, in das Rechenpro-
gramm ein. Er berechnete Lager mit 150°-Umschliessungs-
winkel pro Schale, den Breitenverhdltnissen B/D = 1/4,
1/2, 1, 1 1/2 und den Elliptizit&tsverhdltnissen g, = 0,
/4, 1/2, 3/4.

Die Verlagerungslinien sind in Abb. 69 dargestellt.
Den Elliptizitdten entsprechen die Spielverhdltnisse
q)H/ ¢V = 1, 4/3, 2 und 4.

Es iiberrascht das Ergebnis, dass Kurventeile oberhalb
des Lagermittelpunktes liegen. Das liegt daran, dass
die Welle bei geringer Belastung sehr weit nach der
Seite wandert. Der konvergierende Spaltteil ist dann
sehr kurz und die Krafte der Oberschale sehr klein
und umgekehrt in der Unterschale der konvergierende
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0° 10° 20° 3p° 40° 50°

Abb. 69: Verlagerungskurven des Zweikeillagers
nach Theorie Pinkus [3]

Spalt sehr lang und die Kraft sehr gross, so dass
der Zapfen iiber die Mitte angehoben werden kann.
Dieses Phdnomen soll auch in nicht ndher genannten
experimentellen Arbeiten beobachtet worden sein,
ohne dass eine Erklérung vorlag.

Die Reibleistung ist in Form des Leistungsverlust-
faktors J angegeben. J ist das Verh8ltnis der berech-
neten Reibleistung N zur dquivalenten Reibung N, nach

der Petroffschen Formel (siehe Kap. II, 2.1.1., G1.(38)).

2_p3
N 2nene W R“<B
No = AR (18)

j ='%—=lﬁ- l[%o—g’-d¢ (19)
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b ist die effektive Breite des Schmierfilms im
Erweiterungsteil. Der Leistungsfaktor ist in Abb. 70

a + d fiir die verschiedenen Elliptizitdtsverh&ltnisse
iiber der reziproken Sommerfeldzahl aufgetragen. Para-
meter sind die jewelligen Breitenverhdltnisse. Durch

€. = 0 ist ein zylindrisches Lager mit 2 axialen Nuten

p A
miterfasst.

Es gibt noch eine Arbeit von Ott [4], worin ein Be-
rechnungsverfahren fir ein unsymmetriéches Zweikeil-
lager beschrieben wird, bei welchem die obere Lagerhidlfte
in der Mitte 20 % ausgespart ist, Da es sich hier um

ein spezielles Lager der Firma Brown, Boveri u. Cie
handelt, soll nicht ndher darauf eingegangen werden.

Das grunds@tzliche Vorgehen ist das selbe, nur dass

zur Berechnung der Einzelschalenkréfte auf das Ver-
fahren von Friankel zurﬁékgegriffén wird.

2. Rechnerische und experimentellevErgebnisse beim Dreikeil-
lager

2.1 Geometrische'ZuSammenhénge beim symmetrischen Lager

Es gilt wieder die bei allen Mehrflichenlagern giiltige

Beziehung
AR = RS - R = zbz + e,
= + e
) h:'la . ei (20)
= hyz + e3
ferner 912 = 92 + e22 + 2e-ez-césy
e22'= el + ez2 - 2e-éz-cosC% -v) (21)

e52 =2 4 ez2 - 2e-ez°cosC% +v)
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0,

Abb. 71: Geometrie des Dreikeillagers (symmetrisch)

Bezieht man die Exzentrizitdten auf AR

e =P e e
e=fE. LT 2 M oS3 TA W o5 Tum o (@)

so erhidlt man
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812 = 82 + ezg + 2¢€ €, * COS Y (23)
822 = 52 + 822 - 2°€ E, ° COS (% - ) (24)
852 = 52 + 822 - 2°g ¢ €, * ¢€Oos (% + Y) (25)

e, ist wieder die Schalenexzentrizitit, e, das Exzen-
ez

trizitédtsverhdltnis, b = 5 die relative Schalen-
exzentrizitdt und '

s U] ‘R ¢
max . B8X . - D8 das Spielverhdltnis (26)
in

Smin ¢m tl’min

° ‘

Omax AR (1+ g,-cos 120°) ) 1-¢,/2 (27

¢min - AR (1+ €,°COS 18090) — 1 = €,
"l’max/q’min -1

max/ ¢ nin

Beim Vergleich mit anderen Lagerbauwerten ist es
giinstiger, die Exzentrizit8t e auf das kleinste Lager-
spiel Spin 24 beziehen, und man definiert die relative
Exzentrizitat €7, ahnlich wie beim Zweikeillager

o (29)

Die Beweglichkeit des Zapfens wird durch ein Bogen-
dreieck mit den Radien AR begrenzt. Die grﬁséte Ex~-
zentrizitat enax ist in Richtung der Spitzen moglich.
Sie betragt
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r's

: T - A
pax ='% (’\/ez2 + 4 (hgz +2h, *e,) - éz) (30)

]

R CEERETEES

Mit AR = R(2 ¢ . - ) (31)

erhdlt man mit Hilfe von Abb. 714

Experimentelle Ergebnisse

Glienicke [2] untersuchte ein Lager mit R = 60 mn,

B/D = 0,5, Gpay = 43 %o, Umin = 151 %o, Vmax/ Ymin =
3,9 (€, = 0,85), e, = 0,363 mm, 5 = 1,84 %o und |
q)E = 6 %Oo

Die Verlagerungsbahnen haben von dem Gﬁmbelschen Halb-
kreis sehr stark abweichende Form (Abb. 72). Insbesondere
beim Einbauwinkel 9y = 00 strebt der Wellenmittelpunkt
mit wachsender Belastung nicht gegen v = 0° bei e gegen 1.
Der Zapfen hat vielmehr die Tendenz, in Richtung der
Lagerecken zu wandern.

Es ergibt sich fiir alle Einbauwinkel anndhernd die
gleiche dimensionslose kleinste Schmierschichtdicke.
9o = -300 ist am glinstigsten (Abb. 73). Allerdings ist
dabei die Exzentrizitadt relativ gross.
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Schmierspalt H, in Abhéngig-
~ keit von der Sommerfeldzahl

fiir das Dreikeillager bei ver-
schiedenen Einbauwinkeln
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Ergebnisse eines unsymmetrischen 3-Keilfl&chen-Taschen-
lagers werden von Ott [5] mitgeteilt. Da es sich hier
wieder um eine sehr spezielle Bauweise handelt, wird
nicht ndher darauf eingegangen.

Ergebnisse theoretischer Berechnungen

Das symmetrische Dreikeillager wird theoretisch wie

drei getrennte Lagerschalen mit ca. 100° Umschliessungs-
winkel mit einer gemeinsamen Welle behandelt. Das grund-
s8tzliche Problem ist das gleiche wie beim Zweikeilla-
ger, nur miissen jetzt 3 resultierende Schalenkridfte mit
der 8usseren Belastung im Gleichgewicht stehen.

Pinkus [6] verwendet beim Dreikeillager das gleiche
Verfahren wie bei der Berechnung des Zweikeillagers.
Der einzige Unterschied sind die geometrischen Bedin-
gungen, die um eins erhdhte Flachenzahl und der Um-
schliessungswinkel.

Die Berechnungen wurden fiir Lager mit den Breitenver-
hdltnissen B/D = 1/4, 1/2 und 1 und den Exzentrizitéts-
verhdltnissen €, = 0, 1/2 und 2/% in Abhidngigkeit von
der Exzentrizitdt € = e/AR durchgefiihrt. Das Lager mit
ge_ =-0 entspricht einem rein zylindrischen Lager mit

zZ
zwel axialen Nuten.

Abb. 74 zeigt die Verlagerungsbahnen fiir die verschie-
denen €, und B/D = 1 und 1/2. Die Verlagerungen fir
beide Breitenverh&ltnisse weichen so wenig voneinander
ab, dass sie durch jeweils eine Kurve erfasst werden.
Der Punkt O1 gilt nur fir £, = 1/2, so dass fiir diesen
Fall sowohl die relativen Exzentrizitaten € als asuch
€4 und die zugehdrigen Winkel y und Yy abgelesen wer-
den konnen. Die Tendenz, dass die Wellenbahn mit €7,
gegen 1.0 nicht nach vy = O strebt, wird durch die
Theorie bestatigt.
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Abb. 74: Verlagerungsbahnen des Dreikeillagers fir

B/D = 1 und 1/2 und ¢, = O, 1/2 und 2/3

In Abb. 75 a bis ¢ ist die relative Exzentrizitat El
iiber der reziproken Sommerfeldzahl fiir die verschie-
denen Exzentrizitadtsverhiltnisse €, aufgetragen. Para-
meter sind die drei ausgewd@hlten Breitenverhdltnisse.’
Da die relativen Exzentrizit&@ten €1 der unteren Schale
aufgetragen sind, lassen sich die kleinsten Schmier-
schichtdicken hol’ die einen Massstab fiur die Be-
triebssicherheit darstellen, aus der Beziehung

hyy = AR(1 - €q) (33)

bestimmen.
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Einen Vergleich der Reibleistungen bei verschiedenen
Exzentrizitdtsverhdltnissen zeigt Abb. 76, in welcher
der Reibungsverlustfaktor j iber der relativen Ex-
zentrizitdt €1, aufgezeichnet ist. Die Angabe, fir wel-
ches Breitenverhdltnis diese Kurven gelten, fehlt. Die
Reibleistung steigt bei kleinen und mittleren Exzentri-
zitdten mit dem Exzentrizitdtsverhdltnis €, sehr stark
an. Es fdllt auf, dass ein Minimum bei jeder Kurve zu
beobachten ist, das auf die Beriicksichtigung der unvoll-
stdndigen Schmierfilme zuriickzufiihren ist.

Die im Kapitel III, Abschnitt %.7.2 beschriebene Be-
rechnungsmethode von Frdssel [7] gestattet, bei zen-
trischer Wellenlage (e = O) sehr schnell zu brauchba-
ren Werten fiir die Krdfte der einzelnen Schalen und
die Reibleistung zu kommen. Im allgemeinen Fall, wo
eine dussere Belastung P auftritt, versagen die Unter-

lagen von Frossel, da der Winkel 94 zwischen der

W
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Verlustleistungsfaktor |
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relat.Llagerexzentrizitat &

Abb. 76: Reibungsverlustfaktor
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theoretisch grossten Spaltweite und dem Beginn der Druck-
entwicklung an der Schaleneintrittskante mit verédnder-
licher Belastung variiert, Frossel aber nur Diagramme
fir ¢, = 1109, 130°, 150° und 160° angegeben hat. Das
von Frissel angegebene Beispiel [7, 175] ist nicht
korrekt, da die Verlagerung in Richtung der Belastung
angenommen wird.

Nur «im Falle P = O mit e = O, der bei senkrechter Wel-
lenanordnung aber tatsdchlich vorliegt, ist €1 = €5 = €3
=g, und Y1 =Y = Y3 = 0 und Py = konstant, beim Drei-
keillager ¢, ~ 110°,

3, Berechnung des 4-~-Keillagers

3.1 Geometrische Zusammenhinge

Die Bezeichnungen und Begriffe sind die gleichen wie
beim Dreikeillager bzw. analog dazu.
Es gilt wieder die Beziehung

AR =R, -R=h_ +e, (34)
und AR = hol+el=ho2+e2=h05+e3=h04+e4, (35)
ferner e12=e2+e22+2e°ez-cosy )

e22=e2+ez2-2e°ez-siny
> (36)

e52=e2+e22—2e'ez-cosy

22, A e et
e, =e +ez+2e e, *siny
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Abb. 77: Geometrie des 4-Keillagers

Der Zusammenhang zwischen Exzentrizitédtsverhéltnis g,
und dem Spielverh&ltnis dndert sich:

' 1
Y nax _ Smex AR(1+g,°cos 135°) 1-5V2e,

$min Spin = AR(1+gz-ccs 1800) 1 - £, (57)‘

Die Beweglichkeit des Zapfens wird durch ein Bogenvier-
eck mit den Radien AR begrenzt. Die grosste Exzentri-
zitdt e ax betrigt:

=]

@
1
POj -

nax

V(\eZE e )
V3.

2
AR (\/2- e; - ¢,)

1]
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AR 2 ¥nay ~ v?'q’min
= =

2 - 2

Mit

(39)

erhdlt man fiir

_ *max \/é¢§ax74(dﬁ;l>'¢max' ¢mi;f”'V§(¢ﬁaxf Opin)
b, = |- = (40)

2 - 2

Berechnungsverfahren

Grundsatzlich kann man das von Pinkus in [{3], [6] und [8]
angewandte Verfahren fiir Lager mit beliebigen Umschlies-
sungswinkeln, auch unsymmetrischen Mehrfléchenlagern an-
wenden. Allerdings muss man dann das gesamte Verfahren
programmieren, was mit erheblichem Aufwand verbunden ist.
Eine andere Mdglichkeit ist die, dass man die von Pinkus
fiir 75°-Lager tabellierten Ergebnisse fiir das entspre-
chende Breitenverhdltnis graphisch aufzeichnet und die
Zwischenwerte, die man bendtigt, durch Interpolieren ge-
winnt. Man ist dabei aber auf die ausgewZhlten Breiten-
verh8ltnisse 1 1/2, 1, 1/2 und 1/4 beschrankt.

Im'Falle der unbelasteten, zentrisch laufenden Welle kann
man dieses Verfahren anwenden. GeringerenBeschrankungen
untérliegt man beziiglich der Breitenverhdltnisse bei

der Arbeit von Frossel [7], wobei fir ein Vierkeillager
die Werte fiir ¢, = 1500 in Frage kommen.
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VII. Turbulente Lagerstrdmung

1.

Einleitung

Ihnlich wie bei der Strémung durch Rohre und der
Umstromung von Kugeln tritt auch bei Lagern, die mit
Wasser oder fliissigen Metallen geschmiért werden,

auf Grund der niedrigen kinematischen Viskositéat

bei hoheren Umfangsgeschwindigkeiten ein Umschlag
von laminarer Stromung in turbulente Strémung inner-
halb des Schmierfilms ein. Die kennzeichnende Grdsse
ist auch hier die Reynoldszahl die beim zylindrischen
Radiallager wie folgt definiert ist:

Re' = Elifigi (1)

fiir das gesamte Lager und fir eine beliebige Stelle
innerhalb des Spaltes.

) (2)

wobel U wieder die Umfangsgeschwindigkeit des Zapfens,
AR das radiale Lagerspiel, h die Schmierspaltweite
und v =1/p die kinematische Z3dhigkeit ist.

Eine wichtige Begleiterscheinung der Turbulenz ist
die erhdhte Reibung. Wdhrend in der klassisthen Lager-
theorie die am Umfang auftretende Reibkraft auf die
Belastung bezogen wird, ist dies insbesondere bei
leicht belasteten Lagern und turbulenter Stromung
nicht mehr sinnvoll, da die wesentlichste Einfluss-
grosse die Umfangsgeschwindigkeit ist. Bei senk~
rechter Welle mit der statischen Belastung Null wiare
der Reibungskoeffizient p = F/P = oo unabhingig von
der Grosse der Reibung.
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Der neue Reibungskoeffizient A wird deshaldb in
Anslogie zum Widerstandsbeiwert bei der Umstro-
mung fester Korper definiert:

o4 P o2
F=A3U

- mweD+B (3)
Der Reibungskoeffizient A ist also der Reibkraft F
pro Flacheneinheit, d.h. der Schubspannung an der
bewegten Wand (Welle) 1, proportional, dem Quadrat
der Geschwindigkeit umgekehrt proportional:

T ..
N— . —K (4)
ne0B 202 B.p° ‘
P o

oder mit F = M/Rund D = 2R

A . (5)
me p +U“«R2.B

]

Der Reibungskoeffizient A ist nicht konstant sondern
fir eine bestimmte Lagerbauart eine Funktion wvon der
Reynoldszahl.

Im lsminaren Bereich gilt beli geringer Belastung bzw.
zentrisch laufender Welle die Petroffsche Formel
(Gl. III, 38), aus der fiir die Reibkraft folgt:

E—3 . . - -LV—:—.U-
F = w+B+D NG

In (4) eingesetzt, erhdlt man damit fir A unter Be-
riicksichtigung von Gl. (1) und 7 =p-v

2 laminarer
A #'Re* Bereich - (6)
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Stromungsinstabilitdten

Die grundsédtzlichen Erscheinungsformen der Stré-

mung beim Ubergang vom laminaren in das turbulente
Gebiet konnen bei Lagern experimentell nicht er-
mittelt werden, da die Schmierspalte in der Grdssen-—
ordnung von 0,8 bis 3 %o des Wellenradius liegen.

Zu diesem Zweck wurden von einer grossen Zahl von
Autoren Untersuchungen an rotierenden koaxialen Zy-
lindern durchgefiihrt, bei denen der Ringraum zwischen
den Zylindern wesentlich grossere radiale und

axiale Erstreckung sufwies.

Zunachst wurde der Fall konzentrischer Zylinder be-
trachtet. Es wurde iibereinstimmend beobachtet, dass
bei stationdrem &dusseren Zylinder und rotierendem
inneren Zylinder von einer bestimmten kritischen Um-
fangsgeschwindigkeit Ukr ab die erste Instabilitit

in Form der sog. Taylor-Wirbel auftritt. Die unterste
Grenze fiir das Auftreten wurde von Taylor theoretisch
[1] und experimentell [2] ermittelt. Sie hdngt nur
von der kinematischen Viskositdt und dem relativen
Lagerspiel ¢ = AR/R ab.

* Upp e AR R
Rey, = —5— =4L,1\xg (7

Die Wirbel haben Torusform. Ihre axiale Breite ist
ungefdhr gleich der radialen Spaltweite. Sie folgen
L ord ol chtune mit abwechselnder Drehrichbune

in Q.A.J-CLJ-GJ. LL_L\;LL Wlipy WiV RWWO Vi i

aufeinander (siehe Abb. 78).

Die Ursache fiir das Auftreten der Taylor-Wirbel ist
im Fliehkraftfeld zu suchen. Beli ihrem ersten Auf-
treten sind diese Wirbel stationdr, aber wenn die
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Abb. 78: Koaxiale Zylinder mit Taylorwirbeln

Unfangsgeschwindigkeit weiter gesteigert wird,
tritt Zeitabhingigkeit ein und die Wirbelringe ent-
wickeln wellendhnliche Stromungsbilder, wie bei
Vohr [ 3] berichtet wird. Vor dem ersten Einsetzen
der Wirbel ist das erforderliche Drehmoment der
Drehzahl direkt proportional, oberhalb wird es ei-
ner hdheren Potenz der Umfangsgeschwindigkeit pro-
portional (Abb. 79).

Das Einsetzen der Wirbelstrdmung wird verzdgert,

d.h. die kritische Reynoldszahl bzw. Ubergangs-
drehzahl wird erhdht, wenn Druckgradienten in Um~
fangsrichtung aufgebaut werden, wie bei exzentri-
scher Lage des Wellenzapfens im Lager, oder wenn
axiale Druckgradienten erzeugt werden, indem man

z.B. ein Ende des Ringspaltes mit Druck beaufschlagt.
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Abb. 79: Drehmoment in Abhingigkeit von der
Drehzahl

Bei Liagern, die normalerweise mit einer bestimmten
endlichen relativen Exzentrizit#t laufen und wo
wegen der endlichen Breite der Lager axiale Druck-
gradienten existieren, tritt deshalb der Ubergang
zu der Wirbelstrémung, bei etwas héherer Umfangs-
geschwindigkeit ein.

Ist der innere Zylinder stationir und der &ussere
Zylinder rotiert, dann treten wegen des fehlenden
Fliehkraftfeldes in der inneren Grenzschicht keine
Taylor-Wirbel auf.
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Die zweite Art von Stromungsinstabilitédt ist auf die
Tendenz der Scherstromung zurlickzufihren, ihre kine-
tische Energie in zufdlligen Fluktuationen, die als
Turbulenz bekannt sind, zu streuen. Ohne Turbulenz
ist die laminare Schubspannung der mittleren Durch-
flussmenge proportional. Mit Turbulenz ist die mitt-
lere Schubspannung mehr oder weniger der mittleren
kinetischen Energie oder dem Quadrat der mittleren
Durchflussmenge proportional.

Bei Radiallagern ist der Bereich der Wirbelstromung
sehr schmal. Bel zentrischer Wellenlage entspricht
ein relatives Lagerspiel von 1 %0 einer kritischen
Reynoldszahl Re%r = 1300, an der oberen Grenze von
3 %0 Re,.. = 750. Bei zentrischer Wellenlage ist
demgemadss das Einsetzen der Taylor-Wirbel je nach
Grosse des Lagerspiels im Bereich zwischen diesen
beiden Reynolds~Zahlen zu erwarten. Bei Lagern mit
gusserer Belastung oder bei Mehrfldchenlagern ist
dieser Bereich noch etwas nach oben verschoben. An-
dererseits tritt die volle turbulente Strdmung schon
bei Reynoldszahlen zwischen Re, . = 1000 und 2000
auf. Daraus erkennt man, dass die reine Wirbelstro-
mung ohne Turbulenz beil Lagern nur innerhaldb eines
unbedeutend schmalen Arbeitsbereiches vorhanden ist.

Andererseits bestehen die Taylor-Wirbel bei voll ent-
wickelter Turbulenz weiter. Vohr hat bei seinen Ex-
perimenten becbachtet, dass Taylor-Wirbel noch bis

Re = 39 800 der turbulenten Stromung iiberlagert

waren ([3] und [4]). Die Studien iiber die gegensei-
tigen Einwirkungen von Wirbelstrimung und Turbulenz
haben jedoch gezeigt, dass die turbulente Strémung
dominiert, d.h. dass die Taylor-Wirbel auf die Druck=-
und Geschwindigkeitsverteilung kaum Einfluss haben,
wie bei Pan und Vohr [5] beschrieben ist.
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3. Navier-Stokessche Bewegungsgleichungen fiir turbulente
Stromung

Bei n@herer Analyse einer turbulenten Stromung ergibt
sich als ihr hervorstechendstes Merkmasl, dass in einem
festgehaltenen Raumpunkt die Geschwindigkeit und der
Druck nicht zeitlich konstant sind, sondern sehr unre-
gelmdssige Schwankungen aufweisen. Die Fliissigkeits-
elemente, die als Ganzes Schwankungen in und quer zur
Hauptstromung ausfiihren, sind mehr oder weniger kleine
Flissigkeitsballen. Obwohl die Geschwindigkeitsschwan~-
kungen nur wenige Prozent der mittleren Geschwindigkeit
betragen, sind sie trotzdem von ausschlaggebender Be-
deutung fiir den ganzen Bewegungsablauf.

Fir die rechnerische Behandlung zerlegt man nach
Schlichting [6] die Momentanwerte der Geschwindigkeits-
komponenten u, v, w und des Druckes p in ihre zeitli=-
chen Mittelwerte (C ) und Schwankungsgrdssen (°):

u =1+ u’ vV=v+Vv W=w+w

(8)
P=Dp+p

Hierbei werden die Mittelwerte als zeitliche Mittel~
werte in einem festgehaltenen Raumpunkt gebildet,
also z.B.

T,+T

=7 f u-dt (9

Y

Die zeitlichen Mittelwerte der Schwankungsgrossen
sind nach Definition gleich Null:

W =0; v  =0; w =0; p’ =0 (10)
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Durch Einfiihren der Ansitze Gl. (8) in die Navier-
Stokesschen Bewegungsgleichungen und der nachfolgenden
gliedweisen Bildung der zeitlichen Mittelwerte erhdlt
man das folgende Gleichungssystem:

0¥ , 01, -0U, -1 9% %5 . 3% _ 9%
=T + U + 7 + Wxs) = - ¢ + +
P (5% sx*t Voyt Voz 7x PRCIP- 3.2
wl Iov . 0TwW
(11a) p(3x+ oy 0z )
% 3% . - I¥ . - 9% 5 %% 2% _ %%
= + U + T+ WH) = - + 7 ( + + =
p(a‘b 9x 3y W oz 2y m 3 2 9:}72 azg
v’ | dv? Ivw’
(11v) —p(ax * 5t T og )
PiTt ox oy 7z z ix2 942 952
daw’ v’ Qw,z
(11e) -p( 5x T 3yt 3z )

Das Ergebnis der Navier-Stokesschen Bewegungsgleichungen
fir die turbulente Strémung ist, dass die zeitlichen
Mittelwerte der Geschwindigkeitskomponenten der turbu-
lenten Bewegung den selben Gleichungen wie eine laminare
Stromung geniligen, bei denen jedoch zu den Reibungskréften
der laminaren Stromung noch zus&dtzliche turbulente Rei-
bungsglieder hinzukommen. Diese erhdhte scheinbare Z&hig-
keit der mittleren Bewegung steht im Mittelpunkt aller
theoretischen Betrachtungen.

Bei den Gleichungen (1la + c¢) sind die Schwereglieder
gleich weggelassen worden, da sie keine Rolle spielen.
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Die Tragheitsglieder auf der linken Seite der Glei-
chungen koénnen nicht ohne weiteres weggelassen werden,
da insbesondere bei den Modellversuchen mit relativ
gréssen Ringspalten die Trégheitskradfte mit steigen-
der Reynoldszahl und wachsender Spaltweite an Ein-
fluss gewinnen, —

Dagegen gelten die anderen schon von Reynolds gemachten
Vereinfachungen, da V immer klein gegen U und w ist
und die Veranderungen von U und W in den Richtungen x
und z klein sind gegen ihre Anderungen in der y-Rich~-

. _ 3F 0% __03¥ . 0% 02°% 9°%
V< U, W <= .o ~ 0
P 0x Tz Ty 7T 952 1 3,2 7 947

i 2w 0w _ 9T 0w .0%a 9% 9% %%
0% ' 7z ' Tx I 07 1Y o2 9.2 "o T d22

Ausserdem wird wieder

p = const. und n = const.

gesetzt. Nun sind auch bei den Fluktuationsgliedern
(Schwankungsgliedern) die Ableitungen nach x und z
ungefahr lO-3 mal kleiner als die Ableitungen nach y:

AV dulw’ 9v’e
gy ° 9y 'Oy

dur° 2w 0wV’ dVw duww’ e

3x* 0z O8x ' 9z ' 9x ' 0% -

Damit reduzieren sich die Navier-Stokesschen Differen-
tialgleichungen der turbulenten Strdomung auf folgende
Beziehungen, die fiir turbulente Lagerstrdmungen allge-
mein gelten, wenn man die Querstriche bel den zeitlichen
Mittelwerten der Geschwindigkeiten der Einfachheit
halber weglasst:




du , .. du 2u , . %u 2 ?2u PSR
P(ﬁ.h‘a—x-—%v%?-% 3-Z-}=-5‘§-rné—y—-- 7y
- (12)
O=_9 +av’
J 0y
dw ow ow 2 2°w dviw?
P(ﬁ+U5§+WE)=-5§+na—;—-p_ﬁ_

Ausser den Gleichungen (12) gilt auch noch die Konti- =
nuitdtsgleichung: ' o

3u 3y , 2

5x T oy 5z = ° ~ (13)

Die linken Seiten der Gleichungen (12) reprédsentieren
die Trédgheit des Strdmungsmediums. Die Kriterien, ob
man diese vernachlidssen darf, sind nach Pan und Vohr [5]:

Eofiest w boglm a9
c C

Dabei ist Ac der Wandreibungskoeffizient, AR die Spalt-
weite (radiales Lagerspiel), L eine charakteristische
Linge (z.B. Lagerbreite, Gleitschuhlidnge), U die Um=-
fangsgeschwindigkeit des Zapfens und At ein reprisenta-
tiver Zeitabschnitt (z.B. die Zeit, die én Punkt der
Welle bendtigt, um iiber eine Diskontinuitatsstelle, wie
z.B. eine Tasche im Lager, zu wandern).

Die Gleichungen (14) sind physikalisch wichtig und be-
deutungsvoll dadurch, dass sie uns erlauben, die Gren-
zen fir die Anwendbarkeit der turbulenten Schmierungs-
theorie abzuschitzen, welche die Massentrigheit des
Stromungsmediums vernachlidsst. In Fidllen, wo der Spalt
AR gross ist, werden deshalb die Triagheitseffekte von
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grosserem Einfluss. In gleicher Weise wird das zweite
Kriterium in Gl. (14) wichtig, wenn die Lagerflidchen
nicht glatt sind, sondern scharfe Diskontinuitédten

wie Stufen oder Taschen haben, da Impulse von kurzer
Zeitdauer At nun das Verhalten des Lagers beeinflussen.

Stabilitatskarten

In den vorangegangenen Diskussionen sind 3 Gebiete
superlaminarer Stromung festgestellt worden, deren
Grenzen nochmals wie folgt zusammengefasst werden:

1. Auftreten von Wirbeln, wenn

* U AR \/ B
Re' = — > 41,1\ 37 (15)

2. Vorhandensein von Turbulenz, wenn

Re = E—\-l-—él‘i = 10° (16)

3. Vorherrschen von Trigheitseffekten, wenn

%—--%Egl oder-lr~ﬁ-%3-ﬁ%1 1?7
c c

Der Reibungskoeffizient ist selbst eine Funktion der
Reynoldszahl, so dass die vorstehenden Kriterien in
Abhi@ngigkeit von U-AR/v , AR/L (oder AR/R) und AR/U°*At
definiert werden konnen.

Eine zusammengesetzte Stabilitdtskarte (Abb. 80) kann
dann gezeichnet werden, auf der die Ordinate die mitt-
lere Reynoldszahl U-AR/v und die Abszisse entweder
AR/L, AR/R oder AR/U<At darstellt. xc wurde bei der



- 167 =

10° \

1T
—

influf
iqender EIT
' V¥ raghgitsefet

Y
l/ TTTT

& ‘
R
N \420 . \
Turbulenz .
1 | \g
l A ;-
Ubergangsstromung NG

T
/
///

’0 = L1 lub—.; i L lJl’lo-z
AR/R,AR/L oder ARAU-At)

Abb. 80: Stabilitétskarte

Berechnung der Stabilitd@tskarte fiir die Couette-
strémung bestimmt, die einen noch zu besprechenden
Grenzfall der Lagerstromung darstellt. Mit Hilfe des
Diagrammes in Abb. 80 ist man schnell in der Lage,

, ¢b ein Lager im superlaminaren Gebiet

n s
arbeiten wird und wenn es so ist, in welchem Gebiet.
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Massentrigheitseffekte

Die Glieder auf der linken Seite der Navier-Stokes-
schen Gleichungen (12) tragen den Trigheitseffekten
Rechnung. Diese sind Krédfte, die mit kinetischer Ener-
gie behaftet sind, und stellen die Beschleunigungs-
kréfte der Strdmung dar. Wo diese von Bedeutung wer-
den, sind die Filmkréadfte nicht mehr allein von den
Schubspannungen im Film abhi@ngig wie bei der klassi-
schen laminaren Schmierungstheorie. Prinzipiell kdnnen
die Trégheitseffekte wichtig werden, gleichgiiltig ob
die Stromung rein laminar oder turbulent ist, mit

" oder ohne Taylor-Wirbel. Die Stabilitdtskarte zeigt

jedoch, dass in einem Radiallager mit einem rotieren-

‘‘den Zapfen und einer stationdren Lagerschale Trégheits-

effekte selten vorhanden sind, ohne dass zugleich auch

“Taylor-Wirbel oder volle Turbulenz auftreten. Wenn der

Wellenzapfen das stationire Element des Lagers ist
oder wenn der Flissigkeitsfilm wie bei Axiallagern
eben ist, dann konnen die Traghéitseffekte auch bei

- laminarem Schmierfilm wichtig werden.

Nach Vohr [3] und [4] und Burton und Carper [7] machen
sich die Trdgheitseffekte experimentell durch ein An-
wachsen des Verlagerungswinkels des Wellenmittelpunktes
bemerkbar, die bei einem 100° Kippschuhlager, z.B. 90°
Uberschreiten kann. Diese Versuche wurden allerdings
mit in Hohlzylindern rotierenden Walzen mit relativ
grossen Ringspalten durchgefiihrt, bei denen die Trag-
heitseffekte betont werden.

Bei der Lagerauslegung, wo relative Spaltweiten von
0,8 bis 3% %0 des Wellenradius angewendet werden, wurde
ein viel wichtigerer Effekt der Tradgheit an den Kanten
beobachtet, wo das Stromungsmedium in den Spalt ein-
tritt [7]. Staudruck- und Eintrittsverlusteffekte ver-
ursachen eine Umwandlung von statischem Druck in
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Stromungsgeschwindigkeitshéhen, ebenso einen Energie-
entzug am Eintritt zur Lagerflédche. Die Versuchs-
daten kénnen durch die folgenden Formeln n#herungs-
weise in Beziehung gebracht werden: ‘

(18)

- £
P U= = Pe +3 U

ojo

g = Py + ¢ °
In Gl. (18) ist Pg der Gesamtdruck am Gleitschuhein-
tritt, p, der Referenz- (Umgebungs~) Druck, p, der sta-
tische Eintrittsdruck, U die Geschwindigkeit an der
Zapfenoberflache, Ue die mittlere Eintrittsgeschwindig-
keit und Ce ein Eintrittskoeffizient. Cq ist abhéngig
von der Geometrie der Eintrittskante. Fir eine scharfe
Eintrittskante ist ¢ =~ 0,17. Die Folge des Eintritts-
effektes ist ein statischer Druckverlust am Eintritt,
so dass in ungilinstigen F&@llen dort Unterdruck oder so-
gar negativer Druck entstehen kann. Die Folge ist,

dass der Druckmittelpunkt n8her zur Austrittskante

der Lauffldche wandert. Dieser Eintrittseffekt kann
unterbunden werden, indem man beil den Lagern die Ein-
trittskante der Laufflédche abrundet und Zirkulation

des Schmiermittels rund um die Lauffléche ermdglicht.

Burton und Carper [7] berichten von Versuchen mit Stu-
fenlagern, wo .ein steiler Druckabfall hinter der Stufe
festgestellt wurde, der auf die starke Beschleunigung
der Stromung zuriickzufilhren ist, wenn sie in die Stufe
eintritt.
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6. Turbulente Strdémung zwischen parallelen Platten

Bei der zweidimensionalen, stationfren Strdmung
zwischen zwel parallelen Platten unendlicher Aus-
dehnung werden zwei Stromungsarten unterschieden,
die wichtige Grenzfdlle der turbulenten Lagerstro-
nung darstellen. Im ersten Fall sind beide Platten
in Ruhe und die Stromung wird durch einen Druckgra-
dienten in einer Hauptrichtung parallel zu den Win-
den verursacht.Diese Stromung wird Poiseuille-Stro-
mung, Kanalstrdomung, Verdréngungsstrdomung (displace-
ment-flow) oder auch Druckgradientstrdmung (pressure-
flow) genannt. Im zweiten Fall ist eine Wand in Ruhe
und die zweite bewegt sich mit der Geschwindigkeit U
parallel zu der ersten. Man spricht hier von einer
Couette-Stromung oder Scherstrdmung (shear-flow).

In beiden Fdllen sind alle Stromlinien der mittleren

Geschwindigkeit u parallel und das Geschwindigkeits-

profil ist langs der Stromung liberall gleich, u also

nur eine Funktion von y. Von den Schwankungsgréssen‘

u’, v’ und w’ haben nur die Fluktuationsglieder u’- v’
und v’2 Bedeutung, alle anderen kOnnen vernachlissigt
werden.

6.1 Couette-Stromung

Die turbulente Couette-~-Strdmung ist dadurch ge-
kennzeichnet, dass im ganzen Stromungsbereich die
Schubspannung t konstant ist

T= 1 _ = konstant (19)
Der Mittelwert des Druckes p ist léngs der Haupt-
stromungsrichtung konstant, also unabhangig von x,
variiert aber senkrecht zur Plattenoberfliche
(y=-Richtung). Er ist im Stromungsfeld kleiner oder
gleich dem Wert an der Wand.
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Fiir die Geschwindigkeitsverteilung ist das S~Profil

charakteristisch, das mit sinkender Reynolds-

zahl Re = E%Q im laminaren Bereich in eine Gerade
iibergeht. Mit wachsender Reynoldszahl ndhert sich
das Profil einer 7 ~Form (4bb. 81). Unmittelbar
an der Wand befindet sich eine sehr diinne laminare
Unterschicht mit linearem Geschwindigkeitsanstieg.
Daran schliesst sich ein wandnahes Gebiet an, in
dem das universelle logarithmische Wandgesetz an-

schliessts
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Abb. 8l: Gemessene Geschwindigkeitsprofile der
geradlinigen Couette-Strémung nach
Reichardt [9]
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wobei = 0,4 und ¢ =~ 5,5 einzusetzen sind.
u, ist dabei die sog. Schubspannungsgeschwindig-
keit

und y* der dimensionslose Wandabstand

ye ug

Fir turbulente Stromung wird in Analogie zu dem
Zahigkeitsbeiwert des Stokesschen Reibungsgesetzes
der laminaren Stromung

te=ﬂ'g'§ (23)

fir die Schubspannung der turbulenten Scheinzihig-
keit der bekannte Ansatz

. ou + _ du
‘ctzA,ﬁz p*E 6-5 (24)

gemacht. A wird turbulente Austauschgrodsse genannt,
€ = A/p scheinbare kinematische Zdhigkeit genannt.
Fiir die gesamte Schubspannung t erhdlt man damit

1 = (n+ A4) g% = (1 + €/V) g% . (25)

Reichardt [9] erfasst die durch den Impulsaustausch
bewirkte scheinbare turbulente Zéhigkeit mit Hilfe
der dimensionslosen turbulenten Austauschgroésse

Afn - ¥y}, wobel

__bour
Ip = v (26)




- 173 -

und b = h/2 die halbe KanalhShe ist. Abb. 82 zeigt
Messwerte der Austauschgrdsse, die sehr nahe an der
theoretischen Kurve liegen, die durch die Gleichung

2
A
-T-i_—‘_-&:-g = O,‘q' E% - 095 ¢ (%) ] (27>

gegeben 1ist.

Die Geschwindigkeitsprofile konnte Reichardt durch
folgende Gleichung erfassen:

, U
F=3-17 " 5751 (22-1) (28)

Der Ubergang von laminarer in turbulente Strémung
liegt bei Re = U*h/v = 3000,

04
A
nJ,
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gz »f’ﬁ—"—r‘ié"\s
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/s Gl(27)
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Abb. 82: Verlauf der dimensionslosen turbulenten
Austauschgrdsse A/lney,) iber dem Wandab-
stand y/b nach Reicha?dt[9] bei Couette-
und Poiseuille-Strémung
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6.2 Poiseuille-Stromung
Bei der turbulenten Kanalstromung ist die Schub-
spannung nicht mehr konstant, sondern fallt linear
von ihrem grissten Wert an den beiden Wianden auf
Null in Kanalmitte ab:

1=t @ -'%) (29)

Sowohl Schubspannungs- wie auch Geschwindigkeits-~
verteilung sind symmetrisch zur Kanalmitte. Wie
bei laminarer Stromung nimmt der Druck linear in
Stromungsrichtung ab (dp/dx = const.).

Abb. 8% zeigt die von Pai [8] gewonnenen theoretischen

Geschwindigkeitsverteilungen u/'amax und u’v’/ui W’

die sehr gut mit den von Laufer [10] angegebenen
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Abb. 83: Mittlere Geschwindigkeit und Korrelation
zwischen Schwankungsgrdssen iiber dem
Kanalquerschnitt nach Pai [8] und
Laufer [10]
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Versuchswerten uUbereinstimmen. Im Bereich bis
ungefédhr y/b=0,01 bis 0,02 erstreckt sich die
laminare Unterschicht. Anschliessend folgt wieder
ein Bereich, wo das logarithmische Wandgesetz
gilt.

Die dimensionslose Austauschgrosse A/n-yb (Abb. 82)
steigt anfanglich von der Wand zur Mitte zu an, er-
reicht ein Maximum und fdllt dann bei AnnZherung
in die Mitte wieder auf ein relatives Minimum ab.
Die turbulente Flukbtuationsgrésse w'v'/u°  legt
sich bei Anndherung an die Mitte immer mehr an die
Schubspannungsgerade an. Die Ordinatendifferenz
stellt den Anteil der Viskositat an der Schub-
spannung dar (T = T, + tt).

7. Theorie der turbulenten Lagerschmierung (diinne Filme)

7.1 Uberblick
Wie schon frither festgestellt wurde, beginnt die
Turbulenz sich in Lagerschmierfilmen zu entwickeln,
wenn die Reynoldszahl Re” = U-AR/v = 1000 ist.
Es folgt dann ein Ubergangsgebiet bis ungefdhr
Re* = 2000, von wo ab dann voll entwickelte Tur-
bulenz vorhanden ist. Nur dafiir gilt die im Fol-

genden behandelte Theorie.

Der erste Versuch, die turbulente Lagerstromung
theoretisch zu erfassen, stammt von Smith und Fuller
[11]. Sie machen die stark vereinfachende Annahme,
dass man die Stromung eines unendlich breiten Ra-
diallagers durch Ubéflagerung von Couette-Stromung
und Poiseuille-Stromung ndherungsweise darstellen
kann. Tao hat diese Annahme auch filir Stromungen
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mit Seitenfluss bei einem schmalen Lager [12]

und fiir Lager ohne Seitenfluss [13] verwendet.
Dabei ermittelte er die iber den Spalt gemittelte
mittlere Geschwindigkeit in Richtung einer Strom-

linie mit Hilfe des Widerstandsgesetzes nach Blasius.
‘Diese Entkopplung der beiden Strémungskomponenten

ist als eine brauchbare Naherungsmethode nicht halt-
bar. Sie vernachladssigt z.B. vOllig die sehr wich-
tigen Einfliisse einer starken Couette-Stromung
auf den Widerstand einer iiberlagerten, schwachen
axialen und tangentialen Verdringungsstrémung
(Poiseuille-Stromung). Chou und Saibel [14] waren
die ersten, die die Prandtlsche Mischungsweg~Hypo-
these auf ein Lager ohne Seitenfluss anwendeten.
Sie nahmen aber einen Verlauf des Mischungsweges
an, der besonders in ummittelbarer WandnZhe sehr
stark von experimentell bestimmten Verteilungen
abweicht, was zu grossen Fehlern fihrt.

Die erste auch quantitativ brauchbare Theorie wurde
in einer Reihe von Arbeiten [14] bis [23] wvon
Constantinescu entwickelt. Er verwendete die Prandtl-
sche Mischungsweg-Hypothese und nahm wie urspring-
lich auch Prandtl den Mischungsweg proportional dem
Wandabstand an. Constantinescu beriicksichtigt in
seiner Theorie aber nicht, dass in unmittelbarer Wand-
ndhe in der laminaren Unterschicht der Mischungsweg-
odur

verlauf nicht linear ist, h die Grosse der
eit

rC
. -
gk iiherschatzt wird

WO
scheinbaren kinematischen Zdhi

0

Reynolds [24] war der erste, der die Stromung in die
laminare Unterschicht, ein wandnahes Gebiet, wo das
1ogarithmische\Wandgesetz gilt, und ein Kerngebiet
unterteilte.
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7.2 Verteilung von Geschwindigkeit, Schubspannung
und Verhdltnis der turbulenten Austauschgrisse
zur dvnamischen Z&higkeit N
Reichardt [25] versucht in einer wichtigen Arbeit
die oben genannten drei Bereiche formelmdssig durch
eine Beziehung fiir den Fall der Rohrleitung zu er-
fassen.

a) Laminare Unterschicht
Die laminare Unterschicht ist durch lineare Ge-
schwindigkeitsverteilung gekennzeichnet:

%% = const

Da hier auch die Newtonsche Hypothese T = 7.du/dy
gilt, folgt, wenn man weiterhin die Annahme kon-
stanter Zdhigkeit n beibehdlt, dass die Schubspan-
nung in diesem Gebiet konstant ist und zwar gleich
dem Wert an der Wand T Daraus ergibt sich mit
u=0Tfliry=20

e . ‘
u=—-7 (30)

Mit Hilfe der Schubspannungsgeschwindigkeit Uy

des dimensionslosen Wandabstandes y= (Gl. 21 u. 22)
und der dimensionslosen Geschwindigkeit u' (G1.20)
erhdlt man fiir Gl. (30)

ut o=y (31)

b) Wandnahes Gebiet
7 Im anschliessenden wandnshen Gebiet dominiert
die turbulente Bewegung und kann die viskose
Zahigkeit n gegeniiber der turbulenten
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" Austauschgrdsse A vernachlissigt werden. Aus
Gl. (25) folgt dann

T _ % du
b—"‘ E'dy (32)

Die scheinbare kinematische Zihigkeit ¢ ist kei-

ne Konstante. Sie ist mit dem Impulsaustausch von
einer Schicht in die andere verbunden. Dieser Aus-
tausch wird durch die Diffusion von Flissigkeits-
teilchen auf Grund der Turbulenz bestimmt. Die schein-
bare kinematische Zdhigkeit €* kann dem Wandabstand

y proportional angenommen werden

E*z n ° u_t LA bzw. E*V =W * y+ (35)

Die bisherigen experimentellen Untersuchungen der
turbulenten Stromungen in Rohren, Ksn8len, in der
Reibungsschicht an einer ebenen Platte und bei der
Couette-Stromung haben ergeben, dass die Geschwin-
digkeit in Wandnghe anndhernd mit dem Logarithmus
des Wandabstandes ansteigt. Es gilt deshaldb auch
bei der Lagerstromung, die nidht sehr stark von der
Couettestrdmung abweicht:

u o= %»- 1n y© + Const. (20)

man die Ableitung du’t dy+, macht die dimen-
s slose Schreibweise riickgdngig und setzt du/dy
und den Wert fiir € in Gl. (33) in Gl. (32) ein,
dann erh3dalt man als Ergebnis

T = konst = 1 (34)
Das heisst, die Schubspannung ist im wandnahen
Gebiet ungefdhr konstant. Dies trifft um so genauer
zu, je grosser das Verh8ltnis A/n = e/v  ist.
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¢) Kerngebiet

Das Wandgesetz gilt auch noch in grosserer Ent-
fernung von der Wand, wo die turbulente Schein-
reibung T, von der Wandschubspannung 1, schon
merklich abweicht. Erst im Innern des Strdmungs-
querschnittes treten grdissere Abweichungen vom
Wandgesetz auf und zwar sind die tatsdchlichen
Geschwindigkéiten grosser als die nach Gl. (20)
berechneten. Wenn diese "Zusatzgeschwindigkeit

im Innern" auch gering ist, so ist doch die Tat-
sache von grundsdtzlicher Bedeutung, dass hier

die dimensionslose Geschwindigkeit ut nicht allein
von y*, sondern auch vom Wandabstand y unmittelbar
abhangt.

Reichardt entwickelte zundchst eine Formel, in wel-
cher die laminare Unterschicht und der wandnahe
Bereich gemeinsam erfasst wird. Sie lautet

- s 2
= = tanh <) (35)

%

=w(yt - 5,

Sl

Mit %= 0,4 ermittelte er aus Versuchen 5£+ = 11.
Setzt man Gl. (35) in (20) ein, dann erhdlt man
durch ndherungsweise Integration

+
—eg-‘r) + “Oaﬁa‘y.’.
1 () I )

ut = 2= 101 +n-y) + 7,8 (1 - e - ey
% 66

) (36)

Reichardt entwickelte weiterhin ein Mittengesetz,
welches das Kerngebiet erfasst und schliesslich
eine Gesamtformel fir den ganzen Querschnitt, auf
die hier nicht ndher eingegangen werden soll.
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7.3 Theorie des Lagers ohne Seitenfluss von Ng

Ng [26] stellte fest, dass mit w = O,4 wnd 6, =

10,7 bei diinnen Schmierfilmen der Stromungsbe-

reich von den beiden Winden bis zum Geschwindig-
keitsmaximum durch die Formel Gl. (35) gut er-

fasst wird. Er gelangte zu diesem Ergebnis, indem
er die Gl. (35) mit den Ergebnissen von Ludwieg

und Tillmann [27], Clauser [28] und Ross [29]
verglich und gute Ubereinstimmung feststellte. Der
Kernbereich wird durch Gl. (35) ebenfalls ndherungs-
weise beschrieben, da die Abweichungen vom loga-
rithmischen Wandgesetz gering sind.

Schon Constantinescu [16] hat gezeigt, dass man
die Anderungen des mittleren Druckes senkrecht
zur Strémungsrichtung vernachlassigen kanns

0

s2 ~ 0 (37)
Damit bleibt von den Gleichungen (12) fiir eine
stationdre zweidimensionale turbulente Lagerstro-
mung, bei der man die Trégheitseffekte vernach-
lassigen kann, nur noch die folgende Gleichung
ibrig:

2 [ RS ]
153088 Ll (38)

Dafir kann man auch schreiben

%=%(n%-p-3u’v’)=g§ (39)

20t 52 =22 £() = 1+ (40)
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T U=0
)v ,
I ’ f
h 1 U=u,
i 3/
d l
- u=Uy
e,
Abb. 84: £¥/v — Verteilung bei planarer Stromung

Der Schmierspalt wird in zwel Bereiche unterteilt,
in denen die &%/v -Verteilung stetig, deren Ablei-
tung bereichsweise stetig sein soll (Abb. 84). Die
Randbedingung fir den unteren Bereich ist

firx =0, u=0 uwd y=1y%

U= Uy (41)

und im oberen Bereich

fir y = yi» w=u und y=h,u=0 (42)

Mit der neuen Koordinate y® = h-y wird aus (42)

y’ =¥y’ =h -y, u=1u und
y? =0, u=20 (43)

Mit diesen Randbedingungen erhalt man nach zwei-
maliger Integr

G F F
_1.9p .2 _2127 _ .
Y =5 0 5% Y1 60 (G ¥~ Ryt (u,-0) Ry * 0

(44)
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bzw. im oberen Bereich

2 A A 9 A /
P 38R v’ by (a?ﬁfy; - ﬁfﬁlﬁ)

_— 2 (45)

F (h"'yl )

Dabei sind folgende Abkiirzungen verwendet

y
.1 (s
O Ok TR / Ly
0 1 0
y! y’
A, _-_]___— av? A "y = 1 z’dy’ (46)
R = /‘f‘@ﬁ S = 2 /f(y’)
0

0

f(y) = £(y?) =1 + £ /v (siehe G1.(35)

Die Schubspannungen an den Wanden ermittelt man mit
Hilfe der folgenden Relationen

du, Quh

T, = I 5 Ty = - 2@ 555 (47)
¥=0 y’=0
G(yq)

Ty = -7 52' —T—_T + 1 (uy - U) —-7FT§I7 (48)
Jon :

v, = (heyy) B . T (49)
FO7) (g R (aeyp)
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Um leicht mit den Ergebnissen von Constantinescu [16]
vergleichen zu kdnnen, verwendet Ng als Parameter
ebenfalls den dimensionslosen Druckgradienten

2

= _.ht, dp |
'BX‘ nU 0x (50)

und die Reynoldszahl nach Gl. (2) Re = Ush/v .
Ferner wird die dimensionslose Bereichsgrenze als
Parameter eingefihrt:

n\ [kl - _ %\ [l
+ 1 0 1 h

Fiir die Bereichsgrenze muss y{ = y; sein, woraus
folgt, dass

F(y9) = #G5]) wad e = 86D

Nach L&sung der Integralfunktionen (46) lassen sich
Re, B, und um/U als Funktionen von y; und yl/h aus-
driicken, nachdem ul/U eliminiert ist. BX ist nur

eine Funktion wvon yl/h. Wéhlt man BX als unabhangigen
Parameter, so liegt auch yl/h fest.

Ng berechnete die Geschwindigkeitsprofile u/U fir
die dimensionslosen Druckgradienten B, = 20; - 75753
2 und 3 und vergleicht sie mit den Ergebnissen von
Constantinescu und der Superposition von Poiseuille-
und Couette-~-Strdmung (Abb. 85).

Nun besteht ein enger Zusammenhang zwischen dem Druck-~
gradienten (BX) und dem Mittelwert u der mittleren
Geschwindigkeit u. Zieht man von u, den Scheranteil
der Couette-Stromung W ab, so bleibt der Geschwin-
digkeitsanteil ump ibrig, der dem Druckgradienten
zuzuschreiben ist. Es gilt
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Up = Ype * Upp
oder in dimensionslosen Variablen
Y Yn Yy
T YR S c
m U U 0

(52)

Bei .der Couette~-Strémung ist der Mittelwert iiber
den Querschnitt gleich der halben Geschwindigkeit
der bewegten Wand, also umc/U = 1/2 und

10

o8

06

1 1T 1T 7T 117 177

Yh
o#
0z
o oz o% 08 08 w16 18
uy
Yh |

\
92 -

v\
\ \:)
3 AN

° 2 o+ 0 08 1 R

—— Ng [26]

(53)

10

Q8+~

o
Yn

O I~

S A N I N |

Y/h

-0+ -2 0 02 O 06 48

u/y

Turbulente Geschwindigkeitsprofile

-+=+ Constantinescu [16]

---- Superposition

{0
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Der Zusammenhang ist nun folgender
ny —
B, = (K, + Ky * Re") T (54)

Ko = 12 ist der Wert der laminaren Stréomung. Fir
Ki und n gelten folgende Werte

Ng: X, = 0,00725 =n = 1,003 500= Res 5000
Kl = 0,0395 n = 0,803 5000 = Re=50000 (55)
Constan~-
tinescu:Kl = 0,140 n = 0,725 O =Re=<= oo
Mit Gleichung (54) und (50) erh8lt man eine Bezie-~

le
hung fiir den Druckgradienten

9e . ﬂl‘l—‘j,.(xo + K - Re™ u_ (56)
Damit man aus Gleichung (56) die Druckverteilung be-
stimmen kann, muss noch eine Beziehung fiir ﬁ; aus der
Kontinuitédtsbedingung herangezogen werden. Die Fliis-
sigkeitsmenge, die an einer bestimmten x-Stelle
durch den Spalt stromt ist konstant und gleich der
Menge an der Stelle x , wo dp/dx = O (Couette-Strdmung).
Fir diese ist aber wo= U, = 0,5 U.

(uge + Upp) B = 0,5 Uk (57)

wp = - 0,5 - P

T =-0,5:(1 -1 (58)
dp _ 1°U_ (K, + K"Re™ (b - b") O (59)

X 2-h3
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Dies ist die Ausgangsgleichung zur Bestimmung der
Druckverteilung, aus welcher durch eine weitere
Integration die Lagerbelastung P gewonnen wird.

500

Constantinescu
4oo €= 0. 7
’: 3o Re=10000
N

200

‘ O£ . 1 1

IR
150°  200° ¥ 250°

T T T 17 T T T 1

[¢]
0
(3]

.
-
g

Abb. 86: Druckprofil, Re = 10.000, e=0,7

Die Druckverteilung wird in dimensionsloser Form

2nell = 2mep ¢2/n-w léngs des Lagerumfanges in Ab-

héngigkeit von ¢ fiir Re = 10 000 und die relative

Exzentrizitdt €= /AR = 0,7 in Abb. 86 dargestellt.

Die Theorie von Ng ergibt niedriéere Driicke als

Constantinescus Theorie. Das Verhdltnis der Driicke,

die nach den beiden Theorien gewonnen werden, ist
konstant und zwar unabhingig von der relativen Ex-
zentrizitdt fir Re = 1000. In gleichem Masse er-
gibt die Theorie nach Ng entsprechend niedrigere

Belastungsfahigkeiten, wie Abb. 87 veranschaulicht,

wo die dimensionslose Belastungskennzahl 2n-So
Uber der Reynoldszahl fiir verschiedene relative
Exzentrizitdten aufgetragen ist.

Die Verlagerungswinkel, die nach den beiden Theo-
rien gewonnen werden, stimmen weitgehend iiberein.
Die Abweichungen sind kleiner als 1°.
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500 -
400}
L E= 7//
300
200 —
o
“ 100
k=
o~
50__
4o
30
20
- ——Constantinescu
10lllllllllll

1000 3000 5000 7000 9000 11000
Re*= Ak
v

Abb. 87: Dimensionslose Belastung iiber Reynolds-
Zahl nach Ng und Constantinescu

Linearisierte Theorie des Lagers mit Seitenfluss

nach Ng und Pan

Die linearisierte Theorie von Ng und Pan [30] baut
auf der vorangegangenen Arbeit von Ng auf und dehnt
die Theorie auf den Fall endlicher Lagerbreite aus.
Es wird wieder die Gliltigkeit der empirischen Formel
von Reichardt Gl. (35) vorausgesetzt mit w = 0,4
wnd -5, = 10,7

*

-+
S = [y - 5 tenh I (35)

%
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Im Gegensatz zum bisher iiblichen Verfahren wird die
Schubspannungsgeschwindigkeit nicht mehr auf die
Wandschubspannung Ty bezogen, sondern auf den Be-
trag der Ortlichen Schubspannung:

w, = /L (60)

p

Der Schmierfilm wird in zwei Halbkanile getrennt,
die jeweils von einer Wand bis zur Kanalmitte reichen.
Der dimensionslose Wandabstand wird jeweils von der
Wand aus gerechnet und deshalb fir beide Kanalh&8lften
getrennt definiert:

« b\ [l v 1
DAY p O0=vy'= 2

vyt o= (61)

sy B\ 1zl 1l <= "<

mit y* = % (62)

Die Trégheitsglieder und die Anderung des mittleren
Druckes senkrecht zur Kanalwand werden vernachlissigt.
Von den Gleichungen (12) verbleiben dann noch

dt 92 dTv? 3
B L EELE @
d 2 A ey

Es wird nun vorausgesebtzt, dass der turbulente Im~
pulsaustausch isotrop ist, d.h. sowohl in x- als
auch in z-Richtung nach der gleichen Gesetzmissig-
keit verlauft:
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* 3

= £y.50

Txy =n @+ v ) oy
*

= £y, gﬂ

Izy“n(l“‘v) 9y

(65)

(66)

Integriert man die Gleichungen (63) und (64) und
beriicksichtigt (65) und (66), so erhdlt man

*. d
@) = W)+ (7 =B R =@+ D5 ()
hy 9 e*\ dw
(7 = 1, (0/2) + (7 - 3) 57 = @ + ) 7y (68)
Aus einer nochmaligen Integration folgt
[ y y j
.1 oy 9 | (-n/2)ay
u(@ =% txy(h/Z) s +3§ J e (69)
v v
L 0 0 _
y 4 ]
1 dy’ , 9dp .| (y’-b/2)dy’
w(y) = 3 |1,,(8/2) -ﬂ%+;§ j s (70)
5 v 5 v |
Um die Berechnung der Gleichungen (67) bis (70)

zu erleichtern, wird die weitere wichtige Annahme

gemacht, dass das Stromungsfeld durch eine nur klei-
ne Storung der turbulenten Couette-Stromung zustande
kommt. Dies wird durch die folgenden Ansdtze zum Aus-

druck gebracht:

Ixy = T4 + B * Ty
tzy = 65 T,
: 2 2
1 [t] Txy tlgy
erhdlt man
[l = tg* 61y + F(59)

(74)
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In dhnlicher Weise wird die Reichardtsche Formel
fiir die Verteilung der scheinbaren kinematischen
Zdhigkeit linearisiert, indem nur die ersten beiden
Glieder des Taylorpolynoms beriicksichtigt werden.

Y o,
€ , x . age[vz
~ (v ,tc) + 6 T 1]

]

€, % 2
<5 1el) L F(39)

T=c

B * Tx . * 2
=f () -1+ T 8.,(7 ) + Fo(6%)  (75)
Dabeli bedeuten
nt
£,7°) -1 = x| 5 B, - 6, tanh (3" (76)
)
h+
8.7 = By ng banh® (™ =) (77)
)
+ h Tc
he =5\ % (78)

Die weiteren Ableitungen fiihren auf folgende Glei-
chungen fiir die Geschwindigkeitsverteilung in x- und

z-Richtung:
2 ¢ y"
(xh) g . (3")
u_1 c’ [ 4y’ _ QZ%:%’.) _ e
T~2% Re j/fc(y’) Bx .7 (1 f;f§77] v’ (79)
Y* 1/2 0
W / L -~ 12 ’}\ (
N - - B L%—-%- dy’ 80)
U Z ] fc v?
2 2
w2 .9 N ey
By = n-U 33% und B, = n°U Fg (81)

sind dabei die beiden dimensionslosen Druckgradienten
in x~- und z~Richtung.
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Integriert man die beiden Gl. (79) und (80) iiber

die Kanalbreite und beriicksichtigt die Kontinuitits-
bedingung, so erh8lt man eine Differentialgleichung
fir den Druck von der Form

9 h> . 2 2 ,hd . 9 1. . 9n
1T G %o G GrD) =3 5 (82)

Bis auf die Funktionen Gx und GZ und den Faktor 1/2
stimmt diese Gleichung der Form nach mit der Reynolds-
schen Differentialgleichung fiir die laminare Strémung
iiberein. Gx und GZ sind bei der vorliegenden linearen
Theorie reine Funktionen der Reynoldszahl Re = Ueh/v
und in Diagramm Abb. 88 aufgetragen. Die Randbedingun~
gen sind die gleichen wie bei laminarer Lagerstrdmung
und die allgemein {iblichen.

10
}‘\
- "
QN Y r
£ 4
10° e
N
I N
N N,
1 \ \
\
NN\
\i
=3 | 1 N
[0 I N ;
10° 10* u-h 10°
RE’:T

Abb. 88: G, und G, in Abh&ngigkeit von Re = Ush/v
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Abb. 89: Vergleich verschiedener berechneter Druck-
profile mit den experimentellen Daten von
Smith und Fuller [11]

o Constantinescu [16],%n = 0,4
A Arwas-Sternlicht [3]y nw = 0,16
x Smith-Fullers experimentelle Daten [11]
e Vorliegende linearisierte Theorie
7450 U/min, € = 0,8, ¢ = 2,93 %o
=1, D = 3" ’

Die Losung der Gleichung (82) erfolgt nach der nume-
rischen Differenzenmethode mit Hilfe eines digitalen
Computers. Die Losung fiir ein 360°-Lager mit einem

Breitenverhdltnis von B/D = 1 wird mit den experimen-

~tellen Ergebnissen von Smith und Fuller [11] ver-

glichen. Abb. 89 gibt einen Vergleich des Druckver-
laufes in Lagermitte. Die Berechnung gibt 20% zu
hohe Werte des Spitzendruckes an, zeigt aber einen
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zufriedenstellenden Verlauf, wiZhrend die Methode
von Constantinescu viel zu hohe Werte ergibt.

Arwas und Sternlicht [31] verwenden Constantinescus
Methode mit = 0,16 anstatt w = 0,4 und erzielen
damit bessere Ubereinstimmung.

Den Verlauf der Belastung Uber der relativen Exzen-
trizitdt zeigt Abb. 90. Die Werte nach der lineari-
sierten Theorie von Ng und Pan stimmen, mit Ausnahme
grossér Exzentrizitédten, sehr gut mit den experimen-
tellen Werten liberein. Auch bei den zugehdrigen Ver-
lagerungskurven (Abb. 91) stimmt die neue Theorie
besser, wenn auch noch nicht gut, mit den Messungen
iberein.

Abb. 92 zeigt wie die Tragkraft mit der Reynoldszahl
nach der linearisierten Theorie ansteigt. Die Ver-
lagerungsbahnen fiir verschiedene Reynoldszahlen sind
aus Abb. 93 zu ersehen. In den Abb. 94 bis 96 wird
die neue Theorie mit den experimentellen Ergebnissen
von Orcutt [32] verglichen.

Allgemeine Theorie von Elrod und Ng

Elrod und Ng [33] entwickeln die Theorie von Ng [26]
und von Ng und Pan [30] weiter. Die auf Grund der
Kopplung der Couette-Stromung mit axialen und Um-
fangsgradlenten'ananda%m.Nlchtllnearltaten werden be-

, so dass die Theorie nicht nur fiir dy-
namigche sondern auch fir statische Lager und Hybrid-
lager verwendet werden kann.

Elrod und Ng verwenden ebenfalls den Betrag der Srt-
lichen Schubspannung |t| anstelle der Wandschubspan-
nung T als Bezugsgrosse und schreiben fur den

Spannungstensortij
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dv. Ov.
Tij = n(1 + €/v) ('gfjf+5-£'.l)
3 i
(83)
oo AT .(avi . 3vj)
=P p ij axi

Dabeil sind i, J = 1, 2, 3 die Richtung der kartesi-
schen Koordinaten x und der Geschwindigkeitskompo-
nenten v (xl =X, X5 = J, XB =z und vy =u, vV, =V,
v5 = W), Y4 =U*y = 0,4y ist der Prandtlsche Mischungs-
wege.

Es wird die relative Lage zwischen den Wianden
* N .
y = £ (84)

und die dimensionslose Schubspannung

2
Ne V

eingefiihrt, woraus mit Gl. (60) fiir den dimensions-
losen Wandabstand folgt

v o=y (86)

Der Stromungskanal wird wieder in zwei Halften auf-
geteilt. Der relative Abstand von der nd@her gelegenen
Wand wird mathematisch durch folgende Beziehung aus-
gedriickt

Y = min (5%, 1-y") (87)

Mit den neu definierten Grdssen erhdlt man fir die
Reichardtsche Formel Gl. (35), mit den Konstanten

+
= 0,4 und 6{ = 10,7 nach Ng [26],
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3*
et (¥, ¥*) = 0,4-v [YV/7T¥ - 10,7-tanh _Y_ml;'_7_3 (88)

Gleichung (88) wiirde, so wie sie dasteht, immer
noch einen unerwinscht grossen Abfall der schein-
baren kinematischen Viskositdt im Kerngebiet zu-
lassen. Demgemédss wird als endgiiltiger Ausdruck
fiir die scheinbare kinematische Viskositdt in der
Ndhe der Wand folgende Beziehung eingefiihrt:

&y (T, %) = max e*R (Z, 2°) fir alle Z2=<Y (89)
wobel

2’ = [2 -y + (1 -22)71/Q - 2y") (90)
Die verallgemeinerte Form -(89) der Gleichung (35)
fir die scheinbare turbulente kinematische Zahig-
keit wird nur fiir den Bereich der laminaren Unter-

schicht und im wandnahen Gebiet verwendet. Im Kern-
gebiet wird die empirische Formel von Clauser [ 34]

€x = —%-6- f(uoo - u) dy (91)
o0

in verallgemeinerter Form

/ ,
x 56 \/ ! J (0 =@ 4y + ) max U.)dyl
L WandA T |
max , Wand B 5
+ f (W= W)Ay + / (Wp o =w)dy
Wand A Ymex

verwendet.
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Die beiden Giltigkeitsbereiche werden durch die
Beziehung

e = min (¥, E*K) (93)
gegeneinander abgegrenzt.

Die nach den vorstehenden Beziehungen berechnete
€1Verteilung wird mit den experimentellen Ergebnissen
von Page, Schlinger, Breaux und Sage [35], von

Laufer [3%6], Nikuradse [37], Robertson [38] und
Shinkle und Hornung [39] verglichen. Die Uberein-
stimmung ist sowohl bel niedrigen als auch hohen
Reynoldszahlen gut, so dass die Verallgemeinerung

der Beziehungen als zuldssig betrachtet werden kann.

Die Ausgangsgleichungen und damit deren Voraussetzun-
gen sind die gleichen wie bei der linearisierten
Theorie (Gl. 63, 64 und 65). Nach Einfiihrung der
dimensionslosen Variablen

2 *
*_ hep ,*zuwh *_Xx = 2 * _ weh

erh8lt man daraus

op. _ 9 ¥ du”
5o 8-;* (L +€/v) 3y ] (95)
ap* _ 9 % dw"
E_R—z* FaC (L +€&/v) 3 1 (96)

Mit den Randbedingungen

¥ = O bei y* = 0 W = Re = H&H bei y* =1 und
w = 0beiy* = 0 und w* = LB pes ¥ -1
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erhdlt man nach zweimaliger Integration

*

*zap [J * - J l 'I * T h -
e 2% | 9GY - RGN | - + By La 97
«_ dp x _ 3G ~ W

e e - Hen | LB o

Macht man die dimensionslose Schreibweise riickgéngig,
S0 erh&lt man Ausdriicke der Form

» u-h n? 3p [J 1 1. Un I
TR e oF -y WOEEREEMET o CETCEmes 'I - J T————
u y TV 3 r&} |+ 5o (99)
W = w.h _ _ ._1.12_8..1.). [:J 1) 1.7 b2 I (100)
v .V 0% 1 _ v I(1)

Das wichtigste Ziel der gegenwdrtigen Theorie ist,
den Zusammenhang zwischen '167*, dem dimensionslosen

zeitlichen Mittelwert des Stromungsvekbtors, dessen
Komponenten u und w* sind, dem Geschwindigkeits-

vektor U der bewegten Wand und dem Druckgradien-

ten herzustellen, d.h. wir wollen kennen

Ld 3 .
"= /’Ovh als Funktion von %-Vp und —Q-L\-,-E

Dabei ist ® =t _-u + ’rLy-v + W, W, W= LU+

My V4l ¥ (101)
dp Jp 3p}
Vp = {5‘59 "9:;, ';5; (102)
e ,yt,, y*
® %, gv*
I(y*) = __.._Q'I;-— J(y’(-) = J Z
1+ /v 1+ /v

& O
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Eine erste Ndherungsldsung fiir W " erhilt man, wenn
man die verallgemeinerte Reichardtsche Formel (89)
fir den ganzen Stromungsbereich anwendet und die
Clausersche Formel fiir das Kerngebiet zun8chst ver-
nachl8ssigt. Wandelt man die Gl. (63) bis (66) in
dimensionslose Form um und fasst sie zu Vektoren
zusammen und integriert einmal, so erhdlt man:

¥

oM

10
. (103)

;*= Tl AT VARG L

tz ist die dimensionslose Schubépannung an der un-
teren nichtbewegten Wand und

>
X x h

der dimensionslose Druckgradient. Nun erst konnen

die Clausersche Formel (92) zur Berechnung von ﬁk
angewandt und verbesserte Funktionswerte I und J
berechnet werden. Die Iteration ergibt Geschwindig-
keits— und ¢€-Verteilungen, die sich gegenseitig ent-
sprechen. Sobald man diese hat, kann man auch die
zeitlichen Mittelwerte u* und w* berechnen. Damit

hat man die gegenseitige Abhdngigkeit von

U-n
v

®-h
wnd =5

von TZ und V*p*
gefunden. Eliminiert man TZ’ dann erhdlt man

1% = Evil in Abhingigkeit von

U&-n und V'pt

Die Abbildungen 97 bis 99 zeigen berechnete Geschwin-
digkeitsprofile von planaren Stromungen flir verschie-
dene Reynoldszahlen und Druckgradienten, denen Jje-
weils =2in bestimmtes Verhdltnis der Schubspannungen
an der oberen zur unteren Wand entspricht. Nichtpla-
nare Strdomungsprofile sind in den Abb. 100 bis 102
dargestellt.
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Ein charakteristisches Merkmal der Schmierung ist,
dass die Schmierfilmdicke h sich nur wenig im Be-
reich von 1 Filmdicke &ndert. Wenn die Tragheits-—
glieder vernachldssigbar sind, kann unter diesen Um-
stdnden die Geschwindigkeitsverteilung die gleiche
wie die fir parallele Platten mit der gleichen Wand-
geschwindigkeit, der gleichen Filmdicke und dem
gleichen Druckgradienten sein.

Der Massenerhaltungssatz fihrt zu

NV -n) = div ®-h) = 0, (105)

wobei die Komponenten von #®-h durch Gl. (99) und
(100) gegeben sind. In Vektorschreibweise lauten
diese zusammengefasst

3
40-h=-£—-Vp|:g:lL I—J] +1JL-h.T%-i-7 (106)

Nun ist bei der Lagerstromung im allgemeinen v = O
und V=W =0, so dass U = %X'U nur durch eine kon-
stante Komponente U gegeben ist. Entwickelt man num
Gl. (105) mit Hilfe von Gl. (99) und (100) in karte-
sische Form mit x als Hauptrichtung, so erhdlt man

h59P{J<1 _} _?_{ﬁ.?}j.{ﬂl _}
ax[n b Rl b eol J]

]
N
jm
L]
[
\l_/
-~
}._J
Q
~J
./

o {%% ol 3R o
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Diese letzte Form der Reynoldschen Gleichung ist

mit der entsprechenden Gleichung (82) von Ng und Pan
vergleichbar. Die beiden geschweiften Klammern ent-
sprechen den GX- und Gz—Werten fir den nichtlinearen
Fall.

1 1
o - g % I - 7.4 25 T(I) U-h
* n’_ % v
n-vV 9x
I
ST SPN SRS €D -2 (109)
I(1 Da*
o
ox”

_dJ(1) . ,
G, = T%TY I-J (110)

Die Koeffizienten GX und & h@ngen nur von Re,
(h5/n\0 (3p/9x) und (ha/nv) (dp/3z) ab. Die beiden
letzteren werden mit GRADPX und GRADPZ abgekiirzt.

In Fall der zweidimensionalen Strdmung ist dp/dz = O.
Die Abhangigkeit von GX und GZ ist dafiir in Abb. 103
und 104 gezeigt. Wenn 9p/dx klein ist, reduzieren
sich die Koeffizienten auf den von Ng und Pan [30]
behandelten Fall, wo sich die Stromung der turbulen-
ten Couette-Stromung anndhert. Die Ergebnisse von Ng
und Pan bilden Hillkurven zu den Kurven aus der vor-
liegenden Theorie, indem die Linien flir konstantes
GRADP bei geniigend hohen Reynolds-Zahlen verschmelzen.
Bei niedrigen Reynolds-Zahlen liberwiegt der Druckgra-
dient und die Ergebnisse weichen sehr stark von der
Hillkurve (linearisierte Theorie) ab.
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Die Abb. 105 und 106 zeigen den entgegengesetzten
Fall, bei dem dp/dx = O und 9p/dz # O ist. Die Er-
gebnisse von Ng und Pan erzeugen wieder eine Hill-
kurve. Bei niedrigen Reynoldszahlen ndhert sich die
Stromung der turbulenten Poiseuille-~ (Kanal)-Stro-
mung und die Stromung wird in z-Richtung turbulent.

Die Abb. 107 und 108 vergleichen Ergebnisse fir die
Falle, wo die Schubspannung an der unteren Wand die
gleiche Wirkungslinie haben (0p/dx==dp/dz) und wo
sie senkrecht aufeinander stehen (3dp/dz==> 0p/dx).
Zwel Extreme des Druckgradienten wurden gewahlt.

Es ist bemerkenswert, dass die Kurven fur Jjede
Orientierung des Druckgradienten sehr &hnlich sind
und dass der Ubergang von konstantem Koeffizienten G
zum linearisierten (Hiillkurve) auf kleine Gebiete
beschrankt ist. Diese Tatsache hat die Aufstellung
einer einfachen Interpolationsformel moglich ge-
macht.

Die Druckprofile fiir eine Reihe fluchtender Radial-
lager mit verschiedenen Breitenverhdltnissen wurden
berechnet. Der "Cavitation" wurde durch "Abschneiden"”
der negativen Driicke Rechnung getragen. In keinem
Fall war die Differenz zwischen der vorliegenden
nichtlinearen Theorie und der linearisierten Theorie
von Ng und Pan gross. Tabelle 19 vergleicht diegEr-i
gebnisse flir die hohe relative Exzentrizitdt von |
0,95 und die Breitenverh#ltnisse B/D = 0,25; 0,5:
1,0 und 2,0.
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2.1t - So Winkel vy
B/D linearisiert | nichtlinear | linearisiert | nichtlinear
0,25 68,1 68,8 26,32 26,26
0,5 168,4 175,8 26,10 26,39
1,0 200,3% 308,5 29,48 30,85
2,0 44,2 484 .6 34,97 38,59
Tabelle 19: Vergleich der Tragkraft und des Steige-

rungswinkels y fiir ein 3%60°-Lager,
€ = 0,95, Re = 15.000

Den Druckverlauf iiber dem Lagerumfang fﬁf ein Lager
mit Re = 15000, B/D = 2,0 und € = 0,95 zeigt Abb. 109.
Man erkennt, dass die Abweichungen der Ergebnisse

nach der linearisierten und der nichtlinearen Theorie

gering sind.

Es wird vom Verfasser empfohlen, bel hydrodynamischen

Lagern bis € = 0,95 die linearisierte Theorie zu ver-

wenden, ilber 0,95 die nichtlineare Theorie. Ausschliess-

lich die nichtlineare Theorie soll bei hydrostatischen

Lagern und Hybridlagern angewendet werden.

Experimentelle Ergebnisse turbulenter Radiallager

o

B.1

I ats!

Versuche von Wilcock [40]

Die ersten Versuche an Lagern, die im turbulenten

Bereich arbeiten, wurden von Wilcock mit Olge-

schmierten zylindrischen %600-Lagern mit 2 Langs-

nuten durchgefiihrt. Er untersuchte vier Lager-

kombinationen.

Drei davon hatten einen
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Lagerdurchmesser von 8 inch und ein Breitenver-
h8ltnis von B/D = 0,5, aber verschiedene relative
Lagerspiele von ¢ = 1,61; 2,5 und 4,36 %o0. Das
vierte Lager hatte die gleiche Breite, aber den
halben Durchmesser (B/D = 1) und ein relatives
Lagerspiel von 3,8% %0. Die hdchste Umfangsge-
schwindigkeit betrug 156,% m/s. Ihr entspricht
eine hdchste Reynoldszahl von 12 700. Der Olein~-
trittsdruck betrug bei allen Versuchen 0,7 kp/cm2
und die spezifische Lagerbelastung P = P/B+*D =
10,5 kp/cmg.

Trotz dieser Lagerbelastung und der daraus resul-
tierenden Exzentrizitat trifft die Voraussage des
Umschlages von laminarer in turbulente Stromung
nach dem Taylor-Kriterium Gl. (7) sehr gut zu. Die
wichtigsten Erscheinungsformen der Turbulenz bzw.
der Taylor-Wirbel sind ein schnelles Ansteigen des
Drehmomentes, der Oltemperatur am Austritt aus dem
Schmierspalt und der Lagertemperaturen sowie ein
geringerer Anstieg des Durchsatzes iiber der Drehzahl.
Das dimensionslose Drehmoment in Abhangigkeit von
der Reynoldszahl Re =zeigt Abb. 110.

Versuche von Smith und Fuller

Smith und Fuller [11] fiihrten ihre Versuche mit einem
zylindrischen Bronzelager mit 3" Durchmesser, B/D = 1
und ¢ = 2,93 %0 durch. Schmiermittel war Wasser, die
Welle aus rostfreiem Stahl. Die Zufuhr des Wassers
erfolgte iiber eine Bohrung in der Mitte der oberen
Lagerhdlfte. Abb. 111 zeigt die Reibungscharakteristik.
Im linearen Bereich werden die Versuchspunkte durch
die Beziehung Gl. (6) A = 2/Re*, die aus der Pe-~
troffschen Formel hervorgeht, sehr gut erfasst.
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Es folgt der Ubergangsbereich der Taylor-Wirbel.
Dariiber liegen die Versuchswerte auf der Geraden

0,078

A =(-R—;;—)m (111)

In Abb. 112 ist die relative Exzentrizitat fir

die Drehzahlen n = 3000 U/min und 7450 U/min iiber
der Belastung aufgetragen. Die erhohte Tragféhig-
keit bel turbulenter Lagerstromung ist aus dem
Vergleich mit der laminaren Theorie (nach Cameron
u. Wood, Kap. III [6]) zu ersehen. Fiir die glei-
chen Drehzahlen sind in Abb. 113 die Druckvertei-
lungen iUber dem Umfang in Lagermitte aufgetragen.
Zum Vergleich ist die nach Smith und Fullers ein-
facher Theorie gerechnete Druckverteilung einge-
tragen, wobei die Ordinaten in einem konstanten
Verhdltnis verkiirzt wurden, so dass die Spitzen-
driicke gleich wurden. Selbst dann ist die qualita-
tive Ubereinstimmung schlecht. Die gemessenen
Verlagerungswerte liegen nur bis zu relativen Ex-
zentrizitdten von € = 0,4 auf der nach Smith u.
Fuller berechneten Verlagerungsbahn. Bei grisseren
relativen Exzentrizitdten liegen die Messpunkte in
der Ndhe einer nach Gimbel (Kap. III, [3]) fir lami~-
nare Stromung berechneten Kurve.

Die mittlere Z&higkeit wurde fiir einen Temperatur-
mittelwert bestimmt, der durch Berechnung des arith-
metischen Mittelwertes der Ein~ und Austrittstempe-
ratur erhalten wurde. Letztere wurde aus der Reib-
leistung, dem Wasserdurchsatz und den thermischen
Gradienten in der Lagerschale bestimmt.
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8,3 Versuche mit 60°-Lager

Orcutt [32] untersuchte zwei 60°-Lager mit einem
Zapfendurchmesser von 6 inch, B/D = 0,5 und den
relativen Lagerspieleﬁ ¢ = 2,9 % und 3,9 %o.

Die Lagerschale bestand aus Bronze, die Welle trug
eine Tungsten-Carbide~Schicht, die mittels eines
Metallbinders auf der Aluminiumunterschicht aufge-
bracht war. Als Schmiermittel diente ein Silikonsl
mit einer kinematischen Viskosit&t von 0,65 cSt
bei 25 OC. Als mittlere Viskositdt wurde in der
Auswertung diejenige verwendet, die der Austritts-
temperatur entspricht. Die maximale Drehzahl be-
trug 4200 U/min, der eine Umfangsgeschwindigkeit
von 33,5 m/s und eine Reynoldszahl Re = 12.000
entsprach.

Bei den Versuchen wurde jeweils die Austritts-
temperatur konstant gehalten, so dass bei allen
Versuchen die Zghigkeit gleich war und Jjeder Dreh-
zahl eine bestimmte Reynoldszahl Re = p U*AR/
entsprach. Beli Jeder Versuchsreihe wurde die Be-
lastung konstant gehalten. Die zum Vergleich he-
rangezogenen Werte fir laminare Stromung wurden
nach der Theorie von Raimondi u. Boyd [41] und
von Warner [42] berechnet, die fiur die turbulente
Strémung nach Constantinescu [23] und Arwas u.
Sternlicht [31].

Die Versuchsergebnisse werden in den Diagrammen
Abb. 115 bis 122 mitgeteilt. Die Ubereinstimmung
von Versuch und Theorie ist in den Diagrammen gut,
in denen die Drehzahl bzw. Reynoldszahl iiber der
relativen Exzentrizitidt aufgetragen ist. Dagegen
sind die Abweichungen bei den Verlagerungsbahnen
gross.
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8.4 Versuche von Mc Hugh [43]
In dieser Arbeit wurden vor allem Stabilitdtsunter-
suchen durchgefiihrt. Es wurden aber auch Verlagerungs-
bahnen, Belastungskurven So = f(e/AR) und Reibungs-
kennzahlen fir zylindrische Lager mit 2 axialen Nu-
ten (B/D = 1 und 1,5), Kippsegmentlager, MKF-3-Fl&-
chenlager, elliptisches Lager mit seitlich ver-
setzter Schale und ein zylindrisches Verbundlager
untersucht. Der Zapfendurchmesser betrug 1,25 inch,
die maximale Umfangsgeschwindigkeit 57 m/s, das re-
lative Lagerspiel 1,6; 2,4; und 4%o. Schmiermittel
war Wasser. Wegen der Vielzahl der Messwerte wird

in diesem Rahmen auf die Widergabe verzichtet, auch

+

.

weil der Streubereich ziemlich gross isg
Messungen nicht sehr genau sind. Ausserdem fehlen
viele Angaben iiber die Auswertung.

-

und die
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8.5 360°~ und 100°-Lager
Orcutt u. Arwas [44] untersuchten theoretisch und

experimentell ein zylindrisches 3%60C-Lager mit
Schmiermittelzufuhr durch eine Bohrung in der
Mitte der Oberschale und zwei in der Mitte bela-
stete 1009-Lager von 4 inch Durchmesser. Fir die
theoretische Berechnung wurde die linearisierte
Theorie von Ng und Pan (Abschnitt 7.4) angewandt.
Demgemédss war die maximale relative Exzentrizitidt
auf 0,95 beschrinkt. Das Breitenverhdltnis war bei
allen drei Lagern B/D = 1. Die Spiele betrugen

4 %0 bei dem 3609-Lager und einem 100°-Lager, beim
anderen 2 %o0. Die Welle trug an den Lagerstellen
einen Tungstenkarbid-Uberzug. Die Lagerschalen be-
standen aus Bleibronze. Als Schmiermittel wurden
zwel Silikondle mit 5 ¢St und 0,65 ¢St bei 25 OC
verwendet.

Die Versuche erstrecken sich bel beiden Lagerarten
bis zu Reynoldszahlen von 13300. In Abb. 123 ist

die dimensionslose Belastungskennzahl 2n+<So iUber

der relativen Exzentrizitdt e = e/AR fiir die bei-

den 1009-Lager aufgetragen. Die Ubereinstimmung

mit der Theorie ist als gut zu bezeichnen. Nur

die Werte des Lagers mit dem grossen relativen La-
gerspiel welchen bei der niedrigeren Reynoldszahl

von Re® = U«AR/v = 5820 bei niedrigen relativen
Exzentrizitidten nach oben ab. Dies wird auf Trigheits-
effekte an der Eintrittskante zurickgefihrt und

tritt nur dann ein, wenn die spezifische Lagerbe~
lastung gering und die Drehzahl hoch ist. Unter-

halb € = O,B konnten keine sinnvollen Werte gewonnen
werden, da selbsterregte Schwingungen auftraten. Die
Verlagerungskurven der beiden 100°-~Lager sind in

den Abb. 124 und 125 dargestellt. Die Ubereinstimmung
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ist bei mittleren und grossen relativen Exzentri-
zit8ten gut. Bei niedrigen Exzentrizitadten sind die
gemessenen Exzentrizititen wegen der Tragheits-
effekte grosser als die theoretischen.

Beim 360°-Lager ist die Ubereinstimmung zwischen
Theorie und Experiment nicht so gut wie bei den
100°-Lagern. Es wird vermutet, dass dies darauf zu-
rickzufiithren ist, dass die in der Theorie angenom-
menen Randbedingungen zu stark von den wirklichen
Verhdltnissen abweichen. Wdhrend die Punkte der Be-
lastungskennzahlen noch in der Ndhe der theoreti-
schen Kurven liegen, weichen die Verlagerungswinkel
betridchtlich nach oben ab (Abb. 126 und 127).

Kippsegmentlager mit 4 Tragschuhen
In einer weiteren Arbeit untersuchte Orcutt [45]
ein Kippschuh-Radiallager mit 4 Tragschuhen sowohl

theoretisch als auch experimentell. Fir die theore-
tische Berechnung wurde wieder die linearisierte
Theorie angewendet. Das untersuchte Lager hatte einen
Durchmesser von 4 inch und ein Breitenverhiltnis

B/D = 1.

Es bestand aus vier 809-Lagern, die in Drehrichtung
gesehen etwas hinter der Tragschuhmitte ( 6p = 0,55.0 )
drehbar unterstitzt waren. Die relative Exzentrizi-
tdt g, der Welle gegeniiber den einzelnen Schalen
betrug bei zentrischer Wellenlage €; = O und 0,5.

Die Versuche erstreckten sich bis zu Reynoldszahlen
von Re® = 8.000. Als Schmiermittel dienten zwei
 8ilikondle mit einer Zihigkeit von 5 bzw. 0,65 cP
bei 25 ©C. Die Versuchseinrichtung war die gleiche
wie in 8.5. Die Kippschuhe waren asus geh8rtetem
Werkzeugstahl mit einem aufgespritzten Phosphorbronze-
Uberzug.




- 221 -

RS = hoz + e, + R
AR = Rs - R
e = Verlagerung der
Welle
__e _ %z
- EFAR Otz TR
e €
£ = =
L hoz l—sz

Abb. 128: Schema des
Kippschuh-
lagers

In Abb. 129 und 130 sind die reziproken Sommerfeld-
zahlen iliber € fiir laminare Stromung, Re = 3000
und Re = 8000 aufgetragen. Die Versuche stimmen
sehr gut mit der Theorie ilberein. Das gleiche gilt
flir die Reibungskennzahlen p/¢ , Abb. 131 und 132.

In einer friiheren Arbeit [46] teilte Orcutt Rechen-
ergebnisse fir g, = 0,% und 0,7 bei sonst gleichen
Lagerabmessungen und Reynoldszahlen von 1000, 5000
und 12000 mit. Ausserdem werden darin Auslegungs-—
daten fiir Radiallager mit 3 Kippschuhen von je 100°
Unfangserstreckung angegeben. Weitere theoret
und experimentelle Ergebnisse von Kippschuhl
finden sich in den neuesten Verdffentlichunge

Arwas und Waldrun [53] und [54].

a)

von

Als wesentliche Vorteile der Kippsegmentlager wird
die immer gewdhrleistete Fluchtung und die hohe
dynamische Steifigkeit hervorgehbben. Nachteilig
fliir die betriebliche Seite wirkt sich nur der
Verschluss der spharischen Stiitzen, der aber zu be-
herrschen ist, aus.
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Ergebnisse bei Axiallagern mit turbulenter Strimung

Wie bei den Radiallagern werden nur Versuchsergeb-
nisse beriicksichtigt, die von Lagern bei hoheren
Umfangsgeschwindigkeiten gewonnen wurden. Versuche
mit Lagern, die im Auslegungspunkt im oder in der
Néhe vom Mischreibungsgebiet arbeiten, scheiden also
aus.

9.1 Versuche von Abramovitz
Abramovitz [47] untersuchte ein Michell-Lager mit

6 sekbtorformigen Tragschuhen mit Sektorwinkeln von
48°, Der dussere Durchmesser betrug 8 in, der innere
4,5 in, die mittlere Gleitschuhlédnge 2,6 in und die
radiale Lagerbreite 1,75 in. Die Laufflidchen waren
schwach zylindrisch konvex. Die Achse des Zylinders
war radial und der Krimmungsradius so gross, dass
eine Uberhdhung von nur rund 8 pm vorhanden war.
Die Abstitzung erfolgte in der Tragschuhmitte. Als
Schmiermittel diente Wasser, dessen Temperatur zwi-
schen 24 und 93 ©C variierte. Der Umgebungsdruck
des Lagers betrug 2,8 atii. Bei konstanter Belastung
von P = 1,63 kp/cm2 wurde die Drehzahl variiert:
900, 1750, 2600 und 3400 U/min ( & 28,2 m/s).

Als Vergleichsbasis fiir die Reibleistung verwendet
Abramovitz die Methode von Taylor (11, [2]. Nach
Abschnitt IV, Gl. (25) gilt fir konstantes o
(hl/hO = konst.)

BelioneU 1
CF =Ky e by =5 (b + By)  (112)
bzwe.
.rL:lTE
N = K2 ‘% (113)
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Dafiir kann man mit Re = U'hm/v schreiben

N i
— Re =1 (114)
Kg-p U

K2 kann man dabei aus einem Messpunkt im laminaren
Gebiet mit Hilfe der laminaren Theorie bestimmen.

Abb. 1%% zeigt die Reibungscharakteristik des unter-
suchten Lagers. Es ergibt sich eine Kurve durch die

Versuchswerte, die der Reibungscharakteristik bei

der Kugel- und Rohrstromung dhnlich ist. Ab ca.

Re™" = 600 beginnt das Ubergangsgebiet und ab

Re'" = 1000 ist voll turbulente Strémung vorhanden.
Die Gerade fiur die laminare Stromung entspricht
Gl. (114). Man sieht, dass selbst beim Axiallager

das Taylor-Kriterium ungefahr zutrifft.
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9.2 Versuche von Ketola und McHugh

Ketola und lMcHugh bauten einen Priifstand fiir Axial-
und Radiallager (Abb. 134). Dieser hat den grossen
Nachteil, dass die Axiallagerversuche durch das
Versuchsradiallager beeinflusst wurden. Da die
dusseren Stiitzlager einfache zylindrische Lager
waren, mussten sie mit steigender Drehzahl zunem-
mend durch das Versuchslager belastet werden, um
selbsterregte Schwingungen zu unterdricken. Dadurch
wurde die Welle aber so stark durchgebogen, dass
die Fluchtung im Axiallager beeintridchtigt wurde.

Da dynamische zylindrische Lager fiir hohere Umfangs-
geschwindigkeiten uninteressant sind und die Ver-
suchswerte teilweise sehr stark streuen, wird auf
die Ergebnisse der Radiallageruntersuchungen nicht
ndher eingegangen, zumal in Abschnitt 8.5 genauere
Versuchsergebnisse vorliegen.

Versuchs - Axiallager
Versuchs-Radiallager \

Wassereintritt 7 Spurscheibe

Stutzlager

," axiale Belastungs-

' einrichtung
l Stutziager
radialer Belastungskolben \sphérischer hydrostatischer Lagersitz

Abb. 134, Aufbau des Prifstandes
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Das untersuchte Axiallager hatte 7 in der Mitte
unterstiitzte einstellbare Tragschuhe mit einer
konvexen Uberhdhung von 10 bis 25 pum. Der Aussen-
durchmesser betrug 10,5", der Innendurchmesser 55",
die Lagerlinge 3" und die maximale Drehzahl

10 000 U/min, entsprechend einer maximalen mitt-
leren Umfangsgeschwindigkeit von ca. 106 m/s.
Schmiermittel war Leitungswasser mit einem Zusatz
von Natriumchromat. Ein dem Priufstand vorgeschal-
tetes Filter schied Teilchen iiber 5 Mikron GrOsse
ab. Die Eintrittstemperatur wurde auf ca. 43 °C
konstant gehalten.

Die axiale Belastung wurde iliber einen hydraulischen
Zylinder am freien Wellenende, das als Kolben fungiert,
aufgebracht. Das Axiallagerwar pendelnd aufgehingt,

so dass das Reibmoment ziemlich genau gemessen wer-
den konnte. Die Schmierschichtdicke an der Stitz-
stelle wurde indirekt gemessen, indem mittels induk-
tiver Weggeber die Verlagerung der Spurscheibe gegen-
iber dem GehZuse ermittelt wurde. Die Eichung er-
folgte durch verschiedene statische Belastungen im
Stillstand. Uber die mit dieser Methode erreichbare
Genauigkeit wurde keine Angabe gemacht. Sie er-
scheint nicht besonders hoch, wenn man an die ela-
stische und thermische Verformung des Gehduses denkt.

Die starke Beeinflussung durch die Belastung des
mittleren Radliallagers geht klar aus den Abb. 135,
138 und 139 hervor. In Abb. 136 ist die Reibleistung
Uber der Drehzahl aufgetragen. Die Drehzahl geht
wesentlich stdrker ein als die Belastung. Die Reib-
leistung andert sich nur wenig mit der Durchfluss-
menge (Abb. 137). Der Anstieg mit der Menge ist
einmal auf die reine Forderleistung des Wassers,
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zum anderen auf die Abkiihlung des Schmierfilmes
durch den besseren Wasseraustausch zwischen den
Tragschuhen zuriickzufiihren. Die Verd@nderung der
gemessenen Schmierfilmdicke mit der Belastung und
der Drehzahl geht aus Abb. 1%8 und 139 hervor.

In Abb. 140 ist ein Vergleich zwischen turbulenter
und laminarer Reibung in Form des Relibleistungs-
faktors jqp = Nt/Nﬂ in Abhingigkeit von der Reynolds-
zahl Re; = Ush /v angestellt. N, ist dabei die
fiktive laminare Leistung, die nach der laminaren
Theorie fiir den Kippschuh mit Uberhdhung nach
Abramovitz [49] berechnet wurde.

Vergleich von Kippsegmentlagern mit einem Hybrid-

Lager

Shapiro stellte in einer neueren Arbeit [50] ver-
gleichende rechnerische Untersuchungen an, die

Wege flUr die Weiterentwicklung von hochbelasteten
Axiallagern, die mit Medien geringer Viskositat

wie Wasser oder Fliissigmetallen und -salzen betrie-
ben werden, aufzeigen.

Den Untersuchungen lag eine Belastungskennlinie
nach Abb. 141 zugrunde. Die Schwierigkeit'ist da-
bei, dass der hdchste Schub bei 20 % der Nenndreh-
zahl auftritt, wo die hydrodynamische Schmierung
auf keinen Fall gesichert ist.

Zundchst verglich Shapiro drei Kippsegmentlager-
arten miteinander. Diese waren ein ebenes Kippseg-
mentlééér'mif o?tiﬁalemwéﬁﬁtZPunkt fiir maximale
Tragkraft, ein Lager mit iiberhShten (balligen)
Tragschuhen mit Uberhdhung und Stiitzpunkt opti-
miert flir maximale Tragkraft und ein Lager mit
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Unterstiitzung in der Mitte und Uberhdhung, die
ebenfalls fir maximale Tragkraft optimiert war.
Die beiden Lager mit Uberhdhung hatten ein kon~
vexes, symmetrisches Parabolprofil in Umfangsrich-~
tung.

Die rechnerischen Untersuchungen, die nach einer
verbesserten numerischen Methode von Castelli

und Shapiro [51] berechnet wurden, ergaben, dass
bel rein hydrodynamischer Schmierung die kleinste
Filmdicke in Abh3ngigkeit von der Drehzahl unter
Beriicksichtigung des Belastungsverlaufes beim La-
ger mit ebenen Gleitschuhen am geringsten ist,
wihrend sie bei beiden Bauarten mit UberhShung
fast gleich ist (Abb. 142). Ein Vergleich der
Tragkraft in Abhdngigkeit von der Schmierfilmdicke
bel laminarer Stromung und bei Turbulenz wurde in
Abb. 143 durchgefiihrt.

— -+ ] T T
12 000 *NORQaLERisErR/EIBSBERIE/CH ; r
' UBERDRE HZ AHL-
10009 \Z GEBIET |
S i
x .
s 8000 \\
3 \X II
E [
g 6000' N
? 000 : \\ ,'l
~AUSLEGUNGSDREHZAHL ] N \[
2000 5730 U/min —— D —N-
1 f }\\
0 | )

"0 20 0 60 80 100 120

normierte Drehzahl -,:l 100 in %,
N

Abb. 141: Belastungskennlinie des Axiallagers
eines Heliumkreislaufgeblases
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Der Einfluss der verschiedenen Profilformen auf

die Reibleistung (Abb. 144) ist nicht gross, dafir

der Einfluss der Turbulenz um so starker.

Zur Erzeugung hydrostatischer Tragkraft im Bereich

niedriger Drehzahlen hatte jeder Gleitschuh fiinf

kleine kreisformige Taschen, in die unter Husseren

Druck eingespeist werden konnte (Abb. 145). Die
Flichen der Taschen wurden so klein gehalten, um
die hydrodynamische Druckentwicklung nicht zu sto-
ren, wenn die hydrostatische Druckversorgung abge-
schaltet ist. /
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Abb. 142: Kleinste Schmierfilmdicke in Abhangig-
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Abb. 145: Anordnung der hydrostatischen Taschen
und der Schmiermittel-~Zufiihrkandle
beim Kippsegmentlager
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Abb. 146: Hydrodynamisches Kippsegmentlager mit hydro-
statischer Tragkrafterhohung bei niedrigen
Drehzahlen
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Abb. 147: Aufbau des Hybridlagers
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Abb. 148: Anordnung der schlitzformigen Taschen
und Zufihrungen beim Hybridlager
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Dem Kippsegmentlager wurde als unkonventionelle
Alternative ein Hybridlager, wie es in Abb. 147
gezeigt wird, gegenibergestellt. Das Hybridlager
hatte ebenfalls 8 Tragflichen, aber einen etwas
grosseren Aussendurchmesser als das Kippsegment-
lager. Das Lager stiitzte sich auf einer kugelfor-
migen Flache ab, die als sphirisches hydrostatisches
Lager ausgebildet war, das wdhrend des Anfahrvor-
ganges unabhidngig vom Axiallager versorgt und im
normalen Betrieb ausser Funktion war. Die hydro-
dynamische Tragfdhigkeit wurde durch die Ausbil-
dung als Staurandlager mit einem ungefdhr 23 um
tiefen Stauraum, der sich iiber nur 1/4 der Trag-
flédchenlénge erstreckt, erzielt. Zur Erhéhung der
Tragkraft wurde zusdtzlich in die schlitzformigen
Kammern (Abb. 148) Druckwasser eingespeist, so
dass sich eine beachtliche hydrostatische Trag-
krafterhchung ergab.

Abb. 149 zeigt den Zusammenhang zwischen Schmier-
filmdicke und der Drehzahl. Es wird sowohl das rein
hydrodynamische als auch hybride Betriebsverhal-
ten und der Einfluss der Turbulenz gezeigt. Beim
Hybridlager ist dieser wegen der grosseren Film-
dicke und der dadurch hSheren Reynoldszahl stédrker.
Die Reibleistung (Abb. 150) f&dllt mit der Dreh-~
zahl infolge der stark abnehmenden Belastung etwas
ab, ist im Mittel aber doppelt so hoch, wie sie

bei laminarer Stromung sein wiirde. Der Wasserdurch-
satz in Abhingigkeit von der Drehzahl geht aus

Abb. 151 hervor.
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Abb. 151: Wasserdurchsatz durch das Hybrid-
lager in Abhangigkeit von der Drehzahl

TPTB HTB
Drehzahl, % 75 100 75 100
kleinste Filmdicke, um (g%> <§3) (ijé> %2]3_)
Reibleistung, ki 82 |55 819 | G5
9 9 b 9
Durchflussmenge, £/min 22,7 | 22,7 | (100) | (147)
| Zufiihraruck, kp/em® | - | = |3za,2 |34
Druck in Taschen, ¥p/cm® | - - (18) | (6.25)
Anfahrdruck in Taschen " 22,6 72,6
Anfahrdurchsatz, ¢/min 55,2 15,1
Anfahrspaltweite, um 178 178
Blendendurchmesser, mm 2,34 1,57

Tabelle 20: Vergleich Kippsegmentlager (TPTB) mit
Hybridlager (HTB%I? ( ) - laminare Theorie
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In Tabelle 20 werden die theoretischen Ergebnisse
des balligen Kippsegmentlagers mit denen des Hy-
bridlagers verglichen. Man muss dabei aber beach-
ten, dass das Kippsegmentlager eine um 24 % klei-
nere effektive Lagerfliache hat und die Umfangsge-
schwindigkeiten um 5 % niedriger sind als beim
Hybridlager. Trotz dieser Einschrankung schneidet
das Hybridlager wesentlich besser ab als das Kipp-
segmentlager. Die Schmierfilmdicke ist beim Hy-
bridlager ungeféhr doppelt so gross, was die Be-
triebssicherheit erhdoht. Wirde man von gleicher
Schmierfilmdicke ausgehen, wédre die Belastungsfahig-
keit mindestens die doppelte eines Kippsegmentlagers
mit gleichen Nennabmessungen. Trotz der grosseren
Abmessungen ist der Reibungsverlust beim Hybridla-
ger geringer. Dazu kommt als weiterer Vorteil, dass
das Hybridlager in der Herstellung billiger ist.
Der Vorteil des Kippsegmentlagers ist die Einstell-
barkeit jedes einzelnen Tragschuhes. Bel Wasser-
schmierung ist dies aber nicht so ausschlaggebend,
da infolge der grossen Warmekapazitit dés Wassers
und der geringen Zdhigkeit die Erwdrmung der Lager-
kérper nicht so hoch ist, wie bei schwerbelasteten
Olgeschmierten Axiallagern. Die thermischen und
elastischen Verformungen sind deshalb bei wasser-
geschmierten Lagern von wesentlich geringerer Be~
deutung.

Staurand-Hybridlager

Wachmann, Wilcock u. Yampolsky [52] beschreiben
eine Auslegungsmethode fiir ein Staurand-Hybrid-
Axiallager mit Wasserschmierung fiir ein von einer
Dampfturbine angetriebenes Heliumgebldse. Die Be-
lastungskennlinie des Axiallagers geht aus Abb. 152
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Abb. 152: Axialschub des Heliumgebldses in
Abhdngigkeit von der Drehzahl

hervor. Die hochste Belastung tritt hier auch bei
sehr niedrigen Drehzahlen auf, weshalb in diesem
Bereich hydrostatische Schmierung notwendig ist.

Die Berechnungen werden fir linearisierte Laufflichen
durchgefiihrt, d.h. fir einen geraden kontinuierli-
chen Streifen der Breite B, an dem eine Ebene im
Abstand ho mit der Geschwindigkeit U vorbeistreicht,
die dem mittleren Durchmesser D entspricht (4bb.153).
Entgegen der Empfehlung von Elrod u. Ng (Abschnitt
7.5) wurden die Massenkrdfte vernachléssigt und

die linearisierte Methode von Ng u. Pan [30] ange-
wandt.
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Planfldche Stauraum Zufihrnut
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Abb. 153: Aufbau des Axiallagers

Flir das Lager wurden ein Aussendurchmesser von
9,75 inch, ein Innendurchmesser von 5 inch und

6 Gleitfléachen gewdhlt. Als Auslegungsspaltweite
warden h = 0,002 inch (=~ 51 pum) vorausgesetzt.
Der normale Betriebsbereich wurde zwischen 30 %
(2865 U/min) und 100 % (9550 U/min) der Drehzahl .

"bei Vollast des Reaktors, die Wassereintrittstem—

peratur zu 100 °F (38,8 °C) angenommen.




- 242 -

900
Ly .
< 800 2865 U/min
2 Fg=250PSI ( 77,6kp/cm% /
o
= 700 - i
S /
2 /
k: 600 - MAXIMA_BE(
g 2865U/min
T
5 500 /
£ /
‘E” 9550 U/min /
= 400 - R-=20PSI (14 kp/cmz‘/
/|
/
300 / 2865U/min 5
/ Fé_: 100 PSI (7kp/cm¥)
200 7
7/ 2865 Usmin, 5
100 Z——— . R=20PSI(l4kp/cm?)
r——]_ 2865 U/min
P.=0 PSI
0 £

0 0004 Q008 002 QOI6 G020 Q02 0028 Q032

Stauraumtiete t in inch

Abb. 154: Einfluss der Stauraumtiefe auf die
Tragfédhigkeit bei verschiedenen Ein-
trittsdricken und 0,002 inch Schmier-
spaltweite.

Abb. 154 zeigt den Einfluss der Stauraumtiefe ¢
auf die Tragkraft bei Auslegungsspaltweite

hO = 0,002 inch fiir die Wassereintrittsdriicke
Pp = 0, 20, 100 und 250 psi. Es wurde eine Stau-
raumtiefe von t = 0,012 inch gewadhlt, die bei
—einemmEintrittsdxuckﬁvonmpEw=m200,psiwbeiW,,
2865 U/min die notwendige Tragkraft von ungefdhr
1330 1bs pro Gleitflache ergibt, was einer mitt-
leren auf die Ringflache bezogenen Belastung von
P = 10,2 kp/cm2 entspricht.
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Die mittlere Gleitflichenldnge betrug L = 3,59 inch,
die Stege a = 0,32, e = 0,42 und b = 0,475 inch.
Sie resultieren aus einem Kompromiss zwischen mog-

lichst grosser Tragfédhigkeit und mdglichst geringem
Wasserdurchsatz.

In Abb. 155 wurde der Einfluss verschiedener Ein-
trittsdriicke auf die Gesamttragkraft in Abhingig-
keit von der Drehzahl untersucht. Bel niedrigen
Drehzahlen ist der hydrostatische Anteil dominierend.
Der Anteil der hydrodynamischen Tragkraft ist beil
hoheren Drehzahlen doch beachtlich. Die Reiblei-
stung (Abb. 156) ist nahezu unabhingig vom Eintritts-
druck und kann deshalb als eine einzige Kurve in Ab-
hangigkeit von der Drehzahl angegeben werden. In-
folge der Turbulenz ist sie beachtlich hoch.

X< ho = 0,002inch = 0,051 mm B <600PSI |,
E ¢t = 0012inch = 0,305 mm /
:L: 12000 T 5 0775inch= 12.0mm <
: / /
g 10000 +— e
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6 000 //
4000 —“’4”//*////%awpy .7
2 000 : /// % =0 PSS/
0 /% s i

| ; L B
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000

Drehzah! n in U/min

Abb. 155: Gesamtbelastung in Abhidngigkeit von
Drehzahl und Eintrittsdruck
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Der Einfluss der Schmierspaltweite auf die Trag-
fahigkeit und den Wasserdurchsatz geht aus Abb. 157
hervor.

Wegen der relativ grossen Stauraumtiefe und der ge-
ringen Tragkraftidnderung mit der Stauraumtiefe ist
das Staurandlager gegen Verschleiss sehr unempfind-
lich, so dass eine hohe Lebensdauer erwartet werden
kann,

Ausblick

Mit den grundlegenden Arbeiten von Ng und Pan, die
die linearisierte Theorie entwickelten, und von
Elrod und Ng, die die nichtlineare Theorie vercffent-
lichten, dirfte die Theorie der turbulenten Lager-
schmierung einen gewissen Abschluss erreicht haben.
Sie kann auf Grund ibhrer Anwendung auf verschiedene
experimentell untersuchte Lagertypen, wo sie beacht-
lich gute Ubereinstimmungen erzielte, als gesichert
gelten. Sie ist eigentlich eine halbempirische Theo-
rie, da sie auf empirisch ermittelten Gesetzmassig-
keiten aufbaut. Solange die grundlegenden Vorgiange
der turbulenten Stromungen mathematisch nicht di-
rekt erfassbar sind, diirfte sie von bleibendem Be-
stand sein.

hre Anwendung erfordert grosse Rechenanlagen. Trotz-

2 H

em ist sie schon haufig angewendet worden, so bei
3600-Lagern, 600-Lager, 1009~Lagern und bei radialen
Kippschuhlagern mit 3%, 4, 5 und 6 Tragschuhen, bei
den Axiallagern bei balligen Michell-Lagern und den
in den beiden vorangegangenen Abschnitten behandelten
beiden Hybridlagerformen.
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Auf der anderen Seite herrscht ein grosser Mangel

an fundierten experimentellen Ergebnissen bei Lagern
mit turbulenter Strémung. Lange Zeit war die 1956
veroffentlichte Arbeit von Smith und Fuller die ein-
zige Vergleichsbasis fiir theoretische Arbeiten. Erst
in Jlingster Zeit gibt es einige experimentelle Ergeb-
nisse von Radiallagern mit 360°, 100° und 60° und in
den USA bevorzugten Kippschuhlagern. Mit Ausnahme

der Kippschuhlager wurde aber jewells nur ein Brei-
tenverhdltnis untersucht.

Bei den Axiallagern herrscht ein katastrophaler Man-
gel an praktisch verwertbaren experimentellen Unter-
suchungen an Lagern, die bei relativ hohen Belastun-
gen mit Schmiermitteln geringer Viskositadt im tur-~
bulenten Bereich arbeiten. Die ersten Versuche von
Abramovitz beschrankten sich praktisch auf den Nach-
wels der Turbulenz. Es wurden aber auch schon ballige
Tragschuhe verwendet. Auch Ketola u. McHugh verwen-
deten in ihren Versuchen diese Profilform. IThre Ver-
suche sind die einzigen dem Verfasser bekannt gewor-
denen veroffentlichten, die sich auch auf den turbu-
lenten Bereich mit Umfangsgeschwindigkeiten bis liber
100 m/s erstrecken. Die beiden besprochenen Hybrid-
lagerbauformen wurden zwar auch gebaut und erprobt,
es wurden jedoch keine experimentellen Ergebnisse
veroffentlicht.

Die erfolgreiche Anwendung von wassergeschmierten La-
gern mit hohen Umfangsgeschwindigkeiten und hohen Be-
lastungen der Axiallager erfordert weitere Versuche,
vor allem auf dem Gebiete der Axiallager.
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VIIT Bezeichnungen

c Federzahl der Welle

p spezifische Warme

d Wellendurchmesser

e Exzentrizitat

f dimensionslose Komponente der Schmierfilm-

resultierenden in Richtung der Verlagerung

g dimensionslose Komponente der Schmierfilm-
resultierenden in Umfangsrichtung

g Erdbeschleunigung

h Schmierspaltdicke, Kanalhohe

ho kleinste Schmierspaltdicke

ho,zul kleinste zuldss. Schmierspaltdicke

h1 Schmierspaltdicke am Eintritt in den Schmierspalt

n' Schmierspaltdicke an der Stelle des Druck-
maximums

J Leistungsverlustfaktor

1 Mischungsweg

11 Abstand vom Gleitflachenanfang bis zum Schnitt-
punkt beider Gleitebenen (Axiallager)

m Verh@ltnis Keiltiefe zu kleinster Schmierspalt-
dicke (t/ho); Masse

m Optimalwert von t/hO

n Drehzahl; Exponent

g sekundliche Drehzahl, Drehzahlfrequenz

P Schmierfilmdruck

Ap Sehmierfilmdruck gegeniiber Umgebung des Lagers

D spezifische Lagerbelastung, zeitlicher Mittel-

wert des Druckes bei Turbulenz

p’ Schwankungswert des Druckes bei Turbulenz
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Horizontalspiel

Vertikalspiel

Keiltiefe, Stauraumtiefe; Zeit
Stromungsgeschwindigkeit in x-Richtung
zeitlicher Mittelwert von u
Schwankungsanteil von u
SohubSpannungsgeschwindigkeit
dimensionsloses u, u/ut

andere dimensionslose Form von u,

Stromungsgeschwindigkeit senkrecht zur Gleit-
fldche bzw. Kanalwand

zeitlicher Mittelwert von v

Schwankungsanteil von v
Stromungsgeschwindigkeit senkrecht zu u und v
zeitlicher Mittelwert von w

Schwankungsanteil von w

dimensionsloses w

Koordinate in Hauwbstrdomungsrichtung

Abstand des Druckmittelpunktes vom Ende
der GleitflZche

Koordinate senkrecht zur Gleitfliche bzwe.
Kanslwand

relativer Abstand von der Gleitflache bzw.
Kanalwand

dimensionsloser Wandabstand

Koordinaten senkrecht auf x und y

auf Schmierfilmdicke bzw. Kanalhohe bezogene
Ordinate z
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turbulente Austauschgrosse

Lagerbreite

dimensionsloser Druckgradient in x-Richtung
dimensionsloser Druckgradient in z-Richtung
Konstante

Zapfendurchmesser, mittlerer Lagerdurchmesser
Aussendurchmesser deg Axiallagers
Innendurchmesser des Axiallagers
Elastizitdtsmodul

Reibkraft am Zapfen

Reibkraft bel zentrischem Zapfen und linearer
Geschwindigkeitsverteilung (Petroff)

Koeffizienten, Funktionen der Reynoldszahl
dimensionslose Schmierfilmdicke
Dampfungsfaktor fiir dussere Démpfungi
Gleitflachenlénge; Lagerabstand
Reibungsmoment

Reibungsmoment nach Petroff
Reibleistung

Reibleistung nach Petroff
Lagerbelastung, Schmierfilmresultierende
Statische Lagerbeiastung
Schmiermitteldurchsatz

Schmiermitteldurchsatz pro Breiteneinheit

“Zapfenradius

Radius der Gleitflache, Schalenradius

Differenz zwischen Schalen- und Zapfenradius,
radiales Lagerspiel beim zylindrischen Lager




So
U

- 258 -

Sommerfeldzahl

Unfangsgeschwindigkeit des Zapfens, mittlere
Unfangsgeschwindigkeit der Spurscheibe

Relativgeschwindigkeit zwischen Zapfen und
Schale senkrecht zum Schmierfilm

s s * »*
Minipum von y , l-y

dimensionslose axiale Breite

Winkel zwischen dem Druckbergende und Last-
richtung

Breitenverhdltnis B/D

Démpfungékonstanten deé Schmierfilms
Verlagerungswinkel

dimensionslose Federkonstanten des Schmierfilms

Winkel zwischen Druckmaximum und Lastrichtung
(ausser bei Someya); Keilwinkel beim Axiallager

Uberhdhung beim balligen Tragschuh
relative Exzentrizitat
scheinbare kinematische Viskositit

dimensionslose axiale Xoordinate auf R bezogen

1-
fd

mitt
S ]

[

ere. dyramische Viskocitidt; dimensionslose

4
o

P
Verlagerung in y-Richtung
Mischungswegkonstante

Reibungskoeffizient als Widerstandsbeiwert;
Verhdltnis Keilfl&achenldnge zu Gleitschuhlinge
bei Gleitschuh mit Rastflache; Konstantej; Voreil-
winkel

Warmeleitzahl
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1) Reibungskoeffizient F/P

;f bezogene Wellendurchbiegung

\Y kinematische Viskositat

4 dimensionslose Verlagerung in x-Richtung

P Dichte

o Breitenverhaltnis beim axialen Gleitschuh;
dimensionslose Funktion

T Schubspannung

T s Spannungstensor

b RV

© Winkel von der Stelle der grodssten Schmier~
spaltweite des zylindrischen Lagers gerechnet;

P relative Schmierspaltweite ho/t beim Axiallager

oy Winkel zwischen grdsster Schmierspaltweite und
Druckmaximum

9, Winkel zwischen grosster Schmierspaltweite
und Beginn der Druckentwicklung

95 Winkel zwischen grosster Schmierspaltweite und
Ende der Druckentwicklung

mg Winkel zwischen grosster Schmierspaltweite und
Gleitflachenende

LR Winkel zwischen grosster Schmierspaltweite und

) Lastrichtung

X dimensionslose Dampfungszahl fir aussere
Dampfung

0] relatives Lagerspiel AR/R

w=2ren_ Winkelgeschwindigkeit des Zapfens und Rotors

wk=2n~nk kritische Winkelgeschwindigkeit

W Bezugswinkelgeschwindigkeit
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A Lagerbelastungskennzahl

O =wet Drehwinkel

I1 dimensionsloser Druck

Q Kreisfrequenz der Schwingung
Indizes:

o) unendliche Breite, Lager ohne Seitenfluss
W Welle -

S Schale

e in Richtung der Verlagerung
Y in Umfangsrichtung

L laminar

t turbulent

X in x-Richtung

y in y-Richtung

Z in z-Richtung






