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1.Zusammenfassunrj

Die hier beschriebenen Routinen GCB1, GEBCB, SH~RT, DGCBl und DSE~RT

sind Fortran-IV-Progral!l211e für die IB'r,: 360/65, die Besselfunktionen

erzeugen. Genauer, GCBl und GEBCB berechnen ebenso ,·rie ihre doppelt

genaue Version DGCB1 \vahl'tveise Besselfunktionen 3 (z) mit beliebip: re-v ~.

ellen nichtnegativen v und komplexem Argument z oder einen F.a~zen Vektor

(3v (Z)' Jv+l(z}, ••• ,3v+n(z» solcher Funktionen. GCBl a~d GEBCB unter

scheiden sich nur in einer Hinsicht; GEBCn ist in R~SIC-Fortran-IV ge

schrieben, 'tJährend GCEl in 360/Fortran-IV verfaßt ist. SH~RT ebenso w~e

DSH~RT kann dasselbe :mit der Einscl1..rfulkung, daßz reell sein muß.

Die Routinen behandeln nahezu alle in der Praxis vorkommenden Fälle.

Eine Lücke besteht insofern, als sich die Besselfunktionen zweiter Art

ga,l1zza,'llliger Ordnung (in der Literatur meist Yo(z), Yl(z)"" und

Ko (z), K, (z), u. genannt) nicht mit den genannten Rominen erzeugen

lassen.

2. Hethode

-- Dfe :Lh den vorliegeriden Program.men benutzte T:Iethode zur ErzeugurllTvo!i

Besself'u.r:L"'tionen ist ger Rekursionsalgorith.c"!lus von 3.C.P.Hiller fl_7.
Diese~lethode'mrde im vresentlichen in L-l_7 beschriebe!i. Eine kurze

t1tersicht soll hier jed.ochnoch einmal skizziert verden,

Zunächst die Definition: 3 (z) ist definiert
v

2
{_ ~ }r

als

Das BerechnunfSsverfahren kann man so formulieren: (Ganzzahl~ge I~dizes

seien der Einfachheit halber angenommen.. ) tTit irgend zvTei Start'tverten

V +l(z)=a und V (z)=ß fLL~rt man den Berechnungsprozeßn n

V .(z) =2(n-j+1) V .•. (z)-v . (z)
n-J ·z n;"J+l ·.n-J+2 '

j=1 ,2, •••n durch~ Es 1·:ißt sich z.eigen, daß ,Tenn n genügeno. Groß gewäl'..J.t
··_'·_'A· __ ·_ ,.

1var, die V (z), V
1
(z),. .. ,V (z)fi.ir- ein bestimmtes H<n den J (z), 3

1
(Z), ••o n 0

•••,3
N

{z) irillerhalb einer bestimmten Genauickeit proportional sind. Um
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die La. komplexe Proportion9J.itätskor:.stante a, vj(z}=aJj(zh j=O,l, •• :!Ii ,

zu berechnen, bedient ma.Yl sich sogenannter "Aclditionstheore~e", denen

die J (z)·· Bv ~enuGen, z._.

oder

e-iz =. J
o

(z }-2iJ1(z )-2J
2

(z )+2LJ
3

(z )+2J4(Z }-•••

Diese beiden Formeln lassen sich aus der Entwicklung der erzeugenden

I"unktion exp{~(t-~)} nach t berechnen, L-2_7, p. 361

J (z) +
o

~Yld zwar (1) für t=l und (2) rJr t=-i.

sein. wie bei der Berechnun,! von Funktionswerten mittels alternierender

Reihen werden die Fehler durch Stellenverluste .groß, TtTenn die Betre.ge

der Einzels'l1l!Imanden groß '\Terden im Verhältnis zu.'!l Ges8-mtvert der Summe.

So ist z .B. Gleichung (1) nicht geeignet zur '3erechnung von Jv(Z} auf

der imaginären Achse.

In den Pautinen vTUrden zur Berechnung von a folgende FormeL~ ve~vendet:

izcosp
e =

00

:ro=o

r3 7 p.368. hier ist CV(cosp} definiert durch- ~ ~ , m

(1_2acosp+ß2)-V = L
m=o

Für cosp=l erhält man CV(1)
m

. .. .. v
C (cosp)ß

m

r2(v+m)
=~~~.

m! r(2v) ,m=O,1 "'"

für cosp=-l c"(-l}= (_nm r(2v+r1) ,m=O,l; .... ;
m m!r(2v)
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und deshalb

(4 )

UE Stellenverluste zu vermeiden, muß man bei der Berechnung die linke

Seite dies~r Gleichung möglichst ~roß maChen, solan~e die Beträge au~

der rechten Seite dieselben sind. Dies :fü...~rt dazu, für. Imz>O das ~Tinus

zeichen, für fuz<O dasPluezeichen in dieser Gleichung gelten zu lassen.

Ein 1-reiterer Freiheits(";rad in der Benützung der Formel (4) liegt darin,

daß man v frei t1ählen kann. Es liegt na..~e, v von Iz I l;l.bhän.f!:en zu lassen.

Eine grobe Abschätzung zeigt, daß fiir reelles z die Wahl v= ~ günstig

ist, 11ährend für imaginäres z (:= Berechnung der ":Iv(xh x==Imz) die

Reihe in (4) nicht alterniert ~~d deshalb, abgesehen von Rundun~sfeh1ern

für zu extrem (;eve.hlte v, v beliebig wählbar ist.

In GEBCB, GCBl und DGCB1 Furde v immer =0 gesetzt, vTähren:l im SH$TlUld

DSH~RT v=o.6~!zl sesetzt wurde.

Für betragskleine z empfiehlt es sich, die F'unktions1Terte J (z) aus der
v

Reihenent11icklungdieser Funktion zu bestimmen, und zVlar, indem nur der

größte Sumraand berücksichtigt T;Tird,

J (z)
(Z/2)v

v ~ r(v+1) •

Diese Formel vurde in den Routinen GEBeB, GCB1 t DGeBl vervTendet, und

zvar in den ein~ach genauen für Iz I<3.~1O-5, in den doppelt ßenauen

Versionen für Izl<3.~10""12,

3. Au~ruf

a) GEBCB:

GEBeB berechnet zum komplexen Arrromentz=X+iY die Herte der Bessel

funktionen J{z) fth- v=GN, GJ:T+l, ••• ,mr+r,r-1; r.T ist DTTEGER,und zwarv . .
2<U:<10, GI'T ist RE}\L und O. <mT<1. Es soll Iz 1<25 •. sein.
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Da.s PrograJ!l.ill liefert die ~Terte A, B, IOOJ. A und B sind REAL-Felder der

Länge IJ. Nach dem Aufruf von GEBCB ist

A(1) = Re JGN(z), B(1) = Im JGN(z)

A(2) =Re J
GN

+
l
(z),B(2) = Im J

GN
+l (z)

••••..

11 "

Izl=x2+y2 zu groß

es Vlurde nicht die vorgeschriebene Genauigkeit erreicht.

:f(FN = 0

KElT = 1

R:E!\T = 2

KEH = 3

KEN = 4

KErT ist e~n Indikator für den vorschriftsmäßigen Ablauf in GEBCB

normal

es ist nicht 2<N<10

In den Fällen KEN=1,2,3 werden die Pelder A ~~d B mit Nullen gefüllt~

Bei KmJ=4 vird !T'it den berechneten lTerten ins rufende Programm zurück-

c:egangen.

b} GeBl:

Aufruf': CALLGCB1(Z,TT,GN~ZA,KEN)

Benutzung uie GEBGB. Es sind jedoch Z und das Feld ZA vom Typ Cm1PLE~8.

Der Indikator REN arbeitet nicht vie in GEBGB.

I~n teilbar durch 2

lJenn KEH = 1

KEn"
KEIJ 11

KEH = 7

3

5

normal

nicht 2<lT<10

nicht O.<Gl,!<1.

IzJzu groß

Genauigkeit nicht erreicht.

c) DGGE1:

Aufruf: GALL nGGB1( Z, IT, GN , Zß.. , KEN)

BenutzungvTie GGB1, Z mld ZA sind GO!'lPLEX..io€16, GN ist REAL.

Cl) SH0RT

S.H0RT berechnet die lTerte Besselfunktlonen JmyltJE(x), JGNUF+l (x) , ... ,

JGlIJTJE+N-l (x) für das reelle Argument x=X(REAL), 1'1 INTEGER, GNUE REAL.

Das Feld A ist ebenfalls REAL und enthält die genannten Funktionswerte.

Der Indikator TeEN hat dieselbe Fu~~tionsweisewie in GEBGB.
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e) DSF~RT:

Aufruf': CALL DSE!7.lRT(X,GrruE,H,A,:KET-T)

Die Benutzung erfolgt i'lie bei SR~RT, X Uc"ld A sind jedoch vom Typ Realil!:8.

Anmerkung

Bestimmunr: der modifizierten Besselfunktionen t. Art und der Kelvin

F\L~ktionen mit den Routinen GEBCB usf.

Die modifizierten Bes?e.lfunktionenl • Art, 1 (x), sind def'iniert8J.s
/ 0 T' . v

1 (x)=e-v 2n~J (xe'IT 2v~) = (_i)vJ (ix), die Kelvin-Funktionen ber x
v v v 0/4 2 "/4 v

o • • 'IT~ V1T -1TJ.
und be2 x als Der x+~be~ x = J (xe3 ) =e J (xe );

v v v v v

Demnach sieht ein Aufruf zur Eestimmung von 1
0

(1. j p.' !"lit GEBCB folgender~

maßen aus:

CALL GEBCB(O.,l.,O.,IT,A,B,KEN)

Es ist dann ~(1) = 1
0
(1), B(2) = -11(1), 11.(3) = -1

2
(1), ••• Bestimmung von

ber x und bei x für x=1.o 0 ~

CALL GEBCB(-O. 70710678,+0.70710678,0.,N,A,:B,KIDr).



6

4. Literaturverzeichnis

11 I BA!'~iT (= British Association :Tathematical Tables), X, Part II,

:9ublisl1ed 1952.

121 Handbook of Hathematical Functions, NBS, Applied Jilathematics

Series 55.

!31 G.N. ·Hat.son, A Treatise on the Theory of Bessel Functions.

Cambrid~e, Second edition, tniversityPress 1958.



7

Anhan r; I

Programnüisten



SUBRnUTINE nGCB1(Z~N~AGN.ZA,KFN)

c
C-----------------------------------------------------------------------
C GeBl CALCUlATES rOMPLEX BESSEl FUNCTIONS OF FIRST KIND AND FRAC-
C TIONftl OR~ER (N+GNJ,fN+l+GN}, ••••• WITH COMPlEX ARGUMENT Z.
c-----------------------------------------------------------------------
f.
r:

IMPLleIT COMPL~X*16(W-ll,COMPLEX*8fV)tRF.Al*4(A),REAL*8(B-H,O-UJ

nI~ENSION ZA(N',lARRf~OO),ZAPPf2J

8NULI.=O.OO+OO
1(F."I=1
I KF.N= 1
1"101=1
G"IiJF=i)BLFIAGNi
GA~=nGA~MA(I ••GNUFl

Ir{ (N-2) *(10-"1). U::. 0 1KEN=K FN*2
IF(GNUF*fl.n+OO-GNUF).LF.-l.D-lZ,KEN=KEN*3

c
B7=(f'ARS(7)
AI=SNGU!F)
SlPE=7
!H 1'1=Z*( o. ,-1.)
IFIA1.GT.30.IKFN=KFN*5
TC(KFN.GT.l1GOTOlOOO
IF(Al.GF.3.F-12)GOr02

r
(------PRnCEnl!PE FOR SMAll ARGUMFNTS-----------------------------------
C

IrfGNIlF.GF.3.f)-12lGOT03
lAfll=(l.,O.)
GOTOl Cl

1 JF{R?P.~**2.GF.l.n-8)GOT013

- -- - - -- ----!>-I:i-I~_L.BJJ'J-9-632Jt29AB<1 _
GOTD14

13 PHI=nATAN2(ßZRE,R1IM'
14 CONTINUF

RS=(CA7/2.1**GNUEl/G4M
ZA(l)=BS*rn~Xp(n(MPLX(ßNUll,GNUF.*PHI)l

19 GG=GNllF*2.+2.
JN=N-l
OD J'3 I=l,JN
IACI+l,=(Z*lAfI»)/GG

1'5 GG=GG+2.
RETURN

C
2

23

24

22

54

r:A(=1.
Il" CGNlff .GT .1.E-2} GM"=GA'1/GNtJE
IF CGNtP=-L 1=-2) 23, 23,24
I KFI'I=23
GNIJE=GNUE+l.
IF(RlTM.GF.l.0-BJGOT022
7=f)cnNJG (I)

FAC=-I.
ZT~V=n(ONJ~fll/ßZ**2

FAKT=l.
R=H\712. )**GNUF/GAM

- 8 -



IFrBIRE**2-1.F-17160.60.61
60 PHT=1.57079632679489 *GNUE

GOT0262
61 PHI=nATAN2(~lIM.BlR~)*GNUE

262 IF(ßZIM**2-1.)263.69,69
69 FAKT'=-l.

263 cnNTINlJF
c
C
C-----onSITIONAl PARAMETERS--------------------------------------------
C

EP$=1.0-13
JANrG=MAX1(24 •• 16.+2.*(AZ-AMOO(~Z.4.»))

c
c

UH!J=l*lO.,-l.1
UHU=UHU*FAKT*(-1.1
GMU! L=R*DEXP{UHU)
PHT=PHI+RlRF*rAKT
111=cnEX 0 (OCMPl X(ßNtJll ,PH I ) )

26 ZARR(II=IO.,O.)
ZAR~(2)=II.n-~5,O.n+On)

IF(JANFG-2QQ)27,27,28
28 KFN=KFN*7

GOTf1l 001
27 on 30 l=l,JANcG

Hf\l=,JANFG+ I-I
GI=2.*lHN+Gl\IUE)
ZA~RlI+2)=lARR{I+l)*'INV*GJ-IARR(I)

IFICOARSflARR(!+2).LE.1.06S)GnT030
39 ZFAC=(1.D-65,O.O+OO)

nn 32 10=1,1
ZARRII+3-[P)=ZARRII+3-IPI*ZFAC
IFICDABS{ZARRII+3-IP).LE.l.)lFAC={O•• O.)

37 CDNTI NUr:

C
r

I St}~11= l o•• O. )
ZSU~12={O •• O.)
INIT=JANFGI?
HAN=GNIJr::
GGG=2.*GNlJE
PFN=-~GG*fGNUF+l.J

on '52 I=l,INlT
IWIJ =JANFG+4-2* I
GI=2*I
lSWH=ZStHH+HAN*ZARRf IN!'H)
ISIJ~12=ZSlJM2+PFN*ZARR( INDI-l)
HAN=oEN*{I.+1.!IGNUE+GI-l.)J*(1.+(GGG-l.)!GTJ
PFN=-P~N*(1.+2.!(GNU~+GI-l.))*(1.+GGG/GIJ*(1.+{GGG-2.)IfGI+l.))

'52 emn I NIJ!=
56 CONTTNIJE

c
C
C-----NORMING-----------------------------------------------------------

GEPS=O.
GNflM=O.l

-9-



142

146
145

121

123

124

125

C

TSl=7SUMl
TS4=ZS!JM2
TS3=ISUM1*{O •• -1.)
TS2=ZSUM2*(O •• -I.'
ZSU={TS1+FAKT*TS2}+{O •• 1.'*{TS3-TS4*FAKT)
OOI\l=(DA!3S (ZSU)
G"'Ul=(GMUll/OONl
II Z= I S'-'fDnN
llR= nUlll
on 142 I=1,N
IT=J,~",cG+-3-I
1A( I )=GMtJL*lA~R( IT'IlIR
IF1FAC.GT.O.0) GOT0145
on 146 I=I.N
lACI}=ryCONJGCZA{I)}
IBIs=rHNO(N,2l
If' ( I NOI-Z1 124.124,121
flnt23 1=1, IBIS
GEPS=GFPS+COABSlZA(I'-ZAPP{J))
GNOM=GNOM+CnABS(ZA(Ill
IF(GFPS-FPS*GNOM' 1001,1001,124
JANl=G=JANFG+8
IWl7=3
nq 1?5 T=l,IIHS

IAPl'(I)=ZAf[)
GOTOZA

c
c
C-----P,FrlJRNS-----------------------------------------------'------------

1000 on 1004 1=1.3
1004 Z~ ( I 1= ( () • , O. ,

RFTURN
1001 YC(IKFN.NF.23lGOT01200

- - - ~fJD~1D~O__ L~2 ,~ __
ITc=N+-2-T

1100 IA(TT)=ZA(IT-ll
Gtll=2.*GNUf='
ZAC J )=GLll*7INV*U{Zl-Ud3)

120n Pf='TIIPN
C------------------------------------------~----------------------------

~N!')

- 10 -



c

r
c-----------------------------------------------------------------------
C GCfn CALCULATES COMPLEX BESSEl FUNCTIONS OF FIRST KINO ANO FRAC-
C TIONAl OpnER (N+GN),(N+l+GN), ••••• WIrH COMPlFX ARGUMENT Z.
C-----------------------------------------------------------------------
C

IMPLICIT COMPlEX(V-Z)
COMPlFX*8 lA.(N}.lARR(122l.1APP(3)
KFN=1
IKFN=1
FPS=I.f-5
INflZ=1
GNlJF=GN
GAM=GAMMAfl.+GNUEI

IF«N-2l*flO-NI.lE.OJKFN=KEN*2
JF {G1I!IIF~ (I .-GNlJE I .l F. (-FP S) )KEN=KEN*3

r
,l\7=f.AFlS(7)
A1RF=RfAL(Zl
Al I M=.I\ I MAG f 1)

IF(Al.GT.30.JKFN=KfN*5
IFfKFN.GT.llGOTOlOOO
I~(Al.GE.3.*EPS)GnT02

c
C------PRoCrnuRF FOR SMALL ARGUMENTS-----------------------------------
C

IF{GNUE.GE.3.*fPStGOT03
ZA(I)=(1.,o.)
GOT01Q

3 IE(AZPE**2.GF.l.F-8lGOT013
--"-H I = ~_57 Q7q~6 -- -------------------------- - --------

GOrnllt
13 PHI=ATAN{A7I~/AZRE)

14 CONTTNUF
Bl= { (AZl2. ) *""GNUF JlGAM

C VIELLEICHT IST DIESE FORMFl NICHT RICHTIG$$$$$$
ZA{l)=BZ*CEXP(CMPLX{O.,GNUE*PHI')

19 GG=GNIJF*2.+2.
JN=I\j-1
on 15 I=l,JN
ZAII+l}=(Z*ZA{II./GG

15 GG=GG+2.
RETUPN

C
2 FAC=1.

IFfGNUE.GT.l.F-2l GAM=GAM/GNUE
IF(GNUE-l.F-ZI23,23,24

23 IKFN=23
GNUE=GNUE+ 1.

24 IF(AITM.GE.FPSIGOT022
Z=CfJNJGfZl
FAC=-l.

22 ZINV=CONJG(ZJ/AZ**2
FAKT=l.

- 11 -



54 R=(AZ/2.)**GNUE/GAM
TF(AZRE**2-1.F-17}60,60,61

60 PHI=I.570796*GNUF
GOT0262

61 PHI=ATAN(AZIM/AZRE1*GNUE
262 IF{All~**2-1.}263,6q,6q

69 FAKT=-l.
263 CONTlf\HIE·

<:
c
C-----POSITIONAL PARAMETERS--------------------------------------------
r.

FP)S=I.f-C;
JANFG=MAXl{24.,16.+2.*(AZ-AMOO(Al,4.1",.

L

c
llHU=A H1l\G( l)

UHU=!JHU*FAKT*(-l.)
GMUlL=q*FXPfUHU)
PHI=PHI+AIRr*~AKT

Z11 =(EXP(CMPLX(O.,PHI»
26 lARQ(l'=(O.,O.)

lAQQ(2)=(I.E-65,O.}
IF(JANFG-120)27.27,28

28 K~N=KFN*7

(;OTOI001
27 Dn 30 l=l.JANFG

H~!=J!INr:G H - I
GI=2.*IHN+GNLJE)
ZAPPfI+2)=ZAPR(I+l1*ZINV*GI-IARQ(Il
Ir(CA~S(ZARRfT+2»).LF.l.F65)GOT030

39 ZFAC=(I.F-65,O.1
on 32 Ir=1.!
IARQ(I+3-IP)=ZARR(I+3-JP'*ZFAC

___Il".li.A BS.lHRRUt1.-_IE' LL~.lE~J.~llEA~HluQ •..1 _
32 tONHN!J'"
30 CONTI!\JUf'

c
C

lsmu=(o.,o.)
ISlJ/·12=(ü.,O. )
INIT=JAflIFG/2
HAN=GNUE
GGG=2.*GNUE
PFN=-GGG*fGNUE+l.)
nn 52 I=I.INIT
If\JnI=JANFG+4-2*I
GI=2*I
ISUM1=7.SUMl+HAN*ZARR{INDI)
lSUM2=ZSLJM2+PFN*ZARR(INnI-ll
HAN=PFN*fl.+l./fGNUE+GI-l.»)*(I.+(GGG-l.J/GIJ
PEN=-PEN* f 1.+2./ (GNlIF+GI-l.) ,*( 1.+GGG/GI) *( 1.+(GGG-2. JI( GI+l.))
IF(A8S{PEN).LT.l.E-65)GOT056

52 CONTINUF
1)6 CONTTNUE

c
r:
C-----NORMING--------------------------------------------------~--------

- 12 -



GEPS=O.
GNl'JM=O.1
TS1=lSUMI
TS4=7SW~2

TS3=lSUM1*fO.,-1.)
TS2=ZSUAA Z*tO.,-1.1
ISU= ns l+FAKT*TS2l HO., 1. )*nS3-TS4*FAKTl
!,)O~=OBSf ISUI
GMUl=(GMUll/OON)
Ul=lSU/DON
llR=lllllll
00 142 !=I,N
IT·=JANFG+3-1

142 7AfI)=GMUl*ZARRfIT)/ZZR
IF(FAC.GT.O.O) GOT0145
00 14" r= 1, N

146 IAfI}=CONJGfZAfI»)
145 I~IS=MINOfN,3)

IF(INDl-2) 124,124,121
121 00l?3 I=I,InIS

GEPS=GFPS+CABSfZAl!I-IAPOfIll
123 GNOM=GNOM+CARS{IAf!))

IFlGFPS-EPS*GNOM} 1001,1001,124
124 JAN~G=JANFG+8

!NOZ=3
00 12<; I=I,IßIS

125 ZAPP{I}=lA(ll
GOT026

c
c
C
C-----RFTUP"JS-----------------------------------------------------------

1000 on 1004 1=1,3
1004 7.A l r 1= l o. ,0. )

RETURN
lOO I fF{ Tj(rI\l .NF • 23 ) (;OTO 1200

nn UOO I=2,N
fT=N+2-T

1100 7AfIT)=7AfIT-l)
GL11=2.*GNl1F
lAll )=Gll1*ZTNV*ZA(Z)-IA(3)

1200 PFTURN
C----------------------------------------------------------------------

END

- 13 -



SUßRDurlNE GEßCßfX.Y.GNll,N,A,ß,KEN)
C
C-----BFSSFl FUNCTIDNS OF ~IRST KIND, FRACTIONAl ORDER--------------------

nIMf'NSIDN AfIO),8flO'.YR(122),ZlfI22J,APORE(3),APPIM(31
RE '1tllf Al, A2.h 3. A4, A'51=A 1*A2+A3*A4*A '5

C GENERATION nF PARAMFTRES
FPS=1.f=-5

(-----INPUT cONTRnl--------------------------------------------------------
C
C

EI=l.
ZE=2.
K""N=O
GNUF=GNII
IF{fN-2)*flO-Nl) 1,2,2

1 KFN=l
GOTnIOOO

2 Ir(GNUr:*f IoOOI-GNU!")) 4,3334,3334
4 KFN=2

GDrDIoon
3334 II=X*X+V*Y

Ir:f7Z-800.l '5,5,1
1 Kt'N=3

G(HfHOOO
5 7:SQRTfZn

IF(7-3.F-516.6,20
r
(- ----tlP(lCFnURF. FnR SMAU ARGUMFNTS---------------------------------

6 IF( GNUF-l.E-8)IB,18,11
18 Afl,=I=I

ß l 1) =0.
Gf1Tfl19

11 IFlX*v-l.E-B)12,12,13
12 PHI=1.S707Q63

--- - ----G&f-A:-lc4-~ ---- -- -- -- -----
13 DHT=I\Tl\i\lfY/XI
14 GA~=GAMMA(l.+GNUE)

ZI=«Z/lE'**GNUF}/Gl\M
!\ll'=ZI*COSlGNUF*PHI)
ßlll=71*STNlGNUF*PHIl

19 GG=ZF*GNUFHE
N1=N-l
DO 1'5 I=hNl
fdI+ll=RfMtlL(A(Il,X,B(I),Y.-I.l IGG
ß l 1+ 11 =R. F MUt{ All) , Y, Bl I } , X, +1. ) I GG

I<; GG=Gr,+Z~

RFTlJRf\!
c
c

20 FAf:= 1
IFlGNlJ!=-1.E-2}23,23,24

23 Kr:N=6
GNUF=GNlJF+FI

24 YH=Y
IFlYH) 21,22, n

21 YH=-YH
FAC:-l.

22 XINVRE=X/l7
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c
c

C

XINVIM= -VHIZI
rAKT=l.

54 R=fZ/2 •• **GNUE/GAMMArGNUEJ
IFfX*X-l.E-l7} 60,60,61

60 PHI=I.5101963*GNUE
GO TO 262

61 PHI=ATANfY/X)*GNUE
262 IFfV*V-l.)263,69.69

69 FAKT=-l.
263 CflNTINUE

NANFG=MAXlf16 •• 8.+2.*(Z-AMODfZ.4. I»)
NANFG=NANFG+8
GMULll=EXPf-VH*FAKT)*R
PHI=PHI+X*FAKT
COSZ=(OSfPHI)
SIN2=SINfPHI)

INDZ=l
26 VRfll=O.

VRfZ)=1.F-65
lIfl)=O.
ZIfZ)=O.
IFfNANFG-120J21.21.28

28 KFN=4
GO TO 1001

27 DA 30 l=l.NANFG
GN=f'lANrG+I-I
GI=2.*fGN+GNUE)
VRfI+2)=REMULfXINVRE,VR(I+ll.XINVIM,lI(J+1).~1.I*GI-VR((I

zr r I +2)=REMUU XINVRE,z I {J + U,X INVIM, VR (l +1) ,+1.) *GJ -7:1 (I I
I!"(AElS(VRf 1+21 )+AßSUI f 1+2) )-1~F68) 30,30,39

39 UFACRE=1.E-61
UFACIM= 1.E-67

_nO~2~ p=hl_
YP (I+3"'"IPj=VR f I+3;"IPl *OFACRE
ZIfI+3-IPI=lJ(I+3-IP1*UFACIM
IFfABSCVRfI+3-IPI).lT.1.'UFACRE=O.
IFfABS(ZlrI+3-IP).LT.l.0)UFACIM=0.

32 rCNTTNIJE
30 cnNTINUE

TS1=0.
TS2=0.
TS3=0.
TS4=0.
NIT=NANFG/2
HAN=GNIJE
GGG=2.*GNUE
PFN=-GGG*(GNUF+I.)
00 52 1= 1• NIT
INOI=NANFG+4-2*I
GI=2*!
TSl=TSI+HAN*VRfINDI)
TS3=TS3+HAN*ZI(INOI)
rS2=TS2+PfN*ZI(INDI-I)
TS4=TS4+PEN*VR(INOI-l)
HAN=PEN*{I.+1./(GNUF+GI-l.11*(1.+(GGG-l.'/GII
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c
C

162

139
1'tO

141

143
144

PFN=-OfN* {1.+2.1 (GNUE+GI-l. l) *(1.+GGG/GI i*( 1.+tGGG-2.)'f GI+l. )
57 CONTINIJ'"

c
c
,. NOR~" Ir-IG-----------------------------------------------

GFPS=().
GNOM=O.1
SUMIRF=TS1+TS2*FAKT
SUMIIM=TS3-TS4*~AKT

GOL=ABSfSUMIRE)+ABS(SUMlIM)
JF(GnL-l.E-24) l43~143~l39

IrrGnL-l.E24)140,140~141

noN.= SOR T( StHH ,H'**2 +SUf'.il i M**Zi
GnT014/~

onN=I.F26*SQQT«(I.E-26*SUMlREl**2+fl.F-26*SUMIIM)**2l
GnT0l44

nON=1.F-26*SQRT((1.E26*SUMIRF}**2+(l.F26*SUM1IM1**2}
GMlJl=GMUU 1 /DON
(OS I=SUM IR FlDON
SINI=SUMIIM/!)ON
COSR=PFMUL(COS1~COS2~SIN1~SIN2~+I.)

SJNB=~J=r"tJl (SJN1,rnS2~SJN2~fOS1~-1.1

nn 142 I=I,N
I T=~IAN"'G+3- I
A( I I=GMUL *PH1UL( VR nT) ,COSB, l If In, s um, +1.)

142 ß(I)=GMtJl*RfMUUZJ(ITl~CnS!3,SINB,VR(ITl~-l.) *FAC
c

TE l pml-2) 124,124,121
121 00 123 1=1,2

GEPS = GEPS + A8SlAlI)-APPREfI»+ABS(ß(I)-APPIMlIJ)
123 GNOM=GNOM+ABS(A(I"+A~S(B(I»

!~(GFPS-rpS*GNDM)lOOl,lOOl,124

----- -- --1-2-4-NANEG~blANEG±8-- - -- ------ --------------------
INl')Z=TNDZ+2
on 125 1=1,2
f\PPRl=ii)=AIIi

125 APPIH(I)=B(Jl
GOT026

1000 no 1004 1=1~3

AfIl=O.
1004 8(11=0.

RETURN
1001 IF{KFN-6l 1200,1002,1200
1002 00 1100 I=2,N

IT=N+2-J
A( Ir)=,,( IT-ll

1100 ß{IT)=ß{IT-l1
KfN=O
GL11=2.*GNUF
A(1)=Glll*qFMUl(A{2l,XINVPE,B{2}~XINVIM~-I.)-A(3)

iH l)=GLll*RFMUH At 2l ~XINVHhBi 2) ,XI NVRE, H. }-BOl
1200 RETURN

END
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SURROUTINE SHORTfX,GNUE.N,A.KENl
c
e
e
c-
e rmtHFIFfl GFNERATION OF BESSH FlJNCTlONS

DIMENSION AflO,.VRf122l,Cf2J
C
C*****PAPAMETER SETTING********
. 1307 CONTINUf:

FPS=l.E-5
('

e*****TNPUT CCNTROl*****
IFf(N-2l*flO-N}Jl,6,6

6 IF{X.LT.l.E-lO) GO TO i
62 ZZ=x*x

1FfI7-1000.l 2.2,1
2 Z=O.S*X

IFfZ-l.E-S} 1,1,63
1 KF"I=l

0041=1.2
4 Af I 1=0.

RFTUPf\j
63 IF(GN1J'""*t 1.-GNlJEJ J 1,3.3

3 KfN=O
C PARAMETERS

HF)EX=1
l=I.2*l
Ll=l+1
Gll = LI
Fl=GAMMA(Gll+GNUE
GlU=L
GlU=GLU+GNUE
RR=Z**ClU

.1U\lVRl="=1 ..a
f\lANFG=MAXlf16.,8.+2.*(Z-AMOO(Z,4.I}J

26 YRfl)=O.
YRf?l=1.f:'-46
1FfNANFG-120J 27,21,28

28 l<l:N=4
RETUR"!

27 00 30 I=l.NANFG
GN=NANFG+1-I
GI=2.*fGN+GNUEl
YRfI+21=XINVRF*YR(I+l'*GI-YRfI'
IF(ABSfVR(1+2" -1.F10J 30,30,39

39 UFAC=I.E-70
no 32 11'=1,1
YRfI+3-IP)=VRfI+3-1PI*UFAC
1Ft A~StVPfl+3-IO').lT.l.'UFAC=O.

32 CONTINUE
30 CONTINUF

NUN=NANFG+?-l
SIJRE=VRfNUNJ

c

r.

X~.: 1.

NUl1=NUN-l
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c
on 367 !=l,NUll

GI=I
IWH=NtJN-I
XF=XF*Z
XF=Xe/GI
YRS=YR(IN01l*XF
1Ft AflSfYRSJ.lT.l.E-65) GO TO 369
StJRE=SURE+YRS

367 CONTI NUE
368 CONTI NtJf=

GnOl\l=SIJRE
c

UNFNl=StlRE*1=l
iFiINDEX-2i 200,200,202

200 00 203 1=1,2
3000 N376=NANFG+3-I
3001 GRFl=VR(N376)/UNEN1

203 C(I)=({GREl*SUREI*RR)/GOON
223 INnFX=tNoEX+2

NANFG=NAN1=G+8
GO TO 26

202 00 206 I=l,N
N376=NANfG+3-I
GR~1=YR(N376)/UNENl

206 ACI)={{GREl*SURfl*RR)!GOON
GFPS=O.
GNI1M=0.1
00 '207 1=1,2
GFP$=GFPS+ABS{A(J)-CCIll

207 GNOM=GNOM+ABS{A{!»)
IFtGEp$-FPS*GNOM) 209,209,210

209 CCNTINUE
RETURN

__________2l0---DJ:L21_L_L~f2 _
211 C C J ) =A ( I )

GO TO 223
END
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SlJBROUTI NE OS HORT(X, BNUE, N,A, KEN)
c
c
c
C MOOIFIEO GENERATION OF BESSEl FUNCTIONS
C nOUBlF DRECISlnN
C

IMPLIC Ir REAL *8tA, E-H, o-Z J, REAl*4( 8-0)
DIMENSION A(10),YRt300J,FfZ'

C
C*****PARAMETER SETTING*****

FPS=l.O-13
GNUE=BNUE

C.*.**INPUT CONTROl*****
C

IF{fN-2J*(10-NJJ1.6,6
6 IF{X.lT.FPSJ GO Ta 1

62 IZ=X*X
IF(ZZ-lOOO.J 2,2,1

2 Z=O.S*X
IF(l-I.E-5) 1,1,63

1 KEN=1
00 4 1=1,2

4 ~fl)=O.

RETURN
63 IFfGNUF*fl.-GNUE)J 1,3,3

3 KfN=O
C PARAMETERS

INOFX=l
l=I.2'!t7
ll=l+1
Gll=ll
FL=OGAMMAtGll+GNUEJ
GlU=l
GUJ=GlU+GNUE

XINVRE=I./X
8=7
NANFG=MAX1(16.,8.+2.*(B-AMODfB,4.»))

26 YRfl}=O.
YR{Z)=1.l)-65
IFfNANFG-298) 21,21,28

28 KEN=4
RETURN

27 00 30 I=I,NANFG
GN=NANFG+l- I
GI=2.*fGN+GNlJEl
YR(I+ZJ=XINVRF*YRfI+IJ*GT-VR(TJ
IF(DABS{YR(I+2})-1.D+70) 30,30,39

3<J UF.AC=I.n-10
00 32 IP=l,I
YRlI+3-IPJ=YR(!+3-!p'*UFAC
LFIDABS( YR {1+3-{1> l).lT.. I. JU·FAC=O.

32 Cf1NT INUF
30 CONTI NU':::

NUN=NANFG+2-l
SlJRE=YRfNUNl

XF=I.
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c
NULl=NUN-l

c
c

00 361 I=l,NUll
GI=I
INOl=NLJN-I
XF=XI=*Z
XF=XFJGI
YRS=YRfINOIJ*XF
SURF=SURf+YRS
TF(OARSIYRSl.LT.l.0-65} GO TO 368

361 CONTINUf
368 CONTI NU!"

Gf)Oflj=SUPE

UNENl:SURf*Fl
IF(INoFX-Z) 200,ZOO,202

ZOO on 203 1=1,2
3000 N3 7 6=NANFG+3-1
3001 GR~t=YRfN376J/UNFNI

203 F(T)=f(GREl*SUR~)*RR)/GOON

223 INOEX=INDFX+2
NANFG=NANFG+8
GO Tn 26

202 on 206 1=I,N
N3 76=NANFG+3- I
GR~I=vR(N376)/UNF.Nl

206 A(I)=«GREl*SURE)*RRI/GonN
G!=ps=o.
GNm1=O.1
00 707 1=1.,2
GFPS=GFPS+DABS(Afl)-FfIJ)

207 GNOM=GNOM+OAßSfAfIl}
____ ~ __ ~ ----JJ:j-GEPS-EP-S~GJ\lQM_l--2D9--'_2D9_,210----- _

209 RFTURN
210 00 211 1=1,2
211 i-'( U=An)

GO TO 223
END

- 20-



21

A n h a n g II

Beispiel

Das folgende Fortranprogranrm ergab das dahinterfolgende Ergebnis. Es

handelt sich dabei, lrie man aus den Aufrufen erkennen kann, um die

TTeTte J (h), J (4.), J (7.) und J (10.), die von jeder Routine berechneto 0 0 0

uerden.



- 22 -

C
r MAINPROGRAM TO CAll SHORT,OSHORT,GEBCB,GCBl ANO DGrBl
C

IMPi ((IT Cf1MPlEX*16fY-lJ.COMPlEX*8fU-Wl,REAl*S(A-Ol
nJ~FNSION Z{lO},U(lO),A(lO"H(lO),G(lO),El(lO),E2{lO)
KWT=6
GNlI=O.O
f'.1=1)

C
C RFAt AXIsm= THF COMPlEX PLANE
C

WRITT=(KWT,99)
00 1 1:1,10,3
X= (
AX=I
UX=I
zX=!
XX=O.O
(ALL SHOPT(X,GNU,N,G,KENl)
WPTTF(KWT,100l X,G{l),KENl
(All nSHOPT(AX,GNU,N,A,KEN2)
WRITT=(KWT,lOll X,A(1),KEN2
C~lL GERCB(X,XX,GNU,N,El,E2,KEN3l
WPITF(KWT,102JX,El(ll,F2{1',KFN3
CAll GCBlfUX,N,GNU,U,KEN4l

-- -----·----w:R+r-S(4<.-+I:f.~.1(Bc·l:-X., UC<+l.., KcfN:4...-~
(ALL nGCRl(ZX,N,GNU,l,KENSl
WRITF(KWT,I04'X,ZI!),KFN5

1 (ONTINUE
c
c

99 FORMAT(lHl)
100 FORMAT(lX,F6.2,4X,E15.8,39X,I2,2X,5HSHORT)
101 rORMATflX,F6.Z,4X,023.l6,31X,IZ,2X,6HOSHORTl
10Z FORMAT(lX,F6.Z,4X,2(E15.8,lZX),IZ,2X,5HGFBCBl
103 FOQMAT(lX,F6.2,4X,Z(EI5.8,lZX),12,ZX,4HGCBll
104 FORMAT(lX,F6.Z,4X,Z(OZ3.16,4X),I2,2X,5HOGCßllll

STOP
FNO



1.00
1.00
1.00
1.00
1.00

4.00
4.00
4.00
4.00
4.00

7.00
7.00
7.00
7.00
7.00

0.765P:J163E 00
O.165197h86557Q665D 00
0.76519823F 00
0.76519823f 00
O.765197A8655796670 00

-0.39714921f 00
-0.39714980986384120 00
-O.39715087F 00
-0.397 150 7 0r 00
-0.39714980986384750 00

0.30n07923f 00
0.30007921051955540 00
0.30001851F 00
O.30007857F 00
0.30007921051955550 00
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-0.13682802E-06
-0.32294803E-07

0.9023051332370716D-16

0.97055212E-06
-0. 84060537f-06
-0.30620441391303110-15

O.39349362E-06
-0.35580581F-06

0.81516593080595480-16

o SHORT
o O$HORT
o GEBCB
1 GCBl
1 OGCBl

0 SHORT
0 OSHORT
0 GEBCB
1 GCBl
1 OGCBl

0 SHORT
0 DSHO~T

0 GEBCB
1 GCBt
t DGCBl

10.00
10.00_._--

10.00
10.00
10.00

-0.245936511: 00
-0.2459351644513482JLOO _
-0.24593611)1: 00 0.22281638E-OS
-0.24593675F 00 -0.22292325E-05
-0.24593516445134840 00 -0.31245310609111430-15

o SHORT
- -G-9S:HB-R-cf-----

o GEBeR
1 GCBl
1 DGCBl




