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Laminarstromung in Stabbiindein

K. Rehme *

Fiir die inkompressible, isotherme, voll ausgebildete Laminarstrémung lings Stab-
bindeln sowohl in hexagonaler wie quadratischer Anordnung, die von Sechskant-
bzw. Vierkantkanilen umschlossen werden, wurden Werte des Geometrieparameters
K im Druckverlustgesetz 1 - Re = K berechnet. Fiir Stabbiindel mit groBen Stab-
zahlen kann der Druckverlust mit Hilfe der durch numerische Integration der Na-
vier-Stokes-Gleichungen gewonnenen Werte des Geometrieparameters der Unter-
kanile errechnet werden. Die Untersuchungen erstrecken sich tiber einen groBen
Bereich von Stab- und Wandabstandsverhiltnissen. Die erhaltenen Ergebnisse wer-
den mit Angaben aus dem Schrifttum verglichen. Auf Grund der angegebenen Er-
gebnisse dieser Untersuchung kann der Druckverlust fir die Stromung in Stab-
biindeln in allen vorkommenden Fallen geniigend genau berechnet werden.

Es sind einige theoretische und wenige experimentelle
Arbeiten iiber die laminare, inkompressible, isotherme
Stromung lings Stabbiindelanordnungen bekannt ge-
worden. Dabei beziehen sich die theoretischen Arbeiten
entweder auf die Strémung in unendlich ausgedehnten
Stabbiindeln oder auf Stabbindel mit nur einer Stab-
reihe kreisféormig um den Zentralstab angeordnet und
von einem Kreisrohr umgeben. Wegen der komplizierten
Randbedingungen ist eine allgemeine analytische Losung
der Navier-Stokes-Gleichungen nicht moglich.

Fir die Strémung lings unendlich ausgedehnter Stab-
biindel geben Sparrow und Loeffler [1] eine analytische
Losung der Navier-Stokes-Gleichungen an. Gunn und
Darling [2] haben fir vier Fille von Stabbindeln in qua-

Iratischer Anordnung eine numerische Losung mitgeteilt,
lie mit ithren MeBergebnissen verglichen wird.

1zford [3] findet mit Hilfe von periodischen harmonischen
funktienen eine Niherungslésung fiir endliche Stabbiin-
lel in einem Kreisrohr als umschlieBenden Kanal. Eine
hnliche Losung geben Min und Mitarb, [4] an. Aller-
ings kénnen die angegebenen Lésungsmethoden nur auf
ine kreisformig um den Zentralstab angeordnete Stab-
sihe angewendet werden. Experimentelle Ergebnisse
ad weiterhin von Galloway und Epstein [5, 6] aus Unter-
ichungen an je vier Teststrecken mit hexagonal und
uadratisch angeordneten Stidben versifentlicht worden.

ie vorliegende Untersuchung wurde systematisch ausge-
ihrt, um die spérlichen Daten insbesondere im Hinblick
if Druckverlustbeiwerte zu vervollstindigen. Dabei
urden numerische Lésungen fiir endliche Stabbtindel so-
ohl in hexagonaler als auch in quadratischer Anordnung

ermittelt. Die Kanile, die die Stabbiindel umschlieBen,
sind fiir die hexagonale ‘Anordnung Sechskantkanile und
fitr die quadratische Anordnung quadratische Kanile.

Untersuchungsmethode

Betrachtet wird die stationire, inkompressible, laminare;
Stromung lings paralleler Stibe. Sie wird durch die
Poissonsche Gleichung?’ :

0
By 2wz =~ | (1)
beschrieben mit p als der dynamischen Viskositdt und
0p/dz als dem Druckgradienten in Strémungsrichtung
{(z = Achse, 5. Abb. 1). Die Poissonsche Gleichung ergibt

- sich aus den Navier-Stokes-Gleichungen, da ‘wegen -

w, = 0 und w; = 0 zwei Gleichungen eliminiert sind und
die dritte sich zu GIl. (1) reduziert. Folgt man der von
Schmid [7] gegebenen Darstellung, so transformiert sich
Gl. (1) durch die Substitution

1

0p .
u=wz/<—‘u—87R2>und¢=r¢/R (2)

)
Abb. 1. Ausschnitt aus_iei.nem Stabbiindel von sieben Stiben.

* Dr.-Ing. K. Rekme, Gesellschaft fur Kernforschung mbH,
Karlsruhe.

1) Erlauterung der Formelzeichen am SchluB der Arbei.




zur dimensionslosen Form

viu=—1. 3)

Fiir den betrachteten Fall in Polar-Koordinaten hat Gl
(3) die Form
02u i ou 1 02u

67‘2_‘_7 8¢+r2 6(;72:‘1' )
Mit Hilfe der Randbedingungen kénnen Losungen (Eigen-
werte) dieser Differentialgleichung ermittelt werden. Die
Randbedingungen fiir den betrachteten Fall, Abb.1,
sind : g

1) du/dp = 0 fir g =0 und ¢ — /6 aus Symmetrie-
griinden, und

2} die Haftbedingung u = 0 an allen Wanden (Stab- und
Kanalwénde).

Mit dem zweidimensionalen Diffusionsprogramm Dixy
wurden numerische Losungen nach der Differenzen-
Methode ermittelt. Dabei wird ein Iterationsverfahren
mit zyklisch reduzierter Blockiiberrelaxation verwendet.
Fir dieses numerische Berechnungsverfahren wird der
betrachtete Sektor von einem Netz aus Radialstrahlen
und konzentrischen Kreisen bedeckt. An den Netzpunkten
(Schnittpunkten von Radialstrahlen und konzentrischen
Kreisen) werden die dimensionslosen Stromungsgeschwin-
digkeiten w iterativ berechnet. AuBerdem wird das Ge-
schwindigkeitsfeld iber den Strémungsquerschnitt zur
mittleren dimensionslosen Geschwindigkeit % integriert.
An einem Kreisquerschnitt, fiir den die Poissonsche Glei-
chung -analytisch gelost werden kann, wurde das Berech-
nungsverfahren zundchst getestet. Dabei wurden Krite-
rien aufgestellt fiir die Definition der Rénder (Haftbe-
dingung) innerhalb des Netzwerkes und fiir die Anzahl
der Netzpunkte, die fiir eine hinreichend genaue Losung
erforderlich sind. Man erhilt eine Losung der Form

Ap wib

AL T T 2D (8)
mit Dg = 4F /U als dem hydraulischen Durchmesser, @
als der iiber den Stréomungsquerschnitt F gemittelten
Stromungsgeschwindigkeit und Ap/AL als dem pro
Lingeneinheit erzeugten Druckverlust. Der hydraulische
Durchmesser wird als charakteristische Lénge des Stro-
mungsquerschnittes verwendet, weil einerseits keine ande-

re den Stromungsquerschnitt charakterisierende Lénge .

bekannt ist und andererseits mit dem hydraulischen
Durchmesser fiir laminare und turbulente Stromung die
gleiche GroBe fir die gleiche Geometrie verwendet wird.
Mit den tblichen Definitionen der Reynolds-Zahl und des
Druckverlustbeiwertes

Re = QED—H« und 4= _ApiAL 6, 7)
> 0 g L
2 Dg
148t sich Gl. (5) schreiben :
2 = K[Re (8)

In diesem Druckverlustgesetz fiir die Laminarstromung
in Kanilen hingt die Proportionalitdtskonstante K nur
von der Geometrie des betrachteten Kanales ab. Die Ab-
hangigkeit dieses Geometrieparameters K von den geo-
metrischen Randbedingungen soll untersucht werden. Es
gelten folgende Randbedingungen:

‘nisse berechnet. Fiir gréBere Stabzahlen als sieben in hexa

1) die Anordnung der Stébe ist hexagohal oder quadratisch,
2) das Stababstandsverhaltnis wird gleich P/D gesetzt
3) das Wandaﬁbstandsverhétltnis wird gleich W|D gesetzt
4) die Anzahl der Stabo im Stabbiindel und

5) die Form des umschlieBenden Kanals ist gegeben. i

Fir sieben Stdbe in hexagonaler Anordnung in einem
Sechskantkanal, Abb. 1, wurden numerische Losungen fix
verschiedene Stababstands- und Wandabstandsverhils.

gonaler Anordnung wird der Rechenaufwand so groB, daﬁj
es nicht sinnvoll ist, die vollsténdige numerische Losung
zu berechnen. Um trotzdem Geometrieparameter K fiir
groflere Stabzahlen fiir verschiedene Randbedingungen
zu erhalten, wird der Stromungsquerschnitt in Unter
kandile aufgeteilt. Bei diesem fiir turbulente Stabbiindel
stromungen eingefiithrten Unterkanalverfahren wird dex
Stromungsquerschnitt langs der Linien engsten Stab
bzw. Wandabstandes getrennt, s. Abb. 2. Fir die dabe
entstehenden Unterkandle wird die numerische Losung
in Abhéngigkeit der jeweiligen geometrischen Parametes
ermittelt. Als zusédtzliche Randbedingung zur Losung de
Differentialgleichung wird auf den ILinien engsteﬂj
Abstandes (Trennlinien) der Geschwindigkeitsgradiem:
du/dp = 0 gesetat. C

Betrachtet man nur Stabbiindel in Sechseck- bzw. Vier
kantkanilen — wie hier —, so sind Stabbiindel mit ver!
schiedener Anzahl von Stdben aus den bei der Trennung
entstehenden drei Unterkanaltypen zusammengesetzt
Abb. 2: a dem Zentralkanal, & dem Wandkanal unc
¢ dem Eckkanal.
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Abb. 2. Hexagonale und quadratische Anordnung von Stab
biindeln. ‘

|
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a Zentralkanal, b Wandkanal, ¢ Eckkanal.
Geometrieparameter Kgeos des Druckverlustes fir die aus
gebildete Stromung in derart zusammengesetzten Stab

biindeln kénnen berechnet werden mit den Bedingungen

1) gleicher Druckverlust in allen Kanilen,

2) ‘Gesamtdurchsatz gleich Summe der Einzeldurchsétze

Der Geometrieparameter Ky errechnet sich aus den be
kannten Geometrieparametern K;, den Geometriegrofle
F; und U; der einzelnen Unterkanile zu:

1 . Z 1 Uges \2 F; \3 (C
ngs N 3 K; Ui F ges ) 9
Der dabei auftretende Fehler durch die nicht korrekt
Bedingung 0u/0¢@ = 0 auf den Trennlinien ist in eine

Arbeit von Schmid [7] untersucht worden. Schmad be
trachtet eine halbendliche quadratische Anordnung m




einer Wand und untersucht, wie stark sich der EinfluB der ]

Wand auf die Durchsatzverteilung in den benachbarten
Kanilen auswirkt. Es wird gezeigt, daB die Auswirkung
(gemessen ‘in der Durchsatzdnderung bei konstantem
Druckverlust mit und ohne Wand) klein -bleibt (<1%)
fur Stababstandsverhéltnisse P/D < 2,5, wenn die hy-
draulischen Durchmesser der einzelnen Kanéle nicht zu
stark voneinander abweichen. Daraus kann geschlossen

werden, daB der Fehler durch die Annahme du/dp = 0

auf -den Trennlinien ebenfalls klein bleibt, solange die

hydraulischen. Durchmesser der Unterkanile nicht zu
sehr verschieden sind.

Ergebnisse

Zentralkanal

In Abb. 3 sind die errechneten Geometriefaktoren K in
Abhéngigkeit vom Stababstandsverhiltnis P/D fiir hexa-
gonale und quadratische Anordnung der Stédbe aufgetra-
gen. Die Werteé stimmen mit den analytischen Ergebnissen
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Abb. 3. Geometriefaktor K des Zentralkanals in Abhéngigkeit
vom Stababstandsverhiltnis P/D.

a quadratische Anordnung, b hexagonale Anordnung, — — — flé-
chengieiche Ringzone.

von Sparrow und Loeffler [1] tiberein. Fir groB3e Abstands-
verhiltnisse nihern sich die Geometriefaktoren asympto-
tisch den Geometriefaktoren Kgz der flichengleichen
Ringzone, die in Abb. 3 gestrichelt eingezeichnet sind.
Tine dhnliche Uberlegung findet sich bei Sparrow und
Loeffler. Diese stellen fest, daf es eine von der Anordnung
(hexagonal oder quadratisch) unabhiingige Losung gibt,
wenn man die Abhingigkeit der Geometriefaktoren von
der Porositdt & = F/(F + Fgr) anstatt wie hier vom

tababstandsverhdltnis betrachtet. Bei der Ringzone er-
hélt man durch Integration der Poissonschen Gleichung

64(x? — 1)5 |

3zt — 422 — 424lnz + 1

A-Re = Kgpz =

(10)

mit = rofr, (s. Abb. 4a) als Parameter, durch den alle

Ringzonen beschrieben werden (z =0 entspricht dem Kreis-

rohr, z = 1 der parallelen Platte).

Fiir die flichengleiche Ringzone, Abb. 4b ergibt sich:

213
XRZ = ——
RZ D P

hexagonale Anordnung

. - P 2
quadratische Anordnung ARz = V—? .
Aus der Definition der Porositét ¢ erhilt man fiir den von
Sparrow und Loeffler angegebenen Parameter ¢* = 1 —
fiir die hexagonale Anordnung '

7T 1 1 - : N

et = = ‘ S (1)

2)3 (P/D)? @iy
und fir die quadratische Anordnung

oz 11
T epr T ek 4

also den gleichen Parameter fiir beide Anordnungen.
Nach [1] gilt die Lésung von Gl. (10) mit guter Niherung
fir hexagonale Anordnung bei & > 0,8 (das entspricht
P/D > 2.1) und fiur quadratische Anordnung bei ¢ > 0,9
(das entspricht P/D > 2.,8.)
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Abb. 4. Schematische Darstellung des Ringzonenparameters
x = rofry far die hexagonale und die quadratische Anordnung.

Wandkanal

Die Wandkaniie sind fiur Stadbe in hexagonaler und
guadratischer Anordnung gleich, s. Abb. 2. Thre Geometrie
wird bestimmt durch zwei Parameter: durch das Stabab-
standsverhéltnis P/D und durch das Wandabstandsver-
héltnis W/D. In Abb. 5 sind die Ergebnisse als Linien
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Abb. 5. Linien gleichen Geometriefaktors K fiir verschiedene
Abgtandsverhiltnisse P/D und W/[D.

gleichen Geometrieparameters K als Funktion von P/D
und W/D dargestellt. Die Koordinaten (P[D — 0,98)
bzw. (W/D —0,98) wurden gewihlt, um im doppel-
logarithmischen MafBstab ein Bild zu erhalten, bei dem
die K-Linien einen anndhernd gleichen Abstand im unter-
suchten Parameterbereich haben. Um den Einfluf von
unterschiedlichen Wandabsténden deutlich zu zeigen,




sind die Geometriefaktoren K in Abb. 6 in Abhéngigkeit.

des Stababstandsverhaltnisses fiir 'drei verschiedene
Wandabstandsverhaltnisse aufgetragen:

a) Abstand zwischen Stab/Wand gleich dem Abstand
zwischen den Staben W/D = P|D; ’

b) Abstand Stab/Wand gleich dem halben Stababstand;

1 /P
w / D = 5 <? -+ 1)
¢) Abstand Stab/Wand gleich dem doppelten Stababstand ;

W|D =2P|D — 1.

In dieser Darstellung sieht man, dafl die Geometriefak-
toren fir grofere Stababstandsverhéltnisse (P/D > 1,2)
stark vom Wandabstandsverhédltnis und nur schwach
- vom Stababstandsverhiltnis abhingen.
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bb. 6. Geometriefaktor K eines Wandkanals fiur verschiedene
Wandabstandsverhiltnisse.

o

a: W|D = P|D; b: WiD = (P|D + 1)[2; o: W/D = 2P[D — 1.

Eeckkanal

Die Geometriefaktoren der Eckkandle zeigt Abb. 7. Die
Werte steigen bei kleinen Wandabstandsverhaltnissen
sehr rasch an, wobei die Kurve fiir die quadratische An-
ordnung etwas flacher verlauft. Fir beide Anordnungen
ergibt sich ein flaches Maximum, das nahe bei dem Wert
fiir die parallele Platte (K = 96) liegt. Fiir groBe Wandab-
standsverhdltnisse sinken die Geometriefaktoren so
schwach ab, daB sie fiir den W/D-Bereich der normaler-
weise verwendeten Stabbiindel praktisch konstant sind.
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Abb. 7. Geometriefaktor K fir einen Eckkanal bei hexagonaler
(@) und quadratischer Anordnung (b).

Vergleich von Ergebnissen .

Vergleich fiir ein Biindel von sieben Stiben

Fir Stabbiindel mit sieben Stdben in hexagonaler Anord
nung wurden die Geometriefaktoren fir verschieden
P[D und W/[D-Kombinationen durch numerische Inte
gration von Gl..(4) errechnet. Das 7-Stab-Biindel eigne
sich besonders' gut, um das oben angegebene Verfahre
zur Berechnung der Geometriefaktoren von Stabbiindel
aus den Geometriefaktoren der Unterkanile zu testen, d
nach Schmid [7] bei nur einer Stabreihe der gréBte Fehle
durch die Annahme dw/8¢ = 0 iiber die Trennlinie ge
macht wird. In Tab.1 werden die auf unterschiedlich
Weise erhaltenen Geometriefaktoren miteinander ver
glichen, Aus den angegebenen Werten erkennt man, da
die Unterkanalmethode fiir kleine Stababstandsverhilt
nisse (P/D = 1,2) genauere Werte liefert als fir groB
Stababstandsverhédltnisse (P/D = 1,75). Diese Tatsach
wird durch den groferen Abstand zwischen den Stéber
und der damit verbundenen stirkeren gegenseitigen Be
einflussung der einzelnen Kanéle verstdndlich.

Tabelle 1. Vergleich der A-Re-Werte fiir sieben Stébe in hexago
naler Anordnung. )

PD WD K K aus Abweichung
Gl. (4) K; [%]
1,2 1,1 68,13 68,84 + 1,05
1,2 85,19 85,83 + 0,75
1,3 87,92 88,70 + 0,89
1,4 84,82 85,41 + 0,70
1,5 81,43 81,00 — 0,54
1,75 71,61 72,30 + 0,97
2,0 67,08 66,94 - 0,22
1,75 1,1 43,02 42,69 ~ 0,76
1,3 71,92 71,64 - 0,38
1,5 97,86 96,03 — 1,91
1,6 104,64 103,53 - 1,07
1,75 111,05 109,58 - 1,34
1,8 114,22 111,45 — 2,48
2,0 113,89 111,23 - 2,39
2,5 104,71 101,82 — 2,84
1,233 1,233 89,09 89,11 - 0,02
1,275 1,275 92,48 93,02 + 0,58
1,342 1,342 97,71 97,81 + 0,10
1,417 1,417 100,74 100,92 + 0,18
2,317 2,317 121,08 119,22 - 1,56

Fir Stabbiindel mit W/D = P/D, also Wandabstan
gleich dem Stababstand, ist die Abweichung der mit de:
Unterkanalmethode errechneten Geometriefaktoren voi
den exakten Werten sogar fiir grofe Abstandsverhéltniss
sehr gering.

Vergleich mit Literaturangaben

Fir die von Galloway und Epstein [6] experimentell unter,
suchten Stabbiindel wurden die Geometriefaktoren be
rechnet und mit den Mefwerten in Tab. 2 verglichen. Di‘
Ubereinstimmung von Theorie und Experiment fiir 1§
Stabe in quadratischer Anordnung ist sehr gut. Fir da
hexagonal angeordnete Biindel von 19 Stében sind di
theoretischen Werte durchweg kleiner als die MeBwerte
Bei Beriicksichtigung der von Galloway und Epstein ange




gebenen  Fehlerbreite von + 3,5% fur K (die Streuung -

der Mefiwerte ist -erheblich groBer [5]) ist die Uberein-
stimmung der berechneten und gemessenen Werte zu-
friedenstellend.

Tabelle 2. ~Vergleich mit Literaturangaben.

K K .
PID | WD | (diese | Mes- |Abweichung
Arbeit) wert [%]
quadratische | 1,07 | 1,07 | 40,96 42,64 - 4,10
Anordnung 1,23 | 1,23 62,73 62,52 © +0,34
[6] 1,47 | 1,47 CoTaT 75,76 + 1,86

16 Stéabe 2,00 | 2,00 87,13 87,36 - 0,26
hexagonale 1,11 1,11 52,19 55,24 — 5,84
Anordnung 1,27 1,27 74,12 76,48 - 3,18

[6] 1,51 | 1,51 | 82,30 85,56 — 3,96

19 Stabe 2,06 | 2,06 91,19 96,04 - 5,32
qua.dl atische K be-
Anordnung rechnet

[2] . [2]

Eckkanal - 1,0 28,55 28,24 + 1,1
Wandkanal | 1,0 1,0 26,23 26,00 + 0,88
Zentralkanal | 1,0 - 26,41 26,00 + 1,58

4 Stabe 1,31 1,155 60,32 58,00 + 4,00

In Tab. 2 sind auBerdem die von Guan und Darling [2] er-
rechneten Werte den nach der Unterkanalmethode er-
haltenen Werten fiir den Geometriefaktor gegeniiberge-
stelit. Die Werte stimmen sehr gut iberein. Beruicksich-
tigt man die MeBergebnisse, so ist besonders fiir das
Biindel von vier Stiben der Unterschied zwischen MeB-
werten und Rechenwerten nach der Unterkanalmethode
(K = 60) geringer als die Differenz zu dem von Gunn und
Darling berechneten Wert (K — 58)

¢ VOICCGIIICUEL TLv {4y = JO).

SchiuBfolgerungen

Der Vergleich der Geometriefaktoren K realer Stabbiindel
mit den Geometriefaktoren fir unendlich ausgedehnte
Stabbiindel zeigt, wie wichtig es fiir die Druckverlustbe-
rechnung ist, den RandeinfluB durch die Kanalwinde auf
die Geometriefaktoren zu kennen.

Die mit der angegebenen Unterkanalmethode errechneten
Geometriefaktoren stimmen mit MeBwerten und berech-
neten Werten gut {iberein. Damit kann der Druckverlust
fiir die laminare Stromung in Stabbiindeln fir alle prak-

tisch vorkommenden Fille mit Hilfe der in dieser Arbeit

angegebenen Unterkanal-Geometriefaktoren mit gentigen-

der Genauigkeit in einfacher Weise berechnet werden.
Eingegangen am 17. Dezember 1970 [B .3130]
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Formelzeichen -

D Stabdurchmesser ‘

Dy hydraulischer Durchmesser; Dy = 4 F|U

F. Stromungsquerschnitt

Fyg Stabguerschnitt

K Geometriefaktor; K = 4 - Re

N Zahl der Unterkanéle

R Stabradius; B = D/2

U benetzter Umfang -

P[D Stababstandsverhiltnis

WD Wandabstandsverhéltnis

Re Reynolds-Zahl

AplAL Druckverlust pro Léinge

r Radius

w Axialgeschwindigkeit

D mittlere Axialgeschwindigkeit ttber den Strémungs-
querschnitt -

x Ringzonenparameter

€ Porositét

&* er=1-¢

A Druckverlustbeiwert

w dynamische Z&higkeit

[1} Dichte .

@ Winkel

Indices

RZ Ringzone

ges gesamt

z in Strémungsrichtung
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