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Zusammenfassung

Mit der vorliegenden Arbeit wird ein neuartiges Feder-
element angegeben, das aus einzelnen Federscheiben be-
steht, die in bekannter Weise wie Tellerfedern zu Feder-
paketen und Federsaulen zusammengesetzt werden konnen,
Das Federelement ist eine im Regelfall kreisrunde Platte,
die nach einem hyperbolischen Paraboloid verformt ist.
Zur Bildung von Federsdulen werden diese mit den gegen-
einander hochgewolbten Randpartien aufeinander gelegt.
Wechselweise angebrachte Vorspringe und Vertiefungen
fixieren die gegenseitige Lage der einzelenen Feder-
scheiben,

Die elastischen Eigenschaften der verwOlbten Platten
werden rechnerisch untersucht und Formeln fur die Trag-
fahigkeit von quadratischen und kreisrunden Federplatten
aufgestellt, die durch Messungen kontrolliert wurden und
recht gute Ubereinstimmung ergaben, Uber das Verhalten
dinner Federplatten, die die Neigung zum Ausweichen haben,
wurden Betrachtungen angestellt und die kritischen Abmes-
sungen ermittelt, bei denen solche Platten auszuweichen
beginnen.

Die Versuchsdurchfihrung und das Ergebnis der Messungen
an Federplatten aus Plexiglas und Stahl werden beschrieben.

Die vorgelegten Ergebnisse sind so, dall diese ausreichen,
um die fiir den praktischen Anwendungsfall erforderlichen
Unterlagen zu schaffen,

Abstract

This report presents a new type of spring consisting of
single spring plates which can be combined to sets of
springs and spring columns like cup springs in a well-
known way.

The spring element is a plate which, as a rule, is
circular and deformed in the shape of a hyperbolic
paraboloid., To result in spring columns, they are put

on top of each other with the rims dished relative to
each other, Alternate projections and recesses arrest
the mutual positions of the individual spring plates,

The elastic properties of the dished plates are investiga-
ted by calculations and formulae are set up for the load
carrying capacity of square and circular spring plates.
They were controlled by measurements and resulted in a
rather good agreement. Considerations were made about
the behavior of thin spring plates with a tendency to
yield and the critical dimensions were determined at
which such plates start yielding.

The experiment and the result of the measurements on
spring plates made of plexiglass and steel are described.

The results are sufficient to serve as basic data for
practical application,






Die Hypo-Feder
Kennzeichnung, Berechnungsgrundlagen und Messergebnlsse
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I. Allgemeines

1. Aufbau und Einsatzmdéglichkeiten

Die Hypo-Feder ~ abgeleitet von

"Hyperbolisches Paraboloid"

ist ein mechanisches elastisches Federelement,

 das aus einzelnen Feder-Platten besteht und durch
Ubereinanderschichten, wie dies von Tellerfedern
her bekannt ist, aufgebaut wird.

Das einzelne Federelement ist eine Platte, das
nach der Form des regelméssigen hyperbolischen
Paraboloides, einer Sattelflédche verwSlbt ist. Die
Form einer quadfatischen und kreisrunden sattel-

formig verwolbten Platte ist in Abb. 1 und 2 dar-
‘ gestellt.

Beim Ubereinanderschichten stiitzen sich einander
entgegengerichtete Randpartien der einzelnen Feder-
elemente paarweise gegeneinander ab, so dass zwi-
schen zwei Federplatten ein Raum bestehen bleibt,
der beim Zusammendriicken der ganzen Feder sich
verkleinert bzw. verschwindet. Hierzu siehe Abb. 3
bei der eine Reihe von 10 achteckigen Scheiben iiber-
einandergeschichtet sind.

Die Art der Belastung der einzelnen Federplatten bzw.
eines Paketes kann der Abb. 1 und 2 bzw. der Abb. 3
entnommen werden. Die eingeprégten Kréfte sind mit
Pl und r2, die neaKtlcnSKrafte mit Pi und Pé be-
zelchnet. '



Damit die Federelemente sich nicht gegeneinander
verdrehen konnen, sind diese an geeigneten Stellen, -
voriugsﬂéise'am Rand mit Nuten, Kerbén oder‘auch~'
mit Nasen versehen, die mit entsprechenden Teilen
eines die Feder umhiillenden Gehduses korrespon-
dieren. Es ist auch mdglich die Federn paarweise .
mit ineinanderpassenden Vertiefungen (Napfchen)
und Vorspriingen (HSckern) zu versehen, die eben=
falls ein gegenseitiges Verdrehen der Platten ver-
hiiten.

Diese Feder wurde im Zusammenhang mit Arbelten an
elnem Regelstabantrleb fur Kernreaktoren entw1ckelt.
"Bei einem solchen Antrieb ist es notlg, rasche Stell-
bewegungen gedampft abzufangen bzw. abzubremsen. Zu
diesem Zweck war es vorgesehen, eine Hypo-Federsaule
in ein mit einer Dampferflu351gke1t gefiilltes Geféss
zZu setzen, derart, dass zwischen dem Rand der Feder-
scheiben und der Gefasswand ein definjerter Spalt be-
stand. Beim Zusammendrucken des Federpaketes wird
d1e zw1schen den einzelnen Schelben beflndllche
Dampfungsf1u351gke1t aus dlesem Zw1schenraum heraus—
gepresst und muss durch den erwdhnten Randspalt ab-
strémen. Dieser Strémungsvorgang ist mit Widerstand
. behaftet und bedeutet eine Dampfung ‘der Federver-
schiebung. ' S S

VDle:ln einem Fiﬁssigkéitheféssvbeﬁindliche‘Feder—
sdule und«ihr Verhalten sollen in dieser vorliegenden
_Arbeit niéht behandelt werden..Die Betrachtung be-
schrankt sich‘auSSchliesslich auf das mechanische
Verhalten der einzelnen Federplatten bzw. einer Feder-
sdule. ' ' ‘ '

Die dussere Form der Federscheiben ist in der Regel
kreisrund. Es lassen sich jedoch ebensogut Federn
bauen, die eine quadratische oder sonstwie geradzahlig
mehreckige Form haben, ebenso wie z. B. viereckstern-
formige Federplatten mdoglich sind.



Auch ist es méglich die Federplatten mit einem-
zentrischen Loch zu versehen, wobei in einem sol-
chen Fall die gegenseitige Fixierung der Feder-
platten am Rand des Innenloches vorgenommen werden
kdnnte.

Die vorliegende Arbeit beschrénkt'sich jedoch aus-
schliesslich auf die Untersuchung voller, quadra-
tlscher und kreisrunder Federplatten, ohne zentra-v
les Loch.

Die Hypo-Feder kann auf s@mtlichen Gebieten der
Technik eingesetzt werden. Sie bietet durch ihre
Kombinationsméglichkeiten die gleichen Vorteile wie
die Tellerfeder, Uber diese hinaus noch die der
besseren Dauerhaltbarkelt. Bezugllch der Werkstoff—
ausnutzung ist sie wegen der gunstlgen Spannungsver—
teilung im Werkstoff besser als die Tellerfeder,
ebenso trifft dies fir die Ausnutzung des Bauraumes zu,
da ihr im Gegensatz zur Tellerfeder im Normalfall das
Zentralloch fehlt.

Zur Geometrie des hyperbolischen Paraboloides

Das hyperbolische Parab0101d 1st eine n1cht abw1cke1-
bare;Regelflaéhe. Unter Regelflachen 31nd dabe1 sol-
che zu verstehen, die durch Scharen gerader Linien'
erzeugt werden. Die Flache eines hypérbolischen Pa-~
raboloides entsteht durch die Verschiebung einer Ge-
raden léngs zwelier zueinander windschiefer, in zwel
parallelen Ebenen befindlichen Geraden.

Die mathematische Beschreibung und Behandlung des
hyperbolischen Paraboloides kann der speziellen Li-
teratur entnommen werden [1], [2], [3].



Die allgemeine Beziehung filir diese Flédche schreibt
sich nach [3]

x2_ ¥ _
a?

b

+

| 2
;== Z (I.1)

Im vorliegenden Fall der Feder ist die Fléche ein
regelmdssiges hyperbolisches Paraboloid fiir das
sich (I.1) reduziert auf '

x2-y2 =t g2 (1.2)

Aus Abb. 4 ist die Lage der Koordinaten bei einer
quadratischen, aus Abb. 5 bei einer kreisrunden
Scheibe zu ersehen.

Beim regelméssigen hyperbolischen Paraboloid lie-
fern ebene Schnitte parallel zur x-z-Ebene und
parallel zur y-z-Ebene fiir gleiche y bzw. x-Ab-
stdnde konkurrente jedoch spiegelbildlich liegende
Parabeln.

Die x-y-Ebene schneidet die Flache in zwei senk-
recht zueinander stehende Geraden, die unter 45°
gegen die x~y~Achse‘Verdreht sind und als u und v-
Achsen bezeichnet werden. |

Parallele Schnitte zur x-y-Ebene ergeben Hyperbeln
mit den u- und v-Achsen als Asymptoten.

Sémtliche Sehnittlinien von Ebenen pérallel Zur u-z-
und v-z-Ebene mit der Flache des hyp. Paraboloides
sind gerade, zueinander windschiefe Linien.



Das regelmidssige hyperbolische Paraboloid wird
also von 2 Scharen zueinander senkrechter Linien
die untereinander windschief sind bedeckt, bzw.
diese Flédche wird erzeugt durch die Verschiebung
einer Geraden, senkrecht und ldngs zweier wind-
schiefer Geraden, die in zwei parallelen Ebenen
liegen. ‘

Diese Eigenschaft der Flache ist besonders wert-
voll bei der Fertigung der Prédgewerkzeuge fir die
Federscheiben.

Der Vollstdndigkeit halber sei an dieser Stelle noch
erwdhnt, dass eine solche Flidche auf sehr elegante
Art und Weise entsteht, wenn eine Seifenhaut in ei-
nen windschief verwundenen Rahmen (z.B. aus Draht)
gespannt wird.

Fiir die Kennzeichnung einer Feder ist die Grosse

des Federweges bedeutsam. Bezeichnet man entspre-
chend Abb. 4 den Wolbungspfeil einer Schnittparabel,
z.B. der x-z~Ebene zwischen den Lastangriffspunkten
P, bzw. P, und dem Mittelpunkt der Fliche (x; y; z)
= O mit h, so ist die ganze Aufwdlbung der Flache
die dem gesamten mdéglichen Federweg entspricht (2h).
Die Grésse des Wolbungspfeiles ergibt sich unmittel-
bar aus (I.2) wenn dort entweder x oder y = O ge-
setzt wird, da z —e h zZu o

N

h: —x—z (I‘B)
a




Also

2h=2 X ‘ (I.4)

bzw. fir die quadratische Scheibe bei der

(2o L2
2

ist, wenn mit 1 die Kantenldnge des Quadrates be-
zeichnet wird, ergibt sich

2h = L2 (1.5)
a : :

Da fiir eine kreisrunde Scheibe x —»rT,_ wird und

r, = D/2 ist, ergibt sich hier

2h = — | - (1.6)

a® wird als Wolbungsparameter bezeichnet und hat

die Dim. einer Linge.

Weitere Zusammenhénge ergeben sich aus der Betrach-

tung der Abb. 6, die einen Schnitt durch die Flache

des hyperb. Paraboloides durch zwei zur u-z bzw. u-z
parallelen Ebene zeigt.



Betrachtet man eine
'Schnittlinie einer
zur u-z-Ebene paral-
lelen Schnittebene

im Abstand Vys SO ist

diese gegen die u-v-
Ebene um den Winkel Yy
verdreht. Im Abstand u
hat die Erhebung tber
-die u-v-Ebene die Grosse
z4 und zwar ist

tg "’1=%

Eine Schnittlinie im Abstand vy + dv hat den Ver-.
drehungswinkel ¥ , =¥, + dy und im Abstand u die
Erhebung Zy = 29 dz.

Dann ist
Zq+0d
'tgqu=t9 ((P1+dl[1)=_1_-:—z
Es ist weiter
21;_Zq+dz
Vi vy +dv
daraus
vy +dv
Z+dz = ! ©Zyq
Vq
somit
_,_V1+dv. Zy
tg(‘l/+dl//)- v; G



oder

tg (Y+dy) _  vi+dv
tg‘V Vi

statt des tg kann man die Strecke setzen, damit
ergibt sich

Yrdy _virdv
Y 4]
oder
dy __cﬁv
A
und damit
dy _ Y _ ¢ (I.7)
dv \Z|

Das Ergebnis sagt aus, dass die Neigung der Fléche
iiber ihre ganze Ausdehnung hin einen konstanten
Wert hat.

Setzt man hier fiir v-—+1/2 so ergibt sich sofort

p=<. (1.8)

Andererseits ist wie der Abb. 4 leicht entnommen
werden kann



woraus sich ergibt

bzw.
LZ
2h = = ¥ (1.10)
oder
2h : .
q}=z = | (I.11)

Setzt man (2.5) und (2.10) gleich, so erhdlt man
ferner

F = ._22_ : - (T.2)
Qa

Fir die kreisrunde Federscheibe lauten die ana-
logen Beziehungen wie sich sofort ergibt, wenn
gesetzt wird:

21% = p?

y= D | I.1
Y7 N (I.13)

ohew O (I.14)
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bzwe.
DZ
2h = 7 J (I.15)
oder

Damit sind sa@mtliche fiir die épétere Durchrechnung
der Federscheiben notwendigen grundlegenden und aus
der Geometrie der Flache ableitbaren Grdssen bekannt.

Aufgabenstellung und Losungsweg

Fir die Beurteilung einer Feder ist von primérer
Wichtigkeit, die Kenntnis der in dieser bei Belastung
entstehenden Spannungen, und zwar sind die Spannungen
nach Art (Zug-Druck-Schub) Richtung und Grdsse zu er-
mitteln.

Durch entsprechende Integration der Spannungen iiber
der Flache bzw. dem Volumen der Federscheibe ergibt
sich die Tragféhigkeit und damit die Kennlinie die
das Last-Dehnungsverhalten beschreibt.

Weiterhin kann durch Integration iiber den Verschiebe-
weg die speicherbare Formdnderungsarbeit gefunden
werden. Schliesslich kOnnen aus Art und Richtung der
Spannungen in Zusammenhang mit der Form der Feder ge-
sehen, Rickschliisse auf das Verhalten der Feder bei
dynamischer Last gezogen werden.
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Die vorliegende Arbeit beschrinkt sich grundsédtz-
lich auf ‘

1) quédratische und 7
2) kreisrunde Federscheiben.

Es so0ll jedoch ein allgemeiner Rechnungsgang vor-
gelegt werden, der gestattet auch Federn mit von
den genannten abweichenden Randformen theoretisch
zu behandeln. ‘

Die theoretischen Untersuchungen werden durchge-
fihrt fir

1) Platten,die im Ausgangszustand eben sind und
durch die Belastung verwdlbt werden.

2) Platten, die im Ausgangszustand nach der Form
des hyperbolischen Paraboloides (Sattelfliche)
verwSlbt sind und bei der Belastung zur Ebene
hin verformt werden. |

Die Rechnung fir die ebene Platte wurde durchge-
fihrt, weil sich hier gut der Anschluss an bekannte
Rechnungen der Plattentheorie schaffen liess. Ausser-
dem 1iégt es im Bereich des Moglichen, dass fur ge-
wisse Fédlle auch unverwdlbte Federn interessant sein
kOnnen.

Im Verlaufe der Entwicklungsarbeiten wurde zunédchst
versucht, die Verhaltnisse bei der Hypo-Feder mit
Hilfe der Plattentheorie zu erfassen. Aus arbeits-
technischen Griinden im Institut ergab es sich, dass
diese Rechnungen nicht vom Verfasser, sondern von .
Herrn Dipl.-Ing. Baumann durchgefiihrt wurden. Der
Vollsténdigkeit halber soll diese Rechnung dennoch
hier in gekiirzter Form mitgeteilt werden.
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Der Giiltigkeitsbereich der Plattentheorie ist fiir
den vorliegenden Fall jedoch sehr beschriankt. Es
konnen mit ihrer Hilfe nur Belastungsverh8ltnisse
betrachtet werden, bei denen die Verschiebungen
klein gegen die Plattendicke sind. Bei der vorlie-
genden Hypo-Feder sind jedoch die Verschiebewege
mindestens in der Grossenordnung der Plattendicke
vielfach sogar erheblich grosser. Es wédre also eine
Erweiterung der Plattentheorie erforderlich gewesen,
um den vorliegenden Verhdltnissen gerecht zu werden.
Eine solche Erweiterung fiihrt jedoch in mathematisch
sehr schwierig zu behandelnde Bereiche. Es wurde des-
halb auf die Weiterfiihrung dieses Rechenweges ver-
zichtet [4], S. 15 und [5] S. 396.

Betrachtet man eine Federplatte nach Abb. 1 oder
Abb. 2 und die dort eingezeichneten Pfeile die die
Richtung der auf die Feder wirkenden dusseren Krifte
kennzeichnen, so wird man sofort erkennen, dass die
Feder durch Kraft und Gegenkraft, die zusammen ein
Momentenpaar bilden, auf Verdrehen beansprucht wird.

Es sollte also mdglich sein, die Rechnung solcher
Federplatten nach den Grundsidtzen der Verdrehungs-
festigkeit durchzufiihren.

Diese Moglichkeiten wurden vom Verfasser untersucht.
Sie fiihren zu recht iibersichtlichen relativ einfachen
Rechenverfahren, deren Richtigkeit durch eine gute
Ubereinstimmung mit Messergebnissen bestdtigt wurde.
Diese Rechenverfahren und die vergleichenden Mess-
ergebnissé sind der Inhalt der vorliegenden Arbeit.

Eingangs wurde kurz erwdhnt, dass die Federplatten
auch mit einem zentralen Loch versehen werden konnen
und dass die Untersuchung sich auch mit solchen
Scheiben beschaftigt. Die vorliegende Arbeit wird
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sich ausschliesslich mit den vollen ungelochten
Federplatten beschiaftigen.

Die gelochten Federplatten sollen Gegenstand einer
getrennten Abhandlung sein.
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II. Die Theorie der vollen Hypo-Federplatte

1.

Die Rechnungen nach der Plattentheorie

Gerechnet wurde die kreisrunde und die quadratische
ebene Platte mit punktférmiger Belastung und mit den
Koordinaten entsprechend Abb. 4 und 5.

Ermittelt wurden die Spannungen, der Spannungsver-
lauf und die Verschiebungen (Durchsenkung).
Die Platte habe die Abmessungen

Durchmesser D
bzw. Kantenlénge L
Durchsenkung an beliebigem Ort ug

Die allgemeine Differentialgleichung fiir die Durch-
senkung u, zur Plattenmittelebene lautet [6] S. 487.

Beschrankt man sich zundchst guf die Kreisplatte,
geht zu Polarkoordinaten iiber und setzt, wie es dem
vorliegenden Fall entspricht, die Belastung p = O,
so ergibt sich

2
(5

Mit den Randbedingungen

9+42 2 \
Ir r ay

S |-

Up (R) = B(R) cos2 ¥

wie sie aus der Symmetrie des vorliegenden Bela-

stungsfalles resultieren, ergibt den Lisungsansatz

Uo (r)=B(r) cos2 ¥
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und damit die Losungen

(up), = Fyr? cos2 ¥ | (11.2)

(uo), = Fpr* cos2f 4 (I1.3)

Es ist einfach nachzuweisen, dass die beiden LO-
sungen raumlich gekrimmte Flachen beschreiben, de-
ren Erzeugende im 1. Fall eine Gerade, im 2. Fall
eine kubische Parsbel ist.X)

Da aus fertigungstechnischen Griinden nur die Gerade
als Erzeugende mbglich ist, interessiert nur die
1. Lésung. Gl. (II.2).

X) fTransformiert man die LSsungen Gl. (II.2) und
Gl. (II.3) in kartesische Koordinaten, so er-
hd&lt man \

(up)y = F1 (x?*-y?)

(Up)y = Fp (x*=y*)
Setzt man y = ¥ ( ¢* ¥ x) so folgt

Z (x)=—c¥(c*+2x)

Zy(x)=—c®(c¥32 4 c*2x +6%x2 14 x3
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Mit der Funktion der Plattendurchsenkung sind iiber
die Gleichungen [6] S. 490

G’r = mEz [m aZUQ+ 1 an +__'_’__ Ju ]
m? -1 drz r: e T ar

2 2
6o _mEz [a Up . m d g m du ]
f Ior?2 Tz J¥, Ty dr

T ___mEz[4 azu° 4 au,,]
r 9rap r? 9y

die auftretenden Spannungen festgelegt.

Es ist

mEz

6,=—2 57 Fecos2¥

69 =2 —;—?% F{cos2 P

Tr,F=2 Lniz F1 51'"}2‘P

m +1

Untersucht man den Verlauf der Spannungen ndher,
so kann man feststellen, dass

1) alle Spannungen vom Plattenradius unabhéngig,
d.h. Uiber einem Plattendurchmesser konstant
sind;

2) alle Spannungen periodische Funktionen von ¥
sind.
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Insbesondere gilt:

a) 6,=Gp=0  far 29=(2k-1) #/2
b) Grmax=6 pmax  fur 29 = K#

O Trp=0  farzf= (K-1) 4
D Go=T pmax | far 29 = K #/2 |

&) 6, =6p=T,p Rr2¢= K ¥
furk = 1, 2; 3;

Zur Veranschaulichung des Verlaufs diene die

Abb. 7. Sie zeigt oben eine Draufsicht auf eine
kreisrunde Platte mit den Arten der verschiedenen
Spannungen.

Darunter eine Abwicklung der Seitenansicht iiber den
ganzen Plattenumfang von O = 2m.

Die Hauptspannungen fiir den réumlichen Spannungs-
zustand sind gleich gross und ergeben sich nach der
Formel [7] S. 590

61,'2,' = ‘G—JLZtﬂi‘V (E,_-_-f-—G\p) + Trfz

2
zu $2;=-2 et M
mit Gl.
Ez 1
612, =t 2 r"‘_,?n"';"';'— ?‘2‘ Uoqu ’ (II°4)

14
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Man sieht, die Hauptspannungen sind vom Radius
unabhangig. Die max. Vergleichsspannung tritt
an der Ober- und Unterseite der Platte auf und
betriagt

Em d
Gmax = i m+ 1 Rz u0qu (II 05)

Die bei der Belastung in der Platte gespeicher-
te Forminderungsarbeit folgt aus der Gleichung
fiir den ebenen Spannungszustand.

4 2 2

Durch Integration iiber das Plattenvolumen erhdlt
man

_# 3 -3m 4 [0)?
FA =2 Ed* F s ? )

bzw.

Em

m+1

2
2 max

_a _d?
FA = 3’#” 5z Y

Aufgrund der Linearitédt zwischen o AJ.uqul. (I1.4)
kann man die am Plattenrand angreifende Gesamt-
kraft setzen

P*= C Uy

und gelangt so zur Bilanz der Forma&nderungs-
srbeit ‘

f 2uo max

A =./ P*duo = Zcuozmax
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da

P= c2 Y0 max

ergibt sich fiir die Gesamtkraft P

p_ FA
Yomax
und mit Gl.
o Em d?3
P= 3 # st “5F Yomas (1.6

Damit ist die Beziehung zwischen Kraft und
Durchbiegung bzw. die Federkonstante gefunden.

Fir die kreisrunde Platte gelten dann die fol-
genden Formeln

E d
1) Grpay = ¥ m’j1 27 Yomax (1I1.7)
,d3 .
2) P= 2-# £ T Uppox (11.8)

‘ | __2 ,Em d3 :




Fir die quadratische Platte sind die analogen

Formeln

1) Cmax =2 £ Ly (11.10)
2) P=_‘3ﬁ_ f;:q L: Uo pro (II.11.)
%) C=% Era_ %23’ (II.12.)

Auf das Ergebnis dieser Rechnung wird unten bei
einem Vergleich mit nachfolgenden Rechnungen
und mit Messergebnissen noch zuriickgekommen.

II. 2. Rechnung nach der Lehre von der Verdrehungsfestigkeit

2.1 Allgemeines

Die von aussen guf die Platte wirkende Kraft P
verformt diese um den Verschiebeweg (2h).

Die Last P spaltet sich hierbei auf in zwei
gleichgrosse Einzelkridfte + P/2 die an gegen-
Uiberliegenden Lastpunkten angreifen und die zwei
gleichgrosse entgegengesetzt gerichtete Reaktions-
krdfte - P/2 an den beiden anderen Lastpunkten

der Platte hervorrufen.

Diese Krafte wirken auf die Platte als Momentenpaar
der Grdsse

]
n I 0
I\..
7N
=
4
*

-]

A ]

p —
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wo L der Abstand zweier benachbarter Lastpunkte
ist.

Wegen der vOlligen Symmetrie der Federscheiben
kann die Verdrillung auch betrachtet werden, als
ob sie von 2 Momenten verursacht wire die senk-~
recht zueinander je um die U- und die V-Achse
wirken. Jedes dieser Momente hat dann die Grosse

P

M = T (IT.14)

)‘L'I_
2

Der theoretische Lastabstand ist L. Der prakti-
sche Lastabstand L’ kann Jedoch kleiner seln als
der theoretische und zwar dann, wenn die gegen-
seitige Abstiitzung der Federscheiben nicht mehr
an einem Punkt geschieht, sondern auf einem kur-
zen Randstiick endlicher Lange. Dazu spdter eine
ausfihrlichere Betrachtung.

Fiir die Ableitung der grundlegenden Beziehungen
zur Durchrechnung der Hypo-Federscheibe auf Ver-
drehung kann auf die Arbeit von

Constantin Weber
"Die Lehre der Drehungsfestigkeit" [8]

weitgehend zuriickgegriffen werden.

Der Betrachtung wird dabei folgender verein-
fachter Sachverhalt zugrunde gelegt:

Bei sehr kleinen Verdrillungswinkeln entstehen
in der Platte reine Schubspannungen, die'ﬁber die
gesamte Oberfléche mit Ausnahme der unmittelbaren
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Ndhe der Ecken des Querschnittes gleichmédssig ver-
teilt sind. Die Verteilung iiber den Querschnitt
der Platte folgt dabeil einer geraden Linie von
—tmax an der Oberfldche bis zu Tﬁmin = 0 in der

Mittelachse. Hierzu Weber S. 25, S. 51.

Bei grosseren Verdrlllungen entstehen neben den
Schubspannungen noch Normalspannungen parallel zur
Drehachse (Weber S. 60). Diese Normalspannungen

haben bei der im Ausgangszustand ebenen Platte in

den randnahen Fasern positive Werte - Zugspannungen'—,
in Drehachsennshe negative Werte - Druckspannungen -.
Bei im Ausgangszustand verwdlbten Platten (vorver-
wOlbten Platten) sind die Vorzeichen der Spannungen
umgekehrt, d.h. in Randnéhe,iiegen Druckspannungen,

in Drehachsenndhe Zugspannungen vor.

Da fiir den vorliegenden Fall in erster Niherung

eine Uberlagerung der Normal- und Schubspannungen
erlaubt ist, kann die Rechnung in zwei Abschnltten )
durchgefuhrt werden. Es werden_zunachst,d;e Schub-
spannungen und die aus diesen abgeleiteten Momente
ermittelt. Das Ergebnis gilt unter diesen Umsténden
dann fiir beliebig grosse Drillwinkel.

Als ndchstes werden die Normal spannungen, ihr Ver-
lauf und die entsprechenden Momente als Funktion
der Drillwinkel ermittelt. Durch Uberlagerung der
Normal- und der Schubspannungen im zweiachsigen
Spannungsfeld kdnnen damit der Spannungsverlauf,
die Orte maximaler Spannungen sowie deren absolute
Hohe gefunden werden. Die Momente aus Schub- und
Normalspannungen lassen sich einfach addieren und
ergeben die Tragféhigkeit bzw. das Kraft-Dehnungs-
verhalten der Federscheibe.

Fir die Form@nderungsarbeit gilt das glelche.
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2.2 Schubspannungen und Schubkrdfte

2.2.1 Der streifenformige Querschnitt.

Im Sinne der Lehre von der Drehungsfestig-
keit kann der Drillquerschnitt gleichgliltig
wie die Federschéibe als Ganzes berandet ist
als streifenartiger, gerader, rechteckiger
Querschnltt konstanter Breite entsprechend
Abb. 8 angesehen werden.

v Abb. 8.

Fiir einen solchen Querschnitt gibt Weber S. 26,
S. 79 bei Verdrillung z.B. um die U-Achse fiir
die max. Schubspannungen an der Langsseite des
Querschnittes die fiir die Rechnungen der
Praxis recht handliche Formel (angeschrieben
mit der hier giiltigen Koordinatenbezeichnung)

- = =
Lvumax “uvmax 1 Z
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Flir die Spannungen der Schmalseite des
Querschnittes ist die Spannung entsprechend
Weber S. 26, Gl. 81

¥*
Tzumax = Tuz max = rmm = (VZ Gd’l} (I11.16)

9’1*und % * sing vom Seitenverhdltnis n
des Querschnittes abhingige Beiwerte, die
bei Weber auf Seite 29 in Zahlentafel 1
wiedergegeben sind.

Ist die Lange des Querschnittes I und dessen
Dicke d, so ist das Seitenverhdltnis

‘ .

Ein Vergleich der Beiwerte zeigt, dass schon
bei einem Seitenverh8ltnis von 4 und grdsser
der Beiwert 9q*nahe 1 liegt oder diesem
gleich ist. Der Beiwert ¥, hat von dem glei-
chen Seitenverhdltnis ab den Wert = 0,7425.

Da bei Federplatten das Seitenverh&ltnis in
Jjedem Fall grosser wird als 4,lassen sich die
Beziehungen (2.45) und (2.46) in der Form
schreiben

T . =Gdd (I1.18)

max

07425 Gd -3 (11.19)

Toin
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Fiir die weiteren Untersuchungen wird grund-
sdtzlich unterstellt, dass das Seitenverhdlt-
nis immer grosser als 4, meist sogar grésser
als 10 ist. In Fdllen in denen diese Annahme
nicht mehr vorliegt, wird besonders darauf
hingewiesen.

Aus den gefundenen Schubspannungen konnen die
Momente ermittelt werden.

Fiir das Moment des rechteckigen Querschnittes
gibt Weber S. 26, Formel (83) an

M=n§,5 G 3 gt

und fﬁrr1~43*'die Niherungsbeziehung

n¥; =n ¥ 3 [n 0,63 + e
Entsprechend eben gemachten Einschrankungen
n> 4 kann das 3te Glied der Klammer vernach-

ldssigt werden und es ergibt sich

n ‘/13*4:4 -;— [n - 0,63]

und daraus etwas umgeschrieben

M-_--g— [L-O,63d] Gd3F (I1.20)
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T, - Den Verlauf der Schub-
spannungen und deren

- Verteilung iiber einen
Querschnitt der Scheibe
-zeigt Abb. 9.
Der Verlsuf ist in allen
N Querschnitten senkrecht
l zur u~ und senkrecht zur

r VLJ» - ~ v-Achse der gleiche.-
Abb. 9 Topin

Man erkennt, dass die Spannungslinien iiber den
grossten Teil des Querschnittes der Liangsseiten
parallel laufen; an den Schmalseiten nimmt die
Spannung ab und zwar nach Formel (II.19) auf
den Wert

Der Spannungsverlsuf ist liber den Querschnitt
gradlinig; die Spannung hat an der Oberfléche
den hochsten Wert, in der Symmetrieachse den
Wert O. ‘ o : : .

Von Weber wurde noch der Begriff der resultie-.
renden Schubkraft (S. 51) benutzt, der sich fiir
weitere Untersuchungen als recht vorteilhaft

erweist,

Die resultierende Schubkraft ist eine Ersatz-
kraft fir das Fladchenintegral der Schubspan-
nungen iber der Flache des Querschnittes. Sie
wirkt langs einer geschlossenen Linie in einem
bestimmten von der Form des Querschnittes ab-
héngigen Abstand zur Umrandung.

Die resultierende Schubkraft wird auf die Lingen-
einheit der Schublinie bezogen und mit K bezeichnet.
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Parallel zu den Lingsseiten des Querschnittes
verlduft diese Linie im Abstand 4/3 von der
Mittellinie. Dieser Abstand ergibt sich daraus,
dass die Schnbspannung‘vdn der max. Spannung an
der &usseren Berandung der Léngsseite auf den Be-
trag Null an der Mittellinie geradlinig ebnimmt.
Die resultierende Kraft aus diesem Spannungsver-
lauf liegt dann bei 2/3 ¢ 4/2 = d4/3% und hat die
Grosse

Toa d
K==%""=2
oder mit (11.18)
K=46d% ¢ (11.21)

An den Schmalseiten ist der Abstand von der
Mittellinie {;/2 ‘

l

d/s

Abb. 10

Mit Hilfe der resultierenden Schubkraft kann
leicht das Moment ermittelt werden.
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Bezogen auf den Mittelpunkt des Querschnittes
ergibt sich dies zu

M= zk.(f.%+zx—§-d--l2*—

bzw.

M=%Ki-d

fiir K den Wert aus (II.21) eingefiihrt ergibt
sich

M=% 6d% 1 (I1.22)

Setzt man II.22 und II.20 gleich, so ergibt
sich daraus

( =L — 063d  (I1.23)

Es ist ausserdem damit

womit der genaue Verlauf der resultierenden
Schublinie bekannt ist.

1t kann man auch in der Form

{

f

schreiben und
erhdlt dann fiir das Moment
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oder mit der Abkiirzung

N

1 6d? (4-%9,—3 ) (II.26)

M = NI % | (II.27)

2.2.2 Die ganze Federplatte

Fiir die Betrachtung der ganzen Federplatte

wird diese als aus in Richtung der Drillachse
schmalen Streifen von der Breite dv bzw. du und
der Lénge L senkrecht zur Drillachse aufgebaut
angesehen. -

Bei rechteckigen, insbesondere bei quadrati-
schen Scheiben ist dabei die Lénge L senkrecht
zur Drillachse konstant. Bei Scheiben anderer
Berandung dagegen ist die Linge L veranderlich,
meist eine gegebene Funktion von u bzw. V.

Fir einen trapezférmigen oder ahnlich berande-
ten Streifen gelten dann die folgenden Zusam-
menhénge

Das betrachtete,
z.B. trapezformig
oder sonstwie be-
randete Stlick einer
Federplatte nach
Abb. 11, habe die
Lénge L(u)' Die Hohe
sei u wund die Dicke
des Streifens d. Der
Streifen wird um die
u-Achse durch das
Moment M verdrillt.

Abb. 11



- 20 -

Dann gilt, da es sich um einen geschlossenen
Querschnitt handelt, fiir das Moment die Be-
ziehung (II.27)

M=N-1-3

mit N nach Gl. (II.26).

Nach Gl. (I.7) kenn fiir die Verdrillung geschrie-
ben werden ‘

_dy
T odu

Dann erhdlt man mit

o (= L)
das Moment zu

oder hieraus

d""%'%“) - | (IT1.28)
SEL S ¥ €7 .

- Integriert fiir einen Streifen der Breite

ergibt sich

M _du_
/ - / e (IT.29)
u1
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bzw. daraus das Moment

M= ¥ | (I1.30)
du
L{w)

Die Auslenkung Z eines Randpunktes im Abstand
u von der V-Achse gegen die U-V-Ebene ist dann

-
LV(u) - L)

also damit

Z, -l / L__ (I1.31)
Yy o

Diese Ableitungen gelten hierbei fiir Feder-
platten beliebiger Randformen. Die wichtigsten
unter diesen sind derzeit kreisrunde und qua-
dratische Platten, dariiber hinaus erscheinen
auch andere Formen wie sie in Abb. 12 darge-
stellt sind, plausibel. Wie weit derartige
Federscheiben in speziellen Fadllen von Inte-.
resse sind, kann jedoch heute kaum schon fest-
gestellt werden.,

Jedenfalls lassen sich mit derartigen Formen
Federscheiben mit besonderen Federkennlinien
schaffen und damit bestimmten Bedlirfnissen an-
passen. Die Durchrechnung stiitzt sich auch hier
entweder auf den zuvor betrachteten Streifen
nach Abb. 11 ab oder greift auf den parallelen
Streifen nach Abb. 8 zuriick.
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Grundsédtzlich kann man bei beliebig beran-

deten Platten auf die Beziehung (II.29) zu-
rickgreifen. Die LOsbarkeit des Integrales

héngt dabei von der Art der Randform, d.h.

von der Art der Fkt. ( = 1(u) ab. Ist das
Integral geschlossen direkt oder indirekt 10s-
bar, so kann iiber den Streifenbereich von

u = 0 bis zur Verbindungslinie der Lastpunkt
integriert und damit das Moment fiir diesen
Bereich unmittelbar gefunden werden.

Die Integration kann deswegen nur bis zur Last-
punktlinie gefiihrt werden, weil Teile der Feder-
platte die ausserhalb dieser Linie liegen von
den Momenten der zustédndigen Drillachse nicht
erfasst werden. IThr Einfluss guf das Gesamt-
moment der Platte wird nach einem spéater zu zei-
genden Verfahren wahrgenommen. :

Ist jedoch die Funktion | = 1(u) math. nicht
auswertbar, so muss die Federplatte in senkrecht
zur Drillachse liegende schmale gerade berandete
Streifen von ausreichend geringer Breite zerlegt
werden. Fir jeden Streifen ist der Verdrillungs-
winkel¥zu bestimmen und durch Summierung iiber
den Bereich von u = O bis zur Lastpunkt-Verbin-
dungslinie die Gesamtverdrehung zu ermitteln.

Es ist dann

= Us=u
TSy-My Au (I1.32)
N & : |

u=0 =0 Ll
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bzw. umgestellt daraus das Moment

M= —"’ZZT_‘,*,’_— (II.33)
R

Die Schubspannungen ergeben sich aus den be-
kannten Beziehungen (II.18) und (II1.19). Dort
ist, sofern nach (II.29) gerechnet werden konnte

_dv
Qy—'du

oder im Falle der schrittweisen Rechnung

¥
Au

zu setzen.

Mit diesen Beziehungen die fiir beliebig beran-
dete Federplatten gelten, sind die Momente Je~
weils um eine Drehachse bestimmt.

Es kann damit nunmehr zur Ermittlung der Momente
fiir die ganze Platte ilibergegangen werden.

Betrachtet werden zwei Berandungsformen der
‘Federplatte '

l. die quadratische
2. die kreisrunde Berandung

Die Beschrédnkung auf diese beiden Formen ist aus-
reichend um das benutzte Rechenverfahren geniigend
klarzulegen. Ausserdem diirften diese beiden Formen
diejenigen sein, die in der technischen Praxis
vorzugsweise Verwendung finden.
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2.2.2.1 Die guadratische Federplatte

Da bei dieser Berandungsform

L=Qu) = const. ist
gilt fiir die ganze Federplatte die Momentenbe-
ziehung nach Gl. (II.25) bzw. Gl. (II.27).
Diese lautet ' :

M_o=2 6l (4- 983 ) %

Driickt man -} durch den Federweg (2h) aus, so
ist nach Gl. (I.11)

'\9'-‘2%2
[ ist der Abstand der Lastpunkte und bei dem
theoretischen Lastangriffspunkt in den Ecken der
quadratischen Federscheibe identisch mit der Kan-
tenlinge des Quadrates. Setzt man also A% ent-
sprechend ein, so ergibt sich

2 .~ d3/, 063 -
MD¢=—3_G_L_(4 n )(2h) (11.54)

Vernachlédssigt man das zweite Glied in der Klammer,
so wird fiir n ) 10 der Fehler £ 4,5 % und man
erhdlt eine einfachere Beziehung, die einen ra-
scheren Uberblick iiber den Einfluss der Abmessungs-—
parameter gibt. Dann lautet die Momentengleichung

Mg

¥

2 . d° o
-%6— (Zh) (11.35)
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Die Tragfédhigkeit der Federplatte, besser der
Tragféhigkeitsanteil aus den Drill-Schubspan-
nungen, ladsst sich sofort finden, wenn man be-
achtet, dass das so aus den Spannungen gefundene
Moment, dem Moment aus den #usseren Kréften ent-
sprechen muss.

Das Moment der &dusseren Kraft ist nach (II.13)

M=t

woraus sich mit Gl. (II.34) sofort ergibt

— ; — =
‘po¢=i§--6% (1—0—',,,—5)(214) (T1.36)

Es ist vielfach zweckmissiger, statt des Gleit-
moduls G mit dem Elastizité@tsmodul E zu arbeiten.

Mit
_ _Em
G— 2(m+1) :

m = Querkontraktionszahl

ergibt sich

2"E}n d?3 b,c3 |-
%¢= T oz (4——,;—-)(214) - (11.37)

oder die vereinfachte Form -

)

5=

Em Jd?
el 7 (2h) (I1.38)

2
Fon="3
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Vergleicht man (II.38) mit der nach der Platten-
theorie gefundenen Beziehung (II.11) und beach-
tet, dass

uVmax =h

so0 erkennt man Identitdt zwischen beiden Beziehungen.
Allerdings muss man auch feststellen, dass Iden-
titdt nur zwischen der vereinfachten Formel aus der
Drehungsfestigkeit und der der Plattentheorie be-
steht.

Zwischen der genaueren Beziehung (II.37) der Ver-
drehnngsthedrie und der der Plattentheorie besteht
eine Diskrepanz, die auf folgendes zurickzufiihren
ist.

Bei der Plattentheorie geht man aus von Platten ge-
ringer Dicke, man vernachlédssigt dahér den Einfluss
des Spannnngsabfallsﬁam'Plattenrand.

Bei der Verdrehungstheorie geht man dagegen von ei-
nem Querschnitt aus, der etwa mehr dem Quadrat

nahe kommt und betrachtet den Streifen des vorlie-
genden Falles als Grenzfall. Es ist dann der Ein-
fluss des Spannungsabfalles am Rand bei Streckung
des Querschnittes in den Ableitungen enthalten und
tritt im Ergebnis in Erscheinung. Der Fehler ist
jedoch bei Federscheiben gering. Meist { 5 %.

Es sei hier noch der Ort um kurz auf die Schub-
spannungen zurickzukommen.

Fir den streifenformigen Querschnitt ist die max.
Schubspannung nach (II.18)

Trpag = 6d
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Setzt man hier wieder «% aus (I.11) so ergibt
sich sofort ' :

qux=26% (2h) (I11.39)

Auch hier G durch E ersetzt ergibt

max m+1

T =Em . d (5n) | (11.40)

Vergleicht man die Spannungsbeziehung (II.10)
der Plattentheorie unter Beachtung dass B, max = h
mit Gl. (II.40) so besteht auch hier Identitét.

Die kreisrunde Federplatte

Verdrillt man eine kreisrunde Federscheibe durch
ein Momentenpaar bei dem die Kradfte in 4’symme-
trisch zueinander liegenden Randpunkten angrei-
fen wie dies AbD. 5 zeigt, z.B. um die u-u-Achse,
s0 wird man bei der theoretischen Betrachbtung des
Vorganges feststellen, dass die beiden Kreisseg-
mente der Kreisscheibe, die ausserhalb der Ver-
bindungslinien der Lastpunkte liegen von dem Mo-
ment nicht beaufschlagt werden. Eine Behandlung
des Problems wie vorausgegangen mit Hilfe der Zer-
legung der Platte in Streifen von verdnderlicher
Lange wird deshaldb zundichst zu keinem Ergebnis
fiihren. |

Verdrillt man gleichzeitig die Platte noch um die
v-v-Achse wie dies auch tatsdchlich der Fall ist,
s0 liegen auf diese Achse bezogen die gleichen
Sachverhalte vor wie oben dargestellt. Es werden
auch hier zwei Segmente von der Rechnung nicht
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erfasst. In beiden Fédllen werden jedoch die
Segmente die nicht von der Jjeweiligen Drill-

achse durchstossen werden in die Rechnung mit
einbezogen.

Ausgehend von diesen Zusammenhingen ldsst sich ein
Rechnungsweg zur Ermittlung der lMomente der gan-
zen Federscheibe und der Drillung einzelner Zwi-
schenpartien aufbauen. ,
S Entsprechend Abb. 13
)b | denkt man sich die

- Scheibe parallel zur

- u-u- und zur vV-v-
Achse durch Schnitte
a-a; b -1 bzwe ¢ -

und d - d in Jeweils
_gleich breite Strei-
fen zerlegt.

Die’Streifen sind

1 ¢ , dann aussen durch

i b Kreisbogen, d h. Ab-

/) . , schnitte der Kreis-
.Abbg 13 | | S?Féibe begrenzt.

Fir jéden Streifen parallel zu der der jeweiligen
Drehachse senkrechten Achse lisst sich entsprechend
der Gl. (II %0) das bei gegebener Verdrlllung auf-
tretende Moment bestlmmen.

Beide Momentveerden addlert. Da im Zentrum, d.h.
dort wo sich die beiden Streifen iiberdecken, fiir
diesen Bereich das Moment doppelt erfasst worden
ist, ist dle Momentengrdsse dieses Uberdeckungs-
gquadrates von obiger Summe einmal abzuziehen und
man erhdlt das Gesamtmoment wie folgt:

b d bd
Iges = iy + Mu - lep" (II%LL-I—D
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Werden die Schnitte schliesslich so gelegt,
dass diese durch die Lastpunkte laufen, so
erhdlt man das Moment der ganzen Scheibe. Wer-
den die Schnitte innerhaldb der Lastpunkte ge-
legt, so ladsst sich wie unten gezelgt wird,
die VerwSlbung bzw. die Ortliche Drillung der
Scheibe auf diesem Wege bestimmen. “

Es sollen zundchst jedoch die Verhaltnisse bei
der ganzen Scheibe untersucht werden.

Fiir einen Streifen begrenzt einerseits durch die
zur Jeweiligen Drillachse senkrechte Achse und
die zu dieser parallelen Lastpunktlinie die im
Abstand L/2 verléuft gilt

Ny
M, _17' du
o I(U)
Fiir die u-Achse der Drehachse ist | (u) die Srt-
liche Streifenlange und hat den Wert

—
Ly =2|2e=-u? | (11.82)
womit sich fir M ergibt
Mu=2NW'/—-4—— |
2/ du (II.43)
?V%"z---uz




Das Integral hat den Wert

1/] 1/2
. 2u
= arc sin ——
D

0 q o

und ergibt fiir die angegebenen Grenzen

1
[=_#’_
L

/]

so dass man fiir das Moment erhdlt

*1=f%-Nw | (IT.44)

Ersetzt man ¥ durch den Federweg (2h) so
erhdlt man mit (I.9)

T (II.45)

=46y 2h _ 2h
bZWe
2h (8 _
MQGS = ZN L ( # 1 )

oder N ausgeschrieben und fiir G -+ E gesetzt,

455 Em d?® 063
Moo = 258 Em d” (1 063 ) (2) | (11.46)
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Aus dem Moment der Zusseren Kréfte kann man
wiederum den Tragféhigkeitsanteil der Drill-
~Schubspannungen ermitteln. Es ist dann

_5.455 Em d3 0,63
o4 =2 3 e LZ( ‘T)‘Z“) (I1.47)

Ersetzt man schliesslich noch den Abstand der

Lastpunkte durch den Scheibendurchmesser, so
ist mit

. 2
(?=22 (11.48)

_22-155 Em d? 0,63
(%4‘ 3 m+1 5_2(4—?—)(2h)>
Q

oder

Em d3 0,63
PD¢=2'065 povy _D_: (1-—”—-)(2"1) (1I1.49)

Vergleicht men die gefundene Gl. (II.49) mit
der analogen aus der Plattentheorie (II.8),
setzt wieder Uy = h und vernachléssigt bei
(ITI.49) das zweite Glied in der Klammer, so
ergibt sich bei letzterer ein Zahlenbeiwert
von 2.065 bei der Gl. (IT.8) ist der entspre~
chende Beiwert 2,095. Unter Beachtung des
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oben im gleichen Zusammenhang bei der quadra-
tischen Platte Gesagten kann man auch hier von
einer sehr guten Ubereinstimmung beider Ergeb-
nisse sprechen.

Die max. Schubspannung ergibt sich analog (II.40a)
zu '

T _pEm %/.i(%) | (II.40b)

max m+1

Néherungslosung fiir die ganze Federplatte

Im Verlauf der Entwicklungsarbeiten an der Feder
war fir die Bestimmung des Momentes bzw. der
Tragfahigkeit noch eine recht brauchbare Ndhe-
rungslosung gefunden worden. Sie soll der Voll-
stdndigkeit halber hier gebracht werden.

Bei einem parallel zur Drehachse berandeten Strei-
fen ist das Moment nach (II.27)

M=Nl-Y

Bei einem Streifen dessen Berandung nicht paral-
lel zur Drehachse ist, ist in einem beliebigen
Schnitt der Lage u = 1

oder allgemein geschirieben

Das Moment hat léngs der Drillachse eiﬁen kon-

stanten Wert.
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Unterstellt man, dass die Drillung19; wie bei
der quadratischen Federplatte, iiber die ganze
Flache ebenfalls einen konstanten Wert hat,
was in erster Ndaherung zulidssig ist, also den
Wert 2%, hat, dann gilt

M=Nl; 2%; = Nl 2%,

oder

M=NL,, I © (11.50)

Das bedeutet, dass man mit einer mittleren
Lénge des Streifens rechnen kann. Es ergab
sich, dass die am besten mit der Messung iiber-
einstimmenden Werte dann gefunden werden, wenn
der integrale Mittelwert iber die Breite des
Streifens gébildet wurde.

Dann ist

u .
) i ___Q/L(U)au
m Au

bzw. das Moment

J
M= N 2 i‘:’a“ (11.51)

Fiir die kreisrunde Platte setzt man

%
7L\, < #D
(u) vY 8

/]

'Y




oder nach (I1.48)

AU—ZTF_-

und erhdlt fir 1m

+#D
an='ZT'V§

Mit 2% nach G1. (T.11) und N nach (II.20) er-
gibt sich

M- £ Va6d? (1-282) L (2n)

Schreibt man fiir L -~ D, nach (II.48) und er-
setzt ausserdem G durch E, so ergibt sich

V2 Em _ d? 063 ) (21 (II.52)
MUé 6 m+1 uq(4 )(2 )

Dieses Moment dem der dusseren Kraft gleichge-
setzt, also

gesetzt, ergibt

3m

d3 063
Bou =5 #mer oz (-5 ) @) | rsy)
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Wie man unter Beachtung des vorausgehend Ge-
sagten vergleichsweise sofort sehen kann, be-
steht in diesem Fall zwischen obiger Beziehung
(I1.5%) und der Gl. (II.8) nach der Platten-
theorie v6llige Identitédt, so dass das Ndhe-
rungsverfahren als zulédssig angesehen werden
kann. '

Die Drillung der kreisformigen Platte

Fiir die bisherigen Herleitungen der Beziehungen
fir die kreisrunde Federscheibe war die Drillung
) als iiber die ganze Fldche der Platte konstant
angenommen worden. Es wdre nunmehr zu untersuchen,
wie sich die Drillung der Scheibe tatséchlich
einstellt bzw. wie weit die Annahme einer kon-
stanten Drillung zul8ssig bzw. fehlerhaft ist.

Fiir diese Betrachtung wird auf die vorausgegangene
Untersuchung, wonach die Platte entsprechend Abb. 13
kreuzweise in gleich breite Streifen aufgeteilt
wird, bzw. es wird auf den Streifen nach Abb. 11
zurickgegriffen.

Fiir einen solchen Streifen ergab sich bei einer
Verdrillung um die u~Achse und die Streifenbreite
in Richtung der u-Achse ein Verdrillungswinkel
entsprechend (II.29) von

u ‘M qa
vi-5 [
o

Mit 1(u) fiir die Kreisscheibe nach (II.42) er-
gibt sich

u U

L[J/ =2—E-arcsin %‘;Z, (11.54)

{
o




Kennzeichnend fiir den Verlauf von ¥ =¥ (u)
ist lediglich der '‘arc sin Ausdruck. Zur Ver-
anschaulichung ist der Verlauf des arc sin
fiir das Verh&8ltnis A = 2u/D in Abb. 14 dar-
gestellt. :

Betrachtet man einen Schnitt entSprechend der
Linie a-a in Abb. 12 in Richtung der v-Achse,
so wird man feststellen, dass dieser bei der

Verdrillung der Scheibe der strichpunktierten
Linie Abb. 15 entSpreChend verbogen ist.

u ' Da die Verdrillung so-
\?TD\*- "~ wobhl um die u-Achse, als
/7§' ' aueh die v-Achse gleich-
72 zeitig erfolgt, iiberla-
/ﬂ' | ' gern sich beide Verfor-
: . mungen, so dass auf eine
z—- —12 -~ Seite der Platte draufge-
7 /AN o sehen in je zweli gegen-~
: /f’ ,  {iberliegenden Quadranten
7 1 o die Platte leicht ausge-
42' kauckelt in den beiden
' T anderen Quadranten einge-
dellt ist.

u.
Abb. 15

Dies bedeutet, dass die kreisfdrmige Platﬁe,bei
der Verformung ganz schwach von der Fl&che des
hyperbolischen Paraboloides abweicht, die Ab-
weichungen selbst siﬁd gering.

Aus diesen Abweichungen ergeben sich jedoch ge-
wisse Folgerungen fiir die Grdsse der ortlichen
Schubspannungen, die der Vollstandigkeit halber
qualitativ diskutiert werden sollen.
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Wie bekannt ist (Gl. I.7)

49..____

‘Betrachtet man unter diesem Gesichtspunkt den
Verlauf der Kurve Abb. 14, so sieht man sofbrt,
dass -} fiir niedrige Werte von A, d.h. auf der
Innenfléche der Scheibe geringere Werte hat
als bei hohen A-Werten, d.h. in den Randzonen.
Da die Schubspannungen llnear von19'abhangen
‘bedeutet dles, dass diese im Zentralberelch der
Scheibe gerlnger seln werden, als in deren Rand-
partlen. i

Fiir sehr exakte SpannungsanalySen einer Feder-
platte ist daher fallweise auf diesen Umstand
Rﬁcksicht zu nehmen und zwar so, dass man nach
obigem Verfahren dle Verdrillung in den Rand-
partien und damlt die dort entstehenden Ortli-
chen Spannungen bestimmt.

Auch bei der Ermittlung der zusatzllchen Normal-
spannungen bzw. deren Momente wird die verénderte
Drillung von Einfluss sein.

2.3 Normalspannungen und deren Momente bzw. Krdfte

2.3.1 Diegguadratische Platte

Das Verfahren zur Ermittlung der bei Belastung
bzw. bei der Durchfederung der Hypo-Feder zu-
sdtzlich zu den Schubspannungen noch entstehen-
den_Ndrmalspannungen und deren Momente stiitzt
sich auf folgende Gedankengénge.

~ Bei der'Verdrillung der Federplatte um eine
Symmetrieachse um Betrdge die mit der Platten~
dicke vergleichbar sind, werden die zur Drehachse
‘parallelen Fasern mit zunehmendem Abstand von



dieser immer grossere Winkel zur Ausgangslage
einschliessen. (Hierzu die Ausfiihrungen von

Weber S. 60 und 61). Dementsprechend werden die
verschiedenen Fasern unterschiedlich gedehnte.

Aus diesen Dehnungen lassen sich die Spannungen
fiir die verschiedenen Faserabsténde ermitteln.
Betrachtet man zundchst eine quadratische Platte,
die um die u-u-Achse verdrillt wird und nimmt fir
die Betrachtung an, dass die zur v-v-Achse pa-
rallelen Aussenkanten der Platte in irgend einer
Art und Weise festgehalten seien, so dass diese
sich nur in einer zur v-Achse senkrechten Ebene
der Ausgangslage bei der Verdrillung bewegen konnen,
dann gelten fiir eine Faser im Abstand v die nach-
folgenden Zusammenhinge.

Nach Abb. 16 ist die Abweichung eines diskreten
Punktes A von seiner Ausgangslage A’ von der
Grosse Z . Dann ist der Winkel ¥ zwischen den
von beiden Punkten zur u-Achse gefiihrten Norma-
len wie folgt gegeben:

»*
to = 2=
9¥=-C

Ausserdem ist wie
ersichtlich

: 1’4

0 tgp =g ta¥
Da in den betrachteten
Bereichen der Ver-
drillung der Bogen = tg

gesetzt werden kann,
ergibt sich

Abb. 16

=Xy
u
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Da analog (I.8) gilt
Y=u 2}

ergibt sich schliesslich

p=v¥ (II1.55)

Die Lénge der Faser in der Ausgangslage ist
u, in der Lage der Verschiebung hat diese die

Lénge'u* und zwar ist

¥*

U™su+ Au

Die relative Dehnung der Faser ist damit

£ DY
N u+au
Sie ergibt sich, wenn in Abb. 17 das durch

die Linien A-B-A’ geschaffene Dreieck ndher be-
trachtet.

Durch die Verschiebung

von A nach A’ ergeben

sich 2 Dreiecke fiir die die
folgenden Beziehungen
gelten

. z*
o 2= ui A

28 =180 — /3
¥=90- /2
weiter gilt

AU ¥
sin (qo-a‘). sin (180~ 5

Abb. 17
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Nun ist DO-v= 6/2 und 180—‘Y=90+ ﬂ/z

Setzt man Z * in den beiden Beziehungen gleich,
so0 ergibt sich

A U _ snf _sin 32
u+ad sin90 + ﬁ/z

Schreibt man fiir den sin den Bogen und fiir sin
(9+ 3/2) ni#herungsweise 1
s0 erhdlt man

Au 4 .2 g2 o
&y=Graa=z VY | (1156

Fir die v-Achse als Drillachse schreibt sich
die Dehnung analog 2zu B

__bv _ 4 Q2 II.

Diese letzte Vereinfachung (sinﬁk>+ﬁ92>”1 )
ist jedoch nur dann zuldssig, wenn es sich um
kleine Verdrillungen handelt. Bel sehr grossen
Verdrillungen kann die Vernachldssigung, be-
sonders bei Materialien mit kleinem E-Modul,
zu Fehler fiihren die ggfs. zu beachten sind.
Bei Stahlfedern wird man sich fast immer im
Zul@ssigkeitsbereich befinden. ’

Der Verlauf der Dehnung in einer zur Drillachse
senkrechten Richtung ergibt sich durch eine ein-
fache Umrechnung

df _,.v3°2 (II.58)

dyvy :

2’“ =v.-u >t (11.59)
v
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wenn mit f die Dehnungen in u-Richtung und
mit 77 diejenigen in v-Richtung bezeichnet.
werden.

Fiir den ebenen zweiachsigen Spannungszustand
gilt fiir den Zusammenhang zwischen Spannungen
und Forma&nderung, Foppl Drang und Zwang III.
1947, S. 9 [9] | |

€y =L (6y- % 6u)  (I1.60)

dy du — 6
Damit kénnen die Spannungen G, ; 6, und T =~ =
ermittelt werden.

Zundchst ergeben sich durch Umformen der beiden
ersten Gl. V. (II.59) Ausdrﬁcke fiir die Span-
nungen. Diese sind
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Durch Einfiihrung der Dehnungsgrossen aus (II.56)
bzw. (I1.57) ergibt sich

1 Em 9“2 2

Gu,’"Z m2_—1 («+mv7)
2 2

o, - § £ 2 (vi+mu®)

und fiir die Schubspannung mit

2
T=£m uyJd (11.63)

Die Gesamtkraft die bei den gemachten Voraus-
setzungen von der Aussenkante der Platte auf eine
imagindre Halterung ausgeilibt wird ergibt sich

aus
Zu"/G‘u dF =/6’u -ddv

Da die Platte villig symmetrisch ist, ist fir
beide Achsen die Kraft die gleiche. Es ist da-
her nur notwendig, eine der beiden anzuschreiben.
Es ist daher

+4
n 1 2

1 Em 2 fdv +m vidv ‘
-2

Fiir das erste Integral ergibt sich

/c7v=v
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und entsprechend fiir das zweite Integral

V;

die Grenzen eingefiihrt, ergibt sich dann fiir
die Gesamtkraft

¢
+4
2

/]

— -

[3
2 — .
z =_2!_ Em 42 d[u A+ m zz] (II.el)

m2-1

Diese Gesamtkraft wirkt effektiv jedoch nicht
auf eine ausserhalb der Platte befindliche ima-
gindre Halterung, sondern muss innerhslb der Plat-
te durch die den elngepragten Spannungen ent-
gegenwirkende Spannungen aufgenommen werden. Da -
die mit den Normalspannungen gleichzeitig ent-
stehenden Schubspannungen zu dieser‘Gesamtkraft
keinen Beitrag liefern, diese also ihren Wert
behalten, ergibt sich, dass der Verlauf der
Normalspannungen bei der Ubernahme der Gesamt-
kraft durch innere Spannungen nicht verandert
werden darf. Das ist nur dann der Fall, wenn die
inneren Gegenspannungen iiber den ganzen Quer-
schnitt gleiche Hohe haben.

Die entgegenw1rkenden Spannungen ergeben sich
dann zu

also
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Die O6rtliche Effektivspannung ist dann

G, = 6u1+5‘u2

also

12
ot £ o [yt

Damit werden die Ortlichen Normalspannungen

2 i 2 7
-1 Em 2 2'__l'_
GI“‘-Z mz1 4 _V 12 | : ‘
(11.65)
Em? ¢2 [ 2 12
o2z mx1 o L0 42 ] (11.66)

Den Verlauf der Spannung iiber der Plattenbreite
zeigt Abb. 18. '

Dieser Verlauf hat 3 ausgezeichnete Punkte.

1) Den Aussenrand,
' - d‘oh. vV = L/20

), Dénn ergibt sich
\ '/(' "G'a ‘

Em
‘\“-_4£;~’/T Cua= ,; =77 1}2 2

6’:0 (II067)
2) Den Mittelpunkt der

Platte, dshe v = O

Abb. 18

hier wird
6, =—4 Em’ 92,2
u; =7 2% mZq
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Man sieht, dass die Spannung in der Mitte der
Scheibe nur den halben Betrag der Randspannung
erreicht.

3) Der Ort fiir den die Spannung o = O wird.
Dies ist dann der Fall, wenn der Klammerausdruck
Null ist.
Also
LZ
%' =Tz

bzwe.

B { ! -
2= Viz | =0,2885 L (I1.69)

Aus diesen Spannungen kann nunmehr,das Moment bzw.
der Tragfdhigkeitsanteil ermittelt werden. Da die
Schubspannungen parallel zu den Drillachsen ver-
laufen, liefern diese zu dem Moment keinen Beitrag.
Die Normalspannungen dagegen liefern ein Moment, das
sich wie folgt ermitteln lasst.

Momente

Nach Weber S 63 (193) ist das von den Normalspan-
nungen herriihrende Moment, z.B. um die u-Achse,

wie sich auch leicht unter Zuhilfenahme der Abb. 16
ermitteln ldsst

Mu=[v sin 3G -dF (I1.70)
Hierin sind
dF = d- d¢
sinf = sinv oder niherungsweise

sin 3 = v J
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Mit (II.64) fir 0, wird das Moment

¢!
3 4 2
My =3 ER D (v - i vE) Iy

Das Integral ergibt ausgewertet fiir die ange-

. ]
schriebenen Grenzen —-;_- ——+3

15
J = e

80 dass das Homent wird

2

’ 3
My =350 £p_,5d | (II.71)

-Krédfte
Dieses Moment ist dem der 8usseren eingeprig-
ten Krdfte gleich und es ergibt sich

, Pyl 1 Em? s 3
=72 =36 g LAY

ersetzt man %2 nach (I.11) dureh (2h), so er-
hdlt man schliesslich

P, =2 Em® d 5,3 (I1.72)
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Damit wird die Gesamttragféhigkeit einer
quadratischen ebenen Scheibe

3 063 2 Em? 3
P¢=_§_ ni’_’:; % (1 ) (2h) + 45 =i L2(2h) (I1.73)

2.3.2 Die kreisrunde Platte

Die Normalspannungen der kreisrunden Federplatte
und die aus dieser resultierenden Momente bzw.
Krédfte lassen sich auch hier unter Zuhilfenahme
der Beziehungen des gleich breiten Streifens
(II1.70) ermitteln.

Entsprechend ist fiir die u-Achse als Drlllachse
im vorliegenden Fall

4 3

Durch Umstellen und mit der Abkiirzung

M* M, 360 (m2-1)
“n Em'd

erhdlt man
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Mit (III.29) fiir { (u) ergibt sich

3 * 1
qyl:l= MUN'

5 5
2 ViF-v?)
oder
* 1 1
Jd =M 5,
u un 25/3( %‘_uz> /6
mit a.%= 43—!—”4- ergibt sich dann
du
¥ 4 1 .
0Y=Mu,” 555 BT 21560 Y (II.74)
('—q'_—‘u ) ;

Das Integral der rechten Seite ist geschlossen
nicht 16sbar. Der Integrant wird deshalb in eine
losbare Form umgebildet und geschrieben

1 _ 4 1
(D5 2% (L)% (4- hZ)%
‘L;. ’ VLY \’ D‘ /

Der Ausdruck i%?—-kann Werte erreichen von

(0 +1/Y 2) = 0 =+ 0,707. Dann ergeben sich fiir den
Klammerausdruck Werte von +1 + +0,5. Da der Expo-
nent 5/6 relativ nahe bei 1 liegt, kann er evtl.
durch 1 ersetzt werden und die Klammer mit einem
Faktor vorgesehen werden. Zu diesem Zweck bildet
man mit Hilfe einer Kurvendarstellung fiir den
oben angegebenen Wertebereich den Quotient aus

den Ausdriicken (1 --%%;)5/6 und (1 --%g; )1.

1
(1- 225-) %/
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Es ergab sich, dass obiger Ausdruck-
sich ndherungsweise ersetzen lasst durch
den Ausdruck
1

( 1+ (1- lfhz EhZ )1 ) F
Fir den interess:.erenden Bereich wurde der
Faktor F mit F = 0,8 ermittelt.
Damit ergab sich der Ersatzausdruck

1 08 .
(- entel 02 4h? (I1.75)
"o/ - 2

oben eingefiihrt ergibt sich

4 *4/3 4
"’/= Muy us/s (°“'f"f )d“
/]

und daraus

u

V.u’_‘ *.1/3 1 : | Df2 +u ]
qj¢/) = M“NA 05/3 [0,2“""0,201” D/z_u .

. -
Setzt man die obere Grenze u = --‘5—v_ ein, so
ergibt sich SERLE

G/zh #1
' _ M 3

1 [.,4 '+L Yz +1 ]
D23 | 2V2 V2 -

bzw.

*4/3
Y= 04#29 M -5273
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¥
Die Abkiirzung fir MuN eingefiihrt ergibt

4
MUN'360(rn2-1)J ?

Y= 0429 [
Em‘?d D 2%/3

Fiihrt man wieder ein ¥= Qbo)_!_'i__ und stellt die

Gl. um, so erhdlt man fiir das Moment um die
u-Achse schliesslich '

2
359 Emd 3
Muy =360 (2 t) (2h) (I1.76)

Fiir anféangliche Rechnungen wurde bez. der Normal-
spannungen mit einer Ndherungslosung gearbeitet,
die recht befriedigende Ergebnisse brachte und die
wie folgt zustande kam:

Zur Berechnung des Normalspannungsmomentes fiihrte
man als erste Ndherung eine der kreisrunden fla-
chengleichen quadratischen Platte, deren Kanten-
lange Lx ist, ein und rechnet die Normalspannungen
und Momente fiir diese quadratische Platte.

Das Moment ist entsprechend

4_ Em?® 5 3

Die Ersatzlange ergibt sich aus

LZ_#DZ
X =T

mit diesen Werten und dem Wert von

5 = 4(2h)

m D2

ergibt sich das Moment zu

A5 Em* d 3 |(II.
Mu¢‘ 480# mq___1 D (Zh) ( 77)
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Mit T ‘" = 17,5 ergibt sich hier der Zahlen-
faktor zu 35/3%60. Oben ergab er sich zu 35,9/360.
Wie man sieht eine sehr gute Ubereinstimmung des
Ergebnisses der beiden Rechenverfahren.

Die Tragfahigkeit ergibt sich damit zu

Y. % d 3
.PN=3§L8%V_Z_”€Z, 22 (2h) (11.78)

Mit (II.53) und (II1.78) ergibt sich nunmehr die
Gesamttragfédhigkeit der kreisrunden ebenen Platte
zu , ,

2
2£3) (2h) + 0242 EL7 (2/7)

77—'5 ﬂf‘Dz

—1 ..2_
IBges ™3

(IT1.79)

Eine Nachpriifung der Formeln (II.73) fiir quadra-
tische und (II.79) fiir kreisrunde ebene Platten er-
gab gewisse gesetzmissige Abweichung zwischen
Messung und Rechnung deren Ursache darin zu suchen
ist, dass die bei der Verformung tatsi@chlich auf-
tretenden Verdrillungen von der der Rechnung zu-
grunde gelegten mittleren Verdrillung abweichen.
Auf diesen Sachverhalt soll spdter noch im einzel-
nen eingegangen werden.

Nachzuholen ware an dieser Stelle noch dié Er-
mittlung der Normalspannungen.

Diese ergeben sich aus der Beziehung (II.65) und
(I1.66) wenn man dort die jeweiligen Werte fiir
v bzw. u einfiihrt. Fiir ) schreibt man das mitt-
lere 097,, mit

(2h)
'§:ﬂ =4 D2
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und erhialt

. 2
_ Em2 (Zh)z 2¢..2 L (UZ‘V)->
Gui(v) =8 m2-1 p* \V (L{ )= 12 (I1.80)

Durch Uberlagern der beiden am gleichen Ort

- jedoch senkrecht zueinander wirkenden Spannungen
ergibt sich die effektive Spannung nach Richtung
und Grosse.

Fir eine exakte Bestimmung der Ortlichen Normal-
spannung kann man mit Hilfe von (II.54) die 6rt-
liche Drillung <} ermitteln und mit dieser nach
(II.64; 1I.65) dann die Spannungen aufsuchen.

2.4 Die vorverwOlbte Platte

Die verwolbte Platte ist in ihrem spannungslosen Aus-
gangszustand bereits um das Mass (2h) durchgewdlbt.
Sie wird durch die Belastung zur ebenen Platte hinfiih-
rend verformt.

Bei dieser Verformung entstehen, wie bei der Platte mit
ebenem Ausgangszustand, wieder 2 Arten von Momenten.

l. Die von den Schubspannungen herriihrenden und

2. die von den Normal spannungen kommenden Zusatz-
Momente. |

Da die Schubspannungsmomente in Ebenen entstehen, die
senkrecht zu den Drillachsen liegen, ist es fiir die
Grosse des Momentes gleichgiltig in welcher Lage sich
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benachbarte Schubebenen zueinander befinden. D.h. die
Schubmomente fiir die verwdlbte Platte, bei der benach-
barte Ebenen etwas gegeneinander verschoben'sind, sind dann
die gleichen wie die bei der ebenen unverwdlbten Platte.
Ebenso die aus diesen hergeleiteten Husseren Kréfte.

Anders ist das jedoch bei den Zusatzmomenten aus den
Normalspannungen und zwar entsprechend folgender Zu-
sammenhange.

Im verwdlbten Ausgangszustand ist die Platte spannungs-
los. Hier sind Momente und &ussere Krdfte Null. Bei der
Durchfederung zur Ebene hin entstehen in gleicher Weise
wie bei der Auslenkung der ebenen Platte zusdtzliche
Normalspannungen. Diese Normalspannungen wirken jedoch
an einem Hebelarm, der mit zunehmender Verformung immer
kleiner wird, um beim Erreichen des ebenen Zustandes
ganz O zu werden. '

In diesem Punkt werden also die Zusatzmomente ebenfalls O.
Das bedeutet, dass hier nur noch das reine Drillschub-
spannungsmoment wirkt.

Die Kennlinie der Platte schneidet daher die Gerade der
Drill-Schubmomente an 2 Punkten, und zwar einmal im
Ausgangspunkt und dann, wenn die Platte zur Ebene ver-
formt ist. Es gentigt daher zur Ermittlung der Kennwerte,
sowohl der quadratischen als auch der kreisrunden Platte,
die Zusatzmomente fiir den verwdlbten Zustand zu ermitteln.
Die Bestimmung dieser Momente geschieht nach folgender
grundsidtzlicher Uberlegung.
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Abb. 19

Die nebenstehende Abb. 19
zeigt einen Schnitt durch
die Platte parallel zur
u-Achse im Abstand v von
diéser. Die mit 0-0 be-
zeichnete Lage ist die der
ebenen Platte. Die mit I-I
bezeichnete Lage ist die
Ausgangslage der vorver-
wolbten Platte. Die Lage
IT-IT ist eine Zwischen-
lage; sie entspricht einer
gewissen an sich beliebi-
gen Verformung. Die Ver-
drillwinkel sind:

/31 = der Winkel zwischen der vorverwdlbten Lage (Aus-
gangslage) und der Lage der ebenen Platte.

f?2

. der ebenen Platte.

der Winkel zwischen der Zwischenlage und der Lage

/35 = der Winkel zwischen dem der Ausgangslage der vorver-
wOlbten Platte und dem der Zwischenlage.

Es ist also

ﬂ§=/31_/32

Die Grosse der Winkel(3,; (3,; (33 ist wie oben analog de-

finiert.

By = Q%Lli /3z=“6%'“ i/33== S u

3
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Basis der Rechnung ist der Zustand der Lage 0-0,

also die ebene Platte. Ausgangslage ist die Lage I-I.
In diesem Zustand ist aufgrund der praktischen Ver-
formung die Platte spannungslos.

Bezogen auf die Rechnungsbasis, die Lage 0-0O, hat die
Platte jedoch eine Verformung erlebt. Fiir die Rechnung
wird nun so vorgegangen, dass unterstellt wird, dass
diese Verformung in der Platte erhalten bleibt und eine
dieser entsprechende Spaﬁnung dort als konstante
Spannung 6, weiterbesteht.

'Wird die Platte in gleicher Weise in eine Zwischenlage
II-1IT verformt, so besteht dann in dieser Lage die
Spannung Ose

Die Differenz beider Spannungen ist dann die Spénnung

03, die bei der Verformung der Platte aus der Lage I-I
in die Lage II-II entsteht, d.h. die gesuchte Grosse,

die zur Ermittlung des Momentes erforderlich ist.

Es ist also

&5 = G- G, (11.81)

Nach Gl.(II.66)gilt fiir die Spannungen allgemein

Damit wird

. % Emv [uz—'-—z-] [,Jf_ 4}2] (T1.82)
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Dann ergibt sich das Moment analog zur bekannten Be-
ziehung zu

MN='/U‘6l‘n ﬂz 63 dF
3

mit 8

dF =d. ou

und man erhdlt s B; ~ % - u

My,

+

4 Em? I S (2

=7 ey 4 (F - )[iuz (UZ‘TZ) ou
2

Bezieht man die jeweiligen Drillungen '1?’2 auf die max.
Drillung, die ja durch die Vorverwdlbung festgelegt ist,
mit '

X ' ¥
% =\ bzw 4}2 =Y. «9’1
1
so erhdlt man
+l-lu)/2
1 Em? 3 2 L2
Myy =0 S8 d 32 ¥ (1= 92) [ u? (u*- 45 ) Bu
~Lw)/y

Fiihrt man noch ein

=2 2o ynd J2=ZZ'-°—°£12—2—"'

wenn | der Abstand der Lastpunkte, 2ho der gesamte
VerwSlbungspfeil im unbelasteten Zustand und 2h der
momentane Federweg ist, so erhdlt man

1- 2h (11.83)
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oder mit

2h/2ho = €

Pat—¢ ‘ (I1.84)

Zur Vereinfachung fiihrt man ein

=) = H P | (11.85)

und erhalt

+ L2
2 * (2
MNu-=% E';"i1dq}3H(*P)/uz (uz-’rz')a“ (11.86)

3

w2

Die Fkt. I-I(‘P,’)e igst in Abb. 20 angefiigt.
Mit diesen Beziehungen kdénnen nunmehr die effektiven
Momente sowohl fiir die quadratische als such kreis-
formige Platte bequem ermittelt werden.

Die Normalspannungen in der Platte ergeben sich }dann
analog Gl. (II.65) und Gl. (II.66) zu ‘

6y =% £ [“2 - L ]9 | anen

(uz) =1 lev2)y 12

3

sie erreichen dann, wenn ¥ gleich O wird oder 2h/2ho = 1
ihren H6chstwert und zwar den Wert, der bei einer ebenen
Platte gleicher Grésse und gleicher Verformung entsteht.



2.4.1 Die gquadratische Platte

Das Moment fiir die quadratische Platte ergibt
sich, wenn L(u) = L gesetzt wird, durch Integra-
tion iber den angegebenen Grenzen

2 3 +
My, =355 57';7—1 A L5S5TH () (II.88)

Durch Vergleich der Beziehung (II.88) mit (II.71)
sieht ma% sofort, dass sich diese nur durch die
Fkt. H(y) unterscheiden.

Das Moment ist dem der &usseren Krdfte gleichzu-
setzen, so dass sich, wenn man«@?durch (2ho) er-
setzt, ergibt

Pugp = 2 %}Q; fi (e (2n,)3 (11.89)

2.4.2 Die kreisrunde Platte

Fir die Ermittlung der Momente und der Krafte bei
der kreisrunden Platte wird von der allgemeinen
Beziehung (II.70) ausgegangen. Wird die Integra-
tion jedoch nur fiir einen schmalen gleichbreiten
Streifen der Breitedv durchgefiihrt, so ergibt
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sich die gleiche Beziehung wie (II1.71) jedoch

mit dem Unterschied dass die vorliegende noch die
Funktion H(f), die Verwdlbungsfunktion, enthdlt.
Sie ist die gleiche wie die der gquadratischen
Platte (II.85) Mit dieser Beziehung kann ent-
sprechend dem Weg nach Abschnitt 2.3.2 das Mo—
ment zu

Mu¢N—-,,0 rfET, g (2r)’ H ()" | @)

gefunden werden, und die Tragkraft zu

’ 2
Pby = “35;30‘5 Em, pi (20)° H(P)"| (11.92)

Damit ist die Gesambttragfdhigkeit der kreis-
runden verwSlbten Platte

3
p¢jﬁ -‘-—"3&7]" Em d? l/'f__ 9,63, (2h) + (IT1.93)

Bemerkungen und Begriindung fiir einen Korrektur-
faktor

Rechnet man mit den Beziehungen (II.73) und (II.90)
fir die quadratische Platte sowie mit (II.79)

und (II.93) fiir die kreisrunde Platte konkrete
Fdlle durch und vergleicht mit entsprechenden
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Messergebnissen, so muss man teilweise starke
Unterschiede zwischen Messung und Rechnung fest-
stellen. Die Ursache dieser Unterschiede soll im
nachfolgenden aufgesucht und nédher betrachtet
werden.

Fir die Betrachtung werden die auf den Blattern
Dl - Dl9 dargestellten Kraft-Weg-Kurven fir ver-
schiedene Federplatten benutzt. Es sind dort so-
wohl die gemessenen - mit Pﬁ bezeichneten ~ als
auch die gerechneten -~ mit ER bezeichneten -
Kennlinien dargestellt. Die gestrichelte gerade
Linie ist in allen Fallen die gerechnete Kraft-
Weg~-Kurve aus der reinen Drillung. Also das erste
Glied der oben genannten Gleichungen.

Bei der Herleitung der Formeln war grundsédtzlich
unterstellt worden, dass bei der Verformung der
Platten, sowohl der im Ausgangszustand ebenen als
auch der im Ausgangszustand verwolbten, die Mittel-
flédche der Platte immer die eines hyperbolischen
Paraboloides (Idealfldche) ist bzw. bleibt. Dies
trifft jedoch nicht zu. Fiir kreisrunde Platten
wurde darauf oben schon (Kapitel 2.2.4) hinge-
wiesen. Aber auch bei quadratischen Platten treten
solche Abweichungen von der Idealfléiche auf. Dies
bedeutet, dass die Drillung.fbeinen von Ort zu Ort
verschiedenen Wert annimmt, d.h.

= Hu;v)

Der den bisherigen Ableitungen als Ausgangselement
zu Grunde gelegte gleichbreite schmale Streifen
kann dann nicht mehr als gerade angesehen werden,
sondern wird leicht verbogen sein.

Wie Weber S. 51 - 55 nachgewiesen hat, ist jedoch
eine solche Verbiegung nur von sehr geringem Ein-
fluss auf das Moment.
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Das Drillmoment kann also, als von den unterschied-
lichen Ortlichen Drillungen, unabhingig angesehen
werden und bleibt damit eine lineare Fkt. der mitt-
leren Drillung bzw. der Durchfederung (2h). Das
Drillmoment bzw. die diesem entsprechende Kraft

kann daher in allen Diagrammen Dl - D19 als gerade
strichpunktierte Linie dargestellt werden.

Zu diesem Drillmoment addiert sich das aus den zu-
sitzlichen Normalspannungen herkommende Zusatzmoment.

Das Zusatzmoment bzw. die diesem entsprechende Kraft
wird durch das zweite Glied in obigen Gleichungen
beschrieben.

Die bestimmende Grosse in diesen Ableitungen ist
ein Faktor

Fo = R (II.94)

Man ersieht, dass

1) die Verdrillung mit der 3. Potenz wirksam ist,

d.h, Unterschiede in dieser werden sich sehr

LY~ A

stark bemerkbar machen.

2) die #usseren Partien der Platte sehr viel
stdrker zu der Gestaltung des Momentes bei-
tragen als die inneren.

Bei den bisherigen Ableitungen ist nicht bertick-
gsichtigt worden, dass das Moment durch punktformig
wirkende Lasten in die Platte eingeleitet wird.

Die Ableitungen setzen voraus, dass eine gleich-
méssige Verteilung des Momentes iiber den Drillquer~
schnitt vorliegt. Durch punktformig wirkende Krafte
entsteht jedoch im Drillquerschnitt zwischen den
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Lastpunkten eine s-formige Verbiegung des an sich
nach der Rechnung gerade bleibenden Plattenquer-
schnittes. Daraus ergibt sich eine zusdtzliche Ver-
drillung, also auf der ganzen Platte eine von Ort
zu Ort variierende Drillung.

Die Grosse dieser Verbiegung ist dabei mit abhiangig
vom Verhdltnis von Plattendicke zu Lastabstand,
also von n bzw. dem Widerstandsmoment gegen Ver-
biegen.

Bei den Diagrammen.Dl - D4, die die Kennlinie fir
quadratische ebene Platten zeigen, liegen in allen
Kurvenblattern bei kleinen Durchfederungen, die ge-
messenen Kraft-Weg-Kurven liber den gerechneten.

Bei hoherer Durchfederung kehrt sich dies um und
die Messwerte liegen unter den Rechenwerten.

Daraus ersieht man folgendes:

1) Die Drillung bleibt auch bei der Verformung
ebener quadratischer Platten iiber die ganze
Fléche nicht konstant, sondern hat 6rtlich un-
terschiedliche Werte.

2) Die Drillung muss in den dusseren Partien der
Platte grésser sein als in den inneren weil nur
dann der Faktor

Fk=15/93

Werte solcher Grdsse erreichen kann, dass das
effektive Zusatz-Moment ein mehrfaches des
rechnerischen Momentes wird.

Das bedeutet, dass die Plattenpartien in der
N&ghe der‘Lastpunkte sich wesentlich stdrker
verformen als es der mittleren Verformung der
ganzen Platte entspricht.
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3) Bei weitergehender Durchfederung folgen die
inneren Partien der Platte der Gesambverformung
immer mehr, so dass diese zunehmend starker
verwolbt werden, wogegen die Verwdlbung der
ausseren Partien relativ immer mehr abnimmt.

Ausserdem wirken die Krafte im Lastpunkt zu-
nehmend nicht mehr in Richtung der Platten-
normale. Die wirksame Komponente ist dann

P*=Pen

wenn o die Plattemneigung im Lastpunkt ist.

Bei den kreisrunden ebenen Platten fiir die die 7
Ergebnisse von Messung und Rechnung in den Bléattern
D12-D15 dargestellt sind, treten die oben geschil-
derten Zusammenhdnge nicht so klar in Erscheinung.

Es zeigt sich hier folgendes:

1) im unteren Bereich, d.h. bei kleiner Verformung
ist die Abweichung zwischen Rechnung und Messung
praktisch Null.

2) Bei Durchfederungen die grésser als die Platten-
stdrke sind, beginnt die gerechnete Kennlinie
die gemessene zu iibersteigen.

Die Ursache fiir dieses Verhalten liegt darin, dass
bei der kreisrunden Platte der zur Einleitung des
Momentes zur Verfﬁgung stehende Plattenquerschnitt

durch die ausserhald der Verbindungslihie der Last-

punkte liegenden segmentartigen Plattenpartien ver-
starkt und damit biegesteifer ist.
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Bei grosseren Verformungen werden dann in gleicher -
Weise wie der quadratischen Platte die inneren
Plattenpartien starker mitverformt und auch die
Schiefe der Kraftrichtung wird bemerkbar.

Bei vorverwélbten Platten, quadratischen wie kreis-
runden, liegt die gerechnete Kennlinie in beiden
Fdllen iiber der gemessenen. Die Abweichungen beider
Kurven sind jedoch bei der quadratischen grdésser als
bei der kreisrunden.

Das abweichende Verhalten der vorverwdlbten Platten
gegeniiber den ebenen Platten wird leicht verst@ndlich,
wenn man auf die in Kap. 2.4 dargelegten Ableitungen
fiir die Momenten- und damit Kraft-Weg-Beziehungen
zuriickgeht.

Dort war gefunden worden, dass das effektive Moment
aus der Differenz zweier Spannungen bzw. zweier Mo-
mente errechnet werden kann.

Das eine Moment (erstes Moment) entspricht dem einer
ebenen Platte, die bis zum Mass der Vorverwdlbung
durchgeformt ist. Oben erwdhnter Ableitung entspre-
chend ist dieses Moment an der Durchfederung der
Platte unabhéngig, also iiber den ganzen Verformungs-
weg konstant.

In einem Kennlinienblatt fiir eine ebene nicht vorver-
wolbte Platte zeichnet sich dieses Moment bzw. der
ihm entsprechende Kraftverlauf als eine zur Wegachse
parallelé Gerade im Abstand der diesem Moment ent-
sprechenden Kraft.

Das zweite Moment entspricht einem solchen der
gleichen Platte, wobeli jedoch die Durchfederung nur
bis zu einem Zwischenwert geschah. Seine Grdsse
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ist von deren Mass der Durchfederung abhingige.
Die hierzu gehdrende Kraftwegkurve entspricht den
solchen wie sie zum Beispiel fiir quadratische
Platten in Blatt D1 und D2 vbrliegen.

Der Kennlinienverlauf fir die vorverwdlbte Platte
ergibt sich dann aus dem Abstand der Kurve des zwei~
ten Momentes von der Horizontalen des ersten Mo-
mentes. Der Koordinaten-Nullpunkt dieser Differenz-~
kurve liegt im urspriinglichen Kurvenblatt, d.h. dem
der ebenen Platte rechts oben im Schnittpunkt der
Horizontalen des ersten Momentes mit der Kennlinie
des zweiten Momentes. Mit anderen Worten, die Kurve
der vorverwdlbten Platte erhdlt man, wenn man das
urspriungliche Kurvenblatt auf den Kopf stellt.

In einem so entwickelten Kennlinienblatt ergibt
sich sofort, dass die gerechnete dann iiber der ge-
messenen Kennlinie liegen muss.

Durch die Klarstellung dieser Zusammenhédnge lédsst
sich auch sofort i{ibersehen, in welcher Weise die
effektiven Verformungen bzw. Verdrillungen bei der
vorverwdlbten Platte von demen, wie sie den theore-
tischen Betrachtungen zugrunde gelegt worden sind,
abweichen.

Die bisherigen Betrachtungen sind rein qualitativer
Art. Eine quantitative Betrachtung, d.h. eine rech-
nerische Bestimmung der effektiven Verdrillungen
bzw. Verformungen der einzelnen Orte der Platte ist
ein sehr umfangreiches Problem. Da fiir die vorlie~
gende Untersuchung von vorneherein nicht beabsich-
tigt war, sich mit solchen Einzelheiten der Theorie
zu beschaftigen, soll auf diese Zusammenhdnge nicht
weiter eingegangen werden. Dies wiirde ausserdem auch
weit iiber den gesteckten Rahmen der Arbeit hinaus-
gehen.
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Andererseits soll die vorliegende Arbeit Jjedoch
die theoretischen Grundlagen der Hypo-Feder soweit
behandeln, dass fiir die Vorausberechnung brauch-
bare Formeln bereitgestellt werden kénnen.

Die zwischen Messung und Rechnung bestehenden Dis-
krepanzen lassen sich gliicklicherweise durch die Ein-
fihrung eines Korrekturfaktors in die entsprechenden
Formeln soweit beseitigen, dass eine fiir die Praxis
ausreichende Ubereinstimmung zwischen Rechnung und
Messung gegeben ist.

Da bei Federn aus Materialien mit hohem E~Modul die
Krafte und Momente aus den zZusédtzlichen Normal-
spannungen gegen diéjenigen aus der reinen Verdril-
lung ohnehin klein sind, ist selbst eine Ungenauig-
keit die sich bei der Einfiihrung eines Korrekturwertes
in die zusdtzlichen Momentbeziehungen ergibt ohne be-
sondere Bedeutung auf das Gesamtergebnis.

Empirisch wurde gefunden, dass sich in das zweite

Glied der Tragféhigkeitsbeziehungen (II.73), (II.79) und
(I1.93) ein Korrekturfaktor folgender Form anfiihren
lidsst und damit eine befriedigende Ubereinstimmung
zwischen Rechnung und Messung zu erzielen ist.

Der Korrekturfaktor wird mit KF, , bezeichnet und

lautet
n

KF= d‘1!'2 (Zh)n

beil ebenen Platten und
n
-d,, d

bei verwdlbten Platten.

K
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Damit ergeben sich fiir das zweite Glied der ange-
zogenen Beziehungen folgende Formeln:

1) Bei der quadratischen ebenen Platte

2)

n

1 (2n)"

2
Pug = 2% 57731 - (2h)"d

Eine gute Ubereinstimmung liess sich erzielen
mit den Grossen

d’ :2‘5 I. ﬁ:‘f

so dass sich damit ergibt

_ 5 Em? d? 2
quS =35 =T e [2h) (I1.95)

Mit dieser Formel wurde fiir die Blatter D1 - D4
die Rechnung durchgefiihrt und dort der gerechnete
Kurvenverlauf eingetragen (gestrichelte Linie).
Zum Vergleich ist an diesen Blattern ausserdem
eine mit der unkorrigierten Formel gerechnete
Kurve aufgetragen (diinn gezogene Linie).

Bei der ebenen kreisrunden Platte

o 3 "
PN?S—oz:z £m” 2 (24)'d, L8

(26)7
hier fand sich fiir gute Ubereinstimmung
dz =7 ;, n-= 7
danit ergibt sich
E 2 dz 2. —
/=>N7S =0282 5375 55 (24) (I1.%)
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Damit wurde fiir die Bl&atter D12 bis D15 die
Nachrechnung durchgefiihrt und das Ergebnis
durch die punktierte Linie eingetragen. Im
Vergleich ist auch hier das Ergebnis der un-
korrigierten Rechnung wieder gestrichelt einge-
zeichnet.

Fiir die verwdlbten quadratischen und kreisrun-

den Platten liegt es nahe, auch hier den grund-
sétzlich gleichen Korrekturfaktor, wie bei den
entsprechend ebenen Platten einzusetzen. Dies
erscheint auch ohne weiteres plausibel, wenn man
beachtet, dass die Beziehungen fiir die Trag-
fédhigkeit aus den Normalspannungen der ebenen und
verwSlbten Platten sich nur durch den Faktor H( sf")
unterscheiden.

Damit lautet fiir die verwdlbte quadratische Platte
die entsprechende Formel

/7”7

_2 Em* d P (o d, L
Prg = 45 mrr 47 (20 HI) 4 oy

Mit den Werten
6{3 =2 - n=1

!

ergab sich eine Ubereinstimmung die als noch be-
friedigend angesehen werden kann.

Die Beziehung lautet dann

2 2 »
Pugp =4 £ [dz (2h°)" H(p] (11.97)

45 i pi-v

Allerdings ist festzustellen, dass in den Blédt-
tern D5 - Dl1 in denen wie oben die Ergebnisse
sowohl der unkorrigierten als auch der korri-

gierten Rechnung eingetragen sind von Blatt zu
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Blatt gewisse Abweichungen unterschiedlicher
Grdésse zwischen Messung und Rechnung vorliegen,
die sich nur dann erkldren lassen, wenn Unter-
schiede in der Vorverformung und im E-Modul un-
terstellt werden. Eine ndhere Untersuchung, die
die Geometrie der Fliche in Ausgangs- und Ver-
formungszustand betreffen miisste, konnte nicht
‘vorgenommen werden.

4) Fiir die vorverwdlbte kreisrunde Platte ergibt
sich die korrigierte Formel zu

2 o 3 # __Q/_,:_.
Pup =0282 275 3 (20 Hlp I @ 155
Mit
/

d=73 , n=7

ergeben sich recht gute Ubereinstimmungen, so
dass die Formel nunmehr lautet

Py =037 £7° 4124 ) tfy ) (11.98)

In den Blattern D16 - D19 sind die nach dieser
Formel gerechneten Werte in oben dargestellter
Weise eingetragen.

Ebenso die Werte der unkorrigierten Formel.

Auf die Ursachen fiir die gefundenen generellen Ab-
welchungen s0ll hier nicht weiter eingegangen werden.
Es ist zu vermuten, dass eine Ursache in Vereinfa-
chungen liegt, die fiir die Durchfiihrung der Ablei-
tungen der Spannungen und Momente aus den Zusatz-
normal spannungen gemacht worden sind und die damit
diesen Rechnungen den Charakter einer ersten Néhe-
rung geben. ‘
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Eine exakte Aufkladrung kann nur erhalten werden,
wenn man eine punktweise numerische Durchrechnung
einer diskreten Platte mit parallel gehender Ver-
messung der Fl&che durchgefiihrt hat. Eine solche
Untersuchung kann zum jetzigen Zeitpunkt nicht
durchgefiihrt werden.

Fiir die Praxis diirfte jedoch das gefundene Ergebnis
zundchst vollig hinreichend sein.

Zusammenstellung der Tragfihigkeitsformeln

Damit lauten die Beziehungen fiir die verschiedenen
Federplatten wie folgt:

1) Die ébene quadratische Platte

2 E d aéz Em? do?
P =5 meg 12 l1="57)(24)+5 o T e (2K
(11.99)
2) Die ebene kreisrunde Platte
d L6 2
Pp 3755 3 (1~ L2)(2m am £ L (2h)
(I1.100)

3) Die vorverwdlbte quadratische Platte

_ 2 Em d? 463 4 d? 2
Pp =352 & (1-25)2n)+ L Em> 2 o) Hlp Y
| (11.101)
4) Die vorverwSlbte kreisrunde Platte
o~ Erm d? as 2 %
'C;ﬁ =27 S (1 -2 (2h)+ 0367 £ %z 21 H(P’)

(II.102
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2.6 Die Spannungen

Die bisherigen Rechnungen ermittelten die Span-
nungen bei der Verformung der Federplatte ent-
sprechend den oben (8.22) gemachten einschrinken-
den Voraussetzungen, d.h. es werden getrennt die
Schubspannungen fiir die reine Drillung, unabhangig
von Normal- und Schubspannungen die zusdtzlich
bei grosserer Verformung entstehen, bestimmt.
Letztere werden wieder unabhéngig von den Drill-
spannungen ermittelt.

Um ein vollstédndiges Spannungsbild der Scheibe zu
erhalten, ist es dann erforderlich, die Spannung
nach Grosse und Richtung fiir die interessierenden
Orte der Federplatte in geeigneter Weise zu addie-
ren. Der vorliegende Abschnitt beschaftigt sich
mit dieser Aufgabe. Die Betrachbtung wird dabei ge-
trennt durchgefiihrt fir

1) die quadratische Federscheibe

2) .die kreisrunde Scheibe.

In perspektivischer Darstelliung mit iibertriebenen
Massstabverhdltnissen wird der charskteristische
Verlauf der Spannungen im einzelnen eingetragen, so
dass man sich von den Spannungsverhdltnissen in der
Federscheibe ein anschauliches Bild machen kann.
Abb. 21 bis 24.
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2.6.1 Die guadratische Federplatte

Fir die reine Drillung, d.h. bei sehr kleinen

Verformungen ergeben sich SpannungsverhZltnisse
wie sie in der Literatur bereits weitgehend be-
handelt worden sind. Hierzu Weber [8] und Uebel

[10].

Fiir einen rechteckigen schmalen Querschnitt, wie
er bei der Federplatte vorliegt, sind nach
Uebel die am Rand entstehenden Schubspannungen
in Abb. 21 fiir ein Seitenverhdltnis L/4d = 12

dargestellt.

=%

Die an den Lingsseiten
entstehende max. Schub-

d$ |(II.10%)

T EIARARRNNRANRY

NARN

N

spapnung hat den Wert
1 Em
Tmax5= 2 m+
Abb. 25

Dieser Wert bleibt fast {iber die ganze Léngs-
seite in voller Hohe bestehen um erst in un-
mittelbarer Nidhe der Ecke des Querschnittes
auf O abzusinken.
An der Schmalseite entsteht nach (II. 19) als
max. Schubspannung eine solche der Grosse

—

ml.n s

_ Q7425 Em

- 2 m+1

d ¥

(I1.104)
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Die Spannungsverteilung an der Schmalseite ist
ndherungsweise parabolisch, desgleichen kann das
Absinken der Spannungen an der Langsseite zur
Ecke hin als ebenfalls einer Parabel folgend
angenommen werden.

Die Entfernung des Parabelbogenansatzes an der
Langsseite liegt etwa bei einer Entfernung

e = 1,26 4 von der Ecke. Sie liegt also umso
néher der Ecke je schmaler der Querschnitt ist.

Der Drehsinn des Momentes und die Richtung der
Schubspannungen sind in Abb. 25 durch Pfeile
gekennzeichnet. Die Spannungen gehen wie bekannt
ist in der Mittellinie durch O.

Der exakte Verlauf der Spannungen iiber dem gan-
zen Querschnitt kann nach Weber S. 25 bzw. Uebel
S. 129 errechnet werden. Die dort gegebenen Be-
ziehungen sind Jjedoch recht kompliziert und
miihevoll auszuwerten. Im allgemeinen, d.h. fir
den technischen Bereich diirften die bisher ge-
brachten angen@herten LOsungen Jjedoch vdllig aus-
reichend sein.

Es s0ll daher hier verzichtet werden,'den exakten
Verlauf der Spannungen darzustellen.

Die charskteristische Verteilung der Schubspan-
nungen ist in der perspektivischen Darstellung
einer quadratischen Platte (Abb. 21) fiir ver-
schiedene Querschnitte dargestellt. Die durch die
reine Drillung erzeugten Schubspannungen sind
mit dem Index D versehen.
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Bei der Ermittlung der Drillspannungen sind im
allgemeinen sehr kleine praktisch gegen O ge-
hende Verschiebungen zugrunde gelegt. Bei dem
Federelement dagegen sind die Verschiebungen
bezogen auf die Scheibendicke gross. Wie be-~
reits oben dargelegt (S. 22), entstehen bei die-
sen grosseren Verschiebungen zus&tzliche Normal-
spannungen bzw. entsprechende Schubspannungen.
Diese Spannungen sind nach

sowie
2 2
G =5 E7 Fi(ut-Le) | (1.65)
~ 1 Em® 92,2 Laf)
6= o5 (v — 53 (II.66)
Ty = 57’3", wuv 9™ (11.63)

Aus Gl. (II.63) ldsst sich erkennen, dass die zu-
sdtzlichen Schubspannungen von der Breite 4 des
Querschnittes'unabhéngig sind, Jjedoch abhingig
von dem jeweiligen Ort, d.h. sie sind eine Fkt.
von u und v. Sie haben an Orten, die auf einer
der u~ bzw. v-Achsen liegen den Wert O und er-
reichen in den Ecken der Scheibe ihren Gr&sst-
wert.

Die zusdtzlichen Normalspannungen entsprechend
(II.65) und (II.66) sind der besseren Ubersicht
wegen in einer zweiten Abbildung, Abb. 22 einge-
tragen. Die bei Drillung um die u- bzw. v-Achse
entstehenden Normalspannungen sind getrennt dar-
gestellt.
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Die effektiven zusammengesetzten Spannungen er-
geben sich dann aus der bekannten Beziehung [7]
S. 59

G max =_;.[G'u +G, '_':\/(G’u—G'v)2+lf-T

minN

also

miIN 4 m*1
ot el
1 Em® 9%/, 42 Em gd
[-2- Em® 9%(v u)]w[m,«ﬁz]

Damit kann das ganze Spannungsfeld iiber der
Federplatte ermittelt werden. Wie einfache Uber-
legungen zeigen, liegen ausgezeichnete Punkte
fiir die Spannungen auf den x-y-Achsen und zwar
in unmittelbarer Ndhe der Ecken, an den Stellen
an denen die Schubspannungen ihren H6chstwert
haben, also an den Lastpunkten. Bezeichnet man
die Koordinate dieser Stelle mit u so ist dies
*:n

L
u '—2——-7.26(1

oder

und es ergibt sich, da an dieser Stelle

6, = 0,

(I1.105)

(11.106)
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fir die quadratische Federplatte ist

Cpa =+ ER ™1 (05-12)- ] 1By

max (I1.107)

womit die absolute hdchste Spannung auf der
Federplatte bekannt ist.

Die max. Spannung verlduft hier in Richtung der
X~ bzw. y-Achse. Die min. Spannung steht senk-
recht zur jeweiligen Achse.

Die absolut geringsten Spannungen auf der Platte
stehen dort an, wo die zusdtzlichen Normalspan-
nungen durch O gehen. Aus Symmetriegrﬁnden sind
dies vier diskrete Punkte auf der x- bzw. y-Achse.
Ihre Koordinaten auf der u- bzw. v-Achse sind
nach

‘U, bezw v, = 0,2885L ' ' (I1.108)

2.6.2 Die kreisrunde Federplatte

Bei der kreisrunden Federplatte liegen grundsatz-
lich die gleichen Spannungsverhdltnisse vor wie
bei der quadratischen. Die max. Drillschubspan-
nungen sind auch hier nach

T =1 Em 4 F

1
max S 2 m+1
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desgleichen die minimalen Drillschubspannungen

nach (I1.19)

P

min

=21
7 07425

Em
m+1

d}

(II.109)

Aus der Rechnung nach der Plattentheorie ergab

sich nach (II.7) die gleiche Beziehung fiir die

Drillspannungen.

Die bei grosserer Verdrillung entstehenden zu-

sdtzlichen Normeslspannungen bzw. die zusdtzliche

Schubspannung ergeben sich entsprechend

zZu

2
_ 1 Em 2¢ 2 L)
6@ =5 17 'y (v —72—)
4 Em 2/ 2 Lz(v)
Sy =73 m2-1'&(u._42)
_Em . 2
= Emouy o

(IT.65a)

(II.66a)

(I1.63)

Beziiglich der Zusammensetzung der Spannungen
gilt auch hier das oben bei der quadratischen

Platte gesagte.

Die zusammengesetzten Spannungen ergeben sich
entsprechend(II1.106) bzw.(II.107) in der Form
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2 2 2 2;1 2 2
Em” o%ly%+u - (L(u)""-(v)):l

2
2 L2 2 2 2 2
i-;{[ia Enmr.'l v ( V-u- 3 (L(u)-'-cv)))]

+

——
m

3
(Y-
N

[
Nj=

Fihrt man hier fir L(u) bzw. ch) als Fkt. von D
ein und bezieht u bzw. v auf den Durchmesser D mit

D D
U=f1z und V=A~1-2-

setzt nach I.16
: 2h
A9(= 4'C_EJ

und bezieht schliesslich noch mit 2h =) °d4, die
Durchfederung auf die Plattendicke, so erhdlt man

+1 (et n2 o et fo? a2y (11.110)
R L28 [Ai ?1+3(?1 xi)-

1
+ 16(-01 )ﬁr‘}f
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worin Ml die Abkurzung

M_-_E_mf

d
el (I1.111)

ist.

Auch hier treten die absolut héchsten Spannungen
in der Nghe des Randes bei den x-y-Achsen, also
an den Lastpunkten auf. An den Randpunkten der
u-v-Achsen werden die Zusatznormalspannungen
gegeniiber dem der quadratischen Platte jedoch
niedriger.

Auch hier gilt die Beziehung (II,107) in ent-
sprechender Form. Schreibt man dort fiir L D
tnd wie oben L, bzw.'L(v) nach (II.42) als
Fkt. von D, so ergibt sich

™

m 1 g

+1

3

min 4

2 g2.2 2
Cefami By 570 o5 4 - ] ¢

(I1.112)

Als wesentliches Ergebnis der Uberlegungen ist
noch hervorzuheben, dass die hochsten Spannungen
nicht unmittelbar am Rand, sondern etwas inner-
halb der Randzone entstehen.

Beziiglich der Vorzeichen der Normalspannungen und
damit auch der zusammengesetzten Spannungen ist
folgendes zu beachten:



Die in Kapitel 2.3 gebrachten Ableitungen fiir die
zusdtzlichen Normalspannungen gehen von der ebenen
Platte aus, die durch die Belastung zum hyperbo-
lischen Paraboloid verformt wird. Die dort aufge-
tretenen Spannungs-~Vorzeichen bei den einzelnen
Spannungswerten gelten daher nur fiir diesen Fall.

Bei der Belastung der vorverwdlbten Platte wird
diese von der Form des hyperbolischen Paraboloides
zur Ebene hin verformt. Dabei ergeben sich, wie

aus Abb. 17 leicht ersehen werden kann, fir die -
entstehenden Normalspannungen die umgekehrten Vor-
zeichen wie oben. :

D.h. entstehen bei der im Ausgangszustand ebenen
Platte bei der Verformung in ebenen Randpartien
positive, also Zugspannungen, so entstehen bei vor-
verwSlbten Platten negative, also Druckspannungen.

- Damit lauten die Spannungsgleichungen

— o 2 '

=L Em? 92 2 (" .
G, =~ F =¥ v (vi- L) (I1.113)
S __1Em? g2 LU
G,= "7 m-3 d*(u ,2) (II.114)

Die Beziehungen fiir die zusammengesetzten Span-
nungen lauteten entsprechend

S
e 3 (- 0u 2\/(-ouro) et )

min
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bzw.

Grmax = -%(6; +G, ;\/(61;@)"4 4T* )

min

Die zusammengesetzte Spannung hat also dann
ebenfalls das umgekehrte Vorzeichen wie bei
der urspringlich ebenen Platte.

%, Stabilitdtsfragen

Versucht man eine vorverwdlbte relativ diinne Hypo-Fe~
derscheibe von starkerer Verwdlbung, quadratisch oder
kreisférmig berandet, zur Ebene hin zu verformen, so
wird man feststellen, dass dies nicht mehr mdglich ist,
denn die Federscheibe beginnt bei einem gewissen Ver-
formungsgrad von ihrer bisherigen Form auszuweichen
und hat dann wenn die 4 Lastpunkte in einer Ebene zu
liegen gekommen sind, wieder die Form eines, jedoch
nur angendherten, hyperbolischen Paraboloides, dessen
charakteristische Achsen gegen die der Ausgangsform
um 459 in der Ebeme verdreht sind. D.h., die u~- bzw.
v-Achsen haben nunmehr die Eigenschaften der x-y-
Achsen und umgekehrt.
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Das Verhalten entspricht in etwa dem Ausbeulen einer in
ihrer Ebene belasteten Platte oder dem Ausweichen eines
Knicktragers. Es liegt also ein Problem der elastomecha-
nischen Stabilit&t vor. '

Wie eingangs dieses Abschnittes implizit gesagt wurde,
tritt ein solches Verhalten einer Hypo-Feder-Scheibe
nur unter gewissen Voraussetzungen, d.h. dann wenn ge-
wisse Abmessungs- oder Stoffparameter gegeben sind, ein.
Da fiir den durchschnittlichen normalen Verwendungsfall
der Feder ein solches Verhalten nicht erwlinscht ist,
soll im nachfolgenden versucht werden, die Parameter
nach Art und Grosse zu finden bei denen der kritische
Zustand, d.h. ein Ausknicken unterbleibt oder auftritt.

Derartige Ausweichprobleme sind mathematisch recht kom-
plexe Probleme, die vielfach nur bei den einfachsten
Randbedingungen erfassbar sind, wobei meist noch eine
mangelhafte Ubereinstimmung mit den Messungen in Kauf
genommen werden muss. Hierzu Pfliiger, Stabilitatsproble-
me der Elastostatik, 1950, S. 240.

Die vorliegende Untersuchung soll ausserdem auch keine
Betrachtung iiber das nachkritische elastomechanische
Verhalten der Hypo-Federscheibe bringen, dafiir ist das
Problem zu kompliziert und derartige Betrachtungen der
Elastomechanik noch zu sehr im Fluss (Leipholz, Stabi-
litdtstheorie 1968, S. 160).

Es soll vielmehr versucht werden mit Analogien und Mo-
dellbetrachtungen die massgebenden Parameter zu iso-
lieren und ihr Zusammenspiel klarzustellen.
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Selbstverstdndlich soll der kritische Zustand, also
der Beginn des Ausweichens moéglichst genau erfasst
werden, d.h. es soll eine Vergleichsgrosse ermittelt
werden, die sich ggfs. durch Messungen fiir die Praxis
brauchbar erginzen lésst.

Die Ursache fiir das Ausweichen der Hypo-Feder ist in
folgendem zu suchen:

Wie oben im Abschnitt II 2.1 S. 18 ausgefiihrt worden
ist, entstehen bei der Verformung einer Hypo-Feder-
platte neben den Drill-Schubspannungen noch zusatz-
liche Normalspannungen. Diese Normalspannungen konnen
bei starkerer Verformung, also auch bei stark vorver-
wOlbten Federn die zur Ebene hin verformt werden,
Werte annehmen, die in vergleichbare Grossenordnungen
mit den Drill-Schubspannungen kommen.

Hierbei entstehen bei unverwdlbten ebenen Federplatten
die zur Sattelform hin verw6lbt werden in deren Rand-
partien Zugspannungen in dem Zentrum der Scheibe Druck-
spannungen.

Bei vorverwtlbten Platten entstehen bei der Verformung
zur Ebene hin in den Randpartien Druckspannungen im
Zentrum Zugspannungen.

Diese Spannungen verlaufen in der Fladche der Feder-
platte und wirken dort dhnlich wie die Knickspannungen
eines schlanken auf Druck beanspruchten Stabes. D.h.
bei einem gewissen kleinen Tragheitsmoment und ent-
sprechend angewachsenen Kré@ften beginnt der Stab bzw.
die Scheibe unter dem Einfluss dieser Kraft sich zwi-
schen den Kraftangriffspunkten senkrecht zur Kraft-
richtung, d.h. in unserem Fall senkrecht zur Ebene

der Platte zu verformen, er bzw. sie beginnt auszu-
weichen.
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Dieses Ausweichen bringt hier wie dort eine Ver-
ringerung der Tragféhigkeit, d.h. bei der Feder wird
der Werkstoff dann nicht mehr voll ausgenutzt.

Zur Erfassung dieser Zusammenhinge lassen sich fol-
gende Uberlegungen antellen.

Die bei der Verformung in den Randpartien der Feder- -
scheibe entstehenden Druckspannungen verlaufen in er-
ster Ndherung parallel zum Rand und in der Flache der
Federplatte. Diese Druckspannungen werden so aufge-
fasst, als ob sie durch Krdfte erzeugt widren die am
Rand der Federscheibe angreifen und in der Ebene der
Fldche wirken. :

Fir Platten an denen nach dieser Art in ihrer Ebene
Krdfte eingreifen, sind die Beul- bzw. Ausweichbedin-
gungen bekannt und zugingig.

Man muss sich jedoch dabei von vorneherein im Klaren
sein, dass die mit diesen Rechnungen gefundenen Zahlen-
werte keinesfalls der vorliegenden Wirklichkeit ent-
sprechen werden. Andererseits darf man aber erwarten,
dass die Grossenbeziehungen bzw. das Modellgesebtz den
Voraussetzungen der Untersuchung gerecht wird.

Vorab ist jedoch noch folgende grundsdtzliche Bemer-
kung einzufiigen:

Wie bereits erwdhnt, entstehen bei ebenen Platten in
der Aussenzone, sowohl der quadratischen als auch der
kreisrunden, Zugspannungen in der zentralen Zone Druck-
spannungen. Beli vorverwSlbten Platten entstehen da-
gegen umgekehrt in der Aussenzone Druckspannungen in
der zentralen Zone Zugspannungen. Beim Belasten der
ebenen Platte wird daher diese in der zentralen Partie
unter Knickspannungen gesetzt und sich dann in &hnli-
cher Weise wie ein Wichsschachteldeckel zum Durch-
schlagen bringen lassen. Die Knickspannungen finden
dabei anfanglich eine ebene Platte vor.
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Beim Belasten der vorverwOlbten Scheibe entstehen die
Knickspannungen in deren Aussenpartie, wobei diese
aufgrund des vorverwdolbten Formzustandes eine bereits
vorgeknickte Platte vorfinden. Dabei ist bei kleinen
Knickspannungen die Verformung gross um mit zunehmen-
den Knickspannungen sich zu verkleinern. D.h. die bei-
den Knickzustinde - Knickspannung und Verformung -
laufen gegensinnig.

Da diese Knickzustinde analytisch sehr schwer zu er-
fassen sind, beschrinkt sich die Untersuchung auf ebene
Platten, sie unterschlégt bewusst also den vorgeknick-
ten Zustand. Diese Vernachlidssigung wird sich bei dem
Rechenergebnis dahingehend auswirken, dass die ermittel-
ten Zahlenfaktoren eine steifere Platte ausweisen als
das Versuche tun werden. Anhand von Versuchsergebnissen
soll diese Voraussage spdter iiberpriift werden. .

Untersucht werden im nachfolgenden:

1. die quadratische vorverwdlbte Federplatte
2. die kreisrunde vorverwOlbte Federplatte

3.1 Die quadratische verwolbte Federplatte

Fliir diese Federplatte lassenvsich die Ausweich-
bedingungen nach 2 Methoden untersuchen.

a) Im ersten Fall fasst man die Hilfte einer
Platte (mit u- oder v-Achse als eine Langs-
begrenzung) als Knickstab auf, der durch
Druckkrafte belastet wird.

b) Im zweiten Fall wird diese als ebene Platte
aufgefasst, die rundum gleichméssig durch
eine in ihrer Ebene wirkende Streckenlast
belastet ist.



Betrachtet wird
nach Abb. 31 eine
Plattenhdlfte A,

L B, C. D. Die Druck-
spannungen liegen

u denn im Bereich E,
: F, C, D. Die Linie
EF ist fur die

L I - Normalspannungen
;! eine neutrale, d.h.
B £ T C spannungslose Faser
Abb. 26 v P*

Die Platte wird in ihrer Ebene durch die parallel zur
h-Achse wirkende Kraft P¥ belastet. Diese Krifte
entsprechen dem Fléchenintegral der Druckspannungen.
Es ist also

P*=[GudF

- Da die Druckspannungen nur zwischen der neutralen
Faser, also

L

Uo = ==

ViZ'

und dem Aussenrand wirken, sind damit die Integra-
tionsgrenzen bekannt und es wird mit JdF=d du

u =‘//2
f’*;ij[ Gu Jdu

u=0p
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Mit II.87 und

h
"L91=2 ZLZO
ergibt sich dann
u=L
*__ Em d z _*2 2 _ L
P2 2 5 (o) 1 P)/‘“ 12 ) 9u
us= 0o
Ausgewertet erhdlt man
2
P*~0072 £ & (2n,)* (1~ $7) (I1.115)

X
mit ¥ nach (11.83).

Fir die max. Durchfederung, d.h. fir ??= 0 er-
gibt sich

Pmax = 0,027 =11 g (Zhv) (1I1.116)

Diese Kraft ist iiber die Lange der Quadratseite
also langs der zur u bzw. y-Achse parallelen
Richtung konstant, sie kann daher als eine an den
Kanten der Federplatte von aussen her wirkende
Druckkraft betrachtet werden, die an einer Schei-
benhdlfte als Knicktridger angreift. Da die Platten-
rander frei beweglich sind, kann man als Knick-
lidnge die ganze Plattenbreite L einsetzen. [11]

S. 129.



Fir einen ebenen schlanken Stab gilt fir die
Knickkraft

H? .1
PK—_—_L—.{ EJ »(II 17)

wenn mit J das Trédgheitsmoment einer Platten~
halfte ist. ' ‘ '

Dies ist J=—

so dass sich ergibt

3
b _ #Ed

X = "ol (11.118)

Da ein Ausweichen der Feder auch bei der grossten
Durchfederung nicht eintreten darf, muss sein

Damit ergibt sich

d \? Cm
7;7_) = 0648 pFi—ry (I1.119)

Fiir Stahl mit m = 10/% erh8lt man die Kenngrdsse

d -
oy = 0447
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Es zeigte sich, dass die das Ausweichen bestimmen-
den Parameter die Plattendicke und die Durchwdlbung
bzw. deren Verhdltnis sind. Die gefundene Zahlen-
grosse kann jedoch noch nicht als verbindlich ange-
sehen werden. Sie bedarf einer Bestatigung bzw.
Korrektur durch Versuchsergebnisse.

In diesem Fall wird die ganze Federplatte als eine
solche angesehen, die in ihrer Ebene durch eine
ldngs des Randes wirkende Kraft belastet ist. Dieser
Fall ist in der Literatur als allseitig gedriickte
rechteckige Platte beschrieben. [4] S. 238/239

Fiir die kritische Lingskraft wird dort die Beziehung,
geschrieben mit den Bezeichnungen der vorliegenden
Arbeit, flur die quadratische Platte mit

6 (m2-1)L?

(I1.120)

angegeben. -

Massgebend filir das Ausweichen der Platten sind die
Druckspannungen. Diese wirken jedoch nur in deren
dusserem Teil und zwar dort jeweils iliber eine Lénge
von u, bzw. v, bis zum Rand, d.h. u bzw. v = 1/2.
Also iiber die Lange

Au bzw Av = 02111

Es diirfte den tatsichlichen Belastungsverhdltnissen
am néchsten kommen, wenn die aus den Druckspannungen
herriihrende Gesamtkraft, als nur iiber diese Lénge
und nicht iber die der ganzen Plattenbreite L



3.2
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wirksam angesehen wird.
Dann ergibt sich die spezifische Kantenbelastung
fiir die max. Durchfederung zu

E
p'=0128 I{'?;d?-? (2ho) (II.121)

Durch Gleichsetzen mit (IT.114) erhdlt man daraus

( 23 .122
zm) 0,768 —z )

Pir Stahl (m = 10/3) ergibt sich damit die Kenn-
grosse

d _
The 01525

Vergleicht man diese Grosse mit der oben gefundenen,
so kann man eine recht gute Ubereinstimmung fest-
stellen (Der Unterschied betrdgt ca. 3,6 %).

Bezliglich der Zahlengrosse selber gilt auch hier das
gleiche wie oben gesagt.

Die kreisrunde verwdolbte Federplatte

Auch bei diesem Fall wird grundsédtzlich wie oben
vorgegangen und die Kraft aus den inneren Spannungen
durch eine in die Ebene der Platte radial nach innen
wirkende Randbelastung ersetzt und mit dieser der
kritische Ausweichwert errechnet.
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Kreisformige Platten mit Randbelastung sind in der
Literatur bekannt. [12] S. 87 und [6] S. 654 - 6590

Der Betrachtung wird eine am Rand frei aufliegende
bzw. gestlirzte Platte mit rotationssymmetrischer
Belastung zugrunde gelegt. Fiir die spez. krit.
Randbelastung wird in der Lit. fiir die volle Scheibe
angegeben

I Ed®’m?®

Die Ersatzkrafte aus den inneren Spannungen lassen
sich mit nachfolgendem Verfahren ermitteln.

Die oben ermittelten Normalspannungen fir die u- bzw.
v-Achse werden in Tangential-und Radialspannungen
transformiert. Die Krdfte aus den so ermittelten Tan-
gentialspannungen werden wie oben angegeben, durch
eine radial auf den Aussenrand wirkende Radialkraft
ersetzt. In Anbetracht dessen, dass die vorliegende
Untersuchung nur den Charakter einer Modelluntersu-
chung haben kann, ist es nicht erforderlich, die Tan-
gentialkraft sehr exakt und genau in Radialkréfte zu
iberpriifen. Es diirfte vielmehr hier ein Mittelwert
der Spannung bzw. der Krdafte vollig ausreichend sein
ur ein diskutables Ergebnis zu erzielen.

Die Normalspannungen fiir die kreisférmige Platte sind
durch die Beziehungen II 632 undII 66a bekannt.
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Abb. 27

Entsprechend Abb. 27 wirken in einem Elementarkdrper
der Federplatte, der sich im Abstand r vom Mittelpunkt
der kreisformigen Platte befinden mdge die Krafte aus den
Normalspannungen G, bzw.6, . Diese Krdfte sind

P

U

6= df,
PV =G, 4,

Die gesuchte Tangentialspannung 6. liefert die Kraft
pr =€dfo

Die Elementarflédchen haben Jjeweils auf df, bezogen die
Grosse ‘ :

df’ = df; Sirn f
df, =<ﬁ%¢m57
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Die Tangentialkraft P; ergibt sich ferner aus

Pr =P, + P,

wobei Pr, bzw. Pr, die Tangentialkomponenten der je-
welligen Normalkrédfte sind. Diese sind

Pp, =P, - cosy

PTV =P, sim?
bzwe.

p_,_u =G - dfy (,O.Szlf

Pr, =G, df, sin’y

so dass sich ergibt

P_=0Grdf, = 6, df, cosch) + Gy d.f,, .s:‘nzso

bzwe.

67 = O, cos’p + G, sin®p | (II.124)

Die Ermittlung der Radialspannungen eriibrigt sich,
da diese fiir die Stabilitétsbetrachtungen ohne Inte-
resse sind.

Der Winkel 70 ergibt sich sus

f:arcfg%

Fiir die weitere Rechnung wird auf Polarkoordinaten iiber-
gegangen.
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Es ist dann

-l

. w
Smi?=—,; costf';
bzw.
u=r-sin(§> v=r-c05(f

Damit wird (II.65a)bzw.(II.66a) S. 87

2 2 2 \4 2
Gy =% Em :9/2[(v2— 'L‘LE'))COSzLP +(uf— 1‘7&(—2)5%: tf]

12

Nach ist

bzwe 2 2
L) =D =4r sin®p

Li(v) =D* - 4r*cos’y

Fir die Weiterrechnung ist nur der [ ] Ausdruck
notwendig, er wird mit T bezeichnet.

T= [rzcoszxy - ;-z (Dz— ‘I-rzsin'(y)] Cos’(f + [rlsin’(f - :—z(Dz- lrrzcoszzf)]slhzlf

setzt man nach

_aD
r=p3

so erhalt man



T = ? 'z_" cos’l? -112 (Dz— ?zDzsinztf) cbsztr

+ s) -_-sm \f (D ?Dcos tf) Sinzlf

oder

-,Fl = -g_-z(cos'*tp + sin*p)- %_(oos g + sin ?) +1 g’ cos nr 5m

mit

h

oben eingefiihrt ergibt sich

2 2
G'fr =2ri,_"; (_25_*!2) [g) (cos aF+Sm ‘9)""“ + 3 ? COS lPS”T ‘f‘, (1I.125)

Mit dieser Tangentialspannung ist nunmehr die mittlere
Kraft {iber dem Radius und dem Umfang zu ermitteln. Fir
den Radius ist der Mittelwert iiber den &dusseren Be-
reich der Platte (Druckspannungen), d.h. von der
Stelle §, (s,=0)bis Q=1 zu bilden. Fir die Umfangsrich-
tung geniigt aus Symmetriegriinden ein Bereich von 0~y - i

%
Der Mittelwert in radialer Richtﬁng ergibt sich nach
e=1 | |
Thm 1~ SD,J T
Po
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In Umfangsrlchtung erglbt sich der Mlttelwert dann aus

%
6. ==/ 9
T, 7/ %, ¢ ~(II.125.2)

Die von diesen Spannungen herriihrenden Krdfte wirken
iiber eine Breite b von §, + 1 und zwar auf beiden Seiten
eines Plattenquerschnittes und sind den von aussen einge-
pragten Ersatzkrdften, die liber die volle Querschnitts-
breite wirken, gleichzusetzen.

Fiir die Breite b ist ebenfalls denn wieder ein Mittel-
wert einzufiihren.

Es ist ein mlttleresp, zu bestimmen.

P, ergibt sich, wemnn in Gl. II.125 der Klammerausdruck
Null gesetzt wird.

Also

2

2 \
?2(605#60 +Sl.'7[*'?} =-31- - -g- P cos ’7 sz‘f

Daraus

1
?a = 3 cosl"so-i-sfn"f +§-cos’§0 sin"sv)

(I1.125.3)

Der Hittelwéft ist dann
%

Po =7 [P ?F
0
so dass man schliesslich erhalt

N
i
|

-0

3

g

S

.
u
o
A",
N
H
4
=
n
)}
o/
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worin D der Plattendurchmesser und p eine gleichméssig
verteilte radial nach innen wirkende Ersatzkraft Je
Langeneinheit des Umfanges ist.

Durch Umformen ergibt sich

cosl'ga +3:‘n"99 +§- coszlfsa'nzqz =-1_,; (2 + 052 '{7)

so dass man damit erhadlt

L Em* (R 2y, 1
6L =253 50 (2 + cos”2¢) :

und
1

$o” V2 +cos? 2 ‘F.

Damit ergibt sich entsprechend (II.125.1) S’Tm zu

2. %
m2 (2h)? [(2+cos 29p) ~1 _3
2.1

D?* |(2+cos?2 ?)3—1
L d

bzw. etwas umgeformt

2 Em? (2h)? 2, 2, 012
GTrm-_-.g. m;’:1 o [cos 2(17+(2+co;s‘2§)>

Damit wire der Mittelwert der Spannung in Umfangsrich-
tung 6’-,—u zu ermitteln. Dieser ist entsprechend (II.125.2)

_ .8 Em* 2 2
Oﬁ'—u 9 1.4 (os 2fp+(2+cos 230)959
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Die Integration wurde numerisch durchgefiihrt und ergab
den Wert

J = 15025

so dass sich ergibt

= Em* (2h) II.12
G, =0425 =P =5 (11.127)

Fir den Mittelwert von,?o ergab sich aus der Gl.(II.125.3)

%
4 1

Gy, == Jg

m T/ (2+cos?2 5?)1!

o
durch numerische Integration fur dasJ// der Wert

T =0 474

und damit

Die Ersatzbelastung des Randes wird damit nunmehr

P=cr,  (1-fm)d

oder

Em? d 2, .
P=0425 575 3 (2h)°(1-0,604) | (11.128)
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Diese Randbelastung ist wie oben dargestellt der fiir
die krit. Randbelastung einer ausknickenden Scheibe
ergebenden Last gleichzusetzen.

Also

P=P'

bzws.

Em? d} _ g Em® d 5442
#2 3(m*-1 D? 0768 ity (2

woraus sich ergibt
dz

2012
.bZWo [Zh')z

d = I1.129
5 = 0340 (11.129)

Aus Messungen an diinnen Federscheiben ais Plexiglas er-
gab sich fiir die Knick- bzw. Ausweichgrenze noch fol-
gender Zusammenhang:

Offensichtlich neigen alle kreisrunden verwSlbten Fe-
derscheiben dann zum Ausweichen, wenn die nach (II.93)
gerechnete Kemnnlinie innerhalb des Bereiches0<¢™x 7
ein Maximum zeigt. Fiir die Federscheibenabmessungen bei
denen das Maximum bei einem j”*"@ auftritt, besteht damn
gerade die Ausweichgrenze.

Das Verhalten ist sofort versténdlich, wenn man bedenkt,
dass bei einer theoretischen Federkennlinie bei der ein
Maximum, also nach diesem ein fallender Kennlinienab-
schnitt vorliegt, fiir eine diskrete Kraft zwei Weg-
grossen auf der Kurve gegeben sind. Derartige Kraft-Weg-
Verhdltnisse sind als instabil bekannt, d.h. das be-
lastete Teil versucht, sich dem Zustand I zu entziehen
und zum stabilen Zustand II auszuweichen.




- 110 -

Im Falle der Hypo-Feder kann das Ausweichen ohne

die Anderung der Federkraft geschehen, d.h. die Kenn-
linie der Feder verlauft auf dem Ausweichast parallel
zur Wegkoordinatenachse. '

Die Ausweichgrenze lasst sich dann wie folgt ermitteln:
Gl.(II.93) lautet etwas umgeschrieben

* t A3 ¥ *2
Phges = 2T 5 (2h)(1-97)+ o282 2, '%—2(2h°) A O

Im Ausweichfall hat diese Beziehung ein Maximum, d.h.
ihre Ableitung nach f*muss fir ein bestimmtes
O werden. Also

JP
2 9*

Schreibt man abgekirzt

—~—
—

Pgges = A¥(1- ") +B* 97 (1-97%)

so erhdlt man _
9P *

o p* p¥*_ap* o*2

Wie oben dargestellt, ergibt sich die Ausweichgrenze
wenn

Jd P

C -0 *_ .
atf* | ir cf 0

damit wird -
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und daraus

2

d
(2 hs)*

(I1.1%0)

= 0,422

—m_
Zf{nn-z)

Ermittelt man nach dem gleichen Verfahren den krit.

Ausweichwert mit den auf Grund von Messergebnissen ge-
bildeten korrigierten Beziehungen Gl. II.98 so erhdlt
man

24 _ 555 (I1.131)

_m
2h T (m-1)

Vergleicht man das Ergebnis der verschiedenen Betrach-
tungen, so kann man folgendes feststellen:

1) In allen Fdllen, sowohl bei quadratischen als auch
bei kreisrunden Federplatten wird die Ausweichgrenze
nur von dem Verhdltnis Plattenstédrke zu max. Feder-
weg bestimmt, sofern die Rechnung mit den unkorri-
gierten Beziehungen fiir die Tragféhigkeit der FPlatte
durchgefihrt wird. '

2) Dass die Zahlenwerte fiir das kritische Verhdltnis
d/2h bei allen Rechnungen in etwa der gleichen
Grossenordnung liegen.

3) Die Unterschiede in diesen Zahlenwerten sind sofort
verstédndlich, wenn man die bei der Ermittlung des
Korrekturfaktors fiir die Tragfidhigkeit gemachten Uber-
legungen sinngemdss auch hier beachtet.

Bei der Durchrechnung nach Kap.3.2 ergab sich fiir die Aus-
weichgrenze ein Wert von

[]
4 _ 0,346
2h
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Hierbei waren die Spannungen nach Gl. (II.65a)
und (I1.66a) als unkorrigiert vorausgesetzt.

Bei einer Durchrechnung nach dem Verfahren, Kap.3.2. S. 109
kOnnen dieser Rechnung folgende Formeln aus Ausgangs-
basis zu Grunde gelegt werden.

1) Die unkorrigierten Beziehungen nach Gl. (II.79)
Dann ergibt sich fiir

a) Plexiglas (m = 2,86)

3 =0, 454

2h
b) Stahl (m = 3,33)
d
2_1:1 = 0,4-38
2) Die korrigierten Beziehungen nach Gl. II.98
Dann ergibt sich fiir

a) Plexiglas

d

= =0 0

h , T
b) Stahl

d

= = 0,25

Rh 3

Aus den Kurven der Bladtter DA 1 - 13 ist fiir Plexiglas
ein Wert von '

4 _ 0310 abzulesen.
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Die nach den korr. Formeln ermittelten Ausweichwerte
liegen zwar tiefer als die gemessenen, diesen Jedoch
am nachsten.

Die nach dem Verfahren der gedriickten Scheibe gerech-
neten liegen ebenso gut zur Messung, Jjedoch nach der
anderen Seite, d.h. zu grosseren Werten hin.

Die nach den unkorrigierten Beziehungen gerechneten
Ausweichwerte liegen soweit von den der Messung ab, dass
sofort zu ersehen ist, dass die benutzten Formeln unzu-
reichend sind.

Es ergibt sich also auch aus diesen Ergebnissen, dass
die mittlere Verwdlbung tatsdchlich geringer sein muss
als den urspriinglichen Ableitungen zu Grunde gelegt
worden iste.

Formanderungsarbeit

Die bei der Durchfederung der Federplatten gespei-
cherte Arbeit kann nach Weber S. 64 (197/198) ermittelt
werden. Es soll die Formanderungsarbeitynur fir vor-
verwolbten Platten, die ja als Federelemente in erster

Linie interessant sind, beschrieben werden. i
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Die Formanderungsarbeit ergibt sich zu:

+y

FQ=/ M-dy

~-¥

Das Moment M besteht aus 2 Komponenten, dem Moment
der Schubspannungen und dem der Normalspannungen.
Also ist

M=M5+MN
Weiter kann man nach Gl. (II.9) setzen

2h bzw.aL}}=—Z— 3 (2h)
Dann ist

fiir 1) die quadratische Federplatte

+(2h)

FAy = [ Msg 9(2h)+[ ——U’auh)

~(2h) -2h

Mit*(II.BB) und (II.88a), wobei dort die Fkt.
H(Y) aufgeldst ist, lautet

+2h +2h
FAy =5 oy 5 o) [(zh)a(zmgg Em f(Zho-ZM
Z2n -2h '

[ (2%)1_ (2h,- 2h)2] d(2n)
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*
Integriert und Grenzen und Y nach (II.83)
eingefiihrt ergibt sich

' x5
FAy =1 Ex —‘Li;?’ (2h,)"+ L Em [2#»0‘*(1-50) (1-9 Pl ‘”J

45 m2-1 L2
(IT.132)
. *
Fiir den Héchstwert von 2h = 2h_, d.h. ¥= 0
wird dann die max. Form&@nderungsarbeit fir
die ebengedriickte Platte
' 4 Em 1 E"" (2h,)*
FAYimax =3 s LZ 780 4 (20,
(1I1.133)
Fiir 2) die kreisrunde Federplatte
+2h +2h
Fa,=| 22 5 (2n)+| Mus 3 (2n)
¢ L L
~2h
-2h |
Mit (II.52) und (II.92a) wobei auch hier H(Y)
aufgelost ist, schreibt sich
+2h
_Vz Em 085 Em .52 4

-2h

+2h

[ (2h,-2h) [(Zho )2—{211,, - Zh)z] 9 (2n)
-2h
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*
Integriert, die Grenzen und wieder ¥ nach (11.83)

eingefiihrt ergibt sich

E 2 47VZ E 5/
FAg = 31rm'f,%3 (2n 2 (1-F )" 780 2 2%[2,% (1- ,o) (14: (__)J

(IT.134)

Fiir den H8chstwert von (2h) =(2h0) erhilt man

2 172 Em

FAg = 3 T d z (2h)Y+ 2 o

rn+1

T

(II.135)

Von Interesse ist noch zu wissen, wie das Verh&@ltnis

der Forminderungsarbeit aus der Schubspannung zu der

aus der Normalspannung ist.
Es wird gebildet

(I)=_Fﬁu
¢ FAg
Dann ergibt sich fiir die

1) quadratische Federplatte

I

CD (2h,)2= (2h,) (2h)- iz-—”)
m = ~

i5 (m-1) d?

bzw. fiir den Hochstwert von (2h) =

(b (2h,)?
L~ —
gimax  go(m-1)d

(2hy)

(I1.1%6)
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2) kreisrunde Federplatte

2;1)2

B, - 12V #72(2h0) - (2ho) (20 +
¢ GO(m 1)d?

bzw. der Hbchstwert fiir (2h) = (2h )

(I) 17 vz T2 (2n,)°
Prax ™~

240 (m-1)d? (11.137)

Ein kleiner Zahlenvergleich fiir Stahl m = %9 und

(2ho) = 2 d zeigt, dass die Anteile der Normalspan-
nungsarbeit gegeniiber denen der Schubspannungsarbeit
klein sind.

Z.BO
(Zd)
q)cbmax 60.2,33 d2 00286
bzZwe
3y 2
17V T 22d)
CP¢'"°" 240-233-d? _0'0172

Von weiterem Interesse ist noch die spezifische, d.h.
auf das Volumen der Federplatte bezogene Formande-
rungsarbeit fiir die Durchfederung (2h) = 1.

Dann ergibt sich fiir

1) die quadratische Federplatte
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2) fiir die kreisrunde Federplatte

3y 2
v o4 Em d? 4FV2 Em T 2w )-(2h, IT.
FH¢=—3— mT1 L + 45 m O [( o) ( )] ( 139)

Man ersieht aus diesen Beziehungen, dass

1) der iliberragende Teil der Forménderungsafbeiten
von den Schubspannungen geleistet wird. Der An-
teil der Normalspannungsarbeit kann gegen diese
im allgemeinen vernachléssigt werden.

2) die spezifische Forménderungsarbeit mit Verklei-
nerung der Durchmesser D bzw. der Kantenlénge L
zunimmt, deégleichen mit der Vergrbsserung der
Dicke 4.

Vernachléssigt man den Normalspannungsanteil der Form-
gnderungsarbeit und betrachtet nur den reinen Drillan-
teil, so lassen sich einige Sehr'aufschlussreiche Be-

ziehungen ableiten.

Fiir eine gegebene max. Durchfederung (2ho) ist die
auf das Volumen der Federplatte bezogene Forminderungs-
arbeit ' '

2
=.§. Em d (2h,)? | (11.140)

Ersetzt man (2ho) aus (Ii.#Ob), s0 erhdlt man

FAy =5 Bl Toae (I1.141)

m max L

™m
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Fiir Stahl mit E = 2,1 » 10° kp/cm® und m = 10/3 er-
gibt sich dann

F o2
Lmax

FA, =2.066-10

Man sieht, dass die max. speicherbare Formé@nderungs-
arbeit nur von den erreichbaren HSchstschubspannungen
abhéngig ist.

Die Nutzwerte der Hypo-~Feder

Unter den Nutzwerten einer Hypo-Feder sollen zwel
charakteristische Kenngrdssen verstanden werden.

1) Der Volumennutzwert n,

Er ist das Verh#ltnis der speicherbaren Formé&nderungs-
arbeit bezogen auf das Werkstoffvolumen der Feder. Also

FA = Form&nderungs—
K
7, = ﬁ%i = ﬁ:;sp (IT.142) arbeit
V = Werkstoff-
volumen

2) Der Bauraumnutzwert
Er ist gegeben durch den fiir den Einbau der Feder er—-
forderlichen konstruktiven Bauraum bezogen auf das
aktive Werkstoffvolumen der Feder

V., = Konstruktions-

; k baureum
73 = —* | (I1.143) V_ = aktives Feder-
Va 2 volumen

Fir die vorliegende Betrachtung wird fiir die Forménde-
rungsarbeit nur die aus der reinen Verdrillung herkommen-
de Arbeit benutzt. Die aus den zusdtzlichen Normalspan~-
nungen kommende Arbeit wird vernachlédssigt. Sie ist bei
Stahlfedern ohnehin gering (< 5%). |
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Fir die Tragféhigkeit der kreisrunden Feder, die hier nur
betrachtet werden soll, gilt dann

2 ~ Em d? d = Federstirke
= ]
P 3 m+1 D? (Zh) D = Feder @

Fiir die zur Ebene durchgeformten Federn wirci der Federweg
(2n) = (2ho).

Dann wird die gesamte Formdnderungsarbeit

gy Em gi (2h,,)3 (II.144)

2he) ~ 3 P

FA,
{

Auf das Federvolumen

o~ ™2
V = ” 4D d. bezogen
ergibt sich damit
2
p,~4 EZ £ (2ny (11.145)

Zweckmassigerweise bezieht man % auf die max. erreichbare

Schubspannung Nm ax®

Nun ist

Tmax=2 —E;—nl— % (2/70) (II.l%)

m+ 17

Eliminiert man in (5) (2ho), so ergibt sich schliesslich

2
=5 2L T (II.147)
bzwe
TZ » . ;

Diese Beziehung gilt sowohl fir kreisrunde wie fir quadra-
tische Federplatten.
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6

Piir Stahl mit E = 2,1 + 10° kp/cn® und m = 10/3

ergibt sich damit

-7 .2
N, = 2,06610  Tpuax (I1.149)

Als zuldssige maximale Schubspannung kann im Normalfalle
fur statische Last

Trnax = 80 90 Kp /mm?

eingesetzt werden.

Wie eigene Versuche nachgewiesen haben, ladsst sich die
Hypo-Feder gut setzen, so dass rechnerische Spannungswerte
von

]

Tpay = 105+ 115 Kp/mm?

eingesetzt werden konnen.

Dann ergeben sich folgende Volumennutzwerte.

.. o D
1) Fir T = 80 - % kp/mm

Myy = 13,2 - 16,7 cm kp/em>

2) Fir gesetzte Federn

—

= 105 - 115 kp/c:m3
Nyy= 22,6 - 27,2 cm kp/cn”

Vergleicht man diese Werte mit den Werten der Abb. 3 in der

Darstellung von Niephage und Muhr [1], so kann man feststellen,
dass die Hypo-Feder in einem recht giinstigen Bereich liegt, d.h.
ie ist z.B. durchaus mit der Schraubenfeder vergleichbar.
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Der Baunutzraum Mg ist bei der Hypo-Feder nshe 1, da das Werk-
stoffvolumen den ganzen Konstruktionsraum ausfiillt. Bei Teller-
federn nach DIN 2093 mit einem Durchmesserverhdltnis von Da/D =
ergibt sich ein

Bei Runddrahtschrsubenfedern ist dieser Faktor, dann, wenn man
den Innenraum der Feder von der Betrachtung ausschliessen kann

N = ¥ = 0,785

Bei der quadratischen Schraubenfeder kann er gegen 1 gehen.
Allerdings ist zu beachten, dass bei dem grossen Teil aller
Schraubenfedern der Innenraum nicht anderweitig genutzt werden
kann, so dass der Bauraumnutzwert erheblich absinken muss.
Hierzu Lit. [2] [3].

Bildet man das Produkt aus Volumennutzwert und Bauraumnutz-
wert als Gesamtnutzwert

'nms= Ny Nr

so erhalt man fiir die Hypo-Feder sehr gute Gesamtwerte.

2
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6. Krafteinleitung und Stiitzeffekt

Bei s@mtlichen bisherigen Betrachtungen war vorausge-
setzt worden, dass die Einleitung der Kraft in die
Federplatte genau an den Punkten des Plattenrandes er-
folgt, an denen die x-z- bzw. y-z-Ebene diesen schnei-
det. Die Einleitung der Kraft erfolgt dabei an einer
Randkente der Platte.

In unmittelbarer Nachbarschaft des Krafteinleitungs-
punktes kann die Federplatte als Biegetréger aufgefasst
werden. Aus der Theorie der Biegetrager ist bekannt,
dass in der Ndhe des Krafteinleitungspunktes die Span-
nungsverteilung im Querschnitt von der eines Punktes
grosserer Entfernung vom Lastpunkt abweicht. Es ist-
welter bekannt, dass das Angleichen des Spannungszu-
standes am Krafteinteilungspunkt an die normale Span~
nungsverteilung iiber einer Ausgleichsstrecke erfolgt,
deren Linge etwa der Dicke des Biegetrdgers entspricht.
Im Falle der Feder wdre das die Plattendicke d.

Von friiheren Betrachtungen her ist bekannt, dass bei

der Federplatte die Schubspannungen zur Ecke des Quer-
schnittes hin guf Null abnehmen, weiter, dass diese auf
der Schmalseite des Querschnittes also am Rand der Schei-
be nur ca. 3/4 der maximalen Schubspannungen betragen.
Auch geht wie oben dargestellt ist, der Abstieg der
Schubspannungen zur Ecke des Querschnittes hin auf einer
Strecke von ca. 1,26 d vor sich, was etwa der Lange der
Ausgleichsstrecke entspricht. Da weiterhin die tangen-
tialen Normalspannungen an den Krafteinleitungspunkten
mit dem Beiwert 0,5 25 % geringer sind als ihr HOchst-
wert (Beiwert 0,666) auf der Scheibe und die radialen
Normalspannungen nur den Wert 0,471 erreichen, sind
diese Punkte beziiglich der Verformungsspannungen als re-
lativ gering belastet anzusehen,
der Ortlichen Spannungen am Lastengriff nicht mehr von

Bedeutung ist.

so dass die Erhohung
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Es erscheint deshalb nicht erforderlich, den Spannungs-
verlauf am Krafteinteilungspunkt im Rahmen dieser Ar-
beit noch weitere Aufmerksamkeit zu widmen.

Wichtig ist allerdings ein anderer Effekt bei der Kraft-
verteilung. Er wird mit Stitzeffekt bezeichnet und meint
folgendes:

Legt man eine verwOlbte Federplatte zwischen 2 parallele
ebene Platten und belastet die Feder ein wenig, so kann
man sehen, dass die Beriihrung zwischen der Feder und
den ebenen Platten nicht in einem Punkt sondern léngs
einer kleinen Strecke, die sich beiderseits des theore-
tischen Beriihrungspunktes erstreckt, erfolgt. Wird die
Belastung vergrossert, d.h. die Feder starker durchge-
bogen, so vergrossert sich diese Beruhrungsstrecke in
gleichem Masse.

Beim Ubereinanderschichten mehrerer Hypo-Federscheiben
tritt das gleiche wie beschrieben ein. Auch hier be-
riihren sich die Platten bei Belastung lings einer
Strecke.

Es ergeben sich damit Auflagerverhdltnisse wie sie in
Abb. 30 dargestellt sind. i

u

Die Lastpunkte

sind mit A, B, C, D
bezeichnet. Beim
TLastangriff in einem
Punkt befinden sich
benachbarte Punkte im
Abstand L. Sind die
Krafte an dem Last-
punkt P/2 so ist

das von diesen in

die Scheibe einge-
leitete Moment

Abb. 32 M = —in’—
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Ist die Strecke auf der sich Rédnder zweier Feder-
scheiben beriihren, von der Lange b, so verkleinert
sich damit der Momentabstand auf das Mass 11 und
das eingeleitete Moment wird dann

)_ Pl4

M= 2
Ll ergibt sich wie man sofort ersieht zu

L1=L—ZC
worin C ist

b

C=2vz

Also
b
=1 - 2 (IL150)

Wie gross b als Fkt. der Belastung bzw. der Durchfede-
rung ist, lasst sich theoretisch, wenn iiberhaupt, nur
unter grdossten Schwierigkeiten ermitteln. Es diirfte
zweckm8ssiger sein, diesen Wert empirisch zu bestimmen.

Das Verhidltnis der Momente wird dann

M_4_ _b_
—M-_.1 VF (II.151)

Dieses Verhdltnis gibt an in welchem Masse die Tragfahig-
keit sich durch den Einfluss der Streckenauflage veréndert.
Da das Mass b eine Fkt. der Durchfederung (2h) ist,
schreibt man zweckmissigerweise fiir den Stiitzfaktor st

5+=7’:”-i = 1 — blzn) | (II.152)




- 126 -

Effektiv bedeutet dies, dass mit zunehmender Ver-
formung die Steifigkeit der Feder grdsser wird. Die
Kennlinie wird zunehmend steiler. d.h. die Feder
harter.

Die effektive Tragfdhigkeit der kreisrunden Feder-
scheibe entsprechend I1.80 wird dann

P
E;geseﬁ‘= _iéfgg (II. 153)

In der Praxis wird man Hypo-Federscheiben an den Auf-
lagen leicht anschleifen um von vorneherein giinstige
Lastiibertragungsverhédltnisse zu schaffen. Dadurch er-
geben sich an den Beriihrungsstellen geringere Ortliche
Spannungsspitzen. Gleichzeitig muss Jjedoch eine Ver-
steifung der Kennlinie mit in Kauf genommen werden,
die Jjedoch in ihrer Grosse dann leicht iiberschaubar
ist. ’ '
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Versuche und Messungen

1. Modelle

Zum Studium einzelner Federplatten und ganzer Feder-
sdulen wurden Modellfedern zunichst aus Plexiglas
hergestellt, die ausschliesslich qualitativen Betrach-
tungen dienen sollten. Plexiglas ist wie bekannt, we-
gen seiner leichten Bearbeitbarkeit und wegen seiner
Durchsichtigkeit fir den Modellbau ein beliebter und
attraktiver Werkstoff. Fiir den vorliegenden Fall war
es besonders vorteilhaft, dass dieses Material durch
Erwdrmen auf ca. 150 ~ 160 °C verformbar wird, leicht
in beliebige Formen gebracht werden und durch Abkiihlen
dort erhidrten kann. Es war damit moglich, aus Plexiglas
funktionsfihige Federelemente und Federsdulen ohne be-
sonders grossen Aufwand herzustellen.

Die Fertigung der Modell-Federplatten geschah in Gips-
formen, deren massgebende Oberfldche nach der Form des
hyperbolischen Paraboloides (Sattelfliche) gestaltet
war. Das Giessen der Gipsformen wurde in einem Blech-
kasten vorgenommen, bei dem die Oberkanten von 2 gegen-
iiberliegenden parallelen Winden zueinander windschief
lagen. Der in den Kasten gegossene Gipsbrei wurde beim
Erhirten iiber die windschiefen Kanten mit einem Lineal
abgezogen.

Zwischen einem Paar solcher Gipsformen wurden die in

einem Warmeschrank auf Erweichungstemperatur gebrachten

Plexiglasplatten dann verformt, Abb. 33. Nach dem Ver-
formen wurden aus den einzelnen Platten die Federn
entweder ausgesagt oder bei runden Platten paketweise
zwischen Matritzen auf Form gedreht und falls erfor-
derlich, ebenfalls zwischen diesen Matrizen paketweise
mit Fihrungsnuten versehen.
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Zum vorlaufigen Studium des Verhaltens der Hypo-
Feder wurden neben einzelnen Federplatten unter-
schiedlicher Form und Abmessungen noch verschiedene
Modelle von Federsdulen hergestellt.

Abb. 34 zeigt im Foto ein aus 8 Scheiben aufgebautes
Hand- und Anschauungsmodell.

Abb. 35 zeigt im Foto eine grossere Federsdule in
einem Dampfergefdss, das mit gefdrbtem Wasser als
Dampfungsfliissigkeit gefiillt ist.

Im Verlauf der Arbeiten zeigte sich bei orientierenden
Belastungsversuchen, dass die aus Plexiglas hergestell-
ten Federplatten sehr gut geeignet waren um an diesen
auch quantitative Untersuchungen anzustellen. Es wur-
den deshalb eine grossere Anzahl verschiedener Feder-
platten hergestellt mit dem Ziel an diesen moglichst
exakte Kennwerte zu ermitteln, die auch fiir die Kon~
trolle der Rechnung benutzt werden konnten.

Es zeigt sich weiter, dass Plexiglas auch noch deswegen
ein fir die vorliegenden Untersuchungen ginstiger Werk-
stoff war, weil sein relativ sehr niedriger E-Modul
(32000 kp/cm2) grosse Durchfederungen erlaubt ohne dass
die Spannungen in der Platte unzulédssig hohe Werte er-
reichen. Damit war es mdglich zur Stabilitéat der Feder-
platte zwar zunaclst nur orientierende aber dennoch
sehr aufschlussreiche Untersuchungen durchzufiihren.

Nachdem fir die kommerzielle Herstellung der Federn
ein Lizenznehmer gefunden war, wurden von diesem Feder-
platten aus Stahl, zundchst nur kreisrunde und in be-
schriankter Anzahl gefertigt und hier vermessen.
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2. Messungen
Gemessen wurde

2.1 Das Kraft-Weg~Verhalten von Einzel-Federplatten
2.2 Die Werkstoffspannungen sn diskreten ausgezeich-
neten Orten der Platten.

Die Kraft-Weg-Messungen wurden auf einer Werkstoff-
prifmaschine (5 Mp) (Bauart Zwick) mit elektronischer
Kraftmessung und mechanischer Wegaufzeichnung vorge-
nommen. Das Aufbringen der Last auf die Platten ge-
schah liber eine Belastungseinrichtung entsprechend
Abb. 36. Den Einbau der Belastungseinrichtung in der
Maschine mit eingelegbter Federplatte zeigt flir eine
quadratische Platte Abb. 37 fiir eine runde Platte
Abb. 38 und zwar Jje einmal in vorverwdlbtem und in
flachgedriicktem, d.h. belastetem Zustand der Platte.

Wie sich spdter herausstellte, ist diese Art Last
auf die Platten aufzubringen, nicht sehr gliicklich.
Durch die Reibung der kleinen Kugeln in den Pfannen
der Einrichtung entstehen an dem Lastangriffspunkt
kleine zusdtzliche Momente, die das Messergebnis
etwas fdlschen. Da die Messungen zundchst jedoch
nur orientierenden, keinen abschliessenden Charakter
haben sollten, schien diese Art der Lastiibertragung
vertretbar. Wie sich unten zeigt, waren die gefundenen
Messergebnisse dennoch durchaus befriedigend und fiir
die Beurteilung der Rechnung gut geeignet.

Die Spannungsmessungen wurden mittels Dehnmessstreifen
in bekannter Weise durchgefiihrt und ausgewertet. Auf
Einzelheiten wird an gegebenem Ort nzher eingegangen.
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Untersucht wurde das Kraft-Weg-Verhalten an

1. Quadratischen ebenen Platten

2. Quadratischen verw0lbten Federscheiben
3. Kreisrunden ebenen Platten

4. Kreisrunden verwolbten Federscheiben

Die Dicke der einzelnen untersuchten Scheiben betrug
in den meisten Fdllen ca. % mm, einige wenige Scheiben
waren bis zu 4,5 mm dick.

Die Abmessungen der untersuchten Platten aus Plexiglas
betrugen bei den

quadratischen Scheiben rd. 92 mm
bei den kreisrunden Scheiben 100 mm @

Die untersuchten Federplatten aus Stahl hatten einen
Durchmesser von 88 mm und lagen in Stérken von 1; 2;
3 und 4 mm vor.

Fir Stabilitadtsuntersuchungen wurden grdssere Feder-
platten aus Plexiglas bis zu einem Durchmesser von

130 mm verwendetbt.

Die elastischen Werte fiir Plexiglas wurden der Literatur
entnommen bzw. vom Hersteller erfragt. Es wird ange-
geben

E = %2000 kp/om®

1/m = 0,35 bzwe m = 2,86

Der E-Modul wurde fir den ganzen Messbereich als kon-
stant eingesetzt. Ob und wie weit diese Annahme bei
Plexiglas berechtigt ist, oder ob der E-Modul mit zu-
nehmender Belastung abnimmt, konnte nicht in Erfahrung
gebracht werden. Eine gesonderte Untersuchung bzw.
Nachprifung hierzu wurde nicht in Betracht gezogen,

da diese Uber die vorliegende Aufgabe hinausgegangen

ware.
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Wie gezielte Untersuchungen ergaben, sind durch die
Verformung der'PleXiglasscheiben im warmen Zustand
nach der angegebenen Methode keine bleibenden inneren
Spannungen entstanden. ‘

Messungen an ebenen Platten wurden vorzugsweise des-
halb vorgenommen, um die Rechnungen zu best&tigen,
ferner um der Praxis gesicherte Unterlagen fir den Ein-
satz auch ebener Elemente in Federsdulen zusammen mit
Hypo-Federn bieten zu konnen. ' | ‘

Die Messergebnisse fiir die erst genannten 4 Gruppen von
Federplatten sind in Abb. D1 bis Abb. D 19 gebracht.
Die Messergebnisse an den aus Stahl (Werkstoff Nr.
gefertigten Federscheiben zeigen Abb. DS 1 bis DS 8.

Die fiir Stabilitdtsbetrachtungen gemachten Messergeb-
nisse sind in Ab. DA 1 bis DA 13 gebracht.

Fir diese Untersuchungen wurden ausschliesslich kreis-
runde Scheiben benutzt.

Besprechung der Messergebnisse

Die Diagramme Dy - D19 betreffen samtliche Messungen
an Modellplatten aus Plexiglas.
Die elastischen Werte sind mit

]

" E = 32 000 kp/cm

m= 2,86

in die Rechnung eingefiihrt.

Die Diagramme sind Umzeichnungen von Schrieben‘der
benutzten Priifmaschine. Die stark ausgezogene Kurve
ist die geschriebene Kraft-Weg-Kurve.

Die diinn gezelichneten Kurven sind diejenigen, die sich
aus der theoretischen Rechnung ergaben.
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Die strichpunktierte diinne Gerade ist die Kraft-Weg-
Kurve aus der reinen Verdrillungstheorie, d.h. die-
Jjenige, die sich aus dem ersten Glied der jeweiligen
Tragfahigkeitsformeln ergibt.

Die Diagramme D1 bis D4 betreffen

ebene guadratische Platten

von durchweg gleicher Kantenlange und etwa gleicher
Materialstarke.

Die Ubereinstimmung zwischen Messung und Rechnung
kann als relativ gut bezeichnet werden.

Die Ursachen fir die kleinen noch bestehenden Abwei-
chungen zwischen beiden Kurven sind darin zu suchen,
dass:

1) der E-Modul der Messung nicht mit dem der Rechnung
Ubereinstimmt.

2) der E-Modul nicht unabhingig von der Belastung ist.

3) Auf Reibung in der Belastungsvorrichtung.

4) ein gewisser Beuleffekt wie er anschliessend be-
sprochen wird, auftritt.

Letzterer wird sich besonders bei kleinen Belastungen
starker bemerkbar machen als bei hoherer Last.

Die Diagramme D5 bis D11 betreffen

verwolbte guadratische Platten

also echte Hypo-Federn von durchweg gleicher Kanten-
lange jedoch leicht unterschiedlicher Materialstiarke.

Auch hier kann wieder von einer recht guten Uberein-
stimmung zwischen Messung und Rechnung gesprochen
werden (hierzu noch die anschliessende Bemerkung).
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Wie bereits bei der theoretischen Betrachtung dar-
gelegt worden ist, ergibt sich bel den verwdlbten
Federscheiben, fiir das Moment aus den Normalspannungen
dann der Wert O wenn die Platte in eine Ebene hin ver-
formt worden ist.

Dieser Sachverhalt liefert ein weiteres Kriterium
fir die Beurteilung der Brauchbarkeit der Rechnung.

Bei den Messungen D10 und D11 kann in dieser Hinsicht
eine sehr gute Ubereinstimmung festgestellt werden.

Bei Diagramm D7,das an einer Platte der gleichen Ab-
messung wie D10 gemessen wurde, kann moglicherweise
eine Abweichung des E-Moduls fiir die schlechte Uber-
einstimmung angenommen werden. Die Diagramme D5 und D8
zeigen eindeutig,dass der Messung ein niedrigerer
E-Modul als er bei der Rechnung eingesetzt wurde, vor-
gelegen haben muss, denn es zeigt sich sofort eine
gute Ubereinstimmung zwischen Messung und Rechnung,
wenn die gestrichelte Gerade leicht nach oben ge~
schwenkt wird.

Die Diagramme D12 bis D15 betreffen

ebene kreisrunde Platten

vom gleichen Aussendurchmesser jedoch verschiedener
Materialstédrke.

Die Ubereinstimmung zwischen Messung und Rechnung ist
so gut, dass sie keiner besonderen Erdrterung bedarf.

Ein Beuleffekt liegt sicherlich auch hier vor. Er
wird jedoch aus spadter noch darzulegenden Grinden kaum
besonders erkennbar sein.
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Die Diagramme D16 bis D19 betreffen
- verwOlbte kreisrunde Platten

gleichen Durchmessers jedoch unterschiedlicher Ma-
terialstarke.

Bei Diagramm D16 liegen Messung und Rechnung so auf-
einander, dass eine gerechnete Kurve nicht gezeichnet
werden konnte.

Die anderen 3 Diagramme zeigen ebenfalls eine sehr
gute Ubereinstimmung, lediglich bei D18 und D19 sind
kleine Abweichungen vorhanden, die jedoch auf unver-
meidliche Streuung bei der Messung zurickgefiihrt
werden konnen. /

An dieser Stelle soll noch eine weitere Bemerkung
eingefigt werden.

Wie bereits friiher dargestellt, konnte Ubereinstimmung
bei verwolbten Platten zwischen Messung und Rechnung
nur durch die Einfiihrung eines Beiwertes K gy bzw. K ¢
erzielt werden. |

Bei verwOlbten Platten, sowohl der quadratischen als
auch bei der kreisrunden liegen die Rechnungsergebnisse
nach der unkorrigierten Rechnung Formel (II.88, II.92)
iber denen der Messung.

Da fiir die zur Ebene durchgedriickten Platten Uberein-
stimmung zwischen Messung und Rechnung besteht, kKann
die Ursache fiir die Abweichung nur in den Normalspan-
nungen bzw. den von diesen erzeugten Momenten gesucht
werden. A »
Bei der Verformung einer verwdlbten Platte entstehen
wie schon dargestellt, im Aussenbereich der Scheibe

Druckspannungen, im Zentralbereich Zugspannungén. Die
Zugspannungen versuchen den inneren Bereich zu strek-
ken, d.h. von der verwolbten Form zur ebenen hin zu

verschieben. Die Druckspannungen dagegen versuchen
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den Busseren Bereich auszuknicken, d.h. stdrker zu
verw6lben. Durch diese Wirkungen entsteht eine Form
der Scheibe die von der der Ausgangsform abweicht.
Diese Abweichung ist qualitativ in Abb. 34 skizziert.
Diese Abb. zeigt die Mittelebene einer Scheibe, ge-
schnitten langs einer u- oder v-Achse. Die strichpunk-
tierte Linie so0ll die Kurve der Ausgangsform sein.

Abb. 34

Diese ist eine Parabel 1
Durch die Normalspannungen
wird die Form verzerrt und
zwar in eine solche wie
sie gestrichelt gezeichnet
ist 2 « In dieser ver-
zerrten Lage sind die
Hebelarme der Spannungen,
die das Moment aus den
Normal spannungen ergeben,
insgesamt kiirzer geworden,
so dass als Folge davon das
Moment auch kleiner werden
muss.

Theoretisch, d.h.quantitativ ist diese Erscheinung kaum
zu erfassen. Sie soll deshalb in den Formeln fiir das
Kraft-Dehnverhalten der Federscheibe mit einem empi-
rischen Faktor beriicksichtigt werden.

Auf diese Erscheinung wurde bereits in Kap. 2.4.3.
eingegangen und dort eingehend behandelt.
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Bei der Verformung ebener Platten tritt das darge-
stellte Phanomem nicht in dem Masse auf wie bei den
vorverwolbten Platten. Erkennbar ist jedoch ein sol-
cher Einfluss.

Bei den ebenen Platten treten die Druckspannungen im
zentralen Gebiet auf. Dadurch wird dieses bezliglich
des Ausweichens in einen labilen Gleichgewichtszu-
stand versetzt. Beim Ausweichen selber sind dann 2
stabile Ausweichlagen moglich. Die Form dieser Lagen
ist in Abb. 35 dargestellt.

Die eine Lage folgt der
stark strichpunktierten
Kurve 1 , die andere Form
/ | - der gestrichelten 2 .
Da die Abstdnde der Platten-

[ =

mittelebene von der Ausgangs-

ebene, der Momentenbezugsebene,

(:L\j‘/4:> bei beiden Formen verschiedene
i
|

Werte haben, ist bei der Er-

7l 7 mittlung der Momente bzw. der

iw v Tragfzhigkeits-Kennlinien ein
ol

etwas voneinander abweichender

Verlauf zu erwarten.

Welche der beiden Kennlinien-
arten sich effektiv einstellen

i\ wird, hangt von nicht erfass-
u baren Anfangsbedingungen ab
und kann daher schwerlich
Abb. 35 vorausgesagt werden.
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4, Messungen an Stahl-Federn

Die Diagramme DS1 bis DS8 betreffen Federplatten aus
Stahl 50 Cr V 4.

Die Federn sind kreisrund mit einem Durchmesser von 88 mm.
An zwel gegeniiberliegenden Stellen, d.h. an zwei Last-
punkten sind diese mit je einer Fihrungsnut von 3 mm Tiefe
und 6 mm Breite versehen. Alle Federplatten sind auf der
gleichen Prégematrize hergestellt worden, sie besitzen daher
alle die gleiche Verwtlbung. Es wurden je 2 Federplatten
der St&rke von 1, 2, 3 und 4 mm untersucht.

Gerechﬁet wurde bel allen Federplatten mit einem E-Modul
von E = 2,1 =« 106 kp/cm2 und einer Querzahl von m = 3,33,

Auch in diesen Diagrammen ist die ausgezogene Kurve die
geschriebene Kraft-Weg-Kurve, die gestrichelte Kurve die
theoretisch ermittelte und die diinn gezogene Gerade die
Kraft-Weg~Linie aus der reinen Verdrillungstheorie.

Die Feder nach DS 1 zeigt deutlich ein Ausweichen. Bildet
man hier den kritischen Ausweichwert, so ergibt sich dieser
zu

Die Feder nach DS 2 zeigt ebenfalls, jedoch weniger ausge~-
préagt Ausweichtendenz. Bildet man auch hier den kritischen
Ausweichwert, so ergibt sich

d _
T, = 0,263

Beide Werte liegen in unmittelbarer Nachbarschaft des theo-
retisch gefundenen Wertes von 0,274,



- 1%8 -

Die weiteren Diagramme DS 3 bis DS 8 zeigen mehr oder
minder eine recht gute Ubereinstimmung zwischen Messung
und Rechnung. Im allgemeinen liegen die Werte der Rechnung
etwas hoher als die der Messung, was vermutlich auf Unter-
schiede zwischen dem gerechneten und dem tatsé@chlichen
E-Modul zurickgefiihrt werden kann.

5. Stébilitétsméssunsen

Die Diagramme DA 1 - DA 13 betreffen Messungen iiber das
Ausweichverhalten von kreisrunden Hypo-Federplatten.

Fiir die Messungen wurden ausschliesslich Modellplatten

aus Plexiglas benutzt.

Aufgabe der Messungen war es, die theoretisch gefundenen
Zahlenwerte fiir die Ausweichgrenze zu priifen bzw. zu besté-
tigen. Gemessen wurde die Kraft-Weg~Kurve.

Nach den theoretischen Untersuchungen héngt die Ausweich-
grenze nur von dem Verhdltnis d/2ho ab, wobei es einen be-
stimmten kritischen Wert dieses Ausdrucks gibt, bei dem die
Platte gerade auszuweichen beginnt.

Ist der Wert dieses Ausdruckes grosser als der kritische,
so weicht die Platte unter keinen Umsté@nden aus, ist er
kleiner, so wird sie in jedem Fall ausweichen.

In den Diagrammen ist die stark ausgezogene Kurve die ge~-
messene. Die gestrichelte die nach der Theorie ermittelte
Kraft-Weg-Kurve und die diinn gezeichnete Gerade, die Kurve
aus der reinen Drillung.

Die in DA 1 -~ DA 5 vorgelegten Kurven wurden an Jjeweils
der gleichen Platte gemessen, deren Durchmesser bei DA 1
130 mm betrug und der schrittweise bis auf 90 mm bei DA 5
durch Abdrehen der dusseren Partien der Platte verkleinert
worden ware.
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Die Dicke 4 der Platte blieb daher in allen F&dllen gleich
und zwar 2,97 mm. Ebenso blieb der Wolbungsparameter a?
der gleiche. Es 8nderte sich durch die Verkleinerung des
Durchmessers nur noch die Federungshéhe 2ho. Bei den
Kurven Da 1, DA 2 und DA 3 ist das Ausweichen deutlich zu
erkennen. Es tritt in allen drei F&llen bei annd@hernd -
gleicher Last auf. Bei DA 4 und DA 5 tritt kein Ausweichen
mehr ein. In einem Bereich zwischen DA 3 und DA 4, also
bei einem 2ho 9 mm dlirfte die Ausweichgrenze liegen. Es
ergibt sich damit ein kritisches Verh&dltnis

d _ 297 _ . o033
zho '

Die Diagramme DA 6 - DA 10 zeigen das Ergebnis einer zwei-
ten Mess-Serie. Hier liegt der kritische Wert etwas unter—
halb der des Blattes DA 8, also

d
L = 0,32
2h,

Vergleicht man die Ergebnisse mit der theoretischen Unter-
suchung, die fiir Plexiglas einen Wert

d

— = 0. 32
- 2h, '
gefunden hat,

so kann man eine gute Ubereinstimmung feststellen.

Die Untersuchungen nach DA 11; 12 und 1% wurden an Feder-
platten gleichen Durchmessers,gleichen Wolbungsparameters
und daher gleicher Durchfederung Jjedoch verschiedener
Plattenstérke vorgenommen.

Sie sollten lediglich das Verhalten der Platte beim Aus-
weichen zeigen, da bei den vorliegenden Abmessungen in
Jedem Falle mit einem Ausweichen zu rechnen war.
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Diese Untersuchungen zeigten, dass die Hypo-Feder die
schone Eigenschaft hat, unter gewissen Umsténden iiber
einen relativ grossen Wegbereich eine so gut wie kon-
stante Federkraft bereitszustellen.

Weitere Untersuchungen bzw. Auswertungen zu diesem Thems,
insbesondere liber die L.age des Ausweichpunktes auf der
Kraftweg-Kurve in Abhingigkeit von den Plattenparametern
wurden nicht vorgenommen, da hierfiir noch keine theore-
tischen Uberlegungen bereitgestellt werden konnten.
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Formelzeichen

A Abkiirzung

a Konstante der Sattelfléche; ml/2

B Abkilirzung

B(r) Radiusfunktion

b Konstante der Sattelflidche ml/2

c Federkonstante; kp/m

e Konstante

D Durchmesser der Kreisplatte;‘m

d Dicke der Platte; m

E Elastizitétsmodul; dp/m°

F Drillquerschnitt

FA Formé@nderungsarbeit; mK

G Gleitmodul; kp/m2

h Wolbung der Platte bezogen auf die Mittelebene; m

h, Vorverwolbung der Federplatte; m

(2n) Durchfederung der Platte; m

K Schubzahl kp/m

L Kantenlange der quadratischen Platte; m

1 Lénge - m

Ly Ersatzlénge; m

M Momente; mkp

m Querkontraktionszahl

N Abkiirzung

n Seitenverhdltnis des Drillquerschnitﬁes;

P Kraft auf die Platte; kp

Py Krdfte aus Schubspannungen; kp

PN Krafte aus Normalspannungen; kp

R Radius der Kreisplatte; m

T Radiuskoordinate; m

u, Durchsenkung eines Plattenpunktes gegeniiber
der Mittelpunktebene; m

u; v;

X; y; 2 Plattenkoordinaten; m
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3 Verformungswinkel
i, Drillung/Léngeneinheit

P Winkelkoordinate der Kreisplatte
p* Drillverh#ltnis

4 Verdrehungswinkel

p* Drillbeiwert

) Drillbeiwert

¥ Dehnung

m Dehnung

a Normalspannungen; kp/m2

T Schubspannungen; kp/m

¢ Verhdltnis der Form#inderungsarbeit
A Koordinate normiert

® Koordinate normiert

Q(ff’) } Abkiirzung

1 (39)

92 92
A= + Laplac-Operator
9x? Iyt
[} betr. Kreisplatte

1] betr. quadratische Platte
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