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KURZFASSUNG

Aus der allgemeinen Form der Wirmeleltungsglelchung wurden Ldsungen
entwickelt, die verschiedene, mdgliche Betriebszusténde eines Brenn-
stabes beschreiben. Die LOsungen wurden im Hinblick auf ein moglichst
einfaches, illbersichtliches digitales Rechenprogramm entworfen.

Ein digitales Rechenprogramm wurde erstellt.

ABSTRACT

Tempere ture Distribution in a Nuclear Fuel Pin,
Stressed by Different Sorts of Heat Sources

From the general heat conduction equation, solutions are developed
that describe various possible operational conditlons of a nuclear
fuel pin., These solutions are analytically transformed to a state
permitting ready and organizatinally lucid digital programming.
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1, Einleitung

In der vorliegenden Arbeit werden filr verschiedene, sowohl im Reaktor-
betrieb als auch im experimentellen Bereich auftretende Betriebszusténde
aus der allgemeinsten Form der Widrmeleitungsgleichung Losungen entwickelt,
die die Temperaturverteilung im Bremnelement fiir die verschiedenen Zustande
beschreiben, Aus den Ldsungen wurde ein digitales Rechenprogramm erstellt,
Hierbel wurde besonderen Wert darauf gelegt, ein mdglichst einfaches, Uber-
sichtliches, leicht zu handhabendes und doch leistungsfihiges Programm zu

entwerfen.
Es wurden folgende drel Fdlle betrachtet:

I. Im Brennelement besteht eine konstante Wiarmeleistung bei konstant
bleibender Wiarmeleitfdhigkeit,

IT, Die Wdrmeleistung im Brennelement bleibt konstant oder dndert sich
nur sehr langsam; waghrend sich dle Wirmeleitfdhigkeit des Brenn-
stoffes infolge Porenwanderung und anderen Effekten nur langsam
mit der Zeit &dndert.

ITII. Das Brennelement wird durch eine beliebige, zum beliebigen Zeit-
punkt einsetzende Storleistung instationir belastet.

2. Allgemeine Betrachtung der Wirmeleitungsgleichung fir Bremnstoff und

Hiille

Die vollstdndige Warmeleltungsgleichung fiir den Bremnstab (Brennstoff)
lautet (in Zylinderkoordinaten):

Qu _ 2 82u 1 9u . 1 9% 9% ab2
5% (2t r ptEapto2 )t g ¢ (2.1)

12.12.1973



Hierbel ist:

1l

u (r,P,z,t) die Temperatur (im Brennstoff)
= radiale Richtung

Azimutwinkel

= axiale Richtung

= Zeit

5

b °p

¢ N § B8 <
I

die Temperaturleitfdhigkeit des Brennstoffes

o

Warmeleitfédhigkelt des Bremnstoffes
= Dichte des Bremnstoffes

T o
I

= spezifische Widrme des Bremnstoffes
q (r,¥,z) die an der Stelle (r,‘f,z) bestehende Wirme-
leistung (zundchst als konstant angenommen)

e 0
il

Es wird nun vorausgesetzt, daf die Temperaturverteilung u ebenso wie die
Warmeleistung q nicht vom Azimutwinkel fabhingen,

Damit wird aus Gl. (2.1):

2 92u ) u 2u

J 1
75% = a ( 5;5 +3 sn ot 5;§ ) +

Q)

q (r,z) (2.2)

F oo

Die Temperaturleitfdhigkelt ai des Brennstoffes wird (zundchst) als konstant
angenommen., Damit ist Gl. (2.2) eine lineare partielle Differentialgleichung.
Sle 148t sich damit in einen stationdren und einen instationdren Anteil zer-
legen. Die GesamtlOsung setzt sich dann additlv aus den Einzelldsungen zu-

sammen, Damit gllt flir die Temperatur im Brennstoff:

u o= u +u (2.3)

Hierbel bedeutet der Index s stationidr, der Index 1 instationir.

GLl. (2.3) in Gl. (2.2)eingesetzt ergibt:



dlugtuy) 5 3 (ugruy)
7t "% 9:r2

Q(us+ui) . ag(us+ui)

dr 9 2°

1
+-ﬁ
r

a2
) + —-*?k-; a (r,z) (2.%)

Gl. (2.4) 188t sich zerlegen in,

die den stationdren Anteil der Temperatur beschreibende Gleichung:

2 2 2
o 9 us 1 QUS 3 us iﬁ

O=ab(3r2 +;'7er;+8Z2)+ka(I‘»Z) (2.5)

und in die, den instationdren Antell der Temperatur beschreibenden Gleichung:

2 2
du, A uy 1 Qui 0 uy
r or T 9 Z2 )

(2.6)

Die Temperaturverteilung in der Bremnstoffhiille wird durch folgende Gleichung
gegeben (in Zylinderkoordination):

dv

2 2
i 2 9%y 1 v v
= e (55 + 7w+ (2.7)
ot c are r or 9z2
Hierbeil ist:
v = v(r,z,t) die Temperatur in der Hiille
2 kc
a, = 3 o die Temperaturleitfédhigkeit der Hlille
¢ e
kc = Warmeleitfehigkeit der Hillle
[ Dichte der Hiille
c = spezifische Wdrme der Hiille

Gl. (2.7) ist ebenfalls eine lineare Differentialgleichung. Ihre allgemeine
Iosung 1dBt sich daher ebenfalls aus einem stationdren und einem instatio-

ndren Temperaturantell additiv zusammensetzen,

Damit gllt:

Vo= v+ vy | (2.8)



gl. (2.8) in G1l. (2.7) eingesetzt ergibt:

_ 5 » _
Z-)(vs + V) .2 ( 9 (vg + vy) L 1 Q(VS +vy) . 9 (vg + vy (2.9)
It ° are r dr 922
Gl, (2.9) 188t sich zerlegen in,
die den stationdren Anteil der Hiilltemperatur beschrelbende Gleichung:
2 ( agvs 1 st aavs ) )
c ar2 r or 922

und in die den instationdren Anteil der Hulltemperatur beschreibende

Gleichung:
2 2
Avy 2,9V AL vy
At ac( 5 * 7 %r T 2)
dr dz

3., Die stationdre Temperaturverteilung in Brennstoff und Hiille (bel konstan-

ter Wirmelelstung und konstanter Widrmeleltfdhigkeit des Brennstoffs)

Aus Gl. (2.5) ergibt sich die, die stationdre Temperaturverteilung im
Brennstoff beschreibende Gleichung zu:

92us 1 Qus Beus qa(r,z)

+ = .1
3r° HEE: 977 K (-1)

Die Losung der Gl., (3.1l) gibt, wie bereits erwdhnt, den stationiren Temperatur-
verlauf im Brennstab (Brennstoff) in radialer und axialer Richtung, Gl. (3.1)
kann, wegen einigen technischen und physikalischen Gegebenhelten vereinfacht

werden,

Der Brennstab ist, im Vergleich zum Durchmesser sehr lang, auBerdem ist der
Temperaturgradient in axialer Richtung wesentlich kleiner als in radialer.




Damit kann der statilondre Widrmestrom In axialer Richtung gegenliber dem

in radialer vernachlissigt werden.

Damit 188t sich Gl. (3.1) zerlegen in:

2

f.fiz_(f.). + = fll.s.z.(f.). = - A 2
d 2 T a kb (3.2)

r dr .
und

2

d™u__(z)
5— = 0 (3.3)
dz

In Gl. (3.2) 1t dile Temperatur usz(r) nur noch eine Funktion von r.

qZ(r) ist die radiale Wirmequellverteilung an der Stelle z.

Die radiale Temperaturverteilung usz(r) an der Stelle z wird aus Gl. (3.2)
dadurch erhalten, daB dle Wirmeleilstung qz(r) an der Stelle z in Gl. (3.2)
eingesetzt wird,

Da die Warmeleitungsgleichung, wie bereits bemerkt, eine lineare Gleichung
ist, 188t sich die Gesamtlosung additiv aus Partikularldsungen zusammenset-
zen. Damit kann Gl. (3.3) zur Bericksichtigung der TemperaturerhShung in-
folge Kihlmittelaufheizung herangezogen werden,

Die statlondre Temperatur an der Stelle (r,z) im Bremnstab 1st dann gegeben
durch:

us(r,z) = usz(r) + use(z) 3.4)

Die allgemeine Losung der Gl. (3.2) lautet:
2
qz(r) r
usz(r) = - ——ﬁfiir—- +CyInr + C, (3.5)
Hierbel sind Cl und 02 Konstanten; sie sind aus den radialen Randbedingungen

zu bestimmen,

Die allgemeine LOsung der Gl. (3.3) lautet:

use(z) = Cyz +C, (3.6)



Hierbei sind Cl und 02

dingungen zu bestimmen sind.

ebenfalls Konstanten, die aus den axialen Randbe-

Genau wie die Brennstoffgleichung (2.5) 148t sich auch die Hilllgleichung
(2.10) in einen Radialteil:

dv_ (r) dv_ (r)
sz 1 S7

__..,.._-E.-— + .r.. —— = () (3.7)
dr

—E&— = o (3.8)

zerlegen.

Die allgemeine Losung der Gl. (3.7) lautet:

vg,(r) = By Inr + B, (3.9)

Die allgemeine Lidsung der Gl. (3.8) lautet:

veo(2) = Bz + B, (3.10)

B

zu bestimmen sind.

12 B2, ﬁi und ﬁé sind hierbeil wieder Konstanten, die aus den Randbedingungen

'Die stationtre Temperatur an der Stelle (r,z) in der Hiulle ist dann (entspre-
chend der Gl. (3.4) fiir den Bremnstoff):

vs(r,z) = vsz(r) + vse(z) (3.11)

Randbedingungen (fiir den stationdren Fall):

Die Kihlmitteleintrittstemperatur wird, der Einfachheit halber Null gesetzt.
(Dies bedeutet lediglich eine Verschiebung des Nullpunktes.) Nun ist die Tem-
peraturerhchung des Kilhlmlttels gleich den axialen Temperaturantellen von
Brennstoff und Hiille (use(z) und Vse(z) ). Damit lautet die Randbedingung
Hille-Kihlmittel (Randbedingung in radialer Richtung):



d vsz(r)

k, = -q vsz(r) (3.12)
dr !

i

r, T =T,

Hierbei ist o die Warmelibergangszahl und r, der HUllauBenradius,

FUr die Randbedlngung Brennstoff-Hillle wird angenommen, daf im Gasspalt
Brennstoff-Hiille keine W&rme gespeichert wird., (Die Warmespeicherung im
Gasspalt ist, wégen der kleinen Spaltbreite und wegen der geringen Dichte
der Gase vernachldssigbar klein.

Damit lautet die radiale Randbedingung Bremnstoff-Hiille:

du__(r) d v, _(r)
s s
K —E— | =k —E— (3.13)
dr dr
r=r r=1r

Hierbei ist ry der Grenzschichtradius Brennstoff-Hulle,

Ferner gilt in dieser Grenzschicht (Gasspalt) mit dem Temperatursprung AT
noch die Randbedingung:

usz(r) = vsz(r) + AT (3.14)

I‘=1"l 1"=I‘l

Flur den, in diesem Kapitel behandelten Fall i1st der Brennstoff homogen iiber
das gesamte Volumen verteilt. Damit besteht Uberall dieselbe Warmeleitfdhig-
keit kb des Bremnstoffes. Es besteht kein Zentralkanal,

Damilt gllt flir das Stabzentrum folgende Randbedingung:
usz(r) #00 fir r= 0 (3.15)
Da die Widrmeleistung am Anfang und Ende des Bremnstabes (z = O und z = H)

Null ist, hat dort Bremnstoff und Hiille dieselbe Temperatur wie das Kihl-
mittel,



Damit gelten folgende (axiale) Réndbedingungen:

i
(@)
i
O

use(z) = vse(z) fir z

(3.16)

Il

1
fun}

use(z) vse(z) = U fir z

(3.17)
Hierbei ist U die Kihlmittelaustrittstemperatur (gemessener Wert) und H
die Brennelementlénge (Bremnstoff).

Bestimmung der in den Gl. (3.5), (3.6), (3.9) und (3.10) auftretenden Kon-

stanten Cl’ C2’ Cl, Cg, B s B und B

10 B ot

Nach der Randbedingung Gl, (3.15) muB flir r = O (Stabzentrum) eine endliche
Temperatur bestehen, da der Logarithmus fir r = O nicht endlich ist, muB

in G1. (3.5) C; Null sein., Damit gilt flr die stationdre Temperaturvertei-
lung (bei homogener Bremnstoffverteilung),( aus Gl. (3.5), wenn man noch
gleiche Warmequellvertellung in radialer Richtung annimmt):

usz(r) = - EE;* +Cp - (3.18)

Gl., (3.9) in die Randbedingung (3.12) eingesetzt ergibts

k
_ c
B, = -B (Inr, + N ) (3.19)

¢l, (3.19) in Gl. (3.9) eingesetzt, ergibt fir die stationdre radiale Tem-
peraturvertelilung in der Hiille (Bl = B gesetzt):

-y

k
Ver®) = B LI () - o T (3.20)

Die Gl, (3.18) und (3.20) in die Randbedingungen (3.13) und (3.14) eingesetzt,
ergibt flir die restlichen Konstanten:

C
und . r2 .
b L1 1
Cg - 2 ZT. 2 kb = kc ( In ( ra ) - (3-22)



Die Gl. (3.21) und (3.22) in die Gl. (3.18) und (3.20) eingesetzt, ergibt
fiir die radiale, stationdre Temperaturverteilung (im Falle einer konstan-
ten Wadrmeleltfdhigkeit des Bremnstoffes) fiir den Bremnstoff:

qZ — (r?_ = re) 1"? I‘l kc -
u, (r) = 5 /£ RN -;c';(ln(;:a-)-ara)_/+AT (3.23)
fir die Hille:
2
q r k

l oy o
Vo) = = B LW () - T (3.24)

(6] a a

Gl. (3.6) und (3.10) in die Randbedingung (3.16) eingesetzt ergibt:

02 = B2 = 0

Die genannten Gleichungen in die Randbedingung (3.17) eingesetzt ergibt:

- = U
| C;= B = 7 (3.25)
Gl., (3.25) (unter Beachtung, daf Eé = §é = 0 gilt) in die ¢l. (3.6)

bzw, (3.10) eingesetzt, ergibt fir dile axiale stationdre Temperaturver-
teilung (im Falle einer konstanten Wirmeleitfdzhigkeit des Brennstoffes)

fir den Brennstoff:

USe(Z) - % z (3.26)
flir die Hillle:
Veo(2) = {2 (3.27)

Damit 1st das stationdre Temperaturproblem fiir den Fall der konstanten Brenn-
stoffwdrmeleltfahigkeit und der gleichmidBig ilber den Stabquerschnitt verteil-
ten Warmequelldichte geldst.
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4, Die (quasi) stationdre Temperaturverteilung in Brennstoff und Hiille

(bel langsam verdnderlicher Warmeleitfahigkeit des Brennstoffes und

langsam verdnderlicher Warmeleistung)

Dieser Fall ist dann gegeben, wenn sich die Warmeleitfdhigkeit liber den Stab-
guerschnitt infolge Poremwanderung, Bremnstoffentmischung und dhnlichem mit
der Zeit langsam &ndert. Die Wiarmeleitfdhigkeit ist dann, ebenso wie die
Warmelelstung eine Funkbtion des Ortes. Auflerdem tritt in diesem Fall ein
Zentralkanal auf.

Um diesen Fall mathematisch zu behandeln, wird angenommen, daB sich die Warme-
leitfahigkelt des Bremnstoffes innerhalb bestimmter krelssymmetrischer Zonen
wehrend eines bestimmten Zeitinterwvalls nur geringfiigig #dndert und somit
innerhalb dileses Zeltschrittes als konstant angenommen werden kann.

Teilt man den Bremmstoffzylinder in n solcher Zonen ein, innerhalb deren die
Wdrmeleitfdhigkeit kn besteht und immerhalb deren die Wiarmeleistung q, er-
bracht wird, so wird die radiale stationdre Temperaturverteilung in den ein-
zelnen Zonen (nach Gl. (3.5) ) durch folgende Gleichung gegeben ( Die Indices
s und z werden der Einfachheit halber weggelassen; es sei aber ausdrﬁdklich
bemefkt, daB es sich in der folgenden Gleichung um die Warmeleistungen und
Temperaturen an der Stelle z im n-ten Ring handelt. Dementsprechend sind
auch die Konstanten C1n und C2n Funktionen der axialen Koordinate z. Da die
letzten beiden, wie sich zeigen wird, direkt proportional der Wadrmeleilstung
q, an der Stelle z sind, brauchen sie nur einmal fiir ein bestimmtes q, be=
rechnet werden und konnen leicht fiir andere, an anderen z-Stellen bestehende
Warmeleistungen umgerechnet werden.):

qn l"2
u_n =2 - T—-—kn + Clnlrlr+C2n s n=1,2,3 ¢, ®© ()'l"l)

Randbedingungen (fiir den (quasi) stationdren Fall):

An der Randbedingung Hille-Kihlmittel &#ndert sich gegenilber dem vorhergehenden
Fall nichts. Damit ist auch hier Gl. (3.12) und damit Gl. (3.20) gliltig. Be=
zeichnet man die der Hiille benachbarten Zone mit dem Index 1, so gilt, nach
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vorher Gesagtem filr die Randbedingung Bremnstoff-Hlille (entsprechend den
Gl. (3.13) und (3.14) ):

d u,(r) dv_ (r)
1 ¥4
kl dr - % dr (%.2)
r=ry r=r;
und
ul(r) = vsz(r) + AT (4.3)
r=ry r =ry

Die Unterteilung in radiale Bremstoffzonen filhrt zwischen den eingelnen
Zonen auf folgende Randbedingungen:

d un+l d b
r=r., r=r._.
un+l(r) = u (r) (4.5)
] T Pl

An den axialen Randbedingungen dndert sich gegenffber dem vorhergehenden Fall
(der konstanten Warmeleitféhigkeit) nichts. Damit sind auch hler die Rand-
bedingungen nach den Gl. (3.16) und (3.17) gliltig. Das bedeutet, da8 auch
hier die axialen Temperaturglelichungen (3.26) und (3.27) gliltig sind.

Bestimmung der in der Gl., (4.1) auftretenden Konstanten C
der Gl, (3.20) auftretenden Konstanten B:

1n und C2n und in

Da nun infolge Poremwanderung eln Zentralkanal vorhanden ist, tritt das

1e Dleht Null sein miiBte (wenn man
die innerste Zone mit e bezeichnet), um fiir den kleinsten r-Wert einen end-
lichen Funktionswert (Temperatur) zu erhalten.

Argument r = 0 nicht mehr auf, so da C

Um aber Cle zu bestimmen, miiBte fir den Zentralkanal eine bestimmte Rand-
bedingung vorgegeben sein. (Dles wére z.B., der Fall, wenn er mit einer
definierten Kihlung versehen wire,) Da dies nicht der Fall ist, kann die



Konstante Cle nicht bestimmt werden. Da die im Zentralkanal befindlichen
Gase stets angendhert dieselbe Temperatur haben wie die Bremnstoffober-
fldche am Kanal, ist der Pehler klein, wenn man fir die Temperaturver-

teilung der innersten Zone die GUltigkeit der Gl. (3.18) annimmt.

Damit ist die radiale Temperaturverteilung der innersten (e-ten) Bremnstoff-
zone durch folgende Glélchung gegeben:
2

QT
u(r) = - Tt Coe (4.6)
e :

Die Gl. (4.1) und (3.20) in die Randbedingungen (4.2) bzw. (4.4) und (4.5)

eingesetzt, ergibt filir die Konstanten C, und an folgende Rekursionsformeln:

In
k r;’ q ‘
g L2 (4.7)
C,, = ==B + (B
1"k 2k,
2 2
o oteg.i% rp (a5 = qy)
2 k" T2k 2k
2 2 2
o i Eg B 4 rl ql . l"2 (q2 e Q.l) + rl (C‘lj = QQ)
13 2 2 2
A2y 5 o 5
: 2 2 2 2
C_§B+r1q1+r2(qa'q1)+rj(q§'qe)+ +rn(qn‘qn-1)
In~ X 2 X 2 k 2 k e 2 k
n n n n n
. 2 2 2 2
, X, rydp rplap=a;)  r5(dz-a5) v 1(dg 179 o)
Cle-1 % B+ 2% —* "ok 2k Foeee ¥ 5 X
- e=1 e=1 e~1 e=1 e-1
C,, 1st wegen Gl. (4.6) Null,
2 2
q k r’q k
D i | _c 171 = c
C2l~—-§r—k~£+[(l-kl)B-gkl_/lnrl-Blnr'a—ara B+ AT  (4.8)



Cpoy =

2n

- 13 -

2
ke 19 e 5.8
Cpp =/ (1 =72 B -3 kl__/ lnr, -Blnr, - 0 B +AT (4.8)
a,(r, - ry) r.aq r. q
~ 1V TN 2% 1% 1 1 -
+ + vk B(s - =—) /Inr
2k, 2k, 2k e Iy k, 2
2
. o 9 . q (ry - rp)
I X, oy kg
c ri ql-" kC
[(l--l-{I)B-—-é-—q_/lnrl-Blnra-ara B+ AT
a (r2 - r2) re q r? aq
~ 1M T 2 % 1% 1 1 -
+/ - + +kx B(7& -=—)_/Inr
2k, 2k, 2k e kT kg 2
2 2 2 2 2 2 2
e/ a, (5-r5) . q, (r5-r]) . q, (r{-ry) T35 . r, 4, fx B (-
2k 2k, 2k, 2k, " 2k ¢ Tk,
2 0. By q. (2 - rd)
PR s B~ Skl L W -
I ks 4 X, i ky
: 2
[—(l-—f‘-)B-rlqulnr -Blnr -kc B + AT
2 2 2 2
+[—ql(r2-rl)-r2q2+rlql+k B(—l—--—l—-)Jlnr
2k, 2k, 7 2k " o k Tk, 2
3 2 2 2 2 2 2 2
N ___q2<r‘_j r2)+Ql(r2 rl)+ ql(rl rg) . rz q2+ I'2 q2+ K B(.:.l:._ 1
2 ks 2 k3 2 k, 2 k5 2 k, c Tk, - ks
) 2 2 2 2 2 2
s 1 (T N 4o (Cp 1 Thop) . M
2k 2k 0.o+ 21{
n n n

i

k3)Jlng
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2 2 2 2 2 2
Ao (Fp o=ty g) G (0 T ) a, (ry-ry)
+ > R + > K +...+""'——"""""‘2k
N=1 Nne-1 n-1
2 q 2
nmn Ne=l] "n=1 1 1 -
- + + k B( - ) /Inr
2 k, 2k c K, K,
o 2 2 2 2
N 9 Tn . G B B P Y . . a, (v -r,
4 k, pn k1 N ko N k,
Anmerkung

Wehrend der Index n bel der Berechnung der Cln von 1 bis (e-1) lHuft, lduft
er bel der Berechnmung der C, von 1 bis e, Die in den Rekursionsformeln (4.7)
und (4.8) noch enthaltene Konstante B wird aus den Randbedingungen zwischen
den belden immersten Zonen bestimmt,

Die Gl., (4.1) und (4.6) mit den vorstehend berechneten Konstanten in die
Randbedingung (4.4) an der Grenze (m+l) = e eingesetzt ergibt:

(4.9)

1

- 2 2 2 2 2 =
B=3 k_ Lorolag 1-ag) = To 1(a, 170 p) = To n(dg p-0g 3) = «v0 = Tplapmay)-ry a5/

Aus G1,(4.9) erkennt man, daB flir gleiche Warmeleistungen in den einzelnen
Zonen die Konstante B mit der in Gl. (3.21) identisch ist. (Was auch der
Fall sein muB.)

Damit sind alle Konstanten fiir die Radialgleichungen (4,1) und (4.6) bestimmt,
so daB die radiale (quasi)-stationdre Temperaturverteilung nach den genannten
Gleichungen berechnet werden kann, wenn die Widrmeleistungen a, und die W&rme-
leitfdhigkelten kn der einzelnen Zonen bekannt sind. Zu ihrer Festlegung bzw.
Bestimmung werden andere Arbeiten herangezogen / z.B., / 6_/ /; dasselbe gilt
auch fir dle Bestimmung des Temperatursprunges AT Z—Z.B. 1.6;7 _7.

Bezeichnet man in den Gl. (4.8) die Faktoren der Logarithmen 1n r, mit A
_und setzt die Gl., (4.7) und (4.8) in Gl. (4i1) ein, so erhdlt man fiir die
radlale (quasi)-stationdre Temperaturverteilung in den Brennstoffzonen:
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C A
2 11 1
a, (r]-r ) r ry k, \
= —— ) - «10
ul(r 41{1 + 1n ( ng: ) araB+ AT ( )
a
C A, A
2 12 1 2
- qe(ra-r ) ql(rl r2) 1n ( r ry T, ) k, A
u,(r) = + + 1ln - B+ AT
2 Ak, k. I'S @ r,
C A, A, A
a (rg-re) o] (rg- 2) q (r2-r2 r P tp?pd k
uy(r) = 22 PRSCLUL- T LA S-S PN L2 2 y._.=&
3 hkj Ak, Ak B @r,
. a
. 2 2 2 2 2 2
. ap(ry-r7) o, (v 17Ty qn-2(rn-2-rn-l) qy(ry-r5)
W) =TT Tk YR o et TR
n n-1 n=2 1
C A, A A
r lnrll I’22 ) I‘nn ¢
+ 1n ( 5 ) - —7 B+ AT
r a
a
Flir die innerste Zone (e-te) gilt (wegen Cle = 0):
(4.11)
2 2 2 2 2 _ 2 2
A (rgr") 9, (rp-ry 1) Y (Fp 17T o) qy (r-r;)
ue(r)=——n--—+...+ T % + I"knl +...+—°~'-,)I~k°l——~
e n -
Al A2 A3 Ae--l
rl r2 ?} eoe re-l kc
+ In ( ) = == B+AT
2 “,

Mit den Gl. (4.,10) und (4.11) ist das (quasi)-stationdre radiale Temperatur-
problem auf einfache, libersichtliche Rekursionsformeln zurilickgefihrt, die
leicht fiir einen Digltalrechner programmiert werden konnen, Da, wie bereits
erwdhnt, fir die axiale Richtung zwischen dem ersten Fall und diesem kein

Unterschied besteht und damit die Gl. (3.26) und (3.27) gelten, ist auch
dieser Fall abgeschlossen.

B +AT
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Zu beachten ist, daB zu den, aus den Gl. (4.10) und (4.11) erhaltenen Tempe=
raturen noch die Kiuhlmitteleintrittstemperatur additiv hinzuzufligen ist,
da diese in der Randbedingung nach Gl. (3.12) Null gesetzt wurde.

5. Das instationdre Temperaturproblem

Die, die instationdren Temperaturen beschreibenden Glelchungen (fiir Bremnstoff
Gl. (2.6), flr die Hulle Gl, (2.7) ) sind der Form nach gleich. Sie unterschei-
den sich nur in den Stoffwerten, d.h. nur in der Temperaturleltfdhigkeit (ag).
Es genligt daher, die beiden Gleichungen allgemein zu 1ldsen und dle allgemeine
Iosung auf die beiden Pidlle zu lbertragen.

Die instationdre Warmeleitungsgleichung lautet allgemein (Gl. (2.6) und (2.7) ):
2 2
Bwi W awi % w

+
9,2 r Qr 3z2

1
) (5.1)
Gl. (5.1) ist eine lineare Differentialgleichung, lhre allgemeine Ldsung kann

damit durch Trennen der Verdnderlichen erhalten werden. Es gilt folgender
Seperationsansatz:

w, = R(r) z(z) T(t) (5.2)

Hierbei ist R(r) eine nur von r, Z(z) eine nur von z und T(t) eine nur von t
abhidngige Funktion.,
Gl. (5.2) in ¢l. (5.1) eingesetzt ergibt: (5.3)

1 ar(®) 2. 1 3%(r). 1 1  eRr(x) . 1 2° 2z)
T%) or - * (R "3,2 TrRE or i@ 3,2

Beide Seiten der Gl. (5.3) konnen nur damn einander gleich sein, wenn sie
gleich einer Konstanten (-{xe) sind,
Damit ergibt sich aus Gl. (5.3):

(5.4)

3R(r) , _1 922(z1)=_x2

11
T 9t ~* ®E 32 YrRE ar T i) 3,2
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Da die rechte Seite der Gl. (5.4) Kombinationen der Funktionen R(r) und
Z(z) enthdlt, muB jede dieser Kombinationen fiir sich eine Konstante sein,

Damit gilt flir den z-abhingigen Teil:
1 a2 7(z) 2

2(z) 5 2 = -2 (5.5)

und flir den r-abhingigen Teil:

1 @RE), 1L dR@E) __ 2 (5.6)
R(r) dr° Y R(r) dar

Hierbei sind, wie bereits erwdhnt, (-XQ) und («w?) zundchst willklirliche
Konstanten., Die Gl, (5.5) und (5.6 ) in Gl. (5.4) eingesetzt ergibt:

2
2
Xg = + >“2 (5‘7)

a

Aus den Gl. (5.4),(5.5) und (5.6) ergeben sich folgende gewShnliche
Differentlalgleichungen:

flr den zeitabhdngigen Teil (aus Gl. (5.4) ):

L) 4 %2 (1) = 0

(5.8)
dt
mit der allgemeinen Losung:
2
- Xt
T(t) = e (5.9)
fiir den axialen Teil (aus Gl. (5.5) ):
d22§22 2
5 + N z(z) = O (5.10)
d z
mit der allgemeinen LOsung:
Z(z) = E; sin (Az) + E, cos(Az) (5.11)

Hierbel sind El und E2 ebenfalls, zundchst willkiirliche Konstanten.
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fiir den Radialteil (aus Gl. (5.6) ):

2

< 2 r) , i d R(r) + of R(r) = O (5.12)
T
dr dr

Gl. (5.12) ist eine Bessel’sche Differentialgleichung nullter Ordnung.

Thre allgemeine LOsung lautet:

R(r) = K 9o (wr) + X, N, (cor) (5.13)

Hierbel sind Kl und K2, ebenso wie &, zundchst willkirliche Konstanten,
Iy (wr) und Ny (or) sind Besselfunktionen nullter Ordnung erster bzw.
zwelter Art.

Da es sich, wie schon angedeutet, um zwel Zonen (Brennstoff und Hiille) mit
verschiedenen Stoffwerten, d.h.mit verschiedenen Temperaturleltwerten han-
delt, ergibt sich aus Gl. (5.13) und (5.11)

flir den Bremnstoff':

R(r) = Ky J, (or) + K, Ny (@)
(5.14)
7(z) = El sin(h z) + ﬁé cos (Nz)
fiir die Hille:
R(r) =K 3, (@7) + K, Ny (& 7)
= = = - - (5.15)
Z(z) = E; sin ( A z) + E, cos (A z)

Mit den Gl. (5.9), (5.11), (5.1%) und (5.15) ergibt sich nach Gl. (5.2) die
instationdre Temperaturverteilung

fiur den Brennstoff:

(5.16)
u, =X, . (@r)+ K, N, (&r)) (E, sin (Az) + E, sin (3z) ) e"@t
i 1L 0 2°0 1 2
filr die Hilille:
(5.17)
= X2t

vy = (ﬁl Iy (cor) + §2 Ny (or) )(E=l sin (Nz) + E, in (R z) e

2
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Die in den Gl. (5.16) und (5.17) auftretenden Konstanten werden aus den
Rand= und Anfangsbedingungen bestimmt.

Randbedingungen (fiir den instationdren Fall):

Als Randbedingung zwischen Hiille und Kithlmittel gilt (wie im
stationdren Fall):

dv

a
[ R
I
]
33
<
=

Die zwischen Bremnstoff und Hiille gespeicherte Warme ist, wie bereits er-
wahnt, vernachlidssigbar klein; dies fithrt auf die Randbedingungs:

d u,
i

kb dr

Flr den instationiren Fall wird angenommen, dafl zwischen Hiille und Brenn-
stoff Kontakt besteht; dies fihrt auf die Randbedingung:

Cv (5.20)

Im Stabzentrum gilt:

(5.18)

(5.19)

u, # o fir r = 0 (5.21)

i

Als axlale Randbedingungen gelten:

n

n .
jany

u = 0 fir z 0 und z

il
fa sy

0 und =z

1]

v = 0 fir =z
Bestimmung der Konstanten N und X H
Nach den Randbedingungen (5.22) und (5.23) muB fiir z = 0 in den Gl. (5.16)
und (5.17) u; und v,
ist, kann cos{Az) keine Ldsung sein, Damit muB8 in den genannten Gleichungen

Null sein, Da aber der Kosinus von Null nicht Null

—

E2 und Eg Null sein, Als Axial-Ldsung kommt nur sin(Az) in Frage.

(5.22)

(5.23)
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Nach denselben Randbedingungen muB flir z = H, uy und. 2 ebenfalls Null
sein, Diese Bedingungen sind erfiillt flir alle:

o~

] )
" n n "E_'I——‘ n= l, 2, 3, cee (5024)

>
I
>
i
>
I
e

Fir den Radialteil, hat man im Brennstoff, wie im (quasl)-stationdren Fall

zwel Fdlle zu unterscheiden, ndmlich ob ein Zentralkanal vorhanden ist
oder nicht.

Ist ein Kanal vorhanden, mull aber zur Bestimmung aller auftretenden Konstan-
ten fir ihn elne definierte Randbedingung vorliegen, Dies ist nicht der Fall,
daher wird, wie im stationdren Fall, auch hier zwischen beiden Fdllen nicht
unterschieden. Der Fehler, der im Falle des Vorhandenseins eines Kanals be-
gangen wird, ist klein,

Die Besselfunktion zweiter Art NO (55 r ) ist fir r = O nicht endlich. Da
aber nach der Randbedingung (5.21) fir r = 0 (Brennstabzentrum) eine end-
liche Temperatur bestehen muB, kann sie ebenfalls keine Ldsung des Problems
sein, Es muB damit in Gl. (5.16) ié Null sein,

Mit den axialen "Eigerwerten" A, aus G1. (5.24) existieren nach Gl. (5.7)
mindestens & o P I ,, radiale "Eigerwerte",

Nach Gl. (5.7) silt:

2

2

Wt = ')Lg' - N , n=1,2,3 .., (5.25)
a

Mit den Eigerwerten 7\.n, P! n und o n nehmen die Konstanten E. und E——l die
{orm El n bzw. E1 0’ die Konstanten Kl’ Kl und Ké die Fo§3 K n’ ¥1n
K2 p 2n Bezeilchnet man die gzusammengezogenen Konstanten K

E
= - In 1n
KlﬁEln mit Kln und K2ﬁEl mit K2n’ so0 wird dile instationdre Temperaturver-
tellung

=

filr den Bremnstoff (aus Gl. (5.16) ):

2
® = - X"t
u; = X K, Jo(mzﬁshﬂﬁg)e (5.26)
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fiir die Hiille (aus Gl. (5.,17) )

2

[e 0] = = = = -Xt
vi= I (K, 9 (cor)+ Ko No (wnr) ) sin(h z) e

(5.27)
n=1

Nach der Randbedingung (5.18) (Kihlmittel-Hiille) ergibt sich aus Gl. (5.27):

= s = = ) = - - o = = = =
Kln JO (wnra) + K2n NO ( wra) B X &—;- ( K:ln JO( wnra.) + K’EnNO(“’nra.)
c n

daraus ists

3 = o =
Io (o) D= Jg (eoy, 1)

‘ o
$ = =
NO (Oonra) + kcwn NO (wnra)

Diesen Ausdruck in Gl. (5.27) eingesetzt, ergibt fiir den stationdren Temperatur-
anteil der Hiille ( ﬁln = ﬁn gesetzt):

Il r)+—2— J (1) (5.28)
0 na K & 0 na X.2
D = = c n = =7
Vi © nil Kn(JO(c‘J oF) - Nol oo pr) )sin(h z) e
st & o =
NO( wnra) + = NO( w nra)
kK, en

Bestimmung der Konstanten X und der Eigenwerte c;n und a=.>n:

Die Gl, (5.26) und (5.28) und die Randbedingungen (5.19) und (5.20) (Brennstoff-
Hiille) eingesetzt ergilbt:

(5.29)
 ,— N = a = » = N = a = . ’ =
- Jo(wnrl) _ (No(wnra)'k én No(mnra) ) Jo(wnrl)_(JO(wnra)+k C’TJn Jo(wnra))NO("’nrl)
kbw _ = ke e C
F3@r) T G =t NG ) 5 B3 (Br ) I G YW.Gor)
O0¥na ko OV 'na O'n'1 0 na = Ona)ownl
cn cn

Nach Gl. (5.25) gilts
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2

-2 X 2

o T 2 - N (5.30)
b
2

=2 _ X 2

can = 3 5 - 7\n (5-31)
¢}

Gl. (5.29) ist (mit den Gl. (5.30) und (5.31) zusammen) eine transzendente
Gleichung fiir X. Sie gibt flir jedes einzelne xn unendlich viele Ldsungen.

Damit wird: Xn o D= 1, 2, 3, eesy, m =1, 2, 3, «.. Damit ergeben sich
L4 - =
nach den Gl. (5.30) und (5.31) ebenfalls &) und &

Eigenwerte.
’ »m

Mit den Ergebnissen aus der Eigenwertgleichung (5.29) nehmen die Temperatur-
gleichungen (5.26) und (5.28) folgende Form an:

filr den Brennstoff (aus Gl. (5.26) ):

2
@ 0 - - . Xt v
u = I b Kn,m JoGrh,mr) Sln(knz) e ‘n,m (5.32)
=1L n=1
flir die Hulle (aus Gl. (5.28) ):
(533)
K 2
[e0) @D n,m = = —x t
v, = L T === (p J (e, T)=g N (o  _r) )sin(A z) e "m,m
1 m=1 n=1 pn,m n,m O0' n,m n,m 0' n,m n
Hierbel sind die Konstanten:
= = > = g.. =
gn,m ‘%nﬂn JO(wn,m ra.) + kc JO (Con,m ra) (5’34)
- N = L —3
pn,m C“)n,m 0 (cun,m ra) Yy NO (cgn,m ra) (5.35)

Fir die statlondre Wirmelelstung gilt folgende z-Abhingigkeit (im allgemeinen):

~

i
a, = aq, sin(—E* z) (5.36)

Hierbei ist q, die maximale Warmeleistung (bei z = ﬂ)o
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Nach den Gl. (2.3) und 2.8) ergibt sich, mit den Gl. (3.23), (3.24),
(3.26), (3.27), (5,32) und (5.33) die Gesamttemperatur‘(stationére plus

instationdre):

im Brennstoff:

(5:37)
qo (rl-rE) I‘i I'l k rv
[ it -i-{—-(ln(-;—-)-ar_)_/s:m(-*—z)+AT+§z
c a a
T Z J (& in(\_z) "x‘?lmt
o2y B Kn,m 0 oon,mr) sin( LZ) e o
in der Hiille:
.91 r 7 wang Al U
ve-Z [ In () -5 /sin(5m2) + oz (5.28)
c a a
K 2
@ @© ,m = = =X, t
~Dpm -
+ Iz z 5 ( Pn,m Jo(aun,mr) Bom No(cun’mr) ) sin(xnz) e mn,m

m=1l n=l “n,m

Bestimmung der Konstanten (Amplitudenfaktoren) ?%  und ﬁn n’
£ 3

Bel der Bestimmung der Konstanten Eﬁ m und En " werden die durch die G1.

£ >
(5.32) und (5.33) angegebenen allgemeinen instationdren Ldsungen zu solchen
ausgezelchneten Losungen aufgebaut, daB sie fiir t = 0 in die willklirlich

vorgegebene Anfangstemperaturverteilung ubergehen.

Die Anfangstemperaturverteilung in Bremnstoff und Hulle ist (nach der Ver-
schiebung des Nullpunktes) zu Beginn des Startvorgangs (t = O) Null,

Der Ubersichtlichkeit halber werden die in den Gl. (5.37) und (5.39) aufge-

tretenen Konstanten zusammengefalt.

Es wird gesetzt:

) (5.39)
r k
- 1 1 1 U
1 2 2 k r, ’ 3 a. H
o kb 20 . kb 0
5 I1 5 1 c F . U
2 2k * Y272k ar °* 3 H
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Mit den Abklirzungen (5.39) wird fiir t = O und AT =0
fiir den Brennstoff (aus Gl. (5.37) ):

v — w o 0]
Z I

G L@y ¥ - G)) singhz - Gyn7 r) sin(hz) (5.40)

[

X N
Kn,m JO( n,m

fiir die Hulle (aus Gl. 5.38) ):
(5.41)

a, /G ln(—r)-é;)sin(zz)-gzj=o§ Ly g (5. T)-g
0 1 T 2 H 3 _ n,m O n,m
a m=l n=1 “n,m

@
z
n,m

No( con’mr) )sin(?\.n,mt)

Die Gl. (5.40) mit r JO((BV p‘r) sind ()\.mr) multipliziert und Uber das Grund-
3
gebilet (Brennstoff) integriert ergibt:

r. H
1 ~
a, > ' - A2
Aebp J ( v’ Jo(wv,ur) sin( % z ) sin(\z) dzdr (5.42)
r=0 2220

L, & _ |

- - N i

- gy G J J‘ rJ, (o_?v,ur) sin( T 2 ) sin(knz) dzdr
=0 z=0

r

H
- a, 63 g g r JO(&V,NI') zsin(hz)dzdr

r=0 z=0

Losen der in Gl. (5.42) auftetenden Integrale:



- 25 -

Sowohl die Kreisfunktionen als auch die Besselfunktionen bilden Orthogonale-
systeme, Damit gelten folgende Orthogonalitétsrelationen:

fir die Kreisfunktion:

H

fsin(?»nz) sin(kmz) d z =
0

fiir n#m

flir n=m (5.43)

i o

fiir die Besselfunktionen (nullter Ordnung):

T (o filr v, p#n, m
J r JO( wv,ur) Jo(wn’mr) dr = < 2 (5.44)
0 1 - ) _

5 J?_ (wn,mrl) fir v, p=n, m

Damit wird das Integral der rechten Seite von Gl. (5.42):

T
_ _ H x| 2,2
T JO( wv’ur) Jo(wn’mr) s:.n()\.nz) sin(?x.mz) dzdr-= I l(on,mrl)

r

=0 t=0

Die Integrale der linken Seite von Gl. (5.42) ergeben sich, unter Beachtung
der Orthogonalitdtsrelation der Kreisfunktlonen und partieller Integration

r H |
1 _ . H . )
g r Jo(wv’ur) sin( T z) s:.n()»mz) dz dr = 2c'5n - N (w)?,url)
3
r=0 t=
;oo r” J (2 r)sin(zz)sin(}\ r)dz dr = Hry —-, 2 -
0 V’u H m - 2w Z ( rl -c—:) ) )Jl(w)?,url)
)):IJ' V,u
r=0 z=0
2r

1 — —
+ = r
Vs U



Die obigen Integrale in Gl.

T Jo(w'?:llr) z sin (}\.mz) dz dr = - — - J (w

ergibt:
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H(-1)" ry

r,)
m Gyu Yo'l

(5.42) eingesetzt und nach En , aufgeldst
2

(5.45)

2(- 1) -
3_/ 5@, )+ =25 3, B, )

an

Die Gl, (5.41) mit r (qu Iy (oo r) - gmu N, (5*7,llr) ) sin ()\mz)

multipliziert und iber das Grundgeblet (Hiille) integriert ergibt:

1

"9 G Py,

r=r

1

zZ

z=0

(5.46)

~

r. = T L,y s
pv’u r In ( o ) I, (wV:P ) sin ( = z) sin (\2) dz ar

—~
r In ( i’-—- ) N, (Sv’ur) sin ( % z) sin (A z) dz dr
a

=0

= T
r J, (CO)?,ur) sin ( i z) sin ()\mz) dz dr
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r H
a
It
+ a4 G, gv&u r Ny Q;%’pr) sin ( ﬁz) sin (sz) dz dr
r=ry z=0
T H r H
a
- G3 pﬁbu r Jo(g%au?)z 51n(kmz)dz dr+G58V§u r No(av,ur) 81n(knz)dz dr
r=r, z= r=ry z=0
r H
a
i% m =
PR € 7311} = . .
5 r Z, (wV:P-r) Zg @ ,m) sin (?x.nz) sin (?\mz) dz dr
n,m
r=ry z=0

Losen der in Gl. (5.46) auftretenden Integrale:
Wie die Krels- und Besselfunktionen bllden die Zylinderfunktionen ebenfalls

Orthogonalitédtssysteme.

Fir dle zZylinderfunktion nullter Ordnung gilt:

(5.47)
r
a O fiir Y,p # n, m
= = . I‘
J r zO(cD),’ur) Zy (@ n’mr) dr = 2 o . o - A
) [% (g (8,00 + 2533, o) )T | 2w van = nm
Ty

Mit Hilfe der Orthogonalltédtsrelationnach Gl. (5.43) und partieller Integration
ergeben sich die in Gl. (5.46) auftretenden Integrale der linken Seite:



@ ) Tr o 0@y 2000y ) T

r, H
= . IIZ . H — =
r In (-;-—) I5 (coy’ r) sin (ﬁz) sin (kmz) dz dr = —= /Z r, Jy (C'JV,ura)" ry J;
a 2
Y, u V,IJ.
r=r, z=0
r H
a I~
= 3 }[ . H e = =
r in (%; Wy @y, 7) sinz) sin (Nz) dz dr - Lrg Ny @y rp)- vy M@y, 1)—/+ M@, x )N @, r1) 7
Y, V,u
r=r, z=0
r H
a ~
= i ___u 7
rJd (cJV r) sin (ﬁ-z) sin ()x.mz) dz dr = = / r, Jy (® pra) 1 Jl(w)? l) w4 .
Vsu %
r=p. z=0
l 1
r H
a ~
r N ((,JV r)sm(-ﬁz)s1n()»mz)dzdr=25 Aer(a?V’ura)—r (wy,url)__/
am
r=ry z=0
T, H
= . _ = -
v J, (Q)?,ur) z sin (kmz) dz dr = -——(—-)-—-)\ [r o J1 (o))’ura) r (OVM rl) _/
m YU
r=r{ z=0
H
z N (G, r)zsin (hz)dzar = - BCVY (G r) -r W r) 7
y r 0((‘917:11 z sin (N z = N 2 Ny (@ Ty @y, T1
z=0 )\mw);:
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Das Integral auf der rechten Seite von Gl. (5.46) ergibt sich mit Hilfe der
Orthogonalitéatsrelation (5.47) unter Beachtung, daB die Hiille immer viel
dunner als der Bremnstoffradius ist, so daff gilt:

JO (wn,m I‘l) > JO (co n,m ra)’ NO (wn,m rl) ’“”“No (wn,m I‘a.)

und. unter Beachtung der Wronski-Beziehung fir Besselfunktionen:

= s = - ’ = = _ 2
To (@p ) Vo @p %) = J5 @ 07 Ny @y 7)) = ==
L. r)
n,
zus
I‘a H r2-r2
= = H a l 77 2 2
r i i = =
r Zonv’ur) Zoﬁuh’m ) sin (knz) sin (%mz) dz dr = 3 5 L e ))
n,m a
r=r, z=0 s a2
(@t 2 )/

Mit den vorstehenden Integralen und unter Beachtung von oben Erwdhntem ergeben

sich aus Gl. (5.46) die Konstanten (Amplitudenfaktoren)zu:

3 ( (5.48)
K £a TG
n,m _ L_"0 "a “n,m 5 = = = =
5 5 VPo,m G102 Iy @ o v) + ey (6p00) N @, )
s 2(r_+r )(c;:?2 + L)
a 1"V n,m k2
L
C
2(-1)" &
2 = _ =
+ A (pn,m Jl Qpn,m ra) g;n,m Nl <<"‘7n,m ra) )

Damit widre das instationdre Temperaturproblem fiir den Fall geldst, daB zum
Zeltpunkt t = O im Bremmelement dle maximale konstante Wdrmeleistung 9, Sprung-

artig erzeugt wird.

Damit kann der instationdre Temperaturverlauf fiir diesen Fall in Brennstoff und
Hille nach den Gl. (5.37) und (5.38) berechnet werden.



- 30 -

6. Erwelterung des instatlondren Temperaturproblems auf beliebige, zum

beliebigen Zeitpunkt einsetzende Stor-Warmeleistungen

Mit den Amplitudenfaktoren K = aq, k'n*m kann man fir Gl. (5.32) (instatio-
£ Ld
ndre Brennstoffgleichung) schreiben:
P(t) T I E* o i Kot
7% m=1 n=1 Kn:m JO (wn:m r) sin ()\nZ) ° (6.1)

Hierbel ist P(t) die Einheitssprungfunktion; sie ist folgendermaBen definiert:

1 fiir t> 0
P(t) =
0 fir t <O

Da es sich hier um lineare Gleichungssysteme handelt, la4B8t sich dile instatlionire
Bremnstofftemperatur durch folgende Integralgleichung darstellen:

t
u, = Jq @ VY (+t-T) aT (6.2)
0]

- Hierbei 1st q (V) die zum Zeitpunkt t =T elnsetzende Warmeleistung. 1}' (t -T)
ist die zeitliche Ableitung der Ubergangsfunktion des Systems. DefinitionsgemisB
ist die Ubergangsfunktion das Verhdltnis von Ausgangsfunktion (Temperatur) zu
Eingangsfunktion (Wdrmeleistung). Letztere stellt dle StSrfunktion dar.

Damit ergibt sich aus Gl., (6.1) als {jbergangsfunktion flir den Brennstoff:

(6.3)
u 2
R T Q= - . - X +
Y(t) = 2 TORS mogl nzl Koom 90 (&) n,m r) sin (A z) ¢ "n,m

Gl. (6.3) nach der Zeit abgeleltet und filr t = (t -T) eingefithrt ergibt:
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(6.4)
o 0] (e 0] ) — %

T £ X2 K* g @
m=1 n=1 n,m n,m QO n,m

X %

4’(t -T) = - r) sin (%nz) e” "n,m

Gl. (6.4) in GLl. (6.2) eingesetzt ergibt:
(6.5)

- %2 o (t-T)

K* g, (J)n’mr) sin (\z) | a(T)e ™ atT

n,m < n,m

In dem, in Gl. (6.5) auftretenden Integral ist dle Funktion F, =g (7T ) mit der

1
Funktion - Xﬁ . (t -T)
F2 = e ’ gefaltet.
Es gilt also:
t
-k (5 -T)
F,#F, = [ a(T)e ’ aT (6.6)
0
Nach dem Faltungssatz ist:
L {Fl * Fpor= L 4F, "L § F, (6.7)

Hierbel ist:

1)
]

Die ILaplace-Tranformation auf die Funktionen Fl und F

Iaplacetransformierte der Funktion F

il

1

Iaplacetransformierte der Funktion F2

5 angewandt erglbt:

2 (6.8)

LYFif = @ (s) , LF, (=

1+

Hierbei ist s der laplace-Operator,
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Die Ausdriicke (6.8) in Gl. (6.7) elngesetzt ergibt:

(6.9)
—_—

v - X2 (6 -7) X2
L {F; *F,p = L th (T) e - aTy = q(s) ——=2fe
1

1+ 8
(6.9) in Gl. (6.5) eingesetzt ergibt:
(6.10)
© <o S —- a( s )
uy (ry, 2z, 8) = =~ E E Kn,m Jq (ogn’mr) sin (knz)
m=1 n=1 1 1
+ 5 s
X
n,m

Gl., (6.10) stellt die laplacetransformierte LOsung der instationdren Wirme-
leitungsgleichung fir den Brennstoff beil veridnderlicher Wiarmeleistung q dar.

Die Faktoren l/Xi n der komplexen Variablen s sind dle Zeitkonstanten der
E ]
elnzelnen Temperaturanteile.

Genau auf dieselbe Weise wie nach den Gl. (6.2), (6.3), (6.4), (6.6), (6.7),
(6.8) und (6.9) fiir den Brennstoff, ergibt sich aus Gl. (5.33) die laplacetrans-
formierte Losung der instatlondren Wirmeleitungsglelchung fir die Hlille zu

= %
(K n,m = 9o Kn,m gesetzt):

(6.11)

q (s)
1

L+-§l s
X
T,m

o %
@ o Sup 5 > in(h z
vy(r,z,8) =~ I I 5 (pn,m g (@ n,mr) gl oy NO@Qn,mr) ) sin(A 2)
m=1l n=1 “n,m

Mit den Gl. (6,10) und (6.11) wird die instationdre Bremnstoff- und Hiilltempe-
ratur durch Verzogerungsglieder erster Ordnung dargestellt,

Bezeichnet man dle Zeiltkonstanten l/X des Systems mit T m 5° ergeben sich
’

aus den Gl., (6.10) und (6.11) folgende Ubertragungsfunktionen‘

X (s) 1
qa (s) T 14T s (6.12)
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Die Rucktransformation der Gl. (6.12) vom Bildbereich in den Zeitbereich

ergibt folgende Differentialgleichungs

ax . (%)
T —E—— X () = a (v (6.13)

n,m at

Mit dem Einfilhren der Ubergangsfunktionen Xn 0 (t) wird die instationire
k]
Temperaturvertellung:

fir den Brennstoff (aus Gl. (6.10) ):

— %

® @ - ]
uy (r,z,t) = - mil nil Kn, g (c%n,mr ) sin (kmz) Xn,m (t) (6.14)
fiir die Hille (aus Gl. (6.11) ):
(6.15)

= %

(e 0} e 0] n,m = =

= - e - 3

Vi (r’z’t) m—z—l n—z-l pn m (pn’m JO (O-)n,mr) gn:m NO((,Jn,mI') ) Sln(}\mZ) Xn:n(\t)
= = s

Die zeitlichen Temperaturinderungen in Brennstoff und Hillle sind, wie aus der
Differentialgleichung (6.13) hervorgeht, neben den Zeitkonstanten Tn o+ von
3

dem zeitlichen Verlauf der Widrmeleistung q (t) abhingig, die in der genannten
Gleichung als Storglied auftritt.

Um die instationdre Temperatur an irgend einer Stelle des Brennstoffes oder
der Hiille zu bestimmen, ist die Gl. (6.13) zu ldsen (der zeitliche Lelstungs-
verlauf q (t) wird als bekannt vorausgesetzt) und mit den ortsabhéngigen Fak-
1mmni£mio(amﬁ’)&m(ﬁf)bm. iﬁn/pmm(%LmJOG%mm -

- Bo.m No Gzh,mr) ) sin (KmZ) zu multiplizieren und die einzelnen Glieder

zu summieren (gemdB Gl, (6.14) bzw. (6.15) ).

Gl. (6.13) etwas anders geschrieben lautet:

aX (8, Ly () -

dt
Tn,m Tn,m

q (t) = O (6.16)
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Die allgemeine Losung der Gl. (6.16) lautet:

t t

t
T
(C+ Tl J q (1) e ™M at) (6.17)
n
0

Xn,m(t) = e

n,m

,m

Hierbel ist C Integrationskonstante, sie wird aus der Anfangsbedingung bestimmt.

Im Vorausgehenden wurde angenommen, daf zum Zeitpunkt t = 0 die WHrmeleitung

q = qq besteht. Damit ist nach Gl. (6.17) + X (0) = a3 damit ist: C = Ay

n,m
Damit wird aus Gl. (6.17):
% 1 %
n,m 1 Tn m
X . (t) =e 77 (a4 + S’q(t) e T dt) (6.18)
n,m o T
n,m
0

Nimmt man an, was meistens der Fall ist, daf die Storwdrmelelstung konstant
gleich q ist, wird aus Gl. (6.18):

(6.19)
% vty ot R
T q T T T
_ o Dm c n,m - n,m _ . n,m
Xn,m(t) e (qo + Tn,m jhe d t) g © +q, (L ~-e )
(0]

Setzt die Storwdrmelelstung q, nicht zum Zeltpunkt t
t = %, eln, so folgt(aus Gl. (6.18) ):

I

0 sondern zum Zeltpunkt

1

(t"tl)

n,m )

- t -

Tn m T
= ’ -
Xn,m(t) =q, e + q, (L -e

(6.20)

t

T
Aus G1l. (6.19) bzw. (6.20) erkennt man, da8 der instationdre Term q, e n,m

der vom Anfahren herriihrt, flir t + o gegen Null geht; d.h, nach Gl. (5.37)

und (5.38) lduft die Temperatur in den stationdren Wert ein, wenn keine Stdr-
leistung q, bzw. d (t) vorhanden ist. Ist eine Stbrlelstung (im vorliegenden
Fall eine konstante (qc))vorhanden, gehen die Ubergangsfunktionen Xn,m(t) fir
t+ 00 gegen qc; d.h. die Brennstoff- und Hiilltemperatur steigen dann (nach

Gl. (6.14) und (6.15) ) proportional der Storleistung Qg
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Mit den vorangegangenen Herleitungen sind sowohl die stationdre, als auch
die instationdre Temperaturverteilung in einem zylindrischen Brennstab
mit Hulle auf lbersichtliche, fir einen Digitalrechner leicht zu programmie-

rende Formeln zurickgefilhrt worden.

Zum instationdren Temperaturproblem ist noch zu bemerken: Die Reihen, mit
welchen die instationidren Temperaturen dargestellt werden, konvergieren,
wegen den sehr rasch groBerwerdenden Xn " sehr schnell, so daB nur wenlge

Glieder benutzt werden mlissen, um die instationidre Temperatur mit
ausreichender Genauigkeit zu berechnen.
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