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Zusammenfassung

Wir betrachten hier ein Kollektiv vonv gleichartigen Atomen (Nukleiden),
die sich zu Beginn der Beobachtungen alle im Anfangszustand Eo befinden

und im Laufe der Zeit unabhidngig voneinander gemi#B der Kette

in den Endzustand Eu zerfallen. Dabeil ist Ai die Zerfallskonstante des

Zustandes Ei ( i=0,1,...,u=1 ) .

Ublicherweise wird ein derartiges Kollektiv durch ein probabilistisches
Modell beschrieben, das ein Spezialfall des reinen Geburtsprozesses ist.
Dieses Modell enthdlt aber als einschrinkende Voraussetzung, daB die An -

zahl v der Nukleide recht groB ist .

Wir konstruieren in dieser Arbeit ein Modell, das fiir beliebige v gilt ,

Dabei treten je nach Wahl der ProzeRfvariablen stochastische Prozesse auf,

welche die Markow-Eigenschaft besitzen bzw. nicht besitzen .

Den Fall zweier instabiler Zusti#nde ( u=2 ) haben wir im Detail ausgear-
beitet und den allgemeinen Fall soweit untersucht, daB dessen Struktur

sichtbar wird.

Alle wesentlichen Ergebniss leiten wir zunichst mit einer "analytischen"

und dann mit einer "kombinatorischen' Methode her.

Der Ausgangspunkt der analytischen Methode ist fiir die gewdhlten zuf#lligen
Variablen ein System infinitesimaler Ubergangs-Wahrscheinlichkeiten und der
Ausgangspunkt fiir die kombinatorische Methode eine bekannte oder leicht be-
rechenbare Wahrscheinlichkeitsverteilung, aus der sich die gesuchten Wahr-

scheinlichkeitsverteilungen ermitteln lassen .,

Mit dem hier fiir den radioaktiven Zerfall konstruierten mathematischen
Modell kénnen vermutlich auch noch andere Ph#nomene wie z.B. in der Bedie-

nungstheorie beschrieben werden.
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Stochastic Processes of a Collection of Radioactive Chains, Part II

Two~dimensional Stochastic Processes of Radioactive Chains with Two

Unstable States
Abstract

We consider a collection of v identical atoms (nuclides) having the same
initial states Eo and decaying independently of one another in the course
of time to the end states Eu according to the chain

>\o Al Au—2 Au—1

E, > B > ... > E > E ,

Ai being the decay constant of the state Ei (i=0,1,...,u=1) .

In general this collection is described by a probabilistic model which is
a special case of the pure birth process. In such a model the number v of

nuclides is assumed to be very large .

In the present work we drop this assumption and derive a model for arbitrary
v . Dependent on the choice of random variablés, we get Markovian or non ~

Markovian stochastic processes.

We discuss in detail the case of two unstable states (u=2) and study the

general case in sufficient detail to reveal its structure.

We deduce all essential results first with an "analytical method" and then

with a "combinatorical method" .

The starting point for the analytical method is a system of infinitesimal
transition probabilities for the corresponding random variables.

The starting point for the combinatorical method is a known or easily
computable probability distribution from which we can get the wanted

probability distributions .

We believe that our model is not restricted to radioactive series decay.

It may have applications e.g. in the stochastic theory of service systems .,




§ O, Bemerkungen zur Notation, Verzeichnis der benutzten Abkiirzungen

§ 0,0 Notation

Die Numerierung der Gleichungen beginnt in jedem Teilparagraphen von

vorne.

Wird in einem Teilparagraphen eine Gleichung aus einem anderen Teilpara-
graphen zitiert, wird dessen Kennung vorangestellt. So bedeutet z,.B,
Gl. (2.4-28) die Gleichung (28) aus § 2.4.

Tabellen werden, da sie nur vereinzelt vorkommen, paragraphenweise numeriert,

Argumente von Funktionen werden in runde Klammern gesetzt. Dies heifit z,.B.,

fiir die Exponentialfunktion exp

exp (-a(t=s)) 32 = Lo ewp (-a(t-s))

Zufillige Variable werden immer mit grofen lateinischen Buchstaben und
deren Werte (Realisationen) mit kleinen lateinischen Buchstaben bezeichnet.
Sind die zuf#lligen Variablen ganzzahlig, wie fast durchweg in dieser Ar-
beit, nehmen wir fiir deren Realisationen nicht die den Grofbuchstaben ent-

sprechenden Kleinbuchstaben, sondern die Buchstabenmenge { i,j,k,l,m,n }.

Es lieB sich nicht vermeiden, auch andere als zufillige GréBen mit GroR-
buchstaben zu benennen. Dies gilt insbesondere fiir zufdllige Ereignisse,

fiir die wir ebenfalls lateinische GrofSbuchstaben verwenden,

Wir bezeichnen mit griechischen Buchstaben die Parameter von Wahrschein-
lichkeitsverteilungen sowie gelegentlich auch die Indizes von Summen oder

Produkten.

Fiir nichtnegative ganzzahlige zuf#llige Variable W, (grofle lateinische
Buchstaben) schreiben wir v, (kleine lateinische Buchstaben) £fiir die in

deren erzeugenden Funktion zugeordneten nichtzufilligen Variablen.

Benutzen wir im Text andere als die oben festgelegten Konventionen, weisen

wir an der betreffenden Stelle darauf hin.



§ 0.1 Abkiirzungen

cf
DG1
pDGl
GE

Gl

<l <

zV
zV
vd
vE

=

Die Mehrzahl der obigen Abkiirzungen bilden wir, indem wir an die betreffende

"1t

charakteristische Funktion
Differentialgleichung
partielle Differentialgleichung

(wahrscheinlichkeits)erzeugende Funktion,
generating function

Gleichung

gewShnliche Variable
gewShnliche Vektorvariable
zufillige Variable
zufdlliger Vektor
Verteilungsdichte
Verteilungsfunktion
Wahrscheinlichkeit

Wahrscheinlichkeitsverteilung

Abkiirzung ein "n" anhingen. So z.B,

DGln
Wn

Aufierdem verwenden wir die Abkiirzungen auch in zusammengesetzten Begriffen

wie

Ubergangs-Wn

Rand-=Vf

Das Ende eines Beweises kennzeichnen wir mit _|

Differentialgleichungen

Wahrscheinlichkeiten .

Ubergangswahrscheinlichkeiten

Randverteilung(sfunktion)

definitionem schreiben wir := .

und fiir Gleichheit per
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§ 1. Einfiihrung

§ 1.0 Aufgabenstellung und Motivierung

Viele Ergebnisse der Atom~ und Kernphysik werden durch das Studium

radioaktiver Zerfallsketten gewonnen.

Meist beobachtet man hierzu das zeitliche Verhalten eines Kollektivs aus
v gleichartigen radioaktiven Atomen, von denen jedes gem#f der Zerfalls-

reihe

Az b\ -1
E -+ B > E * 60e —> E —E——»-E
u-1 u

von einem Anfangszustand Eo in einen stabilen Endzustand Eu iibergeht,
Wir kdnnen dabei, ohne die Allgemeinheit der folgenden Untersuchungen

zu beschrdnken, annehmen, daB bei jedem Ubergang E, = E (1 =0,1,...

i+
u=1) ein Teilchen €5 emittiert wird,

Betrachten wir nun die Aufgabe des Experimentalphysikers. Sie besteht ge-
wthnlich darin, aus der Art und Anzahl der Teilchen €45 die er in einem
oder mehreren aufeinanderfolgenden Zeitintervallen mift, auf die Zerfalls-—

konstanten Ai zu schliefen,

Mitunter interessiert ihn auch die Anzahl v der radioaktiven Atome zu

Beginn der Messung,

Da es sich beim radioaktiven Zerfall um einen statistischen Vorgang handelt,
braucht er hierzu neben der MeBapparatur, welche die emittierten Teilchen
registriert, ein Ausverteverfahren, mit dem er die unbekannten Parameter

aus den gemessenen Daten berechnen kann.,

Allgemein kann aber ein solches Auswerteverfahren nur aufgestellt werden,
wenn fiir den betreffenden statistischen Vorgang ein probabilistisches

Modell vorliegt.

Man beachte jedoch, daB dieses probabilistische Modell nicht mit dem Auswerte-
verfahren identisch ist. Vielmehr bildet es die theoretische Grundlage fiir

das Auswerteverfahren. Dabei ist es hiufig leichter, fiir einen physikalischen
Vorgang ein probabilistisches Modell als fiir ein gegebenes probabilistisches

Modell ein Auswerteverfahren zu konstruieren,
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Fiir Atome mit zwei und mehr instabilen Zustdnden gibt es, soweit uns be-
kannt, keine exakten probabilistischen Modelle und daher auch keine ent-

sprechenden Auswerteverfahren.

In allen steckt, wenn auch meist unausgesprochen, die Annahme, daR die

Anzahl v der Atome zum Zeitpunkt t = O ungeheuer groB ist (Evans [4:]).

Lediglich fiir Kollektive von v Atomen mit einem instabilen Zustand existiert
fiir beliebiges v ein exaktes probabilistisches Modell, der sog. Binomialpro-
zefl, Er ist ein Spezialfall des Geburtsprozesses, der in der Literatur, siehe
z,B. Parzen [55] , ausfiihrlich behandelt wird.

Ziel des Teils II dieser Arbeit ist es, dieses Modell auf zwei instabile Zu~

stinde und damit auf zwei Uberginge Ei -——+Ei+1 (i = 0,1) zu erweitern.

Es wird aber auch der allgemeine Fall mit p instabilen Zustdnden untersucht,
jedoch nur soweit, als notwendig ist, um die Struktur des Falles y = 2 auf-

zudecken,

In Teil I dieser Arbeit haben wir Kollektive von v radioaktiven Atomen mit

einfachen direkten U'bergingen

Ao
E ~—E

o 1

d.h, den BinomialprozeB und als Verallgemeinerung Kollektive mit einfachen

indirekten {Ubergingen

E +» E.
o J
A A A A,
0 1 2 , gt
( e E1——'+ E2 > 0ooo0 > Ej""l ')

behandelt,

Wir haben uns bemiiht, Teil II so abzufassen, dafl er unabhingig von Teil I

gelesen werden kann.

Mit dem in Teil I und II dieser Arbeit beschriebenen probabilistischen

Modell verfiigt der Experimentalphysiker natiirlich noch nicht iiber ein
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Auswerteverfahren, mit dem er Daten aus dem radiocaktiven Zerfall bei

kleinem V analysieren kann,

Jedoch ist es nun auf der Grundlage dieses Modells mSglich, ein solches

Auswerteverfahren zu entwickeln,

Das hier konstruierte probabilistische Modell ist sicherlich auch noch
auf andere Ph#nomene als die des radioaktiven Zerfalls anwendbar.
Insbesondere trifft dies auf Erscheinungen zu, die in der Bedienungs-
theorie [59J bearbeitet werden,

§ 1,1 Das probabilistische Modell und seine Voraussetzungen

a) Voraussetzungen

Um uns kurz ausdriicken zu k&nnen, bezeichnen wir von nun an als einen
Kettenproze (M, V) ein System von v gleichartigen Atomen (Nukleiden),

deren jedes im Laufe der Zeit (u+1) verschiedene Zustinde einnimmt.

Das probabilistische Modell, das wir fiir diesen KettenprozeR konstruieren,

beruht auf folgenden Voraussetzungen:

I, Jedes der Vv Atome befindet sich zur Zeit t = O in demselben

Anfangszustand Eo'

II. Mit der Zeit durchliuft jedes der v Atome unabhingig von den

iibrigen Atomen eine Folge von u Zustiinden Ei

Ao A A2 ku_z Au_1
E —— E,— > 440 =t E—> E .
o 4. 2 u=-1 u

Dabei sind nur Uberginge der Form E;—> B, G =0,1,.00,um1)

+1
erlaubt, Der Zustand Eu heiRt Endzustand,

III., Die W (= Wahrscheinlichkeit), daf ein Atom im infinitesimalen Zeit-
intervall (t,t+at) vom Zustand Ei zum Zustand Ei+4 iibergeht, bleibt

konstant, solange es sich im Zustand E; befindet und lautet
P [Ei+,‘(t:+At) 'Ei(t)] = )\iAt + o(At) fir i = 0,1,.0e,0=1 .

D.h, die Zerfalls-W eines Atoms im jeweiligen Zustand E; ist un-

abhiingig von dessen Alter, Die Parameter Ai werden wie iiblich



Zerfalls- oder Abfallskonstanten genannt und fiir das Symbol o(at)

gilt
. o(At)
lim it o .
At - O

Diese Voraussetzungen enthalten keinerlei physikalische Annahmen {iber den

Mechanismus des radioaktiven Zerfalls,

In der Lehrbuchliteratur (Takacs [16] s P 41 und p 94; Takacs E?:],
p 8; Renyi bd] s p 104) wird, wenn auch meist etwas verstreut, disku-
tiert, wie man aus den obigen Annahmen probabilistische Modelle fiir die

Kettenprozesse (1,v) und (u,1) erhalten kann,

Da wir diesen Gegenstand eingehend in Teil I dieses Berichts 138J behandelt
haben, nehmen wir diese beiden Modelle und nicht die tiefer liegenden Voraus-
setzungen I-III zum Ausgangspunkt flir unsere Untersuchungen zum Kettenpro-

zeB (u,v).

b) Art des probabilistischen Modells

mcnmn,

Da der KettenprozeB (u,v) ein Vorgang ist, der sich zeitlich entwickelt,
k8nnen wir ihn nicht mit einer einzigen zV ( = zufdlligen Variablen) voll-
stidndig beschreiben., Vielmehr bendtigen wir hierzu eine Familie von zVn

mit dem Zeitparameter t als Index.

Das probabilistische Modell des Kettenprozesses (u,v) ist also ein stochas-
tischer ProzeR {ﬁ?t); fiir alle te[O,m)} , Wobei ﬁ(t) eine geeignet gewdhlte
ProzefRvariable ist. Diese ist hier meist, wie bereits angedeutet, ein

2V ( = zufdlliger Vektor) W(t) = (W,(t), Wy(t), ..., W ().

Natiirlich hdngt der Typ eines stochastischen Prozesses von der Art der

zufilligen Variablen ab,

Hiufig erleichtert es die Untersuchungen, wenn man denselben physikalischen
Vorgang mit verschiedenen Prozefvariablen beschreibt. Dies besonders dann,
wenn die Prozefivariable durch das Experiment vorgegeben ist. Gewhnlich
fillt ndmlich diese Variable nicht mit derjenigen zusammen, deren stochas-

tischer ProzeBR am leichtesten zu konstruieren ist,
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Fiir alle wesentlichen Wn des Kettenprozesses (u,v) und die statistische
Analyse der aus ihm erhaltenen Mefdaten geniigt es, wenn man fiir jede be-
liebige endliche Folge von k Zeitpunkten, etwa £ <ty<ece<ty, die gemein-

same WV ( = Wahrscheinlichkeitsverteilung)

RY BN - s - - S
P [W(ep) =1, Wtp) =1, wu, WCE) = L], 10 6= (151 hee,l )

M
der k zufilligen Vektoren ﬁ(tj) (G = 1,2,...,k) kennt,
Bei vielen Fragestellungen kann man sich auf die einfachere WV
= A
P [W(e) = 1] (2)

zu dem fixen Zeitpunkt t beschrinken.

Wie man diese WVn berechnet, hdngt vom speziellen Typ des stochastischen
Prozesses {ﬁ(t); te[0,2)} ab., Unabhingig vom Typ ist aber die zuletzt
angegebene WV leichter als ihre Vorgingerin zu ermitteln, da man bei ihr
nicht die gegenseitige stochastische Abhdngigkeit mehrerer zufilliger

Verinderlicher beachten mug,

Fiir die Abschitzung der unbekannten Parameter des Kettenprozesses (u,v)
mache man sich klar, welchen Versuchsbedingungen die beiden WVn ent~

sprechen.

Die erste WV 1#Bt sich auf ein Experiment anwenden, das vom Zeitpunkt
—
t = 0 bis zum Zeitpunkt t = t, nur einmal abliuft und die GréBe W(t)

in genau k Zeitpunkten gemessen wird.

Die zweite WV gilt fiir ein Experiment, das etwa k mal wiederholt wird, die
GréRe ﬁ(t) aber jedesmal nur zu einem einzigen Zeitpunkt t = s im Zeitinter-

vall (0,s) gemessen wird. (Fiir den allgemeinen Fall vgl. Lange Bj].)
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¢) Definition der Prozefvariablen

P

Bei vielen Uberlegungen ist es hilfreich,wenn man sich den Kettenprozef

(u,v) nicht als ein System von v Atomen sondern als ein System von v Ketten

(k)

(E 3 = Ej s ] ter Zustand der k ten Kette)
gVW_, g(D_, R g, e — g, g
o 1 u-1 U
600 0o bbb e o (3)
E(k)——* E(k)——* ves —F Egk)——+ coe ™F E(k)——* E(k) k te Kette im Zustand
0 1 1 u=1 u -
E.
i

00000000

LSO O MUY A SN
o 1 i

) v)
o'o-*E ——
w1 Ey
vorstellt, Der Zustand einer einzelnen solchen Kette ist dann identisch
mit dem Zustand, den das betreffende Atom innerhalb seiner Zerfallsreihe

einnimmt.,

Wir bedienen uns dieses Bilds, um unsere ProzeBvariablen zu definieren,
Dabei lehnen wir uns an die beiden Typen von Prozefvariablen an, die in der
Literatur in den Modellen fiir die Kettenprozesse (u,1) und (1,v) gebraucht

werden,
Wir benutzen nach dem Muster des Kettenprozesses (u,1) (s.§ 1.2)

(a) den 2V 2(t) = (Z1(t), Zz(t),...,zv(t)), dessen 1 te Komponente
Zi(t) eine Eigenschaft der i ten Rette zum Zeitpunkt t angibt..
Es sei Zi(t) = k,, wenn sich die i te Kette zum Zeitpunkt t im

Zus tand Ek befindet,
i

Ferner benutzen wir nach dem Muster des Kettenprozesses (1,v) (s. § 1.2)
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(b) den zV X(t) = X(t), X1(t),...,Xu_1(t)), dessen i te Komponente

den Zustand Ei+ aller Ketten beschreibt,

1
Es seil Xk(t) = ik’ wenn bis zum Zeitpunkt t genau ik Ketten

vom Zustand Ek in den Zustand Ek+4 ibergegangen sind.

Beide zVn lassen sich auch noch etwas anders interpretieren, wenn man
annimmt, daf bei jedem Ubergang in einer Kette vom Zustand Ei zum Zustand

E,

544 ein Teilchen €y emittiert wird., Dann ist

(a) Zi(t) = ki’ wenn aus der i ten Kette im Zeitintervall (O,t) genau
ki verschiedene Teilchen emittiert worden sind
und

(b) Xk(t) = ik’ wenn aus allen Ketten zusammen im Zeitintervall (O,t)

genau ik Teilchen vom Typ € emittiert worden sind.

Zwischen den Komponenten des 2V Z(t) und den Komponenten des zV X(t) be~

steht der Zusammenhang

v u=1
Z(t) : =) Z,(t) = b X, (t) = X(t) 4)
1=1 j=0

Er ist eine unmittelbare Folge der zuletzt gegebenen Interpretation der
zVn 2(t) und i(t). Wenn es nur auf den Wert der Summe ankommt, schreiben

wir
S(t) : = Z(t) = X(t) . (5)

Um die Beziehung Gl (4) zu veranschaulichen, betrachten wir folgende Realisa-

tion des aus 3 Ketten bestehenden Kettenprozesses (3, v) zum Zeitpunkt t @

Eo'—‘* E1'—'* .E_z"'—* soe —+ E
EO——* Ej—‘* XX — Eu (6)
EO—-—r E1—> E2—> E3——> E4—> eeo—+ E .
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Es ist fiir die erste Kette Zi(t) = 2, da sie sich im Zustand E2 befindet
und entsprechend fiir die {ibrigen Ketten Zz(t) = 1, Z3(t) = 4, Die Zahl
der Ubergédnge von E, — E4 im Kollektiv der Ketten betrdgt X, (t) = 3;
flir die restlichen vorhandenen Uberginge erhdlt man X4(t) = 2

(Eq——» Ez), Xz(t) = 1 (Ez——* E3) und X3(t) = 1 (E3——* E4). Mithin ist
Z(t) = X(t) = 7,

Das Beispiel zeigt, daB sowohl Z(t) als auch X(t) angibt, wieviele der
Zustinde vom Kollektiv zum Zeitpunkt t durchlaufen worden sind. Nur werden
die Zustdnde des Kollektivs, wenn man die Anordnung Gl (6) zugrunde legt,

bei Z(t) nach Ketten und bei X(t) nach Zustinden Ei aufsummiert.

Aufgrund der Voraussetzung II sind die Summanden von i(t) wechselseitig
statistisch unabhingig. Dies gilt jedoch nicht mehr fiir die Summanden

von f(t), wie das obige Beispiel zeigt. Wegen Xi(t)jlx (t) fiir

i+
i=0,1,00., u=2 sind diese zVn statistisch abhingig.

d) Klasgsifizierung der stochastischen Prozesse des Kettenprozesses (u,v)

Wenn man bedenkt, dai die Kettenprozesse (u,1) und (1,v) Markow-Prozesse
sind, ist es nicht schwer, die stochastischen Prozesse der oben eingefiihrten

zVn wie in der nachstehenden Tabelle zu klassifizieren,

zV Name des stochastischen Prozesses Typ

?(t) Kettenprozel v(u,1) Markow

i(t) Kettenproze u{1,v) Markow

S(t) SummenprozeB (u,v) Nicht-Markow

(u’1) ¢ =1 (l-l,"); (4,\)) HE 1(1,\’)

Dabei haben wir zugleich die Prozesse in einer fiir unsere Zwecke geeigneten
Weise benannt. Wir unterscheiden von nun an, wo keine Verwechslung m8glich
ist, nicht mehr zwischen einem physikalischen Vorgang und dessen probabilis-
tischem Modell, So verstehen wir unter dem Kettenprozefl (u,v) je nach dem
Zusammenhang entweder den betreffenden physikalischen Vorgang oder die drei

in der Tabelle erwidhnten stochastischen Prozesse.
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Die Klassifizierung begriinden wir im Laufe der Arbeit n#her. Hier nur

soviel:

Ein Markow-ProzeB ist ein stochastischer Prozef, dessen zukiinftiger Ablauf
nur vom Zustand des Prozesses in der Gegenwart abhingt, wobei dieser Zustand

aber vollstindig bekannt sein muB,

Die stochastischen Prozesse v(u,1) und u(1,v) haben, wie man unmittelbar aus
dem zugrunde liegenden physikalischen Vorgang ersieht, nur endlich viele

Zustinde und kontinuierlichen Zeitparameter t.

Den KettenprozeB v(u,1) kann man nach den obigen Betrachtungen iiber die
Komponenten Zi(t> des 2V 2(:) aus v voneinander stochastisch unabhéngigen'
Kettenprozessen (u,1) aufbauen, Es ist daher naheliegend, ihn mit v(u,1)

zu bezeichnen. Er ist, wie in § 4.1 n#her ausgefiihrt wird, ein Markow-ProzeB,

weil jeder der v Kettenprozesse (u,1) ein Markow-ProzeR ist,

Die Einordnung der beiden {ibrigen Prozesse ist etwas schwieriger, Der Ketten-
prozef u(1,v) ist ein Markow-ProzeR, weil wir ihn unter dieser Annahme kon-
struieren. Wir erbringen aber nicht den Nachweis, daR er diese Eigenschaft
besitzen muB, weil sie der KettenprozeB v(u,1) besitzt., Benannt wurde er
analog zum KettenprozeR V(¥,1), Da jedoch die u Prozesse (1,v), aus denen

er sich aufbaut, nicht stochastisch unabhingig sind, ist seine Struktur kom-

plizierter als die des Kettenprozesses v(u,1).

Der Summenprozef (u,v)ist schlieBlich, was wir erst in § 3. n#dher ausfijhren,

ein nichtmarkowscher Prozefl,

Bei allen drei Prozessen ld8t sich die gemeinsame WV von k beliebig aber
endlich vielen zVn V(tj) (3 = 1,2,000,k)

P [V(t) = my, V(E)D = myyeue, V(gD =m ] (7

<t <

4 2 © o0 <t

t k
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sowohl fiir die Markow-Prozesse v(u,1) und u(1,v) als auch fiir den Summen-

prozeB (n,v) aus Ubergangs-Wn vom Typ
Pu(e) =n, | W) =n] t>s (8)

berechnen, wobei fiir die Markow-Prozesse stets W(t) = V(t) gilt,

Wihrend aber fiir Markow-Prozesse die Markow-Eigenschaft

P [vu;k) =m | V(g _y) =mk__1,V(tk_2)=mk_2,...,V(t2)=m2,V(t4)=m4]

= P [V(e)m | V(e dem ], (9)

t1<t2< Iy <tk

stets die Vorschrift

P [V(t)=m, ,V(t,)=m), 0., V(E )om |

— k -
= P LY(t1)=“q] . T_T'P [Y(tj)“ﬂﬁl V(tj_1)=nﬁ_{] (10)

j=2

ergibt, muB bei nicht-markowschen Prozessen in jedem Einzelfall ermittelt

werden, wie diese Vorschrift, falls sie existiert, aussieht.

Die W G1 (10) folgt unmittelbar aus der allgemein giiltigen Beziehung

P [AjAyeeip ] =P (4] J|..I2 P [Ajl A1A2...Aj_1j , (11)

" wenn wir unter Aj das Ereignis

Aj ;= {V(tj) = mj}

= {V(tj) =my o, alle tibrigen V<tn) beliebig fiir n # j}

verstehen und die Markow-Eigenschaft Gl (9) beriicksichtigen .
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Natiirlich ist filir den KettenprozeB v(u,1) die zV V(t) = W(t) = E(t)
und flir den KettenprozefR u(1,v) die 2V V(t) = W(t) = f(t) .
Fiir den SummenprozeR (u,v) gilt dagegen V(t) = S(t) und W(t) = i(t)

N
bzw, X(t). Wir konstruieren den SummenprozeR in § 3.4 tiber W(t) = i(t).

Wie bereits angedeutet,ist es sehr viel leichter, den KettenprozeB v(u,41)
als den KettenprozeR u(1,v) und den Summenprozef (u,v) zu konstruieren,
Von physikalischem Interesse sind jedoch eher die beiden zuletzt genannten

Prozesse,

§ 1.2 Die speziellen Kettenprozesse (u,1) und (1,v)

Wie bereits erwdhnt, werden in der uns bekannten Literatur lediglich die

beiden Spezialfidlle (u,1) und (1,v) des Kettenprozesses (u,v) behandelt,

Wir stellen hier iiber diese Prozesse das zusammen, was wir flir unsere weiteren

Uberlegungen bendtigen. Dabei fiihren wir nicht immer alle Details aus.

(a) Der KettenprozeB (u,1)

Dieser Kettenprozef ist ein reiner GeburtsprozeBf und beschreibt das zeitliche
Verhalten eines einzelnen radioaktiven Atoms mit u instabilen Zustidnden
(vgl. Karlin [10] , p 177; Feller | 5] , p 402; Parzen [13] , p 295 oder

diesen Bericht Teil I |j8] ). Er besteht aus einer einzigen Kette

Ao A1 A A

E -2 g 4, M2, pud g
0 1 u=-1 u

und wird eindeutig bestimmt durch das System infinitesimaler Ubergangs-Wn

() : = 2, ()

P [2(t+at) = k+1 | 2(t) = k] = A At + o(AL) (1a)
P [2(t+ar) =k | 2(t) = k] =1 =) At + o(At) (1b)
P [Z(t+At) > k+1 | 2(t) = k] = o(At) (1c)
P [z(t+ht) <k | 2(t) =k] =0 (1d)

k =0,1,000, u-t
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mit den Zerfallskonstanten

Ak = 0 fiir k<O und k>u

und der Markow-Eigenschaft (t1<t2 ...<tl)

P 2(t)) = ky | 2Ce ) =Ky 4y euey 2(t)) = K]

= P [?(cl) =k, | 2(t;_,) = kl_;] (2)

Alle infinitesimalen Ubergangs-Wn Gl (1) sind stationdr, d.h. sie hingen,da
die Ak keine Funktionen der Zeit sind, nur vom Zeitintervall At und nicht
vom Zeitpunkt t ab,

Die infinitesimale Ubergangs~W Gl (1c) kann aus den {ibrigen des Systems
Gl (1) gefolgert werden, (Karlin [ﬁo] s P 178 ).

Mit Hilfe des Satzes von der totalen W und eines Grenziibergangs fiir At— O

148t sich aus dem obigen System Gl (1) und der Markow-Eigenschaft Gl (2)
fiir die W (s<t)

Pkl(s,t) ¢+ = P [:?(t) = 1 | Z(8) = kj

(3)
das System der sog. Kolmogorow'schen prospektiven DGln
4 P (s,t) = =X, P, (8,t) + A P (s,t) 1>k + 1
dt "kl ’ 1 "k1? 1-1 "k,1-1*7? ’ =
(4)
d

’-d_E Pkk(s,t) - Ak Pkk(s’t) » k=0’1’ooo, u

A, = Ofirk<0 , |k

v
=

gewinnen,
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Die zugehSrigen Randbedingungen lauten
Pkl(s,t) = 0 fir k > 1, (5a)
Pkl(s,s) = le . (5b)

Hier garantiert die Randbedingung Gl (5b) die Stetigkeit der Funktion
Pkl(s,t) im Punkte t = s .

Das DGl-System Gl (4) 1dnt sich rekursiv ldsen., Man erhdilt fiir

Pkl(t-s) : = Pkl(s,t)

P (W) = exp (=i, -u) (6a)
u

LG = exp (A 'u) f exp (A1 o3 dy 1+ g 1 (¥) dx (6b)
(o)

1>k, k=0,1,0045 u ,

wenn man beachtet, daB eine inhomogene DGl der Form

%—t- g(t) + c g(t) = h(t) , a<t<b (N
mit h(t) stetig und c reell die allgemeine L8sung
t
g(t) = f exp (~c(t-x) ) « h(x) dx + g(a)+exp (-c(t-a) ) , (8)
a

o

IA
r

IA
o

besitzt,

Doch 148t sich fiir Pkl(u) auch ein expliziter Ausdruck herleiten,

Es ist, wenn man voraussetzt, daB keine zwei der Ak gleich sind,
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Pkk(u) = exp (—Ak-u) ’ ©

1 exp(-A.,u)
e (- 1-k . 3

j=k (Aj_xk) (Aj—xk""]).“ (Aj_xj_1)(Aj—}‘j_’_/l)tnoaj_xl)
fir 1> k+1 und Aj =0 fiir j< O und j > u ,
k=0,1,000, 1t u = t-s , t >s o
Meist wird statt dieser L8sung des DGl-Systems Gl (4) nur die L8sung
fiir den Spezialfall P [Z(t)=1| Z(O)=O] angegeben., (Vgl. z.B, Feller l:7] .
p 406). Von diesen Wn

P (6) 1= pl(“)(:) = Py () = P[z(t)=1|z(o)=o] (10)

bendtigen wir spidter insbesondere die expliziten Ausdriicke fiir y= 2

PO(Z)(t) = exp (-Ad t) (11a)
A
(2) o -
AORE [exp (3g8) = exp (A )] (11b)
(2) - 1 - - -
P, (t) = 1 ey [)\o exp (A,t) =, exp ( Aot)] . (11¢)

Schreibt man diese auf die in § 2 eingefiihrten Symbole

A=E , B=E,, C=E

0] 1 2

o =X, B= A

o 1

und die Abkiirzungen

q(t) = exp (-at) , Q(t) = exp (-Bt) - exp (~at)

o-B
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um, lauten sie

PA(t) = q(t) (12a)
P(t) = Q(t) - q(t) (12b)
Po(t) = 1-0(t) . (12¢)

Aus dieser Form kann man unmittelbar entnehmen, daf fiir wu= 2

die Pj(“)(t) eine WV mit

)
Py ey =1 (13)

§ b~

bilden., Dies gilt allgemein,
Im Fall yu= 2 priift man auch leicht nach, dap alle Pj(z)(t) nicht negativ

sind, So ist z.B. P1(2)(t) nicht negativ und damit Q(t) > q(t) , da aus
A <A s, t 20 immer exp (-Aqt) < exp (-Aot) folgt .

(b) Der Kettenprozef (1,v)

Auch dieser KettenprozeB ist ein reiner GeburtsprozeR. Er beschreibt, wie
ein Kollektiv von v gleichen Atomen mit der Zerfallskonstanten a im

Laufe der Zeit von einem Anfangszustand A in einen Endzustand B zerfidllt,

Ist A(l) (B(l) ) der Zustand A ( B ) in der iten Kette, so besteht

das Kollektiv aus den Ketten

A _a,

L2 _a (2 RO

mit i=1,2,000y V
boeeo06000000 B(i) = B
A _a s ()
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Sein System infinitesimaler Ubergangs-Wn entsteht rein formal aus
dem des Kettenprozesses (u,1) , wenn man flir die Intensitdts-
funktionen Ay = (v=1) o setzt und als neue Prozefivariable die
zV  X(t) := Xo(t) einfiihrt:

P x(ent) = iv1| X&) =1i] = (-ida At + o(at) (14a)
p(xenn) = i | x® =i] = [1- 0Daae] roae e
P [x(tmt) > iv1] x(t) = ij = o) (14c)
P [X(t+ £ < i | X = i] = 0 , (14d)

Die zV X(t) gibt an, wieviele Atome im Zeitintervall (O,t) vom An-
fangszustand A in den Endzustand B iibergegangen sind,
Der KettenprozeR (1,v) besitzt wie der KettenprozeR (u,1) die Markow-—

Eigenschaft,

Wihrend aber das System infinitesimaler Wn fiir den KettenprozeB (u,1)
in vielen Lehrbiichern der W-Rechnung wie z,B. [?0] s P 177
mitgeteilt wird, fanden wir dasjenige fiir den KettenprozefR (1,v)

nur in der Aufgabensammlung von Takacs [46:1, Aufgabe 19 p 41 und

p 94. Dies rithrt wohl daher, daf die tbergangs-Wn

FHCOREE P[X(t) - j'x(s) = i] (45)

fast unmittelbar aus den Voraussetzungen I = III in § 1.1 hergeleitet

werden kénnen,

Man erhilt fiir pij(t—s) 1= pij(s,t), i fest, die Binomial-Verteilung

TRIOREN I S L PR (16)
1] j-i

q := exp(-au) , p = 1-q , u = (t-s) .
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Die Hypothese Index i kann die Werte i=0,1,..., v annehmen,
Natiirlich ist es nicht schwer, mit Hilfe der Wn Gl (16) das in-
finitesimale System Gln (14) zu bestitigen, So ist z.B., fiir ein

infinitesimales Zeitintervall u =At wund j = i+l

P [X(tmt) = i+l | X(t) = i] =
2 v=(i+1) 9
v=-1) [’l—aAt+ —(1%%-)—- - ...] E;A £t - -(a—l?ﬁfl._ 4+ coo :I
= (v-i)o At + o(at) “7)

Da die Ubergangs-Wn Pij(u) auch ohne das infinitesimale System Gl (14)
ermittelt werden kdnnen, erscheint dieses zunichst weniger wichtig.
Wie sich aber spiter herausstellt ( § 2,1 und § 4.3), l4Bt sich ge-
rade dieses infinitesimale System leicht zu einem infinitesimalen
System fiir den allgemeinen Kettenprozel v (u,1) erweitern.

Aus diesem Grunde ist von methodischem Interesse, wie man aus dem
infinitesimalen System Gl (14) die Ubergangs~Wn pij(s,t) berechnet.
Soweit uns bekannt, gibt es dazu zwei Wege. Beim einen hat man, wie
bereits beim KettenprozeR (u,1) beschrieben, ein System gewShnlicher
DGln und beim anderen eine pDGl ( = partielle DGl ) fiir eine Gf

( = erzeugende Funktion) , hier

oo . v N

G := G(x;s,t) := ) pij(s’t) x! = ) pij(s’t) x? (18)
j=0 jui_

zu l8sen,

Die pDGl kann entweder aus dem System gewdhnlicher DGln ( vgl., § 2.2)
oder mit der Palm'schen Methode (vgl. Bartlett [4] R [2] ) direkt aus
dem System der infinitesimalen Ubergangs=Wn (vgl. § 2.3 ) gewonnen
werden. Der zuerst genannte Weg fiihrt immer zum Ziel, der zweite kann
bequemer, aber auch v8llig ungangbar sein,

Sehen wir nach, wie die Dinge beim KettenprozeR (1,v) liegen,

Hierzu fehlt uns noch das prospektive Kolmogorow'sche DGl-System,

Wir kdnnten, um es zu erhalten, ebenso vorgehen, wie wir es beim Ketten-
proze (y,1) angegeben haben. Da wir jedoch bereits das betreffende DGl-

System des Kettenprozesses (u,1) kennen und dessen Intensitdtsfunktionen
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Al nicht von der Zeit abhingen, also nicht vom Grenziibergang At —s0
betroffen werden, brauchen wir das DGl-System des Kettenprozesses

(1,v) nicht aus seinem System infinitesimaler Ubergangs-Wn herzuleiten.

Es folgt aus dem DGl-System des Kettenprozesses (u,1) Gl (4), wenmn

wir dort die Al durch (y=1) ¢ ersetzen :

%‘E pij(s’t) = -(\)—j) apij(s’t) + (v=(j-1))a pi’j—'](s’t)

fir i+1 < j<v , (19)

oo

pij(s’t) = =(Vv=ja pj_i(sat) ’ i=q,1’”0’\’ .
Die Randbedingungen G1(5) k¥nnen wir direkt tibernehmen. Sie lauten

pij(s,t) = 0 fir i 5 j

(20)
pij(s,s) = Gij .
Ahnlich wie beim KettenprozeR (n,1) 138t sich dieses DGl-System
rekursiv 1lsen., Daher verzichten wir hier auf entsprechende Details,
Jedoch wollen wir noch zeigen, wie man aus dem obigen DGl-System zu
einer pDGl fiir die Gf G G1 (18) gelangt und diese 1lé&st.
Dazu multiplizieren wir zuerst die einzelnen DGl des Systems Gl (20)
mit der Potenz xJ bzw., x* der Hilfsvariablen x und summieren {iber
j bzw, i gemiR der Definition von G ,
Wir erhalten nach einiger Rechnung (vgl. § 2.2 ) , wenn wir die ent-
stehenden Summen geeignet umformen, die pDG1
é—G_ - -a_G.. = X
T + o x(x-1) o v a(X-1) G (21)

mit den Randbedingungen

e

G(1;s,t) =1, G(x;8,8) = X . (22)
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Die quasilineare pDGl (22) 148t sich {iber das System der ihr zuge-

ordneten gewdhnlichen DGln, der sog. Charakteristiken

ds _ dt _ dx = déG (23)
0 1 ax(x-1) va(x-1) G

1sen (vgl, § 2.4 fiir eine ausfiihrlichere Darstellung des Verfahrens) .
Drei flir die gesuchte L8sung geeignete Integrale der Charakteristiken

sind

s = C, , Eil exp(-at) = C2 , 9; = 03 . (24)
X

Sie ergeben fiir das allgemeine Integral der pDGl

Gixis,0) = x° ¥ (s, Elexp(-ar) ) . (25)

Die zundchst willkiirliche Funktion V¥ 148t sich mit Hilfe der Rand-

bedingung bestimmen, Dies fiihrt schlieBlich mit G(x;t-s) := G(x;s,t)
auf
G(x;u) = xlv[ exp(=au) + ( 1-exp(-au) ) x ]v_l , (26)
u = t-s .

Es ist nicht schwer einzusehen, daf dies die Gf der Binomial-Verteilung
Gl (16) 1ist .

Im Spezialfall 1 =0, s =0 folgt

G(x;t) = [exp(—at) + (1-exp(-oat)) x ]v . QN
Zum SchluB wollen wir noch erwihnen, daB das zuletzt besprochene
Verfahren beim Kettenprozef (u,1) nicht funktioniert, Dort versucht

man vergebens, auf diese Weise eine pDGl fiir die Gf seiner {bergangs-

Wn zu bekommen .
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§ 1.3 Zur Konstruktion eines probabilistischen Modells fiir den

fiir den allgemeinen Kettenprozef (u,v)

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir geschildert, wie wir zu
probabilistischen Modellen fiir die Kettenprozesse (u,1) und (1,v)

kommen kdnnen.
Nun wollen wir in groben Ziigen angeben, wie wir diese Modelle erweitern
miissen, um den KettenprozeR (u,v) beschreiben zu kdnnen,

Am einfachsten ist der Sonderfall v ~ o zu erledigen,

(a) Sonderfall v v ®

In diesem Fall ist die Anzahl v der Ketten des Kollektivs so gro8,

daB die durch v bedingten Fluktuationen zu vernachlissigen sind., D.h.
aber zugleich, daB wir zu einer Ndherung fiir den Kettenproze8 u(1,v)
von den beiden Kettenprozessen (u,1) und (1,v) lediglich den Ketten-

prozef (u,1) heranziehen konnen,

pay
Weiterhin arbeiten wir anstelle der WV der Proze8variablen X(t)
lediglich mit deren Erwartungswert, Es ist i{iblich (vgl, Evans [4],
p 470 ff ) fiir die Erwartungswerte der Komponenten Xi(t) von i(t)

Ausdriicke der Form

E [Xi(t)] = vP i=0,1,.0.,u1 1)

zu benutzen, wobei die PK geeignet gewdhlte Wn aus dem Kettenprozef

(1,1) sind .,

So setzt man z.B. im Fall u=2 gemdB den Gln (1.,2-12)

E [X, (t)] v ( Po(£)+P () ) v (1-q(t) ) (2a)

v ( 1-Q(t) ) . (2b)

E[x(0)] v PL(b)

Dabei ist, wie man sich leicht iliberlegt,
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PB(t) + Pc(t) = der W, daB sich das System zum Zeitpunkt t entweder
im Zustand B oder C befindet. d.h. den Zustand A

verlassen hat und

Pc(t) = der W, daB sich das System zum Zeitpunkt t im End-

zustand C befindet,

Somit geben die Erwartungswerte E [Xo(t)]' bzw., E [X1(t)] an, wie-
viele Atome im Mittel im Zeitintervall (O,t) vom Anfangszustand in den

ersten Folgezustand bzw. Endzustand iibergegangen sind.,

Da bisher bei allen Experimenten mir radioaktiven Atomen keine signi-
fikanten Abweichungen von derartigen Erwartungswerten beobachtet
worden sind, muB z,B, der Kettenprozef 2(1,v) so konstruiert werden,
dag die Erwartungéwerte von Xi(t), i=0,1 mit denen in Gl (2)

praktisch {ibereinstimmen.

Der in § 2. betrachtete KettenprozeR erfiillt diese Forderung sogar

exakt,

(b) Allgemeiner Fall

Schwieriger als der Sonderfall ist der allgemeine KettenprozeB (u,v)

zu behandeln, bei dem die Anzahl der Ketten endlich ist,

Wir benutzen hier zwei recht unterschiedliche L8sungsverfahren, die

wir die analytische bzw, die kombinatorische Methode nennen wollen.

Besprechen wir zuerst die analytische Methode . Sie ist nur anwend-

bar, wenn es gelingt, die Systeme infinitesimaler Wn der Kettenpro-

zesse (p,1) bzw, (1,y) auf den betreffenden KettenprozeB (u,v) zu
verallgemeinern,

Dies ist in der Tat mdglich, wie im folgenden gezeigt wird, Dabei
erhalten wie die gesuchten Wn in derselben Weise wie bei den speziellen
Kettenprozessen (u,1) und (1,y) .

Allerdings steigt der Rechenaufwand ganz erheblich, wenn man Kettenpro-
zesse (u,v) mit uy> 2 untersucht, Doch 148t er sich etwas vermindern,
wenn man die partielle DGl fiir die erzeugende Funktion einer WV nicht
iiber ein System gewthnlicher DGln, sondern direkt mit der Operatormethode

nach C, Palm herleitet.
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Die kombinatorische Methode liefert im Gegensatz zur analytischen

Methode zunichst nur ganz spezielle WVn des jeweiligen stochastischen
Prozesses.,

Wenn aber wie im Fall der Kettenprozesse (1,v) und (u,1)

diese Markow-Prozesse und zeitlich homogen sind, lassen sich mit ihr alle

gewlinschten WVn herleiten,

Der Ausgangspunkt der kombinatorischen Methode ist nicht wie bei der
analytischen Methode ein System infinitesimaler lbergangs-Wn sondern
eine bekannte WV des interessierenden Prozesses, aus der sich die jeweils

unbekannte WV ermitteln 1d8t,

Wir prizisieren dies wie folgt., Sei (Q,0,,B) der bekannte W-Raum

mit dem Merkmalraum Q , dem vollstidndigen Ereignissystem O und der

WV P ({iber (. Dann besteht bei der kombinatorischen Methode unsere
Aufgabe darin, eine Transformation zu finden, die den W-Raum (Q,&,P)

in den W-Raum (Q',&',B') mit vorgegebenem vollstidndigen Ereignissystem

&' iberfiihrt,

Unter einem vollstindigen Ereignissystem (O verstehen wir dabei wie
{iblich ein Ereignissystem, das hdchstens abzihlbar unendlich viele

Ereignisse Ai e Ol enthdlt und die folgenden Eigenschaften besitzt :

A.nN A, = ¢ fiir i # j

(3)
I & = 2, ] PLA]l =1 .
1 1

Wir demonstrieren u,a. in § 1.4 , ‘da8 es beim Kettenprozefi (2,2) nicht
schwierig ist, einen geeigneten W-Raum (Q,4,F) zu finden ,

Man beachte jedoch, daB nur W-Riume mit solchen Ereignissystemen geeignet
sind, die jedes Ereignis Ai € 0' gemiB

Al = ]Z A (4)

darstellen lassen.

Die Transformationen fiihrt man in unserem Fall am besten mit Hilfe der

erzeugenden Funktionen aus,

Alle wichtigen Ergebnisse leiten wir sowohl mit der analytischen als

auch mit der kombinatorischen Methode her .,
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Die Ergebnisse fiir den speziellen KettenprozeR 2(1,v) haben wir, wie
wir es auch hier darstellen, zuerst mit der analytischen Methode ge-

funden,

Von Vorteil ist bei der analytischen Methode ihr einfacher Ansatz
und bei der kombinatorischen Methode ihr geringer Rechenaufwand;

von Nachteil ist bei der analytischen Methode ihr grofSer Rechen-

aufwand und bei der kombinatorischen Methode, wenn man davon ab~-

sieht, daB sie nicht allgemein anwendbar ist, ihr trickreicher

Ansatz,

§ 1,4 Einfiihrung in den KettenprozeB (;,y) anhand des Kettenprozesses (2,2)

Wir berechnen nun eine Reihe von reprisentativen WVn aus dem Kettenpro-
zef (2.2), da wir mit diesen bereits hier die entsprechenden WVn des
allgemeinen Kettenprozesses (u,v) plausibel machen k&dnnen.

Wie leicht einzusehen, ist der KettenprozeR (2,2) der einfachste Spezial-
fall des allgemeinen Kettenprozesses (u,v),der {iber die bekannten Ketten-

prozesse (u,1) und (1,v) hinausgeht,

Gesucht werden die Gf ( = erzeugende Funktion )

k, k
Gyy ( (245255t ) = é Qk1k2(t) 2, 12,2 , 1)

K := Indexmenge der zuldssigen k1 ,k2
der W ( = Wahrscheinlichkeitsverteilung)
Q — -l - -t ‘
quz(t) 1= Py zZ(t) = k| 2(0) =0 R
- - -
Z (t) := (Z1(t),22(t)) , ki= (k1,k2) , 0 := (0,0)

des Kettenprozesses vy(u,1) = 2 (2,1) , die Gf



GypC (x 5% )38) = ] P, (t)xox,l‘l, (2)

'-l
e

I := Indexmenge der zuldssigen io, i1

P, . (t) := P[X(t) =1i| X(0) = 0

X(t) 1= (K (0,%,(0) , T = (i)

des Kettenprozesses u(1,v) = 2 (1,2) und die Gf

G22(Z;t) = § Rj(t) ZJ (3)
der WV
R, (¢) = P[2(t) = j| 2(0) = 0]

des Summenprozesses (u,v) = (2,2)

Die zVn bedeuten dasselbe wie in § 1,1, So beschreibt die ite Komponente
Z, (t) (i=1,2) des zV fkt), welchen Zustand die ite Kette zum Zeitpunkt
t einnimmt und die jte Komponente X (t) (j=0,1) des 2V X(t), wieviele
der 2 Ketten sich zum Zeitpunkt t 1m Zustand EJ befinden,

Schlieflich gibt die zufdllige Summe Z(t) die Gesamtzahl der Teilchen an,
die bis zum Zeitpunkt t emittiert worden sind, wenn wir annehmen, daR bei
jedem Ubergang Ej > Ej+1 (j=0,1) in einer der beiden Ketten ein Teilchen

emittiert wird,

Wo wie hier Verwechselungen ausgeschlossen sind, unterscheiden wir verschiedene

Gfn lediglich durch die Argumente des Funktionssymbols G, Die Indizes an G
beziehen sich auf den jeweils betrachteten Kettenprozess (u,v). Allgemein
gilt z,B. anstelle der Gl. (2)

- i i i
Guv(x’t) = 2 (t) x o0 x1 ... xug11 (4)

I tot1rrrtum
I :== Indexmenge der zuldssigen io’i1’ ees 1

A .
X = (xo,x ) I

u-1

19 **e> X

u=1




Bei allen Uberlegungen in diesem Abschnitt verwenden wir die kombinatorische

Methode,

[ . 3 * . [ [ -> 3 :
Wir beginnen damit, einen expliziten Ausdruck fiir die Gf G22(z;t) zu ermitteln,
Dies 14Rt sich leicht bewerkstelligen, wenn man die Gfn der zVn Zi(t)

W, . : j .
G21 (zi,t) = E P. Z. s i=1,2 (5)

P = P§2)(t) , vgl. G1 (1.2-11)

der beiden identischen Kettenprozesse (2,1) einfilhrt , aus denen der Ketten-

prozess 2 (2,1) besteht ,

Nach Eigenschaft II § 1.1 sind ndmlich die beiden Kettenprozesse (2,1) von-

einander stochastisch unabhidngig und daher

2 2 2
(t) = 1), . = j
Gyo(lzyszy)st) = TT 63 (250 TTcl »yozh (6)
i=1 i=1 j=0
Aus dieser Gf 1dBt sich sofort die Gf der zufilligen Summe
Z(t) = Zq(t)+Zz(t) gewinnen, wenn man gemif einer Eigenschaft der erzeugenden

Funktionen (siehe Gl. (4.2~4)) z; =z (i=1,2) setzt, Es ist

2 .
o (z,t) = () P, 2D . 7
22 . i
=0 -
Um die Gf G22((xo,x1);t) herzuleiten, miissen wir etwas weiter ausholen.
Wir gehen dabei von drei Wahrscheinlichkeitsridumen aus, welche die vollstdn-

digen Ereignissysteme

0, R, Ay = {z(t) =3} e O, (8a)
0<3jz2éb;
@y, B, By - qukz = {2,(t) =k, Z,(t) =k} e &, (8b)
02ky ,ky<2;
@y £, B cioiq = {x (&) =i, X, (t) =i} ¢ &£, (8c)
0<i <2, i, <i <2
- "0 — 1 — "0 —



besitzen. Ihre diskreten Merkmalriume werden durch die nachstehenden
Abbildungen veranschaulicht, wobei die zum jeweiligen Merkmalraum zuge-

h8rigen Punkte durch kleine Kreise markiert sind,
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Unsere Aufgabe besteht nun darin, die WV RC aus den WVn R, und B, zu

berechnen,

Schon die Gestalt der drei Merkmalriume 148t erkennen (vgl. obige Abbildung),
dag 2, hierflir eine zu grobe Struktur besitzt, Daher kann EC nur aus g
ermittelt werden, wobei allerdings das Ereignissystem (L niitzliche Dienste

leistet, wenn man die Ereignissysteme & und £ an ihm '"orientiert'",

Die Einzel-Wn der WVn EA‘und RB lassen sich leicht aus den betreffenden Gfn

entnehmen, da im Kettenprozef (2,2) die Parameter u(= 2) und v(= 2) klein

sind,
Es gilt
& - ) 2.2
Gyp(z3t) = jzo Pl A, 121 = (p_+p 24p,2%) (9)
und

G,,((z4s 2,03 t) = J P[B . ] k., k
22412 %2 ok, kik,Jzy 1 2y 2

2 2
= (P*Py2y*Py2)7) (B #P42)*P52) ). (10)

Also erhdlt man z.B. fir
y - 2
P[A,] =P[z(t) =2] = 2P P +P]

und fiir




P[B,]=P[z(t)=1,z2 () =2] =ppP =P L321]

wenn man die Klammern in Gl, (9) bzw, Gl. (10) ausmultipliziert,

Um die Wn von EC zu berechnen, iiberlegen wir zunichst fiir jedes Ereignis

k k CH i, )

im Ereignissystem < (&) ihm entspricht, Dies ergibt die nachs%ehenﬁe Tabelle,

wobei die eingetragenen Wn erst spiter interessieren,

Aj (0 <j < 4), welche "ODER' ~Kombination von Ereignissen B

Tabelle 1-1

A P A, ] B P s , ] C; . P [c, . ]
] ] k1k2 k1k2 ii, ii,
j k’l k2 io i,
0 p? 0 0 p? 0 0 p?
[0} [o] (o]
: 0 P P
1 |2pp, 0 1 PP, 1 2 PP
1 0 PP 1 0 (2 PP,)
1o
2 1 PP
2 |2pPypy | O 2 PP, 1 2 PP,
2 0 2
1 1 P 2 P
2 0 PP 1 1 (2 PP,)
2’0o
1 P
3 |2p.P, 1 2 PP, 2 2 PP,
1 P,
2 1 P,P, 2 (2 B, P)
4 P; 2 2 P 2 5

Die Tabelle ist auf folgende Weise zu lesen:

Sind fiir ein bestimmtes Ereignis Aj mehrere "ODER"-Kombinationen der

Ereignisse By (Ci ; ) mdglich, so stehen diese in der Tabelle in dem

betreffenden Feldougtereinander.



Wir verbinden sie in unserer Schreibweise mittels des Operationszeichens

"+", da es sich um disjunkte Ereignisse handelt,

So gilt z.B,

A2 = B02 + B11 + B20 = C44 + C20 .
Entsprechend hat man wie die Beispiele
Bop * By = €14 (112)
B11 = C20 (11b)

zeigen, die Ereignisse B K und C. . mit_einander zu kombinieren. Dabei
stehen dquivalente EreignisSe aus dgunSystem % und & immer auf derselben Zeile
der Tabelle.

Es ist nicht schwer, die in der Tabelle aufgezeigte Zuordnung zu verifizieren.
Man braucht dazu nicht viel mehr, als auf die physikalische Bedeutung der

zVn  Z(t), Zk(t) (k = 1,2) und Xi(t) (i = 0,1) zuriickzugreifen. Insbesondere
gilt, wie man leicht nachpriift:

Xo(t) ist die Anzahl der Zk(t)-Werte (k = 1,2),die gréger (12a)

als O sind und

X1(t) ist die Anzahl der Zk(t)-Werte (k = 1,2), die gréger (12b)

als 1 sind,

Mit den Beziehungen Gln (12) wissen wir aber, wie das Ereignissystem £ auf

das Ereignissystem fr abzubilden ist und kdnnen fiir jedes Ereignis Ci - iy
‘ I
dessen W angeben. °

Z.B, bekommt man fiir die Ereignisse Cyq bzw., c,

die Wn

0 mit Gl, (11) und der WV RB

P logg] =® [8gy 1+ P [By] =222,

Pyl =P [B] = Py




Zusammen mit den {ibrigen Wn von Bo» die man der Tabelle entnehme, ergeben
[ U ¥
diese filir den zV X(t) = (Xo(t), X1(t)) die Gf

=, - o 1 _ P o "1
Gpp (3 €) =) B i, %o ¥ Il T xo
1,51 o] 1,51y o1
_ 52 2.2 2 2 22
= Po+2POP1 X+ (2 POP2 X X, * P1xo) + 2 P1P2 X X, *+ P2 X Xg (13)

Wie man unmittelbar sieht, ldAt sich die rechte Seite von Gl, (13) zusammen-

fassen zu

= 2
G22 (x; t) = (P0+P1xo + szoxq) , . (14)

Dies ist das gesuchte Ergebnis fiir den Kettenprozel (2,2).

Wenn man von Gl. (14) ausgeht, ist es nicht besonders schwer, die entsprechen-

den Gfn fiir die Kettenprozesse (2, V) bzw. (M, V) zu erraten.

AL
Vergleicht man nidmlich die Gf Gl. (14) fiir den zV X(t) = (xo(t), X1(t)) mit
der des zufdlligen "Skalars" Z(t) Gl., (9)

2.2
G22 (z; t) = (P0+P1z + Pzz ) ,

so liegt aus formalen Griinden nahe, fiir den Kettenprozef (2, V) die Gf
c S P 4p . v N
72v(x, t) ( otP1%, szoxq) . X = (xo, x1) (15)
zu vermuten, da ja nach Gl. (7) fiir v statt zwei Ketten die Gf
2.V
z+P22 )

G2v(z; t) = (PO+P1

gilt, Dies umso mehr, als aufgrund der physikalischen Bedeutung der Komponenten
2 -2
der 2zVn X(t) und Z(t) nach Gl, (1,1-4)
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\Y u=-1
Z(e) = ] 2,(e) = ] X.(£) =i X(t)
i=1 j=0 I

sein muf (fiir den Spezialfall v = 2 vgl, Tabelle 1-1) und daher

G2v((xo,x1);t) und sz(z;t) gemil Gl (4.2-4) fiir X, =X, =z

einander gleich sind,

Wir zeigen in § 2,4 mit der analytischen und in § 4.4 mit der kombinatori-

schen Methode, daB die Vermutung Gl. (15) stimmt,

Nun bleibt noch der allgemeine Fall u>2 zu behandeln, Da nach Gl, (1.2-27)
(1

fir x = x_, exp(-at) = P

G,]v(xo;t) - (P(E]) + P§1)xo)v , P§1) + P,E]) = 1
und nach G1, (15)
sz((xo’x1); t) = (P§2) + P'§2)x0 + P§2)x0x1)v ’
Péz) + P§2) + Péz) = 1

5
gilt, erwartet man, daB die WV des zV X (t) = (Xo(t), X1(t),...,Xu_1(t))
die Gf

u
Gu\,((xo,x,],...,xu_,]); t) = [Pc(’u) + 151 P]SU)xox,l...xi_,l]v (16)

E P =

i=p !
besitzt.

Tatsichlich 148t sich auch diese Vermutung beweisen, wie in § 4,3 und § 4.4

gezeigt wird,



§ 2. Der KettenprozeR 2(1,v)

§ 2.0 Vorbemerkungen

In den §§ 2 und 3 konstruieren wir fiir u=2 den KettenprozeB8 u(1,v) und
den SummenprozeB (u,v). Wir verwenden dazu die analytische Methode. Da es
keine Schwierigkeiten bereitet, den KettenprozeR v(u,1) gleich flir O<u<e
zu behandeln, widmen wir diesem Prozef hier keinen gesonderten Abschnitt.
Wer sich fiir diesen ProzeR schon jetzt interessiert, kann § 4.1 vorweg-—
nehmen. »

Fiir die physikalische MeBtechnik sind, da man keine individuellen Ketten
beobachten kann, allein der Kettenprozef u(1,v) und der SummenprozeB (u,v)

wichtig.

Um die Notation zu vereinfachen, gebrauchen wir, wo mdglich, entweder keine

oder nur wenige Indizes. So schreiben wir z.B. fiir die Zustidnde Ei (i=0,1,2)

A=E, B=E, C=E,

1’
die Zerfallskonstanten Ai (i=0,1)

o= A_, B=2A

o 1

und die zVn X(t) = (X, (£), X, (£)), §(b)
X(E) = X_(£), Y(t) = X,(£), Z(£) = S(£) = X(t) + ¥(t).

Nicht immer 1#Bt es sich vermeiden, dasselbe Symbol fiir verschiedene Dinge
zu verwenden. So haben z.B. die Buchstaben A, B und C in § 2.1 eine andere

Bedeutung als oben angegeben,

Statt vom KettenprozeR 2(1,v) sprechen wir auch vom 2-dimensionalen

(X(t), Y(t)) - ProzeR oder kurz vom (X,Y)-ProzeR.

Die Komponentenprozesse { X(t); Ogst< « } und { Y(t); O < t < = } des

(X,Y)=Prozesses bezeichnen wir meist mit X- bzw. Y-ProzeSB.

Der X-ProzeB ist der in § 1.2 behandelte KettenprozeB (1,v). Er besitzt ein

System infinitesimaler Ubergangs—Wn von der Form

P [ w(t+at)=1#1 | W(t)=1 ] = (v-1)*A(t)-At + o(At) (1a)
P [ w(t+dt)=1 | W(t)=1] =1 - (v-1)-A(t) At + o(At) (1b) ,
P [ W(t+At)>1+1 | W(t)=1 ] = o(At) (1¢)

|

w(t)=1 ]

P [ W(t+Ar)<1 0 (1d)



wobei

W(t) = X(t) und A(t) = - é_%%%%LQE . 2

mit q(t) = exp(~at)
ist., Fiir den Y-ProzeR gilt hingegen

W(t) = Y(t) wund A(t) = - Q_%%%%LQE (3)

mit

Q(t) = Egg exp(=Bt) - agé-exp(—at)~.

Der Y-ProzeB ist somit ein nichthomogener GeburtsprozeB, da sein System
infinitesimaler Ubergangs-Wn im Gegensatz zum X-ProzeB von der Zeit ab-
hidngt, Wir haben diesen ProzeB ausfithrlich an anderer Stelle [18] dis-
kutiert.

Hier nur soviel:

Betrachten wir im Kettenprozef (2,1)

T T
A 43 B¢

die zuf#llige Lebensdauer TA des Zustands A bzw, TB des Zustands B, so haben

diese zVn nach den Voraussetzungen § 1.1a) die voneinander stoch. unabhin-

gigen Exponentialdichten

P [t <T, < t+dt | o exp(-at) dt (4a)

A
P t<T

< t+dt ] 8 exp(-BRt) dt . (4b)

B

Mithin hat die zufidllige Lebensdauer TS = TA+TB, wozu wir die beiden Expo-

nentialdichten falten miissen, die Dichte

Pt <Tgstedt ] = %ga [exp (-at) - exp (-Bt) ] dt . (5)

Also erhalten wir fiir die Wn, daB das Nukleid im Zeitintervall (O,t) vom
Zustand A in den Zustand B bzw. in den Zustand C iibergeht
P[0 < T, St ] = 1 =q() (6)

Plo<Tyst] = 1 -0 : (7

Mit Hilfe dieser beiden Wn kann dann das infinitesimale System fiir den

X- bzw. Y-ProzeR hergeleitet werden,
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§ 2.1 DGl-System fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten pij-kl(s’t)

des Kettenprozesses 2 (1,v)

Ziel dieses Abschnittes ist es, ein DGl-System fiir die Ubergangs-Wn
P..., .(s,t) = P [X(£)=7,Y(t)=1] X(s)=i,¥(s)=k] (1
ij;kl

des zweidimensionalen (X,Y)-Prozesses herzuleiten.

Wir benutzen hierzu die analytische Methode, wie man sie im eindimensionalen
Fall z.B. bei Feller [5] , p 400 bzw. Karlin [10] , P 177 findet.

Ihr Ausgangspunkt ist stets ein System infinitesimaler bedingtef Wn., Mit
Hilfe dieses Systems und des Satzes von der totalen Wahrscheinlichkeit wird
dann eine passend gewdhlte W so zerlegt, daB bei einem Grenziibergang im
reellen Parameter t ein System gewShnlicher DGln fiir die Variable t ent-

steht.

a) System der infinitesimalen bedingten Wn fiir den (X,Y)-ProzeR

Wir kénnen ein System infinitesimaler Wn fiir den (X,Y)-ProzeR leicht angeben,
wenn wir dasjenige fiir den KomponentenprozeR der zV X(t), der ein Ketten-

prozef (1,v) mit (0 € i € v) ist, betrachten:

P [X(t+At) = i+1 | X(t)=i] = (v-i)a At + o(At) (2a)
P [X(t+at) = i |[X(t)=i] = 1 - (v-i)a At + o(At) (2b)
P [X(t+At) > i+1 |X(t)=i] = o(At) ‘ (2¢)
P [X(t+at) < i |[X(t)=i] = O : (2d)

Es ist dann naheliegend, filir festgehaltenes X(t)=1i

P [Y(t+At) = k#1 | X(t) = i, Y(t) = k] = (i-k)B At + o (At) (3a)
P [Y(t+At) = k |X(t) = i, Y(£) = k] = 1 - (i-k)BAt + o(At) (3b)
P [Y(t+At) > k#1 | X(t) = i, Y(t) = k] = o(At) (3c)
P [Y(t+At) <k |X(t) =i, Y(t) =k|] = O (3d)
P [Y(t+at) > i |X(e) =i, ¥(t) =k] = O (3e)

mit (0O <1 <v, O0< kg i) zu setzen.
Hierbei tritt in diesem bedingten '"Y-ProzeB" (#Y-KomponentenprozeR des

(X,Y)-Prozesses) anstelle des v das aktuelle i des X-Prozesses, fiir das



natiirlich 1 > k gelten muB und fiir die Abfallkonstante o des Mutterkerns die
Abfallkonstante B des Tochterkerns.

Weiterhin miissen wir beriicksichtigen, daB die zeitliche Entwicklung des X-
Prozesses unabhingig von der des "Y-Prozesses' ist., Eine fiir das Folgende
geeignete Formulierung dieser Eigenschaft des (X,Y)-Prozesses lautet fiir

u>t>s
P [X(u)=i | X(t)=i_,X(s)=i_,¥(u)=j ,¥(t)=j ,¥(s)=j_ ]
= P [X(u)=iu |X(t)=it,X(s)=is ] . (4
Das gesuchte infinitesimale System des (X,Y)-Prozesses besteht dann aus den

Gln (2) und (3). Hierzu tritt die Eigenschaft Gl (4) und die Annahme, daR

der (X,Y)-ProzefR ein zweidimensionaler Markow-Prozef ist.

Das oben angegebene System (I) bedingter infinitesimaler Wn ist nicht das
einzige, aus dem der (X,Y)-ProzeB konstruiert werden kann.

Ein weiteres System (II) ist, wenn wir mit der Hypothese H(t) = { X(t)=i,
Y(t)=k } bezeichnen,

P [X(t+At)=i+1,Y(t+At)=k |H(t) ]

(v-1)aAt + o(At) (5a)

P [X(t+At)=i, Y(t+At)=k+1 |H(t) ] (i-k)BAt + o(At) (5b)

P [X(t+At)=1i, Y(t+At)=k |H(t) ]

(1 —[(v—i)a+(i-k)@ At) + o(At) (5¢)
alle iibrigen Wn von X(t+At) und Y(t+At) mit der Hypothese H(t)
= o(At) oder O . (54d)
Setzen wir zur Abkiirzung
P(j) := P [X(t+it)=] | X(t)=1i]
Q(1) := P [Y(t+At)=1 |H(t) ]
R(j,1) := P [X(t+At)=j,Y(t+At)=1|H(t) ],
so ist, wenn wir beachten, daB gemdB Gl (4)
P(j) = P[X(t+at)=j |H(t)] (6)
gilt, P(j) die eine der beiden Randverteilungen von R(j,1l), d.h.
v

P(j) = ] R, . (7a)
1=0




2=5

Fiir die andere erhalten wir
v

Q) = L R, . (7b)
j=0

Also gilt z.B., wenn die R(j,l) gegeben sind,
P(i) = R(i,k) + R(i,k+1) + o(At) - (8a)
Q(k) = R(i,k) + R(i+1,k) + o(At) (8b)

und das System I folgt mit Eigenschaft Gl (4) aus dem System II. Umgekehrt

ist, wenn wir vom System I ausgehen und annehmen, daf

R(j,1) = o(At) fir (j,1) # (iv,k)v (i,k) v (i,k+1)  (9)
V = logisches Oder

gilt,
R(i,k) + R(i,k+1) + o(At) = P(i)
R(i,k) + o(At) = P(i+1)
(10)
R(i,k) + R(i+1,k) + o(At) = Q(k)
R(i,k+1) + o(At) = Q(k+1)

und das System 1II folgt mit Gl (4) aus dem System I,
In diesem Abschnitt benutzen wir das System I, spdter jedoch auch das System
IT (vgl. §2.3).

b) Zerlegung der Wahrscheinlichkeit Py , E+AL)

S

Wir zerlegen pij;k1<s‘t+At)= P [X(t+At)=j,Y(t+At)=1| X(s)=i,Y(s)-k]

ilber den Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit und einer elementaren Be-
ziehung zwischen bedingten Wahrscheinlichkeiten.

Diese besagen, wenn wir sie in einer fiir uns geeigneten Weise in einem

Hilfssatz und einem Satz formulieren:
Hilfssatz
Fiir beliebige Ereignisse C, D, E, F und H gilt
P[CDEF |H] = P[EF|H]-P[D|EFH]-P[C|DEFH] . (11)
Beweis

Aufgrund der Definition der bedingten W P[A|H]= P[AH]/ P[H]gilt
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P|[CDEFH]
linke Seite von Gl (11) —

p[H]
“P{EEH] P[DEFH| P [CDEFH]
p[a]  pfern] P [pErH)

rechte Seite von Gl (11)

Es ist 1.S. = 1r.S. W.z.b.w,|

Satz

Sind AK, k=0,1,...,] und BA’ A=0,1,...,1 zwei endliche Ereignissysteme mit

j
A= A, AN A, = 8 fir <4, (12a)

=0

1
B=J) B, BAB, = ¢ fir A4, (12b)

X=0

und P ein fiir diese Ereignisse definiertes WahrscheinlichkeitsmaB, so

gilt fiir eine beliebige Hypothese H (=Ereignis H)

P [AB| H ] = Z)\P[AKBAIH] . (13)

Beweis

Da die Ereignisse AK, k=0,1,...,] und demnach auch die Ereignisse AKB H,
k=0,1,...,] disjunkt sind, resultiert aus der Additivitdt der Wahrschein-
lichkeit P

plaBi] = P[(Ua) B] = z(j) P[A BH] . (14)

K

Halten wir nun k=x' fest, so sind auch die Ereignisse AK,B H, A=0,1,...,1

A
disjunkt und daher

1
pla,Bi]= P[a, (JB) H]= Azo P[ABH], (15)
A

Also gilt, wenn wir P[ AK,BH]aus'Gl (15) in Gl (14) einsetzen

P[aa] = ] P[ABH] . (16)
Ky

Die gesamte Beziehung folgt schlieflich, wenn wir (16) durch P [H] dividie-

ren. |

Jetzt kommt es darauf an, geeignete Ereignisse A,B, H bzw. A., B,, auszu-
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wdhlen, welche die infinitesimalen Wn mit den gesuchten Ubergangs-Wn ver-—

knlipfen. Diesen Zweck erfiillen die Ereignisse

A = { X(t+At)=], O < Y(t+At)<o} = { X(t+At)=] } (16a)
B := { 0 < X(t+At)<o , Y(t+At)=1}= { Y(t+At)=1 } (16b)
H(s) := H := { X(s)=i,Y(s)=k } (16¢c)

und die Ereignissysteme
A= L X(E)=j-k,X(t+aE)=] 1, kK=0,1,.4.,] (17a)
AKA A, = 1) flir «#c',
By := { Y(t)=1-A,Y(t+At)=1 1}, A=0,1,...,1

B,NB,, =@ Cfir MM . (17b)

Natiirlich gilt
AB := ANB = { X(t+At)=j,Y(t+At)=1 } . - (18)

Fiir das Folgende ist dienlich, die Ereignisse A und B, dhnlich wie in

Gl (18) aufzuspalten. Wir verwenden

A = CE, B, = DF, (19a,b)
mit
C := { X(t+At)=j } , E, = { X(t)=3-« } ,
D := { Y(t+At)=1 } , F, 1= { Y(t)=1-x } ,
k=20,1,.00,] und A=0,1,...,1 .

Mit diesen Festsetzungen berechnen wir nun die Summanden P [ AKBA| Hlin G1 (13).
Wir konnen uns dabei auf die Terme mit k+) < 1 beschrinken, weil,wie wir
spiter sehen werden,alle iibrigen Terme von hdherer als erster Ordnung in At
sind und beim Grenziibergang At -+ O verschwinden,

Als erstes formen wir P [AKBAIH] mit dem Hilfssatz um. Wir erhalten mit

E := EK und F := FA
P[AB, |u] = P[EF | H] - P[D|EFH] * P[C|DEFH ] , (20)

Dies kodnnen wir noch erheblich vereinfachen. Wegen der Markoweigenschaft des

(X,Y)-Prozesses ist ndmlich (t > s)
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P[DJEFH] = P [Y(erAt)=1]X(t)=j-k,Y(t)=1-),X(s)=1,Y(s)=k]
= P[D|EF ] (21)

und wegen Voraussetzung Gl (4) und der Markow-Eigenschaft

P[C | DEFH] P [ X(t+at)=j | x(t)=j—K,X(s)=i,Y(t+At)=1;Y(t)=1—A,Y(s)=k]

Pl{c|E] . (22)
Also wird aus Gl (20)
p[as |u] = PEF, [H- -P[p|EF} P[C|E] . (23)
Nun ist es leicht, die Wn PI:AKBAI H]auszurechnen. Es ergibt sich der Reihe
nach
fiir «x=0, A=0 :
P[AOB°|H I= P[x(t)=j,¥(t)=1]X(s)=i,Y(s)=k ]
J- G=1)seat) + oat)] *[(1- (v=§)a-at) + o(at)]
=[1 - [(v-Pa + (3-1)8] &t ]—pi..kl(s,t) + o(At), (24a)
s
flir k=0, A=1 :

P [AOB1IH] = (j=1+1)B-At - (s,t) + o(At), (24b)

Piiik,1-1
fiir k=1, A=0 :

P [A1BO|H] = (v-j+1)a-At - (s,t) + o(At), (24c)

Pi,i-1;k1
und fiir «,A > 1

P [AKBA|H] = o(At) (25)

¢) Grenziibergang At > O

Nun konnen wir den Grenziibergang in Gl (13) ausfiihren. Wir erhalten hierbei

das System der sog. prospektiven Kolmogorow'schen DGln, da in pij-kl(s’t+At)’
»

s < t, die Zeit vorwirts liuft.

Es geniigt, nur Terme bis zur ersten Ordnung in At zu beriicksichtigen, Dann ist
Pij.kl(S,t+At) = [1=- [ (v=i)a + (G-1)B8]At] pij°k1(s’t)
’ ’

+ (v=j+1)oAt p.

1,j-1;k1(s’t) + (J—1+1)8At-pi

§3k,1-1(528) + 0(88), (26)
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oder:

pij;kl(s’t+At) = pij;kl(s’t)

At = -[ (v-a + (j-1)8] IPIRLCID
i L : o(At)
+ (Y—J+1)G°Pi’j_1;k1(%t) + (J—1+1)B.pij;k’l—1(s’t) + _%E__ ) (27)

Also erhalten wir fiir At+0 das DGl-System

Se Pigma e = - [mDa+ G-1BIpyy 0G0

+ (v-J+1)a°pi’j_1;k1(s,t) + (3'1*1)3'Pij;k,1-1(5’t) , (28)
wobel

j o= i,i+1, ..., v (i fest, 0 £ 1 g v)

1 = k,k+1, ... , 1 (k fest, 0 € k g 1)

Die Randbedingungen lauten

pij;kl(s’t) = 0 falls j < i oder 1 < k oder
k >i oder 1 > j (29a)
Piisk1(S08) = 854 8y . ‘ (29b)

Die letzte Randbedingung driickt die Stetigkeit in t = s aus.

Aus typographischen Griinden lassen wir von nun an konstante Indizes und wo

mbglich, die Argumente s und t weg. Dies ergibt mit pj1:=pij'k1
’
von (28) fiir JL := JNL (Definition der Mengen J,L in Gl (32) )

Se P = - Lomia s GeDeley + (mivhap,
+ (1B p; (30)
mit den Randbedingungen
pjl(s,t) = 0 fiir i,j,kfl ¢ LJKL (31a)
le(s;t) = Gij le ) (31b)

wobel fiir die Indexmengen

(s,t) anstelle
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I = {i;i=0,1,2, ..., v. j,k,1 beliebig }
(32a,b)
J o= {35 §=1,i+1, ..., v. k,1,i beliebig }

K = {k;k=0,1,2, ..., i, 1,i,j beliebig }
(32¢,d)

[
L
—~—
—
-
ey
B

k,k+1, ..., j. i,j,k beliebig }

gilt.
Es ist also i,j,k,1 ¢ INJNKNL gleichbedeutend mit

j<i oder 1 <k oder 1 >3 oder k » i .
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§ 2.2 Uberfilhrung des DGl=Systems fiir die Uibergangswahrscheinlichkeiten

pij'kl(s’t) des (X,Y)-Prozesses in eine partielle DGl fiir eine
b

erzeugende Funktion G(x,y;s,t)

a) Herleitung der partiellen DGl fiir G(x,y;s,t)

Wie beim Kettenprozef (1,v) in § 1.2 kdnnen wir auch hier das DGl-System fiir

die Ubergangs-Wn p (s,t) iliber eine ihm dquivalente PDGl einer

Pi1 T Pigska
geeigneten Gf l&sen.

Wihlen wir als Gf

i 1
G(x,y38,8) =i G((x,y)3s,t) = 1 Py ® vy, M
i

so erhalten wir filr diese aus dem DGl-System @€.1-30) die quasilineare pDGl

erster Ordnung

%% + x [a(x=1) - B(Y‘1i]%% +y8 (y-1) %% = v (x1) G 2)

mit der Randbedingung
G(x,y3s,8) = Xy (3)

Dies weist man nach, indem man die Glieder des DGl-Systems (2.1-30) mit
xJ-y1 multipliziert, iiber j und 1 summiert (erster Schritt) und dann die

Summen mit Hilfe der Randbedingungen (2.1-31)
pjl(s,t) = 0 ftir i,j,k,1 ¢ I JKL

so umformt (zweiter Schritt), daf sie sich mit Hilfe der partiellen Ablei-

tungen von G ausdriicken lassen.

Fiihrt man dies im einzelnen aus, so ergibt der erste Schritt

d il i1 _ . i-1 1
T Pig XY av Pjy X ¥+ (a-8) x § ] Pip XY
JNL JNL JNL
i 1-1 il . i1
+By ] lpypxy 4o [v L Piq ¥V GRS FIPRPLS
JNL JNL JNL \
. j.1 _ i1
+ B [ Yy o] Py quq XV y a1 Py qq ¥ ] , (4)
JNL , JNL

wobei
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J:{j;j=i’i+1, .o ,\)}, L={1;1=k,k+1’ LN ’j }

dieselben Indexmengen wie in § 2.1 bezeichnen,
Man sieht sofort, daB sich hierin alle Summen aufer denen in den eckigen

Klammern entweder mit G oder einer der partiellen Ableitungen

3G 3 i1 3G . i=1 1
‘a—t" z 3t pil X0y Y = z ] pjl X -y (5,a,b)
JNL JNL
G . j _1-1
o= I vy (5e)
JNAL

identifizieren lassen. Filir die Summen

AS = S, - S (6)

= j. 1 = "" j. 1

8, VoL P XY s 5 I G opyy 0y
JNL JNL

in den eckigen Klammern mit dem Faktor a erhidlt man, wenn man
+ e xlaa + 141
J' m {j; j=it1,i+2, ...,v#1)} , L7 = {1; l=k+1,k+2, ...,j+1}

setzt und beachtet, daf Pig =0 fir j =i-1 ¢ J (zweiter Schritt)

o ue =1t 1 _ v 1
JNL L
o v R SV 1
vex o) Pip XY vx© ) Pyp.Y
JNL L
. . -1 1 v 1
Spmx I GOy x ¥y -vx Jpyy
JNL L
o L2 . =1, 1 _ v ol
x Lo dteyprxt YT -ovxT Py
JNL L
AS = vex'G - X %E . ' (7
X
Analog erhdlt man filir die Summen
AS' = 8! - g!
1 2 (8)
1 = i 1 [ - i 1
5 L dpyqxy » 8 I -1 p; g%y
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in der eckigen Klammer mit dem Faktor B, da in L pj k=1 = © ist
?
v ., i1 1-1 . =1 ]
s xy ) LA Y xy [y x oy
JNL J
‘. -1 1 . i
= X ’ - P
y 1 ey ® Ty -l ey
JNL J
S5 y ) +(1 Ve 14 %y y ZJpjjx y
JNL J
o2 ) i1 ¢ i3+
=y ] ey xy Liegy x y
JNL J
3G 236G
' o S
AS ‘XY 3% y '8; ) (9)

Jetzt braucht man nur noch die in (4) umgeformten Terme zusammenzufassen,
um die pDGl (2) zu bestdtigen.

Die Randbedingung fiir die partielle DGl folgt, wenn man die Randbedingung
pjl(s,s) = sij'akl fiir das gewdhnliche DGl-System in die Gf G(x,y;s,t) ein-

setzt.

b) Berechnung der Erwartungswerte fiir die zuf#lligen Verinderlichen

X(t) und Y(t) aus der partiellen DGl fiir die erzeugende Funktion

Im allgemeinen ermittelt man die Erwartungswerte

E (t) := EX()] = ko) = o, (t) (10a)

EY(t) 1= E[ﬁ(t)} = K01(t) = a01(t) (10b)

eines zweidimensionalen stochastischen Prozesses iiber die erzeugende Funk-

tion K bzw. M von dessen Semiinvarianten Kij(t) bzw. Momenten aij(t).

Hier ist es aufgrund der speziellen Form der pDGl fiir die Gf G moglich,
aus dieser ein leicht 18sbares gekoppeltes System zweier gewdhnlicher DGl
fiir Ex(t) und EY(t) herzuleiten.

Man erhilt dieses, wenn man die pDGl fiir G nach x bzw. y differenziert und

beachtet, daB fir x,y +~ 1

. 4G _
B(t) = L ipy =5 a1 (11a)
JnL
3G
EY(t) = Y o1 Pj1 3;'/x=1,y=1 (12b)

JnL
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und

G(x,y;s,t) = 1 (12c)
x=1,y=1

gilt. Es ist also

d

I Ex(t) + o EX(t) | = yeq (13a)
d =
I EY(t) - B Ex(t) + B EY(t) = 0 (13b)

mit den Randbedingungen

EX(O) = 0, EY(O) = 0, (14a,b)
Die DGl (13a) 14Bt sich unmittelbar 18sen. Ihre homogene DGl wird durch

EX(t) = C exp (~at)

befriedigt und wenn man die Konstante C variiert, erhilt man als L&sung fiir

die inhomogene DG1

E () = v (1-9) ,
(15a)

wobei q = exp (-at) .

Nun kann man auch die DGl (13b) 18sen, wenn man diese Funktion einsetzt.

Dieselbe L8sungsmethode ergibt nach einiger Rechnung

E,(t) = 5§§ [ a (1 - exp (-Bt)) -B (1 — exp (-at)) ]
= v (1-Q) ’ (15b)
wobei Q = = exp (-Bt) - B exp (-at) .

o-B o—-B

Die Erwarfungswerte (15) entsprechen denen, die wir im Sonderfall v =

verwendeten (ygl. Gl (1.3-2)).
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§ 2.3 Direkte Herleitung der erzeugenden Funktion G(x,y;s,t) des

Kettenprozesses 2(1,v) nach einer Methode von C, Palm

a) Anwendung der Methode von Palm

C. Palm [12] hat wohl als erster den Umstand benutzt, daR die Gf G(x;t)

eines eindimensionalen Markow-Prozesses { X(t), t >0 } der pDGl

BEO o g (nx, €, W) CxE) (M

gehorcht, wenn der Grenzwert

. 1
b (u,t, x) = 1lim Kz~ln E [ exp(iu A X(t))l X(t)=x ] (2)
At > O
(1 = imagindre Einheit, A X(t) = X(t+At) - X(t) ) existiert.

Um die Funktion ¢ ({u, t, X) zu berechnen, braucht man lediglich die be-

dingten infinitesimalen Wn des Prozesses X(t) zu kennen,

Wir benStigen hier eine Verallgemeinerung dieses Verfahrens auf zweidimen-
sionale Markow-Prozesse { X(t), Y(t); t>0 } . Die pDGl lautet dann, wie
spdter in Abschnitt b) begriindet wird,

3G 38,t 3 o
___ﬁﬂz%%§4_2.= $ (lnx, 1ny, t, 5=, V5T ) G(x,y;s8,t) . (3)

Dabei ist

3 3
¢ (Inx, 1lny, t, Xg0 ygg )y =

Al Ak
1 My
Al , Ak

S
-

a(es (8i,m), (k,y50) )

wenn man fiir die bedingten infinitesimalen Wn

P [ aX(t)=j-i, AY(t)=1-k | X(t)=i,Y(t)=k ]

P [ X(t+dt)=j, Y(t+at)=1| X(t)=i,Y(t)=k ] =: p(t,t+at;ij,kl) (5a)

(p(t,t+At;ij,kl) = pij_kl(t,t+At),_AX(t) = X(t+At) = X(t), AY(t) = ...)

schreibt und die Intensitdtsfunktionen q mittels
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p(t,t+At;ij,kl) q(t; (j-1,1), (1-k,k) )-At (5b)
fir (J# 1)V (k#1)
p(t,t+At;ii , kk) = 1 + q(t;0i,0k) At (5¢)

fir (G =1i) A (k=1)

einfiihrt (V := logisches Oder, N := logisches Und).
Wenn wir hervorheben wollen, daB wir die zVn (AX(t), AY(t) ) und (X(t), Y(t) )
anstelle von (X(t+At), Y(t+At) ) und (X(t), Y(t) ) verwenden, setzen wir

p(t,t+At; (i,i+A1l), (k,k+Ak) ) =

q(t; (Ai,i),(Ak,k) )*At

fiir @i # 0) VV @k # 0)

Im Fall Qi= 0) A @k = 0) benutzen wir dieselbe Symbolik wie oben (5b).

Nun ist es leicht, die pDGl fiir die Gf G(x,y;s,t) des Kettenprozesses 2(1,v)

herzuleiten,

Mit den bedingten infinitesimalen Wn des Systems II (vgl. Gl (2.1-5) )

P [ X(t+At)=k+1, Y(t+At)=1 | X(t)=k, Y(t)=1 | = (v-k)a-At + o(At) (6a)

P [ X(t+At)=k, Y(t+At)=1+1 | X(t)=k, Y(t)=1 ]

P [ X(t+Aat)=k, Y(t+At)=1

(k-1)B At + o(At) (6Db)

| x¢)=k, ¥(t)=1 ]

1 - [ (v-k)a + (k-1)8 ] At + o(at)  (6c)

und alle iibrigen Wn o(At) erhalten wir fiir die Intensititsfunktionen

q(t; 1k,01) = (v-k)a (7a)
q(t; Ok,11) = (k-1)8 (7b)
q(t; 0k,01) =-[(v=k)a + (k-1)8 ] : (7c)
Man beachte, daR wegen
L p(t,e+dt; ij,k1) = 1 (8)
isl
die Beziehung
L a(t; (si,i),(ak,k) ) =0 (9)

Ai, Ak

gelten muf.
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Substituiert man fiir k den Differentialoperator x%; und fiir 1 den Differen-

tialoperator y%; , ergibt sich aus Gl (7)

¢ (lnx, lny, t, x%;, y%;-) = xo (v—x%;) + yB8 (£%§ - V%;)
- (v ) - 8 g - ) (10)

und wenn man in Gl (10) nach Ableitungen ordnet, aus Gl (3)

3 3
SZex [ - B | 52+ y B(y-1) %g = vea (x-1) G

mit G = G(x,y;s,t). (11)

Dies ist dieselbe pDGl fiir G, die wir in (§2.2) mit einer umstindlicheren

Methode gewonnen haben,

b) Begriindung der Methode von Palm ( siehe Bartlett [1], [2] p 83, Palm [12] )

Wir leiten zunichst die Palm'sche pDG1l fiir die Cf (=charakteristische Funk-

tion)
Clu,vit) = E [ exp (i [u X(t) + v Y(&)])] (12)

eines zweidimensionalen Markow-Prozesses { X(t), Y(t); t>0 } her und trans-

formieren dann diese Gleichung vermdge (die Funktion ¢ (x,y) ist beliebig)

x = exp (lu), y = exp ({v)

k)
%—; ¢ (x,y) = %%'g’}i{’i = w57 o (x,y) (13)
9
%ﬁ $(x,y) = %f;} %ﬁ = vy ¢GoY)
in eine pDGl fiir die Gf
G(x,y;t) = E (xx(t) YY(t)) = C (-ilnx,-ilny;t) . (14)

Dann modifizieren wir unsere bisherigen Uberlegungen um zu zeigen, daR
diese pDGl auch noch giiltig bleibt, wenn wir G(x,y;t) durch G(x,y;s,t) er-

setzen.

Fiir die Herleitung der pDGl bendtigen wir eine etwas tiefer liegende Bezie-
hung, die wir vorab in einem Satz aussprechen. Der nachfolgende Beweis ist
heuristisch (vgl. Parzen [13], p 51 £f) und setzt voraus, daB die Erwartungs-—

werte existieren.
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Satz

Fiir die zufdlligen Variablen xi, Yi (i=1,2) und die Funktionen g(X1, Y1),
h(xz, Y2) gilt
I, = E [ 8@, Y)E [ h(X), Y,) | Xy=x,, Yy=y, ]]

= E [ 8(X;, Yp) h (X,, Y,) ] =2 I . (15)

Ehe wir Gl (15) beweisen, sei noch folgende Bemerkung eingeschoben:

In Gl (14) erfiillen die Variablen x und y fiir die Gf G dieselbe Aufgabe
wie die Variablen u und v in der Cf C.

In G1 (15) sind jedoch, entgegen unserer sonstigen Konvention, Xs und ¥y

Realisationen der zVn Xi bzw. Yi (i=1,2).
Beweilis

Seien X1, Y1, X2, Y2 vier zV, welche die Dichte f(x1, Yq» Xo» yz) zusammen
mit der Randdichte

f,(xl,y1) = [/ f(x1,y1,x2.y2) dx, dy,

und der bedingten Dichte
Ep1 (oY Xpayy) = EGxpuygexy0y,) /£y (xpuyy)

besitzen und alle auftretenden Integrale zunichst Riemannsche Integrale. Dann

gilt
_ dx1 dy1 dx2 dy2
|
Il = fff[ g(x1'y1) E [ h<x2’Y2) | x1=x1’ Y1=Y1 ]f(x19y1)x2Dy2)
=[] 8Gxyoy) E [ h(X,,Y,) | Xg=x,, Yymy, ] £(x,y,) dxg dy,
was mit

E [ h(Xp¥y) [Xy=xp, Yymyy ] o= [f nCryuy)) €511 (xp0y, %p0y0) dx, dy,
Il = II g(x1SY1) { ff h(ngyz) f2|1(x2’yZ!x1’Y1) dx2 dYZ }
'f1(x1 ’y1) dx1 dy1

ergibt. Beriicksichtigt man schlieBlich die Definition der bedingten Dichte

£,q» folgt
I, = [[]] 8(xy)) hxy,y,) £(x007,5%,,5,) dx, dy, dx, dy,

= I
r
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Da man die oben benutzten Integrale auch als Stieltjessche Integrale auf-

fasgen kann, gilt (15) auch fiir diskrete WVn. |

Die Palm'sche pDGl erhdlt man, wenn man in

At At

. [ exp([usx(e) + vay()]) -

C(u,v;t+dt) - C(u,vit) _ B exp(1[uX(t+At) + v¥(t+At)]) - exP(f[ﬁX(t)+vY(t)])]
At by exp ( 1fux(e) + vY(t)J)J, (16)

wobei A W(t) := W(t+At) - W(t) (W = X,Y) ist,die GroRe At gegen Null streben
14Rt.
Dazu muB, wenn wir den Erwartungswert Gl (16) gemiB der Beziehung (15) mit

X1 = X(t), X2 = X(t+At), Y1 =Y(t), Y2 = Y(t+At) umformen, in

E [ explux(e) + voy(e)]y u | exe(ilusxce) ZtVAY(tll) - 1

l X(t)=k, Y(t)=1 ] ]

B [{exp(iﬁuAX(t) ZthY(t)l) - 1:) exp(i[u-X(t) + v'Y(t)])] (17)

der Grenzwert

b Gu, iv, £, 1, 1) = lin | SRG[0AKE) th'AY(t)]) ~ 1
At + O
X(t)=k, Y(t)=1 ] (18)
existieren. Dies trifft sicherlich zu, wenn in
E | exp(i [uax(t) + v Y(&)]) - 1 | X(t)=k, Y(t)=1 ] = (19)

J [ exp(i(uak + val)) - 1 - P [ AX(t)=Ak, Y(t)=Al|X(t)=k, Y(t)=1],
Ak, Al

wobei wir unter X(t), Y(t) ganzzahlige zV verstehen, die infinitesimalen Wn

P von der Form

P [ aX(t)=Ak, AY(t)=Al | X(t)=k, Y(t)=1 ]
= q(t; (4k,k),(41,1) ) - At + o(At) (20a)

fiir (Ak # 0) Vv (Al 4 0)

und
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P [ AX(t)=0, AY(t)=0 | X(t)=k, Y(t)=1 ]

= 1+ q(t; (0,k),(0,1) ) At + o(At) (20b)
fiir (Ak =0) A (Al = 0)
sind. Man erhdlt dann in Gl (19) + o(At) .
E[ oo]ven ] =2t ] exp ( T(uAk + vAl) ). q(t; (Ak,k),(Al,1) )  (21)
Ak,Al

Damit haben wir aber erst die DGl

QC(U,V;t) . 2 2 IS \

— 5 = E ¢ ( 1u, 1v, t, X(t), Y(t) )-exp ( 1[uX(t)+vY(t)]) (22)

gewonnen, In vielen interessierenden Fillen kann man jedoch annehmen, vgl, das

Beispiel des Kettenprozesses 2(1,v), daB die q Monome

q(t; (Ak,k),(a1,1) ) = c(Ak,al) - K< 17 (23)
mit k = «k(Ak,Al) ganzzahlig
A = A(Ak,Al) -
sind und daher
b(fu, tv, k1) = T c(ak,Al)-exp (1 (uaksval) ) - kS0 (24)
Ak, AL

r
ist. Dann aber gilt mit

P(k,1) := P [ X(t)=k, Y(t)=1 ]

die Beziehung

[c]

[ ¢ (Tu, Tv, t, X(t), Y(t) ) exp (T [ux(t)+vy(t)] ) ]

J U ] c(ak,Al) - exp (T (ubk+vAl) ) - k%1% ) exp (1 (uk+vl) )-P(k,1)

k,1 Ak,Al
= ] c(Ak,Al) - exp ( i (udk+vAl) )-( %x— )% (&%= ).
Ak, A1 iu alv
) exp (T (uk+vl) ) - P(k,1)
k,1
_ 2 2 ] ]
= ¢ ( 1u, iv, ¢, T oy )« C(u,vit) |, - (25
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womit die pDGl (22) in

3C(u,v;t 22 3 3.
__ﬁsi-i—l- = (iu, iv, t, T’ 3Tv )+ C(u,v;t) (26)

ibergeht. Fithrt man die eingangs erwdhnte Variablentransformation (13) aus,

folgt

3G (x,y;t 9_ 3
_———---(f;::y’ ) = § (lnx, lny, t, xe Yoy ) Gyit) (27)

Die pDGln (26) und (27) gelten auch noch, wenn man die Cf ¢ (u,v;t) durch

C(u,v;s,t) :=E [ exp (i[u X(t) + v Y(t) ]
1

)
|X(s) = kg, ¥(s) = 1] (28)

und die entsprechende Gf G(x,y;t) durch G(x,y;s,t) ersetzt.
Unm dies einzusehen hat man in der vorangegangenen Herleitung anstelle von
Gl (15) die Beziehung

E [ g®,Y)E [ h(X,,¥,) | Xp=x;, Y=y, ]| X=x;, Yy=y, ]
(29)
= E [ 8(X,,¥)h(X,,Y)) | Xy=xy, Y=y, ]
und anstelle der WV P (k,1l) die bedingte WV

P(kl |k 1) = P [ X(t)=k,¥(t)=1 | X(s)=k_,Y¥(s)=1_ ]

zu verwenden.



§ 2.4 Lbsung der partiellen DGl fiir die erzeugende Funktion G(x,y;s,t)

des Kettenprozesses 2(1,v)

Die Gf G(x,y;s,t) des (X,Y)-Prozesses gehorcht der quasilinearen pDGl
(2.2=2).
Fiir solche DGIn gilt folgender . ( z.B. Smirnow [15], p 266 ff )

Satz

Um die allgemeine LOsung einer quasilinearen pDGl erster Ordnung in n un-

abhidngigen Ver#dnderlichen X,

n
3
2 ai(x1,x2, .o ,xn;u) 35— = b(x1,x2, . ,xn;u) &)
i=1 i

angeben zu kdnnen, hat man zunichst n voneinander unabhinpige Integrale des

zugehdrigen Systems der gewdhnlichen DGln, der sog. Charakteristiken

f—x— = .c-l_)-{—z— = = ?_}.{.Il = ..d_l_l. (2)
a, a, a, b
aufzusuchen. Lauten diese Integrale
¢i(x1,x2, ces ,xn;u) = Ci’ i=1,2, ... , n (3)

so ist die allgemeine L8sung der pDGl in impliziter Form

¢ (¢1’¢2’ LA ,¢n> = O b4 (4)
wobei ¢ eine willkiirliche Funktion der Argumente ist,

M&chte man aus dieser allgemeinen eine spezielle L8sung auswdhlen, welche

die gegebene (n-1) - dimensionale Mannigfaltigkeit (k = 1,2, ... ,n)

X = X (tysty, ... st ) s u=ulty,ty, wae bt ) (5)

enthilt, so setzt man die X und u aus Gl (5) in die ¢i der Gl (3) ein und
eliminiert die (n-1) Elemente Eiatys oo ,t _, aus den so entstandenen

Gln. Dabei entsteht zwischen den willkiirlichen Konstanten Ci die Beziehung
¢ (C1,C2, ‘o ,Cn) = 0

welche die spezielle Form der Funktion ¢ bestimmt,
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a) Allgemeine L8sung der pDGl fiir G(x,y;s,t)

GemdR dem zuletzt genannten Satz ermitteln wir zunichst vier unabhingige

Integrale des Systems der Charakteristiken

ds dt dx dy dG

— 22

5 "1 " XeED-EG-D] oD - e D E (6)

Wie sich im folgenden erweisen wird, ist es zweckmifig, hierfiir folgende
DGln aus dem System (6) zu wdhlen und in der angegebenen Reihenfolge zu
behandeln

ds = 0 (7a)
= 9y
; de By (y-1) (7b)
X d
TREEGD]  © O > | (7e)
&t = WweEne “d

Ldsung des DGl-Systems der Charakteristiken

1. DGl
L3sung: s = C (8a)

2‘ DG].

1
y (y=1)  y-1

Partialbruchzerlegung fiir die Variable y ergibt

daher L&sung: Z%l exp (-Bt) = C (8b)

2'
3. DG1

Betrachtet man in dieser DGl x als abhingige und y als unabhingige Variable,

8o erhdlt man mit y = %

dx _ ___ X 2 _(1-y) -y )
Iy "y on* y-(y-1) * = 0 €))

Dies ist aber eine Bernoullische DGl der Form (vgl., Kamke [9], p 19)

d 8
ﬁwaWNx+Mwm = 0,

wobei § = 2 ist.
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Aus ihr entsteht iiber die Transformation u(y) = x1—6 = % die lineare DGl
du
i v(y) u+w(y) = 0 (10)
y
; (1-y) - Y
1t =-—-—.———Z- 5 e .
m vy vy oy YO T o

Die allgemeine lineare DGl (10) hat, wie man mit der Methode der Variation

der Konstanten zeigen kann, die allgemeine L8sung

u(y) = [ C-wW(y) ]| exp (-V(y)) (11)
mit
Vey) =" [v(y) dy , W) = [ w(y) exp (+V(y)) dy .

Setzt man darin die speziellen Werte fiir v(y) und w(y) ein, so ergibt sich

wegen
e (1-y) - 1 .y,
v = .g—__.._ld = 1In — [—=——
=[Sy "y G
1 y v+1 y
Wy) = ;3(§:TJ‘ dy mit der Subst. z = =3
= y-2 _ _vy-1 S A o N
Yf[z z ]dz T 2 z
y-1
= @ilq S SR A
y-1 -1  y-1
fiir die lineare DGl (10) die Ldsung
Y-y y=1y 7 ‘
u(y) = =2+ ¢ (I vy . (12)

y-1

Mithin wird die urspriinglich vorliegende DGl (9) infolge u = %-durch

befriedigt. Wie sich spdter erweist, ist es fiir manche Zwecke giinstiger, die
Losung (13) in anderer Gestalt zu benutzen.

Beachtet man, daf wegen der L&sung (8b) der zweiten DGl

Q%;J = exp (+ut)-02Y
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ist und mit 02 und C auch C3 = CZY-C als Integrationskonstante gewdhlt wer-

den kann, so lautet eine dieser zu Gl (13) #quivalenten Formen

1o (S x
— exp (-at) = Cq
oder
1.« 1, 8 - a
[ 5 o8 7w ] exp(-at) Cy . (8¢c)

Eine andere zu (13) Hquivalente Form ergibt sich, wenn man die letzte. Glei-

chung nach x aufldst und y gemdf Gl (8b) in der Variablen t ausdriickt. Es

ist dann
+ E%E 02 exp (+8t) - aC3 exp (+at)
a(x~1) = L. "
1 - Py C2 exp (+Bt) + C3 exp (+at)
oder
d
T3 h(t)
a(x—1) = —T(—t-)- ’ (14)
wenn man
h(t) = 1 - Egﬁ -Cz-exp (+Bt) + 03 exp (+at) (15)
setzt.
\4. DGl

Diese DGl 1#Rt sich unmittelbar integrieren, wenn man die Beziehung (14) ver-

wendet., Man erhdlt

d _ _. dh(t)

G MY D) ’
also

G'n(t)Y = c, -

Ersetzt man nun noch in der Funktion h(t) die Konstanten C2 und C3 gemdR den

Gln (8b) und 8c), so vereinfacht sich diese Ldsung wegen

g - Y1 - I
h(t) 1 a8 ¥y * (xy a-B

B
=

< |-
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zZu

G
(xy)"

= C . (84d)

Mit den vier unabhidngigen Integralen ¢i(x,y;s,t) = Ci (i=1,2,3,4) des

DGl-Systems der Charakteristiken lautet nun die allgemeine L8sung der pDGl
¢ (¢1 ’¢29¢33¢4) = 0 (16)

oder, da ¢ eine willkiirliche Funktion der Argumente ist

Die zuletzt angegebene Form ist mit ¢4 = G/(xy)v in unserem Fall glinstiger.
Sie ergibt
Gx,yi8,6) = G0V v (s, (19D exp (80, 8
1 . 1,8 -
G5~ oF 7 *ag) e (man)

b) Spezielle L&sung der pDGl fiir G(x,y;s,t)

Die spezielle Form der Funktion y ermitteln wir iiber die Randbedingung

G(x,y;s,8) = x" yk . (19)
Nach dieser ist
LI - 1 o 1, 8, -
b(ss () exp (-89), (o - glg 5 * o ox@ (us)
1yv-i vk
- OV (20)

Damit ist die Funktion y v6llig bestimmt, jedoch wegen ihrer komplizierten
Argumente noch recht unhandlich.

Um y(s,n,;) mit den Argumenten §,n,z zu bekommen, l8sen wir daher

n o= (1- %) exp (-Bs) (21a)
1 o 1 8
r = (;; =~ + E:EQ exp (-as) (21b)

nach x und y auf.
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Dies ist leicht zu bewerkstelligen, da aus der ersten der beiden letzten Gln

< -

= 1 =-n exp (+Bs)

folgt, was in die zweite eingesetzt

= N o 8
; ¢ exp (+as) = E; (1-n exp (+Bs)) - P (1-n exp (+Bs)) + EF?ﬂ
oder
a
1 1 + ¢ exp(+as) gl exp(+8s)
X 1 = n exp (+8s)
ergibt, Die gesuchte Funktion ¥y (s,n,z) hat daher die Gestalt
: 1 v-1 1 vk
¥ (s,n,8) = (‘;) (;)
1+ ¢ exp (+a8) - E%E nexp (+8s) 7 V7
B [ 1 - n exp (+8s) ]
v=k
« [ 1~ nexp (+8s) ] . (22)
Setzen wir nun
n = (1-=) exp (-at) (23a)
- (e 1, 8. -
t = GGy e X (), (23b)
so ist formal
G(X,y;S,t) = (XY)\)' Y (S»n,";) (24)

die Gf der Ubergangs-Wn unseres zweidimensionalen Prozesses.

Einen expliziten Ausdruck fiir G(x,y;s,t) bekommt man, wenn man N und z in
v(s,n,z) G1(22) substituiert.

Diese Rechnung ist etwas umstdndlich. Zundchst folgt

G(x,y;8,t) = (xy)"

[%y +1 -2 x4+ B xy exp (-a(t-s)) - E%E x (y-1) exp (--B(t:-s))]\)“i

o~R o-B
xy = x (y-1) exp (-B(t-s))

.[y SCSIE. (—s(r:—s))]“ , (25)
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Ordnen wir nun die Terme des Zdhlers des Bruches in der ersten eckigen

Klammer nach Potenzen von X, y und Xy, so wird dieser mit u := (t-s) zu

Zihler = exp (-ou) + (E%E exp (~Bu) - . exp (-ou)) x

a-B
o (1 o exp (raw) - 2 e (-Bw) xy
=4q, (u) + (Q(uw) - qa(u)) x+ (1 ~-Q()) xy, (26)
wenn man die Identitit
E%E- [exp(-Bu) - exp(-oau)] = E%§ exp(-Bu) - E%E exp (~au) - exp(-au)

berilicksichtigt und die Grdfen

G, = exm(-hw), Q) = 2 exp(-Bu) - zEr exp(-aw

einfiihrt.

Daher ergibt Gl (25)

s V-1
G(x,y38,t) = x [qa(u) + (Qu) - q (W) x+ (1 - Qu)) xy]
K i-k
cy [agtw + (1-qgw) v , (28)

wobei 1 > k, u= (t-s),.

Ubrigens wollen wir kiinftig, wo es aus dem Zusammenhang hervorgeht, anstelle
von qA(u) und Q(u) bzw, qx(t) und Q(t) auch einfach q und Q schreiben. Kom~
men dagegen qa(u) und qB(u) nebeneinander vor, benutzen wir q := q, und

t e .
q . qB

c) Sonderfdlle und Interpretation der Gf G(x,y;s,t)

""Repridsentative' WV

Setzen wir 1 = k = 0, s = 0, so erhalten wir die Gf der in § 1.4 G1 (1.4-15)

erwdhnten reprisentativen WV des Kettenprozesses 2(1,v)

G, ( (,7)38) t= G(x,y30,t)
= T P [X(t)=j,Y(t)=1 | X(0)=0,¥(0)=0] x y
il

= [ q (6) + Q&)=q (£)) x + (1-Q(6)) =y V. (29)
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Jedoch lassen sich aus der Gf Gl (28) auch die Gfn der Komponentenprozesse
des (X,Y)-Prozesses entnehmen.

X - Prozess

Hierzu betrachten wir in Gl (28) den Spezialfall k = 0, y = 1, d.h.

G(x,138,6) = J P [ X(£)=j | X(s)=i,¥(s)=0] xJ
‘Ji v-1i
= x [ q ) + (1= (w) x ] . (30)
Wegen der Voraussetzung Gl (2.1-4) gilt
P [ X(t)=j | X(s)=1,¥(s)=0 ] = P [ X(t)=j | X(s)=i ] (31)
und daher fiir die Gf des X-Prozesses
G1v(x;s,t) = G(x,1;s,t) . (32)

Wie bereits in § 1.2 besprochen, gehorcht G1v(x;s,t) der pDGl

%‘ti + ACE) w(w-1) -g% = veA(t)+ (w=1) -G (33)
mit
d qa(t)/dt
w=x,A(t) = -~ -'?;_(-{:—)‘“ =aq , G= G1\)(W;S,t) .

Y = Prozess

Damit "nur noch der Y-Prozess ablduft', muB in Gl (28) k = i und x = 1 sein,

In diesem Falle ist

P [ Y(t)=1 | ¥(s)=k ] = P [ Y(t)=1 | X(s)=k,Y(s)=k ] (34)
und daher
G, (738,8) = G(l,y38,8) = % P [ Y(t)=1 | X(s)=k,¥(s)=k] y
K v~k
= vy [ Q) + (1-Q)) v ] . (35)

Die Gf GI (35) 148t sich auch aus einer pDGl gewinnen., Diese folgt aus dem

System infinitesimaler Ubergangs-Wn des Y-Prozesses (siehe Gl (2.0-1) mit
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A(t) gemif G1 (2.0-3) und hat die Form der pDGl Gl (33) mit

_d Q(t)/de

w=Yy, A(t) = “"az—t—)"_ y G = G»]}\(Y;S)t) . (36)

Interpretation der Gf G(x,y;s,t)

Zum SchluB interpretieren wir die Gf Gl (28) mit Hilfe der Gf Gl (29).
Dies ist von einiger Bedeutung, da die Gf Gl (29) auch, und zwar sehr viel

leichter, mit der kombinatorischen Methode gewonnen werden kann.

Wir setzen wie in Gl (28) voraus, daB der (X,Y)-ProzeB zum Zeitpunkt s den
Wert (X(s)=1,Y(s)=k) besitzt und sich damit (v-i) Nukleide (= Gruppe A) im
Zustand A und (i-k) Nukleide (= Gruppe B) im Zustand B befinden.

Sind nun GA bzw. GB die Gfn dieser beiden Gruppen, so behaupten wird, daB

die gesuchte Gf der Beziehung

G(x,y;8,t) = G,+Gy (37)
mit
. v-i
G, = x [ q (W + Q=g (w) x + (1-Q(w) xy ] (38a) -
i-k |
6y = ¥ [ + (g v ] (38b)
gehorcht.

Wir weisen zunichst Gl (37) nach. Dies ist leicht méglich, wenn wir fiir die
zVn X(t) und Y(t)vin Gruppe A (B) die zVn XA’YA (XB,YB) einfiihren., Es ist

ndmlich dann
X(t) = XA(t) R XB(t) = 0 fiirtz=0 (39)
Y(t) = YA(t) + YB(t)

Nun zerfallen bis zu einem beliebigen Zeitpunkt t > s (u:i=t—-s) die (v-i)
Nukleide der Gruppe A in die Folgezustdnde B und C unabhingig von den (i-k)
Nukleiden der Gruppe B; und diese wiederum zerfallen bis zu demselben Zeit-
punkt t in den Zustand C unabhingig von den (v-i) Nukleiden der Gruppe A.
Daher sind die zufdlligen Vektoren (XA(t),YA(t)) und (XB(t),YB(t)) vonein-
ander statistisch unabhidngig und Gl (37) giiltig.

Die Gf Gl (38a) folgt aus Gl (29), wenn wir bedenken, daB der (X,Y)-ProzeB

¢ e , . . . " 1
zeitlich homogen ist, wir also t in u = t-s umeichen diirfen. Der Faktor x




2=-31

beriicksichtigt die "Anfangsbedingung', daB zum Zeitpunkt s bereits i Nukleide
vom Zustand A in die Folgezustdnde iibergegangen sind,
Die Gf GB Gl (38b) ist nichts anderes als ein "X"-ProzeB, der vom Zustand B

anstelle des Zustands A ausgeht,

Damit ist gezeigt, daB die allgemeine Gf Gl (28) aus der speziellen Gf Gl (29)

hergeleitet werden kann,
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§ 2.5 Berechnung der Ubergangswahrscheinlichkeiten pij'kl(s’t) des Ketten-—
2

prozesses 2(1,v) aus der erzeugenden Funktion G(x,y;s,t)

Die Gf G(x,y;s,t) ist so beschaffen, daB man hier kein tieferliegendes Ver-

fahren braucht, wie z.B. die Methode des steilsten Anstiegs [gl, um die

Ubergangs=Wn Ps ikl

zu berechnen,

Es geniigt der folgende Hilfssatz fiir die Multiplikation von zwei Summen mit

endlich vielen Gliedern:

Hilfssatz

Fiir endliche m,, 0,

gilt, wenn m,

<n

1 ist,

mq o n4 n my 1 1
(Zoamy}(fobnﬂ . lio(ioambl_m)y
m= n= = ms=
nq-1 my m+ny  m,
1 1
' 1 ( Z %m bl—m) yor z ( z 4n bl—nJ J )
=m1+1 m=0 1=n1 m=1--n1
und, wenn m, = n, ist,
m1 - m1 n
( mzo am ¢ ) (nZO bn 7 ) )
m1 1 1 2m1 m1
( a b_)y + ( a b,_Jyl (2)
120 m0 ™ LM lem,+1 m=l-m, " 1-m

In beiden Zerlegungen hat die erste Summe auf der rechten Seite die Form

der Cauchy'schen Darstellung eines Produkts zweier unendlicher Summen.

Beweis des Hilfssatzes

Statt eines formalen Beweises geben wir zwei Beispiele, nach denen die Giil-

tigkeit des Hilfssatzes unmittelbar plausibel erscheint.

Es ist

2,.
(ao +a,y + ayy ) (b0 +b

1

2 3 4y )
y + bzy + b3y + b4y ) = F1 F

2
aobo + aob1y + aobzy +

2
* a1boy * a1b1y *

+

2
+ azboy

3
aob3y
a,b

3
1°2Y

3
b,y
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und, wenn man dem zweiten Faktor F2 den Summanden mit der nichsthdheren

Potenz in y hinzufiigt.

2 2 3 4 5
(ao + a,y + a,y ) (bo + b1y + b2y + b3y + b4y + bSy ) = F1~F2 =

2 3 4 5
a,b * aob1y * aobzy * aob3y * aobay * aob5y

oo
2 3 4 5 6
+ a1b0y + a1b1y + a1b2y + a1b3y + a1b4y + a1b5y

2

3 4 5 6 7
+ azboy + a2b1y + a2b2y + a2b3y + a2b4y + azbsy

Es ergeben sich jeweils 3 Bldcke unterschiedlicher Struktur, wobei in jeder
Spalte der gesamten Anordnung die Summe der Indizes (i+j) des Produktes
aibj konstant bleibt.

Der linke Block hat als hdchste Potenz in y die h8chste Potenz des ersten
Faktors F1. Im rechten Block ist die niederste Potenz in y die hdchste

Potenz des zweiten Faktors F, und die hdchste Potenz in y die Summe der

2

hochsten Potenzen der beiden Faktoren F1 und Fz.

Ist m =0y, entfidllt der mittlere Block. Die untere Grenze des HuReren
Summe des rechten Blocks muB aber dann um eine Einheit erh8ht werden, da

sonst der Term mit 1 = m, doppelt gezdhlt wird.|

Nun kénnen wir die Gf G(x,y;s,t) nach Potenzen von xly1 entwickeln. Wir

benutzen die Abkiirzungen

G(x,y38,t) = G,-Gy (3)
i v-i

G, = x [q+ [ Q9 + (1-Qy]x ]

Gy = ¥ [a'+ (mqny IME

q = exp (-a(t-s)), q' = exp (-B(t-s)),

£ exp (-8(t=s) - £z exp (-a(t-s)).

o
i

Fiir den Faktor GA erhilt man, wenn man den binomischen Satz zweimal anwendet

i v-i i VSE veiy -i)-i § oS
G, = x [q+ rx ] =x ) ( 3 ) q rt ox, (4)
=0

wobeil
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P o= [ @+ a-0y = %O & @I ™ a-gmy"
nm=

ist,
Nimmt man x* in die Summe hinein, folgt
N veiy v=i' jt-i
G, = ) ("-i) q r x (5)
jT=i J

und setzt man schlieflich

_ (v-iy v o (i oy G)em o
;= () s by = ()@ - (6a,b)
so ist
G, = c. x> ) b,y . (7
A j=i J mo I
Mit derselben Methode berechnet man fiir den Faktor GB
i=k
k n
Gp=vy I a vy, (8)
n=0
wobel
o (i-k y (i-k)-n ,._ ,\n
a = (C_")gq (1-q")
Somit bekommen wir fiir die Gf
v - j-i o i-k n
cryisnt) = Lesdy® [(1 b 5™ (I a9 ©)
o o jm PO
J=1 m—O —O
Das Produkt
i~k n j=i n
H= Z a vy ) ( Z bjn y ) (10)
m=0 n=0

behandeln wir mittels des Hilfssatzes weiter, wobei jedoch die drei Fdlle

i~k 2i-k

VIA
Allv

j_i dnho j

zu unterscheiden sind.
Wir geben nur die Rechnung fiir den Fall j>2i-k im Detail wieder, die beiden

iibrigen Fdlle lassen sich analog erledigen.
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Formt man das Produkt H mit dem Hilfssatz um,folgt

Food T (] ) 5t
G(x,y;s,t) = c. X ‘ a_ b, y
19 j=:|'_ j =0 m=0 m j,l-m
(j=i)-1 i-k j-k ik
1 1
+ 1 (3 a b, 1) Y * y (L a b - Vb oan
1= (i-k) 10 ’ 1=j-i m=1-(j-1) ’
oder, wenn man yk in die 1 - Summe einbezieht
Poepd (10T ) o
G(x,y;s,t) = c.x a b, ., . y
’ j=1i ] 1=k m=0 ™ Js1-k=m
j=(i-k)-1
1 (T e (T ) o )
+ a b, ., Jy + a b, .. |y (12)
o ™ j,1-k-m = (1=k) = (§-1) m j,l-k-m
1=1i+1 1=j-(i~k)
v .
= A
2 % pij;klx . (13)

j=i 1=k

Aus der letzten Gleichung ergeben sich unmittelbar die Ubergangs-Wn pij'kl
flir j>2i-k, die man der Tabelle 2-1 fiir alle drei Fille entnehme.
Die Berechnung dieser Ubergangs-Wn P(jl;t|ik;s) := pij-kl(s’t) gemif den
’ s
Formeln Gl (18) bis Gl (20) nimmt man am besten mit Hilfe einer Tabelle

vor, die fiir den Fall v=2 folgendermaBfen lautet:

Tabelle zur Berechnung der Ubergangs-Wn fiir v=2

ilkl|j |1 (2i-k) j i i
(2i-k) < j [(2i-k) =] [(2i-k) > j
ololo|o 0 - 0 -
10,1 0 1 - -
2 10,1,2| 0 2 - -
1]ol1]0,1 2 - - 1
2 10,1,2] 2 - 2 -
111 ]1 1 - 1 -
2 11,2 1 2 - -
2 (0l2]0,1,2] & - - 2
2 [1]2 (1,2 3 - - 2
2 2|22 2 - 2 -
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Die Tabelle wird spaltenweise aufgebaut. In den Spalten 1 und 2 steht die
Hypothese H(s) = {X(s)=1,Y(s)=k}. Dann werden fiir die bei dieser Hypothese
mdglichen j-Werte der zV X(t) die m8glichen 1-Werte der zV Y(t) eingetragen
(Spalte 3 und 4).

SchlieBlich berechnen wir den Wert (2i-k) (Spalte 5), um entscheiden zu k&n-
nen, welcher der drei Fdlle flir einen bestimmten j-Wert vorliegt (Spalte

6 bis 8).

Um die berechneten Ubergangs-Wn zu kontrollieren, kdnnen wir fiir alle zu-

l4ssigen Hypothesen die Beziehung
Y P(ilst]ik;s) = 1
sl

heranziehen.

Man beachte noch, daB in der Tabelle 2-1 nur solche (m1,m2)—Werte ausgewihlt
werden diirfen, fiir die 11 < 12 ist.

Natiirlich erhalten wir im Fall v=2 die Ubergangs—Wn schneller, wenn wir die
Faktoren in G(x,y;s,t) G1(3) ausmultiplizieren.

Die WV fiir i = k = 0, s = O 14Bt sich entweder mit Hilfe des binomischen

Satzes direkt aus
Vv
G(x,y;0,t) = [q+ [ (Qq) + (1-Qy ] x ] (14)
q = exp (-at) , Q = E%E exp (-ot) - EEE exp (-Bt)

oder aus der allgemeinen Formel flir j > O bzw. j = O gewinnen. Man erhilt
P (B) = P - Od 7 @it -l (15)
jl 0j;01 j’ 1
Daraus ergibt sich leicht die Randverteilung fiir die zV X (0 < j < v)

% pjl(t) = () qv—j % ({) (Q-q)j_1 (I-Q)1

p., (t) =
J 1=0 J 1=0
- O " (qqr1-)d = M (-9 g7 (16)

und wegen (?)(i) = (?)(;:i) bzw, j > 1 die Randverteilung fiir die

zVY (0<51<gv)
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v v . .
P (t) = po () = O -0 T ThevVI (g-qpit
+1 jZO jl 1 jzl j-1
v~-1 _ ANt .
M a-ob - T T Y (g
j'=0

M a0t@et - Ora-ot et . D

Tabelle 2-=1

Explizite Ausdriicke fiir die Ubergangs-Wn

Piiskl = P [ X(t)=3, Y(t)=1 | X(s)=1i, Y(s)=k ] mit t > s
Abkiirzungen:
q = exp (-ou), q' = exp (-Bu),
- —een . bl — ni— — 1 -
Q = — geXP (=-Bu) S=geXP (mou) , u = (t-s) .

Fall: j > 2i-k

Untere (1) und obere Grenzen (2) fiir die Indizes j,1,m (i,k,v fest)

I 1 1, 1, my My
k i 0 1-k
iv i+1 5= (i-k) -1 0 i~k
j=(i-k) h] (1-k)-(j-k) i-k
)
AV SOV i-k j-i y(i-k)m ,, ,\m
Piiikl () d mZm L) Qo) @ (1-4")
1

H(Qry™ T AT) gy (AK)m g

i+1 2i-k 1-i i-k
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m
. 2. .
_v-iy v-2i-k i~k i-k y (i-k)-m . ,\m
Pisat = (o) 9 mzm o) Qoo @ (1-q")
1 (19)
+(i-k) - (1-k 1-k)-
(Q-q)™ A= (17) (g_gy (1K) =m
Fall: j < 2i-k
11 1 1 1, ™ My
i v k j=(i-k) 0 1-k
j=(i-k)+1 i-1 0 j-i
i i 1-i j-i
N ?2 dmiy (imky me(is) (1- ry (1=k) -m
ikl =i’ ¢ L T m ) Mekem d 4
1

v () G gy (20)

Aufgrund der Eigenschaften des (X,Y)-Prozesses sind (i-k) > 0, (1-k) > O,
(j=i) > 0 wund (j-1) 2 O.

Tabelle 2-2

Ubergangs-Wn fiir v=2

Abkiirzungen:

P [ x(t)=j3,Y(t)=1 | H(s) |,
{ X(s)=1,Y(s)=k }

P(jl | ik) := P(jl;t | ik;s) :
H(s) :

q, q' und Q wie in Tabelle 2-1

Hypothese: H(s) = {X(s)=0, Y(s)=0}

2

P(00]00) = gq P(10]00) = 2q:(Q-q)
P(11/00) = 2q-(1-Q) P(20[00) = (Q-q)° (21)
P(21{00) = 2 (-)+(1-)  P(22]00) = (1-Q)°

Hypothese: H(s) = {X(s)=1, Y(s)=0}

P(10]/10) = gq-q' P(11[10) = (1-q")°q
P(20[10) = (Q-9)'q’ P(21[10) = (1-Q)+q' + (1-q")+(Q-q)
P(22{10) = (1-q')*(1-Q) (22)




Hypothese: H(s)
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{X(s)=1, Y(s)=1}

P(11]|11)

P(22]|11)

Hypothese: H(s)

q
(1-Q)

{X(s)=2, Y(s)=0}

P(20]20)

P(22|20)

Hypothese H(s)

q'z

(1—q')2

{X(s)=2, Y(s)=1}

P(21]21)

Hypothese: H(s)

q

{X(s)=2, Y(s)=2}

P(22]|22)

1

P(21]11)

P(21]20)

P(22]21)

(Q-q)

2q"' (1-q'")

(23)

(24)

(25)

(26)






§ 3. Der Summenprozef (2,v)

§ 3.0 Vorbemerkungen

Summiert man die Komponenten eines n-dimensionalen Markow-Prozesses

{W(t) 3 0<t<»} auf, so verliert im al%gemeinen der hierbei ent-

stehende eindimensionale Prozef { W(t) := z Wi(t) 3 0 <t <o}
Ci= -

die Markow-Eigenschaft.

Damit kann aber die W
P [ Wty )=k, W(ty)=k,, ... ,w<tm)=km] (N

fiir t1 < t2 < L. < tm nicht mehr wie bei einem Markow=-ProzeB allein aus

den Ubergangs-Wn
P [ W(t)=kt \ W(s)=kS 1, t >s (2)

berechnet werden .

Dies trifft insbesondere fiir den SummenprozeB { Z(t) := X(t)+Y(t) ;

0 <t <o} zu, fiir den wir uns hier interessieren.

Wir nennen ihn im folgenden meist Z-ProzeR und wdhlen von den Ketten-
prozessen (u,v) den in § 2. behandelten KettenprozeB 2(1,v) aus, um

ihn zu definieren.

Bevor wir uns dem eigentlichen SummenprozeR { Z(t) ; 0 <t < ® } zu-
wenden, ermitteln wir in §3.1, § 3.2 und § 3.3 mit unterschiedlichen Me-
thoden eine reprdsentative WV des Summenprozesses.

Der grdBere Aufwand, den die Methode in § 3.2 gegeniiber § 3.1 erfordert,
liefert als zusitzliches Ergebnis die gemeinsame Verteilung der zVn

( X(t),¥(t),2(t) ) .

Die mehrdimensionale WV Gl (1) berechnen wir in § 3.4 ; § 3.3 dient zur

Vorbereitung dieser Uberlegungen.

Wenn man nur nachweisen mbchte, daB der Z-Prozef kein Markow-ProzeB ist,

kann anstelle der Rechnung in § 3.5 eine einfachere Uberlegung treten.
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Sie beruht auf der Methode des Hilfsprozesses (vgl. Cox, Miller [3], p 262,
supplementary variables), wobei wir als Hilfsprozess den (X,Y)-ProzeB
wédhlen.

Nehmen wir einmal an, der Z-ProzeB sei ein Markow-ProzeB. Dann muB ein
Zustand { Z(t)=kt } zum Zeitpunkt t (Gegenwart) den Zustand { Z(t')=kt, }
zum Zeitpunkt t' := t+At (Zukunft ) vollstindig bestimmen.

Dies kann aber nicht sein. Denn ein Zustand ({ X(u)=iu, Y(u)=ju } des
(X,Y)-Prozesses bestimmt zwar fiir jeden beliebigen Zeitpunkt u den betref-
fenden Zustand { Z(u)=ku } mit ku = iu+ju , aber nicht umgekehrt.

So vermbgen wir vom Zustand { Z(t)=kt }  zum Zeitpunkt t nicht eindeutig
auf den betreffenden Hilfszustand { X(t)=it, Y(t)=jt }  zu schlieBen, da
es im allgemeinen mehrere Hilfszustidnde gibt, welche die Bedingung

kt = it+jt erfiillen .

Damit ist aber auch der Hilfszustand { X(t')=it,, Y(t')=jt, } o, t' = t+At
durch den (X,Y)-ProzeB nicht eindeutig festgelegt und der Zustand

{ Z(t')=kt, }  nicht vollstdndig bestimmt.
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§ 3.1 Berechnung einer reprédsentativen WV des Summenprozesses (2,v)

aus deren erzeugender Funktion G(z;t)

Ehe wir uns dem SummenprozeB {Z(t) ; O< t < =}zuwenden, berechnen wir
die WV

p_(t) := P {Z(t)=n | 2(0)=0 ] (1)

der zV Z(t) = X(t) + Y(t) bei festem t.
Ihre Gf
G(z;t) = ) pn(t) z" (2)
n

folgt unmittelbar aus der Gf Gl (2.4-29)

\Y
G( (x,y) 50,6 )= [ q+(Q-q) x+ (1-Q) xy | , (3)

o B

o exp (- Bt) - B

q := exp(- at) ; Q := exp(-at) ;
des zv ( X(t),Y(t) ) , wenn man die in § 4.2 erwdhnte Eigenschaft
Gl (4.2 - 4) der erzeugenden Funktion heranzieht. Danach hat man in Gl (3)

X =y =2z Zu setzen, um einen expliziten Ausdruck fiir G1(2) zu

erhalten.

Dieser lautet

Y

Glz;e) = [ q+ (@q z+ (1-Q zZ ] . (4)

Etwas milhsamer ist es, aus dieser Gf die Wn Gl (1) zu bestimmen.
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Dazu entwickeln wir G1(4) mit Hilfe des Binomialsatzes, Dies ergibt

v e .
G(z;t) = ) (z) "t 2t () + 1=Q) 2]
i=0
4 vi i b Ay iej i
= 1) T2 I (oot a-ot 2 (5)
i=o0 * j=0 3
oder
v ; i )
G(z;t) = 2 a, z Z b.. 23 , (5a)
i=o ' j=o 4
wenn wir die Abkiirzungen
B v V=i _ i _\i-] P . s
a, = (i) q , bij —(j) (Q-q) (1-Q)- , einfiihren.

Aus Gl (5a) kénnen wir jedoch die Koeffizienten von 2" noch nicht
entnehmen, da der Ausdruck fiir G(z;t) nicht die Form
2V

G(z;t) = z . z"
=0

hat.
Ordnen wir aber die Glieder in der Doppelsumme (5a) um, so ist, wenn

wir den Spezialf all v= 3 betr acten

2 2
G(z;t) = b, + gz (b *by,2) + &2z (b, +by z+b,y2")
* 6323(b3o+b34Z+b3222+b3323)
od ex
G(z;t) = 2° aoboo
1
z %b4o
2 0<n 2wV
27 (b, *ab,,)
3
B Cabaotaby)
4
z- (gb, +aby +aby))
5 vV <n<2 v
27 (agbg *gb, +abyy)

2" (b +abg +ab +abyy)




Dabei sind die unterstrichenen Terme gleich Null; wir haben sie hinzu-
gefligt, um das Bildungsgesetz besser erkennen zu lassen.

Das zuletzt angegebene Muster legt nahe, daB im allgemeinen Fall

2v n
G(z;t) = ] ez | (6)
n=0
die Koeffizienten
¢ - Z an—l bn-l,l

lauten, wobei die Indexmenge

{1;1= o, 1,000, [%] } 0<n< v
L = fiir (7)
{1;1= n~-v, n-v +1,..., [%] } v <n :_Zv

ist und das Symbol [xl die grofRte ganze Zahl bezeichnet, die nicht

groBer als x ist.

Fiir die gesuchten Wn gilt daher wegen c, = pn(t)

v n-1 e -
p(® = I (_)(,) " Paeo™! au-gl (8
lel

mit

q = exp(-at), Q= %B' exp(- Bt) - 5% exp (- at).



Tabelle 3 - 1 Gl (3.1-9)

WV nach Gl (8) fiir den Spezialfall v 2
q = exp(-at) , Q = porcy exp(~- Bt) - % exp (- at)
2

P, = 4
Py = 2 Q-q) ,

2
P, = Q@7 +2q 1-Q) ,
Py = 2 Q-q) (1-Q ,
Py, = (4-Q)2
Tabelle 3 - 2 Gl (3.1-10)
WV nach GlL (8) fiir den Spezialfall y = 3

3
Ppb = T,
Py = 3q2 Q-q) ,
2
P, = 3q ( Q" +q (1-Q ) ,
Py = (Q=q) @@ +6q 1-Q) )
p, = 31-Q) ( (@0 +q1-Q )
2

ps = 3 (Q"Q) (4—Q) ’

Py = (1-Q)3
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§ 3.2 Berechnung einer reprdsentativen Wahrscheinlichkeitsverteilung

des Summenprozesses (2,v ) iiber die Methode der Hilfsvariablen

Diese Methode (vgl. D.R. Cox, H.D. Miller [3 ], p 262 ff) besteht darin,
zur Variablen Z(t) geeignete Hilfsvariablen hinzuzunehmen, deren Ver-

halten man beherrscht und die, wenn auch in anderer Weise, den Zustand
"z(t)" beschreiben. ‘

Die WV von Z(t) gewinnt man dann als Randverteilung der gemeinsamen

Verteilung der Hilfsvariablen und Z(t).

Hier ist es wegen
Z2(t) = X(t) + ¥Y(v) (N
naheliegend, von dem DGl-System der Wn
Pip t = Pyp(6) = [x)=1, ¥(t)=1 | x(0)=0, Y(o)=o] (2)
auszugehen und analog zu diesen ein DGl-System fiir die Wn

P.

R PRGN [ﬁ(t)=j, Y(t)=1, Z(e)=j+l=n |

jln

X(0)=0, ¥(0)=0, z(o>=o] (3)

zu konstruieren.

Dies ist aber unmittelbar mdglich, da die Uberlegungen mit pj1n ebenso

verlaufen wie in § 2.1 mit pjl gemi (2.1-1).

Dabei hat man in dem DGl-System Gl (2.1-30) wegen j+l = n in pjln
einfach die GrdBen pjl mit pjln sowie pj-1,1 und Pj,1-4 mit pj

-1,1,n-1
bzw. pj,1-4;n-1 zu ersetzen.
Dies ergibt das DGl-System
d Piln . . .
" = - LF“'J)G + (j-1)8 ] Pitn ¥ (v=3*+e Psg 1,01

+ (j_1+1)8 : pj,l_;l ’n_4 (4)



mit den Randbedingungen

0)

pjln 1 fir j=1=n=0 (5a)

p., (t) 0 fiir j,1,n<0 oder j<1 oder j,1>v , n >2v

jln
oder n# j+1 . (5b)

Man beachte, daR dieses DGl-System bis auf den dritten Index in den

Wn p. mit dem frilheren DGl-System (2.1-30) {ibereinstimmt.
jln

Es 14Bt sich, wenn man als Gf

i 1
G(x;y,25t) = z pjln(t).xJ.y .zt (6)
i,1l,n

wdhlt, mit der in § 2.2 eingehend erliuterten Methode in die
pDGlL
3 G | 3 G . 3G

T t X [u(xz 1) - B(yz 4)] 75 *  By(yz-1) 3y

= va (xz-1) G (N

mit der Randbedingung
G(x,y,2;0) = 1 (8)

tiberfiihren.

Diese PDGl ist von dhnlicher Bauart wie die pDGl (2,2-2), die wir
friher erhalten haben.

Sie geht fiir 2z =41 in den entsprechenden Spezialfall des friiheren
Randwertproblems {iber.

Daher k8nnen wir auch hier direkt aus (7) ein DGl-System fiir die

Erwartungswerte Ew(t) = E[@(t)] (W= X,Y,Z) herleiten.

Differenziert man nidmlich die partielle DGl (7) mnach x bzw., y bzw. z,

so ist fiir x,y,z —p1




-%E EX(t) + a Ex(t) = v-a (9a)
d

35 Ey(® - B E(£) +BE(t) = 0 (9b)
S B0+ (emB) By(r) + B Ey(t) = vea : (9¢)

Dazu treten die Randbedingungen

EX(O) = EY(O) = EZ(O) = 0

Das System (9) besteht aus linearen DGIn und 148t sich rekursiv ldsen.
Die Integrale des Teilsystems, das die beiden ersten DGln enthilt,

kennen wir bereits (vgl. § 2.2). Mit ihnen, die

Ex(t) = v(1-exp(-at)) = v(1-q ) (10a)
EY(t) = y.( 1+ E%éexp(-at) - E%E exp(-Bt)) = v (1-Q) (10b)

lauten, ergibt sich aus der dritten DGl (9c)

28 -0

—

E,(t) = v (2 +

exp(-at) - Zzexp(-8t))=v[(1-q)+(1-Q)] . (10c)
Man bestidtigt unmittelbar, daB
Ez(t) = Ex(t) + EY(t) .

Dies folgt auch, wenn man die beiden ersten DGln des Systems (9)
zueinander addiert und die entstandene DGl mit der letzten ver-

gleicht.

Die quasilineare pDGl erster Ordnung (7) konnen wir analog der
DGl (2.2-2) 18sen, wenn wir aus dem System der zugeordneten

gewbhnlichen DGln

E = dx - —_ﬂ_—— (11)
1 x (o (xz-1) - g(yz-1) ) By (yz-1)
dz dG

0 V& (xz-1) G
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die DGIln
dz = O
de —dy
By (yz—1)
dx _ dy (12)
x (& (xz-1) - B(yz-1) ) By (yz-1)
_ dG
de -= va(xz-1) G
entnehmen.

Da die erste DGl des Systems (12) durch z = konst. befriedigt wird,
ist die dritte DGl wiederum eine Bernoullische DGl, wenn man die

Rollen von x und y vertauscht.

Ein fiir die weitere Rechnung geeignetes Ldsungssystem ist

z = C4 (13a)
e o) - ¢, (130)

G _ = ¢, (13d)
(xy)V

Dabei wurde, um das Integral der DGl (13d) zu finden, die

Beziehung
& h)
a(xz-1) = - ————— mit (14)
h(t)
= 2 - a . 3 .
h(t) = z -5 c2 z.exp (+gt) + c3 exp(+gt)

benutzt.
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Wihlt man nun aus der allgemeinen Ldsung

wobei ¢i = Ci (i =1,...,4) die Integrale des DGl-Systems der

Charakteristiken sind, diejenige Integralfdche aus, welche
G(x,y,2;0) = 1 (16)

enthdlt, so bekommt man nach einiger Rechnung, wenn man die

GrdBen q und Q wie in (3.1-3) definiert

AV
G(x,y,z;t) = Lq & (Qmq) xz + (1-Q) xyz2] . “17)

Mit G(x,y,z;t) konnen wir aber auch die erzeugende Funktion
flir die WV der zufdlligen Variablen Z(t) im festen Zeitintervall

[Q,t] angeben.

Man braucht dazu nur in (17) x =y = 41 zu setzen, was wie in § 3.4

fiir die gesuchte erzeugende Funktion

v
G(z;t) : = G(1,1,z;t) = [;q + [kQ-q) + (1-Q) z] z:] (18)

ergibt, D.h. die WV von Z(t) ist eine Randverteilung der gemeinsa=~
men Verteilung von X(t), Y(t) und Z(t).

Natiirlich muB die erzeugende Funktion G(x,y,z;t) mit (2.4-29) in
§2.4 konsistent sein. In der Tat geht G(x,y,z;t) flir z = 1 in den

Spezialfall i = k = 0, s = 0 der erzeugenden Funktion G(x,y;s,t) iiber,

AuBerdem sagt die Gf G(x,y,z;t) Gl (17) mehr iiber die zV Z(t) aus
als die Gf G(z;t) Gl (48).

Insbesondere lassen sich aus ihr die Kovarianzen
TR [E [w(t) - E (wm)] [z(t) - E (z(t))]], (19a,b)

wo=x,y ; W(t) = X(t), Y(t) ;
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und die Korrelationskoeffizienten

Pz © = ngo » W= XY (20a,b)
w oz
o > Lk 'l:[wu) - E (W(t)) | 2]
W= X,¥,z 3 W(t) = X(t), Y(t), Z(t)
berechnen.

Unter Benutzung der Erwartungswerte

E[?(t)j = v (1-q)
Blvn] - v (1-Q)
szi] - v[@o+ 00 o
und der Varianzen
v[xy] = v q (1-q)
vrew] - v Q (1-Q)
(22)
vizw] = v a (me) +vQ (-0 +2vq (1-Q)
erhalten wir
Mo - va[(1-q) + (1-Q)] (23a)
Mg = v (1-Q) (q+Q) (23b)

und entsprechend die Korrelationskoeffizienten,
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§ 3.3 Berechnung einer repridsentativen Wahrscheinlichkeitsverteilung

des Summenprozesses (2,v ) iiber eine Variablentransformation

Wie wir aus dem vorigen Abschnitt wissen, kann die zweidimensionale
Variable ( X(t), Y(t) ) denselben Zustand des Kettenprozesses (2,v )

beschreiben wie die eindimensionale Variable Z(t).

Daher muB es auch mdglich sein, die WV von Z(t)

p(® :=? [zn]| = p[2(®)=n]20)=0 ] )
iiber eine Transformation aus der WV von ( X(t), Y(t) )

pi(t) 1= P [X=j,Y=1] ' = PI:X(t)=j,Y(t)=l| x(0)=o,Y(0)=o]

zu berechnen, wobei die p., (t) gemi G (2.5-15)

P (0 = (;)'(i) ¢ 3 @it -

lauten.

In der Tat gilt

p,(B)

[}
o~

Pj]_(t) ’ (2)
jsleM

wenn man unter der Indexmenge
M = { j,l; j+1=ns 0 ij f_Min(n,\))’ Oilf_j } (3)

versteht.

Dies 143Rt sich beweisen, indem man die Indexmenge M ermittelt, fiir
die das Ereignis C = {Z=n } in die Ereignisse C.1 ={ X=j, Y=1}

]
gemdRB

C = '%JGM le s le ﬂcj'l' = ¢ fir ij'- 611'¢4 (4)
Js

zerlegt werden kann.
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Aufgrund der physikalischen Bedeutung des vorliegenden stochastischen

Prozesses ist nidmlich

0 < j <n no< v (5a)
fiir
0 < j < v n > v (5b)
bzw.
0 <1 < j . (6 )

Denn in einem Kollektiv von v Zerfallsketten kann ein instabiler

Zustand Ei nur bis zu v-mal auftreten (Bedingungen (5a,b)).

AuBerdem k8nnen im Zeitinterwvall [O,t] nur soviele Nukleide von einem

instabilen Zustand Ei in einem Folgezustand Ei+ iibergehen, als

1
instabile Zustidnde Ei produziert worden sind (Bedingung (6)).

Dazu tritt noch wegen Z(t) = X(t) + Y(t)

j+1l=n fir 0<n<2 vy y (7))

da wir nur Zerfallsketten betrachten, die zwei instabile Zust#dnde
A und B haben.

Damit kdnnen wir die Indexmenge M unmittelbar aufschreiben. Ferner
sehen wir, daB alle Ereignisse le dieser Indexmenge disjunkt sind,

da sie Punktereignisse sind.

Es ist niitzlich, sich den Sachverhalt an einigen einfachen Zahlenbei-

spielen zu veranschaulichen.

n=3: j 1 n=6: j 1 n=72: j 1
3 0 6 0 7 0
2 1 5 1 ) 1
4 2 5 2
3 3 4 3
Fir v > 7 enthidlt die Indexmenge M alle, fiir v = 4 nur die

eingerahmten Zahlenpaare.




3-15

Wir reduzieren nun noch in Gl (2) die Doppelsumme iiber j,1 auf eine
Einfachsumme {iber 1. Dazu brauchen wir lediglich j = n-1 aus Be-

dingung (7) in die ilibrigen Bedingungen (5) einzusetzen, was

05_15_[—‘21] fir 0<n < v
und n—v515[%] fir v+ 4 <n <2 v

ergibt, wobei wir wegen der Ganzzahligkeit von 1 die GrdB8e n/2 durch
die Funktion [%] ersetzen durften,

Die obigen Gleichungen definieren aber eine Indexmenge, welche mit
der Indexmenge L in Gl (3.1-7) iibereinstimmt.

Beachten wir noch, daB mit j = n-1

Pjp = P [le} = Pp1,1

ist, so sehen wir, daB die Methoden von § 3.2 und § 3.3 dieselbe

WV fiir Z(t) ergeben,

§ 3.4 Konstruktion des stochastischen Prozesses{ Z(t); O < t <o }

Die in § 3.3 benutzte Methode 148t sich so verallgemeinern, daR man fir
< < < = - . '
t, <ty eeo t, und W'< W(tK ) (W=X,Y,Z) dle‘gemelnsame

Verteilung der Z (k=0,1,.00,r)

P [-Zo =0, Zq=n1, ceny Zr=nr] 1)

aus den Ubergangs-Wn P [#K =J YK =1K‘XK_4=JK_4,YK_4=1K_4]

des zweidimensionalen Markow-Prozesses ( X(t), Y(t) ) berechnen kann.
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Hierzu zerlegen wir das Ereignis{ Zo=no, Z4=n4, ces Zr=nr} in
eine Summe disjunktér Ereignisse, deren Wn sich in den Ubergangs-Wn

des Kettenprozesses 2(1,v ) ausdriicken lassen,

Bezeichnen wir mit

cK = {zK= nK}, K= 0,1,004,r
so gilt
{ Zy=n sZy=n,, ee. 5 Z.SM } o= D, , (2)

wenn wir zudem die Abkiirzungen

r
o, = [1 e . 0<q<r
K =q
r
Do - (} Ce > Dr = Cr
Kk =0
einfiihren.

Ein geeignetes Ereignissystem um die c, zu zerlegen, ist fiir K und n

K
fest ( n.= j ¢ lK )
C = {X =n-1,Y=1_1}= { x=5,v=11= o0c, (3)
nK—lK,l'< K K KK K K JK?» K K Jelg
C = kJ C C C = fir 1 1 .
K 1, n_K_lK’lK’ nK-lK’]'Kﬂ 0Ll P firl, ? k!

Uiber die Werte, welche die 1. bei verschiedenem k ( ¥ =0,1,...,r )
annehmen diirfen, diskutieren wir spidter ausfiihrlich.

Wir zerlegen nun das Ereignis Do in mehreren Schritten nach dem Ereignis-
system Gl (3).

Zundchst gilt

Do = Co (W Dy s
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Do=(U Ch-p 1 21Dy = U(D1ﬂcn—1,1) :
1 o oo 1 o oo
(o] [o]

Mit

D, = C1ﬂD2

folgt dann

D =U(Dﬂ0_ (UC_ ) )

o I 2 nolo,lom I, gLl

1)

-UU (01 ¢ o1 1 MG -1 1
1.1 o o’o 1 ™1
8 1
und schlieBlich

LYY

ve 1 a*

Also gilt fiir q = r

Do i LVJ 1 ( iZL CnK—lK’ln T LEJ ( Cn "Lt ) ®
T

10,11’00o, r

Dabei haben wir mit Mr die Menge der zuldssigen (r+1)-tupel 1011...1r

bezeichnet,

Ist diese ermittelt, so folgt aus der obigen Gleichung, da die Ereignisse

Cj L als Punktereignisse disjunkt sind

o)
-
D)

Q
P
—

]

7 Lo
Y

Nec.,N - Nec., |
J111 Jrlr

o

% g [ X0=Jo’Yo=lo;X1=J1’Y1=11; e Xr=Jr’Yr=1r; 1. ®
r
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Damit kdnnen wir aber die gesuchte WV angeben, da der (X,Y)-Prozess

ein Markow-Prozess ist., Wir erhalten

P [2°=no,21=n1....,zr=nr] = (6)
Jr’Yr=lr\Xr—1=Jr—4’Yr-4=1r-ﬂ

= b{{ P[XO=J°,YO=10] ~ P[x,1=3,l,yd=1,1 ‘X0=Jo,Yo=loj| }

v}
>
~
L]

P[jXK=JK’YK=lK XK-4=JK-4’YK—4=1K'{J (7

Es bleibt nun noch, die Indexmenge Mr fiir den zuletzt angegebenen Fall

zu bestimmen.

Wir erhalten, wenn wir die diesbeziiglichen physikalischen Eigenschaften

des Kettenprozesses zunichst in den Indizes jK,l (k=1,2, .v.,t )

K
ausdriicken ( v und n. fest )

1K_1 5_1K < jK flir k= 1,2, .. ,r (8)
Jo=10 =0
Ig + 1K = n oy .

Dabei sind gegeniiber einem einzigen «k (vgl. § 3.3 ) nur die Bedingungen
neu, welche die ( jK,lK ) einschrinken, wenn wir verschiedene CK mit-

einander kombinieren,

Die gesuchte Indexmenge Mr folgt schlieBlich, wenn wir die jK mittels

j = n =1 eliminieren.
K K K
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Es ist
S
Mr = { 1K, K =1,2, ..., T} 1a < 1K < Min 5 o1 + (n —nK_1)
mit
1 0<n < v
k=1 - K -
1 = fir ’
a
n - v v+l < n < 2v
K - Kk -
wobei 1_1 =n_, =0 1ist.
Wir zeigen an einem Zahlenbeispiel, wie die Indexmenge Mr aussieht,

Es sel Z1=3, ZZ=6’ ZB=7 und v > 7 bzw., 4 .

1.) Konstruktion tiber die Ereignisse CK

3
v>7 3 0 6 0
2 1 5 1 6
n, = 3 3 11 n, = 6 : i, 12 n3 =7 33 3
v =4 2

(9
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Aus den C (k =1,2,3 ) lassen sich folgende zuldssige Kombinationen

K
von Cq(\ CZ(W Cy bilden:

ir 4 i, 1 i3 14
n,= 3 n,= 6 n,= 7
3 0 6 0 7 0
3 0 6 0 6 1
3 0 5 1 6 1
3 0 5 1 5 2
3 0 4 2 5 2
3 0 42 L3
3 0 3 3 4 3
2 1 5 1 6 1
2 1 5 1 5 2
2 1 4 2 5 2
2 1 4 2 4 3
2 1 3 3 4 3

Alle Kombinationen, bei denen mindestens ein Zahlenpaar unterstrichen

ist, sind fiir v = 4 unzulissig,

2.) Konstruktion iiber die Indizes 1K gemdB Gl (9)

Beispiel a) v, n,= 3, n,= 6, n,= 7.

Bedingungen fiir die lK

0<1,

[y
A
—
A

Min ( 3, 11+3 )

1,< 1, < Min (3, 1,#1)
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Beispiel b) v = 4, n,= 3, n,= 6, n,= 7.

Bedingungen fiir die 1K :

0_<_11_<_1
2< 1, < 3
13 = 3 .
Daraus ergeben sich wiederum im Beispiel a) eine Indexmenge M3 mit
12 Kombinationen 111213 und im Beispiel b) eine Indexmenge M3 mit
4 XKombinationen 111213 .

§ 3.5 Nachweis, daB der SummenprozeR kein Markow-ProzeB ist

Wir zeigen in diesem Abschnitt an einem einfachen Spezialfall des

Summenprozesses { Z(t); O <t < @ } , daR dieser kein Markow-ProzeB ist.

Sei { 2(t) ; 0 <t < »}zunichst ein beliebiger stochastischer ProzeR
mit endlich vielen Zustinden und Ai = { Z(s)=ni } ein beliebiges

Ereignis aus diesem ProzeB. Dann gilt allgemein

P [AsAt] . P{Au AsAt}

P[A:loP[A kA] -PI:A lAA] ,
s t] s ul| ts

wie unmittelbar aus der Definition der bedingten W folgt.,

P [ASAtAuJ

Jedoch gilt fiir s <t < u

P [Au \AtASJ = P [:Au | At] 1)

nur, wenn {Z(t); 0 < t < ® } ein Markow-ProzeR ist.

Weisen wir also flir ein einziges Ereignisstripel AS, At’ Au eines
Summenprozesses {Z(t)=X(t)+¥(t); O < t < «» } nach, daB hierfiir die

Gl (1) falsch ist, kann dieser kein Markow-Prozef sein,

Wir tun dies fiir das Ereignisstripel AS = { Z(s)=11, At = {Z(t)=2 },

Au = {Z(u)=3 }des zum Kettenprozesses (2,2) zugehdrigen Summenprozesses.
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Wegen
P[ASAtAu P [A tAu}

e+ st

haben wir hierzu die Wn P [A ] , P [A A i], P[—A A ] und
t tu st
P [AsAtAq] zu berechnen, was wir mit Hilfe von Gl (3.4-6) und Gl

(3.4-8) ausfithren. Die gesuchten Ubergangs-Wn driicken sich daher

in den Ubergangs-Wn des Kettenprozesses (2,2) aus, die wir mittels
P(jlst | ikss) = P [_X(t)=j,Y(t)=1 X(s)=1,¥(s)=k |

abkiirzen.

Berechnung von P fﬁ(t)=2j

Um die Summe in Gl (3.4-6) ausfiihren zu k®¥nnen, haben wir die Index-

menge M, zu bestimmen., Fiir diese erhdlt man gemiB Gl (3.4-8)

M1 : 0 5_11 < Min (1, 0+(2-0) ) d.h. M1 = {11=0,1} .

Daher ist

p [z(c)=2]

] P(2-1,,1,5t | 0050)
"y

P(20;t | 00;0) + P(11;¢ | 00;0) .

Diese W haben wir bereits frither, vgl., Gl (3.1-8) bzw. Gl (3.1-9),

ausgerechnet, jedoch in einer fiir das Folgende ungeeigneten Form.

Berechnung von P [jZ(t)=2,Z(u)=é]

Bedingungen fiir die Indexmenge M2 :
0 <1, < Min (1,2)

1<1, <Min (1,2) .
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Also
My = {11, = 01,11 )
und
P l:Z(t)=2,Z(u)=3] - Dzd P(2-1,,1, 5t | 0050) P(3-1,,1,5u | 2-1,,1,5¢)
2

= P(20;t| 00;0) P(21;u) 20;t) + P(11;t‘ 00;0) P(21;u }11;t) .

Berechnung von P [:Z(s)=1,Z(t)=i]

Bedingungen fiir die Indexmenge M2

0 <1, <HMin (0,1)

1, <1 S_Min (1,11+1) .

1~ "2
Also
M, = (1,1, = 00,01}
und
P [Z(s)=1,z(t)=z:} - % P(1-1,,1,3s | 00;0) P(2-12,12;t‘ 1-1,,1,;58)

)
= P(10;s‘ 00;0) P(20;tl 10;s) + P(1o;s[ 00;0) P(11;t ’10;3)

Berechnung von P [:Z(s)=1,Z(t)=2,Z(u)=31

Bedingungen fiir die Indexmenge M3 :

0 <1, < Min (0,1)

1, <1, < Min (1,1,+1)

—
IA
'—J
| A

Min (1,2) .
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Also
My o= { 1,1,1, = 001,01 }

und

P [Z(s)=1,Z(t)=2,Z(u)=3]

g P(1—11,11;sl 0030) P(2-1,,1,5t '1-11,11;s) P(3-14,1q5u | 271,,1,3t)
3

= P(10;s' 00;0) P(20;t ]10;5) P(21;ul 20;t)
+ P(10;sl 00;0) P(11;t l10;s) P(21;ul 11;t)
Nun kénnen wir die gesuchten Ubergangs-Wn aufschreiben, Es ist

p [z(u)=3 | z(t)=2,2(s)=1 ]

P(20;t |10;s) P(21;u 'ZO;t) + P(11;¢t |10;s) P(21;u ,11;t)
P(20;¢t |1o;s) + P(11;¢ |10;s)

(2)

und

P [Z(u)=3 IZ(t)=2]

p(20;t | 00;0) P(21;ul 20;6) + P(115¢ | 0050) P(215u | 1158)
P(20;¢t |oo;o) + P(11;t| 00;0)

. (3)

Daher sind die beiden tlbergangs-Wn ungleich- und der SummenprozeR ist
kein Markow-ProzeR.

Besieht man die erste Ubergangs-W etwas genauer, so bemerkt man, daR
man zum Nachweis dieser Tatsache die zweite Ubergangs-W nicht ge-
braucht hdtte. Die erste Ubergangs-W hidngt nidmlich nicht nur von den
Zeitpunkten u und t sondern auch vom Zeitpunkt s ab,

Wer sich filir die expliziten Ausdriicke der obigen Wn Gl (2) und G1 (3)
interessiert, hat die Ubergangs-Wn P(jl;t) | ik;t) des Kettenprozesses
(2,2) gemdB den Gln (2.5-21) bis (2.5-26) zu ersetzen.,
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§ 4. Zur Struktur des allgemeinen Kettenprozesses (u,v)

§ 4.0 Vorbemerkungen

Nach der Vorbereitung durch die §§ 2. und 3, , die auch {iberschlagen
werden kénnen, wenn man bei Bedarf auf § 2,1 (System der infinitesima-
len Ubergangs-Wn) und § 2.3 (Palm'sche Methode) zuriickgreift, unter-
suchen wir nun insbesondere die allgemeinen Kettenprozesse v (u,1)
und u(1,v).

Dabei interessieren wir uns weniger fiir die expliziten Ausdriicke von
irgendwelchen WVn dieser Prozesse, als dafiir, ob wir sie nicht aus
einfacheren Prozessen aufbauen kdnnen,

Bezogen auf die bisher verwendeten ProzeRvariablen heiRt dies, daB wir
iiberlegen miissen, ob sich diese nicht als Funktionen einfacherer zu-
filliger Variabler darstellen lassen.

Wie im folgenden gezeigt wird, ist diese Aufgabe filir den KettenprozeR
v (u,1) im Gegensatz zum KettenprozeB u(1,v) sehr schnell zu bewdlti-
gen,

Mit der analytischen Methode ist es jedoch auch fiir den KettenprozeS

¥ (1,v) nach dem Muster des § 2., , wenn nicht schwierig so doch etwas
mihsam, eine erzeugende Funktion fiir die Ubergangs-Wn zu berechnen.
Damit haben wir aber noch keinen tieferen Einblick in die Struktur
dieses Prozesses gewonnen.

Diesen erhalten wir erst, wenn wir die kombinatorische Methode mit

heranziehen.,



§ 4.1 Der Kettenprozef v (u,1)

Wie wir bereits in der Einleitung gesehen haben, besteht der Ketten—
prozeR Vv(u,1) aus Vv gleichen, voneinander statistisch unabhingigen
Kettenprozessen (M,1). Er besitzt wie diese die Markow-Eigenschaft.
ProzeBvariable ist nach § 1.1 der zV"z(t) = ( Z1(t),...,zv(t) ),
dessen ite Komponente angibt, welchen Zustand die ite Kette zum
Zeitpunkt t einnimmt. Dabei gilt Zi(t) = j , wenn sich die ite Kette
zum Zeitpunkt t im Zustand Ej befindet.

Die Ubergangs—-Wn des Kettenprozesses V(u,1) geniigen, wie wir gleich

sehen werden,

P [z{t)iﬁ ‘f(s)if] = —{ﬁ; P [ZK(t)=kK ZK(S)=jK:]
e |

fir t > s R
wobei

—d
o= (kyskypeesky)

-

3= Ggalgeeessiy)

ist und die P FZK(t)=kK| ZK(s)=jg1 Ubergangs-Wn des k ten Ketten-
prozesses (1,1) der zVn Zn(t) sind. Ihre explizite Form wurde be-

reits in G1 (1.2-9) angegeben.
Um G1 (1) zu verifizieren, filhren wir die Bezeichnungen

A = { Z(8)=j, } o, B, = { Z (t)=k } o, t > s

(1)
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Aus der Definition der bedingten W und der wechselseitigen statistischen

Unabhdngigkeit der ZK(t) folgt dann

\Y V
P [ Z(t)=k | Z(s)=j ] = P [.TI' B, | TT 4, ]
\% \)J— a
p[ TI B.A, ] TT P [ B.A
i=1 t i=1 tt

L]
<
]
<
n
:jc
lae}
—
o)
H
joxg
—

w.z.b.YLJ

Flir spitere Uberlegungen bendtigen wir insbesondere die Gf

(Z3t) = ] Q (t) 2z, 12,2 ... 2V (2)
uv K k1k2 N kv 1 2 v
mit z i= (z1,z2,...,zv) ,
K := Indexmenge der zulidssigen k1,k2, - ’kv
des Spezialfalls
Q g ... (®© = P [Z(t)=k | Z(0)=0 ] , (3)
172 v
Y
0 = (0,0,...,0)
-—
v - mal
der Ubergangs-Wn Gl (1)
Sie ergibt sich aus den Gfn der Kettenprozesse (u,1)
(1) Fopmw j .
Gu1 (Zi;t) = .Z Pj (t) 2, , i=1,2,...,Vv %)
3=0
zu
v . v U .
¢ o o= TT eV @i = T (8 2™ w23y, ¢
v =1 ¥ i=1 j=0 .

da die Kettenprozesse (u4,1) voneinander wechselseitig statistisch unab-
hidngig sind. Fiir die in Gl (5) vorkommenden Wn P(U)(t) siehe Gl

j
(1.2-10) .
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§ 4.2 Eine repridsentative WV des Summenprozesses (u,v)

Um den allgemeinen Summenproze8 { S(t); O <t < =} mit
v u=1

z,(t) = I X.(t) (1)
1=1 t j=0 J

s(t)

]
0~

zu behandeln (vgl. Gl (1.1-4) ), sind, wie aus dem in § 3.4 betrachteten
Spezialfall u = 2 hervorgeht, etwas verwickeltere Uberlegungen not-
wendig. Jedoch 1#Rt sich mit der kombinatorischen Methode aus der Gf

Guv (2;:) sehr leicht die Gf

n
G, (z3t) - I op(t) 2 (2)
n
der zV Z(t) := S(t) , fir t fest, Z(0) = O gewinnen,
Wir beschrdnken uns hier im wesentlichen darauf, dieses Ergebnis

herzuleiten.

Dazu bendtigen wir folgende Eigenschaft der Gfn (Feller [5] , P 261) :

Satz

* = d .
Besitzt der zV U = ( U1,U2,...,Un) die Gf

Gu)  := ; Ri1izmi L1y 2 . uln ,
mit Uoim (ug,ug,ee,u) 1= (Lgsigyeneri)
I := Indexmenge der zul#ssigen i s

so wird die gemeinsame Gf
H(v1,v2,...,vm) (= § sj1j2‘..jm v1j1 v2j2 . vmjm‘ ,

J := Indexmenge der Zulassigen'T 1= (j1,j2,...jm)
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—-—
der partiellen Summen der Komponenten des Vektors U

by
v = Z U s K =1,2,...,m ’ 1T<m<n
K k=a k
K
K§] ’}C:
a = 14+ n, , b = n y n_ =0
« 1=0 ! < 1.1 1 °
mit
m n m
Z v = 2 u, , n = Z n
c=1 K j= & k=1

durch die Beziehung

G( (\:l,...,v1, \l’z,auo,vlz’ os 0y Vm,...,Vm) )

A | E
n1-ma1 nz-mal nm-mal
= Z Ri i ; v1J1 v2J2 cee va = H(v1,v2,...,vm) (3)
J 172°°*"n

J := Indexmenge der zulassigen'T , unter der zusitzlichen Bedingung

1] K=1,2’..0’m

gilt mit u : = v

G( (w,eee,w)) = ] R, oowd = H@ . %)
172 n
n-mal
i+l +... 1 =]



Wird die Gf der partiellen Summen VK von nicht aufeinanderfolgenden
-
Komponenten Ui des zV U verlangt, ist zuvor eine passende Um-

nummerierung der Ui vorzunehmen, |

Der obige Satz filihrt im Spezialfall Gl (4), wenn wir fiir den 2V U

den zV '?(t) einsetzén und Gl (4.1-5) beriicksichtigen, zur Gf

v
H s Usv
6, (zt) = T (r) 2 R XCE: (5)
j::o J n=0
v
der zufilligen Summe Z(t) = X Zi(t) .
i=1

Dasselbe Ergebnis erhalten wir, wenn wir den Satz auf den z'\_ir i?t)

anwvenden. Anstelle von Gl (4.1=-5) tritt dann die Gf

v

u
6,y G = |2 121 P () xx, .. xi_1—' 6)

—

NN . = Y
des zV X(t) mit X(0) =0 .

Wir kennen diese Gf bisher nur im Spezialfall p=2 (vgl. Gl (2.4-29) ) .
Die oben angefiihrte Gf wird in § 4.3 ermittelt,

Man beachte noch, daB die Komponenten des zv 4§(t) im Gegensatz zu

den Komponenten des zvi'z(t) voneinander stochastisch abhdngig sind.,

Der obige Satz gilt jedoch auch in dieser allgemeinen Situation.

Die Kenntnis der Gf Gl (6) ermdglicht es uns, Gfn fiir allgemeinere
Summen als die Summe S(t) in Gl (1) herzuleiten.
Dazu bemerken wir zundchst, daB die Gf Gl (5) einem Experiment entspricht,
bei dem der Detektor zwischen den u verschiedenen Sorten e; von emit-
tierten Teilchen nicht unterscheiden kann.
Allgemeinere Summen erhalten wir, wenn wir z.B. ein Experiment betrachten,
bei dem wir mit unserem Detektor statt einer zwei verschiedene Sorten von
Teilchen diskriminieren k&nnen.
Dann gilt fiir die zVn, welche die Anzahl der beiden Sorten angeben
My~ Hytu,~1
u(e) =} X, (e) , V() = ) X, (0 5 wo= ey, (7

j=0 =,
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wenn wir zudem voraussetzen, daB der Detektor in einer radioaktiven
Zerfallskette nur die vorderen u1 = Teilchen von den hinteren u2 -

Teilchen unterscheiden kann.

Die letzte Voraussetzung ist fiir den folgenden Schluf unwesentlich.,
Wir haben sie hauptsichlich deswegen gemacht, um die Schreibweise
zu vereinfachen.

Wir wenden nun den obigen Satz fiir erzeugende Funktionen auf die
Teilsummen U(t) wund V(t) an. Es folgt fiir die gemeinsame Gf der
zufdlligen Summen U(t) und V(t)

M1 . w, MM v
6y (@vit) = I e ud e ot T W] @
1¥2 j=0 3 k=p, +1 -

Auf dieselbe Weise kdnnen wir ohne grofe Miihe die gemeinsame Gf fiir

noch allgemeinere partielle Summen berechnen.

Zum Schluf mdchten wir noch eine Bemerkung zum Rechenaufwand fiir die
Beziehung Gl (5) bei der kombinatorischen Methode ( § 4.4 ) und der
analytischen Methode (§§ 3.2, 4.3) machen,

Natiirlich gelangt man bei diesem Problem mit der kombinatorischen
Methode viel schneller zum Ziel. Um beiden Verfahren gerecht zu
werden, muB man jedoch bedenken, daB wir bei der kombinatorischen

Methode die wn Pj(u) (t) nicht wie hier als bekannt ansehen diirfen.



§ 4.3 Berechnung der erzeugenden Funktion Guv (x;s,t) des Ketten-

prozesses u(1y) mit der analytischen Methode

Die Untersuchungen am KettenprozeR (2,v) in den §§ 2 und 3 1lassen
vermuten, daB zwischen dem allgemeinen KettenprozeB (u,v) und dem
speziellen KettenprozeR (u,1) ein enger Zusammenhang besteht.

Um diesen Zusammenhang aufzuzeigen, berechnen wir in diesem Paragraphen
mit der analytischen und im folgenden Paragraphen mit der kombinatori-

schen Methode die Gf

- i i i
Gy (x38,8) = ; Figigeeei (s,£) % 70 x 1 v x, gt )
d e
X i= (xo,x1,...xu_1)
I 1 lissi - . . .
:= Menge aller zuldssigen i := (10.11,...,1u_1) .

Bei der analytischen Methode bendtigen wir hierzu das System der infini-
tesimalen Ubergangs-Wn des Kettenprozesses p(1,v) . Dieses geben wir in
Abschnitt a) an, wo wir auch, und zwar mit der Palm'schen Methode, die
betreffende pDGl herleiten.

In Abschnitt b) 18sen wir dann diese pDGl fiir die Anfangsbedingung

GW (x;0,0) = 1 . ‘ (2)

Dies entspricht der Gf

(. -
G (= Guv (x;t) e Guv (x;0,t) 3)
der WV
—d - - wd
P. . . (o,t) = P [-X(t) = i X(0) = O] ’ 4)
1.1...1 . —
o'l -1
Y
0 := (0,0,...,0)
[
p —mal

des zV's X(t) = ( X_(£),X (£),000sX (6 )



SchlieBlich konstruieren wir in Abschnitt c) die allgemeine Gf
-; 3 . L3 . * .

Guv (x;8,t) , wobei wir beim Ansatz die kombinatorische Methode

benutzen, um die sonst sehr milhsame Rechnung etwas abzukiirzen,

a) Ermittlung der pDGl der Gf Guv (X;8,t) des Kettenprozesses u(1,v)

aus seinem System der infinitesimalen Ubergangs—Wn

Das dem KettenprozeB u(1,v) entsprechende System infinitesimaler Uber-
gangs—Wn 1dBRt sich analog zum KettenprozeR 2(1,v) angeben. Aus diesem
erhdlt man dann ohne groBe Miihe eine pDGl fiir die Gf Guv (x; s, t), falls
man die Palm'sche Methode (vgl. § 2.3) anwendet.

Um deutlich zu machen, in welcher Weise wir verallgemeinern, stellen
wir an einigen Stellen die entsprechenden Formeln der Kettenprozesse

(2,v) und (u,v) einander gegeniiber.

Zunichst schreiben wir die Systeme infinitesimaler Ubergangs-Wn an.
Wir erhalten fiir den KettenprozeB 2 (1,v), wenn wir in das friiher

hergeleitete System Gln (2.,3-6) unsere jetzigen Bezeichnungen ein-
fiihren, d.h.

(X’Y’G’B) = (de,l,)\osk,l) und Hz = { xo(t) = 109X1(t) = 11 }

setzen:
P X (esat) = i+, Xp(evar) =iy [H) = miaae ¢ o) (5a)
P Eon(t+At) =i, X, (tHat) = i1+1|H2] = (i_"i,)r,8t + o(at) (5b)
P X (t+at) = i, X (e+at) =i 1y ] =

1= JOmia *+E =i | At + o(at) (5¢)

und alle iibrigen infinitesimalen Ubergangs-Wn o(At) oder O,

Daraus erschlieftman fiir den Kettenprozef p(1,v), wenn man fiir den Zeit-

punkt t bzw, t+At die Ereignisse



A(ik+Ai

) {x () = i+ai }

}

‘e . . .
A (1k+A1k) { Xk(t+At) = 1k+L\1k

und fiir den Zeitpunkt t die Hypothese

u-1
H = l=L AL ={X (€) =1 ,X,(€) =ip,..., X () = i}
einfiihrt, das System infinitesimaler Wn
u=1
B : . B .
1 ' =
P LA (10+1) 1,(=I1 A (1k) ! HU_} (\)-10) }‘oAt + O (At)
11 u-1 }
K || arGy ardene T oardoy HJ= (i, =i.)), At+o(At)
k=0 k 1 =141 m | M 1-1 M
fir 1= 1,2;...,u-1
p=1 u=1
1es - 1 o3 . s
P [ IUO A (1k) ‘ Hu] 1 [(v 1O)Ao+ kZ1 (lk—*l lk”‘k‘ At + o(At)

alle iibrigen infinitesimalen Wn o(At) oder O.

Dieses System infinitesimaler Wn geniigt nun, um die Palm'sche pDGl

flir die allgemeine Gf Guv herzuleiten,

Dabei gilt im ‘up~dimensionalen Fall fiir den Palm'schen ¥-Operator,

wie man leicht aus dem 2-dimensionalen Fall ablesen kann

By X

2
Y ‘{/(lnxo,lnx1,...,1nxu_1 o 5;; » X, ax1 u=1  ax

(6)

)]
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Aio Ai1 Aiu_1 5 5 ,
= z Xo X1 ”.Axp'l .q(t;(Alo’XOS;—)’ (A11’x1 aT’o.-’(Alu_1’xu_1 a—x" ))
g o 1 -1
AT H
AI := Menge der zuldssigen Aio'Ail""’Aiu—l (8)
In der Definition von ¥ sind die Intensitdtsfunktionen q in der
operatorfreien Form mit den infinitesimalen Ubergangs—Wn
fiir 1 # j gemisR
P B (tat) [B(6) | = aCt; G-I, I)) (9a)
und fir i = j gemiR
71 - o
PB(trar) [ Bi(6) | = mate; G,D)) (9b)
verkniipft. Die in Gl (9) neu eingefiihrten Symbole Bi(s) und (Q;IB
stehen flir
Bi(s): = {Xo(s) = 1°,X1(s) = 11,...,Xu_1(s) = 1u"1 } o,
.—A..'.} N . .
(k,i): = ((ko,lo), (k1,11),...»(ku_1,1u_1))
= (kolo, k111,..., ku_1 1u_1) .
Bringt man die Intensitdtsfunktionen in den  Y-Operator ein, hat
man (bei unserer Schreibweise) in ihnen die ik durch die Differential-
operatoren
X, 3 zZu ersetzen
5?; , *
Fiir den Kettenprozef 2(1,v) lauten die Intensitidtsfunktionen
q(t; 110, 011) = (v-lo)xo
q(t; oi_, 1i,) = (10—11))\1 (10)

a(t, Oi_, 0i,) [t rtigmig) Ay |
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und filir den KettenprozeB8 u(1,v)

q(t; 11, 0i Olu‘1) = (v-lo)xo,

1’...’
alle Argumente kpip = in fir p =1,2,...,p~1 >
q(t; 010,..., 011_1, 411, 011+4,..., Olu_4) = (11_4‘11)A1,
fﬁr 1 = 4,2,0.0’ ]_l—/l H (11)
‘ u-1
q(t; 010, 011,..., Olu_4) = —(v-lo)xo - kZ1 (1k_4-1k)>\k .

Mit den Gln (11) erhalten wir fiir den Palm'schen Operator des

Kettenprozesses u(1,v)

p=1
] ] ]
y=ax (vx = )+ T ax(x_, = -x o )
oo o X K1 K™k k-1 Xy _4 k 0%,
u=1
) ) )
A x f=—) - VoA (x_, = -x =— ) ,
o o axo k=1 Kk k-1 axk_4 *x 3xk

der, wenn wir ihn noch etwas vereinfachen, die Form

u-2
3 )
v - — =X v — 12
o kZo ** Y% 2%, u=1 Yu=1  3x (12)

-~
[]

WS VTV e s Ve Ak(xk-1)

annimmt.

Die allgemeine Gf Guv (;}s,t) des Kettenprozesses u(1,v) gehorcht
daher der pDGl (7) mit dem Y- Operator gemdf Gl (12).

b) L8sung der pDGl fiir Guv (;Es,t) im Spezialfall Guv (;;0,0) = 1

Wir zeigen nun, wie im Spezialfall der Gf G(?;O,t) die Kettenprozesse

u (1,v) und (y,1) zusammenhingen.
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Es ergibt sich folgender Tatbestand :

Satz 1
Die pDGl

%, ‘Ez %, %,

-+ X, u, —*+ X VvV ., — = w G , (13)

ot 420 11 9x. -1 u=1 Z)xu__,l o pv

Ugs = VTV g Vg RS Ai(xi-d)
fiir die Gf Guv H Guv (;}s,t) des Kettenprozesses u(1,v)
hat unter der Randbedingung Guv (x;0,0) = 1 die Lsung

M v
.= =, - (w (w)

G:= Guv (x;0,t) = [ﬁPo (t) + 121 Pi (t)xoxq...xi_1r (14)
mit

u

) Pi(“) (ty = 1 .

i=0
Dabei sind die Pi(u)(t) eine WV aus dem KettenprozeB (yu,1) und
gehorchen dem DGl-System

d (w) () ()

- P, t) = =, P, t) + A, P, t 15

& Mo A AMOEEWE BNO (15)

fﬁr j = 0,4,000,'“, Aj = 0 f{.irj <O, J l u

mit den Randbedingungen

PO(U)(O) = 1, Pj(u)(o) =0 fiir j =1,2,000, He |
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Beweis

Wir fiihren den Beweis mittels Induktion. Wie wir in friiheren
Abschnitten gesehen haben, ist der Satz fiir u= 1 Gl (1.2-27)
und 4 =2 Gl (2.4-29) richtig.

Sei er nun flir p richtig. Unsere Induktionsvoraussetzung lautet

dann, daB Gu : = G eine L8sung der pDGl

3G
dt po Tu

]
&
[»]

(16)

ist, wenn wir mit Wu : = Y den diesbeziiglichen Palm'schen Differential-

operator bezeichnen,

Wir haben dann zu zeigen, daB Q1+1 eine Ldsung der pDGl

3G

+1 _
3t - \yu” € 1 an

ist,
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Fiihren wir als neue Griéfle

"
- (n)
g, §=o (D) vy (18)

mit y : =1, yj: =xo.x,|...xj_,l fir j>0

ein, so 14Rt sich die pDGl (16) mit dem Ansatz Gu = g:, da man

&, # O voraussetzen kann, auf

TE T B a9

reduzieren, was fiir das folgende etwas bequemer ist. Anstelle von Gl (17)

hat dann

[}
8u+4 =y
ot u+1gu+'l

(20)
Zu treten,

Der Beweis des Satzes wird sehr durch den Umstand erleichtert, daf die Wn

Pﬁp) und P£u+1) der Kettenprozesse (M,1) und (p+1,1) fast alle einander

gleich sind. Genauer gilt
P£u+1)(t) = Piu)(t) fir i = 0,1,...,u-1 . (21)
Dies 1l4Bt sich unmittelbar aus dem DGl-System (15) fiir die ng)(t) folgern,

Die letzten beiden DGln fiir den (u,41)-Prozefl lauten nimlich

d (W (w) (w)
a—E‘ Pu_q(t) = —Au_/] Pu_,] (t) + Au_zpu_z(t) (223)
d o, W
TP (©) + APyl (6 (22b)
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und die letzten drei DGln fiir den (u+1,1)-ProzeR

d_ (U+1) . (u+1) (u+1)

dt (t) = Au_1 P - (t) + Au_zP §-2 (t) (23a)
g_EP(S""])(t) = _Au P(S+4)(t) + Au~1 (N+’l)(t) (23b)
g_ (u+1)(t) - +>‘u P(EM)(t) ' (23¢)

Gl (21) erlaubt uns fiir 8144 den Ausdruck

- (u+1) o () . (u+1)
B = 8t (BT ()P " () vyt P (t) ¥, (24)

p+l u+1

zu schreiben,

Um zu zeigen, daf G1(20) bzw,.,, wenn wir Y in (20) einsetzen,

u+l

og -1 ag og
p+1 E ! u+a
+ i +X VvV =v g (25)
ot Eo M N

eine Identitdt ist, miissen wir die betreffenden Ableitungen von 841 bilden.,

Wir erhalten fiir die partielle Ableitung von Bl nach t, wenn wir die DGln
(23b), (22b) und (23c¢) benutzen,

dog ag
__%%1 = 5?£ + (—A“ P(ﬁ+4)(t) + Au_4 P(u+4)(t) (“)(t)) Yu

(u+1)
*ARY @)y

U+l ?

was sich mit G1(24) zu

agu+1 ag (u +1)
e Tﬁ?’ TR (€ Gyeqmyy) (26)

vereinfachen lifnt,
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Die iibrigen partiellen Ableitungen lauten

9 A4
Suan 8y + @D _p () Tu o, pCus) Tur (27a)
X axk U Hox u+1 X

fiir 0 < k < u-1,

og
utl P(u+’l) (27b)

’

3% w1 Y
" ! U

(p): = Pip)(t) die Abhidngigkeit von t weggelassen haben,

wobel wir in Pi

Mit den Gln (26) und (27) kann nun Gl (25) verifiziert werden.,

Zundchst erhdlt man

3;! y~1 38
U (u+1) U
—-- 4+ AP (y. .~y ) + Z —
at VR u+1 7 u k=0 %% axk
-1
(w+1)_ o (nm (u+1) E (u+1)
+ -
[(Pu Py >)yu+ P Y e J Lo YRy Pl Yy
- (wt1) (W) (u+1)
= vo[gu-i-(l’p Pu ) Yyt P1H1yuﬂ 1,
was mit den Umformungen
1 o -2 o o
u U U )
i— —— = (Z - + X v y - x, v, PY'y
N e T M T MTIREVIRR AT
und
E—ﬂ E—4
u (v, =v, ) v -v
Lo K Lo Tk Tk u

auf den Ausdruck



ag u=2 agk g
G + TS h X,V b - v )
ot k=0xkuk Sxk u-1 u-1 qu_1 o°u
(u+1)
+ - -
[(vo vu)yu+1 * vuyuxu voyu+1] u+1
A Gy )R v )y - vy ] p (1)
Yt utl T o u'p o’y H
+ vy vy x4y ] P
o w'u  wp=1 Tp-1 o’u U

Il
o

(28)

fiihrt, Dieser ist identisch Null, weil die Induktionsvoraussetzung Gl (19)

gilt und alle Koeffizienten der oben vorkommenden Pip)'s identisch Null
Sind.

Ende des Beweises fiir Satz 1 o]

c¢) Ldsung der pDGl fiir Guv (;;s,t) im allgemeinen Fall

Satz 2

Unter den in Satz 1 genannten Bedingungen hat die pDGl fiir die Gf des

Kettenprozesses p{(1,v)

-1

i i i
(s,t) X 0 X, 1 oo xu_4 i

G (xX;s,t) R
X;8, = . s .
n P R T

[a - WA - i i i
Z P | X(t)=1 | X(8)=] } X o X, 1 ... xu_,l u=1 ,

]

1
I := Menge der zuléssigen'?
i = (10,11,...,1u_1)
- . . .
J = (Joqu,"'sJu_q)

im allgemeinen Fall, d.h. unter der Randbedingung
u-1 jK
X s

¢ (x | |
uv X38,8) = k=0 K
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die Ldsung

u-1
=, - j G4 — 3D .
Guv (x;s,t) ‘_l xK K gu__K,K k=1 KDy 34 ¢ v oo (29)
k=0
Dabei ist
1
(19K)
g = Z P, (u) v, (30)
K j=O J K
mit

3 WUTRERY ,AK+1_4) . u = t-s
(u,0) I (7) (u)

Pj (u) = Pj (u; AO’ A1s vees Au_d) Pj (u)
und

P 1=0

fiir

yjK = XX 4 e x'“_j_,l 121 ‘]

Bemerkung:

Die in Gl (30) eingefiihrte Bezeichnung fiir die Wn P;u)(u) des Ketten—
prozesses (1,u) (vgl. § 1.2) ergibt zum Beispiel fiir

A
P(Z’O) = ° (exp(-A,u) -~ exp(=i_u) ) = P(z)(u)
1 1 o 4
A=A
o 1
und fiir
2,3) A3
P, ? (exp(=A,u) = exp(-i,u) .
1 A=) 4 3
374
Somit entsteht P;2’3) aus P}z’O) , wenn man in PéZ,O) die Abfallkon-
stanten X durch 2 und A durch A ersetzt.
o 3 4 4
Ordnen wir also die Wn P§p’0) = Pgu) ( j=0,1,2,...,u) dem Kettenpro-

zef (p,1)



A A A A A A A A A

K+1=1 K+1 ”’% u=1
0 4 e 0 o K K+1,‘.' Cd EK+1,.Q. Eu-4 ’Ew

mit dem Anfangszustand Eo und dem Endzustand Eu zu , so gehdren die
Wn Pj(\’K) zu einem KettenprozeB (1,1) mit dem Anfangszustand EK und

dem Endzustand E

K+l

Beweis:

Wir beweisen Satz 2 wie Satz 1 mittels Induktion nach y. Fiihren wir
in G1 (1.2-26) und Gl (2.4-28) unsere neuen Bezeichnungen ein, so se-~
hen wir unmittelbar, daB Satz 2 fir u= 1 , d.h.
. | V-jo
G = xojo {_qu’o) + P}q’o) xoi] (31a)

und fiir u= 2 , d.h.
_ v—JO
G = x Jo P(Z,O) + P(Z’O) x + P(Z,O) X X
o ) 1 o 2 o1

. i -]
. x434 [f§1’4) + P:4’1) xq] o™ (31b)

Wir zeigen nun, daf die pDGl (vgl. Satz 1 G1 (13) )

richtig ist,

u-2
3G 9 G 9 G
-— + Y ox, (v,ev..) — 4+ x V. . = ue .
ot i=0 1 i i+ Bxi w1 "u-1 9 X 1 v v, G

die in Satz 2 genannte LOsung besitzt, wenn man den Ansatz

G = Ho(xo’x1""’xu-4;t)'Hq(xq’xz”"’xu-q;t) (32)
macht, wobei H4 der Induktionsvoraussetzung
: -2
_ OH ' _ 3 3H
D4 - 7E4 * .z X5 (vi vi+'1) 5§1 * xu-4 vu-1 5;4
i=1 i u=1
- Jo‘ v’l D H4 = 0 . (33)

geniigt.
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Gehen wir mit Ansatz Gl (32) in die pDGl Gl (13) ein, folgt

HD, +HD = 0 (34)

und die Behauptung von Satz 2 ist richtig, wenn wir nachgewiesen
haben, daf

- i, v=j
Ho X "o guo o (35)
die pDG1
u=-2
_ oH . JH oH
D = o0 + 2 X (v.-v, ,) =—o0 + x _ —0
o ot iso i+ Bxi U=1 u-1 Bxu_1
= (v v - jv,) B = 0 (36)

befriedigt. Denn man kann voraussetzen, daR H1 # 0 und Ho, H1
beschridnkt sind.

Zum Ansatz Gl (32) mit Ho gemdB Gl (35) werden wir gefiihrt, wenn
wir ebenso wie in § 2.4 c) schlieBen. Wir kommen hierauf nocheinmal
bei der kombinatorischen Methode in § 4.4 zuriick.

Der Vorteil des expliziten Ausdrucks fiir Ho besteht darin, daf wir
lediglich bestitigen miissen, daB dieser die pDGl Do = 0 erfiillt, also

nicht mehr deren Ldsung aufsuchen miissen.

Um ersteres auszufiihren, bendtigen wir noch die partiellen Ableitungen

von H. nach t und x, . Es ist mit y, := y, , P, := Pgu’o) , wenn
o 1 J Jjo ] ]
wir G1 (15) beachten
(v-j ) - o -
2%0 - > Ho %E Z P§u’0)(u) AT
1o § j=0 1
. - -1
(v-i,) "
= Ho|=A P+ ) (A 4 Pay = A Po) oy
Eyo . ° o 5=1 ] ] i o i
(vi) b " et Fumt
0
= z H ) v. Boyy (37a)

po i=0



422

Ferner sind

. H
: (v-3i ) Y
ggo B <%o By * — Ho ) Pj-;l i
o &0 j=1 ) (37b)
: U
3 (v-3) y;
Mo = 2 H z P, =1 , 1 <i <yt
ax g o 254 ] = - =
1o j=i i
Diese partiellen Ableitungen ergeben in Gl (36) eingesetzt, wenn wir
gleich Ho herauskiirzen,
. -1 -2
i | ) P e B
v, P, y, + x. (v.,-v. ) P,
8o |i=0 * * 71 T I N ML PR Y
y . (38)
L3 - -0 . -3 =
* Xy-q Vu-q Pu X * ( *o (vo v4) X (v Yo Jovd) ) 0 :
u-1 o
Die linke Seite der zuletzt angeschriebenen Gleichung ist aber
identisch Null, da sich der Term in der eckigen Klammer auf v, 8
reduzieren 1i8t.
Dies sieht man wie folgt ein :
. u-4 : u-1 u u—2
° 0 = . + V y
[ J 1 1=O =1+4 1=O j=1+1 J
u 1 u
= v, Y, P + ( A P + y P ) + v, Z
J=1+1 J=
u-1 u n
- 3 v, I y.B. = v ] y.P o=vog (39)
i=1 j=i 1 1 ¢ =0 3 3 © “Ho

Ende des Beweises fiir Satz ZLJ



4-23

. -
§ 4.4 Berechnung der erzeugenden Funktion Guv (x;s,t) des Ketten-

prozesses u{1,v) mit der kombinatorischen Methode

In § 4.3 haben wir gesehen, daB sich fiir die pDGl der Gf des allge-
meinen Kettenprozesses u(1,v) sehr schnell eine spezielle L8sung an-

geben 14Rt, wenn man den Kettenprozef (u,1) mit einbezieht,

Jedoch blieb dunkel, auf welche Weise man den KettenprozeB u(1,v) mit

Hilfe des Kettenprozesses (u,1) aufbauen kann,

Dies wollen wir nun aufkliren. Wir untersuchen dazu mit der kombinatori-
schen Methode, wie die zVn zusammenhingen, welche die beiden Prozesse

charakterisieren.

Dabei geben wir zundchst zwei neue Beweise fiir Satz 1 aus § 4.3, be-
schrinken uns aber im ersten Beweis auf den Spezialfall pu= 2,
Dann zeigen wir, daB wegen der speziellen Struktur des Kettenprozesses

u (1,v) Satz 2 mit Hilfe von Satz 41 hergeleitet werden kann.

a) Erster kombinatorischer Beweis fiir Satz 1

Spezialfall G2v( (xo,x4);0,t )

Wie in der Einleitung § 1.1 ausfiihrlich diskutiert wurde, besteht der

KettenprozeB (u,vV) aus v voneinander statistisch unabhidngigen Ketten

A A .y A .
(1) "o i)y_"1 or (1) w1 (1)
E, —> E, E 1 E, ,

i = 1,2,.00, v .

Der Zustand dieses Kollektivs von v Ketten ldBt sich entweder durch den
2V Z(t) = (Z,(t), Z,(£),...,2 (t)) oder durch den 2V X(t) = (x_(v),
X1(t),...,Xu_1(t)) beschreiben.

Dabei sei, wenn sich zum Zeitpunkt t die ite Kette im Zustand E§l) = Ej
befindet, Zi(t) = j, bzw., wenn bis zum Zeitpunkt t ik Ubergidnge
Ek >Ek+4 stattgefunden haben, Xk(t) =i .
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Die Komponenten des 2V 'flt) sind im Gegensatz zu den Komponenten

des zV's QZ(t) statistisch abhingig, Dies ergibt sich aus den Voraus-
setzungen unseres Modells, wonach innerhalb einer Kette nur solche
Zustinde angenommen werden diirfen, fiir die

(i)

o (i)
m

——E s
n

n=m+1
gilt. Also miissen die Xj(t) den Ungleichungen
Oixu-q(t) _<_Xu_2(t) NEEE ixjﬂ(t) _<_Xj(t) Seee <V 1)

gehorchen.

— -
Eine wichtige Beziehung zwischen den zVn Z(t) wund X(t) haben wir bereits
in G1 (1.1-4) der Einleitung gefunden: es sind die Summe der Komponenten
der th ?(t) und ?(t) einander gleich, d.h.

Vv u-1
2() = ] oz, ()= ] X.A(t) : =X(t) .
i=1 j=0

Sie ermdglicht es uns, da die Gf von Z(t) leicht berechnet werden kann,

einen speziellen Wert fiir die Gf

i
.Cli (t) Xo 0 x4

11 X xu_‘]{u_']
1 u=1

x )
Guv (x;t) L Pioi

anzugeben.

Beachtet man nimlich die Eigenschaft Gl (4.2-4) der erzeugenden Funktionen,

L3 se A
so ist fiir x = (xo,x4,...,xu_1) = (2,25000;2)
u 3
G (22,000,203 8) = ( T P (6)2d)Y = 6 (z50) . (2)
Ll\) 1 1 j=0 J u\)
u-mal

Wir spezialisieren nun auf den Fall yu = 2, Gesucht ist hier ein

expliziter Ausdruck fiir die Gf

Sy (g5 © = 1 P50 x M0 x, M (3

I: = Indexmenge der zuldssigen io’ i4 .
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Mit Hilfe von Gl (ﬁ ), die jetzt
0 <X (t) <X (t) <v

lautet, 1liRt sich sofort die Indexmenge I flir G1 (3 ) angeben. Es ist

0 1,21 2y
oder
ij>d, firi, i, =0,4,..., v - (4)

Somit bleibt noch iibrig, die Koeffizienten Pi : (t) in
o1

Vv 1, ..
. = Loyt
G2 ((xo,x1), t) Z Z P, i (v) L3 (5)
1 =0 1i,=20 "0°1
o 1
zu bestimmen.,
Aus Beziehung (2 ) folgt mit Pj: = Pj(z)(t)
v i "
Gpy((z,2); ) = L 1 B (e) 2
is0 j=0 ™
= (PO+P1z+P222)v , (6)

woraus man fiir

R = (G p e (7)

N Cae

errechnet, wenn man auf die rechte Seite von (6 ) den Binomialsatz

zweimal gemif

v . . .
. v \Y i 1 V-1
[ Po+ z(P4+Pzz) ] = §=o(i) z (P1+Pzz) Po

v i .

v -1 e

=1 I G G 2
i=0 j=0 ]

anwendet und die Koeffizienten von zi J mit einander vergleicht,
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Das gesuchte Ergebnis stellt sich ein, wenn man Pij(t) aus Gl (7)

in G1 (5) einsetzt und den Binomialsatz abermals zweimal anwendet

v v R .
. = V-1 1 1 1-] J
Oy ()3 © =] () P, g;o G 2y (eyxy)

AY . .
- E Gyt [x @]t = (PO+P4xo+P2xox4)\) _ (8)

Ende des ersten Beweises,

b) Zweiter kombinatorischer Beweis fiir Satz 14

Allgemeiner Fall Guv(;;o,t)

Bei diesem Beweis zeigen wir mit einem etwas anderen Verfahren als zuvor,
dan die Gf

u
30y = (1) v
G @ 8 = P y)

50 J (9)

j: = XOX,I... xj_1

nicht nur fiir ¥ = 1,2 gilt, Dies wird uns neue Einsichten in die Struktur

des Kettenprozesses (M,V) vermitteln,

Die Beweisidee, die wir benutzen, ist recht naheliegend, wenn man den zu
beweisenden Ausdruck Gl (9 ) etwas eingehender betrachtet, Man bemerkt dann

zwelerlei:

1. Rein formal ist die Summe

) . y .
c (1) (§(l); £) =) ng)(t) ygl) (10)

R .
eine Gf; da der dieser Gf zugeordnete zV, der mit'i(l)(t) bezeichnet
seli, etwas anderes als der zﬁ i(t) bedeuten mufl, haben wir % durch ﬁ(l)
und yj durch y§l) ersetzt,
2, Die Summe Gl (10) ist in Gl (9 ) in die V-te Potenz erhoben, also muf

bei der Bildung der Gf (9 ) eine Faltung beteiligt sein,
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Sofort ist klar, daB alle weiteren Uberlegungen sehr viel gezielter
vonstatten gehen kdnnten, wenn wir wiiBten, welche Bedeutung dem

v (i) = (¢ (1) (1) .

zV X' () = (Xo (t), X1 (£), eesy X U-1(t)) in unserem Modell zu-

kommt °

Daher wird man im nichsten Schritt versuchen, diese Bedeutung zu erraten.
Man kommt hierbei zum Ziel, wenn man auf rein formalem Wege untersucht,

wie die in 2. erwihnte Faltung zustande kommen kann,

Wir nehmen dazu an, daR der i-te 2V i(l)(t) eine Eigenschaft der i-ten
Kette beschreibt, Dies impliziert,dafl die v Vektoren i(l)(t) (1=1,2,...4V)

voneinander wechselseitig statistisch unabhingig sein miissen,

Man beachte jedoch, daB in einem solchen System statistisch unabhdngiger
Vektoren jeweils zweli beliebige Komponenten Xé1> und XéJ) verschiedener
Vektoren (i # j) statistisch unabhdngig sind, wihrend irgend zwei Kompo-
nenten Xél), Xéf) (k # k') desselben Vektors statistisch abhiingig sein kdnnen.
Bilden wir nun die gemeinsame Gf eines solchen Systems von Vektoren

() @ o=1,2,00.,Y)

\
G(§(1), ifz),..., ﬁ(v); ) = || G(:)(ﬁ(l); t)
i=1 M
B .
=] @ Pg‘J)(t) ygl)), 11)
i=1 j=0 J

so geht hieraus die gesuchte Gf hervor, wenn wir fiir alle i §(1) =X
setzen.

G (Kyeuns®s £) = 6 (X £) . (12)

1 Hv
v-mal
Dieser Operation sind wir aber sowohl im 1. Beweis als auch in
§ 4.2 begegnet. Ihr entspricht in den beteiligten zVn die Transformation
NI D
X, (t) = ) XH(e) B §o= 04,0t (13)

i=1
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wobel die X (t) Komponenten des uns in seiner Bedeutung bekannten
zV's X(t) 81nd

Die Beziehung (13).macht es uns leicht, den Vektoren ﬁ(l)(t) eine
physikalische Bedeutung beizulegen.
(1)

Danach muB Xj , wenn sich die Gf G (ﬁv(i; t) auf die geschilderte Weise

herleiten lassen soll, Indikator variable fiir den individuellen Ubergang
E]gl)““> g (1)

in der i-ten Kette sein.
]+1

AN (1
D.h, anders ausgedriickt, daf die j-te Komponente des zV's X(l)(t)

den Wert (0), 1 annimmt, wenn sich die i-te Kette (nicht) im Zustand

(1)

J+1 befindet.

N
Um unseren Beweis zu beenden, miissen wir also noch zeigen, dafl der zV

) = «P o, xXPw,..., Xéf:(t>)vdie GE
u *
(1)(}((1), £) = Z p, W) yiP
=0 J
AR SR O PR Y

Yol ys PE XGRS Teee X

besitzt, wenn wir von der Definition
k k k
. . .\ O . 1 .y u-1
¢z (1) (1) (1) (i)
(x i t) = Z P (t) x x cee XU “14)

u1 % kok1"'ku—1 o 1 u-1

ausgehen,

Wir tun dies, indem wir mit dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit

P[A]=ZP[Bi °P[A|Bj] 45)
3 ]

Bj: = vollstdndiges Ereignissystem
die Wn P(i) (t) berechnen
k k k *

o 100. u_,]



4-29

Fiir das vollstindige Ereignissystem Bj wihlen wir die WV P§U)(t)
(3 = 0,1,...,u) des Kettenprozesses (u,1) (vgl. Gl (1.2-10)).

Dann gilt fiir die i-te Kette

PIBJ.] :=P(Z(1)=5J = P§“)(t) , (16)
T N o : (i) _
wobel Z = j angibt, daR sich die i-te Kette im Zustand Ej = Ej
befindet,

Die bedingten Wn P {A(i)lBj l mit A(i) = { i(i)(t) = & }  und

Bj = { z(l)(t) = j } ergeben sich wie folgt :
Eine Kette, die sich im j+1 ten Zustand E(;l1 befindet, muR zuvor die Zu-
stidnde Eél) mit 0 <k < j durchlaufen haben,

Driicken wir dies in den zVn Xél)(t) und Z(l)(t) ;o= Zi(t) (i fest) aus, so

muB unter der Hypothese Z(l)(t) = j + 1 notwendigerweise Xél)(t) =1
fir 0 < k <] und Xél)(t)
dessen gilt fiir j = 0,1,...,u =1

0 fiir j+1 <k < p=1 sein, Infolge-

B
1 k =k
, N .
P[P =% |2P @ = g4 |- ame | (172)
*
- 0 k # k
i - (k* ,...,k* ), k% =1 fir o <j' < i; k% = o fiir iM< j' < p™
(o] u"l ] —_ —— hi _— —
und
_ , 1 k#k*
P3P =% | 2Py =0 - fir | (17b)
L - +
0 k #k
= 4 + + + . .
k = (ko""’ku-1 ), kj' = 0 flir0<j' < p-1,

Die zuletzt aufgefiihrten bedingten Wn Gl (17b) bediirfen noch einer kleinen

Erlduterung. Fiir Z(l)(t) = 0 befindet sich die i-te Kette im Anfangszu-
(i)
. ° . . (i)

moglichen Folgezustéinde aufhilt, Daher miissen die Ereignisse {Z ' /(t) = 0}

und {i(l)(t) = 0} dquivalent sein, was Gl (17b) ergibt,

stand E . Statt dessen kann man auch sagen, daB sie sich in keinem der
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Jetzt kennen wir alle Gr8Ben, um die Summe im Satz von der totalen W

ausfiihren zu k&nnen. Schreiben wir nur die Wn P[ ﬁ(l)(t) = ﬁ] =

éli k (t) auf, die ungleich Null sind, erhalten wir

u=1

P [x W) 28] =20 2 [P 0) =0 2y = 0]

- P(SU)(t) P [Xéi) =0, x,f” =0, ..., xéfz =0 | z (1) . 0] | (18p)
p [y 2% - éo Pl(u)(t) v [ a7 2D J g
- jﬁi(t) cp [P e, e, x® o,

1) 2o, L, xéfz oz 2541 ] . 18a)

J+1

Setzt man nun diese Wn in die Gf Gl (14) ein, ergibt sich unmittelbar
Gl (10)

Ende des zweiten Beweises ]

¢) Kombinatorischer Beweis fiir Satz 2

Es sei i(s) = (jo’j1""ju-1) die Realisation des Kettenprozesses

b (1,v) zum Zeitpunkt s .

Dann befinden sich zum Zeitpunkt s, da bis dahin genau jK Uberginge

E'< > EK+1 ( x=0,1,...,u=1 ) stattgefunden haben, genau (jp_1 - jp )
Nukleide (=Ketten) im Zustand Ep (p=0,1,.0.,u3 j_1=v )

Im weiteren Verlauf des Kettenprozesses pu(1,v) starten nun zum Zeitpunkt

s von jedem Zustand E mit jK > 0, k=0,1,...,u=1 Jje ein

-1
neuer Kettenprozess (u K) (1,J 1" j ) mit dem zV X (u) = (X (u),
K K KK
KU1(u))’ u =

.y
Dabe1 gibt die Komponente XKj(u) des z? XK(u) an, wieviele Uber-

K+1(u) yeses t-s .

gidnge Ej -+ Ej+1 im Zeitintervall (s,s+u) in denjenigen Ketten erfolgt

sind,die sich zum Zeitpunkt s im Zustand EK befunden haben.
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Fiir die folgenden Uberlegungen ist es niitzlich, sich die Bedeutung dieser
GréBen an einer Realisation des Kettenprozesses (u,v) klar zu machen.

Ist Ei (gi) ein zum Zeitpunkt s (t) , s < t besetzter Zustand und
fir (u,v) = (4,5)

so gilt

X(s) = (X (s) =4, X,(s) =2, X,(s) =1, Xy(s) =0)

X)) = (X (t) =5, X, (t) =5, X(t) =3, X,(¢) =0)

und

X (W) = ( X (@) =1, X, () =1, X ,(u) =0, X ,(a) =0)

21(u) = ¢ X (W) =2, X,(uw) =1, X 4(u) =0)

X, = ( Xyp(u) =1, Xyq(u) =0)

X = ( Xy, (u) =0 ) .

=5 Y
Da die Komponenten XKk(u) der zVn XK(u) dieser neuen Kettenprozesse
mit den Komponenten Xk(t) des zVs i(t) des Kettenprozesses u(1,v)

gemidR

Xk(S) + iio Xik(U) ’ Xk(S) = jk (19)

X, (t)
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zusammenhingen und iiberdies, wie nicht allzuschwer einzusehen ist, die
—

zVn X (u) (x = 0,1,...,u=1) voneinander stochastisch unabhingig sind,

148t sich die gesuchte Gf mit Hilfe der Gfn dieser neuen Kettenprozesse

leicht konstruieren.,

Nehmen wir vorweg, daB diese Gfn

= ik (2 .G gk
G ; = N -
(x 38,t) X B i (x_su) k=1 (20)
-) » o=
x = (xKK,xK,K+I,...,xK’u_1) , u = t-s
lauten, so erhalten wir fiir die gemeinsame Gf der neuen Kettenprozesse
(u=k) (4,jK_1-jK) fiir k= 0,1,...,u"1
u—1
- [ 3
G( (XO,X1,~o.,X _1)’31t) = | G(XK;S,t)
k=0
T
. N s
= ‘ ‘ X Ik g _ (X ,U)(JK"'1 JK) (24)
k=0 KK UTKsK K
und filir die gesuchte Gf des Kettenprozesses p(41,v), wenn wir Gl (19)
beriicksichtigen, d.h. den Satz in § 4.2 mit ij = xj anwenden,
p=1
- jk (G._4=3)
¢ (x; - ; - 22
u\)(x,s,t) lj X gu_K,K(x,U) k-1 "k (22)

Dabei haben wir in Gl (20) wie in Gl (22) die Bezeichungen von Satz 2
in § 4.3 gewidhlt,

Nun bleibt noch Gl (20) zu bestdtigen, Nach Satz 1 gilt zunichst

fiir i;(O) = ‘i(o) =0 ( i;(t) ist wie ?(t) p —dimensional)
und Eo als Anfangszustand ( X 1= §5 )
u Y]
v
= (w)
G (x;0,t = P, t , = t .
Ly (X305 6) jzo hOR? guo( )

Daraus folgt aber, wenn wir zum Zeitpunkt t=0 als neue Anfangsbedingung
X (0) = (j ,0,...,0) wihlen
(o) [« RSN 1
(p=1)-mal
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. u . . .
>, I (u) v=i oo ] v=j
Guv(x,o,t) X "o [ jzo Pj (t) yj ] o X0 guo(t) o . (23)
Machen wir nun die zusdtzliche Annahme, daB der KettenprozeB u(1,v) zeit-

lich homogen ist, so erhalten wir aus Gl (23) , wenn wir den Beginn von

t =0 auf t = s verschieben

(24)

. u ] . .
S - j (w) Vo3 3 V=]
G(x ;s,t) x o [ jZo Pj (u) yj ] o x "o guo(u) o ,

u = t-s .
Y
Um im allgemeinen Fall aus Gl (24) die Gf G(ﬁk;s,t) fiir den 2V

S
XK(U) = ( XKK(u),xK’K+1(U), oy XK’U_,]

fiir « < p-1 zu bekommen, brauchen wir jetzt nur noch die Zerfallskon-

(u) ) und den Anfangszustand EK

stanten in den Wn P§u)(t) des Kettenprozesses (u,1) geeignet zu be-
nennen,

Dies ergibt dann mit

R P o (1,K) (k)
. = ’

g, (X 50) jz PO (W v, , (25)
y(K) = X X X
je ke kK41 "0 Tk k+i-1

(o) ,_

yjK = yjK

die Gl (20) .

Die zeitliche Homogenit#t des Kettenprozesses u{(1,v) ist unmittelbar

aus seinem System infinitesimaler Ubergangs-Wn abzulesen.

Ende des kombinatorischen Beweises fiir Satz 2 ,






