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Zusammenfassung

Das in diesem Bericht beschriebene FPRTRAN-Programm IP@I, 13st
folgende Aufgabe: Zu einer in der reellen Ebene gegebenen Schar
von Punkten (xi, yi) i=1,2, ..., N bestimmt IPPL den kleinst-
m8glichen Grad g, so daf Polynome PK(x,y), K=1, ..., v, v>1,
vom Grad g existieren, die in den (xi, yi) verschwinden, d.h.

P xi, yi) = O fiiri"l, ceey No

K(
Dariiber hinaus, wenn g bestimmt ist, berechnet das Programm eine

maximale Anzahl linear unabhiingiger Polynome vom Grade g.

Diese Aufgabe ist gegeniiber der entsprechenden Aufgabenstellung

im eindimensionalen aus mehreren Griinden nichttrivial. Dadurch er-
gibt sich die M8glichkeit, zu einer in der Ebene vorgegebenen
Punkteschar ein geeignetes zweidimensionales Interpolationspolynom
P (x,y) zu erhalten, indem man P (x,y) = Pl(x,y) setzt, wenn v = |
bzw. indem man eine Linearkombination von Pj(x,y), ..., Pv(x’y)

wihlt, falls v>1 ist. Dies wird an einem Beispiel demonstriert.

Das Programm wurde zunichst aus dem im folgenden beschriebenen Grund
entwickelt: Ebenso wie im eindimensionalen besteht im mehrdimensiona-
len ein Zusammenhang zwischen Quadraturformeln von gewissen Polynom~
genaulgkeitsgrad und orthogonalen Polynomen. Dieser Zusammenhang ist
im mehrdimensionalen Fall nur unvollstdndig bekannt. Um zu einigen
bekannten zweidimensionalen Quadraturformeln von ungeraden Polynom-
genauigkeitsgrad 22-1 die Anzahl von Polynomen vom Grade %, die be-
kanntlich orthogonale Polynome sind, zu ermitteln, eignet sich IP@L.

Die Resultate dieser Untersuchungen sind in Abschnitt VI angegeben.



IPPL - A FORTRAN routine for twodimensional intefpolation

Abstract

Suppose a set of N real points (xi, yi), i=1, 2, ..., N points

is given. The FPRTRAN-subroutine IPPL calculates a maximum number
v > 1 of linearly independent polynominals Pj(x,y), ..o, Pv(x,y),
which are of least possible degree g and which have the (x;, yj) as

Zeros,

PK(xi’ yi) =0 fori=1,2, .e., Nand K= 1, ..., v,

IPPL is used to find polynominals P(x,y) vanishing in a given point
set, This is donme by setting P(x,y) s = Py(x,y) if v =1, and if
v > 1 by taking a suitable linear combination of P(X,y), ..o, Pv(x,y).

An example is given for a multivariate interpolation problem.

In addition, an aspect of numerical integration can be clarified by
the use of IPPL. For some quadrature formulas of polynominal degree
2%=1 in two dimensions the number of linearly independent polynominals
of degree %, which have the points of these formulas as zeros, is

given,
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I. Mehrdimensionale Interpolation

Man kann zweierlei Arten von Interpolationsaufgaben formulieren. Im
einen Fall sucht man Funktionen, die in vorgegebenen Punkten ver-
schwinden (homogenes Problem), im anderen Fall ist man an Funktionen f
(X) interessiert, die in vorgegebenen Punkten Xi vorgegebene Werte

£ (Xi) = v, annehmen (inhomogenes Problem). In den meisten praktisch
auftretenden Fillen sind die gesuchten Funktionen Polynome, Splines,

trigonometrische Polynome oder Exponentialfunktionen.

Fiir Polynome in einer Verinderlichen l#Rt sich unmittelbar folgendes
angeben: Das Polynom P (x) von mbglichst niedrigem Grad, das in N ge-
gebenen verschiedenen Punkten x;, ..., Xy verschwindet, ist vom Grad N

und hat die Form
P(x) = ( x - xl) cevee (x = xq ).

Das Polynom Q(x) von mSglichst niedrigem Grad, das in N vorgegebenen
verschiedenen Punkten X[s ooey Xy vorgegebene Werte Wis sees Wy annimmt ,
von denen mindestens einer # O ist, ist vom Grad N-1 und hat die Form:

N
Qx) = } W, Li(x)’

i=1

wobei

‘(x-xl)m..(x—xi_l)(x—xi+l)...(x—xN)

Li(x) =
(xi-xl)...(xi—xi_l)(xi—xi+l)...(xi—xN)

das sogenannte '"Lagrangepolynom zu xi", fiir welches gilt
L,(x,) = §,, fiir alle i und j.
it ij
Fiir Polynome in mehreren Verdnderlichen sind solche Aussage nicht m&g-

lich. Dies liegt zum einen daran, da8 man eine Zerlegung von Polynomen

in Linearfaktoren nur im eindimensionalen Fall hat. AuBerdem ist eine



Interpolation in der reellen Ebene durch vorgegebene Punkte und vor-—
geschriebene Funktionswerte nicht immer l8sbar, manchmal auch nicht
eindeutig 1l8sbar, Dies soll an einem einfachen Beispiel erliutert

werden:

Wir betrachten quadratische Interpolationspolynome

| 2 2
Q= agy ¥ a1pX * ag )y + ay,x + a;xy +a,y,

welche sechs freie Parameter enthalten.

Fall a: Wdhlt man die sechs Interpolationsknotén Xl = (0,0), X2 = (1,0),
X3 = (0,1), X4 = (2,0), X5 = (1,1), X6 = (0,2), so hat man fiir das homo-
gene Problem (alle w, = 0) und das inhomogene Problem jeweils genau eine
Losung, im homogenen Fall die L8sung Q = 0. Die zugeh8rigen Lagrange-
polynome setzen sich immer aus zwei Linearfaktoren zusammen, z.B.

L (x) = % (x+y - 1D(x+y-2) usw.

Fall b: WHEhlt man vier Punkte Xl’ cuey X4 auf dgr X-Achse, zwei andere
Punkte XS’ X6 beliebig nicht auf der X-Achse, so hat das homogene Pro-
blem eine nichttriviale Ldsung (Q # 0), ndmlich Q = y + lin (XS’ X6) mit
der linearen Funmktion lin (X5 * Xg) = a + Bx + yy, die in Xy und X, ver-
schwindet. Daraus folgt auch, daB das zugehdrige inhomogene Problem nur
unter bestimmten Bedingungen 18sbar ist, welche aus der Linear—Algebra
bekannt sind. Es gibt z.B. keine Q mit Q(Xj) = 0 fiir j = 2, 3, «va, 6

und Q(Xl) = ], da das Verschwinden von Q in XZ’ X X4 zur Folge hat,

3’
daB Q den Teiler y enthdlt und daher immer Q(Xl) = 0,

Aus diesem Beispiel 1#8t sich auch entnehmen, daB mit einem Ansatz fiir

Q,

Q= a5 + alOX + aOly + cees + a,pY

mit n freien Parametern a +s++, Wobei Q in m Punkten, m < n, ver-

00’
schwinden soll, nicht unbedingt (n - m) linear unabhingige L&sungen



erhalten werden; es muB vielmehr damit gerechnet werden, dafl diese
Zahl grdBer sein kann. Weiterhin kann es auch fir m > n (u.U. sogar
mehrere) solche L3sungen geben. Diese Zahl und die Gestalt dieser L&-—

sungen wird von IP@L angegeben.

Die mehrdimensionale homogene Polynominterpolation wird z.B. dann von
Interesse sein, wenn man durch eine gegebene Schar von Punkten

(xi, yi), i=1,2, ..., Nin der Ebene nicht mehr sinnvoll eine Kurve

y = f(x) ziehen kann mit f (xi) =y, In diesem Falle bietet sich an,
einen impliziten Ansatz mit einem Polynom P(x,y) von mdglichst niedrigem
Grad zu versuchen, wobei P(xi, yi) = 0 sein soll. Diese Aufgabe fiihrt

direkt auf das behandelte homogene Interpolationsproblem in zwei Variablen.

II. Theorie zum Programm IP@L

Die Aufgabe, die zu l8sen ist, lautet, zu N Punkten Xi = (xi, yi) in

der reellen Ebene

a) den minimalen Grad g, so daB zumindest ein Polynom P(x,y) vom Grade g

existiert mit P(xi, yi) =0 firi=1, 2, ..., N;

b) die maximale Zahl v linear unabhingiger Polynome Pl(x,y), ey

Pv(x,y) vom Grad g und auch v solche Polynome selbst;

zu bestimmen.

Es ist offensichtlich, daB zu diesem Zweck eine Art Suchverfahren kon-
struiert werden muB. Ein Polynom P in X und y vom Grade g hat die Ge-

stalt:

i K
P(X’Y) aiK Xy

mit i, K> 0, i + K < g

Zu

mit (g+li; *2) Koeffizienten a.

iK und davon g+l Koeffizienten a

g—j »J



Potenzen vom Grade g, welche nicht alle identisch verschwinden. Wir

nehmen einmal an, g sei bekannt, Man beginnt dann mit einer

Phase I: In dieser Phase wird man zunﬁéhst in irgendeiner Systematik
einen Ansatz fiir P(x,y) mit einem, dann mit zwei Termen, ... vom Grade g
ansetzen, wobei meist die Anzahl wdhlbarer Terme No < N sein wird._Da

man hier zur Bestimmung einer méglichen L&sung P(x,y) nur No der N Punkte
verwendet, muB noch gepriift Qerden, ob die restlichen N - No Punkte

auch auf P(x,y) = O liegen. Diese Phase bringt zumindest dann ein P(x,y)

mit den gewilinschten Eigenschaften, wenn NO = N geworden ist,

Phase II: In dieser Phése, in der man schon irgendwelche P](x,y) e

gefunden hat, 1l4RBt ﬁan eigentlich mehr als N Ansatzterme aix xl VK zZu,
schlieBt aber dann wieder Terme so aus, daB Anteile von schon gefunde-
nen Lésungen von P;(x,y), ... nicht méglich sind, weil sonst die Auf-

gabe P(x,y) zu finden, nicht eindeutig l&sbar wire.

Es sind daher bei der zu entwickelnden Prozedur folgende Einzelprobleme

zu l6sen:

1. Es muB eine Vorgehensweise gefunden werden, bei der alle wesentlich
verschiedenen Ansdtze mit !, mit 2, ..., g+! Ansatztermen vom Grad g

beriicksichtigt werden und genau einmal auftreten.

2. Da es sich um ein homogenes Problem handelt, mufl festgelegt werden,

welchen der Koeffizienten ax mit i+K = g man gleich 1 setzt.

3. VUnter Beriicksichtigung von |. und 2. muf ein Verfahren bestimmt
werden, das Anteile von schon gefundenen Polynomen aus den noch zu

untersuchenden Ansitzen eliminiert.

Die verwendete Prozedur im Hinblick auf die drei beschriebenen Probleme

wird im folgenden erliutert:

Wir gehen davon aus, daB es v linear unabhidngige Polynome vom Grade g

gibt, die in den N Punkten Xi verschwinden, 1 < v < g+l. Dies seien



0.B.d.A. in etwas geidnderter Bezeichnungsweise:

- g g1 8
Pl(x,y) blo x° + bll b A + blg A S

- g g
Pz(x,y) b20 X° s bzg vo o+ ...

- 8
Pv(x,y) bVO ‘o bvg A

~wobei die Punkte am Ende jeder Zeile flir Terme von Potenzen der Ordnung

< g stehen. Dies ist gleichbedeutend damit, daf die Matrix
(b..) L=1, «osy V
iK'? K =0, ., g °’
den Rang v hat. Analog zu den Eliminationsverfahren filir nichtsingulire
quadratische Matrizen, die sich auf Hauptdiagonalform bringen lassen,
1Bt sich durch Vertauschen von Zeilen und lineare Operationen erreichen,

daf man zu einer dquivalenten Darstellung von v neuen Polynomen Q], es ey

Qv kommt mit

Qa(x,y) = § b'a’ x&73 vl o+ ., =1, «vey, Vv,
j=0 ™M

in der die Elemente b'iK mit i > K+ | und K > i + g - v verschwinden
(z.B. fiir v = 4).

‘\x X v o o o o o X x\p 00
Y ‘\‘
"X X v ¢« o + o «» XXM0 O
') = < Y
1K OO'X X v o o o+ « X X0
*, A Y

O O O\\\{C X o . ® 3 ° « X X\‘
Diese mdgliche Darstellung der Pa,a = ], ..., Vv zugrunde legend, be-
ginnen wir unsere Suchprozedur, Es muB jedoch bedacht werden, daB v

nicht a priori bekannt ist. Wir setzen unser Verfahren folgendermaBen

an:

Fiir M = 0, ..., g machen wir die Ansdtze mit K= 0, ..., Mund K + 1|

Termen vom Grad g.



g~K K

P(ny) = z ag—K,K X y

K=M-K

+oooov

Die h8chste vorkommende x-Potenz heiBft daher g — M + K, die kleinste
g — M, Die erste GrdBe wird im Programm mit N1, die zweite mit N2 be-
zeichnet, also
N
2 L g-L

P(x,y) = z a - Xy .
L=N3 287l

Fiir festes M ist N2 konstant, wdhrend sich Nl immer um | erhsht, aus—
gehend von N1 = N2, bis zu Nl = g bzw. bis ein P(x,y) gefunden ist,
das zu N2 unsere Forderung erfiillt. Fiir festes M wird immer der Koeffi-

g-N2

zient zu L = N2, d.h. zur Potenz xN2 y gleich |

N2, g-N2
gesetzt.

Findet die Prozedur eine L&sung P (x,y), o« =1, ...; so wird das zu-
; o

gehdrige N2 = N2(a) gespeichert. In diesem Falle, wenn zu einem M ein

P, gefunden ist, wird M weiter erhSht, da von P, linear unabhingige

L8sungen von gleichem N2 mit gr8Berem Nl schon gefunden sein miissen.

Hat man schon mindestens ein Pa(x,y) gefunden, so werden in den folgen-
den Ansdtzen die Ansatzterme zu jedem gefundenen N2(a), a = 1, ..., d.h.
die Terme zu Potenzen xN2(a) yg'Nz(“) weggelassen. Daher kann jeder neu
versuchte Ansatz keinen Anteil einer vorher gefundenen L3sung Pa(x,y)
enthalten, der das zugehdrige lineare Gleichungssystem zur Bestimmung
der ajg singuldr machen wiirde.

Die gesamte Prozeduf wird im folgenden FluBdiagramm zusammengefaft. Es
wird hier der Einfachheit halber angenommen, das g bekannt sei. In IP@L
werden iiber die Eingabe Werte NG fiir untere und obere Schranken (NMIN
und NMAX) von g angegeben, die mit aufsteigendem NG, beginnend mit

NG = NMIN, nach mdglichen L8sungen untersucht werden.



FLUSSDIAGRAMM VON 'IP@L'

{

/ANZ =0 Russohryg
WA = NG oot Lo |
N2 = NG
Jf - NA = NANEW
< N2 = N2NEU
\ 4
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FLUSSDIAGRAMM DES UNTERPROGRAMMES 'ANSATZ'

IEND =()

N2NEU =N2
NINEU = NA +4

N2 NEAL = N2~ 4 2
NIMNEAU = N2NEY




III. Programmtechnische Einzelheiten, Tests .

Von den bisher nicht beschriebenen Einzelheiten seien noch folgende

Einzelheiten erwidhnt.

II1.]1 Das Programm wird in der vorliegenden Standardform in konver-

sationellem Mode unter TSO auf der IBM 370/165 betrieben. Das Programm

liest nacheinander in

K(ARTE)

N

NMIN

NMAX

EPS

NKENN

N, NMIN, NMAX, EPS, NKENN

Anzahl der Punkte

Niedrigster Polynomgrad, der untersucht wird (> 2!)
Gré8ter Polynomgrad, der u.U. untersucht wird

Genauigkeitsschranke. Sie wird benutzt, wenn der
Polynomansatz weniger als N Parameter nimlich Nj
enthﬁlt. Falls mit den ersten NO Punkten ein Poly-
nom P gefunden wird, das in diesen Punkten ver-
schwindet, wird P als L&sung akzeptiert, wenn

|P(x;,y;)| < EPS, fiir i = No + 1, ..., N;
Kennzeichnet die nachfolgende Eingabeart fiir die
Xi = (x{,y;i). Es gibt folgende Varianten:

NKENN = O : Lesen aller X, hintereinander

NKENN

I : Wiederholung mit neuen NMIN, NMAX und

EPS ohne neue Eingabe

"
1
[ ]
.

NKENN Die Werte der X; sind in der Subroutine

DEFINE einprogrammiert.

NKENN = -1 : 1In DEFINE wird eine Punkteraster einge-
lesen, das nach einem bestimmten System

zu einer Punktemenge ausgebaut wird.



Sl Wenn NKENN = | oder -2 Ubergang zu K3
Wenn NKENN = O, folgt K2, dann K3
Wenn NKENN = -1, folgt in DEFINE spezifizierte Eingabe,

dann K3.
K2 (X(1), Y(I)) fir I =1, ..., N
K3 NWE, Wenn NWE = 11111, erfolgt STPP, andernfalls

Riicksprung nach Kl.

Bemerkung:

l.

2.

In der beigefiigten Programmliste werden die Variablen der Karte Kl
im Hauptprogramm definiert, welches IP@L aufruft. Die Werte der
Variablen N, NMIN und NMAX werden iiber die Aufrufliste definiert,
EPS und NKENN werden iliber den CPMM@N definiert.

A muf ein geniigend groBes Variablenfeld sein, das im Hauptprogramm

definiert wurde.

Will man das Ergebnis des IP@PL-Aufrufes numerisch weiterverwenden,
so ist das auf folgende Weise miglich. Hat man v Polynome gefunden,
so ist IANZ = v, Im Feld A ab Adresse 2%N+l stehen die Koeffizienten
der gefundenen Polynome in folgender Struktur: als zweidimensionaler
Array T (NS, NT@T), wobei NS = NMAX + 1; der erste Index bezeichnet
die erste, zweite, ... gefundene L3sung. Der zweite Index charakte-
risiert die Koeffizienten der zugehdrigen L&sung. Es ist NI@T =
(NMAX+1)%(NMAX+2), da es insgesamt NT@T Koeffizienten zum Grad NMAX
gibt. Die Reihenfolge ihrer Zugehdrigkeit zu den Monomen (in auf-
steigender Reihenfolge) enthilt folgendes Schema: 1, x, vy, x2, XY,
y2, ..., xNMAX  xNMAX-1 y .., 6 yNMAX 4 4, zur ersten gefundenen
Losung steht der konstante Koeffizient in T(1,1), der Koeffizient

zu x in T(1,2), der zuy in T(1,3), zu x2 in T(1,4), ... usw.



III.2 Bedeutung einiger Variablen

in allen Routinen:

N Anzahl von vorgegebenen Punkten (X(I), Y(I))
NO Anzahl der frei widhlbaren Parameter im aktuell behandelten
Ansatz

NG Grad des aktuellen Ansatzpolynoms
NGS NG + 1

N1 Ansatzterme vom Grad NG enthalten unter den Termen
N2 1 N1 gNG-NI (NI-1 gNG-NI+1, | . 4N2 yNG-N2

INGN(NGS)  Falls INGN(I) = 1, wird der Ausdruck x'0 1t} JI71

im Ansatz beriicksichtigt, falls IN@N(I) = O, nicht.

III.3 Tests

Zu einigen (uadraturformeln von verschiedenen Graden in STR@UD /10/
sind die zugeh®drigen orthogonalen Polynome angegeben, die in den Stiitz—
stellen dieser Formeln verschwinden. Diese wurden immer, entsprechend
der benutzten einfachen Genauigkeit, in befriedigender Weise reprodu-

ziert, Dies wurde auch fiir einige anderen bekannte Formeln durchgefiihrt.

Es hat sich als vorteilhaft erwiesen, bei der Option NKENN = -1 die Ko-
ordinaten der Stiitzstellen so einzulesen, daB die Werte zu Punktmengen
mit MPD(I) = 3 zuerst eingelesen werden.

Ein mdgliches Versagen von IP@L kann manchmal dadurch behoben werden,
daB man die Punkte Xj = (Xj, yi) in einer anderen Reihenfolge eingibt.
Das Vorgehen des Programmes hingt von der Reihenfolge der eingegebenen

Punkte ab.

IIT.4 Benutzte Unterprogramme

Zur L&sung der auftretenden linearen Gleichungssysteme wurden Standard-
verfahren beniitzt, die durch ein Eliminationsverfahren gefundene L8sun—

gen dieser Gleichungen iterativ verbessern.



IV. Beispiel fiir eine Interpolationsaufgabe

In diesem Abschnitt wird eine typische zweidimensionale Interpolations-
aufgabe behandelt. Es werden 12 Punkte vorgegeben, die symmetrisch zur
Winkelhalbierenden im ersten Quadranten liegen. Es sind die Punkte

Xy = (0.2, 0.2) und Xp = (1., 1.) auf dieser Geraden, die Punkte

X3 = (1., 0.), X4 = (1.3, 0.1), X5 = (2.3, 0.7), Xg = (1.8, 1.),

Xy = (1.2, 0.9) und ihre zur Gerade x = y spiegelbildlich symmetrisch

liegenden Punkte.

Der Aufruf von IPPL mit NMIN = NMAX = 4 ergibt drei linear unabhidngige
Polynome P;, P, und P3 vom Grad 4, wobei entsprechend den Konventionen
von Abschnitt I.

Py = xzy2 + alx3y + azxa

3 3 4
P2 = Xy + le y + 82x

4 3 4
AP3 =y + Y XY + Yo% .

Die Kurven Pi =0, 1i=1], 2, 3, sind in den Abbildungen | und 2 darge-
stellt, ihre Koeffizienten sind in Tabelle | wiedergegeben. Es gibt eine

Linearkombination Q von Pl’ P2 und P_, die symmetrisch ist und wie Ab-

3’
bildung 2 zu entnehmen ist, die Kurve Q = O ist eine geschlossene Kurve.
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IS ESAY RVRI RUR NE VR

Tabelle 1I:

—0 °15hqvt+01
JE2T7225E+01
‘).h ._+lff>E+01
0, 110000E+01

-J.205405E+01
D E78005E+01
-0,3796LLE+01
JelhGioE+01

=3, L0ULIL15E+DY
-0.,76950501E+01

0.,957385E+01
~0,3300822+01

~0.205352E+01
0,127145E+02
=0.762007E+01
D.39008512+00

Liste der Koeffizienten der Polynome P, P

....15_.

0.12%22938E+01
-0.197blih+u1 -, ROIHIE+TD
0.100000E+01 0.0

J.A7521E+01
=0.79454E+01

Jo'/

~0.778010E+00
J.,100400E+01

TR SILE+Y]

0.D2054E+01 =0.4L28774E+01
J.0 J.0
0.110537E+02

=0, 7023L8E401] =0 SHLG22E+D]
N, 29C25LE+01 T0000DE+D1

20 B3

und Q,

el

' N
WJoe U

D.,100000E+01

a,1nnn0ns
v oe

+01

Koeffizienten zu einem festen Grad, der links steht, auf einer Zeile.



V. Orthogonale Polynome und Quadraturformeln

Zu einem vorgegebenen Integral

I(f) = f f f(x,y) w(x,y) dxdy
D

mit nichtnegativer Gewichtsfunktion w(x,y) und D CIRZ nennt man

N
S(£) = § A, £(x.,y))

i=]

eine zugehdrige Quadraturformeln vom Polynomgenauigkeitsgrad n,

wenn I(p) = S(p) fiir alle Polynome p vom Grade < n.

In Analogie zur entsprechenden Problemstellung im eindimensionalen
existiert ein Zusammenhang zwischen Quadraturformeln und orthogonalen

Polynomen. Es gilt z.B, folgender

SATZ 1:

Existiert ein Polynom p = p(x,y) vom Grade v < n, das in den Punkten
Xi‘- (xi, yi) einer Quadraturformel S(f) vom Grade n verschwindet, so

ist p beziiglich des Skalarproduktes
(f,8) = I(f - g)

orthogonal zu allen Polynomen vom Grade < n - v; z.B. GUNTHER /4/.

Der Beweis ist trivial.

Von besonderem Interesse ist der Spezialfall des Satzes mit n = 28-1, v=%.

L&il%é&igl , der Anzahl
linear unabhingiger Polynome in x und y vom Grade < %. Es gilt fir die

Polynome vom Grad £ existieren sicher, wenn N <

Anzahl p linear unabhingiger Polynome vom Grad < &, die in den X{ ver-

schwinden die Ungleichung

(a+1) (2+2)
= 2

z.B., HIRSCH /5/.



Hier interessiert es hiufig, ob das Gleichheitszeichen gilt. Wenn
N > (g+l)2(l+2)
nome vom Grad & gibt, die in den Xi verschwinden.

, will man gelegentlich wissen, ob es {iberhaupt Poly-—

Der Hintergrund dieser Fragestellung ist darin zu sehen, das es SiAtze
gibt, mit denen man Quadraturformeln vom Grad (= Polynomgenauigkeits—
grad) 22-1 konstruieren kann, in denen die Stiitzstellen (xi, yi) die 22
unter den gemeinsamen Nullstellen von orthogonalen Polynomen enthalten
sind, z.B. MYSOVSIKH /7/ und STRAUD /9/. Wihrend solche Sitze meist
nicht Quadraturformeln mit mdglichst kleiner Stiitzstellenzahl zu festem
2 liefern, hat man mit verschiedenen Methoden z.B. in /2/ entweder
véllig oder teilweise von der Benutzung von orthogonalen Polynome unab-
hingig Quadraturformeln mit kleiner oder sogar minimaler Knotenwahl
gefunden. Der detaillierte Zusammenhang dieser Formeln mit orthogona-
len Polynomen ist noch nicht vollstdndig gekldrt und steht mit als

Motiv fiir die Erstellung des Programmes IP@L.

Zu den Methoden, die keinen Gebrauch von orthogonalen Polynomen bei der
Konstruktion von Quadraturformeln machen, gehSrt vor allem die folgende:
Fiir Integrale 1(f), fiir die I (xnyn5 = 1 (xmyn), wenn D ein Kreis, ein
Quadrat oder die ganze Ebene, wdhlt man eine Folge von erzeugenden
Punkten vom Typ (ai, 0, (bi’ bi)’ (Ci’ d;), aus denen man durch Vor-
zeichenwechsel und Koordinatentauschen, analog wie in II. bei der Be-
schreibung der Eingabe von K4, K5 und K6, eventuell noch unter EinschluB
des Punktes (0, 0), die Stiitzstellen einer Formel erh#lt. Als freie

Parameter treten dabei die a;, bj, cj, dj und die Gewichte zu den Punkten

i
mit dem gleichen Erzeuger auf. Zum ersten Male systematisch verwendet
wurde dies von HAMMER u. STRAUD /6/, dann spiter extensiv von RABINO-
WITZ u. RICHTER /8/ u.a. Entsprechendes 148t sich fiir Dreiecke unter
Verwendung baryzentrischer Koordinaten durchgefiihren, COWPER /2/.

Eine andere Methode von FRANKE /3/ besteht darin, aus einer Schar von
Paaren von orthogonalen Polynomen ein solches Paar auszusuchen, in dem
einige der Gewichte zu den als Stiitzstellen auftretenden gemeinsamen

Nullstellen beider Polynome verschwinden. Zu untersuchen ist dann, was

fir ein weiteres Polynom auBerdem noch in diesen Punkten verschwindet.



VI.

Ergebnisse

18 -

Quadraturformeln von RABINGWITZ und RICHTER /8/:

Bemerkung: In der letzten Spalte der folgenden Tabellen werden

die verschiedenen Arten von erzeugenden Punkten (Generator) der
Formeln angegeben. Eine 1 entspricht einem Punkt (a, 0),der

noch die Punkte (-a, 0), (0, a) und (0, -a) involviert, eine 2
entspricht einem Punkt (b, b), der auBerdem die weiteren Punkte

(b, -b), (-b, b) und (~-b, -b) erzeugt, einer 3 entspricht ein Erzeuger
(-a, b), (a, -b), (-a, -b), (b, a),

(-b, a), (b, -a) und (-b,~a) erzeugt, eine 4 entspricht dem

Punkt (0, 0). ‘

(a, b), der sieben weitere

Tabelle | in /8/:

Punkte | Grad 28~1 der QF.| £ | Anzahl der l.u.Polynome | Generatoren
vom Grad %, die in den
X. vergchwinden
20 9 5 2 1123
26 11 6 3 112234
28 11 6 2 112223
37 13 7 2 11222334
44 15 8 3 111222233
48 15 8 1 111222333
Tabelle 2 in /8/:
20 9 5 2 1123
21 9 5 2 11234
28 11 6 3 11133
28 11 6 2 111223
37 13 7 2 11122334
44 15 8 3 111122233



Tabelle 3 in /8/:

Punkte| Grad 2%-1 der QF.! % |Anzahl der l.u.Polynome |Generatoren
vom Grad &, die in den
X; verschwinden

| |

20 9 5 2 1223
28 i1 6 3 11133
28 1 6 2 111223
37 13 7 2 11222334
44 15 8 3 111122233
Tabelle 4 in /8/:
20 9 5 I 1123
28 11 6 3 11133
28 11 6 2 111223
37 13 7 2 11222334
44 15 8 3 111122233

Mit einer Ausnahme scheint die Anzahl der linear unabhidngigen Poly-
nome in x und y vom Grade %, die in den Stiitzpunkten X; der QF.

verschwinden, vom Typ der verwendeten Generatoren abzuhingen.

2. Beispiele aus FRANKE /3/:

Tabelle 3, Beispiel mit 21 Punkten:

21 9 5 2
Tabelle 5

13 7 4 2 234
Tabelle 8

20 9 5 2
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3. Beispiele aus ALBRECHT /1/:U

19 9 5 3
28 11 6 2
41 13 7 0
48 15 8 0
61 17 9 4 (?)

Das letzte Resultat, 61 Punkte, ist mit Vorsicht aufzufassen.

Es wurde erhalten, indem EPS sehr groB, 2,E-2, gewdhlt wurde.

4., Beispiel, C@WPER /2/:

13 7 4 2
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VII. Weitere Untersuchungen

Eine weitergehende Fragestellung ist die folgende: Es soll eine Basis
des Polynomideals i bestimmt werden, das die Stiitzstellen X; einer
Quadraturformel S(f) als Nullstellen hat. Im allgemeinen haben die
Basispolynome nicht den gleichen Grad. Zur Konstruktion einer Basis
verfihrt man entsprechend der Methode, die in Abschnitt 1 beschrieben
wurde. Man bestimmt gleichzeitig den minimalen Grad g, zu dem Polynome
existieren, die in den X; verschwinden, und eine Maximalzahl linear
unabhingiger solcher Polynome vom Grad g. Danach folgt das entsprechen-
de Verfahren fiir den Grad g + 1, wobei zu beachten ist, das sowohl
Anteile schon gefundener Polynome vom Grad g + 1 als auch Anteile von
xP| und yP; zu Polynomen P] vom Grad g im Ansatz nicht beriicksichtigt

werden.

In den meisten Fillen geniigt die Kenntnis der Anzahl der (orthogonalen)
Polynome vom Grad £, um zu einer Quadraturformel vom Grad 22-1 die
Struktur der gesamten Polynombasis des Ideals i zu erkennen, d.h. die

Anzahl der Basispolynome von den Graden > £ zu i ermitteln zu k&nnen.

Es wurde auch eine Variante von IPPL erstellt, die imstande ist, eine
Idealbasis zu berechnen, wenn nur die vorgegebenen Punkte verschieden

sind.

Zu diesem Sachverhalt soll noch ein kleines Beispiel angegeben werden.
Die Formel C2 : 9 - 1 aus /10/, identisch mit der 20-Punktformel vom
Grad 9 aus /8/ besitzt eine Polynombasis, die zum einen aus zwei Poly-
nomen vom Grad 5, entsprechend Abschnitt IV., und aus zwei Polynomen

vom Grad 6 besteht.
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SUPROUTINE IPOL(N,NMINMMAX,A)

CIMENSION A(1])

COMMON EP SoNKENM, IANZ

CONTINUE

TF(NMINGLEGTINMIN=2

MTOT=((NMAX+]1)*(NMAX+2Z2)) /2

NS=NMAX+1

NL=1999~ 2#N=-NTO T=*"N S

M1l=24NINSENTOT+1

CALL DR IVER(AZAIN+1),AC2%N+1) JAINLL) Ny NL yNMIN gNMAX ¢NS o AT CT )
REAC(6,7 INWE

IF(NWE-NE-11111)G0 TO 1

RETURN

ENE

[$%)
i

5523

Ay i A\
(SIS SREEN

12
11
14

32
23

SUBROUTINE DRIVER(X3YyTsZyNyNLNMIN,NMAX NS ,NTQT)
DIMENSION X(N)ysYIN)9Z(N1)y T(NSyNTCT)

CIMENSION IST(1C,2),INON(L1D)

COMMON EP SyNKENN, TANZ

TEANKENN YE1, 5y £2

L0 2 TI=1,N

REAC(6,# IX{I)yY(I)

G TO &2

1 CALL DEFINE(X,YyN)

IF(NoGT,10)G0 TO 55
CC £3 I=1,N

} WRITE(G6,54) I,X(1),Y(I)

FORMAT(F)X,IZ,2X92E2’}08)

CCNTINUE

CO 1# T=1,M

CO 11 J= 14N

IF(JLEQ-TICO TO 11
S=EARSIX{IN=XUJII4ABSEYLT)=-Y(U))
TF(SCGT, 1L,¥EPS)IGO TO 11
WRITE(6y12)14d

FORMAT( /Y WARNUNG,; PUNKTE ZU BENACHBART ',215)
CONTINUE

CONTINUE
TFIMNOGLES( (NMAX+T )= (NMAX+2)) /2)G0O T0 1
WRITE( 6, 260 )HMA X

FORMAT (v s NMAX UNPASSEND,y NMAX = *#,13,° kR V)
IANZ="

CALL RECIN(TZNSNTOT)

ro 2 NG=HNMIMNMAX

M1=NC

N2=NC

M= (MG (NG41 )}/ ZHN1-N2

NTl=NG=N1+1

NZz2=NG-N241

NCS=NG+1

0 22 1I=14,NGS

INON(I)=9

teh 21 I=N114,N22

INGN (T )=1

IFIIANZ,EQ,0) GO TO 32

DN 22 TA= 1, IANZ

H2T=1STC 1A, 2)

TF(M 2T o GEaNZoANDoN2To LE c N1 )Y HJ=NT=1
INOM (NG=-N2T4+1)="

CCNTINUE
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CALL CETUNLgNZgMoNGyN I g Xy VeZ o Z ANTENOEL) gZ(NUANC NI ¢ 1) o KERN, INCN)
167 FORMAT(4Xe KT = 1,02,% K2 = 9,12,% KENN = ,12}
TFIKENNLNELUIGO TO S
IANZ=IANZ +1
ISTOIANZ ) )=N1
ISTUIANZ 4 2)=N2
CALL RECORDIN1I¢N29NgNOyNGCoZ (NJENOENO+1) 31 ANZINCN)
5 CALL ANSATZINGyNL1yN2¢NINCUZN2NEL TEND ¢ KENN)
IF{IEND.EQ1)GO TO ¢
N1=NINEU
M 2=N 2N EU
Co TO ¢
6 TF(IAMZLNELQ)IGO TD 7
2 CONTINUE ’
7 CALL RECFIN(IANZ)
RETURN
4 WRITF(6y41)
41 FORMAT(®" INCORRECT END IN DRI VER?)
§TOP
ENC

SURBFCUTINE ANSATZING ¢gN1yNZ2yNINCUZN2ZNEUSTEND yKENN)

TENC=0

IF(KENNLEQLG)GC TO 1)

NN EU=N2

NIN EU=N1+1

IF(NINEUSL EcNGIRETURN
Yoo TE(N2,EQ 2 )IEND=1

N ZN EU=N 2= ]

NINEU=N2NEU

RETURN

ENT

FUNCTION POT(IXyNygYeH)
T= 1,

IF(MNoCToid ) T= XN

S=1;

TF(MoGToL)S=Y54M
POT=S=T

R ETURN

ENC

SUBROUTINE RECIN(T,NS,NTOT)
CTMENSION TIMS,NTOT)
RETURN
ENTRPY RECORD(M 13N 2:HsNIgNGyCsIANZINCN)
CIMENSION CUNDY) 3 INOM(L)
CO 1 I=1NTOT

1 TOIANZ, T)=2
NP=(NG*(NC+1))/2
CC 2 I=1,4NP

2 TUIANZ,T)=C(1])
NN=N1-N2
IFINNLEQsT)CGD TO 17
[1=NC-N1+1
12=NC-N2
J=1
EN 3 K=11,12
TECINON(K ),EQ0)GO TO 2
TOIANZ NP +K )=C(NF +J)
J=d +1

3 CONTINUE
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1

o

Y TUIANZ GNP ANG+1-NZ) =1,
RETURN
ENTRY RECFINCIANZ)
WRITE(6y22)IANZ yNG
22 FOPMAT(//3X, 'ES WURDEN',I2," LCES, VCM GRAD';[2,°
IF(IANZ.EQN)IGO TO 23
DO 20 I=1,IANZ
25 WRITE(Gy21)14(TLIJ)sd=1sNTOT)
21 FORMAT(//5Xe 14//(32X,6E186 7))
23 RETURN
ENTC

GEFUNCEN")

SUBPOUTINE DET(NIyN2yNyNGyNOy Xy YsAByC yKENN,ZINCN)
DIMENSTON X({N)oY(N)yA(NI¢yNG) b (NQ) ,C{NQ)
CIMENSION INOMN( 1)
COMMON EPS
K ENN=0
IF(M1.LToN2)IGD TG 19¢9)
J=1
NCES=NG+1
CO 1 IT=1,NCS
I=11-1
I1=1
12=11
IF(T1.LT-NC)GD TO 2
T1=NC-N1+1
I2=NC-N2
TFINILEQoM2IGO TO 1
CONT INUE
DO 2 K=11,12
IF{I.LT-NGIGC TO 5
TFCINON(K)EQoDIGO TO 2
5 CONTINUE
CO 4 L=1,4MN
AlLoJ)=POTEXIL )pI~K+1yY(L)yK—-1)
J=Jd+1
2 CONTINUE
CONTINUE
CO 11 L=14N1
11 B(L)=~POTIX(L)yN2yY(L)yNG=N2)
CALL CAUSSZINOsA4B +C o IERR)
IF(IERRGNELUIGO TO 1032
TFINRLEQLN IFETURN
NNS=N1+]
£ 20 L=NNSyN
T={s
J=1
CO 21 II=14NGS
I=11-1
I1=1
12=11
TFUILLTLNGICO TO 22
I1=NC-N1+1
I12=NCG-M2
IFINI,EQ,NZ)GD TO 21
23 CONTINUE
CO 22 K=11,1¢
IF(ILLTLNCGIGU TO 15
TFCINON (K)o EQo)GO TO 22
15 T=T+C(JIFPOTEX(L )y I-K+1,Y(L) sK~1)

(S

QN

—r
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1N

= 28 =

J=J 41

CONT INUE

CONTINUE
T=THPOTIXIL IyNZ YOL ) gNG-N2)
TF(ABSITIaGToEP SIKENN=2
TFCENN o EQoz IF ETURN
CONTINUE

RETURN

K ENN=-1

RETURN

K ENN= 1

RETURN

EMT

SUBRQUTINE DEFINE
RETURN
ENC





