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ZusammenfassWlg

Unter Bezug auf DWR-Blowdown-Strömungen, insbesondere entsprechend den HDR­

Experimenten, werden im Sinne einer Abschätzung inkompressible, einphasige,

transiente Potentialströmungen in Strömungsröhren mit starren undurchlässigen

Wänden betrachtet. Für beliebig geformte Röhren wird gezeigt, daß die zeit-

liche Entwicklung der Geschwindigkeit durch die gewöhnliche Differentialglei­

chung von Riccati erfaßt wird, die für eine Reihe wichtiger Fälle analytisch

integrierbar ist. Die Geschwindigkeits- und Druckfelder ergeben sich bei zeit­

unabhängigen Randbedingungen für alle Zeiten aus der Lösung von nur drei Laplace­

Gleichungen. vJenn die Potentialströmung in einzelnen Röhren berechnet ist,

kann daraus unter gewissen Voraussetzungen ohne Lösung zusätzU.cher Differen-

tialgleichungen auf das transiente und örtliche Verhalten in einer aus diesen

Einzel-Röhren zusammengesetzten komplexen Geometrie geschlossen werden. Dies

erlaubt die Behandlung dreidimensionaler Probleme durch stückweise ein- oder

zweidimensionale Analyse.

Speziell wird die transiente Strömung im Übergang Ringraum-Blowdown-Stutzen

sowohl eindimensional (analytisch) als auch zweidimensional (numerisch) und

dreidimensional (durch Koppelung zweier zweidimensionaler Bereiche) untersucht.

Die Rechnungen werden sowohl mit dem Differenzenverfahren unter Verwendung zyk­

lischer Reduktion, als auch der Integral-Gleichungs-Methode, die dem Singulari­

täten-Verfahren verwandt ist, durchgeführt. Beide Methoden zeigen hierbei Vor­

und Nachteile. Die Programme (LAPL) für die zweidimensionale Integral-Gleichungs­

Methode werden im Anhang gelistet.

Die Zeit zur ungefähren Erreichung der Maximalgeschwindigkeit u ist von dermax
Größenordnung [L+R1 In (~/R1)J/umax (L=Stutzen-Länge, R1=Stutzen-Radius,
R2=Abstand zum unteren Plenum) und beträgt für HDR-Blowdown-Bedingungen ca.

10 msec. Das am Kernmantel wirkende Drehmoment wird zu 320 Mpm bei L=lm be­

rechnet. Für den abgewickelten Ringraum werden die Potential- und Stromlinien

bestimmt. Sie eignen sich als orthogonales krummliniges Maschennetz für kom­

pressible Strömungs-Simulationen.
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TRANSIENT POTENTIAL FLOW IN COMPLEX GEOMETRY WITH APPLICATION TO

PWR-BLOWDO\<JN FLOWS

Summary

As an approximate evaluation of pressurized water reactor (PWR)-blowdown

flows ( in particular for the HDR experiments) we consider incompressible,

one-phase, transient potential flow in flow ducts with rigid impermeable

walls. For arbitrarily chaped ducts it 1s shown that the temporal variation

of the velocity is described by the ordinary differential equation of Riccati

which can be integrated analytically for a class of important cases. The

velocity and pressure fields for time-independent boundary conditions are

determined for all times by the solution of three Laplace equations only.

If the potential flow is known for some individual ducts,it is possible

under certain conditions to enumerate the temporial and spatial flow behavior

in a complex duct composed of the single ducts without solving additional
differential equations. This allows for the analysis of three-dimensional
problems by piecewise analysis of one- and two-dimensional ducts.

In particularJwe consider the transient flow through the downcomer and the

blowdown-pipe in a pressurized water reactor, as expected in the HDR-blow­

down experiments. The analysis is one-dimensional (analytically ) as weIl

as two-dimensional (numerically) and three-dimensional (by coupling two two­

dimensional ducts), The computations are done by means of finite differences

(using cyclic reduction) as weIl as by the integral equation method which

corresponds to the singularity method. Both methods show advantages and

disadvantages. The programs(LAFL) used for the two-dimensional integral

equation method are listed in an appendix.

The time necessary to approximately reach the maximum velocity u is of the
max

order [L+R1 In(R2/R1)]/umax length, R1=pipe radius, R2=distance to

the lower plenum); under HDR-blowdown conditions this time is about 10 msec.

The bending moment acting on the core barrel i8 computed as 320 Mpm for L=lm.

For the un~v.rapped downcomer the potential- and stream-lines are computed. They

are suited as an orthogonal curvilinear mesh for compressible flow simulations.
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1. Einleitung

Wir betrachten die Strömung inkompressibler einphasiger Fluide in Strömungs­

kanälen oder Röhren mit gekrümmten Wänden und jeweils einem Eintritts- und

Austrittsquerschnitt. Die Wände seien starr und undurchlässig.

Insbesondere interessieren wir uns für die Strömung bei starker Beschleunigung,

beispielsweise aus der Ruhe heraus bei plötzlich auftretenden treibenden Druck­

gradienten. Wenn die auftretenden Beschleunigungen groß genug sind, sind die

Zähigkeitskräfte vernachlässigbar gegenüber den Trägheitskräften (abgesehen

von den wandnahen Bereichen). In diesem Fall kann man die Strömung als Poten­

tialströmung betrachten.

Die Annahme eines inkompressiblen Fluids wird verwendet wegen der sich daraus

ergebenden mathematischen Vereinfachung des Problems. Diese Annahme ist zu­

lässig, wenn die Geschwindigkeiten klein sind gegenüoer der Schallgeschwindig­

keit. Zugleich müssen die charakteristischen Zeiten der Bewegung groß sein

gegenüber der Laufzeit einer Druckwelle (=größte Ix~ge/Schallgeschwindigkeit)

in dem System, da nur dann die Einzelheiten einer Druckwellenausbreitung ver­

nachlässigt werden können.

Die vorliegende Studie resultiert aus Untersuchungen. die sich mit der Be­

schleunigungsphase des Fluids in einem Reaktor-Druckbehälter bei einem Blow­

down nach dem Bruch eines Kaltwasser-Strangs befassen (siehe Abb.1). Insbe­

sondere geht es um die Strömungsform. die Dauer der Beschleunigungsphase die

resultierenden Druckverteilungen und Kräfte, sowie die maximalen Geschwindig­

keiten. Offensichtlich ist hier die Voraussetzung eines sich inkompressibel

verhaltenden einphasigen Fluids fragwürdig. Tatsächlich wird man diese Prob­

leme mit Rechenprogrammen angehen müssen, die die Kompressibilität und damit

die Druckwellenausbreitung sowie den Phasenwechsel am Bruchstutzen erfassen.

Derartige Rechnungen in der vorliegenden komplizierten dreidimensionalen

Geometrie sind aber sehr aufwendig. Zudem ist das Ergebnis einer derartigen

Rechnung zunächst ein 2ahlenberg; eine physikalisch durchsichtige Analyse ist

schwierig. Aus diesem Grunde wird hier auch dieses Problem als Potentialströ­

mung eines inkompressiblen Fluids betrachtet. Daß diese Vorgehensweise nicht

so ganz abwegig ist ,ergibt sich zudem aus folgenden Überlegungen:
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Wir werden später sehen, daß die charakteristische Beschleunigungszeit

fast allein von der Länge des verbleibenden Rohrstutzens am Druckbe­

hälter abhängt. Für L=lm beträgt sie ca.lOmsec. Die Laufzeit der Druck­

entlastungswelle für diesen Bereich beträgt aber bei einer Schallge­

schwindigkeit von 1000 m/s nur 1 msec. Die maximalen Geschwindigkeiten

liegen zwischen 70 und 150 m/s und sind damit klein gegenüber der Schall­

geschwindigkeit. Im Druckbehälter-Inneren sind die Geschwindigkeiten

aufgrund der größeren Querschnitte nochmals um Größenordnungen kleiner.

Weiterhin wurde an anderen Stellen, z.B. in [8J,festgestellt, daß sich

die(zweiphasige) Ausström-Rate aus einem Druckbehälter bei unterkühltem

(nicht siedenden)Ausgangszustand recht gut mit der einphasigen Bernoulli­

Gleichung erfassen läßt, wenn als D~~ck an der RohrbruchsteIle der kriti­

sche Druck (Laval-Druck) statt des niedrigeren Außendrucks angesetzt wird.

Damit soll nicht gesagt werden, daß man auf eine Analyse, die die Kompressi­

bilität ~nd Zweiphasigkeit berücksichtigt, hier ganz verzichten kann. Unter

gewissen Vorbehalten sind jedoch Potentialströmungsrechnungen für inkompressible

Fluide hier zumindest qualitativ für die Beschleunigungsphase und die quasi­

stationäre einphasige Ausströmphase aussagefähig. Insgesamt kann man bei dem

Blowdown-Problem folgende Phasen unterscheiden [9J: a) eine Wellen-Ausbreitungs­

phase, b) eine Beschleunigungsphase, c) eine quasistationäre unterkühlte Strö­

mungsphase und d) eine zweiphasige Strömungsform. Mit der vorliegenden Studie

erfassen wir nur die Phasen b) und c). Man kann annehmen, daß bei Nichter­

fassung der Phase a) sich zwar Fehler im zeitlichen Ablauf ergeben, daß aber

die späteren Phasen (b und c) zumindest ihrer Größenordnung nach richtig wieder­

gegeben werden. Da bei Annahme einer inkompressiblen Strömungs form die Druck­

wellen sich unendlich schnell ausbreiten, werden in diesem Modell die Beschleu­

nigungen und die resultierenden Kräfte vermutlich eher zu groß als zu klein

berechnet. Die hier gewonnenen Ergebnisse sollten also bezüglich der Sicher­

heit der Reaktor-Anlage zumindest konservativ seln.

Die speziellen geometrischen Maße, die in den Anwendungen der zu entwickelnden

Theorie letzIich eingesetzt werden, entsprechen den Bedingungen des HDR-Blowdown­

Experiments [9J.
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Im Bereich der Hydrodynamik gehört die Potentialströmung zu den am besten

verstandenen Spezialfällen. Ihre Grundlagen wurden sehr weitgehend im 19.

Jahrhundert erarbeitet. Die wichtigsten Ergebnisse finden sich in den stan­

dardwerken [1-3J.

Eine Potentialströmung ist dadurch gekennzeichnet, daß in ihr das Geschwindig­

keitsfeld ~(!) rotationsfrei ist und sich also ausdrucken läßt durch

mit ~(x) Strömungspotential. Für ein inkompressibles Fluid muß gelten

div u = 0

und also erhalten wir für das Potential die Bedingung

div grad If = .:1 Cf = 0

(1-1 )

(1-2 )

Zusammen mit geeigneten Randbedingungen ist damit das Potential ~ festgelegt

und bei einfach zusammenhängenden Bereichen, auf die wir uns hier beschränken,

auch tatsächlich eindeutig bestimmt [3J. GI.(1-3) läßt sich in vielen Fällen

analytisch integrieren. Diese analytische Lösung ist jedoch oft schwer zu

finden oder aufwendig in der Auswertung. Man ist daher gezwungen, numerische

Methoden zur Lösung zu verwenden. Mit der Entwicklung der elektronischen Rech­

ner und entsprechender numerischer Methoden [10J hat die Potent1alströmung

eine Renaissance erfahren.

Dabei erweist sich die an sich seit langem bekannte Theorie der Potential­

strömungen zuweilen als schwerfällig. In dieser Arbeit werden in einem theore­

tischen Teil zunächst einige für praktische Rechnungen recht hilfreiche Aus­

sagen abgeleitet, die der genannten Literatur [1-3J nicht unmittelbar entnom­

men werden konnten. Hierzu gehören das Verhalten instationärer Potentialströ ­

mungen allgemein und insbesondere deren Verhalten in gekoppelten Strömungs­

Kanälen. Selbstverständlich kann nicht behauptet werden, daß die folgende

Theorie nicht bereits an anderer Stelle vorliegt; dazu ist die Literatur zu

diesem Gebiet zu umfangreich.
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Es erscheint bemerkenswert, daß selbst in jüngster Zeit analytische Lösungen

der Potentialgleichung (1-3) entwickelt wurden [5,6]. Es handelt sich hier

um Strömungen in komplizierter dreidimensionaler Reaktor-Geometrie;allerdings

für stationäre Strömung. Zugunsten der Erfassung der komplexen Geometrie­

Effekte verzichtet man hier zuweilen gern auf die Erfassung aller physikalischen

Einzelphänomene wie z.B. Zähigkeit, Turbulenz u.a.

Ein zweiter wichtiger Bereich ist der der krummlinigen Koordinatennetze. Man

hat erkannt, daß die Potential- und Stromlinien, die für zweidimensionale Prob­

leme ein orthogonales Netz aus viereckigen Maschen bilden, eine gute Basis für

die Untersuchung realer Strömungen in komplizierter Geometrie mittels finite

Differenzen sind [10-12].

Ein Ergebnis dieser Studie wird ein orthogonales Maschennetz für den Ringraum

im Reaktor-Druckbehälter ("down corner") sein, das als Basis einer kompressiblen

Analyse benutzt werden soll. In diesem Zusammenhang werden wir insbesondere

auf das inverse Problem eingehen, bei dem man anstelle des Potentials ~(x,y)

und der Stromfunktion ~(x,y) die Umkehrung x ( 'f I "f) und y ('f/'f) direkt be­

rechnet [10, 12-13]. Diese Technik ist auch bei dreidimensionalen Problemen

anwendbar [7,26], führt dort aber auf nichtlineare Gleichungen.
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2. Theorie instationärer Potentialströmungen in Röhren

2.1 Problemstellung und Randbedingungen----------------------------------------

Der betraohtete Strömungsbereioh sei von folgender Art:

8

Abb.2: Skizze der Röhre S

Es handelt sioh um einen beliebig geformten, einfaoh zusammenhängenden Strö­

mungskanal, eine Röhre mit fester undurohlässiger Wand Wund zwei Öffnungs­

quersohnitten A und B, die nioht notwendigerweise eben sein müssen. Das Innere

S der Röhre sei mit inkompressiblem Fluid der konstanten Diohte f gefüllt.

Die Quersohnittsfläohenbeträge bei A und B sind FA und F
B

. An jedem Ort der

Oberfläohe 0 = A v B v Wder Röhre sei der Normalenvektor n als die naoh

innen weisende Fläohennormale definiert.

Die Oberfläohen A und B sollen an den Schnittkurven mit der Wandfläche W mit

der Wandfläohe einen reohten Winkel bilden. D.h., hier ist gA • gw = 0 bzw.

~ • gw = 0 wobei gA' ~'~W die zu den Fläohen A,B und W gehörenden Normalen

sind. Knicke in der Wand W sind erlaubt. Bei A und B herrschen die über die

jeweiligen Querschnitte konstanten Drücke PA(t) und PB(t). In der Regel unter­

stellen wir, daß das Fluid zur Zeit t=O in Ruhe sei. Die Randbedingungen für

das Geschwindigkeitsfeld ~(~) lauten:

u • n o für x € W (2-1)
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An den Öffnungsflächen schreiben wir vor, daß der Geschwindigkeitsvektor u

senkrecht auf der Öffnungsfläche stehe, also

u x n = 0 für x E A lJ B, (2-2 )

d.h. die Tangentialgeschwindigkeiten sind hier null. Dies ist konsistent

mit der Rechtwinkligkeit der FlächEPA und Wbzw. Bund W. Für das Potential

folgt mit (1-1), daß der Gradient von tp entlang der Öffnungs fläche null ist.

Hieraus folgen Dirichlet-Randbedingungen

'f <PA = const für
~ € A

J-

r =. Cf
B = const für X € B.

Eine Alternative wäre es hier vorzuschreiben

n • u

n • u

x € A

x€B

(2-4 )

Dies entspräche Neumann-Randbedingungen

- n . grad ~ = uA

- n • grad 'f uB

x G A

x € B

Letzteres ist jedoch aus zwei Gründen unpraktisch:

a) Neumann-Randbedingungen allein legen das Potential höchstens bis auf

eine additive Konstante fest.

b) Die Parameter u
A

und u
B

dürfen aus Kontinuitätsgründen nicht beliebig

gewählt werden; vielmehr muß uA FA = ~ FB sein und sie müssen bekannte

Funktionen der Zeit sein.

Zudem entsprechen die Randbedingungen (2-3) den Druckrandbedingungen, was sich

noch als vorteilhaft erweisen wird. Wir verwenden hier daher die durch Gl.(2-1)

und (2-2) gegebenen Randbedingungen.
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2.2 Separation der Variablen ~ und t

Bei Gl. (1 ..1) wäre 'f wie u zeitabhängig und insbesondere ~ und 'fg gemäß (2-3)

auf dem Rand müßten bekannte Funktionen der Zeit sein. Tatsächlich aber sind

die Randbedingungen (2-1) und (2-2) von der Zeit unabhängig. Dies erlaubt die

Separation

'Li (;$) t ) v(U (2-6 )

Das Strompotential ~ ist allein vom Ort x und die noch zu bestimmende Funktion

V(t) allein von der Zeit abhängig. (Falls V eine Funktion von ~ wäre, dann wäre
nicht garantiert, daß stets rot ~=O.) Auch hier'folgt aus div ~(~,t)=O, daß
gilt

ol.M> ~'NXcI Cf (!5.) =0 X € S-
~ . ~.,...C(OI YJ (-51 =0 .x- e !AI

l.f == CfA = 1 x eA

y; ::: <.pa = 0 5- eB

(2-7 )

(2-8 )

Die Wahl der Werte ~:::-1 und ~:::-O ist willkürlich; diese Werte schränken

lediglich die möglichen Werte von V(t) ein.

Die Navier..Stokes-Gleichung lautet für verschwindende Zähigkeit:

(2-10 )

Hierbei bezeichnet der Punkt die partielle Zeitableitung. Allgemein gilt die

Identität [2]

mit der kinetischen Energie

s y x -rot~ (2-11 )

E = 1
2.

(2-12)
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Wegen rot ~=O folgt die Euler-Gleichung

fJ-tacl (p 1- E) (2-13)

Die Summe p+E bezeichnet man als Staudruck q:

q = p + E. (2-14)

Wenn wir beide Seiten von GI.(2-13) skalar mit u multiplizieren erhalten wir

wegen
I::.

und div ~ q = q div ~ + ~ . grad q

=
die Energiegleichung

.
E = - div[~ (p+E)J

u • grad q

(2-15)

Integrieren wir diese Gleichung über die Röhre S und beachten den Integral­

satz von Gauß. so folgt:

fSI E otS § y.1'J (E.+fJ) dO (2-16)

S AußvW

Beachten wir uen=O für x € Wund den Ansatz GI.(2-6) so folgt nach Division

durch V (wobei wir die triviale Lösung V=O ausschließen):

mit

= p

M

k

= 5' JSS
s

( ~-taol Cf».2. cfS

dO

(2-18)

(2-19)

r iff
AvB

(2-20)
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Aus dem Greensehen Integralsatz [2,3J folgt für M:

c/O (2-18 )

Wir interpretieren M als die flTrägheitslänge", K als effektiven Masse-Gradienten

und P als effektive Kraft.

(2-21)
-?lte

-;it
eA-

A+
V(-I} -

GI.(2-17) hat die Form der Differentialgleichung von Ricatti [15J. Für ein spe­
zielles Potentialströmungsproblem wurde dieser Differentialgleichungstyp auch
von Krieg /277 gefunden. Falls P=const ist (zeitunabhängige Druck-Randbedingung)
und P·K ~ Ö Ist (Strömung in einem konvergierenden Strömungskanal), hat sie die
Lösung

mit -11.z
(Pik) T Vo

(Pik/I.<. v;,

und

Vo -

sowie
~ -

v (t =0)

(2-22 )

Falls V =0 ist, d.h.bei Beschleunigung aus der Ruhe heraus, ist A=l. Ino
diesem Fall läßt sich GI.(2-21) schreiben als

v(-t:) == Voo ton t, ( /l t /2)

mit der stationären Lösung

(0) ( P y(/~

V()ö V {t '::::-
k

(2-23)

(2-24)
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Der Verlauf dieser Funktion ist in Abb.3 dargestellt.

0.8

0.6

0.4

0.2

o 2

Abb.3: Geschwindigkeit als Funktion der Zeit

Xt 3

~

Die Halbwertszeit ~ ergibt sich aus

zu

V( t.)
1-- V2 00

ln (3)/ /\ (2-25)

Wegen ln(3) =1,099 ist sie etwa gleich der Zeitkonstanten ~ gemäß (2-22).

Wir sehen, zur Berechnung von V(t) benötigen wir allein die Kenntnis von y?
und gradf auf der Oberfläche 0 des Strömungskanals S.
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Die bekannten Bernoulli-Gleichungen erweisen sich als Spezialfall obiger

Theorie für den Fall, daß grad~ bzw. die Geschwindigkeit ~ auf A und B

jeweils konstant sind. Mit den Querschnittsflächen FA' F
B,

den Geschwindig­

keiten "t:: uB und den Potentialgradienten gA = grad ~ und ~ = grad fa
folgt aus Gl.(2-18 bis 2-20):

M =. S ('fA <JA PA lfB 3'B FB )

K -1
S ( JA 3 FA

3
F
B)=- =" Ja (2-26).2-

P = ( f A JA F 113 313 FB)A

Aus der Kontinuitätsgleichung folgt

UA FA z:

sowie aus (2-6)

I 81J =- - 1-Ig / V

Damit wird aus Gl.2-17 nach Division von uFV:

bzw , mit

;Ps -I'A

B
- J V J-r-acf Cf 01 S ==

A
die bekannte Gleichung nach Bernoulli:

B
- J f 'Ü' ds

A
(2-27 )

wir sehen also, Gl.(2-11) ist eine Verallgemeinerung der Bernoulli-Glei­

chung (2-27).
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Wegen div ~=O und f = const folgt aus der Euler-Gleichung Gl.(2-13):

div grad (p + E) = 0

Hieraus folgt jedoch nicht p+E=const (stationärer Bernoulli), da p und E

unterschiedlichen Randbedingungen bei A und B genügen. Die Randbedingungen

für den Druck lauten:

(2-28)

p (~, t )

p (~, t)

(2-29 )

sowie

Gl.(2-30) folgt aus ~.~ = 0 und Gl.2-10 bzw. (2-13). Wegen der zeitlichen

Veränderlichkeit yon E scheint hier Gl.(2-28) für jeden Zeitpunkt neu zu

lösen zu sein. Tatsächlich genügt es, bei zeitlich konstanten Werten von PA und PB '

zwei Laplace-Gleichungen zu lösen:

Hierzu spalten wir den Druck auf:

t=> ( :Y I -t) z: l' I (5, t) + S V l. (-I:) l' /1 ( K )

und weiter

(2-31a)

.p 11 (-5)

mit

(2-31b)

~ 3-ro.d -f (C~I t) z: 0

r': !AN} cE A

r'=PS{tJ 5 E B

!! . y-r-a.cI pi =: D X € W

c:li/lJ 3~d 9' 1/ (5) = 0 (2-32)

<t 11 == ; L-9-r-ad CfJZ I 5 cA

er I! z: -±[9~ Cf ].< ) 5 E 8

cl It 14/
~ .9~ Cf := 0 I ~ C
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Hierbei ist pi der sich im ruhenden Fluid einstellende Druck. Falls PA

und PB konstant sind, genügt es, die Laplace-Gleichung nur einmal zu

lösen. Der Anteil p" beschreibt die Druckänderung infolge Änderung der

kinetischen Energie. Bei bekanntem Potential ~ (~) ergibt auch er sich aus

der einmaligen Lösung einer Laplace-Gleichung.

Insgesamt ist das strömungsfeld und das Druckfeld bei zeitlich konstanten

Randbedingungen also durch die Lösung nur dreier Laplace-Gleichungen

(GI.2-7 und 2-32) bestimmt.

Wenn zusätzlich vorausgesetzt werden kann, daß die Geschwindigkeit über die

Querschnitte nicht nur konstante Richtung sondern auch einen konstanten Betrag

aufweist, so daß
x eA

(2-33)

dann sind die Randbedingungen für p I und q " denen für I..f ähnlich und wir

können den Druck als lineare Funktion des Potentials darstellen:

l' ( 51 -1:) =- (PA - ?a) y> (-5) i- PB
(2-34)

+ V~ (f) [ ( E
A

- eH) <t 1- /::.8 - : s (gr-oclep)1
Wir überzeugen uns durch Einsetzen dieser Formel in GI. (2-28) mit E = f.,g v~f9tCl(/'f]1.
leicht von der Richtigkeit.

Hier genügt also die Lösung allein einer Laplace-Gleichung für das Potential,

um daraus u (~,t) und p(~,t) für alle Zeiten zu berechnen.
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In diesem Abschnitt untersuchen wir das Potential-Strömungsfeld in einem aus

zwei Teilen Sl und S2 zusammengesetzten Strömungskanal.

c,

/
(
\

<,

Abb.4: Skizze des zusammengesetzten Strömungskanals

Die beiden Teile seien so zusammengesetzt, daß die Öffnungsflächen Cl und C2
zusammenfallen(c=Cl=C2). Wir unterstellen, daß die Potentialströmung in jedem

der beiden Teilbereiche für sich mit vorhandenen Methoden berechnet werden kann.

Hier wird untersucht, wie aus den Einzellösungen für die beiden Teilbereiche

auf die Lösung für den gekoppelten Strömungskanal S=SluS2 geschlossen werden

kann. Der Kanal hat die Wandung W=WluW2 und die Öffnungsflächen A und B.

Dazu müssen wir annehmen, daß der Geschwindigkeitsvektor senkrecht auf den

Schnittflächen Cl und C2 steht und zudem dem Betrage nach über diese Schnitt­

flächen konstant ist. Für Probleme, bei denen der Geschwindigkeitsbetrag auf

Cl und C
2

nicht konstant ist, bildet die folgende Theorie nur eine Näherung.

Unter diesen Annahmen gilt für das Potential

"f C~l::. COll7st

'Y7. ~ 'f" Qc1 lf (-!S) -= CO VI..!' t

X E C

x E C

Die folgenden Betrachtungen sind durch schrittweise Kopplung je zweier Röhren

auf beliebig viele Teil-Kanäle verallgemeinerbar.



- 16 -

2.6.2 Potential des zusammengesetzten Bereiches------------------------------------------------

Gesucht sei das Potential ~(x). das folgenden Bedingungen genügt:

cu-» (f -r-t:t. cl f (~) ::: 0

'l1 . 8 'N:td Cf (~) ::: 0

Cf ::: Cf'A

y; ~ I.fB

XE W

x ~ A

(2-36)

(2-37a)

(2-37b)

(2-370)

Bekannt seien die Potentiale ~ (~) und ~ (~) mit

oLv..> 3""Oto/ ~ (5)= 0 ~ES4 eti-v~~ ~ (5}= 0 !S e S..l (2-38)

!1 . a1"(J. d Cf." (.~) =0 ~€- ~ ?1 .~~!fk (~) =0 ~E~

y; :::
lfA-1 5E A <r':z. ::: 'fß 2.. X e- ~ (2-39)

~
:::

lfc-1
~e C Y'.1. c Y'c .2-

x ES4

Wegen (2-35) reduziert sich GI. (2-36) für! e C zur Bedingung

!!4 . g-ro..d Y' (-5 € C;() ::: - ~ 'jmd CfJ (-5E c;.) (2-40a)

)0 c..~ E- C-'f) ':: Y' C-:r ~ C<.) (2-4ob)

Hierbei sind n1 und n2 die inneren Normalen der Bereiche SI und S2. Die Einzel-

lösungen ~ und ~ werden diese Bedingungen im allgemeinen nicht erfüllen. Ins­

besondere gilt für
?J", _ ~.",' g~oI Cf/{ (5 E C.",) (2-41)

81 ='-?:J.z. .~o:').d Cf:/.. (~~C~)
in der Regel gl + g2"

Der Ansatz

I..f{~)-

(2-42)

x e S~
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erfüllt GI. (2-36) überall mit Ausnahme der Fläche C. Die vier Konstanten

a
1,b1,a2,b 2

können aus den vier GI. (2-37b,37c,40a,40b) bestimmt werden.

Wir erhalten

82. ()PB - V'A )

9", (l.f8 - <PA)

3a [<fc.", ~ - ~-f (,PB) -JA (<fez - ~8<)~

~ (<rc-t- "A4' )- ftf ( Cf(..2 - St'8:.?)

9.2. (<fc~ -~A )Y'& - ~ (Cfc< VB - ~< ~)

9.2. (~-I - ~ 4') - ~ (~2 ' «JE Z )

(2-43a)

(2-43b)

(2-43c)

(2-4.3d)

Hier wurden die Koeffizienten a 1,a2,b1,b2 als Funktionen von Y'A und lPB
im Hinblick auf spätere Anwendungen definiert.
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Das zeitabhängige Strömungsfeld ~(~,t) ist durch das Potential y? (~)

und die Größen M, Kund P gemäß GI. (2-18-20) determiniert.

Es seien

K. -:::!. g
'" .2.

p, ::-
(.

ifj) (~Cf",,) 2 (rcl )p(. 6 m(.) d 0

'1'

ifi 1'(~t) (rd!fc' '?l(') dO
F·
"

(2-44)

mit I::'"' '::"
I'c

Aue
~

für L:: 1

C.2 LI 73 für ('= 2.

verwendet. Die GröBen M, Kund P finden wir dann unter Verwendung

(2-18 bis 20, 42) zu

H = () .z 114 + er o?. H:<,;( :l

k :: QA
3 K..-{ T er. 3 k'l...2-

'P ::: 0'..-( P.-f -f G'.2 'P:<

Hieraus kann ~(~,t) mit Gl.(2-6, 21,22) berechnet werden.

Bei der Berechnung von P.wird für das an sich unbekannte Druckfeld auf den
l

Flächen Cl und C2 ein beliebiger von PA und PB verschiedener Wert Pc=Pc =Pc
1 2

von GI.
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2.6.4 Druckberechnung

Das Druckfeld p (~., t)- in S erfüllt mit

.f t::P )
folgende Gleichungen:

Die Lösung q(~,t) spalten wir auf in

(2-46)

(2-48 )

mit
dJv ar-a.d CI f :: 0

!J' g-17Ul r f ::. 0

?I = FA
I

? :: PB
f fI

Die verbleibende Aufgabe J 9 und er zu bestimmen, ist besonders einfach,

wenn zusätzlich zu GI. (2-35) folgende Annahme gilt:

COVJ,J' i für bzw. 2) e;g (2-50 )

(D.h. j konstante kinetische Energie auf den Öffnungsflächen).

Dann entsprechen die GI. für q' und q" denen fürlf selbst und wir erhalten

I (

pC5/t)== oll' (-t:l ~. (5) t f(.· (ti

+ J' .zr v-< (t) [0</' tt,.. {5} f ;/1 - O/l (f/"rqd r:,. er)):J.]

X€5. i=4j 2 .-- .(. )

(2-51)
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Hierbei sind(unter Verwendung der in Gl.(2-43) definierten Funktionen)

0< .1 (t ) = Q. { PA {·O I ~13 (-f:})
.(. <-

/Sc" (-{-I e- b· ( i'A ({)/ .pB (-1/)c

0(. I1 - Q. ( ~~ ~~ )- (2-52), c I

;" .. I/ :: b· ( 7~ Cf 'B),
c{. t: Q. ( <fA '115 )( L /

b· :0 b· ( IfA 1ft ) .c c

Wenn die Annahme gemäß Gl.(2-50) nicht gegeben ist, dann ist die Laplace-Gl.

(2-49) selbst neu zu lösen. da in diesem Fall die Randwerte q\ und q"B im

Gegensatz zu ~A und ~B keine Konstanten sind. Zusätzlich zu den hierbei
" "ortsabhängigen Werten q A und q B werden dazu Randbedingungen bei Cl und C2

benötigt. Eine sinnvolle Approximation für diese Randwerte ist

= (2-53)

/1 11 .

wobei die o{ und /(. mit Mittelwerten der eigentlichen Randwerte q "A und

q"B gemäß Gl.(2-52) berechnet werden.
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3. Übersicht über numerische Methoden zur Lösung von Laplace-Gleichungen

Zur Berechnung von Potentialströmungen ist die Laplace-Gleichung zu lösen.

Wir suchen also die Lösung Y'(~) in einem Gebiet S mit Oberfläche 0 zu

0'-'" v X E ..s (3-1a)

mit den Randbedingungen

(3-1b)

wobei 0/. undt Parameter sind, die über den Typ der Randbedingungen entscheiden:

0/=--1 ß=OIr

0<= 0 1/=..1
0/=1-0 1;40

Dirichlet-Randbedingung

Neumann-Randbedingung

gemischte Randbedingung (Randbedingung 3.Art)

Nun gehört Gl.(3-1) sicherlich zu denjenigen partiellen Differentialgleichungen,

für die die relativ meisten analytischen Methoden bekannt sind. Insbesondere

unter Verwendung der klassischen Hilfsmittel wie Greensche Funktionen und kon­

forme Abbildungen (letztere nur bei ebenen Problemen) kann Gl.(l) in vielen

Fällen analytisch ausgewertet werden [1-4J. Man darf jedoch nicht verkennen,

daß die numerische Auswertung dieser analytischen Lösungen in sehr vielen

Fällen einen nicht zu unterschätzenden Rechenaufwand erfordert, da hier viel­

fach recht umfangreiche Reihenentwicklungen auszuwerten sind. Auch versagen

diese analytischen Methoden oft, wenn man das Problem, für das zunächst eine

analytische Lösung vorliegt, geringfügig in der Geometrie des Randes oder der

Art der Randbedingung abändert.

Aus diesen Gründen wird man in der Mehrzahl der Potentialströmungsprobleme

auf numerische Methoden zurückgreifen.

Alle numerischen Methoden gehen von einer diskreten Repräsentation der Lösung

(~) aus. Hier gibt es jedoch viele verschiedene Möglichkeiten. Es gibt zwei

große Klassen:

a) Diskretisierung von~(~) im Inneren von S und auf dem Rand O.

b) Diskretisierung nur auf dem Rand O.
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Zur Klasse a) gehören die auf finiten Differenzen oder finiten Elementen

beruhenden Verfahren. Dabei werden typischerweise N3 Diskretisierungspa-

rameter (für dreidimensionale Gebiete S) verwendet, wenn N die typische

Anzahl der diskreten Werte zur Auflösung einer Dimension ist. Charakterist-

isch ist hierbei zudem, daß das entstehende lineare Gleichungssystem eine

Bandstruktur aufweist. In geometrisch besonders einfachen Fällen erhält man

eine block-tridiagonale Matrix. Der Speicheraufwand zur Speicherung der Band­

matrix ist im allgemeinsten Fall von der Ordnung N5 (N3GleichUngen,Bandbreite N2).

Unter Verwendung spezieller Speichertechniken(sparse matrices) kann man mit der

Ordnung N3 Speicherplätzen auskommen, da die Mehrzahl der Matrixelemente auch

innerhalb der Bandmatrix gleich Null ist. In geometrisch besonders einfachen

Fällen sind nur wenige zahlen (z.B. Maschenweiten) zu speichern, da die Matrix­

elemente hieraus jeweils neu schnell berechenbar sind. Für blocktridiagonale

Gleichungssysteme variiert der Rechenaufwand, der Größenordnung nach. zwischen

N)IOg N und N4[21].

Zur Klasse b) gehören die auf Greensehen Funktionen oder der Überlagerung dis­

kreter oder flächenhafter Singularitäten beruhenden Integral-Gleichungs-Methoden

[16-19J. Hier ist der Diskretisierungsaufwand nur proprotional N2. Das entstehende

lineare Gleichungssystem entspricht jedoch einer voll besetzten, nicht sYmmetri­

schen Matrix mit N
4

Elementen, so daß in der Regel der Speicheraufwand nicht

kleiner als bei Methoden der Gruppe a) ist. Zudem ist der Rechenaufwand even­

tuell (bei Verwendung direkter Lösungsverfahren) von der Ordnung N6 und damit

größer. Insbesondere kann man feststellen [16], daß die Hauptdiagonale der

Matrix nicht immer dominiert, so daß dann iterative Verfahren nur langsam

oder gar nicht konvergierenDen wesentlichen Vorteil der Integral-Gleichungs­

Methoden bildet eine recht große Flexibilität in der Geomtrie des Raumes S

und der Art der Randbedingungen.

Die speziellen hier zu lösenden Potentialströmungsprobleme werden mit Methoden

beider Klassen behandelt. Wir benutzen einerseits finite Differenzen und lösen

die entstehenden Gleichungssysteme mittels zyklischer Reduktion, wobei die

Routinen pors [23] und POISXX [20-23] verwendet werden. Andererseits wird die

Integral-Gleichungs-Methode "BrEMIt [19] benutzt. Ein Satz entsprechender PL/1­

Unterprogramme flLAPL It wird im Anhang genauer erläutert.
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Beides sind Verfahren für zweidimensionale Probleme. Die Erweiterung auf drei

Dimensionen ist möglich. Die Anwendung der Routinen pors und POISXX ist be-

sonders effektiv nur dann, wenn das betrachtete Gebiet rechteckig ist und die

Randbedingungsparametar 0( (~), ~ (!) auf jeder der vier Randstrecken jeweils

konstant sind. Jedoch können diese Routinen auch darüber hinaus eingesetzt

werden, wenn man die sogenannte Kapazitäts-Matrix-Technik (KMT) [20-21J ver­

wendet. Diese Technik wird bei den späteren Anwendungen eingesetzt.
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4. Instationäre Potentialströmungen in speziellen Druckwasser-Reaktor-Geometrien

4.1 Ein analytisches Beispiel: eindimensionale Betrachtung des Übergangs

-----~~~~~~~~:~!~!~~~_!~~-~~:~!~~~~~:~~~!~~~~~~-----------------------

4.1.1 Das geometrische Modell------------------------------
In diesem Kapitel sollen die beschriebenen theoretischen Grundlagen an einem

geometrisch stark vereinfachten Modell der Strömung im Übergangsbereich zwi­

schen Ringspalt und Stutzen demonstriert werden. Hierzu benutzen wir folgende

eindimensionale Beschreibungsweise.

Anstelle der tatsächlichen Ringraumgeometrie betrachten wir den abgewickelten

Ringraum, also ein ebenes Problem. In ebener Darstellung haben wir folgende

Situatiom

Kernmantel- Einspannung

P$$/.~ffi/~#ßA0'#~
I . Bruch- Offnung I
I I
I I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I

Unteres Plenum

Abb.5: Skizze des abgewickelten Ringraumes

Stromlinie
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Diese Geometrie wollen wir hier zunächst noch weiter vereinfachen und durch

eine achsensymmetrische Geometrie ersetzen,

Bruch- OHnung

Abb,6: Skizze des eindimensionalen erfaßten Ringraumes

Wir betrachten hier also eine Lochplatte mit den Radien R1 des Bruch-Stutzens,

und einem äußeren Radius R2 den wir etwa als die mittlere Länge der Stromlinien

vom unteren Plenum zum Stutzen interpretieren können, Die Lochplatte habe die

Spaltbreite s. Dies sei der Bereich S1'

Den Bruchstutzen selbst wollen wir ebenfalls, wenn auch nur sehr grob, erfassen,

Wir vernachlässigen hier - mit dem Ziel einer einfachen analytischen Beschreibung ­

die Einzelheiten des Überganges und beschreiben den Stutzen einfach durch ein

gerades Rohr der Länge L und mit dem Radius R. Dies sei der Bereich S2'
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Das Ersatzmodell für den Bereich Ringraum-Stutzen ist dann die Verkopplung

der Bereiche SI und S2 gemäß folgender Skizze:

A

Abb.7: Eindimensionaler Übergang Ringraum-Stutzen

Den Umlenkbereich am Übergang Ringraum-Stutzen können wir so natürlich nicht

erfassen. Er wird hier schlicht vernachlässigt. Wir werden diesen Bereich später

genauer erfassen und dann die Fehler dieses vereinfachten Modells bestimmen.

Der Radius R1 ist abweichend von der eigentlichen Geometrie so zu wanlen, daß

die Querschnittsfläche bei Cl mit der bei C2 übereinstimmt. Es gilt also

(4-1)

Bezüglich des Druckes unterstellen wir PA = const (z.B.I10 bar) und ebenso

PB=Gonst (z.B. 1 bar, oder der Siededruck von z.B. 60 bar). Die Annahme p =A
const setzt selbstverständlich ein kompressibles Verhalten im Innern des Druck-

behälters voraus

Gesucht ist als erstes das Potential ~ mit den Randbedingungen

=0 (4-2)
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Hierzu berechnen wir die Potentiale y: und I.f. für die beiden Teilbereiche
..f .z

SI und S2 mit den Randbedingungen

(0 ca - 0 ( X-::. 0 )
TS:J.:::: 's -CfAA ~ >A z: -1

V
C4

::: 0

und den Differentialgleichungen

~ .s, (.., d~(r»=D
...,. c,f O-f

Die Lösungen sind

e- (r I R,J
~ (i7 ::::

e; (tx.2!RA )

Mit

Y: c 1c:;.
(x::: 1..)

14-3)

(4-4 )

(4-5)

Cl)?'
a ::: - (x:; c) = -1/L

(/.2 oX
(4-6)

ergeben sich gemäß Gl. (2-43) die Koeffizienten

R", ~ (R2. IRA )

~
L

CI" -= :::

RA~ (ff{.2.1R-1 ) +L R" e; o. I~) +L (4-7 )

b,..f ::
L

b.2 0::::

R" IÄ ( R:z IRA ) + L

Damit lautet das Potential ~ im gekoppelten Bereich

R1 fh-, (-r /1<1) -+- L
RA e. (N:l. (~)-f L

x

für SI

(4-8)
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Probeweise überzeugen wir uns, daß

/

Das Geschwindigkeitsfeld ergibt sich aus u = -V(t)grad Y'(~)

V(tl RA/i"
für SI

R" t: (1<.l.!I</i) -i. (4-9 )
U ::-

V({}
für S2

1<.-{ ~ (R:z IRA)-I L

Hierbei ist u die Geschwindigkeitskomponente in r-Richtung für SI und x­

Richtung für S2' Die Zeitfunktion V(t) berechnen wir im folgenden Abschnitt.

4.1.3 Transientes Verhalten

Das transiente Verhalten wird bestimmt durch die Gräßen M,K und P gemäß GI.

(2-18 bis 20). Wir bestimmen diese Gräßen zunächst für die Teilbereiche. Dabei

benutzen wir für den Druck an den Flächen CI und C2 den gemeinsamen Wert

rg 'f' a cl t, .!! /A -1 =- - -1 / ( 'R). ~ ( k~1~ ) ) I ~'N.1cl Yj . '!J~ = f / l
::z

Q.,-a cl Cf ''l7/ z: 4 / (R e; (I<:< I~) ) ()~ oe! <f.,·n! c- -I /L.
(J A - Cf 1 I tJ .2 - ('2.

Die Flächen sind

FAA
z: .2 71.1 R~ F

8 2
::: 'r R,1.. = .271:1 1<..,

F :::- 2.".1 ~ Fe< =- 7T R<- ::: ..27J:1 ~
('-4

p •
c
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Damit erhalten wir:

11.2. ::: (4-10 )

(4-11 )
I

-27 j R-1

Le: o. IR-'f)

z: &,~~/fl) !c~e..;~/N.,)/- {R~ e..~R,/-t))J
p

.{
=---- ( fOe - rB ) (4-12)

Hieraus berechnen wir mit 01.(2-45) die entsprechenden Werte für das ge­

koppelte System:

(4-13)

(4-14)

(4-15)

Man kann sich zur Probe leicht davon überzeugen, daß man die gleichen Werte

für MJ K. Perhalten hät te • wenn man direkt von der Lösung Cf gemäß 01. (4-8 )

ausgegangen wäre.

(4-16)
VooV(tJ =-

Damit erhalten wir gemäß 01.(2-21 bis 24):

-,At
1- e
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,4-17)

(4-18 )

mit

-) [ )f )=

und ]
-::: ::::

Die maximale Geschwindigkeit ist die bei C:

(4-19 )

Wir können für die Geschwindigkeit daher auch schreiben

=

für SI

4-20 )

mit (4-21)

4.1.4

Die Methode zur Berechnung des Druckfeldes p .t) in S ist in Kap.2.6.4 be-

schrieben. Mit den P und D bei A bzw.B sowieA -- "B

(4-22)

=
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erhalten wir gemäß Gl.(2-52):

~' = (PA -1'8)~ iJ,., {RJR"ll/:e

~ 'I = {tRJ-- R., e; (f/., IRA )j:e3

fA
1::

Pp> + (f4 - 1'8) /de
(4-23)

(

Hierbei ist;;t die "effektive Kanallänge "

(4-24)

Mit diesen Größen und Gl.(2-51) erhalten wir für Bereich SI:
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Der prinzipielle Druckverlauf ist in Abb.B dargestellt.

Rl =1/30 m
R2= 1 m
L = 0.2 m

t-ClCl

1.0 --- - - -----tl::::::::::a------
t?O

1.2
x [m]

0.80.4o-0.4

Stutzen _--+l~---tlJ-------1I-Ringraum

o
-0.8

0.8

0.4

Abb.B: Druckverlauf im Ringraum und Stutzen für verschiedene Zeiten
bei eindimensionaler Rechnung.

Wie physikalisch einleuchtend , ergibt sich im stationären Zustand, also für

f(t)=l, P(x)=PB=const im Bereich S2' dem geradlinigen Rohr konstanten Quer­

schnitts. Ebenso liefert GI. (4-25a), P(R1, 00 )=PB•
Weiterhin kann man sich leicht überzeugen, daß stets gilt

Jedoch gilt nur für t=O:

für größere Zeiten tritt hier ein Knick in der Druckverteilung auf als Konse­

quenz des Knicks in der Verteilung der kinetischen Energie im nicht genau er­

faßten Übergangsbereich.
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~~~~~--p~~~~~~~~_!~:_~~:~~~~~~~:~~~~~~~~~~

Die Zeitkonstante ~ ist in Abb.9 als Funktion von L für (PA-PB~= 10
4m2/s 2

142 2und 2 10 m /s dargestellt, wobei HDR-typische Maße verwendet wurden:

R O.lm

s

=

0.15 m

7 m

Wir sehen die charakteristischen Beschleunigungszeiten Tliegen in der Größen­

ordnung von 10 m sec.

·ds]

0.02

0.01

{ PA- PB l/p [~22J

0.5 X 104

o 0.4 0.8 1.2 1.6
L CmJ

2.0

Abb.9: Zeitkonstante 't'" als Funktion der Stutzen-Rohrläng;e L

gemäß eindimensionaler Rechnung.
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Die Zeitkonstante r = l/~ mit A gemäß Gl.(4-18) hängt fast nur von der

Stutzenlänge L und fast gar nicht vom Radius R1 bzw. vom Bruch-Querschnitt ab.

Dies ist ein Charakteristikum der anfänglichen Beschleunigungsphase. Die Größe

des 3ruchquerschnittes kontrolliert das transiente Verhalten beim Blowdown-Prob­

lem erst bei wesentlich größeren Zeiten, wenn dann das Absinken des Innendrucks

von der Menge des ausströmenden Fluids abhängt.

vJir werden sehen, mit dieser einfachen analytischen Studie haben wir bereits

die Zeitkonstanten und den Druckverlauf für die tatsächliche Geometrie recht

genau erfaßt.
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4.2 Zweidimensionale Finit-Differenzen-Lösung für den Stutzen-Bereich----------------------------------------------------------------------

4.2.1 Geometrie und Randbedingungen------------------------------------

In diesem Abschnitt wollen wir den Übergang Rohr-Ringmantel, den sogenannten

Stutzen genauer erfassen und zwar gemäß folgender Skizze zwei-dimensional aber

nach wie vor rotationssymmetrisch:

A

B Rl

'9--- -----,----I--L-
W!.. z

L

Abb.10: Zweidimensionales Stutzen-Geometrie-Modell

Gesucht ist zunächst das Potential y? mit den Randbedingungen

lf 1 bei B

~ 0 bei A

d'f
:: 0 bei W1 und W

202
?J Y; _ 0 bei W

3
und W4or-

und der Differentialgleichung

. -1 2-(1 dlf> )+ d:( <,tJ
clvv r" ~

::= 0
1" d'f d7 -

{} r2.

(4-26)

(4-27)
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Der Druck soll folgenden Gleichungen genügen:

P PB bei B

P = PA bei A
(4-28 )

01'
:- 0 bei W

1 und W
202

op
0 bei W

3
und W4~

=

In diesem Fall wurde der Druck P nicht aus dem Potential ~ sondern direkt

aus dem resultierenden Geschwindigkeitsfeld gemäß

div grad P = - div grad E(t);
1 2

E = -fu2 -
(4-29 )

berechnet. (Der Grund ist der, daß die Technik zur Berechnung von paus Y'
bei Programmierung dieses Teils dem Autor noch nicht bekannt war.)

4.2.2 Lösung mittels finiter Differenzen und zyklischer Reduktion
------------------------------------------~------------ - - - - - - - - - --

Allgemein haben wir also das Problem

=

"f :: 'Y'A bei A I 7l :: 1t'~ bei B

d~ :::0 bei ViI und vi
(Jf 2

o"f' -0 bei W
3

und W
4"df-

(4-30)

zu lösen.
v~egen der rechteckigen Umrandung des betrachteten Gebietes verwenden wir ein

Differenzenverfahren. Das daraus entstehende lineare Gleichungssystem wird

mittels zyklischer Reduktion [21] unter Verwendung der "Kapazitäts-Matrix­

Technik" (KMT) und des FORTRAN-Unterprogramms POISSX[20,22J gelöst. Diese

Technik wurde in [21J beschrieben und dabei wurde bereits über die erforder­

lichen Rechenzeiten berichtet.
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Die Diskretisierung beruht auf einem Maschennetz gemäß folgender Skizze:

A
Ml'"1

CD
r x x)(

t
M2+ 1 x x x

M2 x x x x x x x

x x x X X )(

(1) B

2 )( )( x x x X x

i=1 x x x x x x x

2 ... Nl 2 . .. N2 N2+ 1

---tIiIII"" Z

Abb.ll: I~schennetz für zweidimensionale Stutzen-Rechnung

Es handelt sich um ein sogenanntes versetztes Netz (staggered grid) mit halben

Masohenweiten in der Nähe derjenigen Ränder, wo wir Neumann-Randbedingungen zu

erfüllen haben, deren finite Differenzenform bei dieser Art Netz besonders ein­

fach und genau werden.

Berechnet werden die Werte

i 1,2, •.• ,Ml
'1fA ..

(I)
j 1,2, •.• ,Nl

i 1,2, •.. ,M2

~.2. ..
'IJ j = 1,2, •.. , N2

in den beiden Teilbereichen 1 und 2.
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Die Neumann-Randbedingungen lauten in Differenzenform:

"(1. 1l'1' , -= 0
(.1 4 (I ()

114 . /11 - 1t'-1 . Iv'. =0
..(.., 4 "I -iN

11, 1'-1 . =0
-fIJ DtJ

'Y.z . 1'2
0IJ

' ==0
f'J

..(.':;:- -1, .(/ ... //"'("

(4-31)

Das Maschennetz ist äquidistant in z-Richtung mit

1
IV.,

für beide Bereiche. Diese Festlegung wird gewählt, weil nur bei konstantem ~Z

die zyklische Reduktion anwendbar ist. Die Länge L ergibt sich dann aus

L = (/I!;f + ~ + ;) Lll.

In radialer Richtung ist L:lf"als konstant gewählt im Bereich 0 ~ r ~ R
1:

Für größere Radien wird~"'kontinuierlichvergrößert. Die Radien der Maschen­

mittelpunkte sind r i; die Begrenzungslinie der i-ten Masche zu größeren Radien

hin ist

+

Das Differenzen-Analogon zu GI. (4-30) ist:

QA (<,)~ ("'-1; J) f bA, {t'} ~ (('jJ-) f C~ (c) ~ (t.'1-4;j)

.2.. /\fk (tiJ) + 'Y'k (<;J 1--1) =~ (cjJ)

für k = 1,2 (Bereich 1 und 2)

(4-32)
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und alle inneren Maschen-Mittelpunkte (i.j) sowie

.6 z .2- "... f

Qi. (i)
-C> 12..

'::

-Y. LI', L.1 {"-f:- fl z
{. ..(.

- L\r 1 ( "'-('- flr.. -1..(+ -1'/2.. )bl!< [t}> +
": Ll-r,' L1f. f/ {j-f.(...(. .(;2..

.(.- .z.

CIJ< ft'J-:::
Ll%2. ...,..-c'+ .{!z.

i]-f -' I .(1"l' Ll-r·
-c '-t. 1:."I' '"

:4-33)

und

(4-34)

Zusätzlich gilt die innere Randbedingung

'1/J1. . 0
0(., (4-35)

"'f'4' .-(. N t -( = '1-'~.
, " "',-1

Die KMT erfordert die Berechnung einer pxp-Kapazitätsmatrix. Hier ist p=M
2.

Für m1=50, N1=17, M2=25. N2=31 benötigen wir für die Berechnung dieser Matrix

und deren Zerlegung in das Produkt zweier Dreiecksmatrizen (L-U-Zerlegung)

3.2 sec [21J. Für jede rechte Seite 9 kann dann das Problem in 0.25 sec

(auf IBM 370/168) gelöst werden.

I
ZUr Erzielung einer guten numerischen Rechengenauigkeit (relativer Fehler <10-4 )

bei sehr großen Radienverhältnissen R2/R1 und stark variierenden r i ist es

unbedingt notwendig. als Randbedingung bei A ~ =0 zu verwenden. Dies ist

eine Folge der geringen Gradienten in:f für große Radien. Für große Werte von 1P
wird die Berechnung der sehr kleinen Differenzen dort sehr ungenau. v,enn nicht

auch JP klein ist. Diese Bedingung läßt sich jedoch für inkompressible Fluide

leicht einhalten, da der absolute Level des Potentials ~ und der Druckes JO
so gewählt werden können. daß ttA:=: fA = O.
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4.2.3 Transientes Verhalten
------------------~----------

Entsprechend der Theorie des Kapitels 2.6.3 berechnen wir aus der ~umerischen

Lösung für das Potential 'f die Größen M, Kund P. Der Potentialgradient

ergibt sich dabei sehr einfach als die Differenz zwischen zwei benachbarten

Maschenpunkten in der Normalen-Richtung an den Rändern des betrachtenden Be­

reichs dividiert durch den Punkteabstand.

Abb.12 zeigt die berechnete Zeitkonstante

als Funktion der Länge L. Die Rechenergebnisse gelten für verschiedene Maschen­

zahlen N1 sowie für M1 = 50, M2 = 25 und variablem N2 entsprechend der Länge L

(N2 = 3,9,19,29,59,99), sowie den Maßen

0.1, = 7, s = 0.15 [ m ]

422
10 m Is •

Die Steigung der Ausgleichsgeraden stimmt im Rahmen der Zeichengenauigkeit

mit Gl.(4-18) uberein. Die grobe Theorie gemäß Kap.4.1 liefert hier also

Ergebnisse, die für L» R1 für technische Zwecke als exakt anzusehen ist.

Umgekehrt ist die numerische Lösung schon für wenige Maschenpunkte recht

brauchbar.

Die maximale Geschwindigkeit stimmt mit der Theorie gemäß Gl.(4-19) bis auf

(numerisch bedingte) Abweichungen von ca. 1 %überein und beträgt für die ge­
nannten Zahlenwerte

umax = 141 mls

Zur Zeit t = 0, d.h. bei noch ruhendem Fluid, ist die Druckverteilung im

Stutzen in Abb.13 dargestellt. Hierbei entsprechen Isobaren den Linien kon­

stanten Potentials. Die Rechnung wurde für R2 = 7m durchgeführt, es wird jedoch

nur der Abschnitt für r~ 27 cm gezeichnet. Physikalisch ist hier die Druck­

entlastungswelle, die wir für ein reales, schwach kompressibles Fluid erwarten,

schon durchgelaufen, also gilt dieses Bild nur für geringfügig positive Zeiten

und für Fluide mit extrem hohen Schallgeschwindigkeit.
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o

1: [ 10-35 ]

6

6

cJ<
104 / 0 N1 :::

06
20Xx

5

2 6 30

8

10

12

0-+----+--------.......----------.-----------..,-----
0.15 0.5 1.0

L[rn]
1.5

Abb. 12 Zeitkonstante der Stutzen-strömung gemäß zweidimensionaler

Rechnung
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Nach relativ kurzer Zeit (ca. 10 msec) erreichen wir etwa den ZUstand

gemäß Abb.14. Hier ist das Geschwindigkeitsfeld als Vektorfeld und das Druck-

feld durch seine Isobaren rechnerisch für die Zeit t = 00 dargestellt. Die

Form des Geschwindigkeitsfeldes ist zu allen Zeiten die gleiche. Wir erkennen

die starke Geschwindigkeitszunahme in Stutzennähe, die aus der Querschnitts­

abnahme resultiert. Die Druckisobaren sind gegenüber Abb.13 stark zum Stutzen­

austritt verschoben. Der Druckabfall innerhalb des Ringspaltes selbst ist sehr

klein. An der Kante des Überganges Ringraum-Rohr bildet sich eine Sigularität

aus. Hier liefert die Potentialströmungstheorie negative Drücke von theore-

tisch unendlichem Betrag. In der Realität müssen wir hier also Kavitation

~rten. ZUdem wird eine eventuelle Abrundung dieser Kante auf die sich aus­

bildende Zweiphasen-Strömung von Einfluß sein. Der Wanddruck-Verlauf für t = 0

und t = 00 (in Praxis t~lO msec) ist in Abb.15 genauer dargestellt. Die Singu­

larität in der Kante wird hier deutlich. Die negativen Drücke stellen sich un­

mittelbar hinter der umströmten Kante ein. Wir erkennen. daß für Abstände

größer als ein Radius Rl = 10 cm von der Kante die Drücke an der fflnnen fl und

flAußenfl-Wand etwa gleich groß sind. Ab hier kann die Druckverteilung und das

Geschwindigkeitsfeld also eindimensional gerechnet werden. Tatsächlich ent­

spricht der Druckverlauf in sehr guter Näherung hier dem in GI. (4-25) angegebenen.

Für t ~ 0 ergibt sich die maximale Druckdifferenz ~ p zwischen der Ringraum-

seite des Kernmantels und der Innenseite (wo p = PA sei) bei r = O. Sein Wert

hängt stark von der Länge L ab. Mit zunehmender Länge nimmt ~ p ab, wie in

Abb.16 dargestellt. Für t = 00 ist der Druck am Kernmantel bei r = 0 gleich

dem Staudruck und damit etwa gleich PA. Hier ist die Belastung des Kernmantels

also Null (Innen==Außen-Druck am Kernmantel). Die größte Druckdifferenz d p

über den Kernmantel ergibt sich zur Zeit t = 00 bei r z 1.5 Rl, Diese maximale

Druckdifferenz ist sehr viel kleiner als man intuitiv annehmen würde. Auch

dieser Wert ist in Abb.16 als Funktion von L dargestellt.

Im Rahmen der inkompressiblen Potentialströmungstheorie ist die Belastung des

Kernmantels für t~lO msec'also vernachlässigbar klein im Vergleich zu dem Stoß,

der in den allerersten Millisekunden auftritt.

Während in größeren Entfernungen vom Stutzen die Druckverteilung über den

Querschnitt des Ringraumes nahezu konstant ist, ist dies in Stutzennähe nicht

der Fall. Hier muß daher die Variation in Richtung der Stutzenachse stets auf­

gelöst werdeno Andernfalls ergeben sich rechnerisch über den Kernmantel größere

Druckdifferenzen als in der Realität.
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0.1

0

2-9[f-Oi
Z

t 2·!a-Oi

2·*-01

2·O'.i:-Oi

H~-Oi

i·-H-Oi

HlE-Oi

8-77[-02
~
0

S-IH:-02 0.6

2·9[f-02

-01
-r

Abb. 13 Druckverteilung im Bereich des Übergangs Stutzen-Ringraum

zur Zeit t ~ 0 (ruhendes Fluid). Gezeigt ist ein kleiner

Ausschnitt. Der Ringraum erstreckt sich bis zu R2 = 7 m.

Die Isobarenwerte verstehen sich in Einheiten von PA-PB'
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Abb. 14 Druck- und Geschwindigkeits-Verteilung für t~OO.

Vergleiche auch Abb. 13.
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V1

t = CIO

S2

-:
K

- 0.1

0.5

0.25

0.75 I K__--..L. .........------------...
_-~ t =0

P-PB

A ~ PA -PB
1.

S1-0.15

. ~ ~-----------------------~._------

®

S2

®

0.364 ,
S1

-0.1 K
0

A

0.15
11-' -,11

0

o '7 ---------'\../ .....::.-.....- -~_- A -------

//
//

//

//
/

0.3~1y"""//

Abb.15 Wanddruck-Verlauf fUr verschiedene Zeiten im Übergang

Ringraum-Stutzen.
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0.7 ~P

PA-PS

0.6 0

\
x

0.5 \ o Nl = 10

x =20
0

0.4 \ t::. =30

x

\ t=O
0.3 0-,
0.2

°'6

s

0.1 _0

t =00 ::: 0.024
6 6 /

0
0.15 0.5 lO L [rn] 1.5

Abb. 16 Maximale Druckdifferenz über den Kernmantel als Funktion der

Bruchstutzen-Länge L für t ~ 0 und für t ~oo •
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4.3 Zweidimensionaler abgewickelter Ringraum. Original-Problem. Lösung

-----~~~~~~~_!~~~§~~~:~~~~~~;------------------------------------------

Bisher haben wir den Ringraum - abgesehen von der unmittelbaren Stutzennane -

nur eindimensional, also nur als Funktion des Abstandes r vom Stutzen aufgelöst.

Dies ist eine starke geometrische Vereinfachung. In diesem Abschnitt werden die

Einzelheiten des Ringraumes in seiner abgewickelten. ebenen Darstellung gemäß

Kap.4.l.l. Abb.5. erfaßt. Hierbei lassen wir zunächst die Einzelheiten des

Stutzen-Bereiches außer acht. Diese werden später durch Koppelung der Ergeb­

nisse für den Ringraum und den Stutzen erfaßt. Der Einfachheit halber beschränken

wir uns auf die Berechnung einer Hälfte des Ringraumes; die andere ist hierzu

symmetrisch. Wir betrachten also die Geometrie gemäß Abb.l?

®

®

® 8

(j) Yc G)CV+
x

r--- A .... 1 01IIII A--i

H

Abb.17: Skizze des zweidimensionalen Ringraum-Modells

Die verschiedenen Ränder numerieren wir mit CI) bis Cl) gemäß Skizze. In diesem

Fall haben wir also das Potential ~und den Druck p so zu berechnen, daß fol­

gende Randbedingungen erfüllt werden:
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':::: =0 } bei @
::> :::-

:::: :::-1
bei (4-36)

:: -

:;:;0 } bei @ 0) G)@ G)und

. ~
:::0

Der Radius R wird hier größer als der Rohr-Radius R1 gewählt (zu R=2~), da

der Bereich O~ I' ~ 2 R
1

bezüglich der zum Kernmantel senkrechten Richtung

ebenfalls werden wie bereits in Kap.4.2 geschehen.

Die rechnerische Erfassung dieses Bereiches bereitet einige

Wir haben es hier mit einem nicht rechteckigen Gebiet zu tun. Zudem ist der

Radius R

A=O

20 cm) wesentlich kleiner als die anderen Maße (hier H=8m.

der nicht rechteckigen Geometrie eignet sich nur die

Methode unmittelbar für dieses Problem.

Es ist jedoch möglich, das Problem so zu transformieren. daß anstelle der Funk-

,y) (Potential) und .y) (Stromfunktion) die inversen ~~ktionen

x (~ ) zu berechnen sind (inverses Problem). In diesem Fall handelt

es sich um ein rechteckiges Gebiet und wir können sowohl die

Methode als auch das Verfahren der finiten Differenzen verwenden. Hierbei erhalten

zudem die Maschennetzlinien aus

Potential- und Stromlinien. Siehe Kap.4.4. Zunächst soll hier das

lem .s ) und .y) werden.

4 2 Direkte

Die Berechnung der Potentialströmung mit LAPL ist im Prinzip extrem einfach.

Es ist der Rand in eine Anzahl diskreter Intervalle einzuteilen. wo-

zusammenfallen müssen. Die Koor-bei Ecken des Randes mit

dinaten der sind zusammen mit der des Rand-
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bedingungstyps (Dirichlet oder Neumann ) und dem Randwert • Für das vorliegende

Problem werden die einzelnen Ränder jeweils mit konstanten Intervallängen

unterteilt. Die Anzahl der Intervalle ergibt sich aus folgender Tabelle:

Bereich zahl der Intervalle

1 8*i

2 5*i

3 10*i

4 8*i

5 8-l<-i

6 8*i

7 5*i

Summe 52*i = N

Der Faktor i wurde variiert: i "" 1, 2.

Neben dem Potential YJ wird hier gleichzeitig die Stromfunktion l' berechnet,

mit

div grad ~ = 0

und Randbedingungen gemäß Abb.l8. Die Linien~=const sind orthogonal zu den

Linien If = const.

Der Wert ~ wird zunächst zu 1 angenommen und später entsprechend den Cauchy­

Riemann-Beziehungen berechnet gemäß
B

'1fg = J ;: (x;: Hf d) d) (4-37)
o

Die Routine LAPL 1 berechnet die Randwerte von 'f s l' und ~.grad Y' '
n . grad]b, soweit sie nicht durch die Randbedingung vorgegeben sind. Mittels

der Routine LAPL4 kann daraus 'f,"f sowie U=- :: I f>;:; -~ im Innern des be­

trachteten Bereichs und auf dem Rand berechnet werden. Die auf diese Weise be­

rechneten Linien ff = const und ~ = const sind in Abb.19 dargestellt. Es han­

delt sich hier um die Darstellung von Höhenlinien aufgrund eines Wertefeldes

für 'f und /\f an den Stützpunkten eines rechtwinkeligen Maschennetzes • Das

Maschennetz ist am Rand angedeutet. (Es handelt sich jedoch ausdrücklich nicht

um das Ergebnis einer Finit-Differenzen-Rechnung.) Die Ergebnisse sind nicht

sonderlich genau, wie man beim Übergang von i=l auf i=2 feststellt. Vor allem

fallen gewisse Knicke in den Linien Y'= const in Wandnähe auf. Diese Knicke sind



- 50 -

y
5 Y

B B
4>56

® .64'=0 4 .6q, = 0 A

3 x x

4>23 x=H H
I--A--I

Bereich Randbedingung

für ~ für "P

CD <p==V? =0 oy/d'T = 0f'B -

® dlf/"d (j :::: 0 1f:=~==0

G) O'f /0;; =- 0 JV =- '}VA == 0

® 'f = Y'A = 1 Orv/dx = 0
Ci) ~'f/d~ == 0 ~ z: '7j/o >0

® -0 ~/ x = 0 'Y x: -,vB
® OCfl/dj =0 ]V == 1'-'3

Abb. 18 Randbedingungen des Original-Ringraum-Problems
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aufgrund der reinen Integral-Methoden-Lösung. zahl der Intervalle

auf dem i~nd: N = 52.
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Abb. 19b Potential- und Stromlinien wie bei Abb.19a jedoch für N = 104.
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eine Folge der unterschiedlichen Bestimmungsgleichungen für

Bereichs sowie auf dem Rand.

im Innern des

Für das Innere gilt (siehe[19]

~ .L. :l
.2rr J=:-t

bzw. Anhang 1)

LP./ F. (X) +
l J J- I

Dagegen ist für den Rand

,( AI
lf (5) ::: - 2- 'f/ 1=". (X) -(- ~. 'D

J
. (~) XE

11 j::1 J J - I

wobei Dj(~) verschwindet, wenn x ~ 0 und x auf der Verlängerung des j-ten

Randstückes liegt. Im übrigen sei bezüglich der Symbole auf den Anhang ver­

wiesen. Im Rahmen dieser Formeln ist daher Y'(~) für ~ € 0 unabhängig von

dem vorgegebenen Randwert in den Rands tücken, auf deren Verlängerung sich

der Randpunkt ~ befindet. Für einen geringfügig in das Innere verschobenen

Punkt gilt dies dagegen nicht. Bei zu grober Diskretisierung des Randes

führt dies zu den in Abb.19 sichtbaren Knicken. Auch weichen die Integrale

T =
-~

7 =I --y- §
o

(4-38 )

über die Oberfläche, die eigentlich null oder zumindest klein sein sollen,

gegenÜber(~-~) und (~-1a)deutlich von Null ab:

i N IV'

1 52 1.53.10-3 0.54.10-3

2 104 -3 0.05.10-30.57 ·10

Die Ursache hierfür liegt in der starken Variation von in der Nähe des

Stutzens in den Bereichen (g) und Hier ist das Rechnen mit intervallweise

konstantem nicht zulässig. Auch variiert auf dem Randbereich , d s h ,

am Umfang des Stutzens,der Normalengradient von um etwa den Faktor zwei

und wird also ebenfalls nur schlecht durch die Annahme intervallweise kon­

stanter Gradienten erfaßt.

Da die Anzahl der Intervalle nicht beliebig gesteigert werden kann (der Rechen­

aufwand steigt mit N3 ) wurde nach anderen Wegen gesucht, die Genauigkeit der

Rechnung zu verbessern. Eine naheliegende Methode, die hier auch zum Erfolg

führt, ist die Benutzung einer analytischen Näherungslösung ~a' so daß
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die Randbedingungen zumindest näherungsweise erfüllt und numerisch nur

noch die Lösung ('f - Y'Q) bestimmt wird. Eine brauchbare Näherungslösung

wurde durch Überlagerung der Potentialströmungen infolge zwölf verschie­

dener Punkt-Quellen und -Senken konstruiert, die außerhalb des betrachteten

Bereichs gemäß Abb.20 angeordnet werden:

y

8

8~------...,

8

A-2H -A A H 2H-A

8-28 8

Abb.20: Quellen- und Senken-Anordnung der analytischen
Näherungs lösung

Diese Anordnung entsteht durch Spiegelung einer Quelle bzw. Senke in der

Stutzenposition (A,O) an den verschiedenen Rändern des betrachteten Bereichs.

Wird dieses Grundmuster in x- und y-Richtung unendlich oft periodisch wieder­

holt, so erhält man hierdurch die exakte Lösung des gesuchten Problems[4]

(mit der Ausnahme, daß anstelle des Kreises mit Radius R um (A,O) eine etwas

anders geformte Kurve, z.B. mehr eine Ellipse, entstehen wird). Bei Beschrän­

kung auf endlich viele derartige Quellen und Senken können wir daher eine brauch­

bare Näherungslösung erwarten. Dieses Vorgehen ist in seiner Grundidee das Singu­

laritäten-Verfahren.



- 55 -

Wenn r. der Abstand von einem Ort (x,y) innerhalb des Gebietes S zur i-ten
l

Quelle bzw. Senke ist, dann lautet das resultierende Potential

Q.
(.

wobei der Radius R willkürlich zu R=R
1

gewählt wird. Entsprechend lautet die.

Stromfunktion

(~
I.

19-. )
-c f 1L'o (4-40)

wobei ~I.' der Winkel zwischen der x-Achse und dem Radius vom i-ten Quell­

punkt zum betrachteten Punkt (x,y) ist. Der Winkel wird mittels ~.=iT.'~
-( '"

- f2,(X-x!.·)be""~~"'ill~+ w~b~~""""~rl r Konstant.en s Lnd rl';~ rl';~ 'I'ransf'crmat i onC<f) L "'-,: / .L C;v,L !'C v, V c;.L vl~ U-J.J.u. ,: .n.UlJ. ..;H.., J.J. ..... J.A. ..:> l,lU, u..J..C; U.J,..G ...l.J.. .lJ..;;:>.J.. J.. UJ(..l. V..L .l..J.

auf die Hauptwerte der inversen trigonometrischen Funktion erlauben. Die

Quellstärken Q. bzw. T. sind dem Betrage nach alle gleich a bzw. T mit Vor-
l l

zeichen entsprechend der obigen Skizze. Die Parameter Q, und T,1?o werden

so bestimmt, daß

und

bzw.

und

lfa (111 731,z) =1
:4-41)

1f'a (A+R 0)= 0I

"7fc. CA-RIO)=- -t

ist. Diese Bedingungen sind Spezialfälle der Forderungen ~I~ = const auf den

Rändern.

Diese analytische Näherung approximiert die tatsächliche Lösung bereits soweit,

daß die verbleibenden Randwerte für (Y-'fe. } nur noch maximal 2.3% der ursprüng­

lichen Werte und bei ("f -"ftl() noch 22% der ursprünglichen Werte ausmachen. Die

Linien ~ = const und ~ = const sind in Abb.21 dargestellt. Das schließlich

berechnete Gesamtergebnis für ~ und4f (mit analytischem Anteil und numerisch

bestimmtem Rest) zeigt Abb.22. Ein gewisser Restfehler ist hier in den Ecken

bei x=O erkennbar. Die Randintegrale gemäß Gl.(4-38) betragen jetzt aber nur

noch



0.80 1. 60 2.U,0 3.20 U.OO U.80 5.60 6.lJO 7.20 8.00

\.Jl
0\

.Abb. 21 Potential·- und Stromlinien im Ringraum aufgrund allein der

analytischen Näherung.
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i N
I I'f"l.f

1 52
-3 -0.39 .10-30.33·10

2 104 0.10.10-3 -3-0.02010

Sie liegen bezüglich I~ damit um den Faktor fünf unter den Werten ohne

analytische Teillösung. Abb.22 wäre damit eine brauchbare Darstellung der

Potential-Strömungs-Rechnung. Insbesondere entsprechen die Linien ~m const

den Isobaren zur Zeit t = 0 und die Linien 1?= const sind für alle Zeiten

t > 0 die Stromlinien.

Für die Auswertung (beispielsweise bei Integrationen der Drücke zur Be-

rechnung der result~enden Kräfte) ist jedoch die punktweise Angabe der

Werte rund 1? auf dem rechtwinkeligen Maschennetz unpraktisch, da der

interessierende Bereich in Stutzennähe nur ungenau - oder aber Bereiche an

anderen Stellen zu aufwendig erfaßt werden. Hierzu ist die explizite Be-

rechnung des von lf= const und 1? =const gebildeten krummlinigen Maschennetzes,

d.h.die explizite Bestimmung der Koordinaten (xi'Yj) der Gitter-Punkte wünschens­

wert. Dieses sogenannte inverse Problem wird im folgenden Kapitel behandelt.
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4.4 Zweidimensionaler abgewickelter P~ngraumJ inverses Problem,
--~---------------------------------------------------- - - - - - - - -

Lösung mittels Integral-Methode und Differenzen-Verfahren.----------------------------------------------------------

Von Thom u.Apelt [10J wurde gezeigt, daß zu dem komplexen Potential

mit

(4-42)

und (4-43)

außer in singulären Punkten auch die Urr~ehrung

4-44)

existiert, mit

und 4-45)

D.h. anstelle von ~ und 1t als Funktion von x und y können wir auch x und

y als Funktion von yund 1" berechnen" Während der x-y-Bereich unregelmäßig

umrandet war, ist der !.f-1' - Bereich für das inverse Problem ein Rechteck,

da 'f und 1f im x-y-Bereich jeweils zwischen 'fA"'-f und ~ =0 bzw. ~ =Dund -1f8
variieren. Die Randbedingungen für das inverse Problem werden anhand von

Abb.23 diskutiert.

Außer für Bereich Cl) sind die Randbedingungen die offensichtliche Umkehrung

der Randbedingungen des ursprünglichen Problems (s.Abb.18). Die Bedingungen

für Bereich (2) ergeben sich aus folgendem:

Die Randkurve (1) läßt sich darstellen als

x == A + R cos e
y R sin e (4-46)

mit dem Winkel e (O~ e f 1/) als Parameter.Multiplikation der ersten mit cos e
und der zweiten mit sin e und Addition liefert die erste Bedingung

(4-47)
Desweiteren folgt aus c const:

[-
d~' dl.bR - ~ J{A.., e + -' Cb:J0;;

o
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~ ~

4>56 5
~B ~B

6=n

CD t 6 6x =0 4 CD 6y= 0 "4

3 1. o. O. @ 4>23 3 1.

Bereich Randbedin n

oder

b ) ~;sine+ 5; cos8= 0 - ~~ cos8 + J; sinB = 0

(x - A) cos e + y sin e = R

@ C»)(/a~ =0 y = 0

Q) ox/() 'tf= 0 y = 0

® x = H d:J(dy==O
® ~X/d"f= 0 y = B

® x = 0 ~d/i7'f= 0

® -0 X/d"f = 0 y = 0

Abbo_23 Randbedingungen des inversen Ringraum-Problems
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Mit den bekannten Differentiationsformeln für die Umkehrfunktionen [25,S.124-125J

folgt hieraus:

. ~
~ e dAf'

Mit den CauchY-Riemannschen Bedingungen

dX d:J »»
01.(/ ::0 ~ Oy:' -

folgt weiter

......., dX. () oX L'1

~ {j ~ f C<h 17 11"Y' ::: 0 11 I

\ 4-49)

(4-50)

(4-51 )

Das gleiche Ergebnis erhält man aus:

d"f; a"f dX 'd"'f?g = o~ ,
d -r :=0 =- dY tt" -I- di ()..,- Ce7 e dX +- ~ e

d;/ . dY
Gu?() ~ f ~[) ~ :::0

Wir sehen damit, daß das inverse Problem für x mit dem für y verkoppelt ist.

Die Randbedingungen sind von kompliziertem Typ; insbesondere enthalten sie

den Winkel e als Unbekannte, wodurch die Randbedingungen nichtlinear werden.

Wir haben damit zumindest für dieses Beispiel das interessante Ergebnis:

Die Transformation eines linearen Problems mit nichtlinearer Geometrie

auf eine lineare Geometrie ergibt ein nichtlineares Problem.

Selbst wenn sich das nichtlineare Problem lösen ließe, blieben noch folgende

Schwierigkeiten: Die Werte von 'Ps, und~, , also den Koordinaten des Wechsels

im Randbedingungstyp sind im inversen Problem nicht berechenbar. Zudem ist der

wert'Yß nicht bekannt. Er kann erst aus der Lösung gemäß Gl. (4-37) berechnet

werden. Es scheint damit so, als ob die inverse Technik, die andernorts [10,7,

13,14J als so sehr hilfreich angepriesen wird und die aufgrund dieser Berichte

hier verfolgt wurde, bei Problemen wie dem vorliegenden nicht anwendbar ist.

Genauer muß gesagt werden, die inverse Technik kann nicht unmittelbar ange­

wendet werden. Denn in der vorliegenden Situation, in der wir das ursprüngliche

Problem bereits gelöst haben, lassen sich die Randbedingungsschwierigkeiten

umgehen. Wir kennen ja bereits die Werte für ~56' Y57 und ~Blsowie die Funk­

tion4f (8) auf dem gekrümmten Rand Cl) . Aus letzterem lassen sich mit Gl.(4-46)

die Umkehrfunktionen

berechnen.

und auf 1
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Damit ist dann die Lösung x( Cf, -r-) und y( y,1') determiniert und wir können

die Schnittpunkte (x. .=x( (J). , "\L..), y. j "" y( I.P. , 1"j )) des ..gewünschten
l,J r l rJ l, I l

Maschennetzes berechnen.ZUvor jedoch wollen wir aus der bereits bekannten

Lösung 'f(x,y) und ']t(x,y) die Linien x = const und)'= const im ~-1l-Diagramm

aufzeichnen, indem wir das aus

( (D.. =- Y; ( XL' I lJJ-)
Y'lJ

gebildete Maschennetz zeichnen. Dies ist in Abb.24·geschehen. Wir erkennen

hierbei die Stellen bei )056 und Y?67 als Singularitäten. In der Nähe dieser

Kanten hat das komplexe Potential des ursprünglichen Problems

(4-52)

den Verlauf1-0 = <.f -f <: "'f -:: 'l-U ( e ) I i!. z: X -h''';!

w N 2 Z

mit dem Resultat, daß hier sowohl Wals auch die ersten Ableitungen im Eck-

punkt verschwinden. Das inverse Problem liefert jedoch
.(12.

Z IV 1.0 (4-53 )

was bedeutet, daß hier die Ableitungen nicht stetig variieren.

Diese Singularitäten erweisen sich nun als zusätzliche Barriere bei der Lösung

des inversen Problems - zumindest mit der Integral-Gleichungs-Methode LAPL.

Die Annahme stückweise konstanter Ableitungen ~·grad x und ~.grad y ist in

der Nähe der Singularitäten unbrauchbar. Die Auswirkung zeigt Abb.25 in dem

das mit LAPL berechnete Maschennetz dargestellt ist. Im Prinzip ließe sich

vielleicht auch dieses Problem lösen, wenn wie bei dem ursprünglichen Problem

Näherungslösungen xa ( s 'Y') und Ya (r ' "f) gefunden werden könnten"

die zumindest diese Singularitäten explizit wiedergeben, so daß das verbleibende

Problem für keine Singularitäten aufweist. Dieser Weg wurde versucht unter

Verwendung von Beziehungen der Art

- -1 11'< j-
i:. :::: j A'A {1AJ -~ +.:!..._, -, A,z

mit
=



f

o
o

(J) 'P67 ® 'PS6

- 'P

®

0\
\.N

Abb. 24 Linien x = const und y = const in 1V-Koordinaten. Die Höhenlinien

entsprechen den x- bzw. y-Werten wie sie für das in Abb. 19a

gezeigte Mascheru1etz verwendet wurden.



Abb. 25a Das mit der Integral-Methode aus der inversen Formulierung

berecru1ete Maschennetz. N = 52.
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und Faktoren Al und A2 die anhand der ursprünglichen Lösung in der ~ähe der

Eckpunkte so bestimmt werden können, daß dort etwa gilt W=A...,l:'f-c..J4

bzw. W "" Al t 'I.+"W..z • Damit wurde zwar - wie Abb. 26 zeigt - das Ergebnis im

Bereich der Eckenbesser, dafür aber um so ungenauer für die eigentlich

interessierenden Bereiche Cl) und ~ .

Das Integralverfahren erwies sich damit für das inverse Problem wegen der

darin auftretenden Singularitäten als unbrauchbar.

Das letztlich befriedigende Ergebnis gemäß Abb.27 wurde schließlich durch

Kombination der direkten und inversen Methode gewonnen. Hier wird das Ergebnis

der inversen Rechnung mit einem Ergebnis gemäß Abb.25 als Ausgangswert für eine

benutzt. Die Iteration hat das Ziel,

(4-54)

Gleichungen

iterative Bestimmung der x~ ~ und y~ ~
.L,.) .L • .)

die Lösungen x.. und y. j der beiden nichtlinearenl,J 1, ,
;:; 0= lf (X-<.,/ J' ) ~"I).} )"0<.'

I
():= i >. ) /11., ==0a t1.f A..'IJ') ?J'iJ' IJ

zu bestimmen, wobei die Funktionen ~(x,y) und ~(x.y) aus der Lösung des

ursprünglichen Problems hervorgehen. Die Iteration benutzt das Newton-Schema

)

11
X, '

(~::: Y1:- 1,.2 ...
I I

(4-55)

mit der Frechet-Matrix

T c-:
-<IJ f

(4-56 )

Aufgrund der Cauchy-Riemann-Beziehungen gilt:

T= (4-57)

mit

(4-58 )



Abb. 26a Das mit der Integral-Methode aus der inversen Formulierung

berechnete Maschennetz bei Erfassung der Eck-Singularitäten.

N ::::: 52.

0'\
--J





Abb. 27a Das mit der Integral-Methode iterativ bestimmte Maschennetz.

N = 52.

0\
"-0
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Die Determinante verschwindet lediglich in den sigulären Punkten, für die wir

aber die x- und y-Koordinaten schon kennen. Ansonsten

eT}

! 4-'59 )\ - -

Diese Iteration führt nach ca. 10 Iterationsschritten zu dem in Abb,27 gezeigten

Ergebnis.

4.4. mittels finiter Differenzen und cher Reduktion

Ausgehend von den Randwerten 56, )-067, 'fBund x(l'). y(-r-) für Bereich

kann das inverse Problem besonders einfach mittels finiter Differenzen gelöst

werden. Hierzu unterteilen wir das Rechteck (0,1) x (0, ) im 1? -Raum in

finite Maschen, wobei wir in 1'--Richtung konstante Maschenweiten..ö -=

und in Cf -Richtung konstante oder variable Maschenweiten wählen können (hier

wurden konstante gewählt, tJlf =ljM). Wir erhalten dann aus dx=O bzw. y=O

ein lineares Gleichungssystem für die x .. und y... Wenn nicht der Typ der
l,J l,J

Randbedingung am Rand bei ~=rB zwischen Neumann- und Dirichlet-Typ wechseln

würde, ließe sich das entstehende lineare Gleichungssystem unmittelbar mittels

zyklischer Reduktion lösen. Da es nur die relativ wenigen Gleichungen für

diese Randstücke sind, die Schwierigkeiten machen, können wir auch hier wieder

die Kapazitäts-Matrix-Technik anwenden und das Problem unter mehrfacher Be­

nutzung der zyklischen Reduktions-Routine POIS[23]direkt (also nicht iterativ)

lösen. Das Ergebnis zeigt Abb.28. Es weicht insofern von Abb.27 ab, als hier

mit konstantem IJI.f und nicht wie bei der Integral-Methode mit variabler Dis­

kretisierungsweite gearbeitet wird. Der Verlauf der Linie =const und =const

stimmt jedoch im wesentlichen bei beiden Rechenergebnissen gut überein.

Wir können damit feststellen, daß das Verfahren der finiten Differenzen gegen­

über Singularitäten in der Randbedingung weitgehend unempfindlich ist, was

es vorteilhaft von der Integral-Methode unterscheidet.
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Die Zeitkonstante ~ für den Ringraum alleine ist nur von theoretischem

Interesse, da wir bereits in Kap.4.1 gesehen haben, daß das transiente Ver­

halten vorwiegend von der Stutzen-Länge abhängt. Dennoch wurde ~ berechnet

für

H = 8m, B = 4m, R = O. 2m I (~- f
E

) /.f = 10 7' #'VI </.s 2.,

Das Ergebnis ist

1:::::
-3

-10. S' x /0 s .

Dieser Wert ist relativ hoch, da hier eine große Wassermasse in der Umgebung

des Stutzens auf die maximale Geschwindigkeit (141 m/s) beschleunigt werden

muß. Aus der Analyse des Ringraumes alleine kann daher nicht auf das transiente

Verhalten des gesamten Problems geschlossen werden.
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4.5 Dreidimensionale Analyse durch Kopplung der zweidimensionalen Ringraum­

und stutzen-Modelle.

4.5.1 Geometrie und Randbedingungen-----------------------------------

In diesem Abschnitt benutzen wir die Verfahren zur Berechnung der Potential­

strömung im Stutzen einerseits und im Ringraum andererseits unter Verwendung

der Kopplungstheorie gemäß Kap.2.6 zur Berechnung des prinzipiell drei-dimen··

sionalen Ringraums plus Stutzen. Hierzu berechnen wir die Stutzenströmung

wie beschrieben in r-z-Koordinaten. Der betrachtete Außenradius wird zu

R
2

= 2 R
l

angesetzt, da wir zuvor in Kap. 4.2.4 festgestellt haben, daß für

größere Radien die Variation über die Ringraum-Breite vernachlässigbar ist.

~lr r)R = R
2

berecp~~en wir die PotentialströwJng des abgewickelten Ringraumes

in x-y-Koordinaten gemäß Kap.4.3 bzw. 4.4. Bei gleicher Ringraumbreite s ist

damit die Flächengleichheit an den Kopplungsflächen gegeben. Problematisch er­

scheint lediglich die Randbedingung am Übergang Ringraum (Fläche Cl) - Stutzen

(C2 ) . Bei Cl ist der Geschwindigkeitsvektor zwar ebenso wie bei C2 in r-Richtung

ausgerichtet. Der Betr~g der Geschwindigkeit ist in Cl jedoch winkelabhängig,

während er bei C2 geringfügig abhängig von der z-Richtung ist. Bei der Koppelung

müssen wir uns also mit einer integralen Kopplungsbedingung in dem Sinne begnügen,

daß der über Cl fließende mittlere Volumenstrom gleich dem mittleren Volumen­

strom bei C2 ist und analog, daß die über Cl und C2 gemittelten Drücke gleich

sind. Eine genauere Betrachtungsweise ist nur bei dreidimensionaler Auflösung ­

insbesondere des Stutzens - möglich. Wir müssen zwar damit rechnen, daß wir

mit der zweidimensionalen Methode einige interessante Strömungsdetails nicht

erfassen. Die Erfahrungen mit der sicher noch gröberen eindimensionalen Er­

fassung des Übergangs Ringraum-Stutzen lehrt jedoch, daß die damit in Kauf ge­

nommenen Fehler für das integrale Verhalten sicher klein sind; klein zumindest

gegenüber den sonstigen Fehlern bei Simulation der Strömungen als inkompressible

Potentialströmung.
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4.5.2 Transientes Verhalten------------------------------

Das transiente Verhalten der Potentialsträmung in den beiden gekoppelten

Bereichen wird gemäß Kap.2.6.3 berechnet. Hierbei wurde folgender Fall be­

rechnet:
H = 3m, A = 0.3m, B = 4m, R = 0.2m. R1 = O.lm, s = 0.15m, L

(PA - PB) = 100 bar.

variabel.

Hierfür erhalten wir eine Zeitkonstante wie in Abb.29 dargestellt.

Für L = 1m und (PA -PB) = 100 bar ist T demnach 7:-:::1 3 msec. Für(PA - PB) = 60 bar

ist T::::: 13 m sec.

Die Maximalgeschwindigkeit am Stutzen-Austritts-Querschnitt ergibt sich rech­

nerisch für (PA-PB) = 100 bar auch hier zu u = 141.4m/s, was dem Ergebnismax
einer Rechnung nach Bernoulli entspricht.

4.5.3 Druckverteilung und resultierende Kräfte bzw. Biegemomente--------------------------------------------------------- ....-------

Für die in 4.5.2 definierten Bedingungen ist die mittlere Druckdifferenz zwischen

Ringraum und Innenraum beim Radius r = 0.2m = R und für L = 0.9 m zur Zeit

t ~ 0

t~oo

Für große Zeiten, in der Praxis also für t ~ 20 msec,ist die Druckdifferenz

über den Kernmantel also nahezu vernachlässigbar klein - in Übereinstimmung

mit den Ergebnissen gemäß Kap.4.2.4, Abb.16. Aus der berechneten Druckver­

teilung können nun die am Kernmantel wirkenden Kräfte und Biegemomente bestimmt

werden. Wir erhalten
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Abb. 29 Zeitkonstante ~ der gekoppelten Ringraum-Stutzen - Strömung

als Funktion der Stutzen-Länge L.
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If 'B

k-p ::- 2.. S J tJ-r r», (j) d» 011/
)(:::0 d=o

K '::. .z JJf J8 tJp o, lJ) ~ (lisD
) clx cl;;

o o

11-p =- 2. /l 410 (>;i) X c/> dd

11 ::. ,( JH Jl3
~ r (0'd) U1) (y~ 1I ) X dx cl)

() Ö

Hierbei ist

(4-60 )

(4-01)

(4-62 )

(4-63 )

K die resultierende Druckkraft in Richtung der Kernmantel-Normalen
P

K die resultierende Querkraft entgegen der Stutzenrichtung

M ein Platten-Eiegemoment
P

M das am Kernmantel um x = 0 herum wirkende Biegemoment

Die berechneten Werte schließen die Integration über den Stutzenbereich mit ein.

Die numerischen Ergebnisse für t~O lauten

L K K M MP P
[ m ] [103Mp ] [103 MpJ [ 103MpmJ [ 103MPm]

0.221 17.1 1.420 45.2 1.64

0.371 12.4 1.035 32.9 1.196

0.596 8.85 0.746 23.4 0.794

0.896 6.39 0.538 16.9 0.573

In normierter Form sind die realistischeren Werte Kund M als Funktion von L

in Abb.30 aufgetragen. Für L = 1m und (PA-PB) = 60 bar ergibt sich daraus

beispielsweise



0.03

0.02

0.01

MI[ ( PA - PB ) . F . A]

KI [ ( PA - PB ) . F ]

F:: 2nRH
H::8m

Ä:: 0.8m

R::: 1.3m
s :: 0.15 m

s
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x

o K

H

t ~ 0

0.15 0.5 1.0 L [m]

Abb. 30 Normierte maximale Kraft Kund Biegemoment M am Ringmantel

als Funktion der Stutzen-Länge L.
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K = 300 Mp

M = 320 Mpm

Man kann wohl vermuten, daß diese für inkompressible strömung errechneten

Werte zumindest für kleine Zeiten (t ~ T) obere Schranken für die tatsäch-

lichen Belastungen darstellen, da im inkompressiblen Fluid die "Entlastungs­

welle" sich mit unendlicher Schallgeschwindigkeit ausbreitet und also die

Belastungen schlagartig auftreten, während im kompressiblen Fluid diese

Vorgänge langsamer und "weicher" ablaufen. Ein Beweis für diese Vermutung

sowie eine Aussage über die Belastungen zu späteren Zeiten, wenn im realen

Zustand Reflektionen der Entlastungswellen zu erwarten sind, kann hier je­

doch nicht erbracht werden. Diese Fragen werden in einer folgenden Arbeit,

in der kompressible und inkompressible Rechnungen verglichen werden, zu

entscheiden sein.
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5. Zusammenfassung

Dieser Bericht besteht aus vier Teilen.

Der erste Teil beschreibt ein aktuelles Reaktorsicherheits-Problem - das

HDR-Blowdown-Experiment - und motiviert die vorliegende Potentialströmungs­

untersuchung.

Der zweite Teil beschreibt die Theorie zur Berechnung des instationären Ge­

schwindigkeits- und Druckfeldes in beliebig geformten Strömungskanälen mit

starren Wänden. Es wird gezeigt, daß alle diese Felder mittels dreier Laplace­

Gleichungen mit unterschiedlichen Randbedingungen beschrieben werden. Bei kon­

stanten Druck-Randbedingungen entwickelt sich das Geschwindigkeitsfeld an jeder

Stelle wie

wobei die Zeitkonstante Tallein aufgrund der Randbedingungen und dem resul­

tierenden Potential und dessen Gradienten an den Rändern des betrachteten

Bereiches bestimmt werden kann.

Danach wird gezeigt, wie aus der Kenntnis der Potentialströmung für zwei oder

mehr einzelne Strömungskanäle auf die Potentialströmung geschlossen werden kann,

die sich bei Aneinanderreihung der Kanäle einstellt. Dies betrifft insbesondere

wieder das transiente Verhalten.

Der dritte Teil gibt eine kurze Übersicht über Verfahren zur numerischen

Lösung der auftretenden Laplace-Gleichungen. Insbesondere erwähnt und gegen­

übergestellt werden das finite Differenzenverfahren mit dem zugehörigen direkten

Lösungsverfahren der zyklischen Reduktion sowie ein auf der Integral-Methode ba­

sierendes Verfahren LAPL. Für letzteres werden in einem Anhang zu diesem Bericht

geeignete PL(l-Unterprogramme angegeben. Die genannten Verfahren werden nur für

zweidimensionale Probleme beschrieben.

Im vierten Teil behandeln wir beispielhaft einige transiente Potentialströmungs­

probleme in für die HDR-Blowdown-Experimente typischen Geometrien. Hierbei sind

wir uns über die erheblichen physikalischen Vereinfachungen, die hierzu erforder­

lich sind,im Klaren. Insbesondere wird die Ausbreitung von Druckentlastungs ­

wellen hier nicht erfaßt. Wohl aber werden die durch die Trägheit des Fluids

auftretenden Beschleunigungseffekte erfaßt. Ein wesentliches Ergebnis besteht

darin, daß die Zeit zur Erreichung einer quasi-stationären Strömung hoher
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Geschwindigkeit für HDR-Bedingungen in der Größenordnung von 10 msec liegt.

Diese Zeit hängt im wesentlichen von der Länge des Stutzens ab. Die Kürze dieser

Zeit ist einerseits durch die großen Druckdifferenzen bestimmt; andererseits

ist sie aber eine Folge der Tatsache, daß aufgrund der starken Strömungsquer­

schnittsänderung beim Übergang Ringraum-Stutzen die Trägheit des gesamten Fluids

nahezu alleine von der im Stutzen-Rohr befindlichen Fluidmasse bestimmt wird.

Diese ist aber bei kurzen Rohrlängen so klein, daß die Beschleunigung auf maxi­

male Geschwindigkeit in so kurzer Zeit erfolgen kann. Die Beschleunigungszeit

von 10 msec ist von etwa gleicher Größenordnung wie die Zeit in der eine Druck­

entlastungswelle einmal durch den gesamten Druckbehälter wandert. Wir können

hier also die dynamischen Vorgänge nicht in eine akustische Phase und eine

später ablaufende Beschleunigungsphase aufteilen. Beide Effekte laufen gleich­

zeitig ab.

Die Berechnungen im vierten Teil erfassen zunächst ein einfaches Modell,mit

dem der Ringraum und Stutzenbereich eindimensional und - unter Verwendung der

Koppelungstheorie - analytisch beschrieben werden kann. Die hierbei gewonnenen

Ergebnisse erweisen sich später bezüglich Geschwindigkeits- und Druckverteilung

sowie Zeitkonstante trotz der stark vereinfachten Geometrie im Vergleich zu

mehrdimensionalen Rechnungen als sehr genau.

Nicht erfaßt werden dabei die Vorgänge in unmittelbarer Nähe des Überganges.

Eine zweidimensionale Rechnung mit dem Verfahren der finiten Differenzen zeigt

hier negative Drücke, die in der Realität zu Kavitation führen. Obwohl die Kavi­

tation hier nicht erfaßt wird, kann angenommen werden, daß diese die vorliegenden

Ergebnisse nicht in ihrer Größenordnung ändern, da offenbar Strömungsvorgänge

in ge8metrisch kleinen Bereichen keinen großen Effekt haben.Die am Kernmantel

wirksame Druckdifferenz wird von eindimensionalen Rechnungen überschätzt. Sodann

befassen wir uns mit dem Ringraum als zweidimensionales ebenes Problem. Wegen

des kreisförmigen Stutzenübergangs ist der Strömungskanal in diesem Fall nicht

rechteckig. In dieser Geometrie ist die Integral-Methode gut anwendbar. Aller­

dings ist die Verwendung einer analytischen Näherungslösung notwendig, um die

Approximations-Fehler, die nur linear mit der Anzahl der gewählten Randintervalle

kleiner werden, in Grenzen zu halten. Zur Bestimmung der Schnittpunkte x, y des

aus Potential- und Stromlinien gebildeten orthogonalen krummlinigen Maschennetzes

versuchen wir, das inverse Problem zu lösen. Wir finden, daß dies wegen der auf­

tretenden Rand-Singularitäten nur bei Kenntnis der Lösung des Original-Problems

möglich ist. Inbesondere wurde aus dem linearen Original-Problem mit nichtlinearen



- 82 -

Rändern ein nichtlineares inverses Problem mit linearen Rändern. Die

Integral-Methode erweist sich zudem als äußerst empfindlich gegenüber den

Rand-Singularitäten. Das Finit-Differenzenverfahren ist demgegenüber unempfind­

lich. Die für Ringraum und Stutzen zweidimensional gewonnenen Ergebnisse werden

schließlich - wieder unter Verwendung der Koppelungstheorie - zur Analyse des

gesamten dreidimensionalen Problems herangezogen. Hieraus werden die am Kern­

mantel wirkenden Kräfte und Drehmomente als Funktion der Bruchstutzen-Länge

berechnet. Maximale Kräfte von 300 Mp und Momente von 320 Mpm sind typisch

für das HDR-Problem.

Insgesamt erweist sich die Theorie inkompressibler Potentialströmungen als sehr

hilfreich beim Studium der grundlegenden transienten Strömungsformen in einer

komplexen Geometrie.
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A n h a n g

LAPL, PL/1-Unterprogramme zur Berechnung zweidimensionaler Potential­

strömungen nach der Integral-Methode.

A 1. Grundlage

Das Unterprogramm LAPL1 berechnet näherungsweise die Lösung u(x,y) der

Laplace-Gleichung

a~ u o,»: (/'tI.{.K,~/ o (A-l)(/ + ~ 0 ( ~ "J) ~ (/t.-

dX1.. d v'
auf dem Rand cfd eines einfach zusammenhängenden Bereiches u?- nach der

"Basic integral equation method It von Papamichael und Symm [1 J. Die Unter­

programme LAPL2, LAPL3 und LAPL4 benutzen die Ergebnisse von LAPLI und be­

stimmen die Lösung u(x,y) sowie die Ableitungen d1A/d'x / dt</d:J (~1J)

an einem beliebigen Punkt (x,y) im Bereich JL oder auf dessen Rand Jcfl .

Das Verfahren beruht auf der Annahme, daß der Rand crue stückweise glatt ist

und auf dem Rand sowohl die Lösungsfunktion u als auch ihre Ableitung u' in

Richtung der inneren Normalen ~ zu cf~ stetig sind. Der Rand sei zudem in

endlich viele Intervalle unterteilbar, wobei in jedem Intervall entweder u

(Dirichlet-Randbedingung) oder die Ableitung u' (Neumann-Randbedingung) vor­

gegeben ist.

Jt

Die Lösung u(x,y)=u(E), wobei E ein beliebiger Punkt der x-y-Ebene ist, erfüllt

gemäß [19J folgende Integralgleichung:

(A-2 )
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Hierbei ist g ein Punkt auf dJl.. und dg das differentielle Inkrement von cfJL
bei g;~[fJist der Winkel durch den der Vektor g-E rotiert, wenn g einmal

vollständig cfJI... gegen den Uhrzeigersinn durchläuft. n.u.. für EE: JL ist

~ (oE )=21r; für E ~ rSJl ist ~ (E) der Winkel intfl. zwischen den Tangenten

an ercfl beiderseits von E; falls JJl. bei E. glatt ist, ist ~ ( f> ) z: 7r.

Die numerische Methode basiert auf folgendem Vorgehen:

(A-3 )VJ (tL.) - ({~.)~. = 0

i= ~'<""/ N

1.(.
J

tv
F'(~')+L

J -" J:::A
mit

Wir unterteilen den Rand crue in N glatte Intervalle I., i=1,2, .•• ,N, und zwar
l

so, daß Ecken oder Wechsel in der Art der Randbedingung an den Unterteilungs-

punkten liegen. Wir approximieren die Werte u und u' durch Konstante u. und
l

u'. in jedem Intervall; die Hälfte dieser Werte ist durch die Randbedingung
l

gegeben. Aus (2) folgt dann:

N I

L 1A.
j:::.4 J

der als gerade Strecken approximierten Intervalle I
i

(A-4 )

Zusammen mit den Randbe-

~ /J-j','/ 01 er

f (:Jd{ Ij -J.l 01 Cf

= S
T·-J

:= -.1
I .
-.I

sind analytisch auswertbar [19J.Diese Integrale

q. den Mittelpunkten
-l

und L- 19_7

F· [ f1 .)J -,

~. (!f,')

dingungen stellt Gl.(3) ein lineares Gleichungssystem dar für die NUnbekannten

u j bzw. U'j ; j = 1,2, ••• ,N

(je nach Randbedingung im j-ten Intervall).

Dieses Gleichungssystem wird in LAPL1 aufgestellt und gelöst.

Die (Näherungs-)Lösung u(p) an einem beliebigen Punkt p folgt dann aus

'lA (f» = 7~!') ~f ("'/ r:,ff)f 1t,; Z!J (f~ (A-S)

GI.(S) wird in LAPL2 und LAPL3 ausgewertet. LAPL4 berechnet gleichzeitig mit

u(E.) auch die Ableitungen von u(E) nach x und y.
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A 2.Aufruf, Ein- und Ausgaben, Beschränkungen

2.1 IAPL1

Zweck: Aufstellung und Lösung des linearen Gleichungssystems zur Bestimmung

aller Randwerte.

Aufruf:

DCL IAPL1 ENTRY (BIN FIXED(15),

(*,*) BIN FLDAT (53),

(*) BIN FIXED (15),

(*) BIN FLOAT (53),

(*) BIN FLOAT (53) )

EXTERNAL;

DCL(U(N,2),X (N),Y(N)) BIN FLOAT(53), (N,ID(N)) BIN FIXED(l5);

CALL LAPL1(N,U,ID,X,Y);

Eingabe:

N Anzahl der Intervalle auf dem Rand.

X(I) x-Koordinate des Beginns des i-ten Intervalls.

Y(I) y-Koordinate des Beginns des i-ten Intervalls.

ID(I) Indikator für Typ der Randbedingung im i-ten Intervall:

ID(I) = 1 - Dirichlet.

ID(I) = 2 4 Neumann•

U(I,l) falls ID(I) = 1: Wert der Dirichlet-Randbedingung,

sonst ohne Bedeutung.

U(I;2) falls ID(I) = 2: Wert der Neumann-Randbedingung,

sonst ohne Bedeutung.

1=1,2, ••• , N•

z .B.

1

7

5

N = 7
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Das i-te Intervall ist die Strecke von

[X(I),Y(I)] bis [X(IP1) Y(IP1)]

wobei

IP1 {
I +1

- 1

für I .( N,
für I = N.

Die Intervall-Numerierung ist so zu wählen, daß der Rand mit steigendem

Index entgegen dem Uhrzeigersinn durchlaufen wird.

Ausgabe:

Bei der Ausgabe enthält

U(I,l) den Wert u im Intervall

(von LAPL1 berechnet, falls ID(I)=2),

U(I,2) die Normalen-Ableitungen u' im Intervall

(von LAPL1 berechnet, falls ID(I)=l).

Alle anderen Eingabe-Parameter sind unverändert.

2.2 IAPL2

Zweck: Berechnung der Lösung u(E) im Inneren für gegebene Randwerte.

Aufruf:

DCL IAPL2 ENTRY ( BIN FLOAT (53),

BIN FLOAT (53),

(*,~) BIN FLOAT (53),

(*) BIN FLOAT (53)

(*) BIN FLOAT (53)

BIN FIXED (15),

BIN FLOAT (53))

EXTERNAL;

DCL(XQ, YO,U(N,2) ,X(N) ,UP,X(N),Y(N) )BIN FLOAT( 53), N BIN FIXED( 15)

CALL IAPL2 (XO,YO,u,x,y,N}UP)
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Ausgabe:

XO, YO

U

x, Y, N

UP

UP

Koordinaten des Punktes E für den die

Lösung gesucht ist.

Dirichlet und Neumann-Werte; wie von LAPL1

berechnet.

Wie bei Eingabe zu LAPL1.

ohne Bedeutung.

Lösungswert u(E);

alle anderen Parameter sind unverändert.

2.3 IAPL 3

Zweck:

Aufruf:

Gleichzeitige Berechnung der Funktionswerte u(E) und v(E) im Innern

für zwei Sätze von Randwerten U und V.

DCL LAPL3 ENTRY (BIN FLOAT(53),

BIN FLOAT(53 ),

(*,*)BIN FLOAT(53),

(*,*)BIN FLOAT(53),

(*)BIN FLOAT(53),

(*)BIN FLOAT(53),

BIN FlXED( 15),

BIN FLOAT( 53),

BIN FLOAT( 53) )

EXTERNAL;

DCL (XO, YO, U(N,2), V(N,2 ),X(N), yeN),UP, vr )
BIN FLOAT(53 ),

N BIN FIXED(15);

CALL LAPL3 (XO,YO,U,v,x,Y,N,UP,VP);
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Eingabe:

XO,YO,U,X,Y,N,UP wie bei LAPL2

V Randwerte analog zu U für ein zweites Problem

VP ohne Bedeutung

Ausgabe:

UP Lösungswert u(E) zu U

VP Lösungswerte v(E) zu V

Bemerkung: Durch gleichzeitige Berechnung von UP und VP kann erheblich Rechen­

zeit eingespart werden, da viele Operationen unabhängig von den

Randwerten sind.

2.4 LAPL4

Zweck: Berechnung zweier Lösungswerte u(E) und v(E) für zwei verschiedene

orthogonale Randwertsätze U und V sowie Berechnung der Ableitungen d'4/dX
und d'l(/dj ( ?Jv/J~ und dVß) können aus den Cauchy-Riemann-Beziehungen ermit­

telt werden).

Aufruf:
•

DCL LAPL4 ENTRY (

BIN FLOAT(53), BIN FLOAT(53),

(*,*)BIN FLOAT(53),(*,*) BIN FLOAT(53),

(*)BIN FLOAT(53), (*)BIN FLOAT(53),

BIN FLOAT(15),

BIN FLOAT(53), BIN FLOAT(53),

BIN FLOAT( 53), BIN FLOAT( 53) )

EXTERNAL;

DCL

(XO, YO, U(N,2), V(N,2),X (N), Y(N),

UP ,VP, UDX,UDY) BIN FLOAT(53),

N BIN FIXED(15);

CALL LAPL4(XO,YO,U,V,X,Y,N,UP,VP,UDX,UDY);
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Eingabe:

wie bei LAPL3,

UDX, UDY ohne Bedeutung.

Ausgabe:

wie bei LAPL3, zusätzlich

UDX Ableitung: d 1.( (rJ /dx

UTW Ableitung: d't«(f)!d'd

2.5 Achtung:

Die Feldlängen (N) werden abgefragt. Bei abweichenden Längen wird eine

Fehlermeldung gedruckt und die Programm-Ausführung beendet. In LAPL2,

LAPL3, LAPL4 wird geprüft, ob .E. 6(J'L u cfeIL) ist. i"all s .E. außer-ha.Lb

des Bereiches und nicht auf dem Rand liegt, wird die Programm-Aus­

führung nach einer Fehlermeldung abgebrochen.

2.6 Beschränkungen, Speicherbedarf, Rechenzeit, Genauigkeit, Unterprogramme

Die Routine LAPLI benutzt intern eine N-I(- (N+1) Matrix doppelter GenauLgke i, t

(BIN FLOAT(53)) zur Aufstellung des linearen Gleichungssystems . Die Lösung

des Gleichungssystems wird mit LINSYSP[24] bestimmt. Die Größe dieser Matrix

determiniert im wesentlichen den erforderlichen Speicherplatz; der Hauptanteil

de~ Rechenzeit wird in LINSYSP benötigt. Das Unterprogramm LINSYSP erwartet

im Wesentlichen eine Matrix A(N,N+1) mit den Koeffizienten des linearen Glei­

chungssystems und in der letzten Spalte die Werte der rechten Seite. An dieser

Stelle wird die Lösung zurückgegeben. Die Werte der Matrix A werden in LINSYSP

verändert. Weiterhin werden die Unterprogramme FJDJ und FJDJS verwendet, die

zu diesem Paket dazugehören und im folgenden gelistet werden. Mir N=120 be­

trägt die Rechenzeit etwa 15 Sekunden. Die Approximationsfehler variieren wie
-1N .
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A 3. PL/l Programm-Listen von LAPLl-LAPL4 und deren Unterprogramme

FJDJ und FJDJS.

LI' PLI:
PRnC(~~fU, ID,X,Y};

DCL
HBOUND ßUILTIN;

DCl
LBDUND BUIlTIN;

DCL
FJ)J ::NTRY (BIN FLOAT(53) ,BIN FLOAT{53J,BIN FlOAT(53),BIN FlOAT(S3
),BIr'll FLOAT(531,BIN FLUAH53hBIN FlOAHS3l,BIN FlOAH53))
EXTERNAl;

OCl
lINSYSP ENTRY (*,*l BIN FlJAT(S3I,BIN FIXED,BI~ FIXEO,BIN FIXED,

BIN I:lOAT( 53), IHN Fr XEO,BIN fiXED) EXTERNAl;

1* A- KQEFFIZIENTENMATRIX,R-RECHTE SEITE

DCl
(LO~tACOS,ATAN) BUILTIN;

oel
I XD , Xt , X2, Y0 ,Y 1 , Y2 ,F J , DJ , PI t A« r~ f N" 1) , R «N ) , 0 ET , U« *, *» t x «* ) .v« *) )
BI\! FLOAHS3);

OCL
(I,J,IP1,JP1,N,IfH*J,l,IR,IV) BIN FIXEOnSJ;
IF IHBOUNDIX,ll,=NIHBDUN){Y,lJ,=NIHBOUNO(U,lJ,=NjHBOUNOlU,2),=2

!HBOUNDlID,ll,=NJ THEN
00;

pur SKIP lIST{'FEHLERHAFTES I-mOUND IN lAPlIIJ;
S TOP;

END;
IF (lBUUND(X,l ) ...=lllBOUNDIY, u ...=lIlBOUNDCU, 1 )-.=lllBOUNO( U.,2)-.=1

Il30UNOlID,U ....=l) THEN
00;

pur SKIP LIST(' FEHLERHAFTES LBOUND IN LAPll');
S TOP;

END;
R==O .. ;
00 1=1 TO N;
PI=O .. ;

IF I==N THEN
I P 1= 1 ;

ELS E
IPI=I+l;

IF(X(I }=X( ir n & YC I}==Y( Iri) ) THEN 00;
pur SKIP lISTC' lWFI BENACHBARTE PUNKTE SIND IDENTISCH I~ LAPlllj;

STOP;
END;
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XO=(XII)+X( IP!) )/2.. ;
YO=(Y(I)+Y( IP!) )/2.;
00 J=l Ta N;

IF J=N THEN
JPl=l;

ELSE
JPl=J+l;
Xl=X(J);
Yl=Y(J);
XZ=XIJP1).
Y2=Y( JP U ;
(ALL FJDJ(X),YO,X1,Yl,XZ,Y2,FJ,DJ);
I F IO« J) =1 THEN

00 ;
R« I ) =R (I ) -OJ*U« J, 1 );
AII,J)=FJ;

END;
ELSE

00 ;
R« I ) = R« I )- F J -u «J , 2 ) ;
A( I , J) =0 J;

END;
PI=PI+DJ;

END;
IF 10(1)=1 THEf~

R« I) =R« I H· U« I, U *PI ;
ELSE 00;

IF 10(1)=2 THEN 00;
A( I, I )=A( I, I )-PI;

END;
ELSE 00;
PUT SKIP LISTI'ID wEDER 1 NOCH 2 IN lAPLl');
STOP;
END;

END;
END;
00 1=1 Ta Ni

A( I , N+ U =R« I ) ;
END;
I R=O; OET=-l .. ;
CALL L INSYSP(A,N,N+l,l,DET,IV,IR);
IF L<l THEN Da;

PUT SKIP LIST('SINGUlAfRES GLEICHUNGSSYSTEM IN LAPll');
sr OP;

END;
DU 1= 1 TO N;

R(l)=A(I,N+l) ;
END;
00 1=1 TO N;

I F 10« I ) =1 THE\l
U{I,2)=R(I);

ELSE
U(l,l)=R(l);

P~D;

END LAPll;
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LAPL2:
PROC«XO,YO,U,X,Y,N,UP);

DCL
HßOUNO Bur l TI N;

DCL
lSOUND BUllTIN;

DCl
F,tDJ ENTRY CBIN FLOAT(53),BIN FlOAH53),BIN FlOAH53),BIN FlOAH53
) ,BIN FlOAT«53),ßIN FlOAH53),BIN FlCAT(53),BIN FLOAT(S3»
EXTERNAl;

DCl
«UC*,*),XC*),Y«*'1 BIN FlOATtS3l;

DCL
CXO,Xl,X2,YO,Yl,Y2,FJ,OJ,S,UP,El ßI~ FlOAT(53);

DCL
(J,JPU BIN FIXEJHlS);

IF (HBOUND(X,ll~=NIHBOUNO(y,)~=NtHBOUND(U,l)~=NIHßOUND(U,2),=2

, THEN
Da;

PUT SKIP LISTC'FEHLERHAFTES HBOUND IN lAPl2');
STOP;

END;
IF (lBOUND(X,ll,=lILBOUND(y,l',=llleOUNO(U,l)~=lllBOUND(U,2),=1

) THEN
Da;

PUT SKIP LIST(' FEHLERHAFTES lBCUNO IN LAPLZ";
STOP;

END;

$=0 ;
F=O .. ;

00 J =1 rn N;
IF J=N THEN JP1=1;

El SE J P 1 = J+- 1 ;
Xl=XlJI; Yl=YCJ);
X2=X«JPl); Y2=YLJPl);
CALL FJDJ(XO,YO,Xl,Yl,X2,YZ,FJ,OJ);
s =s +-« U«J ,2 I *f J HJ( J, U *0J) ;

E=E+DJ;
END;

JF E < 1 ..E-5 THEN 00;
pur SKIP lISTC'lN lAPl2: XO,YC LIEGT AUSSERHALB, XO,YO=',

~tJ,yO);

STOP;
END;

$= SIE;
up=s;

END LAPl2;
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Lt. Pl3 : P Rn C ( x 0 , YJ , U , V ,x , Y , iJ ,\J P, v P ) ;

f)Cl (XO,YO,U(*,*1 ,V(''".,i:),X(*> ,Y(*) ,E,UP,VP
,Xl,Yl,X2.,Y2,fJ,DJ,SU,SV) BIN FlCAT(5·Q
,(~J,J,JPl) BIN FIXFO(l5);

DCl FJ f)J ENTRY F XTFWJAL ;
SU, SV, E=Q.;
00 J = 1 r o r\l;

IF J=/IJ THEN J~l=l; ELSE JPl= J+l;
Xl=X«J); Yl=Y(J);
x2= X( J PU; Y2= Y( J PU;

CAll FJnJ(XO,YO,Xl,Yl,X2,Y2,FJ,OJI;
SU= S U+ ( lH J, U *D J+ U ( J, 2 ) *F J) ;
SV= S v+« v ( J, U *D J+V« J, 2 I *F J ) ;

E=f+OJ;
END;

IF E < 1.E-5 THEN GO;
PUT SKIP IIST('J"j L~PU: xov r o LIEGT AUSSfRH/\LR, XO,YD=',

XJ,Y'l);
STfJP;

END;
SU=SU/ c ; SV=SV/F;
up=su; vp=sv;

FND LAPL3;
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A, P L4 : P Cir: C I XC) , y) , :; ,V ,~ ,V , " , I. ) P , VD , I Jn X, I) 0 Y I ;
I) C t. (X J , Y J , U ( ,', , * I t V { >" , *' I , X ( *),Y ( .", ) , F t U P , V p

,\JUX .uov ,FJX ,FJY,GJX,IJJY
, )( 1 , Y1 , X? , y ? , F J , ~) J , SU , SV) ß I "'I F l (' f'; Tl') '3 )
,I\I,J,JP1,r~If)) l:l,f"J r r xr.nr t s t , r;.flf\D P.fTll);

'Je! tJljJS ENTRY r;XTf::~1'l'\l

<: U • ') v, I~ • ') CX, UI) Y=) • ~

i: ,~~i ')e:: I ',I '-l, ;

or J.::: 1 t '.
re j z: ': H 1: '\: .1" 1:= 1; r~ L '-; r J r. 1 -:: ,l+ 1 ;
;(1= xl)) ;i]=YIJ I;
I,~'=X(JPJ): Y?=YIJ'j!);

~ LI, LI r:: J ') J S ( )( ) ,Y C, x i , Y1 f X) f '( ? , I- ,I f I].J , r J '7 , F J Y f I) J X , ') J Y f I 'j;1 I ;
') Li z; C; ij+- { i j i J, I I ;':' J +' i ( J, ::' )"1 I~ J ) ;
C; V-:: Sv+ ( V ( J, 1) ':'0 Jt V ( J , ? Ii<C J ) ;

IF INO = 1 THEN DO;
R~Nn::::IIIIIß;

') J X= SQRT «« X2- Xl 1** 2 +( Y2 - Y 1) *-~ 2 I ;
[)JY= (YZ-Yl )/GJX;
DJ X= {XZ-XlI/DJX;
llOX=VIJ,ZI*[)JX-UiJ, 21 ""r;JY ;
UDy=vIJ,2)*DJY+UIJ,21*OJX;
FND;
I F .... RI'IN C T H t:N Oll;

UD X= UDX+ U( J, 11 *0 JX + U«J , 2 ) '* F J X ;
U ny =UDY HH J , 1 ) *0 J Y +l J «J , ? ) A F J Y ;

F ND;
E=f+OJ;

E\lO;
I F E ( 1 ..E- '5 TH HJ DQ ;

OUT SKIP LIST('JN LAPL4: XO,YC LIEGT AIISSI=R.Ht\tR, xo.,yo=',
XO,YOI;

STOP;
END;

SU=SU/~; SV=SV/E;
If .... R,\NO THEf'J DU;

UQX=IJDX/c; UiJY=UDY/F;
':ND;
up=su; VP=SV;

UW LAPL4;
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FJ oJ:
PROCIXO,V0,Xl,Yl,X2,Y2,FJ,OJI;

I *' HfR ECHN ET FJ UNO 0 J *' I
DCl
IXJ,Xl~X2,YO,Yl,:Y21 ßIN FlUATtSJ);

O:l (A,B,C,o,OJ,E,EPS,F,FJ,G,CSI BIN FlOATIS31;
DCL (ABS,ACOS.MAX,MIN,LOG,SQRTJ ßUILTIN;

EP$=l. E-5;
A=(XO-Xll**Z+(YO-Yl)**2;
ß={XO-Xll*IX2-Xll+(Y0-YlJ*IY2-YlJ;
C= ( X2- XLI**' 2+ ( Y2- Y1) *' *' 2 ;
CS=SQRT (C).

o={YO-Yll'*( X2-Xl)-(X)-XU*IY2-YIJ;
E=(X2-Xll*{X2-XOJ+(Y2-YlJ*(Y2-YO) ;
F=(XQ-Xl)·CXO-X21+(YQ-YlJ*IYO-Y2J;
G={XO-X21**2+-(VO-Y21*~2;

IF ABSIO»=EPS*C THEN
00 ;

oJ=( (G+A )-C )/12. *SQRT (A*GJ J ;
o J =MAX ( - 1. , MI N ( 1 .. ,[) J} J ;
oJ= ACuS (DJ I ;

If D <0. THFN OJ=-DJ;
FJ =( (L 0(; ( G)- 2 .. ) +- ( I s IC ) *lO G( A/G ) +- 2. *' D* DJ IC I ) *c 5>1: 0.. 5;
END;

ELSE
00;

DJ=O .. ;
IF (AßS (fHE) < EPS*C*C J THEN

FJ=(O.5~lOG(C)-1.)*CS;

ELSE
FJ = { II G( E* EI C )- Z .... I BI C ) >/: LCl G« « Cl I ( ) >,'< *21 I *C S>X 0.. 5;

END;
Er..jO fJ OJ ;
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FJ DJS:
PROClXO,YO,Xl,Yl,X2,Y2,FJ,DJ,fJX,FJY,DJX,OJY,IND);

1* BERECHNET FJ UND OJ SOWIE DEREN ABLEITUNGEN NACH X UND Y *1

OCL
(XO,Xl,X2,YO,Yl,Y2,FJX,FJY,OJX,OJY) BIN FLOAT(53);

OC l IN0 BIN F I XE 0 ( 1 5» ;
oel lA,B,C,O,DJ,E,EPS,F,FJ,G

,CS,~X,3X,DX,EX,FX,:;X,Ay,ßy,Oy,Ey,Fy,GY)BIN FlOAT(53);
OCL (ABS,ACOS,MAX,MIN,LOG,SQRT) BUILTIN;

I N~= O.
EPS=l. E-5;
A=(XO-Xl»**2+(YO-Yl)**2;
B=( XO-XI)*( X2-Xi)'f-(YO-YU*( Y2-YU;
C=(X2-Xl)**2+(Y2-YlJ**2;
0= ( Y0- Y1 ) *« X2- XU - ( X0- XU * (Y 2- YI • ;
E=(X2-Xl.*(X2-XOJ+(Y2-Yl)*(Y2-YO) ;
F=[XO-Xl.*(XO-X2)+(YO-Yl)*tYO-Y2';
G=(XO-X2l**2+(YO-Y2J**2;
AX=Z.*(XO-Xl); AY=2.*tYO-Yl);
BX=X2-Xl; BY=Y2-Yl;
DX=Y i-v 2; DY= X2- X1;
EX=XI-X2; EY=YI-Y2;
FX=Z.*XO -XI-X2; FY=2.*YO-YI-Y2;
GX=2.*«XO-X2); GY=2.*{YO-,(2);
CS=SQR Tl C) ;

IF ABSIO»=EPS*C THEN
00 ;

OJ=«G+A)-C)!(2.*SQRT«A*G»;
o J =MA X«- 1. ,MIN« 1 • ,0 J) »;
OJ=ACOS ( OJ) ;

IF 0 (0. THEN OJ=-DJ;
FJ= ( «LO Gt G)- 2. H·( ( B!C) *LOG( AIG ) +2. *0*0 J IC) , *c s* 0.5;

OJY=SQRT{G*(2.*A-G)+C*(Z.*G-C)+A*CZ.*C-A»*2.*A*G;
OJX=(~X*G*(G-C-A)+GX*A*(A-G-C»/OJY;

DJY=(AY*G*tG-C-A}+GY*A*(A-G-C)}/OJY;
fJX=(GX/G+(B*(AX/A-GX/G)+LOG(A/Gl*BX

+2.*( OX*OJ +OJX*O) )/C )*c s*. 5;
FJV=(GV/G+(B*lAY/A-GV/G)+LOG(A/G)*BY

+2.*(OV*DJ+OJY*0»/C)*CS*.5;
END;

EL SE
00 ;

DJ=O.. ;
If A*G > c*c*« l .. +EPS r THEN 00;
OJX=OX*CS/(A*G}; DJY=OY*CS/(A*G};
FJX=CS*({EX/E)+(BX-B*EX/E)/C

+BX*lOGl{B/E)**21!l2.*C»;
FJ Y=C s-: I EYIE » +- ( BY-B*EY I E) IC

+BV*L OG ( «B/E »**2 J /( 2. *c ) ) ;
END;
EL SE 00;

INO=l;
FJX,FJV,DJX,OJY=O.;

END;
IFtABSIB*E)( EPS*C*C} THEN

FJ=(O ..S*lOGlC)-l .. )*CS;
ElS E

FJ=(LOG(E*E/C)-2.+tB/C)*LOG«B/EJ**2»*CS*O.5;
END;

END FJDJS;




