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Zusammenfassung

Unter Bezug auf DWR-Blowdown-Stromungen, insbesondere entsprechend den HDR-
Experimenten, werden im Sinne einer Abschitzung inkompressible, einphasige,
transiente Potentialstromungen in Stromungsrdhren mit starren undurchliassigen
Wanden betrachtet. Flr beliebig geformte Rohren wird gezeigt, daB die zeit-
liche Entwicklung der Geschwindigkeit durch die gewdhnliche Differentialglei-
chung von Riccati erfaft wird, die flir eine Reihe wichtiger Fdlle analytisch
integrierbar ist. Die Geschwindigkeits- und Druckfelder ergeben sich bei zeit-
unabhingigen Randbedingungen fir alle Zeiten aus der Ldsung von nur drei lLaplace-
Gleichungen. Wenn die Potentialstromung in einzelnen Rohren berechnet ist,
kann darasus unter gewissen Veoraussetzungen ohne Idsung zusitzlicher Differen-
tialgleichungen auf das transiente und ortliche Verhalten in einer aus diesen
Einzel-Rdhren zusammengesetzten komplexen Geometrie geschlossen werden. Dies
erlaubt die Behandlung dreidimensionaler Probleme durch stlickweise ein- oder

zweidimensionale Analyse.

Speziell wird die transiente Stromung im Ubergang Ringraum-Blowdown-Stutzen
sowohl eindimensional (analytisch) als auch zweidimensional (numerisch) und
dreidimensional (durch Koppelung zweier zweidimensionaler Bereiche) untersucht.
Die Rechnungen werden sowohl mit dem Differenzenverfahren unter Verwendung zyk-
lischer Reduktion, als auch der Integral-Gleichungs-Methode, die dem Singulari-
tdten-Verfahren verwandt ist, durchgefiihrt. Beide Methoden zeigen hierbei Vor-
und Nachteile. Die Programme (IAPL) filir die zweidimensionale Integral-Gleichungs-
Methode werden im Anhang gelistet.

Die Zeit zur ungefdhren Erreichung der Maximalgeschwindigkeit L ist von der
GrdBenordnung {IﬁRl 1n (RE/Rl)]/umax (L=Stutzen-Linge, R,=Stutzen-Radius,
R2=Abstand zum unteren Plenum, und betrigt flir HDR-Blowdown-Bedingungen ca.

10 msec. Das am Kernmantel wirkende Drehmoment wird zu 320 Mpm bei IL=1m be-
rechnet. Flr den abgewickelten Ringraum werden die Potential- und Stromlinien

bestimmt. Sie eignen sich als orthogonales krummliniges Maschennetz filir kom-

pressible Stromungs-Simulationen.
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TRANSIENT POTENTIAL FLOW IN COMPLEX GEOMETRY WITH APPLICATION TO

PWR~-BLOWDOWN FLOWS

Summary

As an approximate evaluation of pressurized water reactor (PWR)-blowdown
flows ( in particular for the HDR experiments) we consider incompressible,
one-phase, transient potential flow in flow ducts with rigid impermeable
walls. For arbitrarily chaped ducts it is shown that the temporal variation
of the velocity is described by the ordinary differential equation of Riccati
which can be integrated analytically for a class of important cases. The
velocity and pressure fields for time-independent boundary conditions are
determined for all times by the solution of three laplace equations only.

If the potential flow is known for some individual ducts,it is possible

under certain conditions to enumerate the temporial and spatial flow behavior

in a complex duct composed of the single ducts without solving additional
differential eguations. This allows for the analysis of three-dimensional
problems by piecewise analysis of one~ and two-dimensional ducts.

In particular,we consider the transient flow through the downcomer and the
blowdown-pipe in a pressurized water reactor, as expected in the HDR-blow-
down experiments. The analysis is one-dimensional (analytically ) as well

as two-dimensional (numerically) and three-dimensional (by coupling two two-
dimensional ducts). The computations are done by means of finite differences
(using cyclic reduction) as well as by the integral equation method which
corresponds to the singularity method. Both methods show advantages and
disadvantages. The programs(LAPL) used for the two-dimensional integral

equation method are listed in an appendix.

The time necessary to approximately reach the maximum velocity umax is of the
order [L+R1 ln(Rz/Rl)]/umax (I=pipe length, R1=pipe radius, R2=distance to
the lower plenum); under HDR-blowdown conditions this time is about 10 msec.
The bending moment acting on the core barrel is computed as 320 Mpm for IL=1m.
For the unwrapped downcomer the potential- and stream-lines are computed. They

are suited as an orthogonal curvilinear mesh for compressible flow simulations.
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1. Einleitung

1.1 Das physikalische Problem

Wir betrachten die Stromung inkompressibler einphasiger Fluide in Strdmungs-
kandilen oder Rohren mit gekriimmten Wanden und jeweils einem Eintritts- und

Austrittsquerschnitt. Die Winde seien starr und undurchlidssig.

Insbesondere interessieren wir uns flir die Strdmung bel starker Beschleunigung,
beispielsweise aus der Ruhe heraus bei pldtzlich auftretenden treibenden Druck-
gradienten. Wenn die auftretenden Beschleunigungen grof genug sind, sind die
Zshigkeitskrifte vernachlissigbar gegenilber den Trigheitskriften (abgesehen
von den wandnahen Bereichen). In diesem Fall kann man die Stromung als Poten-

tialstromung betrachten.

Die Annahme eines inkompressiblen Fluilds wird verwendet wegen der sich daraus
ergebenden mathematischen Vereinfachung des Problems. Diese Annahme ist zu-
lassig, wenn die Geschwindigkeiten klein sind gegeniiber der Schallgeschwindig-
keit. Zugleich milssen die charakteristischen Zeiten der Bewegung groB sein
gegeniiber der Laufzeit einer Druckwelle (=gréfte Linge/Schallgeschwindigkeit)
in dem System, da nur dann die Einzelheiten einer Druckwellenausbreitung ver-

nachlidssigt werden konnen.

Die vorliegende Studie resultiert aus Untersuchungen, die sich mit der Be-
schleunigungsphase des Fluids in einem Reaktor-Druckbehzlter bei einem Blow-
down nach dem Bruch eines Kaltwasser-Strangs befassen (siehe Abb.l). Insbe-
sondere geht es um die Stromungsform, die Dauer der Beschleunigungsphase die
resultierenden Druckverteilungen und Krifte, sowie die maximalen Geschwindig-
keiten. Offensichtlich ist hier die Voraussetzung eines sich inkompressibel
verhaltenden einphasigen Fluids fragwlirdig. Tatsdchlich wird man diese Prob-
leme mit Rechenprogrammen angehen milssen, die die Kompressibilitdt und damit
die Druckwellenausbreitung sowie den Phasenwechsel am Bruchstutzen erfassen.
Derartige Rechnungen in der vorliegenden komplizierten dreidimensionalen
Geometrie sind aber sehr aufwendig. Zudem ist das Ergebnis einer derartigen
Rechnung zunidchst ein Zahlenberg; eine physikalisch durchsichtige Analyse ist
schwierig. Aus diesem Grunde wird hier auch dieses Problem als Potentialstro-
mung eines inkompressiblen Fluids betrachtet. DaB diese Vorgehensweise nicht

so ganz abweglg ist,ergibt sich zudem aus folgenden Uberlegungen:
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Wir werden spiter sehen, daf die charakteristische Beschleunigungszeit
fast allein von der Liange des verbleibenden Rohrstutzens am Druckbe-
hdlter abhingt. Flir L=lm betrdgt sie ca.lOmsec. Die Laufzelt der Druck-
entlastungswelle flir diesen Bereich betridgt aber beil einer Schallge-
schwindigkeit von 1000 m/s nur 1 msec. Die maximalen Geschwindigkeiten
liegen zwischen 70 und 150 m/s und sind damit klein gegeniiber der Schall-
geschwindigkeit. Im Druckbehdlter-Inneren sind die Geschwindigkeiten
aufgrund der grioBeren Querschnitte nochmals um GroBenordnungen kleiner.
Weiterhin wurde an anderen Stellen, z.B. in [8],festgestellt, daB sich
die(zweiphasige) Ausstrom-Rate aus einem Druckbehilter bei unterkiihltem
(nicht siedenden)Ausgangszustand recht gut mit der einphasigen Bernoulli-
Gleichung erfassen 1laBt, wenn als Druck an der Rohrbruchstelle der kriti=-

sche Druck (Laval-Druck) statt des niedrigeren AuBendrucks angesetzt wird.

Damit soll nicht gesagt werden, dafl man auf eine Analyse, die die Kompressi-
bilitdt =wnd Zweiphasigkeit beriicksichtigt, hier ganz verzichten kann. Unter
gewissen Vorbehalten sind Jjedoch Potentialstromungsrechnungen fiir inkompressible
Fluide hier zumindest qualitativ fiir die Beschleunigungsphase und die quasi-
stationdre einphasige Ausstromphase aussagefdhig. Insgesamt kann man bei dem
Blowdown-Problem folgende Phasen unterscheiden [9]: a) eine Wellen-Ausbreitungs-
phase, b) eine Beschleunigungsphase, c) eine quasistationire unterkiihlte Stro-
mungsphase und d) eine zweiphasige Stromungsform. Mit der vorliegenden Studie
erfassen wir nur die Phasen b) und c¢). Man kann annehmen, dafB bei Nichter-
fassung der Phase a) sich zwar Fehler im zeitlichen Ablauf ergeben, dafB aber
die spateren Phasen (b und c) zumindest ihrer GroBenordnung nach richtig wieder=-
gegeben werden. Da bei Annahme einer inkompressiblen Stromungsform die Druck-
wellen sich unendlich schnell ausbreiten, werden in diesem Modell die Beschleu-
nigungen und die resultierenden Krifte vermutlich eher zu groB als zu klein
berechnet. Die hier gewonnenen Ergebnisse sollten also bezliglich der Sicher-
heit der Reaktor-Anlage zumindest konservativ sein.

Die speziellen geometrischen MafBle, die in den Anwendungen der zu entwickelnden
Theorie letzlich eingesetzt werden,entsprechen den Bedingungen des HDR-Blowdown-

Experiments [9].



1.2__Uber_ PotentialstrSmungen

Im Bereich der Hydrodynamik gehort die Potentialstrtmung zu den am besten
verstandenen Spezialfdllen. Thre Grundlagen wurden sehr weitgehend im 19.
Jahrhundert erarbeitet. Die wichtigsten Ergebnisse finden sich in den Stan-
dardwerken [1-3].

Eine Potentialstromung ist dadurch gekennzeichnet, daB in ihr das Geschwindig-

keitsfeld u(x) rotationsfrei ist und sich also ausdriicken 1&Bt durch
u(x) = - grad ¢ (x) (1-1)

mitiP(El Stromungspotential. FUr ein inkompressibles Fluid muB gelten

div u = O (1-2)

und also erhalten wir fir das Potential die Bedingung
div grad p = A4 ‘70 =0 (1-3)

Zusammen mit geeigneten Randbedingungen ist damit das Potential.yo festgelegt
und bel einfach zusammenhingenden Bereichen, auf die wir uns hier beschrinken,
auch tatsidchlich eindeutig bestimmt [3]. Gl.(1-3) 188t sich in vielen Fdllen
analytisch integrieren. Diese analytische Losung ist Jjedoch oft schwer zu
finden oder aufwendig in der Auswertung. Man ist daher gezwungen, numerische
Methoden zur Ldsung zu verwenden. Mit der Entwicklung der elektronischen Rech-
ner und entsprechender numerischer Methoden [10] hat die Potentialstromung

eine Renailssance erfahren.

Dabei erweist sich die an sich seit langem bekannte Theorie der Potential-
stromungen zuweilen als schwerfillig. In dieser Arbeit werden in einem theore-
tischen Teil zunichst einige flr praktische Rechnungen recht hilfreiche Aus-
sagen abgeleitet, die der genannten Literatur [1-3] nicht unmittelbar entnom-
men werden konnten. Hierzu gehSren das Verhalten instationirer Potentialstrd -
mungen allgemein und insbesondere deren Verhalten in gekoppelten Stromungs-
Kandlen. Selbstverstandlich kann nicht behauptet werden, daB die folgende
Theorie nicht bereits an anderer Stelle vorliegt; dazu ist die Literatur zu

diesem Gebiet zu umfangreich.



1.3 Uber Anwendungen der Potentialstrdmungstheorie

Es erscheint bemerkenswert, daB selbst in Jjingster Zeit analytische ISsungen

der Potentialgleichung (1-3) entwickelt wurden [5,6]. Es handelt sich hier

um Stromungen in komplizierter dreidimensionaler Reaktor-Geometrie;allerdings
fiir stationdre Stromung. Zugunsten der Erfassung der komplexen Geometrie-
Effekte verzichtet man hier zuweilen gern auf die Erfassung aller physikalischen

Einzelphinomene wie z.B. Zihigkeit, Turbulenz u.a.

Ein zweiter wichtiger Bereich ist der der krummlinigen Koordinatennetze. Man
hat erkannt, dafB die Potential~ und Stromlinien, die flr zweidimensionale Prob-
leme ein orthogonales Netz aus viereckigen Maschen bilden, eine gute Basis filir
die Untersuchung realer Stromungen in komplizierter Geomeirie mittels finite

Differenzen sind [10-12].

Ein Ergebnis dieser Studie wird ein orthogonales Maschennetz fiir den Ringraum
im Reaktor-Druckbehzlter ("down comer") sein, das als Basis einer kompressiblen
Analyse benutzt werden soll. In diesem Zusammenhang werden wir insbesondere

auf das inverse Problem eingehen, bei dem man anstelle des Potentials sp(x,y)
und der Stromfunktion qp(x,y) die Umkehrung x(\plqp) und y(yﬁ@p) direkt be-

rechnet [10, 12-13]. Diese Technik ist auch bei dreidimensionalen Problemen
anwendbar [7.26], fiihrt dort aber auf nichtlineare Gleichungen.



2. Theorie instationirer Potentialstrdmungen in Rdhren

2.1 Problemstellung und Randbedingungen
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Der betrachtete Stromungsbereich sei von folgender Art:

W

A

Abb.2: Skizze der Rohre S

Es handelt sich um einen beliebig geformten, einfach zusammenhingenden Stro-
mungskanal, eine Rohre mit fester undurchlissiger Wand W und zwel Offnungs-
querschnitten A und B, die nicht notwendigerweise eben sein miissen. Das Innere
S der Rohre sei mit inkompressiblem Fluid der konstanten Dichte S gefiillt.
Die Querschnittsflichenbetridge bei A und B sind FA und FB . An jedem Ort der
Oberfldache O = A v B v W der Rohre sei der Normalenvektor n als die nach

innen weisende Fldachennormale definiert.

Die Oberfldchen A und B sollen an den Schnittkurven mit der Wandfldche W mit
der Wandfliche einen rechten Winkel bilden. D.h., hier ist EA + Dy, = O bzw.

EB e Dy o= 0O wobel 0, EB’EW die zu den Fliachen A,B und W gehdrenden Normalen
sind. Knicke in der Wand W sind erlaubt. Bei A und B herrschen die iiber die
jeweiligen Querschnitte konstanten Drlicke pA(t) und pB(t). In der Regel unter-
stellen wir, daB das Fluid zur Zeit t=0 in Ruhe sei. Die Randbedingungen fur

das Geschwindigkeitsfeld u(x) lauten:

u-n = 0 flir x € W (2-1)



An den Offnungsflichen schreiben wir vor, daB der Geschwindigkeitsvektor u

senkrecht auf der Offnungsfliche stehe, also

uxn=0 fiir x €& AUB, (2-2)

d.h. die Tangentialgeschwindigkeiten sind hier null. Dies ist konsistent
mit der Rechtwinkligkeit der Flachen A und W bzw. B und W. Fir das Potential
folgt mit (1-1), daB der Gradient von Yy entlang der Offnungsfliche null ist.

Hieraus folgen Dirichlet-Randbedingungen

- = const fir x € A
‘)D SaA — Vi “,2_3>
Y = SDB = const fir x € B.
Eine Alternative wire es hier vorzuschreiben
oo-u =u, x €A
(2-4)
ncu =u; XxX€B
Dies entspriche Neumann-Randbedingungen
~n - grad ¢ = u, X € A (2-5)
—_rl-gradgﬂzuB x € B

Letzteres ist Jjedoch aus zwei Griinden unpraktisch:
a) Neumann-Randbedingungen allein legen das Potential hdchstens bis auf
eine additive Konstante fest.

b) Die Parameter Uy und uB dirfen aus Kontinuitidtsgriinden nicht beliebig

gewdhlt werden; vielmehr muB u FA = uB FB sein und sie miissen bekannte

A
Funktionen der Zeit sein.

7Zudem entsprechen die Randbedingungen (2-3) den Druckrandbedingungen, was sich

noch als vorteilhaft erweisen wird. Wir verwenden hier daher die durch Gl.(2-1)

und (2-2) gegebenen Randbedingungen.



2.2 Separation der Variablen x und t

Bei G1.(1-1) wire p wie u zeitabhingig und insbesondere 564 und S’B gemdB (2-3)
auf dem Rand miiBten bekannte Funktionen der Zeit sein. Tatsidchlich aber sind

die Randbedingungen (2-1) und (2-2) von der Zeit unabhingig. Dies erlaubt die

Separation

uxt) = - V() grad p (x) (2-6)

Das Strompotential ¢ ist allein vom Ort x und die noch zu bestimmende Funktion

1s V eine Funktion von x wire, dann wére

V(t) allein von der Zeit abhingig.(Fal ’ \ 1 X
Auch hier folgt aus div u(x,t)=0, daB

nicht garantiert, da® stets rot u=0.)

gilt
ol grad p (X) =0 x e S (2-7)
M- grady (x) =0 x e W (2-8)
= =9 X €A
Y= Pa -

e B

B

]

Y=¥g =0
Die Wahl der Werte 3?4 =4 und %=0 ist willkiirlich; diese Werte schrinken
lediglich die mdglichen Werte von V{(t) ein.

2.3 Impuls- und Energiegleichung und Bestimmung der Zeitfunktion V(t)
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Die Navier-Stokes-Gleichung lautet flir verschwindende Zihigkeit:
e[ U + (uw¥)u] =~ gredyp ‘ (2-10)

Hierbei bezeichnet der Punkt die partielle Zeitableitung. Allgemein gilt die
Identitst [2]

s(u-y)u = grad £ - e wx oty (2-11)

mit der kinetischen Energie

£ o= % e u-u (2-12)



Wegen rot u=0 folgt die BEuler-~Gleichung

e U = - 31“00/ (p+ £) (2-13)
Die Summe p+E bezeichnet man als Staudruck q:
g = p+E. V (2-14)

Wenn wir beide Seiten von Gl.{2-13) skalar mit u multiplizieren erhalten wir

wegen . ~
e uUuU = E
und . .
div{uqgq]=qdivu +u * grad q
= u * grad q
die Energiegleichung
E = - diviu (p+E)) (2-15)

Integrieren wir diese Gleichung iiber die Rohre S und beachten den Integral-

satz von GauB, so folgt:
fff E oS @ u-n (Etp) dO (54
S AvBolW ‘

Beachten wir u-n=0 fiir x € W und den Ansatz Gl.(2-6) so folgt nach Division

durch V (wobei wir die triviale Ldsung V=0 ausschlieBen):

M V + K vV = P (2-17)
mit
M = ¢ ffv( (3—rao/c,o)2 oS (2-18)
S .
(2-19)

AvB

P = - Sg{ f?(i(,l‘) 2’]-94‘&0/30(5}’) a0 (2-20)
AuvB
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Aus dem Greenschen Integralsatz [2,3] folgt fiir M:

M= ~¢ & o 7 - 9red @ &0 (2-18)
Av B
Wir interpretieren M als die "Trigheitslinge", K als effektiven Masse-Gradienten
und P als effektive Kraft.
Gl.(2-17) hat die Form der Differentialgleichung von Ricatti [15]. Flir ein spe-
zielles Potentialstrdmungsproblem wurde dieser Differentialgleichungstyp auch

von Krieg /27/ gefunden. Falls P=const ist (zeitunabhingige Druck-Randbedingung)
und P-K » O ist (Strémung in einem konvergierenden Strdmungskansl), hat sie die

Losung 1 Y
V(1] = (_/;)z A- e (2-21)
K A+ et
mit

%
(P/K)  + V,

AN
i

(p/K)? =V,

und

V (£=0)

A
n

ettt D——e

M2 T

I

sowie 5 - P (p Kk V% A (2-22)

Falls VO=O ist, d.h.bei Beschleunigung aus der Ruhe heraus, ist A=1. In
diesem Fall 1Bt sich Gl.(2-21) schreiben als

V(t) = Vi tank (2t/2) (2-23)

mit der stationiren Ldsung

V (t=oo) - (—}7;_)4/2 (2-24)

|

Voo
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Der Verlauf dieser Funktion ist in Abb.3 dargestellt.

1 PR —— S U
ViV
08 -
0.6
0.4 -
0.2
T T T —
0 i 2 At 3
Abb.3: Geschwindigkeit als PFunktion der Zeit
+

Die Halbwertszeit T ergibt sich aus

v(t) = v

) o
* .

zu T = 1n(3)/ A (2-25)

Wegen 1n(3) =1,099 ist sie etwa gleich der Zeitkonstanten T gemiB (2-22).

Wir sehen, zur Berechnung von V(t) bendtigen wir allein die Kenntnis von @

und gr‘adtp auf der Oberfliche O des Stromungskanals S.
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2.4 Spezialfall: Stationidre und instationire Bernoulli-Gleichung
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Die bekannten Bernoulli-Gleichungen erweisen sich als Spezialfall obiger
Theorie flr den Fall, daB gradsp bzw. die Geschwindigkeit u auf A und B
Jjewells konstant sind. Mit den Querschnittsflichen FA, FB’ den Geschwindig-
B und den Potentlalgradienten g, = grad fz und gB = grad.yé

folgt aus Gl.(2-18 bis 2-20):

keiten uA, u

M= 5(7"/\ 94 Fa ~ Ya 93 =)

3
K= 3e(8.°F - 95 Fa) (2-26)

R,
f

- (fAfAF;! - 73 Jg FB)

Aus der Kontinuitdtsgleichung folgt

144 Fiﬂ = /LQQ ;?é = u F
sowie aus (2-6)
3A="UA/V , dg =~ g /V

Damit wird aus Gl.2-17 nach Division von uFV:
) 2 2 —_
e (w,-POV * £ (ui-u)/2= po-p,

bzw. mit

. 2 B
VI¥,-¥) = Af vV gtady - of3 = - 2o

die bekannte Gleichung nach Bernoulli:
8 7 2
- , A 2 - -
Affy-a/s + Fe(ul-wg) = Papra 2D

Wir sehen also, G1.(2-17) ist eine Verallgemeinerung der Bernoulli-Glei-
chung (2-27).
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2.5 Bestimmung des Druckfeldes
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Wegen div u=0 und @ = const folgt aus der Buler-Gleichung Gl.(2-13):

div grad (p + E) =0 (2-28)
Hieraus folgt jedoch nicht p+E=const (stationirer Bernoulli), da p und E
unterschiedlichen Randbedingungen bei A und B genligen. Die Randbedingungen
fiir den Druck lauten:

p (%, %) = p{t) x e A
‘ (2-29)
P (_3_(_: t) = pB(t) X € B
sowie
n . grad p(x,t) = n - grad E(x,t) =0, X€ W (2-30)

Gl.(2-30) folgt aus u.n = O und G1.2-10 bzw. (2-13). Wegen der zeitlichen
Verdnderlichkeit von E scheint hier Gl.(2-28) fiir jeden Zeitpunkt neu zu

10sen zu sein.Tatsdchlich geniigt es, bei zeitlich konstanten Werten von pA und IS

zwel Iaplace—Gleichungen zZu l8sen:

Hierzu spalten wir den Druck auf:

pix,t) = plixt) + sV p’(x) (2-31a)

und weiter
0 4 Z p

p'tx) = 9'(x)- % [grad o ] (2-315)
mit '
oliv grad plext)=0 oliw grac g’ cx) =0 (2-32)
10’: qu[‘é} 4_\’6/1 7”: 5Z-9md(lp]2 /L\/eA
73/:133({) ,/YGB 7”:%[31‘6!0(%_]2,3(68
n-gma(folzo _)SGW ?:;gmc/ 9r’/ =0 ,Zeh/
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Hierbei ist p' der sich im ruhenden Fluid einstellende Druck. Falls Py
und Py konstant sind, genligt es, die Laplace-Gleichung nur einmal zu
16sen. Der Anteil p" beschreibt die Druckinderung infolge Anderung der
kinetischen Energie. Bei bekanntem Potential 90(5) ergibt auch er sich aus

der einmaligen Ldsung einer lLaplace-Gleichung.

Insgesamt ist das Stromungsfeld und das Druckfeld bei zeitlich konstanten
Randbedingungen also durch die Losung nur dreier Laplace-Gleichungen

(G1.2=7 und 2-32) bestimmt.

Wenn zusdtzlich vorausgesetzt werden kann, daB die Geschwindigkeit liber die
Querschnitte nicht nur konstante Richtung sondern auch einen konstanten Betrag

aufweist, so daB

) £, = conel x €A
A -
Ze 9ma’ ()o] - (2-%3)
Eg = const xe B,

dann sind die Randbedingungen fiir p' und q" denen fiir Y dhnlich und wir

kdnnen den Druck als lineare Funktion des Potentials darstellen:

73(73{/%‘) = (‘724 ~ ) (X)) # Pg (
+ P/z(qﬁ)[r_[ E;}—-éié/>9o7‘238 — i;~f ‘9rad@a)i7

4 1,2 2
Wir iberzeugen uns durch Einsetzen dieser Formel in G1.(2-28) mit E =7 |74 [:97'00',9’]
leicht von der Richtigkeit.

2-34)

Hier genligt also die Ldsung allein einer lLaplace-~Gleichung flir das Potential,

um daraus u (x,t) und p(x,t) flr alle Zeiten zu berechnen.
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2.6 Kopplung zweier Rohren

2.6.1 Problemdarstellung

o w0 D o o e D O s e D e G S e

In diesem Abschnitt untersuchen wir das Potential-Stromungsfeld in einem aus

zwel Teilen S. und S, zusammengesetzten Stromungskanal.

1 2
Cy Co
]
s
/7]
S, {\
N
W Wy B

Abb.ﬂ: Skizze des zusammengesetzten Stromungskanals

Die beiden Teile seien so zusammengesetzt, daB die Offnungsflichen C1 und 02
zusammenfallen(c=01=02). Wir unterstellen, daB die Potentialstrdmung in jedem
der beiden Teilbereiche fiir sich mit vorhandenen Methoden berechnet werden kann.
Hier wird untérsucht, wie aus den Einzelldsungen fiir die beiden Teilbereiche
auf die Ldsung fir den gekoppelten Stromungskanal S=Sf182 geschlossen werden

kann. Der Kanal hat die Wandung W=Wluw2 und die Offnungsflzchen A und B.

Dazu missen wir annehmen, daB der Geschwindigkeitsvektor senkrecht auf den

Schnittflichen C., und C,. steht und zudem dem Betrage nach iiber diese Schnitt-

1 2
fldchen konstant ist. Flir Probleme, bei denen der Geschwindigkeitsbetrag auf
Cl und C2 nicht konstant ist, bildet die folgende Theorie nur eine Niherung.
Unter diesen Annahmen gilt flir das Potential

(X] = const x e C
7 (2-35)

v - grad ¢ (x) = const x e C
Die folgenden Betrachtungen sind durch schrittweise Kopplung Jje zweler Rohren

auf beliebig viele Teil-Kanile verallgemeinerbar.
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Gesucht sei das Potential sp(x), das folgenden Bedingungen genligt:

ctiv grad p(x)=0 xe S (2-36)
3-31110/ p (X) = O xe W (2-3T7a)
@ =¥, x e A (2-37b)
Y= g x €38 (2-37c)

Bekannt seien die Potentiale @ (x) und @ (x) mit
A

oliv grad ¢ (X)=0 x€S, cliv greel , (x)=0  x €5, (2-38)
n-gmd%({)zo xe W, n 9Tl (&) =0 X e,
- - (2-39)
‘ﬂ'sﬂ/w xeA ¥ = VBQ xed
- = C
%= %y xec Y25 Yoo X €5
Wegen (2-35) reduziert sich Gl.(2-36) fiir x e C zur Bedingung
m, grmdy (xeC ) =- 2 grady (XeG) (2-40a)
w (X eC) = @ (xecC) (2-40b)
Hierbei sind n. und n,, die inneren Normalen der Bereiche S1 und 82. Die Einzel-

1 2
10sungen y; und y& werden diese Bedingungen im allgemeinen nicht erfiillen. Ins-

besondere gilt flir

g = m,-grad ¢, (x¢€ C,) (2-41)
g, 2= m, gmd % (x eCy)
in der Regel g, # 8s-
Der Ansatz
a, p(x) + b, x e 3, (2-42)

w(x) =
A, P, (&) + b, x e 5
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erfiillt Gl.(2-36) iiberall mit Ausnahme der Fliche C. Die vier Konstanten

al’bl’aQ’b2 kdnnen aus den vier Gl. (2-37b,37c,40a,40b) bestimmt werden.
Wir erhalten

Ly - ) ,
Ry (%4/903)‘: 82 (%5~ Y (2-42a)
<7-2 {%4_%4>_¢94 [%2\%82>
o, (¥,,%)= 9, (¥s - 50'4’) \ (2-43p)
9-2 (WCV- 7y ) - f/, (('HC‘_Z_ Sﬂgzj
b (e, %)= (?2[('%4(’?4‘%44 gﬂg)—j,f(sﬂcz~(’082},5f; (2-47c)
7 (TA1 7877

9 (P- G )= 8 (%~ %25 )

(2-43d)

by (%, %)~ 9 (%% )% ~ 4, (%, %~ Y% )
‘92[9@4“ Cas) = I /%2 \9082)

Hier wurden die Koeffizienten al,ag,bl,b2 als Punktionen von Vﬁ und tfé
im Hinblick auf spidtere Anwendungen definiert.
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2.6.3 Transientes Verhalten

- e - o D D e e S G G A G o e 0 G A WO S T o G

Das zeitabhidngige Stromungsfeld g(ﬁ,t) ist durch das Potential sp (X))
und die GréBen M, K und P gemiB Gl.(2-18-20) determiniert.

Es seien

(WVQ )? (?faa’ v.c2n:.) d0 (2-44)

=72
mit F. = A v C; flir c= 1
[4
= (:2 v B fir =2

Bei der Berechnung von Piwird fiir das an sich unbekannte Druckfeld auf den

Fliachen C, und C

1 5 ein beliebiger von pA und pB verschiedener Wert pc=pc =D

1
verwendet. Die GroBen M, K und P finden wir dann unter Verwendung von Gl.

(2-18 bis 20, 42) zu

o

- 2

M = a M, + ,&42

kK = akr, + oK (2-45)
P= a, P, + 732

Hieraus kann u(x,t) mit Gl.(2-6, 21,22) berechnet werden.
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2.6.4 Druckberechnung

Das Druckfeld p(x,t) in S erfiillt mit

9 = fo"L E ) E=21’592 (2-45)
folgende Gleichungen:

d(.V gmd ? = O y 5 & £ (2—47)

- gradg = 0, XeW
. ] — g , N 2
P p ) xe A - 9=p~E, = ,- &7 Vz(gfao/go/A
p) * - 2
P4 xe? 0= FyEy= £ Vi (ott)s

Die Ldsung q(x,t) spalten wir auf in

9(xA) = 9 (xd)r oL V) 97 (x) (2-48)
mit Arv grad 0'=0 xeS o[/'u/md 7//=0 xeS
n- grad g’ =0 xeW . grad 9’0  x €W (59
' = Pa xeA o= ((?fao/y); g, xeA
c]’ = pg xe8 ?"=[(91aa/(f)%.=?é' x€B

14 /4
Die verbleibende Aufgabe, 9 und 7 zu bestimmen, ist besonders einfach,
wenn zusitzlich zu Gl.(2-35) folgende Annahme gilt:

i

(gredy)”

(D.h., konstante kinetische Energie auf den Offnungsflichen).

Dann entsprechen die Gl. fiir q' und q" denen fir o selbst und wir erhalten

Px,t)= o/t.l () P (x) f/@C./({,/
+ 32—/ \/Q({/ [O(c',/ %.(_)_() f/@‘."— 06.2((?1'6(0/}?.[5))2] (2-51)

. = A 2,
X € £L. 5 C )
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Hierbei sind{unter Verwendung der in Gl.(2-43) definierten Funktionen)

(4] = 0 (P 1), py V)

B (4 = b () py th1)

" = a0 (9%, 0% ) (2-52)
/gc,” Tb (?; ! 7”8)

a, o (P, %/

= b (Y., %)

Wenn die Annahme gemdB Gl.(2-50) nicht gegeben ist, dann ist die Laplace-Gl.
(2-49) selbst neu zu ldsen, da in diesem Fall die Randwerte q"A und q"B im

Gegensatz zu yA und %b keine Konstanten sind. Zusdtzlich zu den hierbei
7t 14
ortsabhingigen Werten g A und ¢ B werden dazu Randbedingungen bei C1 und C2

bendtigt. Eine sinnvolle Approximation flr diese Randwerte ist
s & (x) + B.7 e C- (=42 (2-53)
Te, = <" @A xeCo, =2 (25

wobel die aQ” und “ mit Mittelwérten der eigentlichen Randwerte q"A und

q"B gemiB Gl.(2~52) berechnet werden.
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3. Ubersicht iiber numerische Methoden zur Idsung von Laplace-Gleichungen

Zur Berechnung von Potentialstromungen ist die Laplace-Gleichung zu lOsen.

Wir suchen also die Losung 90(3) in einem Gebiet S mit Oberfliche O zu
. =0 (3-1a)
odcv ga-aa’ o (X) = X € S (
mit den Randbedingungen

ol (X) P(x) + f(X) 2. grad p (X) = J(¥) XxeO (3-1b)

wobei of und/B Parameter sind, die iiber den Typ der Randbedingungen entscheiden:

=, /@ =0 Dirichlet-Randbedingung
= 0 ) /3=‘4 Neumann-Randbedingung
o %0 , /.‘ + 0 gemischte Randbedingung (Randbedingung 3.Art)

Nun gehdrt Gl.(3-1) sicherlich zu denJjenigen partiellen Differentialgleichungen,
fir die die relativ meisten analytischen Methoden bekannt sind. Insbesondere
unter Verwendung der klassischen Hilfsmittel wie Greensche Funktionen und kon-
forme Abbildungen (letztere nur bei ebenen Problemen) kann Gl.(1) in vielen
Fillen analytisch ausgewertet werden [1-4]. Man darf jedoch nicht verkennen,
daB die numerische Auswertung dieser analytischen ILdsungen in sehr vielen
Fdllen einen nicht zu unterschdtzenden Rechenaufwand erfordert, da hier viel-
fach recht umfangreiche Reihenentwicklungen auszuwerten sind. Auch versagen
diese analytischen Methoden oft, wenn man das Problem, flir das zunichst eine
analytische Losung vorliegt, geringfiigig in der Geometrie des Randes oder der

Art der Randbedingung abidndert.

Aus diesen Griinden wird man in der Mehrzahl der Potentialstromungsprobleme

auf numerische Methoden zurilickgreifen.

Alle numerischen Methoden gehen von einer diskreten Repriasentation der ILdsung
y7(5) aus. Hier gibt es jedoch viele verschiedene Mdglichkeiten. Es gibt zweil

groBe Klassen:
a ) Diskretisierung von?o(g) im Inneren von S und auf dem Rand O.

b) Diskretisierung nur auf dem Rand O.
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Zur Klasse a) gehdren die auf finiten Differenzen oder finiten Elementen

3

beruhenden Verfahren. Dabei werden typischerweise N7 Diskretisierungspa-

rameter (fiir dreidimensionale Gebiete S) verwendet, wenn N die typische

Anzahl der diskreten Werte zur Auflosung einer Dimension ist. Charakterist-

isch  1ist hierbeil zudem, daB das entstehende lineare Gleichungssystem eine
Bandstruktur aufweist. In geometrisch besonders einfachen Fdllen erhdlt man

eine block=-tridiagonale Matrix. Der Speicheraufwand zur Speicherung der Band-
matrix ist im allgemeinsten Fall von der Ordnung N5 (Nleeichungen,Bandbreite N2).
Unter Verwendung spezieller Speichertechniken (sparse matrices) kann man mit der

3

Ordnung N~ Speicherplidtzen auskommen, da die Mehrzahl der Matrixelemente auch
innerhalb der Bandmatrix gleich Null ist. In geometrisch besonders einfachen
Fdllen sind nur wenige Zahlen (z.B. Maschenweiten) zu speichern, da die Matrix-
elemente hieraus jeweils neu schnell berechenbar sind.Fir blocktridiagonale
Gleichungssysteme variiert der Rechenaufwand, der GroSenordnung nach,zwischen

N”log N und N4[21].

Zur Klasse b) gehSren die auf Greenschen Funktionen oder der Uberlagerung dis-
kreter oder flichenhafter Singularititen beruhenden Integral-Gleichungs-Methoden
[16-19]. Hier ist der Diskretisierungsaufwand nur proprotional NE. Das entstehende
lineare Gleichungssystem entspricht jedoch einer voll besetzten, nicht symmetri-
schen Matrix mit N Elementen, so dafl in der Regel der Speicheraufwand nicht
kleiner als bei Methoden der Gruppe a) ist. Zudem ist der Rechenaufwand even-
tuell (bei Verwendung direkter Losungsverfahren) von der Ordnung N6 und damit
groBer. Insbesondere kann man feststellen [16], daB die Hauptdiagonale der
Matrix nicht immer dominiert, so daB dann iterative Verfahren nur langsam

oder gar nicht konvergierenDen wesentlichen Vorteil der Integral-Gleichungs-
Methoden bildet eine recht groBe Flexibilitit in der Geomtrie des Raumes S

und der Art der Randbedingungen.

Die speziellen hier zu l8senden Potentialstrdmungsprobleme werden mit Methoden
beider Klassen behandelt. Wir benutzen einerseits finite Differenzen und l1dsen
die entstehenden Gleichungssysteme mittels zyklischer Reduktion, wobei die
Routinen POIS [23] und POISXX [20-23] verwendet werden. Andererseits wird die
Integral-Gleichungs-Methode "BIEM" [19] benutzt. Ein Satz entsprechender PL/1-

Unterprogramme "LAPL" wird im Anhang genauer erliutert.
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Beides sind Verfahren filir zweidimensionale Probleme. Die Erweiterung auf drei
Dimensionen ist moglich. Die Anwendung der Routinen POIS und POISXX ist be-

sonders effektiv nur dann, wenn das betrachtete Gebiet rechteckig ist und die
Randbedingungsparameter of (x), /8 (x) auf jeder der vier Randstrecken jeweils
konstant sind. Jedoch kinnen diese Routinen auch dariiber hinaus eingesetzt

werden, wenn man die sogenannte Kapazitdts-Matrix-Technik (KMT) [20-21] ver-

wendet. Diese Technik wird bei den spidteren Anwendungen eingesetzt.
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4, Instationdre Potentialstrdmungen in speziellen Druckwasser-Reaktor-Geometrien

4,1 Ein analytisches Beispiel: eindimensionale Betrachtung des Ubergangs

Ringraum-Stutzen fiir HDR-Blowdown-Bedingungen
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In diesem Kapitel sollen die beschriebenen theoretischen Grundlagen an einem
geometrisch stark vereinfachten Modell der Stromung im Ubergangsbereich ZWi-

schen Ringspalt und Stutzen demonstriert werden. Hierzu benutzen wir folgende
eindimensionale Beschreibungsweise.

Anstelle der tatsdchlichen Ringraumgeometrie betrachten wir den abgewickelten

Ringraum, also ein ebenes Problem. In ebener Darstellung haben wir folgende
Situation:

Kernmantel - Einspannung

Sl //////////I
] Bruch- Offnung |
|
I

Stromlinie

I
I
I
I
I
I
I
|
I
|
I
|
I
I
I

|
i

Unteres Plenum

b am s e . S~ e St e i e

Abb.5: Skizze des abgewickelten Ringraumes
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Diese Geometrie wollen wir hier zunidchst noch weiter vereinfachen und durch

eine achsensymmetirische Geometrie ersetzen.

Bruch- Offnung

1

Stromlinie

Abb.b6: Skizze des eindimensionalen erfafBten Ringraumes

Wir betrachten hier also eine Lochplatte mit den Radien R, des Bruch-Stutzens,

1
und einem #HuBeren Radius R. den wir etwa als die mittlere Linge der Stromlinien

2
vom unteren Plenum zum Stutzen interpretieren konnen. Die Lochplatte habe die
Spaltbreite s. Dies sei der Bereich Sl'
Den Bruchstutzen selbst wollen wir ebenfalls, wenn auch nur sehr grob, erfassen.
Wir vernachldssigen hier -~ mit dem Ziel einer einfachen analytischen Beschreibung -
die Einzelheiten des Uberganges und beschreiben den Stutzen einfach durch ein

gerades Rohr der Liange L und mit dem Radius R. Dies sei der Bereich 82.



Das FErsatzmodell fiir den Bereich Ringraum-Stutzen ist dann die Verkopplung

der Bereiche S, und 82 gemdB folgender Skizze:

1
A
Z ]
5
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i LU A0 { Ry
: 2 R
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e RS
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n

Abb.7: Eindimensionaler Ubergang Ringraum-Stutzen

Den Umlenkbereich am Ubergang Ringraum-Stutzen konnen wir so natiirlieh nicht
erfassen. Er wird hier schlicht vernachlidssigt. Wir werden diesen Bereich spdter

genauer erfassen und dann die Fehler dieses vereinfachten Modells bestimmen.

Der Radius Rl ist abweichend von der eigentlichen Geometrie so zu wihlen, daB

die Querschnittsfldche bei C, mit der bei C, ibereinstimmt. Es gilt also

1 2
TR = 2T sR (4-1)
Bezliglich des Druckes unterstellen wir Py = const (z.B.110 bar) und ebenso

py=const (z.B. 1 bar, oder der Siededruck von z.B. 60 bar). Die Annahme P, =

const setzt selbstverstidndlich ein kompressibles Verhalten im Innern des Druck-

vehalters voraus.

4.1.2 Stromungspotential

Gesucht ist als erstes das Potential y mit den Randbedingungen

(4-2)
= =0
SOA 7 / ({8
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Hierzu berechnen wir die Potentialesz und ﬁi fiir die beiden Teilbereiche

S1 und 82 mit den Randbedingungen

50A4 = &:4 (T:Rl) sﬂgizsﬂg =0 (x=0)
., =0 (v=R,) e, = 1 (x=L)
und den Differentialgleichungen 2
42 9’3{")_ °% _op
(7 57 )= 5 >
Die Ldsungen sind
v /R
()04 (T7 = gn[ 4) ‘é(’\'}’ X .
b (R/R,) L
Mit
= -,?—f(f:f\i): 4 g :P—f-()(:[‘)f ///L,
1 R, b (kyIR,) 2 Bx
ergeben sich gemdB Gl. (2-43) die Koeffizienten
R, 8 (R (R,) . L
T R (R, /k,) +L YR G (R /R,) 4L
542 L' - 61 = 0
R, & (R /R, )+ L

Damit lautet das Potential y’ im gekoppelten Bereich

R4 O [7/104)"‘[.
Ry b (Ry (R, )+ L fur 8,

X
fir S
R, Lu (R IR )+ L 2

4-3)

(4-1t)

(4-5)

(4-8)
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Probeweise liberzeugen wir uns, daB
o (x=b)= @(=R,) .y (x=L)= D/ 37 (=R, ).
Das Geschwindigkeitsfeld ergibt sich aus u = -V (t)grad W (x)

V(‘(? R/{/‘T fﬁr S
R, G (R, (R,)+ L L (ho0)

V/{} flir 8
R b (Ro/R,)+L

Hierbei ist u die Geschwindigkeitskomponente in r-Riechtung fiir Sl und X~

Richtung fir 82. Die Zeitfunktion V(t) berechnen wir im folgenden Abschnitt.

2 A S e D o Gy O GED e WD G B

Das transiente Verhalten wird bestimmt durch die GroB8en M,K und P gem#B8 G1l.
(2-18 bis 20). Wir bestimmen diese GrdBen zunichst fiir die Teilbereiche. Dabei

benutzen wir fir den Druck an den FlHchen C, und 02 den gemeinsamen Wert p,-

1
grady, m/, = “4/[&4«7(/@2/&)), 31”6/35'27/82: 7/
ﬂ1~aa/5i-’_>3 o C 4/[/\3, lu, (Rz/,g))/ [9,06/%.1_7/(2 = 7 /L

Die Flidchen sind
Fop = 273 R Fay = TR = 271 R,
Fe, = A73R, F., = 7R=273 £,
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Damit erhalten wir:

- 27 ~273R,

M, = M, = —=- 7 (4-10)
T b (RyIR) 2 3
74 y p
K = - i .
! 2 (Ry/R)) (sz&{%/@,)}z (RQ& /,(92/&))1] / /‘; 0 11)
- A _ 273k, _ /
PJ _&(K’Z/K’,,) /1?4‘?0) })Z B L (foc 708> (4-12)

Hieraus berechnen wir mit Gl.(2-45) die entsprechenden Werte fiir das ge-

koppelte System:

2749 R, (4-13)
R, G (R, (R,) +L

"

- < Ed
M= ¢ 1, + & M,

74 R 2 (4-14)
K= adKk +alk = ¥3 T4 (41- (&, /R, ))
R R G (R )T :
TSR, \
P g can s LT (h-1s)

AL ék’(ﬁz/“g/>*ld

Man kann sich zur Probe leicht davon Uberzeugen, daB man die gleichen Werte
fiir M, K, P erhalten hitte, wenn man direkt von der Losung ¢ gemdB Gl.(4-8)

ausgegangen wire.

Damit erhalten wir gemiB Gl.(2-21 bis 24):

At
1- e (4-16)
At

VH) = Ve -
1+ €
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mit

o

/
i 2(pa-re) |° 'y
v - [P 2:/ Z ](&&{ﬁz/g)fL)
> (K) (4 (k,/R,)%)

) oy 27
., [ PE)E [2 (#a-rs) (1" (&) ]
AT T TR Rk v L

Die maximale Geschwindigkeit ist die bei C:

und

fi (ﬂs'f’zg)]f/z
U = ,
e 1= (R/R)!

Wir konnen flr die Geschwindigkeit daher auch schreiben

- U ;Q4/1r £(t)

b fir Sl
U =
- ff/¥} fiir S,
. N5 4
, BpY:
mit H)= - €
7[ A %e"”

4.1.4 Druckberechnung

s an w ce m n w  m  S GA SR  m S

4-17)

4-18)

(4-19)

(4-20)

(4-21)

Die Methode zur Berechnung des Druckfeldes p(x,t) in S ist in Kap.2.6.4 be-

schrieben. Mit den Randbedingungen Py und Py bei A bzw.B sowie

v / R, /R, )Z
74" (R 2 (Ry/R)L

i

?// ( 1 )Z
2 F>~étv(ﬁb/%;)f[,

(4-22)
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erhalten wir gemidB Gl.(2-52):
= [(ﬁf@)f\’,,&(&/@ﬂ/f % = (p,-1 )L /%

"= [E) | enrm)ie® s (B e

M

(4-23)
' ‘ !
/64 - P3+ (f;,"/og)[-‘/ﬁ8 /&2: 103
£ [L (R ER L R/RI]/ED 4= 1/°
Hierbei istof die "effektive Kanalldnge'
L = R b (Ry/R) L (4-24)

Mit diesen GroBen und Gl.(2-51) erhalten wir fiir Bereich 81:

(%) (88 bt o (2T ()

Bereich 82:

posil= g+ B [ 4o i) (4-250)
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Der prinzipielle Druckverlauf ist in Abb.8 dargestellt.

‘ R] = 1/30 m
- Ro= 1 m
PP L =02 m
PA-PB -
t—o
1o+
0.8
0.4 -
Stutzen —=- v' —se= Ringraum
0 T ! T T T
-08 -0.4 0 04 08 1.2

x [m]

Abb.8: Druckverlauf im Ringraum und Stutzen flir verschiedene Zeiten
bei eindimensionaler Rechnung.

Wie physikalisch einleuchtend,ergibt sich im stationdren Zustand, also flir

£t)=1, p(x):pB=const im Bereich S., dem geradlinigen Rohr konstanten Quer-

2)
schnitts. Ebenso liefert Gl.(4-25a), p(R1 f5% ) )=pB.

Weiterhin kann man sich leicht liberzeugen, daB stets gilt
pix=L4) = p (V=R £)
Jedoch gilt nur fiir t=0:

2
9L (x=t, t) = 55 (1=K, ¢),

fir groBere Zelten tritt hier ein Knick in der Druckverteilung auf als Konse-
quenz des Knicks in der Verteilung der kinetischen FEnergie im nicht genau er-

faBten Ubergangsbereich.
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Die Zeitkonstante T ist in Abb.9 als PFunktion von L fiir (pA-pBZéz 104m2/52

1 Yo 2
und 5 10 m /s dargestellt, wobei HDR-typische MaBe verwendet wurden:

R = 0O.lm
s = 0.15m (R,= RY2s = 7/30 m)
RQ = 7m

Wir sehen die charakteristischen Beschleunigungszeiten T liegen in der GroBen-

ordnung von 10 m sec.

2
! ‘pA‘pB”p[?z‘]
1ls] |
0.5x 104
0.02-
104
0.014
i 1 1 ! 1 &
0 04 0.8 1.2 1.6 20
L Ll

Abb.9: 7eitkonstante T als Funktion der Stutzen-Rohrlénge L

gemaB eindimensionaler Rechnung.



- 34 -

Die Zeitkonstante T = 1/ ) mit \ gemiB Gl.(4-18) hingt fast nur von der
Stutzenlange L und fast gar nicht vom Radius Rl bzw. vom Bruch-Querschnitt ab.
Dies ist ein Charakteristikum der anfinglichen Beschleunigungsphase. Die GrofBe
des Bruchguerschnittes kontrolliert das transiente Verhalten beim Blowdown-Prob-
lem erst bel wesentlich grifBeren Zeiten, wenn dann das Absinken des Innendrucks

von der Menge des ausstromenden Fluids abhingt.

Wir werden sehen, mit dieser einfachen analytischen Studie haben wir bereits
die Zeitkonstanten und den Druckverlauf flir die tatsichliche Geometrie recht

genau erfaflt.
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4,2 Zweidimensionale Finit-Differenzen-Ldsung fiir den Stutzen-Bereich

4.2.1 Geometrie und Randbedingungen

In diesem Abschnitt wollen wir den Ubergang Rohr-Ringmantel, den sogenannten
Stutzen genauer erfassen und zwar gemdB folgender Skizze zZwei-dimensional aber

nach wie vor rotationssymmetrisch:

i
r A
/ 7

7

Z
) 7
7
Z W2
z
2 2 L
f |
]
7
A
f |
z. .

4 WL - -

L — e

Abb.10: Zweidimensionales Stutzen-Geometrie-Modell

Gesucht ist zundchst das Potential p mit den Randbedingungen

1 bei B

It

= 0 bei A
(h-26)

- O bei Wl und w2

AR - s

= 0 bei W3 und W4

und der Differentialgleichung
J
~ 4 9 o 0"
olewr d = = = — =0 (8-27)
. T o o7 )7 0 z?
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Der Druck soll folgenden Gleichungen geniigen:

p = Py bei B
P = pA bei A
(4-28)
.aa_:;. - 0 bei W1 und W2
0P
i;?—- = 0 bei Wj und W4

In diesem Fall wurde der Druck p nicht aus dem Potential ¢ sondern direkt

aus dem resultierenden Geschwindigkeitsfeld gemif

div grad p = =~ div grad E(t); E = %g’gg (4-29)

berechnet. (Der Grund ist der, daB die Technik zur Berechnung von p aus ¥

bei Programmierung dieses Teils dem Autor noch nicht bekannt war.)

4,2.2 Idsung mittels finiter Differenzen und zyklischer Reduktion

e s s > T e o e e D G O T e S e O Gy D O D D s Y D e D e G S O b e D DO O D e B D S0 S AN Gk W D G WO G D D G

Allgemein haben wir also das Problem

OL‘,\}W,%z o (g,7)

A= A, bei A , Y= ”%B pei B (4-30)
%\P =0 pei W, und W,
%;;L =0 _ bei W3 und Wy

zu ldsen.

Wegen der rechteckigen Umrandung des betrachteten Gebietes verwenden wir ein
Differenzenverfahren. Das daraus entstehende lineare Gleichungssystem wird
mittels zyklischer Reduktion [21] unter Verwendung der "Kapazitdits-Matrix-
Technik" (KMT) und des FORTRAN-Unterprogramms POISSX[20,22] geldst. Diese
Technik wurde in [21] beschrieben und dabei wurde bereits iiber die erforder-

lichen Rechenzeiten berichtet.
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Die Diskretisierung beruht auf einem Maschennetz gemiaf folgender Skizze:

A
M1+1 Y e = 36 L/
] ¢ 4
r A « <  x ¥
7 2
7
M2+ 7 8 . * Ve £
M2 :: X X X ‘ X X X X \
A X X x | X X X X b 4
7 | @ B
2 22 % % X | X X X X 1
7 | |
i=1 :; X x X l X X X X ¥
i 2 N1 1 2 N2 No+1
— F

Abb.11: Maschennetz flir zweidimensionale 3tutzen-Rechnung

Es handelt sich um ein sogenanntes versetztes Netz (staggered grid) mit halben
Maschenweiten in der Nihe derjenigen Rinder, wo wir Neumann-Randbedingungen zu

erfiillen haben, deren finite Differenzenform bei dieser Art Netz besonders ein-

fach und genau werden.

Berechnet werden die Werte

i =1,2,...,M

n, 1

{
t J o= 1,2,
o= 1,2,...,0,

Y, . .
24, J o= 1,2,....N

2

in den beiden Teilbereichen 1 und 2.
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Die Neumann-Randbedingungen lauten in Differenzenform:

’%6,4 ) ’Y;,(;o =° <= ’/"2/"'/”"
V4}A{1 B ,V/”(,MM =0 t° Hzr/// HZ*Q/"' /M4 )
4/’44“], - Y1, 7O I 12, M
?%ﬁJ- —-/yqu' =0 =77 /Aé
%HZ,J' - %Hz»‘/u' =0 J= 1 /)\/Z-

Das Maschennetz ist dquidistant in z-Richtung mit

LAz s

N,
fiir beide Bereiche. Diese Festlegung wird gewszhlt, weil nur bei konstantem 4Z

die zyklische Reduktion anwendbar ist. Die Linge L ergibt sich dann aus
4
= +—'—} Zt
L (/V,,f'/‘{z z/ 4
In radialer Richtung ist Afals konstant gewshlt im Bereich 0¢ r < R.:

1
ai, = R, /M,.

A

Flir groBere Radien wirddy kontinulerlich vergrdBert. Die Radien der Maschen-
mittelpunkte sind ri; die Begrenzungslinie der i-ten Masche zu grdBeren Radien

hin ist ri+l/2'

Das Differenzen-Analogon zu Gl.(4-30) ist:

a& (‘)% (‘(“'f/‘),)'f b& [") /% (C'DJ‘) * Cﬁ [() /}é& [(f-'//J) (4-32)
t gyl m 2 My (5] + Y (50+) 7 G (sy)

fir k = 1,2 (Bereich 1 und 2)



und alle inneren Maschen-Mittelpunkte (i,J) sowie

2 T,

: Az <72
q& (<) = T 1
T AT AV,
4-33)
b [*2‘ - Azz ’,:('- f/z_ ’r-{"ll'4/l
SN
1, av, Ai;lﬂq ‘54;¥4?z
AZZ T{“{"//Z_
C&(f/:
{4_' A—-,r‘. A{i"L 72,
und 2
o = o1 ) Z (4
7& ((’/J) 7[27:\)/ t) A ¢ \)4’ 54)
Zusidtzlich gilt die innere Randbedingung
Yoco = Yo o3

4&44',/\47"/ = ’)021;4
Die KMT erfordert die Berechnung einer pxp-Kapazititsmatrix. Hier ist p=M2.
Fur m1=50, N1=17, M2=25, N2=31 bendtigen wir flir die Berechnung dieser Matrix
und deren Zerlegung in das Produkt zweier Dreiecksmatrizen (L-U-Zerlegung)
3.2 sec [21]. Fir jede rechte Seite ¢ kann dann das Problem in 0.25 sec

(auf IBM 370/168) geldst werden.

Zur Erzielung einer guten numerischen Rechengenauigkeit (relativer Fehler-(lo_u)
bel sehr groBen Radienverhdltnissen Rg/Rl und stark variierenden ar; ist es
unbedingt notwendig, als Randbedingung bei A 16& =0 zu verwenden. Dies ist

eine Folge der geringen Gradienten inﬁp flir groBe Radien. Flr groBe Werte von 3&
wird die Berechnung der sehr kleinen Differenzen dort sehr ungenau, wenn nicht
auch'Yr klein ist. Diese Bedingung 1i8t sich jedoch fir inkompressible Fluide
leicht einhalten, da der absolute Level des Potentials 99 und der Druckes 70

so gewdhlt werden kdnnen, daB Yk = f’A = 0.



- 40 -

Entsprechend der Theorie des Kapitels 2.6.3 berechnen wir aus der numerischen
Losung flir das Potential 90 die GroBen M, K und P. Der Potentialgradient
ergibt sich dabei sehr einfach als die Differenz zwischen zwel benachbarten
Maschenpunkten in der Normalen-Richtung an den Rindern des betrachtenden Be-
reichs dividiert durch den Punkteabstand.

Abb.12 zeigt die berechnete Zeitkonstante

T = 7/

als Funktion der Linge L. Die Rechenergebnisse gelten filir verschiedene Maschen-

zahlen N1 sowie flir M. = 50, M, = 25 und variablem N, entsprechend der Linge L

1 2 2

(N, = 3,9,19,29,59,99), sowie den MaBen
Rl = 0.1, R2 = 7, s = 0.15 [ m ]

4 2,2

pA = 0 5 pB/g RS m S .

Die Steigung der Ausgleichsgeraden stimmt im Rahmen der Zeichengehauigkeit
mit Gl.(4-18) iiberein. Die grobe Theorie gemiB Kap.4.l liefert hier also
Ergebnisse, die fiir L >> Rl fir technische Zwecke als exakt anzusehen ist.
Umgekehrt ist die numerische Ldsung schon fir wenige Maschenpunkte recht

brauchbar.

Die maximale Geschwindigkeit stimmt mit der Theorie gemi8 Gl.(4-19) bis auf

(numerisch bedingte) Abweichungen von ca. 1 % {iberein und betrigt fiir die ge-
nannten Zahlenwerte

U = 141 m/s

t.2.%_ Geschwindigkeits- und Druckfeld

Zur Zeit t = 0, d.h. bei noch ruhendem Fluid, ist die Druckverteilung im
Stutzen in Abb.13 dargestellt. Hierbeil entsprechen Isobaren den Linien kon-
stanten Potentials. Die Rechnung wurde fir R2 = Tm durchgefilhrt, es wird Jjedoch
nur der Abschnitt flir rgé 27 cm gezeichnet. Physikalisch ist hier die Druck-
entlastungswelle, die wir filir ein reales, schwach kompressibles Fluid erwarten,
schon durchgelaufen, also gilt dieses Bild nur flir geringfiigig positive Zeiten

und fir Fluide mit extrem hohen Schallgeschwindigkeit.
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Abb. 12 Zeitkonstante der Stutzen-Stromung gemiB zweidimensionaler

Rechnung

12
1[10-35s]
104
8.—4
° (PA‘PB)/F):’OI'[:—?‘
-#
6—.
R P
oX
I ’//’ o Ny = 10
| o8 x 20
— s heig—— X
OA
2 & A 30
N
] &
° 0.15 05 10 ‘
. ] 1. 15
LLm]



Nach relativ kurzer Zeit (ca. 10 msec) erreichen wir etwa den Zustand

gemdB Abb.l4. Hier ist das Geschwindigkeitsfeld als Vektorfeld und das Druck-
feld durch seine Isobaren rechnerisch fir die Zeit t = ©0 dargestellt. Die
Form des Geschwindigkeitsfeldes ist zu allen Zeiten die gleiche. Wir erkennen
die starke Geschwindigkeitszunahme in Stutzennzhe, dle aus der Querschnitis-
abnahme resultiert. Die Druckisobaren sind gegeniiber Abb.13 stark zum Stutzen-
austritt verschoben. Der Druckabfall ihnerhalb des Ringspaltes selbst ist sehr
klein. An der Kante des Uberganges Ringraum-Rohr bildet sich eine Sigularitit
aus. Hier liefert die Potentialstromungstheorie negative Driicke von theore-

tisch unendlichem Betrag. In der Realitadt miissen wir hier also Kavitation

erwarten. Zudem wird eine eventuelle Abrundung dieser Kante auf die sich aus-
bildende Zweiphasen-Stromung von EinfluB sein. Der Wanddruck-Verlauf flir t = O
und t = 00 (in Praxis tZ 10 msec) ist in Abb.15 genauer dargestellt. Die Singu-
laritdt in der Kante wird hier deutlich. Die negativen Driicke stellen sich un-
mittelbar hinter der umstrdmten Kante ein. Wir erkennen, daB fir Abstinde
grofer als ein Radius Rl = 10 cm von der Kante die Driicke an der "Innen" und

"suBen''-Wand etwa gleich groB sind. Ab hier kann die Druckverteilung und das

Geschwindigkeitsfeld also eindimensional gerechnet werden. TatsHchlich ent-

spricht der Druckverlauf in sehr guter Nsherung hier dem in Gl.(4-25) angegebenen.
Flir t 2 0 ergibt sich die maximale Druckdifferenz 4 p zwischen der Ringraum-
seite des Kernmantels und der Innenseite (wo p = pA sei) bei r = 0. Sein Wert
hingt stark von der Linge L ab. Mit zunehmender Linge nimmt A p ab, wie in

Abb.16 dargestellt. Fiir t = 00 ist der Druck am Kernmantel bei r = 0 gleich

dem Staudruck und damit etwa gleich pA. Hier ist die Belastung des Kernmantels
also Null (Innen=AuBen-Druck am Kernmantel). Die groéBte Druckdifferenz Ap

iiber den Kernmantel ergibt sich zur Zeit t =¢0 bei r & 1.5 Rl' Diese maximale
Druckdifferenz ist sehr viel kleiner als man intuitiv annehmen wiirde. Auch

€

dieser Wert ist in Abb.16 als Funktion von L dargestellt.

Im Rahmen der inkompressiblen PotentialstrSmungstheorie 1st die Belastung des
Kernmantels flir t 210 msec’'also vernachlissigbar klein im Vergleich zu dem StoB,

der in den allerersten Millisekunden auftritt.

Wahrend in groBeren Entfernungen vom Stutzen die Druckverteilung iiber den
Querschnitt des Ringraumes nahezu konstant ist, ist dies in Stutzenndhe nicht
der Fall. Hier muB3 daher die Variation in Richtung der Stutzenachse stets auf-
geldst werden, Andernfalls ergeben sich rechnerisch iiber den Kernmantel groBere

Druckdifferenzen als in der Realitst.
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Abb. 1% Druckverteilung im Bereich des Ubergangs Stutzen-Ringraum
zur Zelt t ;iC)(ruhendes Fluid). Gezeigt ist ein kleiner
Ausschnitt. Der Ringraum erstreckt sich bis zu R2 = 7 m.

Die Iscobarenwerte verstehen sich in Einheiten von pA—pB.
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Abb. 14 Druck- und Geschwindigkeits-Verteilung fiir t-¥09,
Vergleiche auch Abb. 13.



Abb.15 Wanddruck-Verlauf fiir verschiedene Zeiten im Ubergang

Ringraum-Stutzen.

_g.’_(..
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}
0.7- Ap
PA-PB
0.6+ o
N5 o N] =10
X =20
[+]
0.4+ \ a =30
X
\ t=0
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~———{Eney e ——m o
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0 T T T gl
015 0.5 1.0 LEm3J 15
Abb. 16 Maximale Druckdifferenz iiber den Kernmantel als Funktion der

Bruchstutzen<Ldnge L flir t2 0 und fiir t -»o0.
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4.3 Zweidimensionaler abgewickelter Ringraum, Original-Problem, Losung
mittels Integral-Methode.

o G - D D . G G S G S i D D R D R D o G e e G G e D e e e G G o S D G G G R R G s G T e o I b D G D e D W G e o

> o T D G G S R e S G G D ) S S e w

Bisher haben wir den Ringraum - abgesehen von der unmittelbaren Stutzennzhe -

nur eindimensional, also nur als Funktion des Abstandes r vom Stutzen aufgeldst.
Dies ist eine starkegeometrische Vereinfachung. In diesem Abschniti werden die
Finzelheiten des Ringraumes in seiner abgewickelten, ebenen Darstellung gemiB
Kap.4.1.1, Abb.5, erfaBt. Hierbel lassen wir zunichst die Einzelheiten des
Stutzen-Bereiches aufler acht. Diese werden spdter durch Koppelung der Ergeb-
nisse flir den Ringraum und den Stutzen erfafBt. Der Einfachheit halber beschranken
wir uns auf die Berechnung einer Hilfte des Ringraumes; die andere ist hierzu

symmetrisch. Wir betrachten also die Geometrie gem#fl Abb.l17

Y‘ ®)

i@ﬁ?j@Jr @

—~ H

Abb.17: Skizze des zweldimensionalen Ringraum-Modells

Die verschiedenen Rinder numerieren wir mit (:) bis (:) gemsaB Skizze. In diesem
Fall haben wir alsoc das Potential y?und den Druck p so zu berechnen, daB fol-

gende Randbedingungen erfillt werden:
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= fA = Cowjll

.;rady:o et @ O @ i (D
.g‘rac{f’=0

Der Radius R wird hier grdBer als der Rohr-Radius R1 gewdhlt (zu R=2&), da
der Bereich O4ér £ 2 Rl bezliglich der zum Kernmantel senkrechten Richtung

ebenfalls aufgeldst werden muB, wie bereits in Kap.4.2 geschehen.

Die rechnerische Erfassung dieses Bereiches bereitet einige Schwierigkeiten:
Wir haben es hier mit einem nicht rechteckigen Gebiet zu tun. Zudem ist der
Radius R (hier 20 cm) wesentlich kleiner als die anderen MaBe (hier H=8m, B=lm,
A=0.8m).

Wegen der nicht rechteckigen Geometrie eignet sich nur die Integral-Gleichungs-

Methode unmittelbar flir dieses Problem.

Es ist Jjedoch mbglich, das Problem so zu transformieren, daBl anstelle der Funk-
tionen & (x,y) (Potential) und ¥(x,y) (Stromfunktion) die inversen Funktionen

X (96A¢f) und y(?gq# ) zu berechnen sind (inverses Problem). In diesem Fall handelt
es sicéh um ein rechteckiges Gebiet und wir konnen sowohl die Integral-Gleichungs-
Methode als auch das Verfahren der finiten Differenzen verwenden. Hierbei erhalten
wir zudem explizit die Schnittpunkte (Xi’ Xj)der Maschennetzlinien gebildet aus
Potential- und Stromlinien. Siehe Kap.4.4. Zundchst soll hier das Original«Prob-
lem so(x,y) und ¥(x,y) geldst werden.

4.3.2 Direkte Potentialstromungs-Berechnung mit der Integral-Methode

w0 T e s D O0 e S G e G D G e G G S W I o . S T G e v G T D O S e S R 0 G D S e G 8 G S R i G T U Rk G

Die Berechnung der Potentialstromung mit IAPL ist im Prinzip extrem einfach.
Es ist lediglich der Rand in eine Anzahl diskreter Intervalle einzuteilen, wo=-
bei Ecken des Randes mit Intervall-Endpunkten zusammenfallen miissen. Die Koor-

dinaten der Intervall-Endpunkte sind anzugeben zusammen mit der Angabe des Rand-
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bedingungstyps (Dirichlet oder Neumann) und dem Randwert. Flr das vorliegende
Problem werden die einzelnen Rinder jeweils mit konstanten Intervallingen

unterteilt. Die Anzahl der Intervalle ergibt sich aus folgender Tabelle:

Bereich Zahl der Intervalle

8*1

-~ O Ul AW D
o
X
}..l

5*1

Summe 52%i = N

Der Faktor i wurde variiert: i=1, 2.

Neben dem Potential yo wird hier gleichzeitig die Stromfunktion-ybberechnet,
mit

div grad 1& = 0
und Randbedingungen gemiB Abb.18. Die Linien1p=.const sind orthogonal zu den
Linien 90: const. 7
Der Wert y% wird zundchst zu 1 angenommen und spdter entsprechend den (auchy-

Riemann-Beziehungen berechnet gemil
B
e
Yo = J 5’}?()(:6(/7) a/y (4-37)
o

Die Routine IAPL 1 berechnet die Randwerte von 79, 7& und n.grad Y”

n - grad yb, soweit sie nicht durch die Randbed%isung vorgegeben sind. Mittels
der Routine IAPIY kann daraus c?o,y sowie ‘L(:—;-); /0': —g’g im Innern des be-
trachteten Bereichs und auf dem Rand berechnet werden. Die auf diese Weise be-
rechneten Linien $P== const und 1& = const sind in Abb.l19 dargestellt. Es han-
delt sich hier um die Darstellung von Hohenlinien aufgrund eines Wertefeldes
flur ﬁp und'ﬁb an den Stitzpunkten eines rechtwinkeligen Maschennetzes. Das
Maschennetz ist am Rand angedeutet.(Es handelt sich jedoch ausdriicklich nicht
um das Ergebnis einer Finit-Differenzen-Rechnung.) Die Ergebnisse sind nicht
sonderlich genau, wie man beim Ubergang von i=1 auf i=2 feststellt. Vor allem

fallen gewisse Knicke in den Linien y?: const in Wandnzhe auf. Diese Knicke sind
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Ly by
. © 5
P56
® A=0 (&) Ap=0
r
T O ©) x L B/?(<®
P23 x=H
ot A\ e
Bereich Randbedingung
fiir ¥ fiir ¥
® =15 =0 w/dr =0
@ dp/ Py = 0 Y=Y =0
® dy/0y =0 Y=y =0
® p=5=7 Dy /dx =0
) dy/y =0 W= Y >0
© 0w/ ox =0 ¥ = ¥s
@ 550/9;’—"0 Y o= Y

Abb, 18 Randbedingungen des Original-Ringraum-Problems
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Abb. 19a Potential- und Stromlinien im Ringraum (Hohenlinien-Intervall 0.05)
aufgrund der reinen Integral-Methoden-Ldsung. Zahl der Intervalle

auf dem Rand: N = 52.
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19b Potential- und Stromlinien wie bei Abb.19a Jjedoch flir N =

Abb.
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eine Folge der unterschiedlichen Bestimmungsgleichungen fiir yD im Innern des
Bereichs sowie auf dem Rand.

Fir das Innere gilt (siehe[19] bzw. Anhang 1)

R g ! x D ix o
plx) = Lo ey D(x) , xeS
Dagegen ist flir den Rand
N
A — / -
px)r o= j%} ¢ B+ g, xe0

wobel DJ(E) verschwindet, wenn x € O und x auf der Verlingerung des j-ten
Randstiickes liegt. Im Ubrigen sei beziiglich der Symbole auf den Anhang ver-
wiesen. Im Rahmen dieser Formeln ist daher FD(E) fiir x € O unabhingig von
dem vorgegebenen Randwert 903 in den Randsticken, auf deren Verliangerung sich
der Randpunkt x befindet. Flr einen geringfligig in das Innere verschobenen
Punkt gilt dies dagegen nicht. Bei zu grober Diskretisierung des Randes
fihrt dies zu den in Abb.19 sichtbaren Knicken. Auch weichen die Integrale

I= § vgrdp 40, Iy= §ngrady o0 4oz8)

Uber die Oberfliche, die eigentlich null oder zumindest klein sein sollen,
gegenﬁber(%-%)und [’)Q-’}%)deutlich von Null ab:

i N Iy> 110
1 52 1.53-1077 0.54:107°
2 104 0.57.10‘3 o.o5~1o""3

Die Ursache hierfir liegt in der starken Variation von 99 in der Nzhe des
Stutzens in den Bereichen <:> und <:) Hier ist das Rechnen mit intervallweise
konstantem (£ nicht zuldssig. Auch variiert auf dem Randbereich (:) , d.h.

am Umfang des Stutzens ,der Normalengradient von 59 um etwa den Faktor zwei
und wird also ebenfalls nur schlecht durch die Annahme intervallweise kon-

stanter Gradienten erfafBt.

Da die Anzahl der Intervalle nicht beliebig gesteigert werden kann (der Rechen-
aufwand steigt mit Nﬁ) wurde nach anderen Wegen gesucht, die Genauigkeit der
Rechnung zu verbessern. Eine naheliegende Methode, die hier auch zum Erfolg

fihrt, ist die Benutzung einer analytischen Nidherungsldsung ‘f;, so daB 99a



die Randbedingungen zumindest ndherungsweise erfiillt und numerisch nur
noch die Ldsung (?7~y%) bestimmt wird. Eine brauchbare Ndherungsldsung
wurde durch Uberlagerung der Potentialstromungen infolge zwdlf verschie-
dener Punkt-Quellen und -Senken konstruiert, die auBerhalb des betrachteten

Bereichs gemdB Abb.20 angeordnet werden:

®
2
®
®

© s mCs O—

A-2H -A A H 2H-A

© ®Br @ ©

Abb.20: Quellen- und Senken-Anordnung der analytischen
Nzherungslosung

Diese Anordnung entsteht durch Spiegelung einer Quelle bzw. Senke in der
Stutzenposition (A,0) an den verschiedenen Rindern des betrachteten Bereichs.
Wird dieses Grundmuster in x- und y=Richtung unendlich oft pericdisch wieder-
holt, so erhilt man hierdurch die exakte Losung des gesuchten Problems([4 ]

(mit der Ausnahme, dafBl anstelle des Kreises mit Radius R um (A,0) eine etwas
anders geformte Kurve, z.B. mehr eine Ellipse, entstehen wird). Bei Beschrin-
kung auf endlich viele derartige Quellen und Senken kdnnen wir daher eine brauch-

bare NdherungslOsung erwarten. Dieses Vorgehen ist in seiner Grundidee das Singu-

laritiaten~Verfahren.
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Wenn r der Abstand von einem Ort (x,y) innerhalb des Gebietes S zur i-ten

Quelle bzw. Senke ist, dann lautet das resultierende Potenfial

o (= o by E)en

wobei der Radius R willklirlich zu R=R. gewdZhlt wird. Entsprechend lautet die

1
Stromfunktion

vt (2T 8) %
wobeil 19; der Winkel zwischen der x=Achse und dem Radius vom i-ten Quell-
punkt zum betrachteten Punkt (x,y) ist. Der Winkel wird mittels ﬁtﬁrﬁfﬂ‘Zf"
cqygéﬁg?)berechnet, wobei ). und 2° Konstanten sind, die die Transfdrmation
auf die Hauptwerte der inversen trigonometrischen Funktion erlauben. Die
Quellstarken Qi bzw. Ti sind dem Betrage nach alle gleich & bzw. T mit Vor-
zeichen entsprechend der obigen Skizze. Die Parameter Q, 9% und T, ¥, werden

so bestimmt, daB

v, (AR)=0

und

C(H,BR)=T

o (H, o)
bzw.

v, (A+R, 0)=0
und

'u@ (A_R/O):¢4

ist. Diese Bedingungen sind Spezialfdlle der Forderungen VSAW = const auf den
Rdndern.

Diese analytische NZherung approximiert die tatsdchliche Ldsung bereits soweit,
daB die verbleibenden Randwerte fﬁr/#h%) nur noch maximal 2.3%% der urspring-
lichen Werte und bei(ﬂ#*?@)noch 22% der urspringlichen Werte ausmachen. Die
Linien q% = const und ﬁ% = const sind in Abb.21 dargestellt. Das schlieBlich
berechnete Gesamtergebnis fir YD und AL (mit analytischem Anteil und numerisch
bestimmtem Rest) zeigt Abb.22. Ein gewisser Restfehler ist hier in den Ecken
bei x=0 erkennbar. Die Randintegrale gemifB Gl.(4-38) betragen jetzt aber nur

noch
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-Abb.21 Potential- und Stromlinien im Ringraum aufgrund allein der

analytischen Niherung.
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R . IVD Ly

2 -0.39-10’3

3

1 52 0.33-10"

3

2 104 0.10°10" -0.02.10"

Sie liegen bezliglich I*, damit um den Faktor flinf unter den Werten ohne
analytische TeillSsung. Abb.22 ware damit eine brauchbare Darstellung der
Potential~-Stromungs-Rechnung. Insbesondere entsprechen die Linien (= const
den Isobaren zur Zeit t = O und die Linien 1L= const 8ind flir alle Zeiten

t > 0 die Stromlinien

Flir die Auswertung (beispielsweise bei Integrationen der Driicke zur Be-

rechnung der resultisrenden Krafte) ist jedoch die punktweise Angabe der

Werte (f und 1& auf dem rechtwinkeligen Maschennetz unpraktisch, da der
interessierende Bereich in Stutzennihe nur ungenau - oder aber Bereiche an
anderen Stellen zu aufwendig erfafBt werden. Hierzu ist die explizite Be-

rechnung des von $D= const und'y5=const gebildeten krummlinigen Maschennetzes,
d.h.die explizite Bestimmung der Koordinaten (Xi’Xj) der Gitter-Punkte wlinschens-

wert. Dieses sogenannte inverse Problem wird im folgenden Kapitel behandelt.
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4.4.1 Grundlagen und Randbedingungen

o e . S S T R ey e G GO B S wm D D S @ A Gl S A G D e el e

Von Thom u.Apelt [10] wurde gezeigt, daB zu dem komplexen Potential

w (2] = @ + A (houp)
mit

2 1 1

e . e _, oY, 3% o (4-43)

o x> 9;7 und ot gyl

aufler in singularen Punkten auch die Umkehrung
Z(w) = X+ —s'y (_yh)
existiert, mit

2 z ,

24 PR -0 g 29 oy -0 (4ous)

= +t 5, = un . =%, =0,

et o W oy
D.h. anstelle von tp und fy als Funktion von x und y kfnnen wir auch x und
y als Funktion von Sﬂund ry berechnen. Wiahrend der x-y-Bereich unregelmiB8ig
umrandet war, ist der -+ -Bereich flr das inverse Problem ein Rechteck,
da ¢ und 4 im x-y-Bereich jeweils zwischen ‘;0A=4und1 5%50 bzw. '¢A=Ound ’%8
variieren. Die Randbedingungen fir das inverse Problem werden anhand von

Abb.25 diskutiert.

AuBer fur Bereich @ sind die Randbedingungen die offensichtliche Umkehrung
der Randbedingungen des urspriinglichen Problems (s.Abb.18). Die Bedingungen
fiir Bereich @ ergeben sich aus folgendem:

Die Randkurve (1) 148t sich darstellen als

X = A + R cos 86
T
y = R sin @ ( %)

mit dem Winkel & (046 € 7 ) als Parameter.Multiplikation der ersten mit cos ©
und der zweiten mit sin 8 und Addition liefert die erste Bedingung

(x=A) co> O + y.&o‘-e = R (4-47)
Desweiteren folgt aus = const:

’9__9?{99; 6+ OF =
55“0" 5599 7§ [- Jm Tt @7Q”9]
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Bereich Randbedingung
@ a) x=x(y) y = y(y)
oder
b)%sin9+%cose=o -a;icose +§1—zsin9=o
(x = A) cose+ysin9=R
@ x/op =0 y=0
©) Ox/0=0 y=0
® x =H : 317/950=0
® ox/dnv=0 y =B
@ x=0 By/?70=0
@) ox/dyp =0 y=0

Abb. 235 Randbedingungen des inversen Ringraum-Problems
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Mit den bekannten Differentiationsformeln fir die Umkehrfunktionen {[25,8.124-125]

folgt hieraus:
. BZ 9)( / 0

Mit den Cauchy-Riemannschen Bedingungen
ox _ 94 B; X (4-49)
d¢ ~ Ty ! T oy

folgt weiter

5.8 35 ter 8 5 =0 Ny et AT AL
Das gleiche Ergebnis erhilt man aus: _ 7
Y, I R 0% L o BFoo
— — Co> B %%%’ ¢ sem O %fg =0.

Wir sehen damit, daB das inverse Problem fir x mit dem fir y verkoppelt ist.
Die Randbedingungen sind von kompliziertem Typ; insbesondere enthalten sie
den Winkel & als Unbekannte, wodurch die Randbedingungen nichtlinear werden.

Wir haben damit zumindest flir dieses Beispiel das interessante Ergebnis:

Die Transformation eines linearen Problems mit nichtlinearer Geometrie

auf eine lineare Geometrie ergibt ein nichtlineares Problem.

Selbst wenn sich das nichtlineare Problem l0sen lieBe, blieben noch folgende
Schwierigkeiten: Die Werte voni@%,undsgy » also den Koordinaten des Wechsels
im Randbedingungstyp sind im inversen Problem nicht berechenbar. Zudem ist der
WertuVB nicht bekannt. Er kann erst aus der ILdsung gemiB Gl.(4-37) berechnet
werden. Es scheint damit so, als ob die inverse Technik, die andernorts [10,7,
13,147 als so sehr hilfreich angepriesen wird und die aufgrund dieser Berichte

hier verfolgt wurde, bei Problemen wie dem vorliegenden nicht anwendbar ist.

Genaver muB gesagt werden, die inverse Technik kann nicht unmittelbar ange-

wendet werden. Denn in der vorliegenden Situation, in der wir das urspriingliche
Problem bereits geldst haben, lassen sich die Randbedingungsschwierigkeiten
umgehen. Wir kennen Jja bereits die Werte flr ?56’ Yé7 und an'sowie die Funk-
tion U () auf dem gekriimmten Rand (:) . Aus letzterem lassen sich mit Gl.(4-46)
die Umkehrfunktionen

berechnen.



- 62 -

Damit ist dann die Ldsung x(??,qp) und y(ﬁﬂ,ﬁﬁ) determiniert und wir konnen
die Schnittpunkte (xi’J=x($ﬂi,1pj), Vi3 = y(>ﬂi,ﬁbj)) des gewlinschten
Maschennetzes berechnen.Zuvor Jjedoch wollen wir aus der bereits bekannten
Losung Y (x,y) und /’é(x,y) die Linien x = const undy= const im -4 -Diagramm

aufzeichnen, indem wir das aus

(o, = ¢ o) [ Yoi = ¥ %))

gebildete Maschennetz zeichnen. Dies ist in Abb.24. geschehen. Wir erkennen

hierbei die Stellen bei WS

Kanten hat das komplexe Potential des urspringlichen Problems

5 und Y%7 als Singularitdten. In der Ndhe dieser

W= YPriap = W (z) ) Z-‘X’{"C"“’j den Verlauf
2w ~ 22 (4-52)
mit dem Resultat, dafB hier sowohl W als auch die ersten Ableitungen im Eck-
punkt verschwinden. Das inverse Problem liefert jedoch

A
3 oo ? (4-53)

was bedeutet, dafl hier die Ableitungen nicht stetig variieren.

4,4.2 Idsung mit der Integral-Methode

o e wn G W O GG D AR A R D T G D R i D D G R e e G D

Diese Singularititen erweisen sich nun als zusdtzliche Barriere bei der Losung
des inversen Problems - zumindest mit der Integral-Gleichungs-Methode IAPL.

Die Annahme stlickweise konstanter Ableitungen n-+grad x und n-grad y ist in

der Nzghe der Singularitdten unbrauchbar. Die Auswirkung zeigt Abb.25 in dem

das mit ILAPL berechnete Maschennetz dargestellt ist. Im Prinzip lieBe sich
vielleicht auch dieses Problem l0sen, wenn wie bei dem ursprilnglichen Problem
analytische Niherungsldsungen xa(<f,'¢) und ya(YD,ﬂP) gefunden werden konnten,
die zumindest diese Singularitidten explizit wiedergeben, so daB das verbleibende
Problem fﬁr(x-xa)keine Singularitdten aufweist. Dieser Weg wurde versucht unter

Verwendung von Beziehungen der Art

- 7 - 7
4 2 1 LS
. — /. 7 )
2= /A4 (www;)! + Az(w"“vl/z

1“% = %26 * ii’?%

W T Kz T Y

mit
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entsprechen den x- bzw. y-Werten wie sie fir das in Abb. 19a

gezeigte Maschennetz verwendet wurden.

Abb. 24 Linien x = const und y = const in ¥-4v-Koordinaten. Die Hohenlinien



Abb. 25a Das mit der Integral-Methode aus der inversen Formalierung

berechnete Maschennetz. N = 52
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und Faktoren Al und A2 die anhand der urspringlichen Losung in der Ndhe der
Eckpunkte so bestimmt werden konnen, dafl dort etwa gilt Ldty4'22+ﬁa

bzw. td=z4z%l+“& . Damit wurde zwar - wie Abb.26 zeigt- das Ergebnis im
Bereich der Eckenbesser, dafiir aber um so ungenauer fir die eigentlich
interessierenden Bereiche <:> und <:> .

Das Integralverfahren erwies sich damit flir das inverse Problem wegen der

darin auftretenden Singularitdten als unbrauchbar.

Das letztlich befriedigende Ergebnis gemidfB Abb.27 wurde schlieBlich durch
Kombination der direkten und inversen Methode gewonnen. Hier wird das Ergebnis
der inversen Rechnung mit einem Ergebnis gemiB Abb.25 als Ausgangswert flir eine
iterative Bestimmung der Xi,j und yi,j benutzt. Die Iteration hat das Ziel,

die Ldsungen Xy 3 und vy 3 der beiden nichtlinearen Gleichungen
§ 3

7£‘ = 7 (/\/".IJ’ ) yt’))‘) - SD.C.

g -, ¥ (X""J. ) y[,_)') - /VJ

zu bestimmen, wobei die Funktionen & (x,y) und a(x,y) aus der Lisung des

o

[]"

(4-54)

I

=0

urspringlichen Problems hervorgehen. Die Iteration benutzt das Newton-Schema

x. . itds X h . 7[ H
<1 ~ “1J _ T (4-55)
7oy A d , 1AL
mit der Frechet-Matrix
dpfar el ho o ow
T = =T [X—t,'J‘ / ycu ) . 200

Aufgrund der Cauchy-Riemann-Beziehungen gilt:

970/9)( P 519/21 (4-57)
T o=
_9}‘0/9 p! Dy/ox

mit

td (1= (3" + (5] Lgeote] 7 ¢ -5)
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Abb. 26a Das mit der Integral-Methode aus der inversen Formulierung
berechnete Maschennetz bel Erfassung der Eck-Singularititen.

N = »2.

_Lg_



“§0T = N JnJ 03Td qog -ddy

ﬁ VAL =
/////////// ,

VUL
FU TV




Abb. 27a

—]

Das mit der Integral-Methode iterativ bestimmte Maschennetz.

N = B2.
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Die Determinante verschwindet lediglich in den siguliren Punkten, fir die wir
aber die x- und y-Koordinaten schon kennen. Ansonsten gilt

[Dp/ox - 0p/%

et A (4-59)

T ad (T ¥ /oy dp/ox

Diese Iteration fiihrt nach ca. 10 Tterationsschritten zu dem in Abb.27 gezeigten

Ergebnis.

4.4.3 Losung mittels finiter Differenzen und zyklischer Reduktion

Ausgehend von den Randwerten (7056, 5067, ’%Bund x(')b), y¢) fiir Bereich @,
kann das inverse Problem besonders einfach mittels finiter Differenzen gelGst
werden. Hierzu unterteilen wir das Rechteck (0,1) x (O’SLB) im (- 4L -Raum in
finite Maschen, wobei wir in % -Richtung konstante Maschenweiten A~ =’V%,/%/
und in (¢ -Richtung konstante oder variable Maschenweiten wihlen konnen (hier
wurden konstante gewdahlt, AY =1/M). Wir erhalten dann aus A4 x=0 bzw. Ay=0
ein lineares Gleichungssystem flir die xi,j und yi,j' Wenn nicht der Typ der
Randbedingung am Rand bei‘f:Y% zwischen Neumann- und Dirichlet-Typ wechseln
wiirde, lieBe sich das entstehende lineare Gleichungssystem unmittelbar mittels
zyklischer Reduktion 18sen. Da es nur die relatliv wenigen Gleichungen fir
diese Randstiicke sind, die Schwierigkeiten machen, konnen wir auch hier wieder
die Kapazitidts-Matrix-Technik anwenden und das Problem unter mehrfacher Be-
nutzung der zyklischen Reduktions-Routine POIS[23]direkt (also nicht iterativ)
16sen. Das Ergebnis zeigt Abb.28. Es weicht insofern von Abb.27 ab, als hier
mit konstantenxAgound nicht wie bei der Integral-Methode mit variabler Dis-
kretisierungsweite gearbeitet wird. Der Verlauf der Linie $0=const und,15=const

stimmt jedoch im wesentlichen bei beiden Rechenergebnissen gut iberein.

Wir konnen damit feststellen, daBl das Verfahren der finiten Differenzen gegen-
iiber Singularitdten in der Randbedingung weitgehend unempfindlich ist, was
es vorteilhaft von der Integral-Methode unterscheidet.
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4,44 Zeitkonstante des Ringraumes

T — o 0 0 O 0 T i D D T G oI o WD D A G G D S e D B e e

Die Zeitkonstante T fir den Ringraum alleine ist nur von theoretischem
Interesse, da wir bereits in Kap.l4.l gesehen haben, daB das transiente Ver-
halten vorwiegend von der Stutzen-ILinge abhzngt. Dennoch wurde T berechnet
fur

H=28m, B=14m, R=0.2m , [ﬁ—f’g}/_f = 709”"2/52-

Das Ergebnis ist

. 0.5 x 105,

Dieser Wert ist relativ hoch, da hier eine groBe Wassermasse in der Umgebung
des Stutzens auf die maximale Geschwindigkeit (141 m/s) beschleunigt werden
muifl. Aus der Analyse des Ringraumes alleine kann daher nicht auf das transiente

Verhalten des gesamten Problems geschlossen werden.
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4.5 Dreidimensionale Analyse durch Kopplung der zweidimensionalen Ringraum-

und Stutzen=Modelle.
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In diesem Abschnitt benutzen wir die Verfahren zur Berechnung der Potential~
stromung im Stutzen einerseits und im Ringraum andererseits unter Verwendung
der Kopplungstheorie gemiB Kap.2.6 zur Berechnung des prinzipiell drei-dimen-
sionalen Rihgraums plus Stutzen. Hierzu berechnen wir die Stutzenstromung
wie beschrieben in r-z-Koordinaten. Der betrachtete AuBenradius wird zu

R2 = 2 Rl

groBere Radien die Variation liber die Ringraum-Breite vernachlidssigbar ist.

angesetzt, da wir zuvor in Kap. 4.2.4 festgestellt haben, daB fiir

Fir r 3R = R, berechnen wir die Potentialstromung des abgewickelten Ringraumes

2
in x-y-Koordinaten gemiB Kap.4.3 bzw. 4.4. Bei gleicher Ringraumbreite s ist

damit die Flachengleichheit an den Kopplungsflachen gegeben. Problematisch er-
scheint lediglich die Randbedingung am Ubergang Ringraum (Fliche Cl) - Stutzen

(CE)‘ Bei C, ist der Geschwindigkeitsvektor zwar ebenso wie bei C, in r-Richtung

2

ausgerichtet. Der Betrag der Geschwindigkeit ist in C, Jjedoch winkelabhingig,

1

waghrend er bei 02 geringfiigig abhingig von der z-Richtung ist. Bei der Koppelung
miissen wir uns also mit einer integralen Kopplungsbedingung in dem Sinne begnligen,
daB3 der Uber C1 flieBende mittlere Volumenstrom gleich dem mittleren Volumen-

strom beil 02 ist und analog, daB die uber C1 und 02 gemittelten Driicke gleich
sind. Eine genauere Betrachtungsweise ist nur bei dreidimensionaler Aufldsung -
insbesondere des Stutzens - moglich. Wir milssen zwar damit rechnen, daf wir

mit der zweidimensionalen Methode einige interessante Stromungsdetails nicht
erfassen. Die Erfahrungen mit der sicher noch groberen eindimensionalen Er-
fassung des Ubergangs Ringraum-Stutzen lehrt jedoch, daB die damit in Kauf ge-
nommenen Fehler fiir das integrale Verhalten sicher klein sind; klein zumindest
gegeniber den sonstigen Fehlern bei Simulation der Strdimungen als inkompressible

Potentialstromng.
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Das transiente Verhalten der Potentialstromung in den beiden gekoppelten
Bereichen wird gemif8 Kap.2.6.3 berechnet. Hierbei wurde folgender Fall be-

rechnet:

H=28m, A=0.8m, B=24m, R=20.2m, R, =0.1m, s = 0.15m, L = variabel.

1
(pA - pB) = 100 bar.

Hierfir erhalten wir eine Zeitkonstante wie in Abb.29 dargestellt.
Fir L = 1m und (pA ) = 100 bar ist T demnach T« 8 msec. Fﬁr(pA - pB) = 60 bar

ist T°= 13 m sec.

an

Die Maximalgeschwindigkeit am Stutzen-Austritts-Querschnitt ergibt sich rech-
nerisch fir (pA-pB) = 100 bar auch hier zu U= 141 .4m/s, was dem Ergebnis

einer Rechnung nach Bernoulli entspricht.

4.5.3 Druckverteilung und resultierende Krifte bzw. Biegemomente

o o G - G
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Flir die in 4.5.2 definierten Bedingungen ist die mittlere Druckdifferenz zwischen

Ringraum und Innenraum beim Radius r = 0.2m = Rund fiir L = 0.9 m zur Zeit
t 20 ~p(T=R) = 25 bor
P, = F

t > oo Py = fO(ftR) = 2.8 bat

Fir groBe Zeiten, in der Praxis also flir t 2 20 msec, ist die Druckdifferenz
iiber den Kernmantel also nahezu vernachlidssigbar klein - in Ubereinstimmung
mit den Ergebnissen gemiB8 Kap.4.2.4, Abb.16. Aus der berechneten Druckver-
teilung kdnnen nun die am Kernmantel wirkenden Kriaftie und Biegemomente bestimmt

werden. Wir efhalten
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Abb. 29 Zeitkonstante T der gekoppelten Ringraum-Stutzen - Stromung
als Funktion der Stutzen-Linge L.
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H B
_ (h-60
KF = 2 f f ap (X Yy) dx oly 4-60)
X=0 2:0
7 3 -7 -
K = X f f b (/\’,;7/ L@(.}LB--) olx o/y (4~51)
[/ 0
* 8 (4-52)
= 2 -5
MP aj aj ap (xny) x  ox dy
H B — oy
7 (4-53)
M = X f J. ap (%Yy) O (Zé‘) X aQ'4}
0 0
Hierbel ist
Kp die resultierende Druckkraft in Richtung der Kernmantel-Normalen
K die resultierende Querkraft entgegen der Stutzenrichtung
Mp ein Platten-Biegemoment
M das am Kernmantel um x = O herum wirkende Biegemoment

Die berechneten Werte schlieBen die Integration tber den Stutzenbereich mit ein.

Die numerischen Ergebnisse fir t2 O lauten

fiir (pA - pB) = 100 bar:

L , K, K M M

[ m ] [10"Mp ] [10° Mp] A [10°Mpm] [10°Vpm]
0.221 17.1 1.420 | 45.2 1.64
0.371 12.4 1.035 32.9 1.196
0.596 8.85 0.746 23.4 0.79%
0.896 6.%9 0.538 16.9 0.573

In normierter Form sind die realistischeren Werte K und M als Funktion von L

in Abb.30 aufgetragen. Fir L = 1m und ( )} = 60 bar ergibt sich daraus

PA-PB
beispielsweise
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b M/Tipa-pg)-F Al tz0
K/T(pa-pg) -F1

0.03 -
0.02 = K
0.01 A

R=13m

s=015m

S
- LB T =
0.15 05 1.0 LLml

Abb. 30 Normierte maximale Kraft K und Biegemoment M am Ringmantel
als Funktion der Stutzen-Linge L.
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K = 300 Mp

M = 320 Mpm

Man kann wohl vermuten, daB diese flir inkompressible Stromung errechneten

Werte zumindest fiir kleine Zeiten (t < 1) obere Schranken fiir die tatséch-
lichen Belastungen darstellen, da im inkompressiblen Fluid die "Entlastungs-
welle" sich mit unendlicher Schallgeschwindigkeit ausbreitet und also die
Belastungen schlagartig auftreten, wahrend im kompressiblen Fluid diese
Vorgénge langsamer und "weicher'" ablaufen. Ein Beweis flr diese Vermutung
sowie eine Aussage Uber die Belastungen zu spateren Zeiten, wenn im realen
Zustand Reflektionen der Entlastungswellen zu erwarten sind, kann hier je-
doch nicht erbracht werden. Diese Fragen werden in einer folgenden Arbeit,
in der kompressible und inkompressible Rechnungen verglichen werden, zu

entscheiden sein.
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5. Zusammenfassung

Dieser Bericht besteht aus vier Teilen.

Der erste Teil beschreibt ein aktuelles Reaktorsicherheits-Problem - das
HDR-Blowdown=Experiment = und motiviert die vorliegende Potentialstromungs-

untersuchung.

Der zweite Teil beschreibt die Theorie zur Berechnung des instationiren Ge-
schwindigkeits~ und Druckfeldes in beliebig geformten Stromungskandlen mit
starren Wanden. Es wird gezeigt, daB alle diese Felder mittels dreier Laplace-
Gleichungen mit unterschiedlichen Randbedingungen beschrieben werden. Beil kon-
stanten Druck-Randbedingungen entwickelt sich das Geschwindigkeitsfeld an Jjeder
Stelle wie

tanh ( £ 4/7)

wobel die Zeitkonstante T allein aufgrund der Randbedingungen und dem resul-
tierenden Potential und dessen Gradienten an den Riandern des betrachteten
Bereiches bestimmt werden kann.

Danach wird gezeligt, wie aus der Kenntnis der Potentialstromung flir zwei oder
mehr einzelne Stromungskanzle auf die Potentialstrdming geschlossen werden kann,
die sich bei Aneinanderreihung der Kandle einstellt. Dies betrifft insbesondere

wieder das transiente Verhalten.

Der dritte Teil gibt eine kurze Ubersicht iiber Verfahren zur numerischen

Losung der auftretenden Laplace-Gleichungen. Insbesondere erwdhnt und gegen-
tibergestellt werden das finite Differenzenverfahren mit dem zugehSrigen direkten
Idsungsverfahren der zyklischen Reduktion sowie ein auf der Ihtegral—Methode ba~
sierendes Verfahren IAPL. Flr letzteres werden in einem Anhang zu diesem Bericht
geeignete PL/l-Unterprogramme angegeben. Die genannten Verfahren werden nur flr

zweidimensionale Probleme beschrieben.

Im vierten Teil behandeln wir beispielhaft einige transiente Potentialstromungs-
probleme in fir die HDR-Blowdown-Experimente typischen Geometrien. Hierbei sind
wir uns uber die erheblichen physikalischen Vereinfachungen,die hierzu erforder-
lich sind,im Klaren. Insbesondere wird die Ausbreitung von Druckentlastungs -
wellen hier nicht erfafBt. Wohl aber werden die durch die Trigheit des Fluids
auftretenden Beschleunigungseffekte erfaBt. Ein wesentliches Ergebnis besteht

darin, daB die Zeit zur Erreichung einer quasi-stationiren Strdmung hoher
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Geschwindigkeit flir HDR-Bedingungen 1n der GroBenordnung von 10 msec liegt.
Diese Zeit hiangt im wesentlichen von der lLange des Stutzens ab. Die Klirze dieser
Zeit ist einerseits durch die groBen Druckdifferenzen bestimmt; andererseits

ist sie aber eine Folge der Tatsache, daB aufgrund der starken Stromungsquer-
schnittsanderung beim Ubergang Ringraum-Stutzen die Trigheit des gesamten Fluids
nahezu alleine von der im Stutzen<Rohr befindlichen Fluidmasse bestimmt wird.
Diese ist aber beil kurzen Rohrlingen so klein, daB die Beschleunigung auf maxi-
male Geschwindigkeit in so kurzer Zeit erfolgen kann. Die Beschleunigungszeit
von 10 msec ist von etwa gleicher GroBenordnung wie die Zeit in der eine Druck-
entlastungswelle einmal durch den gesamten Druckbehdlter wandert. Wir konnen
hier also die dynamischen Vorgidnge nicht in eine akustische Phase und eine
spdter ablaufende Beschleunigungsphase aufteilen. Beide Effekte laufen gleich-
zeitig ab.

Die Berechnungen im vierten Teil erfassen zun8chst ein einfaches Modell.mit

dem der Ringraum und Stutzenbereich eindimensional und - unter Verwendung der
Koppelungstheorie = analytisch beschrieben werden kann. Die hierbei gewonnenen
Ergebnisse erweisen sich spiter beziiglich Geschwindigkeits- und Druckverteilung
sowie Zeltkonstante trotz der stark vereinfachten Geometrie im Vergleich zu

mehrdimensionalen Rechnungen als sehr genau.

Nicht erfa8t werden dabei die Vorgiange in unmittelbarer Nzhe des {berganges.

Eine zweidimensionale Rechnung mit dem Verfahren der finiten Differenzen zeigt
hier negative Driicke, die in der Realitidt zu Kavitation flihren. Obwohl die Kavi-
tation hier nicht erfaBt wird, kann angenommen werden, daBl diese die vorliegenden
Ergebnisse nicht in ihrer GroBenordnung Zndern, da offenbar Strémungsvorginge

in geometrisch kleinen Bereichen keinen grofien Zffekt haben.Die am Kernmantel
wirksame Druckdifferenz wird von eindimensionalen Rechnungen Uberschitzt. Sodann
befassen wir uns mit dem Ringraum als zweidimensionales ebenes Problem. Wegen

des kreisfdrmigen Stutzenilibergangs ist der Strdmungskanal in diesem Fall nicht
rechteckig. In dieser Geometrie ist die Integral-Methode gut anwendbar. Aller-
dings ist die Verwendung einer analytischen Niherungslosung notwendig, um die
Approximations-Fehler, die nur linear mit der Anzahl der gewZhlten Randintervalle
kleiner werden, in Grenzen zu halten. Zur Bestimmung der Schnittpunkte x, y des
aus Potential- und Stromlinien gebildeten orthogonalen krummlinigen Maschennetzes
versuchen wir, das inverse Problem zu 1dsen. Wir finden, daB dies wegen der auf-
tretenden Rand-Singularitidten nur bel Kenntnis der Losung des Original-Problems

moglich ist. Inbesondere wurde aus dem linearen Original-Problem mit nichtlinearen
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Rdndern ein nichtlineares inverses Problem mit linearen Rindern. Die
Integral-Methode erweist sich zudem als AuBerst empfindlich gegeniliber den
Rand-Singularitditen. Das Finit-Differenzenverfahren ist demgegeniiber unempfind-
lich. Die flr Ringraum und Stutzen zweidimensional gewonnenen Ergebnisse werden
schlieBlich - wieder unter Verwendung der Koppelungstheorie - zur Analyse des
gesamten dreidimensionalen Problems herangezogen. Hieraus werden die am Kern-
mantel wirkenden Krdfte und Drehmomente als Funktion der Bruchstutzen-Liange
berechnet. Maximale Krafte von 300 Mp und Momente von 320 Mpm sind typisch

fir das HDR-Problem.

Insgesamt erweist sich die Theorie inkompressibler Potentialstromungen als sehr
hilfreich beim Studium der grundlegenden transienten Stromungsformen in einer

komplexen Geometrie.
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Anhang

IAPL, PL/l-Unterprogramme zur Berechnung zweidimensionaler Potential-

stromungen nach der Integral-Methode.

A 1. Grundlage

Das Unterprogramm LAPLl berechnet nsherungsweise die ILdsung u(x,y) der

Laplace-Gleichung
z
pumy) | uly (rg)e R ‘h-1)
PDxt oyt

auf dem Rand d&l eines einfach zusammenhingenden Bereiches o@ nach der

"Basic integral equation method" von Papamichael und Symm [1]. Die Unter-

programme IAPI2, IAPL3 und IAPI4 benutzen die Ergebnisse von ILAPLI und be-
stimmen die Ldsung u(x,y) sowie die Ableitungen D'L(/ax / 914/;3 [’V/('//

an einem beliebigen Punkt (x,y) im Bereich /I oder auf dessen Rand d/ .

Das Verfahren beruht auf der Annahme, daB der Rand AZQ stlickweise glatt ist
und auf dem Rand sowohl die ILdsungsfunktion u als auch ihre Ableitung u' in
Richtung der inneren Normalen n zu &;Q stetig sind. Der Rand sei zudem in
endlich viele Intervalle unterteilbar, wobei in jedem Intervall entweder u
(Dirichlet-Randbedingung) oder die Ableitung u' (Neumann-Randbedingung) vor-

gegeben ist.

Die Losung u(x,y)=u(p), wobei p ein beliebiger Punkt der x-y-Ebene ist, erfiillt
gemiB [19] folgende Integralgleichung:

(A=2)

‘q) by [ 9P d g~ [ uly) byl 9-pldg
J&u(y)&g/._/_ S by lyrla

SR ME)=0
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Hierbei ist g ein Punkt auf‘dzﬂ und dg das differentielle Inkrement von élﬂ
bei g; q[f)ist der Winkel durch den der Vektor g-p rotiert, wenn g einmal
vollstandig d A gegen den Uhrzeigersinn durchlsuft. D.h.: filr pe JL ist

47 (p )=27 ; fir ge&ﬂ ist ’7 (p) der Winkel inJl zwischen den Tangenten

an d beiderseits von p; falls dl bei p glatt ist, ist (f)-‘"/r

Die numerische Methode basiert auf folgendem Vorgehen:

Wir unterteilen den Rand JLQ in N glatte Intervalle Ii’ i=1,2,...,N, und zwar
so, daB Ecken oder Wechsel in der Art der Randbedingung an den Unterteilungs-
punkten liegen. Wir approximieren die Werte u und u' durch Konstante ui und

1

u 5 in Jedem Intervall:; die Halfte dieser Werte ist durch die Randbedingung

gegeben. Aus (2) folgt dann: v

N (

! ST . ] - e = o \A'})
é U F; [~9L.)+J>; U 'DJ [_7{) 7(9:)Y,

it " (= 2,0, N

m
gi den Mittelpunkten der als gerade Strecken approximierten Intervalle Ii
und /197

Fle) = 5 togl9-9./d79 (a-h)

14
Dy (9,) =~ log'[9-9:/ 9
J Iy LA
Diese Integrale sind analytisch auswertbar [19]. Zusammen mit den Randbe-

\

dingungen stellt Gl.(3) ein lineares Gleichungssystem dar fiir die N Unbekannten

uj bzw. u', ; j=1,2,...,N

o

(je nach Randbedingung im j-ten Intervall).

Dieses Gleichungssystem wird in IAPL] aufgestellt und gelost.

Die (Nzherungs-)LOosung u(p) an einem beliebigen Punkt p folgt dann aus
ul(r)= ’-74(?9) J%\{%',ﬁ'[f}‘L%' DJ(f)] (A-5)

Gl.(5) wird in IAPL2 und IAPL3 ausgewertet. IAPI4 berechnet gleichzeitig mit

u(p) auch die Ableitungen von u(p) nach x und y.
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A 2.Aufruf, Ein- und Ausgaben, Beschriankungen

2.1 TAPL1

Zweck: Aufstellung und Losung des linearen Gleichungssystems zur Bestimmung

aller Randwerte.

Aufruf:

DCL IAPL1 ENTRY (BIN FIXED(15),
(*,%) BIN FLOAT
(*)  BIN FIXED
(*)  BIN FLOAT
(*)  BIN FLOAT

= \J
U W

- -

P S e S s N e N
(P W e
%

\n
W

EXTERNAL ;
DCL(U(N,2),X (N),Y(N)) BIN FIOAT(53), (N,ID(N)) BIN FIXED(15);
CALL LAPL1{N,U,ID,X,Y);
Eingabe:
N Anzahl der Intervalle auf dem Rand.
X(I) x-Koordinate des Beginns des i-ten Intervalls.
Y(I) y=-Koordinate des Beginns des i-ten Intervalls.
ID(I) Indikator fiir Typ der Randbedingung im i-ten Intervall:

ID(I) = 1 - Dirichlet.

ID(I)

2 = Neumann.

U(I,1) falls ID(I) = 1: Wert der Dirichlet-Randbedingung,
sonst ohne Bedeutung.

j(I,2) falls ID(I) = 2: Wert der Neumann-Randbedingung,
sonst ohne Bedeutung.

I=1,2,...,N.

z.B. 7 N=7
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Das i-te Intervall ist die Strecke von
[(X(1),¥(1)] bis [X(IP1) Y(IP1)]

wobei

‘ I+1 flir I < N,
Pl '{-1 fiir T = N.

Die Intervall-Numerierung ist so zu wdhlen, daB der Rand mit steigendem

Index entgegen dem Uhrzeigersinn durchlaufen wird.

Ausgabe:
Bel der Ausgabe enthalt
U(I,1) den Wert u im Intervall
(von LAPL1 berechnet, falls ID(I)=2),
U(I,2) die Normalen-Ableitungen u' im Intervall

(von IAPL1 berechnet, falls ID(I)=1).

Alle anderen Eingabe-Parameter sind unverandert.

2.2 LAPL2
Zweck: Berechnung der Ldsung u(p) im Inneren flir gegebene Randwerte.

Aufruf:
DCL IAPL2 ENTRY ( BIN FIOAT (53),
BIN FLOAT (53),
(*,%) BIN FLOAT (53),
(*) BIN FLOAT (53)
(*) BIN FLOAT (53)
BIN FIXED (15),
BIN FLOAT (53))

EXTERNAL:;
DCL(X0,Y0,U(N,2),X(N),UP,X(N),Y(N))BIN FLOAT(53), N BIN FIXED(15)

CALL LAPL2 (X0,Y0,U,X,Y,N,UP)
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Eingabe:
X0, YO Koordinaten des Punktes p fir den die
Iosung gesucht ist.
U Dirichlet und Neumann-Werte; wie von LAPLl
berechnet.
X, Y, N Wie bei Eingabe zu IAPLI1.
UP ohne Bedeutung.
Ausgabe:
Up Losungswert u(p);
alle anderen Parameter sind unverzndert.
2.5 LAPL 3

Zweck: Gleichzeitige Berechnung der Funktionswerte u(p) und v(p) im Innern

fir zwei SHtze von Randwerten U und V.

Aufruf:

DCL LAPL3 ENTRY (BIN FLOAT(53),
BIN FLOAT(53),
(*,%)BIN FLOAT(53),
(*,%)BIN FLOAT(53),
(*)BIN FLOAT(53),
(*)BIN FLOAT(53),
BIN FIXED(15),
BIN FLOAT(53),
BIN FLOAT(53))
EXTERNAL;
DCL (X0,Y0,U(N,2),V(N,2),X(N),Y(N),UP,VP)
BIN FLOAT(53),
N BIN FIXED(15);
CALL IAPL? (X0,Y0,U,V,X,Y,N,UP,VP);
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Eingabe:
X0,Y0,U,X,Y,N,UP wie bei LAPL2
v Randwerte analog zu U flr ein zweites Problem
VP ohne Bedeutung

Ausgabe:

UP Losungswert u(p) zu U

VP Losungswerte v(p) zu V

Bemerkung: Durch gleichzeitige Berechnung von UP und VP kann erheblich Rechen-
zelt eingespart werden, da viele Operationen unabhingig von den

Randwerten sind.

2.4 TIAPLA4

Zweck: Berechnung zweier Ldsungswerte u(p) und v(p) flir zwei verschiedene
orthogonale Randwertsétze U und V sowie Berechnung der Ableitungen QQ“AQX
und 91{/93 (Dvﬂakund aﬁﬁﬁikénnen aus den Cauchy-Riemann-Beziehungen ermit-—
telt werden). :

‘Aufruf:

DCL IAPLA ENTRY (
BIN FLOAT(53), BIN FLOAT(53),
(*,%)BIN FLOAT(53), (*,*) BIN FLOAT(53),
(¥ )BIN FLOAT(53), (*)BIN FLOAT(53),
BIN FLOAT(15),
BIN FLOAT(53), BIN FLOAT(53),
BIN FLOAT(53), BIN FLOAT(53) )
EXTERNAL;
DCL
(X0,Y0,U(N,2),V(N,2),X(N),Y(N),
UP,VP,UDX,UDY) BIN FLOAT(53),
N BIN FIXED(15);
CALL LAPLA(X0,YO,U,V,X,Y,N,UP,VP,UDX,UDY);



Eingabe:
wie bei LAPL3,
UDX, UDY ohne Bedeutung.
Ausgabe:
wie bei LAPL3, zusZtzlich
UDX Ableitung: O U (p) /2%

UDY Ableitung: o0 (p )/Dy

2.5 Achtung:

Die Feldlidngen (N) werden abgefragt. Bei abweichenden Lingen wird eine
Fehlermeldung gedruckt und die Programm-Ausfilhrung beendet. In LAPL2,
TAPL3, LAPLL wird gepriift, ob p e(JLu Jul) ist. Talls p auferhalb
des Bereiches und nicht auf dem Rand liegt, wird die Programm—Aus-—

fihrung nach einer Fehlermeldung abgebrochen.

2.6 Beschrinkungen, Speicherbedarf, Rechenzeit, Genauigkeit, Unterprogramme

Die Routine IAPL1 benutzt intern eine N*(N+1) Matrix doppelter Genauigkeit
(BIN FIOAT(53)) zur Aufstellung des linearen Gleichungssystems. Die LOsung

des Gleichungssystems wird mit LINSYSP[24] bestimmt. Die GroBe dieser Matrix
determiniert im wesentlichen den erforderlichen Speicherplatz; der Hauptanteil
der Rechenzeit wird in LINSYSP bendtigt. Das Unterprogramm LINSYSP erwartet
im Wesentlichen eine Matrix A(N,N+1) mit den Koeffizienten des linearen Glei-
chungssystems und in der letzten Spalte die Werte der rechten Seite. An dieser
Stelle wird die Ldsung zuriickgegeben. Die Werte der Matrix A werden in LINSYSP
verandert. Weiterhin werden die Unterprogramme FJDJ und FIJDJS verwendet, die
zu diesem Paket dazugehdren und im folgenden gelistet werden. Fir N=120 be~
trigt die Rechenzeit etwa 15 Sekunden. Die Approximationsfehler variieren wie
N
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A 3. PL/1 Programm-Listen von LAPL1-IAPI4 und deren Unterprogramme
BJDJ und FJDJIS.

LAPLL:
PROCIN, U, IDs X5 Y13
DCL
HBOUND BUILTINS
DCL
LBOUND BUILTIN;
DCL
FJ)J ZNTRY [BIN FLOAT(53),BIN FLOAT(S3),BIN FLOAT{53),BIN FLOAT(53
},BIN FLOAT{53),BIN FLUOAT(53),BIN FLOAT(53},8IN FLOAT(53))
EXTERNAL;
DCL
LINSYSP ENTRY [(*,%) BIN FLOAT(53},B8IN FIXED,BIN FIXED,BIN FIXEDs
BIN SLOAT(53), BIN FIXEDsBIN FIXED) EXTERNAL;

/* A- KOEFFIZIENTENMATRIX,R—=RECHTE SEITE */

DCL
{(LOGsACOSsATAN) BUILTIN;
DCL
(XD 9 XL g A2 YO oY1 Y2 s Fds DIy PI AL N+ 1) sRIN) g DET, Ul %y %) XU k), Y[ *})
BIN FLOATI{53);
DCL
(1oJsIPLeJPL N, ID(X) L, IR, IV} BIN FIXED(15]);
IF (HBOUND( X, 1)==N]HBOUND({Ys1) »=NIHBOUND(U,1)~=N{HBOUND{U;2}~=2
[HBOUND(IDy1 }==N} THEN
DU
PUT SKIP LIST{'FEHLERHAFTES HBDUND IN LAPLL®};
STOP;
END ;
IF (LBOUND(X 1)~=L1LBOUND(Y,1}==11LBOUND(Us1)~=1]LBOUND{U;2}~=1
JL30UND(IDy 1) ~=1) THEN
DO;
PUT SKIP LIST{® FEHLERHAFTES LBOUND IN LAPLL®);
STOP;
END;
R=O.;
DO I=1 TO N;
PI=0.:
IF I=N THEN
IPi=1;
ELSE
IPl=1+1;
[F{X(I)=X{IP1) & Y{I}=Y{IPl} )} THEN DO;
PUT SKIP LIST(*ZWF] BENACHBARTE PUNKTE SIND IDENTISCH IN LAPLL1%}3
STOP ;
END;
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XO0={(XLI}+X(IPL))/ 2.3
YOo={YIlI)+Y{IPL}}/2.;
DC Jd=1 TO N
IF J=N THEN
JP1l=1:
EL SE
JPl=J+1;
Xi=xX{J};
Yi=yY{J);
X2=X{JP1l};
Y2=Y{JP1l};
CALL FIDJUXDs¥O0 s X1e¥Y1oX2,Y2,FJdsDd) 3
IF ID(J4)=1 THEN
DO
R{1}=R{T1)-DJI*xU{J,1)3
Al I, J)=FJ;
END;
ELS
DO ;
RilI=R{I}-FIEU{d,2}3
All,J)=DJ;
END;
PI=PI+DJ;
END;
[F ID{I}=1 THEN
R{UI}=RIII+UlT,1) %P1
ELSE DO;
IF ID{I}=2 THEN DO;
AlI, I1)=A{1,1)-P1;

END;
ELSE DO;
PUT SKIP LISTI{'ID WEDER 1 NOCH 2 IN LAPL1'};
STOPs
END 3
END3;
END 3

DO I=1 TO N;
A{Tl N#l}=R(I)};
END 3
IR=0; DET=-1.;
CALL L INSYSPUAsN N#1sLDETSIV,IR);
IF £<1 THEN DG;
PUT SKIP LIST{®*SINGULAERES GLEICHUNGSSYSTEM IN LAPLL®);
SToPs:
END3
DO I=1 7O N3
R{I}=A{I,N+1};
END ;
DO I=1 TO N3

IF ID{I)=1 THEN
UlIs2)=R{1});
ELSE
UlIsL)=R{T1);
END3
END LAPLL;
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LAPL2:
PROC{XOsYDsUsXeYeNyUP}3

DCL

HBOUND BUILTINS
nCL

LBOUND BUILTINS

DCL
FJIDJ ENTRY {BIN FLOAT(53),BIN FLOAT(S53),BIN FLDAT(53) ,B8IN FLOAT({53

} »BIN FLOAT(53) 4BIN FLOAT{53),BIN FLCAT{53j),BIN FLOAT{53}))

EXTERNALS
bDCL

(Ul X%} oy X{x),¥(*)) BIN FLOAT{53)3
DCL

(XO0eXLo X2y Y0sYLlsY24FJyDJySsUPLE) BIM FLOAT(53);
DCL

{JyJPL) BIN FIXED{(15);

IF (HBOUND(X,1)-=N{HBOUND{ Yy 1)~=NITHBOUNN(U+1)~=NIHBOUND(U2)~=2
) THEN
DO; ‘
PUT SKIP LISTU®*FEHLERHAFTES HBOUND IN LAPLZ2%}3
STOP;
END3
IF (LBOUND(X,1)~=1{LBOUND(Y,1)~=1]LROUND{Uy1}-=1]LBOUNDIU,2)~=1
)} THEN
303
PUT SKIP LIST{* FEFLERHAFTES LBCUND IN LAPL2?)3
STIaP;
END3

5=03
E=0.3
No J=1 1O N3
IF J=N THEN JPL=13
FLSF JP1l=J¢1;
X1=X{Jd); Yi=YU(J)3
X2=X{JP1); Y2=Y(JPLl);
CALL FIDJIXOsYO0sXLhe¥Y1X2:Y25FdsDJ) s
S=S4{ULI 2V %FJ+U(J, 1) %D} 5

E=E+DJ;
END;
IF £ < 1.E=5 THEN DO;
PUT SKIP LISTU('IN LAPL2: XO,YC LTEGT AUSSERHALB, X0,Y0=',
X0sY0);
STOP;
END;
S=S/F;
UP=5;

END LAPLZ;
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LAPL3:PROACIX DY) e U gV eX Yyl UP, VP
neL (XOVY‘07U(*7*)QV(’ky*)vx(*)1Y(*)7E9Upvvo
s XLls Y19 X25¥2:FdeDJy SUSSVY BIN FLCAT{BR)
s {NyJseJPL) BIN FIXFDI{L15):
DCL FJBJ ENTRY FEXTFRNAL G
SUsSVsE=D.3
DO J = 1 TO N3
IF J=N THIN J21=1; LLSF JP1= J+1;
X1=X{J}s; Yi=Y(J);
X2=X{JP1); Y2=Y{JIP1)3
CALL FUNJLYOD, YOy X1 YL X2,Y2,FJdeDJ) s
SU=SUH UL J, 1V =D J+ U Je 21 %FJ) 5
SV=SVHIVIJ, L) %D J+V IS, 2)%FJ) 3
E=E+¢0Jd3
END 3
IF F < 1le.F=5 THEN N3

PUT SKIP LIST{TIN LAPL3: X0, Y(0 LIEGT AUSSERHALR,

XJs¥D)s
STNP;
END 3
SU=SuU/=; SV=Svy/F;
Up=SU; VP=SV;
FND LAPL3;

XO,YO=¥ ]
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PAPLG iRPOICAXD Y ) g gV o X pY g NPy VP HNX DY) S
DCL (XD YUl y gV g k) g X{FYyY{*)yFUP, VP
sUDX G UDY  FUX 3 FIY D UXeDJY
s ALy YL o X2eY 2 FJdeNdsSI,SV) BIN FLOATISZ)
s {Ny Jy JPL,INDY BIN FIXENULISY, FAND RIT{11}:
SCL BJNSS ENTRY FXTERNAL ;
SHe SV MU0 X DY =D 03
AN T
DRI B
T =" =N P =15 BLST JBv= 41y
K1=4{0)); Yi=vlJ});
A2=X0JPY ) ¥Y2=y {2l
At SIS AT AN X‘],Y(:'Y\l'yl'\')
SU=SUr{ijid, LI =Dd+i(de 217
SY=SVEIVL e L =D JsV I, 2 )55,
I# IND = 1 THEN DOj
RAND=%]1%8;
DIX=SORTI{X2- XL I #x%2+{Y2-Y1} =22} ;
DIY=1Y2~-YL)}/DJX;
NIA={K2-X1} /DIX3
UNX=VI{Jds2)=DdX~-UlJdy 23 %NJY 3
UNDY=v{J,21%5DJdY+U 1 J, 2V =DJX
END 3
[F ~ RANC THEN DO
UDX=UDX+ 00 Je LY XD UXSUL T, 2 IxF IX 3
UDY=UDY +J0Jd, 1) #DJY +U{J, P ) %FJY
END 5
E=f+DJ3
END
IF F € 1.FE=5 THFN D03
DUYT SKIP LIST{*IN LAPL4A4: X0, YT LIEGT AUSSERHALR,
X0: Y03

PN 2k By T X S FIY X DY T
iy
1)

s
?

XO'YO':‘ [
S5TOP
END
SU=sSU/ES SV=SV/E;S
I+ - RAND THEN Dij
UDX=UDX/c; UDY=UDY/F3s
TND;
UP=35u5 vP=5V;

END LAPL 43
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FJDJ:
PROCIXD e Do X1 oY1 X2 sY¥2:FJdsDJ 1}

/% BERECHNET FJ UND DJ =/

DCL
(XD X1sX2:Y0sYLe¥2) BIN FLUAT(53)

DL (AsB4CsDsDUsESEPSyFsFIsGsCS) BIN FLOATI(53);
DCL (ABSsACOS MAX MINSLOGsSQRT)Y BUILTING
EPS=1.E-5;
A= { XO- X1 )= 24{Y0O-Y 1}%%2;
B={XO0-XL1*[X2-XLI+{YO=YLI®{¥Y2-Y11};
C={X2-X1)*x2¢{¥Y2-Y1) %% 2;
CS=S5QRT LY
D={YO-YL)x{ XZ=X1) = {XD=- XL} *{¥Y2-Y1};
E={X2-X11*{X2-X0J+(Y2-Y1i*{Y2-YO}3
F{XO0-XL)*{XO-X2}+(YD-YL¥={Y0-Y2)};
G{ XO=-X21x%2¢ [ YO-Y2) %% 23
IF ABS(D)>=EPS*C THEN
DG
DI={{G+A}~-C )/ (2. %SQRT { A%XG} )} ;
DJd=MAX{—=1s ¢ MIN(L e DJ} )
DJ=ACOS (DI}
IF D <0, THEN DJ=-0J;
FI={{LOGI{G)=2}+1{B/CI*LOG{A/G)#2.*%D*DJ/C )} %C S%0s 53
END G
ELSE
DG3
DJZOO;
IF{ABS{B*E)ILC EPS*CXC ) THEN
FJ={0.5*=L0G(C)~1 . }*(S
ELSE
FId={LOGIEXE/C)=2+({B/CI*LOGI{B/E ) x%2} }*L S*x 0. 53
END;
END FJDJ5
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FJDJS:
PROCIXOsY O s XL Y1 X2 s Y2oFJd e DIy FIXsFJIY o DUX,,DJY s IND) 5

/% BERECHNET FJ UND DJ SOWIE DEREN ABLEITUNGEN NACH X UND Y %/

DCL
(X0 XL o X235Y0 oY1, Y2 FUXsFJYsDJIXsDJY) BIN FLOAT(S53);

DCL IND BIN FIXED(15);
DCL {AsByCsDyDJIsEsEPSsFsFIs6
sCSsAXe3XeDXsEXsFXsGXeAY s BYsDY,EY,FY,GY) BIN FLOAT(53) 3
DCL (ABS,ACOS,MAX,MIN,LOGsSQRT} BUILTIN;

IND=03

EPS=1.E-5;
A={ XO=XL)%%2+{YO=Y]1)**2;
B={X0-XL)*(X2-X1)+{YO-Y1)%{Y2~-YL);
C=IX2-X11*%24(Y2Z-Y]1}*%2;
D={ YO-YL)*{ X2-X1)={X0-X1)%x(Y¥Y2~Y1l};
E={X2-X1)}*{X2-X0}+{Y2-Y1)*{Y2-Y0);
F={X0=X1)*{X0=-X2)+{YO-YL)*(YO~Y2}3

5= (XO0=X2)x%2+(Y0-Y2) %x%23

AX=2 % (X0-X11)3 AY=2.%{Y0~Y1};
BX=X2-X13; BY=Y2-Y1;
DX=¥Y1-Y2; DY=X2~X13
EX=X1-X2; EY=Y1-Y2;
FX=2%X0 —X1-X23; FY=2.%Y0-Y1-Y2;
GX=2 % {X0~X2)3; GY=2.*%{¥0-Y2)3:

CS=SQRTI(C);

IF ABSI{D)>=EPS*(C THEN
DO
DI={(G+A)-CI/ (2. *%SQRT {A%G) )3
DJ=MAX{-1.,MIN{1.,DJd}};
DJ=AC0OS{DJ) 3
I D <0, THEN DJ=-DJ;
FI={{LOGIG)-2. )+ (B/CI*LOG(A/G)+2.%D*DJ/C) 1 *( 5% 0. 53
DJY=SQRT(G* {2 ¥A-G) +CHk{2.%GC—C) +A% (2. %¥C—-A) ) %2 . %A%G;
DUX={AX*GCR{G-C—-A)+GX*A%(A-G~-C} }/DJIY;
DIY=[AY*GR{G-C—-A) +GY*A*(A-G-C})/DJY;
FIX={GX/G+ {BX{AX/A-GX/G)+LOGIA/G}*BX
+2.%{DX*DJ+DIXED ) J/C I *L S*. 53
FIJY={GY/G+(BX{AY/A-GY/ G}+LOG(A/ G}*BY
+2. ¥ {DYXDJ+DIY*DI }/CI*(CS*%. 53
END;
ELSE
DG 3
DJ=0.3
IF A%G > C*C*{1.+EPS) THEN DO
DJIX=DX%CS/{A%G); DJIY=DY*CS/(A%*G);
FIX=CS*{{EX/E) +(BX-B*EX/E}/C
+BX*LOG{{B/EY*%2)/{2.%C)) 3
FJY=CS*{{EY/E)+(BY-BXEY/E}/C
+BY*LOG{{B/EY%%2} /{2.%C});
END 3
ELSE DO3;
IND=13
FJX'FJY .DJX'DJY=0¢ M
END;
IF{ABS{B*E)}< EPS*CxC) THEN
FJ={0.5%L0GIC}~11*CS;
ELSE
FJ={LOG(EXE/C) =2+ (B/C)I*1LOGI{(B/E}*%2)})*CS*0.53
END3
END FJDJSS





