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Zusammenfassung

Der vorliegende KFK-Bericht besteht aus zwei Teilen. Diese sind
in der Darstellung unabhdngig, vom Problem her jedoch verbunden.
Im ersten Teil werden Materialbilanzierungsprobleme ausfiihrlich
behandelt unter der Annahme, daB die zugehdrigen Messungen, auf-
gefaBt als normalverteilte Zufallsvariable, stochastisch unab-
hangig sind. Im zweiten Teil wird diese Annahme aufgegeben und
auf die dadurch auftretenden mathematischen Schwierigkeiten ein-
gegangen.

Abstract

Game Theoretical Treatment of Material Accountability Problems

This KFK report breaks down into two parts. They are independent
in presentation although related to each other as regards the
problem treated. The first part extensively deals with material
balancing problems and the assumption is made that the corre-
sponding measurements, taken as random variables with normal dis-
tribution, are stochastically independent. This assumption is
abandoned in the second part and the resulting mathematical dif-
ficulties are discussed.
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1. Einleitung-

Die in dieser Arbeit angestellten Uberlegungen entstanden
im Zusammenhang mit Problemen der Kernmaterialsicherung.
Ausgangspunkt war die Frage,wie mit Hilfe von Buchflihrungs-
und BilanzierungsmaBnahmen Verlust oder Entwendung von
wertvollem Material entdeckt werden kann.

Die dazu entwickelte Methode der 'einfachen Inventur'
(siehe z.B [ﬂ]),welche eine einmalige Kontrolle vorsieht,
wird hier aufgegriffen und auf mehrfache Kontrollen er-
weitert.Dadurch soll eine fortlaufende Uberwachung des
Materials ermdglicht und die Zeitspanne zwischen Verlust

bzw. Entwendung und Entdeckung verklirzt werden.

In der vorliegenden Arbeit werden Inventurprobleme in
materialverarbeitenden Anlagen betrachtet,wobei Material-
verluste bzw. —-entwendungen nicht ausgeschlossen werden
k&nnen ,und wobei variable Uberwachungsstrateglen einerseits
und variable Verlust- bzw. Entwendungsstrategien anderer-

seits zu berilcksichtigen sind.

Bei einer einfachen Inventur 148t sich das in dieser

Arbeit behandelte Problem wie folgt darstellen ([1]):

Zu Beginn einer Referenzzeit wird das reale oder physi-
kalische Inventar der Anlage gemessen.Wdhrend der Referenz-
zelt werden sdmtliche Materialzu-~ und abgénge,deren Summe
wir mit DurchfluB bezeichnen,gemessen.Am Ende der Referenz-
zeit wird wieder das physikalische Inventar gemessen.

Falls im Referenzzeitraum kein Material verlorengeht bzw.
entwendet wird,muB'am Ende der Referenzzeit das Buchinven-
tar,d.h. die Summe von Startinventar und Durchfluf,mit dem
Endinventar Ubereinstimmen.Da die Messungen im allgemeinen
jedoch mit zufdlligen Fehlern behaftet sind,k®nnen auch dann
Differenzen auftreten,wenn kein Material fehlt.Umgekehrt
kdnnen durch fehlendes Material gegebene Differenzen durch

zufdllige MeBfehler zumindest teilweise aufgehoben werden.
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Es s0ll nun am Ende der Referenzzeit entschieden werden,ob
eine zwischen Buch- und Endinventar aufgetretene Differenz
auf die unvermeidbaren zufdlligen MeBfehler zuriickzufiihren
ist oder ob tatsdchlich Material fehlt.Zu diesem Zweck wird
man sich eine Sdhranke,die sogenannte Signifikanzschranke,
vorgeben.Uberschreitet die Differenz diese Schranke,so wird
Verlust bzw. Entwendung von Material konstatiert.Andernfalls
wird angenommen,daf die mangelnde Ubereinstimmung zwischen
Buch- und Endinventar durch MeBSfehler zu erkl&ren ist.
Durch Vdrgabe der Signifikanzschranke wird im bisher be-
trachteten einfachen Fall die Wahrscheinlichkeit festge-
legt,Verlust bzw.'Entwendung zu konstatieren,wenn in Wirk-
lichkeit nichts dergleichen vorliegt,d.h. es wird die Fehl-
alarmwahrscheinlichkeit festgelegt.Da die Aufkldrung eines
Fehlalarms mit Kosten verbunden sein wird-wenn z.B. die An-
lage wegen der MaBnahmen zur Aufkl&rung des Fehlalarms
stillgelegt werden muB-wird man umgekehrt einen Wert der
Fehlalarmwahrscheinlichkeit vorgeben,der mit den wirtschaft-
lichen Interessen des Betreibers vertrdglich ist und da-
durch die Signifikanzschranke festlegen.

Durch die Vorgabe des Wertes der Fehlalarmwahrscheinlich-
keit ist auch die Wahrscheinlichkeit festgelegt,einen Ver-
lust bzw. eine Entwendung zu konstatieren,wenn wirklich
Material fehlt.Diese Wahrscheinlichkeit bezeichnen wir mit
Entdeckungswahrscheinlichkeit;Sie stellt-als Funktion der
fehlenden Materialmenge aufgefaft-ein MaB fir die Effizienz

des Materiallberwachungssystems auf der Basis einer einfachen
Inventur dar. ‘

Bei einer Folge von Inventuren werden zusdtzlich zum Start-
und Endinventar noch die physikalischen Inventare an ver-
schiedenen Zeitpunkten innerhalb des Referenzzeitraums ge-
messen.An jedem diese Zeitpunkte wird analog zum Fall einer
einfachen Inventur entschieden,ob das Buchinventar signi-
fikant verschieden vom physikalischen Inventar ist,d.h. ob

Material verloren bzw. entwendet wurde oder nicht.Dabei ist



das Buchinventar jetzt eine geeignete Linearkombination der

vorangegangenen DurchfluBf- und Inventarmessungen ([2]).

Der Wert der Gesamtfehlalarmwahrscheinlichkeit,d.h. der
wahrscheinlichkeit,daf mindestens ein Fehlalarm auftritt,
wird aus denselben Grilinden wie bei der einfachen Inventur
vorgegeben.Die Signifikanzschranken flir die einzelnen In-
ventaraufnahmezeitpunkte miissen daher so gewdhlt werden,
daB sie mit diesem Wert vertrdglich sind.

Die Menge aller bezliglich der vorgegebenen Gesamtfehlalarm-
wahrscheinlichkeit zuldssigen Schranken wird im folgenden

als die Menge der Kontrollstrategien bezeichnet.

Geht im Referenzzeitraum Material verloren oder wird es
entwendet,so setzt sich der Gesamtbetrag zusammen aus den
Teilbetrédgen,die in den Zeitspannen zwischen zwei aufeinan-
derfolgenden Inventaraufnahmen verschwinden.Die Menge aller
bezliglich eines vorgegebenen Gesamtfehlbetrages mdglichen
Aufteilungen auf Fehlbetrdge fir die Intervalle zwischen
zwel Inventaraufnahmen wird im folgenden als die Menge der

Verlust- bzw. Entwendungsstrategien bezeichnet.

Mit Entdeckungswahrscheinlichkeit wird jetzt die Wahr-
scheinlichkeit bezeichnet,daB -unter der Voraussetzung,daf
tatsdchlich Material fehlt~ mindestens einmal Materialver-
lust bzw. -entwendung konstatiert wird.Diese Entdeckungs-
wahrscheinlichkeit hdngt ab von der jeweils gewdhlten
Kontrollstrategie und von der Verlust- bzw. Entwendungs-—-
strategie.Der analytische Ausdruck flir die Entdeckungs-
wahrscheinlichkeit wird von den speziellen Gestalten der
Buchinventare zu den einzelnen Zeitpunkten der Inventar-
aufnahme bestimmt.Wegen der stochastischen Abh&dngigkeiten
dieser Buchinventare kann dieser Ausdruck im allgemeinen

nicht in expliziter Form angegeben werden.

Fir den Fall,daB Verluste unvermeidbar sind,kann man nun
fragen,welche Kontrollstrategie bei unglinstigster Ver-
luststrategie die groBRte Entdeckungswahrscheinlichkeit
liefert.Diese Entdeckungswahrscheinlichkeit wollen wir

als die optimale garantierte Entdeckungswahrscheinlichkeit



bezeichnen,

Im Falle einer Entwendung von Material kann man davon
ausgehen,dafl bei nichtentdeckter Entwendung die entwendende
Partei einen irgendwie gearteten'(fihahziellen oder ideellen)
Gewinn erzielt -sonst wilirde sie ja nicht entwenden-,daB sie
bei entdeckter Entwendung einen Nachteil in Form einer Sanktion
oder Strafe erleidet.Weiter wird angenommen,daB die kontrol-
lierende Partei sich so verhdlt,als ob der Gewinn bzw. Ver-
lust der kontrollierten Partei ihr eigener Verlust bzw. Ge-
winn ist,Wir kdnnen somit die beschriebene Konfliktsituation
als ein Zweipersonen-Nullsummenspiel auffassen,dessen Aus-
zahlungsfunktion (filir die entwendende Partei) der Gewinner-

wartungswert (der entwendenden Partei) ist.

Es zeigt sich,daB das eben beschriebene Spiel demjenigen
Spiel strategisch dquivalent ist,flir das die Auszahlung
(an die entwendende Partei) gerade die Nichtentdeckungs-
wahrscheinlichkeit ist.Damit haben wir aber die gleiche
Situation wie im Falle,daB Materialverluste unvermeidbar
sind.Im folgenden soll daher nur noch der Entwendungsfall
betrachtet werden,und die zu l&sende Aufgabe 1l&Bt sich wie
folgt formulieren:

Gesucht wird ein Paar ausgezeichneter Strategien mit der
Bigenschaft:; spielt der eine Spieler seine ausgezeichnete
Strategie,so ist es flir den anderen Spieler am giinstig-
sten,ebenfalls seine ausgezeichnete Strategie zu spielen
und umgekehrt.

Derartige Strategien werden im folgenden als Paare opti-
maler Strategien bezeichnet.Der Wert,den die Nichtent-
deckungswahrscheinlichkeit fiir ein Paar optimaler Strategien

annimmt,wird Spielwert genannt.

Es ist das Ziel der vorliegenden Arbeit,Aussagen Uber Exi-
stenz und Eigenschaften optimaler Strategien sowie Uber das
Verhalten des Spielwerts im soeben skizzierten Spiel

bei festgehaltener Gesamtfehlalarmwahrscheinlichkeit und vor-

gegebener zu entwendender Materialmenge zu machen.Dabei ge-



hen wir davon aus,daB alle flr die Erstellung der Buch- und
physikalischen Inventare notwendigen Messungen normalverteil-
te zZufallsvariable sind ([1], [3]).

Die Struktur der vorliegenden Arbeit 148t sich wie folgt
charakterisieren:

In Kap.2 wird gezeigt,daB es beim Problem der mehrfachen In-
venturen unter den zugelassenen Typen von Buchinventaren ge-
nau eine Form gibt,die einen expliziten Ausdruck fiir die
Entdeckungswahrscheinlichkeit erlaubt.AuBerdem wird nach-
gewiesen,daB gerade diese Form die Varianzen der Zufalls-
variablen 'Buchinventar minus physikalisches Inventar'
minimiert.Zusdtzliche Besonderheiten dieser Gestalt des
Buchinventars werden im Anhang diskutiert.

Im weiteren Verlauf der Arbeit wird das auf obiger Wahl

des Buchinventars beruhende Spiel betrachtet.

Kap.3 der Arbeit behandelt das Problem der optimalen Stra-
tegien.Zundchst wird das Spiel in einer Form dargestellt,die
den Vorteil konvexer Strategienmengen bietet.Danach werden
Existenz und Eindeutigkeit eines Paares optimaler Strategien
gezeigt,zusdtzlich wird eine einfache Berechnungsm8glichkeit
angegeben.Es stellt sich heraus,daB die optimale Strategie
der kontrollierenden Partei nicht von der GrdBe der zu ent-
wendenden Gesamtmaterialmenge abhdngt.Fiir die optimale Ent-
wendungsstrategie gilt das Analogon nicht,sie ist im allge-
meinen nicht unabhdngig vom Wert der Gesamtfehlalarmwahr-
scheinlichkeit.

In Kap.4 wird gezeigt,daB der Spielwert eine differenzier-
bare Funktion der Varianzen der DurchfluB- und Inventar-
messungen ist.Die Eigenschaften der Ableitungen erlauben
es,durch Abdndern dieser Varianzen einen einfacheren ana-
lytischen Ausdruck fiir den Spielwert zu erhalten.

In Kap.5 wird diese neue Gestalt benutzt,um einfach zu be-
rechnende obere und untere Schranken flir den Spielwert her-
zuleiten.Diese Schranken sind scharf in dem Sinne,daB es
keine echt kleineren bzw. grdBeren Schranken flir den Spiel-

wert gibt.



In Kap.6 wird der EinfluB der Anzahl der Inventarauf-
nahmen auf die Entdeckungswahrscheinlichkeit diskutiert.
Es stellt sich heraus,dafB,unabhdngig von allen anderen
Parametern,die optimale garantierte Entdeckungswahrschein-
lichkeit flir eine bestimmte Anzahl von Inventaraufnahmen
maximal wird.Unter zusdtzlichen Voraussetzungen an die
Varianzen der Messungen wird anschlieBend das Verhalten
der optimalen garantierten Entdeckungswahrscheinlichkeit

bel groBer Anzahl von Inventaraufnahmen beschrieben.
Kap.7 greift noch einmal die Problematik der Vorgabe des

Wertes der Gesamtfehlalarmwahrscheinlichkeit auf.Bei der
Festlegung dieses Wertes sind die Interessen der beiden
Parteien entgegengesetzt,so daB es miihevoll sein k&nnte,
hier einen Kompromif zu finden.Auf der Basis eines Zwei-
personennichtkonstantsummenspiels wird in diesem Kapitel
der Wert der Gesamtfehlalarmwahrscheinlichkeit auf eine

Weise bestimmt,die beiden Seiten gerecht wird.



2. Aufstellung des Modells

2.1 Einfache Inventur

Bevor wir das Modell flir mehrfache Inventuren aufstellen,
wollen wir den Sachverhalt am Beispiel einer einfachen Inventur

erldautern.

Wir betrachten dazu eine Materialbilanzzone (Mbz) im Zeit-
intervall J: = [to,t1]. Das physikalische Inventar der Mbz zum
Zeitpunkt ti’ i = 0,1 bezeichnen wir mit Ii’ den DurchfluB
(= eingegangenes Material minus abgegebenes Material) im Zeit-

intervall J kennzeichnen wir mit D1.

Die Messungen von Ii’ D1 sind im allgemeinen mit MeBfehlern

behaftet. Wir fassen daher jetzt und im folgenden D1, IO’ I1
als unabhidngige normalverteilte Zufallsvariablen*(vaaru) mit
>
bekannten Varianzen 02 > 0, 02 2 0, 02 = 0 auf.
D I I
1 0 1
Die Summe IO + D1 nennen wir Buchinventar und bezeichnen

sie mit B1; die Differenz zwischen Buchinventar und Endinventar

I1 nennen wir

Kok

1° (2-1)

MUF =B, - T

1 T
Mittels eines Hypothesentests wollen wir entscheiden, ob
B1 im Rahmen der MeBgenauigkeit mit I1 libereinstimmt (Null-
hypothese HO) oder ob die Materialmenge M, in [to,t1] aus der
Mbz entwendet wurde (Alﬁernativhypothese). Die Nullhypothese

des Tests ist somit gegeben durch

*Falls Ii, i = 0 oder 1 eine bekannte Zahl ist -~ etwa IO = 0,
wveil die Mbz zum Zeitpunkt to leer ist, - so bleiben die folgenden
s . , . , . 2
Uberlegungen richtig, wenn wir in diesem Fall o; = O setzen.

i
*
Der Ausdruck MUF: "Material Unaccounted For" ist ungenau,
da eine Differenz zwischen B1 und I1 auch durch MeBfehler zustande

*

kommen kann und nicht nur durch fehlendes Material. Die Bezeich-
nung MUF hat sich dennoch durchgesetzt, wir benutzen sie daher
ebenfalls.



E(MUF, |Hy) =0 ,* (2-2)
die Alternativhypothese H, durch

E(MUF1|H1) =M (2-3)

1

Wir entscheiden fiir H falls der realisierte MUF-Wert eine

OI
Signifikanzschranke Sy nicht Uberschreitet, andernfalls fiir H1.
Den Wert von Sy bestimmen wir durch Vorgabe der Wahrscheinlich-
keit a1 des Fehlers 1. Art, d.h. der Wahrscheinlichkeit einer

Entscheidung fiir H], obwohl H_ richtig ist:

0]

a, = prob {MUF, > sqlHgY . (2-4)

Die Glite des Tests wird beschrieben durch die Wahrschein-
lichkeit 81 des Fehlers 2. Art, die definiert ist durch

= < -
B4 prob {MUF1 < s1|H1} . (2-5)

Aus der Annahme, daf die Messungen unabhdngig normalverteilt
sind, folgt dann

51
o =1 ¢<E‘> , (2-6)
1
s, - M
81 = ¢< ]O 1> , (2—7)
1 ,

wobei ¢ die Verteilung der GauB'schen Einheitsvariablen bezeichnet

und O? die Varianz von MUF1 ist:

% 2
-l -1 -
6(x): = (2m) 2 j 7t gt (2-8)
= OO
02: = var (MUF,) = 02 + 02 4-02 . (2=9)
1 1 I, D, I,

#
E bedeutet Erwartungswert.



Bezeichnet U die Umkehrfunktion von ¢, so,ist

Sy = 04 ° U(1-—u1) ’ (2-10)

M,
¢l0(1 = ay) -5 (2-11)

Bq

Die Wahrscheinlichkeit, fiir H, zu entscheiden, wenn H1

1
richtig ist, ist 1 = 81. Im folgenden nennen wir diese Wahr-
scheinlichkeit aus naheliegenden Griinden Entdeckungswahrschein-

lichkeit.

2.2 Mehrfache Inventuren

Wir betrachten ein Zeitintervall J: = [tA’tE] und eine
Zerlegung von J in n Teilintervalle J

Ji: = [ti—1’ti]’ ti—1< ti’ i=1,...,n, tO = tA’ tn = tE

(2-12)

Das physikalische Inventar der Mbz zum Zeitpunkt ti bezeichnen
wir mit»Ii, i=20,...,n. Den Durchfluf im Zeitintervall Jj

nennen wir Dj’ i =1,¢..,n. Wir nehmen wieder an, die Ii’ Dj

seien unabhaggige normalverteilte Zf var. mit bekannten

Varianzen 0% zZ o, cg > 0, O i i<n, 153 < n.
1 J
Ein zu 2.1 analoges Vorgehen hieBe, die Zf var. MUF fiir Ji

wie folgt zu definieren:

0

MUF [ :
1

= Ii—] + Di - Ii . (2-13)
Wir wollen stattdessen bei der MUF-Bildung flr Ji die MUF? der
vorangegangenen Jj miteinbeziehen und:setzen daher

MUF}: = MUFO (2-14a)

1 1!

2

I,
1

"o = O" ist wie in der FuBnote auf Seite 7 zu inter-

pretieren.



i-1

MUF!: = MUFC + J a!.MUFQ , 1<iSn , (2-14b)
i i =1 ij 3
mit noch unbestimmten aijelR.
Sei nun
z!: = MUF! |, 20: = mor¥ (2-15)
i i i
. 0 ¢} 0
z': = (z{,...,zﬂ) ’ Z s = (z1,...,zn) ’ (2-16)
' = ' ' = : ' = 28 s 1
A (aij)i,j = 1,...,n ' aj, 1¥ 4, aij O flir 3>1 .
(2=17)

A' ist eine untere Dreiecksmatrix mit Hauptdiagonalelementen 1,

daher also reguldr. Offensichtlich ist

z' = A'z . (2-18)

Da Normalverteilung der Messungen vorausgesetzt wurde,
ist die Dichte f(z') des Zufallsvektors (Zf vekt)z' gegebecn

durch
] — ] s ] ' '_1 t |
f(z') = C' « exp[-(2z' -Ez') « L s (z' =-Ez"') ] ’ (2~19)
wobei "t" "transponiert" bedeutet und
$': = Cov(z') = E[(2z' -Ez')“(z' -Ez")] , (2-20)
n -l
C' = [(27m) " det '] * . (2-21)

Die Verteilungsfunktion F_. von z' an der Stelle

x = (x;,...,% )eR" ist daher
n
x X
F_,(x) = fl .o fn f(z') dz' . (2-22)



Unser Ziel ist es nun, durch geeignete Wahl von A' zu
erreichen, daB die Verteilungsfunktion von z' die leichter zu
behandelnde Gestalt

X,

. {: fi(Zi) dzi (2-23)

FZ,(X) =

n=as

i

annimmt. Wir wollen also A' so bestimmen, daB die zi unabhdngig

sind. Dazu definieren wir sukzessive +

SO: = IO ’ (2~24a)
Bi: = Si_1 + Di , ‘ (2-24Db)
var(Ii)
i T Jar(B,) + var(l.) ’ (2-24c)
i i
Si = aiBi + (1--ai)Ii fir 1 < i <n . (2-244)
AuBerdem setzen wir a, ~ 1.

Weiterhin sei

0 j>1i
: = S = 1 j =1 2-25
A (alj i, j=1,...yn 1] T J ( )
i-1
M a 3Jj<i
“h=y h
Of fensichtlich ist A vom Typ (2-17).
Wir setzen nun
z,: =8; 4 +D; - I, , (2-26)
dann gilt
+

Die Idee zu dieser Transformation geht auf
den Ansatz von Stewart /2/ zurlick



._.12...

(2-27) Satz. Flir z: = (Z1""’Zn)’ z, definiert in (2-26),
gilt zt = AzOt.
\ . . _ Ot .
Beweis. 2Zu zeigen ist: z; = (Az )i ¥i=1,...,n.
Wir zeigen dies durch Induktion nach i. Flir i = 1 gilt
- _ _ .0 _ ot _
zq = IO + D] I1 =z, = (Az )1 . (2-28)
Angenommen flir i > 1 gelte
- ot .
zh— (Az H1 ¥h<i .
Nach Def. von A ist a,. = a, v a, . ¥ j < i. Daher
ij i-1 i-1j
ot % 0 0 i§1 0
(Az"7), = a,.z. =z, + a,_ A, 4525
i = ij™j i i-1 521 i-1373
_ .0
BT T T L PO
=T v Dy 7Ty ey (85 5+ D) m Ay Ty
=83 9By T O may T g+ Dy - Ly
=S, 4 +D; - I, . (2-29)
ot

Also z, = (Az )i'
Durch InduktionsschluB folgt die Behauptung. ®

Wir kdSnnen nun zeigen, daB A die einzige Matrix vom Typ
(2-17) ist, die eine Verteilungsfunktion vom Typ (2-23) liefert.

(2-30) Satz. Sei A' vom Typ (2-17). Der Zf vekt. z't = A'z

‘besitzt eine Verteilungsfunktion vom Typ (2-23) genau dann,

ot

wenn A' = A.
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Beweis "< ", Sei zt: = AzOt. Es geniigt,zu zeigen,daR

171 = [Cov(z)]_1 eine Diagonalmatrix ist. Das ist der Fall,

wenn ) diagonal ist; das bedeutet

cov(zz,zm) = 0 ¥ve&m=1,...,n , & Fm . (2-31)
0.B.d.A. sei £ > m. Nach (2-=26) ist

z2 = 82—1 + Dl - IQ

Nach Def. (2-244d) wvon S kann man schreiben

2=1
Sgq = Ly_q * Cpp* Sy o+ (2-32)
wobei CRHlEH{und Looq eine Linearkombination der Zf var. Ij’

Dj' 3 > m ist. Demnach ist L£_1

und es gilt

unabhéngig von (S__, + D - I )

cov(zz,zm) = cov(S£_1 + Dg - IQ,Sm_1 + Dm - Im)
= Cop * COVI(S, /S 4 + Dy - Im)
= sz' cov(amBm + (1--am)Im,Bm - Im)
= sz[ahlvar (Bm) - (1= am)'var (Imf] =0 ,
(2-33)

nach Definition (2-24c) von a - Also ist das Gleichungssystem
(2=31) erfiillt und ist die Richtung "< " der Behauptung gezeigt.

"=" Es genligt jetzt, zu zeigen:

Sind A A, Matrizen vom Typ (2-17) und haben z1t: = A1zOt,

17 72
z°7: = AzzOt beide Verteilungsfunktionen vom Typ (2-23), dann
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Seien also A1, A2 Matrizen vom Typ (2-17), sodaB F qr F 5 vom Typ
z z
(2-23) sind. Dann gibt es Diagonalmatrizen A1, A2 mit positiven

(1) \(2)

Hauptdiagonalelementen Aj bzw. 3 j=1,...,n, sodaB gilt

fcov(z)1™! =, i=1,2 . (2-34)

, o .. , . 0 .
Bezeichnet I~ die Kovarianzmatrix von z~, so ist

[cov(z)] = (42017 = a7 207TAT fur 1= 1,2 L (2-35)

1

Sei Ki die Diagonalmatrix mit den Hauptdiagonalelementen

‘Jx(l), 5 =1,...,n, i = 1,2. Dann gilt mit (2-34)

:
sO°T _ ataa, = (A atdE.al
1 1 1 1 1 1l 1

= :B'B i = 1,2 (2-36)
—.ii, i =1, .

Bi ist untere Dreiecksmatrix mit den Hauptdiagonalelementen

bé;) = Y}gl), 3 =1,...,n, i = 1,2.

Wir betrachten nun die Permutationsmatrix P,

/ (2=-37)

P ist eine Orthogonalmatrix. Mit
H, = PB,P , i=1,2 (2-38)

1

ist offensichtlich

50-1 _ (PHEP)(PHiP) , i=1,2 , (2-39)
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und daher

pyOlp = P[(PHtP)(PH P)]P = HtH i
i i R

It

1,2 . (2-40)

Wie aus der Matrizenrechnung bekannt, ist Hi die an der
Nebendiagonale gespiegelte Matrix BE (siehe z.B. Ref. [4],
S. 29). D.h., Hi ist eine obere Dreiecksmatrix mit den Haupt-
diagonalelementen

h§§)==‘héi%_j ;3= 1,....n . (2-41)

O—1P ist eine positiv definite Matrix; denn ZO als Kovarianz-

PL
matrix ist positiv definit, da die zg nicht nach Wahrscheinlich-
keit linear abhdngig sind (vergl. Ref. [5], S. 264).

Wie weiter aus der Matrizentheorie bekannt, erfiillen die

J3
Verbindung mit Ref. [4]1, S. 229):

(i), (1)

hg%) die folgenden Gleichungen (siehe z.B. Ref. [6], S. 33 in

h-- h.. =D, > O 1 = H = —_
35 93 3 '] 1,..,n; 1 1,2 (2-42)

) . (1) _ o _ 5 (2) . -
Daher ist An+1-j = Dj = An+1—j ’ j=1,e0ee,n (2-43)
d.h. es gilt Ay = A, , (2-44)

die Hauptdiagonalen von H, und H2 stimmen demnach tiberein.

Nun ist die Darstellung einer positiv definiten Matrix
als Produkt L+« U, wobei L untere, U obere Dreiecksmatrix ist,
durch die Diagonalelemente von L oder U eindeutig bestimmt
(siehe z.B. Ref. [6], S. 35 mit Ref. [4], S. 229). Aus (2-40),
(2-41), (2-44) folgt daher

(2-45)

daher
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B1 = B2 (2-46)

~

und wegen K1 = A2 nach (2-44) hat man A = A,-

Damit ist die Richtung "=" der Behauptung gezeigt. )

Die Matrix A besitzt noch zwei weitere bemerkenswerte
Eigenschaften. Eine davon ist, daB unter allen Matrizen A' vom
Typ (2-17) gerade die Matrix A die Varianz des MUF minimiert.
Dieser Sachverhalt wurde bereits in den Ref. [2], [7], gezeigt,
allerdings wurde dort die Minimierung nur beziiglich einer

Untermenge der Menge der Matrizen vom Typ (2-17) betrachtet.

(2-47) Satz. Sei A' vom Typ (2-17). Dann ist mit zC: = Az°F,
z't.= A'zOt:
var(zi) = var(zi) V i (2-48)

und es gilt " =" genau dann, wenn gilt

= ' 1 = { —
aij aij ¥ j 1,c0.,1-1

Beweis. (durch Induktion) Wegen z, = z? = z} ist nur der Fall
i Z 2 interessant. Es genligt offensichtlich, zu zeigen: fiir

jedes 1 2 2 gilt fiir beliebige CyseRy 3§ = 1,000 i1

i-1 o) < i-1 o
var |I, + Y a,.z:| = var|I, + ) C,.2: (2-49)
i-1 LA Ti3 7] i-1 PR By B
j=1 j=1
1 w._n = . . — s
mit " =" genau dann, wenn aij Cij fir j T,ee0,1-1.

Wir definieren nun

A

f£,(a): = Var(a(Si_1 +.Di) + (1-—a)Ii) PR

Man sieht sofort, daB
a’s,

i

2

> 0 Vace R ,
da
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af,
?E%(a) = 2[avar (S;_; + D;) - (1-a)var (I;)] =0

genau dann gilt, wenn a = a, - Daher gilt

£ilag) = £;(a) (2-50)

mit " = " genau dann, wenn a = a, .

Sei i1 = 2. Offensichtlich ist

0, _
var(I] + 02121) —f1(C21) ’

daher gilt mit (2-50) und wegen ;4.1 = @

0o, _ < 0]
var(I1 + a21z1) = f1(a21) = var(I1 + C21z1)

s no—_n -
mit genau dann, wenn C21 as 1

Sei i > 2. Angenommen, (2-49) ist richtig fiir jedes j < i.
Sei Cij’ j=1,...,i=1 beliebig aus IR .

(1.) Sei C,, . % O. Man hat mit C!,: = =
ii-1 ij C..
ii-1
i-1

O — —
var|I, , + j£1 Cy523) = var ([1 - ¢y, 411, 4)

i=-2 0
1
+ var|Cyy _q|Dj_q *+ Iy o F j£1cij 23 .

Nach Induktionsvorraussetzung und unter Beachtung, daB wegen
Satz (2-27) gilt

S =1 + ) a_.z: (2-51)

hat man dann
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i-1 0
>
var<I. 1 7t 321 Cij zj) 2 var([1 Cii—1]Ii—1)
i-2 o
+ var(C,,_.|D;_, + I, .+ ) a, ..z.
ii-1]7i-1 i-2 421 i-13 73
= var([1 - Cii—1]Ii—1) + var(Cii_1[Di_1 + S, 1)
= £19(Cy5-9) (2-52)
wobei " =" genau dann gilt, wenn
' = 1 = { =
Cij ai—1j ¥i=1,¢c..,1-2

Nun ist nach (2-50)

> -
£, €2 £ 4G ) (2-53)
son_n . Y =
wobei " =" genau dann gllt, wgnn Cii=1 ™ 3i-9-
(2-52), (2-53) ergeben
i-1 0
var<I. 1 7t jzj i3 Zj> = var(s;_4) = £, _,(;_ 1) <
i-1
= var<Ii 1 + i O>
J=1 J 3]
mit "=" genau dann, wenn
Ci.
et =a; g, ¥is=,..,12 (2-54)
ii-1 7
Cii-1 = 849 - (2-55)
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(2—54), (2~55) sind gemdB (2-25) &dquivalent zu

Cij=aij Vj=1’.-.’i_1 .

Fir C,;_, ¥ O ist (2-49) daher nachgewiesen.

(2.) Sei C,, = O . Dann ist
ii-1
i-1 i-1
var(Ii 1t -Z Cijzj) = var(I._l) + var('z C
j=1 Jj=1
> var(Ii_l) > var(I._1
= var(Si l)
Steht Uberall "=",so folgt
cij =0 ¥ 3 =1,..,i-1 ,

(2-57)

denn die z? sind nicht nach Wahrscheinlichkeit linear abh&ngig;

weiterhin folgt

Var(Ii_l

Das bedeutet

333723 1%-13 0 ¥ I = Leeesdnl.

Also gilt (2-49) auch im Fall Cij-1 = ©:

Durch Induktionsschluf folgt die Behauptung. e
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Nach dieser Vorbereitung formulieren wir nun den Hypothesen-
test:

Nullhypothese H keine Entwendung von Material im Zeitintervall

o°
Ji’ i=1,...,n.
Alternativhypothese H1: Entwendung der Materialmenge Mi im
Zeitintervall Ji’ i=1,...,n.

Mit Satz (2-27) hat man daher

) (2-58)

Il
O

E (MUF, |H,

E(MUF, |H;) = M; + Za My fir i = 1,...,n . (2-59)

1)

Die Signifikanzschranken sS4 fir das i-te Teilintervall sind mit
der Gesamtwahrscheinlichkeit des Fehlers 1. Art (auch Gesamt-
- fehlalarmwahrscheinlichkeit genannt) verkniipft durch

1-a = prob{MUF, = s A,...,AMUF_ = s_[H} . (2-60)

1 1

Die Entdeckungswahrscheinlichkeit P: = 1 -8 ist gegeben durch

P = 1-prob{MUF, < s Yo (2-61)

<
1 A,...,AMUFn=sn|H

1 1

Nach Satz (2-30) kann man (2-60), (2-61) in der Form

n
1 - o= 1 prob{MUFi S s, (2-62)

n
P=1- T prob{MUF, s } (2-63)

schreiben.
Werden flir die einzelnen Zeitintervalle Ji die Fehlalarmwahr-

scheinlichkeiten oy vorgegeben, so folgt analog zu 2.1
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-_— - J 2 - —o— —
s; = GiU(1 ai) mit oi. var(MUFi) . (2-64) , (2-65)

Ein Vorgehen wie in Abschnitt 2.1 liefert fiir (2-62) und (2-63):

n
1T == 1T (1- ui) (2-66)
i=1
i-1
n Ml+ .21 aij Mj
P=1- 1 ¢{U(1 - a,) - J . (2-67)
1 g,
i=1 i

Wir nehmen fir das folgende an, daB die Gesamtfehlalarmwahr-
scheinlichkeit o und die im Fall einer Entwendung zu entnehmende

Gesamtmenge M fest gegeben sind, wobei

O<a<1 , (2-68)
n
M: = ) M, >0 . (2-69)

Wir fassen nun das Inventurproblem als Zweipersonen-
Nullsummenspiel zwischen einem Inspektor und einem Betreiber
auf. Der Inspektor widhlt seine oy gemdB (2-66), der Betreiber,
falls er entwenden will, seine Mi gemdiB (2-69). Die Menge der
Inspektorstrategien SI bzw. die Menge der Entwenderstrategien

im Fall einer Entwendung S_ ist dann gegeben durch

E

n
SI: = {SI: = (a1,...,an)e|Rn ,121 (1 - ai) = 1=aq, Oézui§=1 Vi}
(2-70)
n n
Sp: = 48g: = (Mg, M )eR '1-2-1 M, = M} . (2=71)
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Der Gewinn des Betreibers sei wie folgt definiert:

0] im Falle keiner Entwendung und keines Fehlalarms
0 im Falle keiner Entwendung und eines Fehlalarms
-c< 0O 1im Falle einer entdeckten Entwendung

d >0 1im Falle einer nicht entdeckten Entwendung .

Der Gewinn des Inspektors ist entsprechend der Nullsummen-An-
nahme der negative Gewinn des Betreibers. Dies 1ldB8t sich mit
der Annahme rechtfertigen, daB sich der Inspektor so verhédlt,
als ob der Gewinn des Betreibers sein Verlust sei (siehe z.B.

Ref. [8]).
Der Gewinn-Erwartungswert des Betreibers ist

0 im Falle keiner Entwendung

-c * (1-B) +4-8 im Falle einer Entwendung

14

wobei B die Wahrscheinlichkeit des Fehlers 2. Art, d.h. die

Nichtentdeckungswahrscheinlichkeit ist:

i-1
M, + ) a,.M.
i 5=1 ij J
1 o\u(1-oa,) - ch . (2-72)

™
1l
nmn=as

i

Im folgenden betrachten wir nur das "illegale Spiel"
(SI,SE,(Cﬁ-d)- B~-C), da wir annehmen, daB es das Ziel des
Inspektors ist, diejenige Strategie auszuwdhlen, die den Gewinn-
Erwartungswert des Betreibers im Falle einer Entwendung minimiert.
Da das Spiel (SI,SE,(c-Fd)- g —c) dem Spiel (SI,SE,B) strate-
gisch &quivalent ist, beschrénken wir unsere Betrachtungen auf

das Spiel (SI,SE,B).

*
Es wird angenommen, daR im Falle eines "Alarms" durch eine

weitere Untersuchung ('second action level') geklért wird, ob
der Alarm zu Recht gegeben wurde oder nicht. Bezliglich weiterer
Details zu diesem Problem siehe Ref. [9].
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Im Fall einer Entwendung ist der garantierte HSchstverlust-
erwartungswert fir den Inspektor dann offensichtlich

B: = inf sup B ; (2~73)
S S

I E
der garantierte Mindestgewinnerwartungswert flir den Betreiber
ist

B: = sup inf B . (2-74)
S S

E I
Im anschlie Benden Kapitel zeigen wir, da8 B und B Uberein-
stimmen und untersuchen Existenz und Eigenschaften optimaler
Strategien.

Wir wollen nun noch auf die auf Seite 16 erwdhnte zweite
bemerkenswerte Eigenschaft der Matrix A eingehen. Wir schildern
sie anschaulich. Die exakte Fassung, zu der uns jetzt noch die
notwendigen mathematischen Hilfsmittel fehlen, geben wir im

Anhang.

Wir nehmen an, dem Inspektor sei bekannt, daB der Betreiber
keine M6glichkeit hat, in den Zeitintervallen J1""’Jh’ 1£h<n
Material zu entwenden. Es scheint vernilinftig, dann zu verlangen,
h nicht kontrolliert; d.h. daB er
die Signifikanzschranken Sqg T cee T 5 =@ wdhlt. Dies bedeutet,

h
die B minimiert, die

daB der Inspektor in J1,...,J

daB diejenige Inspektorstrategie Sy

Gestalt (0,...,0, ah+1,...,un) haben soll.

Flir unser Modell, das auf der Matrix A basiert, ist dies
auch der Fall.

Fiir Modelle, die auf einer Matrix A' vom Typ (2-17), A'*A,
beruhen, gilt das nicht allgemein. Wir zeigen im Anhang, daB
fir n = 2 bei geeignetem M fiir die Komponente o der optimalen
Inspektorstrategie gilt ;

ul > 0

fir jedes A' mit der Eigenschaft

(A'ZOt)Z] < O

cov BA‘zOt)l,
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% ’ cg nicht
i J
mehr als Varianzen von Zufallsvariablen auf,sondern als Parameter

Im weiteren Verlauf der Arbeit fassen wir die g

aus IR .

Wir fordern flir sie nicht mehr

o‘% ;O,o§>0 ¥ i,j ,
i J
sondern lediglich,daB fiir die mit ihnen gebildeten Oi roay gilt
2

g, > O ¥ i,
1

l-a, > O v i
i

Dies bietet den Vorteil,daB bei den in Kap.4 folgenden
Differenzierbarkeitsbetrachtungen offene Parametermengen zur

Verfligung stehen.



_25...

3. Sattelpunkte der Auszahlungsfunktion

3.1 Problemstellung

Wie bereits in Kapitel 2 erwdhnt, wollen wir zeigen, daR
fir die in (2-73), (2-74) definierten Grdfen B und B gilt:

B =8 . (3-1)

Wir bendtigen dazu den Begriff des Sattelpunktes.

(3-2). Definition: Sei H eine reelle Funktion, definiert auf
der nicht leeren Menge C xD. Der Punkt (c',d')e C xD heiBt

Sattelpunkt von H auf C x D genau dann, wenn filr jedes ce C und
jedes de D gilt

H(c',d) £ H(c',d') £ H(c,d') . (3-3)

Die Sattelpunkte einer Funktion besitzen folgende Eigenschaften

(vergl.[10]):

(3-4) Satz: Sei H: CxD-IR .

a) 1Ist (c',d') Sattelpunkt von H auf CxD, dann gilt

min max H(c,d) = H(c',d') = max min H(c,d) .
ceC deD deD ceC
b) 8ind (c¢',d'), (c",d") Sattelpunkte von H auf Cx D,
dann sind auch (c',d"), (c",d') Sattelpunkte von
H auf CxD.

Wenn wir zeigen, daB B auf SIX SE einen Sattelpunkt besitzt,
so ist nach Satz (3-4) die Gleichung (3-1) offensichtlich
richtig.

Die Funktion B hat neben der etwas komplizierten Gestalt noch
den welteren Nachteil, daB ihr Definitionsbereich nicht konvex

ist, weil SI nicht konvex ist. Wir umgehen diese Schwierigkeit,
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indem wir statt B auf SIX SE eine einfachere Funktion F auf

einem konvexen Definitionsbereich betrachten.

(3-5) Definition: Es sei

: X, = in(1=-a) ,

l 13

X:= {X: = (X1loo-lxn)€(Rnl

i
0z x4 Vi = 1,...,n} (3-6)

LS
Il

n
{y: = (y1,...,yn)e\Rn, __2_1 (1-a,))y, = M} . (3-7)

Es sei F: XxXxY -~ IR definiert durch
n X, , ,
o F oo 1)
=1

Zwischen den Sattelpunkten von B auf SI>< SE und den Sattel-

punkten von F auf X XY besteht die folgende Beziehung.

(3-9) Satz: Ist (x*,y*) Sattelpunkt von F auf Xx Y, dann ist

X% X ¥
(Sﬁ'sﬁ)z = <<1 - e 1,...,1 - e n>, A 1y*t>

ein Sattelpunkt von B auf SI><SE.

Ist (s!

I,sE':) ein Sattelpunkt von B auf SI><SE, dann ist

(x',y'): = <(2n(1 - ai) yeeosdn(1 = ug)),zx- sét>

ein Sattelpunkt von F auf XxY.

Beweis:

(1) Die Abbildung B SI-+X,

,]:

B1(a1,...,an): = (2n(1-—a1),...,2n(1-un))
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ist offensichtlich bijektiv.
. n . t
Fir we IR sei B2(w1,...,wn): = A(w1,...,wn) .

Wir wollen zeigen, daR B2 eine Bijektion von SE
auf Y ist.
Da A reguldr ist, ist B2 umkehrbar.

Weiter ist fiir (w1,...,wn)E:|Rn gemdB (2-25)

Daher ist

n " n
'E (1 - ai)(A(w1,...,wn) )y = 'z wy . (3-10)
i=1 i=1

n £ n
Also ] (1-a;)(Asp), = oMo =M

=1 i=1
d.h. B2 bildet SE nach Y ab.
B2 ist auch surjektiv, denn angenommen fir y €Y wére
mit w!: = (A_‘I t)

it Y 'y

n
iéwi#M '

dann hédtte man mit (3-10)

n n £ n
- = - ' ! — '
.Z (1-a)y, .Z (1 ai)(A(w1,...,wn) )i 'Z vﬁ_% M
i=1 i=1 i=1
und damit einen Widerspruch.
Also ist B2 eine Bijektion von SE auf Y.
Bezeichnen B;1, B;1 die Umkehrabbildungen von B1, B2’
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so hat man nach Definition von B1, B, mit 1) und 2)

2
B(sprsg) = expl[F(B(s),B,(s,))] auf S;.xSp
exp[F(x,y)] = B(B;1(X),BE1(y)) auf XxY

Da der Logarithmus eine streng monoton wachsende

Funktion ist, folgt die Behauptung , e

Aus dem vorangegangenen Satz sieht man unmittelbar,
daB hinsichtlich der Sattelpunkte F auf X x Y anstatt

B auf SIX S_, betrachtet werden kann.

E
Wir beschrénken unsere Untersuchung im folgenden
daher auf F: XxY »JR .

Dazu bendtigen wir den anschliefenden Hilfssatz iber
die Ableitung der Funktion %n ¢ .

(3-11) Hilfssatz: Sei Q(x): = ' x) . Dann gilt
’ ¢ (x)
a) Q(x) > -x ¥xelR, lim Q(x) = 0 ,
X0
b) -1 < Q'(x) = -(x+Q(x))Q(x) < O ¥ x e |R
c) 0O0<Q"(x) ' ¥ X elR .
¥ e _t?
. . 2 2
Beweis: Sel R(x): = e J e dt .
X

R, bekannt unter dem Namen "Mills Ratio", hat die folgenden

Eigenschaften (vergl. [11],[12] ):

a) R(x) < ¥x> 0 ,

1
X
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Wegen Q(x) = ﬁT%ET folgen mit der Definition von Q die

Behauptungen. e

3.2 Konvexitdtseigenschaften

Fiir den Nachweis der Existenz eines Sattelpunktes von F
auf X x Y benbtigen wir die Tatsache, daf F auf einer Teilmenge

des IRzn konvex-konkav ist; mit

Xt = {(>‘<1,...,xn)emn,xi <0 W¥i} (3-12)
Y : o= {(y1,...,yn)ean,yi >0 i) (3-13)
gilt nd8mlich:
flir festeé yoe:Yt ist F(',yo) auf Xt konvex,
flir festes xos:Xt ist F(xo,-) auf Yt konkav.

(3~14) Satz: Sei %t der offene Kern von Yt' Es gilt

a) flur Yo € Yi ist F(-,yo) konvex auf Xy

b) fir yos:§t ist F(-,yo) streng konvex auf Xt‘

2
. . _[ 9°F
Beweis: Sei H(x,yo). —<8xi8xj>i,j - 1,..
Um die Behauptung des Satzes zu zeigen, geniligt es, nach-
zuweisen, daB H(x,yO) auf Xy positiv semidefinit ist
bzw. positiv definit ist, falls YOE:§t (vergl.[10]).

H ist eine Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen

2 X Yo
2 anelue ) - 224}
9.2 a,

Xi 1

Wir missen also zeigen

Q2

J

AN

2 X, N
2nd><U(e l) - ——£> > 0 ¥x, < O (3-15)

o, = i
29X i



_30_

N
Sei h(z): = &n ¢<U(ez) - %) ’ z <0
i
Es ist
V..
olu(e?) - =L
” + U2( z) 7 o,
h'(z) = /21 %7 %% 1€ Q<ﬁ(e ) - —= = =
i 0(u(e?))
(3-16)
Daher

h" (z) = Q"2 (U(e?))

g. ag.

Y . ‘ Y
Q'<U(ez>-—ii>Q<U<ez)) QCU(eZ)- °l>Q'<U<eZ>>

1 _ 1 -
Q(U(e?)) Q(u(e?))
- Y .
= 0 %U(ez)>Q<u<eZ> - 7§i>
i

Va
' 2y _ ol
Q <U(e ) Gi> o' (U(e?))

= Q_Z(U(ez))Q<U(ez) - O"_l)
1
Y, Y
[_<U(ez)..7;i * Q<U(ez>-7fi>>-+U<ez>-+Q<U(ez))] :
i i

(3-17)

wobei die letzte Gleichung aus Hilfssatz (3-11)b) folgt.
Nun ist (x + Q(x))' =1 + Q'(x) > O

nach Hilfssatz (3~11)b). Daher

Yis Yo
- <U(ez)-?§i +cgéuez)—-iﬂﬂ>:; - (u(e®) +(u(e”)))
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L] "
mit % falls Yoy > 0.

82 X, N
Also ist —= &n ¢ | U(e l)——a—i 2 0 in < 0

ax? i
i
" "
und es gilt ; genau dann, wenn y,; > O.

Damit ist (3-15) gezeigt und der Satz bewiesen. e

(3-18) Satz: Sei &t der offene Kern von X Es gilt

£

a) fir x. e X, ist F(xo,') konkav auf Y

0] t t’

b) flir x e:& ist F(xo,°) streng konkav auf Y

0] t t°

. . 3°F
Beweis: Sei G(xo,y): = —Q————EJi

Der Satz ist bewiesen, wenn gezeigt wird, das G(xo,y)
auf Y, positiv semidefinit ist bzw. positiv definit

. 0
ist, falls xOE:Xt.

G ist eine Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen

2 KXo V. _ X Y.
2 —amglue - )= ofue - 2E)
2 o o4 o,
ayi i i i
¥oj ¥y
-Q'U(e )y - 5 ist nach Hilfssatz (3-11)b) fiir Xo4 < 0

i

echt positiv.

o

X . V.
Fiir Xogq = O verschwindet Qn.¢GJ(e Mﬁ - —£> fiir alle Y-
i

Damit ist der Satz bewiesen. e

3.3 Eine hinreichende Bedinguhg flir die Existenz eines
Sattelpunktes

Aus Satz (3-14) und (3-18) kann man sofort folgern, daB
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¥ einen Sattelpunkt auf gewissen Teilmengen von X X Y besitzt.
Ist X'C X konvex und kompakt, y'C:YﬂYt konvex und kompakt,

so besitzt F auf X' x Y' nach dem Satz von Sion-Kakutani als
konvex-konkave Funktion einen Sattelpunkt (vergl.[10]).

Wir wollen die Entwenderstrategien jedoch nicht von vornherein
durch die Forderung

(As 2 0 ¥i=1,...,n , (3-19)

t
E)i
einschrédnken.

Unter Verwendung eines Satzes {iber Extrema konvexer Funktionen
werden wir im folgenden ein hinreichendes Kriterium flir die

Existenz eines Sattelpunktes von F auf X x Y angeben.

(3-20) Ssatz (vergl.ﬁ3]): Sei : K R™ offene und konvexe

Menge. Seien weiter

G: K ~[R , g: K >R

differenzierbare Funktionen,G konvex,g linear auf K.
Gibt es k, e K und rxeR , A 2 0, sodaB gilt

grad G(ko)'+ Agraﬂg(ko) =0 , (3-21)

g(ky) =0 (3-22)

dann nimmt G auf {k e K,g(k) =0} das Minimum bei k, an.
Es gilt nun der folgende

0
(3-23) Satz: Sei (x*,y*)e:xtx §t eine L&sung des Gleichungs-

systems

X, o,(1-a,) X,
Q(u(e 1)) - 1
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n
) x. =2n(l - a) , (3-25)
=1
ble vy X Y
Q<U(e l)—o—l—> Q<U(e 1) - l"’)
i 931/ _ .
Xi - " » =0 , 1= 2, ;N
Q(U(e M) Q(u(e *71))
(3-26)
n
j£1 (1- aj)yj =M (3-27)

Dann ist (x*,y*) ein Sattelpunkt von F auf X x Y.

Beweis: Ist (x*,y*) eine LOsung des Systems (3-24),...,(3-27),

dann ist (x*,y%) auch eine Ldsung des Systems

X, V. o, (1=-a,) X, _ Y._
QQHe l)—5£>- * = QGHe 11)-cf'1>— o,
i/ o (1-a;_,) i-1
i= 2, N (3-28)
n
Y x. = &n(1-a) (3-29)
=1 7
X Y X, Y.
Q<U(e l)-5-1—> Q<U(el1)-ol1>
. - i-17 - o . (3-30)
*i *i-1
Q(U(e 7)) Q(U(e ))
n
- a.)y. = . 3-31
jz1(1 aj)yj M ( )

Das bedeutet, (x*,y*) ist auch eine L&sung des Systems

e — 1 olue -2 (3-32)
01(1— aj) 01‘ ’



-34-

_']_Q<[J(e}<l)_y_i>-}-)\B <M_ ?(1‘a)y>=o
9, o Y4 521 3773
i=1, ,h
n
M - - . L, o=
jzlm a])yj 0
X Y
Q<U(e N - 31>
_ 1
p = % '
Q(U(e "))
X, Y
i i
Q<U(e )"EI> n
% +p i(JLnU—oc) - .£1Xj> =0 ,
Q(U(e M) J
i=1, '
n
dn(l=-0a) - ) x. =0
j=1 7
Nun ist
3 _ 1 Xl Yl
gyj(‘F) =50 Q<U(e ) - ET> ’
i i i
X, Y
Q<U(e l)-—l>
St F = = fir 1 =1,...,n
axi xi
Q(U(e 7))

Das bedeutet

(3-33)

(3-34)

(3-35)

(3-36)

(3-37)

(3-38)

(3-39)
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ist eine L&sung des Systems

3 3 o :
3;75‘(x,y*) +g>§§j <2n(1-u)— “Z Xj> =0, i= ?,...,n ’
i i j=1
(3-40)
n
in(1=-0) - § x. =0 (3-41)
293
J
p 20 ; (3-42)
und
. , 1 <(X?) y?>
y =y = soayQ\ute D -5
’ o, (1=2y) o

ist eine L&sung des Systems

n
. ) _ _ - .
§§f(—E‘(x*,y))-+A5§I <M jZ1 (1 aj)yj> 0o, i=1,...,n

i =
(3-43)
n
M - j£1 (1 - aj)yj =0 (3-44)
Ay 20 . (3-45)

Setzt man

G(x) = F(x,y¥*) , g(x) = 4n(1-a) - .
3

o113
»

so folgt mit Satz (3-14) aus Satz (3-20) daher
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0
F(x*,y*¥) S F(x,y*) ¥xeX NX
und aus Stetigkeitsgriinden hat man
F(x*,y*) S F(x,y*) ¥xeX . (3-46)

Setzt man

No~—s

G(y) = -F (x*,y) , g(ly) =M - (1 - aj)yj ’

j=1
so folgt mit Satz (3-18) aus Satz (3-20)
“F(x*,y%) S -F (x*,y) Yy eﬁoftﬂ Y
und aus Stetigkeitsgriinden hat man

F(x*,y*¥) 2 F(x*,y) ¥VyeY . (3-47)

(3-46), (3-47) ergeben zusammen, daB (x*,y*) ein Sattel-
punkt von F auf XxY ist. e

3.4 Existenz eines Sattelpunktes

Wir Zeigen die Existenz eines Sattelpunktes von F auf
XxY, indem wir nachweisen, daB das Gleichungssystem (3-24),...,
0 0
(3-27) auf X_xY_ eine LYsung hat. Dazu verwenden wir den

t t
folgenden Hilfssatz.

(3-48) Hilfssatz: Seien hi:[O,w)%WK , 1 =1,...,n stetige,

streng monoton wachsende Funktionen mit der Eigenschaft

lim h,(x) = © ¥i=1,...,n . (3-49)
K00 1
Weiterhin sei (xq,...,xn) = (0,...,0) eine L&sung des

Gleichungssystems



-37-

hi(xi) - h (Xi—1) =0 , i=2,...,n . (3=-50)

i-1

Flir Si> 0, i=1,...,n, C>0 gibt es dann eine eindeutigqg

bestimmte L&sung (xi,...,xﬁ) des Gleichungssystems

hi(xi) - hi—1(xi—1) =0 , i=2,...,n , (3~-51)
)
S.x,. =¢C , (3-52)
j=1 J ]
und es ist xi > 0 ¥i=1,...,n

Beweis: Mit h11 bezeichnen wir die Umkehrfunktion von hi;

die Funktion h; o hi-1 erkldren wir durch

(hiO h (x): =h(h (%))

i-1) i-1

Sei gy = hi 0 hi—1 ’ i=2,...,n .
Aus den Voraussetzungen {iber die hi folgt, daB 9, eine
auf [0,») definierte stetige, streng monoton wachsende

Funktion ist mit den Eigenschaften

lim g, () = o ¥i= 2,...,n ‘ (3-53)
X0 1
gi(O) =0 ¥i= 2,...,n , (3-54)

Weiterhin ist (x%,...,xﬁ) genau dann eine LOsung des
Systems (3-51), (3-52), wenn (xi,...,xé) eine L®sung des
Systems
gi(x _1) = X, i=2,¢e.,n (3-55)

n

) S.x. =2¢C (3-56)
j=1 J ]
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Sei

fi: =gy0...09y
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A (N

Die fi sind auf [0,*) definierte stetige, streng monoton

wachsende Funktionen. Wegen (3-53),

lim fi(x) = o , f

X0

(x!,...

(3-56), wenn (xi,.Q.

(0) =0 , 1=

(3-54) ist

2,...40 (3-57)

,xﬂ) ist offensichtlich genau dann LOsung von (3-55),

,xé) L6sung des Systems

fi(XT) =X, i=2,...,n (3-58)
n
Syxq + ) E5 (%) =¢C (3-59)
j=2
ist.
n
Nun ist T(x): = S.x + ) Sj fj(x) auf [0,») stetig und
j=2
streng monoton wachsend; weiterhin ist mit (3=57)
T(0) = 0 , lim T(x) = o (3-60)
X 00
Es gibt daher genau ein xae [0,*) mit T(xi) = C.

Das bedeutet, Gleichungssystem (3-51),

(3-52) besitzt

die eindeutig bestimmte LOsung (x}, fz(xi)’...,fn(xi)) .

Wegen T(0) =

¥i=2,...,n.

o< C ist,xi
Damit ist der Hilfssatz bewiesen. ©

> 0, daher auch fi(x%)> 0]
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Nun ist es einféch, die Existenz eines Sattelpunktes von

FF auf XX Y nachzuweisen.

(3-61) Satz: F besitzt einen Sattelpunkt (x*,y*) auf XxY

mit den Eigenschaften:
* ok ¥ x ¥
(x*,y )e:xt £
(x*,y*) ist L6sung des Gleichungssystems (3-24),...,(3-27).

Beweis: Nach Satz (3-23) geniigt es, zu zeigen, daB das System
0 0
(3-24) ,...,(3-27) eine L&sung (x*,y*) €X ><Yt besitzt.

t
I) Sei
h, (z): = ——+— 0(U(e” %)) 1<4ic<n
i : og,(1-a.) = =
i i
S.: =1 1£isfn
i =
C: = =4n(1 - a)
Besitzt das System
- = < < -
hi(zi) hi—1(zi—1) 0 2<1Xfn (3-62)
]
S.z. =C (3-63)
421 373
die LOsung (zﬁ,...,zg), so ist offensichtlich
(xf,...,xg): = (-zﬁ,...,—zg) eine L&sung von (3-24),
(3-25).

hi ist auf [0,») stetig; nach Hifssatz (3-11)a)b)
ist hi streng monoton wachsend mit
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A
A

lim h, (z) |
Z- 00 1 '

Il
8
—

h, (0)

I
)
A
b
A
o]

Also sind die Voraussetzungen von Hilfssatz (3-48)
erfillt.

Es existiert daher eine eindeutig bestimmte L&sung
(z#,...,z;) von (3-62), (3-63) mit z; >0 W%¥i=1,...,n.
Also hat das Gleichungssystem (3-24), (3-25) die
eindeutig bestimmte L3sung

0
(xT,...,x;): = (—z?,...,—z;)szxt
Sei nun
*
Q<U(e ) —Ol>
hi(y): = T 1 , 124iln
Q(u(e 1))
S;t =1 - a; 12iZn ,
c=M .

Of fensichtlich ist hi(y) auf [0,») stetig, nach

Hilfssatz (3-11)a),b) ist hi streng monoton wachsend

mit
lim h,(y) = = , 1241in .
i
y—>-oo
Wegen hi(o) =1, i=1,...,n, ist die Voraussetzung

(3=50) von Hilfssatz (3-48) erfiillt.

Es existiert daher eine eindeutig bestimmte L&sung
(y?,...,y;) des Gleichungssystems

h'(yi)'_hi—1(y ) =0

i i=-1
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mit y’i“>o vi=1,...,n.

Aus I) und II) folgt: das Gleichungssystem (3-24),...,

(3-27) besitzt eine eindeutig bestimmte Ldsung

0 0
(x*,...,x;,y?,...,y;)e:Xt><Yt .

Damit ist der Satz bewiesen. e

3.5 Berechnung des Sattelpunktes; Eindeutigkeit

Die Berechnung des durch Satz (3-23) charakterisierten
Sattelpunktes von F ist einfach. Man 10st dazu das Gleichungs-
system (3-24)..(3-27). Wie wir gesehen haben, sind beide
Gleichungssysteme vom Typ
(x =0 , (3-64)

hi(xi) - h

i-1¥i-q)

n
) S.x. =C . (3-65)

Bei der Durchrechnung einiger Beispiele erwies sich der von
uns benutzte folgende einfache Algorithmus als geeignet:

Setze
= ., = C
XL. = 0 ’ XR. = S1
(1) _ 1
X = 2(XL + XR)
Berechne xi1), i=2,...,n sukzessive aus

(1), _ (1)
hy (x5 °7) = hy_4(xy_7)
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n
Falls ) s, xM < c setze x. = x{1 ,

521 373 L 1

n _
falls ) s. x5 ¢ setze x.: = {1

& 373 R 1

j=1

(2), _ 1

Setze - X7 = 2(XL + XR)
und berechne sukzessive xgz), i=2,...,n in der angegebenen

i
Weise, u.s.w.

Man sieht sofort, daB die Folge (x;l))kOnvergiert, daher
konvergiert die Folge (x{l),...,xél)).
Der Grenzwert ist offensichtlich die Ldsung von System (3-64),

(3-65) .

Wir wollen nun noch sicherstellen, daB der durch Satz
(3-23) charakterisierte Sattelpunkt auch der einzige Sattel-
punkt von F auf XxY ist.

(3-66) Satz: F besitzt auf X x Y einen eindeutig bestimmten
Sattelpunkt.

Beweis: Nach Satz (3-61) besitzt F auf XX Y einen Sattelpunkt
- 0 0
(x*,y*)s:Xt><Yt.
Sei (x',y') ein weiterer Sattelpunkt von F auf X xY.
Nach Satz (3-4) sind dann auch (x',y*), (x*,y') Sattel-
punkte von F auf X x Y. Nach Definition des Sattelpunktes
gilt flir O < A < 1 ‘

F(x'+ A(x*=x"),y*) 2 AF (x*,y*) + (1 - V) F(x',y*)

0 .
Andererseits ist wegen y*E:Yt nach Satz (3=14) F (- ,y*)
auf X streng konvex. Daraus folgt x' = x¥*.
Weiter folgt aus der Definition des Sattelpunktes fiir
O < A <1
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F(x™,y"+A(y*=-y")) SAF(x*,vy*) + (1 - V)P (x*,y")

0
Nach Satz (3-18) ist wegen x* e X
konkav. Daraus folgt y' = y*.

t

F besitzt daher auf X X ¥ nur den Sattelpunkt (x*,y

3.6 Eine bemerkenswerte Eigenschaft der optimalen

*)

Inspektorstrategie

%

Unter "optimaler Inspektorstrategie" ST

- Entwenderstrategie" SE verstehen wir im folgenden die s

Koordinate bzw. die s, - Koordinate des Sattelpunktes

E
(s?,sE) von B auf SIX S d.h.

E;

x* X
= (1-e ',...,1-e = a~ 1yt

*
SI ’ S; [;

wobei (x*,y*) der Sattelpunkt von F auf X x Y ist.

F(x*,+) auf Y streng

bzw. "optimaler

I

(3-67)

Die optimale Inspektorstrategie besitzt eine bemerkenswerte

Eigenschaft: sie ist unabhdngig von der Gr&Be der zu entwen-

denden Gesamtmenge M. Genauer heiBt das

(3-68) Satz: Sei fir 0O < a < 1, M > O

n
v . = ! _ _
.(M. {(Y1I0--’yn) €IK Ii£1 (1 ai>yi M} -

n
X+ = {(x1,...,xn) ean, g X; = Jln(1—oc),o_>_xi Vi

1,...,1’1} ’

(3-69)

(3-70)

Fir M; > 0, 1 = 1,2 sei (x*(l),y*(l)) der Sattelpunkt

von F auf X xY,  , i =1,2. pann gilt
i

H % (2)
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* (1) als auch x*(z) ist nach Satz (3-61),

(3-66) LOsung des Gleichungssystems (3-24), (3-25).
Da (3-24), (3-25) nicht von M abhidngen, folgt sofort

Beweis: Sowohl x

die Behauptung. e

Das Analogon von Satz (3-68) bzgl. a und der optimalen
Entwenderstrategie gilt im allgemeinen nicht. Lediglich im Fall
¥i=2,...,n (3-71)

ci(1 - ai),= g (1 - a;

i-1 —1)

ist die optimale Entwenderstrategie unabhingig von der Gri&Be
von a; unter der Voraussetzung (3-71) sieht man ndmlich aus
Gleichungssystem (3-24),...,(3-27) sofort, daB

x* = (%znm - oc),...,%SLnH —a))

fl -1

ist.

Ansonsten gilt

(3-72) Satz: Sei Gj(1-aj) + 0, ,(1-a, ;) fir mindestens

J 3-1

ein j, 2 £ j = n.

Dann gibt es a; € (0,1), i = 1,2, sodaB flir die Sattelpunkte

(x*(l),y*(l)) von F auf Xu XY i=1,2gilt

1

MI

Beweis: Wir betrachten die x - Koordinate des Sattelpunktes
als Funktion von o, d.h. x*¥: = x*¥(a). Wir notieren zuerst

einige Eigenschaften von x* (a).
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x* (a)

. i ,
lim U(e ) = « ¥i=1,...,n . (3=-73)
a>O+
Da x* (a) L&sung von (3-24), (3-25) ist, hat man
offensichtlich
lim x*(a) =0 ¥i=1,...,n
a>0+

und damit (3-73).

Zu jedem € > O existiert ein aoe:(o,1), sodan

V(%) > o >0 und alle i = 2,...,n gilt

xf(a) x* (o)
’U(e 1 )— U<e i-1 >

Dies sieht man folgendermafen ein.

< g . (3-74)

Angenommen, es gdbe € > 0O, sodaB zu jedem aoe:(o,1)

ein ay > o > O und ein i, 2 £ 1 £ n existiert mit

xf(a) x* {(a)
lU(el >—U<e i-1 >

Da x*(a) das System (3-24) 1l&st, folgt zusammen mit

> €

a), daB zu jedem toewR ein t > t ein €' > £ und

OI
ein i, 2 £ i £ n existiert mit

Qt+e") _ 031~ ay) =0 (3-75)
Q(t) Gi_1(1 - ai—1)
mit €" = ¢' oder " = -¢'

pa  ot) = et /Eme )T ist,

sieht man sofort unter Beachtung von Hilfssatz (3-11)Db)
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Q(t-e") | Q(t-¢) o QlE-e)
o T om 1 o Torm T

und

Qlt+e') _ Q(t+¢) g 2(E+E)
ote)  CTom v i Tom T °

Daher kann (3-75) fiir hinreichend groBes t, nicht

0]
erfiillt sein.
Weiterhin gilt
ist oj(1-aj) + oj_1(1-aj_1) ,
dann ist
* *

Y- Ya

alls R Lkl I N (3-76)
Oj Oj—]

Da ndmlich x* das System (3-24) 1l6st, ist wegen

3 J . .
LY £ 1 .xg%x§_1 ;

vy o oy¥_
Syl x 377

Mittels a), b), c) beweisen wir nun Satz (3-72).
Angenommen, der Satz sei falsch. Dann gibt es ein

y¥ €Y, sodaBR (x*(a),y*) Sattelpunkt von F auf Xa X Y
ist ¥ae (0,1) . D.h., ¥a € (0,1) 1lost (x*(a),y*) das
System (3e24),...,(3-27), Setzen wir,

M
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* *
Au’!l‘(oc): _ U<exi(a)> _ U<exi_1 (o¢)> ’

fir i = 2,...,nund 8¢ [0,1],

und wenden wir den Mittelwertsatz der Differential-
rechnung auf die Gleichung (3-26) an, so gilt also:
zu jedem ae€ (O,1) gibt es 1 > ei >0, i=2,...,n,
sodaR (x* (a),y*) das folgende Gléichungssystem 16st

Gleichungssystem (3-24)
Gleichungssystem (3-25)
Gleichungssystem (3-27)

und die Gleichungen

o' w!®(e,) -y, (0)  Qrw{® (e

1
0 = -
(a) (o)
0¥ (8, - ¥, (8, 0@ (8)))
0w ™ (6.) - y.(8,))
. 1 (l) 1 1 AU’!‘(O.)
o 1
Q(u;™ (8,))
o' (vl (6.) -y, (6,)) |
- = (al) = 1 Ay: , i=2,...,n, (3-78)
o(u;* (8,))
erfiillt.

Setzt man in (3-78) den im Hilfssatz (3-11)b) fir Q'
gegebenen Ausdruck ein und dividiert die Gleichung

durch
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(@) (g ) (6. ))

i il T Y Yy ,
(o)
(v, ' (8,))

Q(u

so folgt : ( x*(a),y*) 1ldst die Gleichungssysteme

Glsyst. (3-24)
Glsyst. (3-25)
Glsyst. (3-27)

und das Gleichungssystem

0 = -|:‘ Yi(ei) + Q,<Ui(06) (lei) - yi(ei)>_ Q(Ui(OL) (ei))] 'AU;(OL)

i=2,..,n.

Unter Beachtung von b) und von a) in Verbindung mit Hilfs-
satz (3-11)a) folgt,daB fir hinreichend kleines o > O der
erste Summand von (3-79) dem Betrage nach beliebig klein wird.

Der zweite Summand in (3-79) ist dem Betrage nach grdBer als

(o) _ .
Uy (6,) - y;(8;)

¥ —
Ayl . (3-80)
Ist nun o.(1 - a. ' O. 1 - a.
J( J) T 3—1( J‘l) !
so ist nach c¢) : |Ay§| > 0
Nach a) wird flir hinreichend kleines o > O der Ausdruck (3-80)

beliebig groB.D.h. es gibt o & (0,1),sodaB das Gleichungs-
system (3-24),(3-25),(3-27),(3-79) nicht erfiillt werden kann.

Damit haben wir einen Widerspruch konstruiert,und der Satz ist

bewiesen. e
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4., Optimale Strategien und Spielwert als Funktionen der Mep-

varianzen

Im vorangegangenen Kapitel wurde gezeigt, daB der ein-
deutig bestimmte Sattelpunkt (x*,y*) von F auf X x Y Ldsung
eines nichtlinearen Gleichungssystems ist. Die numerische
Behandlung dieses Gleichungssystems kann flir groBe n betrdcht-
lichen Rechenaufwand erfordern. Es erscheint daher sinnvoll,
zu versuchen, einfach zu berechnende Abschdtzungen flir den
Spielwert zu erhalten. Wir werden im folgenden einfache

Schranken L, U mit
L S F(x*,y*) 2 U (4-1)

konstruieren, die in dem Sinn "scharf" sind, daB unter gewissen

Voraussetzungen (4-1) als Gleichung erfiillt ist.

Fir festes o und M kann man x*,y* als Punktionen betrach-

ten, die nur von Oi , o% , o; , 1 £ i 2 n abhdngen. Stdrend
0 i i

ist dabei die Tatsache, daB diese Parameter nicht nur in die
Funktion F sondern auch in Y und damit in den Definitionsbereich
von F eingehen. Wir werden diese Schwierigkeit umgehen, indem

wir eine Funktion G konstruieren, definiert auf XX ¥Y' mit
n n
Y': =<y = (yqseeeay) € R, ) y; =M , mit folgender Eigen-
i=1

schaft:
G besitzt auf XX Y' einen eindeutig bestimmten Sattelpunkt

(x',y') und es ist

G(x',y') = F(x*,y*)
Wire oi =0W¥i=1,...,n-1, so hidtte man Y¥' = Y wegen a;, = 0
i
¥i=1,...,n und daher F = G.

. . . 2
Diese Uberlegung nutzen wir auch im Fall or > 0 ausT
’ i

TBerglich einer anderen,naheliegenderen Konstruktionsmdg-

lichkeit von G und Y' siehe Seite 78.
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Wir werden F(x*,y*) als Funktion von Oi ’ Ui ’ 0; auffassen
0 i i
. 2 i
und die o% ’ OI ’ Gg unter Konstanthaltung von F so verdndern,
) i i :
daB Oi =0, i=1,...,n-1 wird. Anders ausgedrilickt: wir
i
. , . . 2n+1
gelangen auf einer Niveaulinie von F in (R vom Punkt
2
Oi ’OI ’ ,O% ,o% ,o; ,...,Og zu dem Punkt
0] 1 n-1 n 1 n
'2 '2 '2 '2
OI ,O,...,O,oI ,OD ,...,oD
0 n 1 n

Flir dieses Vorgehen ist es notwendig, das Verhalten von x*,y*

in Abhdngigkeit von den genannten Parametern zu untersuchen.

4.1 Zwei Relationen zwischen benachbarten Komponenten

der Sattelpunktskoordinaten

Fir den Sattelpunkt (x*,y*) von F auf X * Y bestehen

*

zwischen Xi—1’XI und zwischen y; ,y; die folgenden Beziehungen:

-1

(4-2) satz. Es gilt fiir 2 £ k S n

a) o, q(I=-a._4) =0, (1-ap)
wpg g, ot

b) ck_1(1--ak 1) < ok(1-ak)
R

c) Ok_1(1— ak_1) > Ok(1-ak)
sy < orts



Beweis.

a)

c)

(4-3)

Satz.
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Fir ok_](T-ak_1) = ok(1-ak) folgt aus (3-24)

NS

YR -1 X
xﬁ und damit aus (3-26) = —=

k-1 k

% =
-1

Gk(1-ak)

Wegen —
-1 (1= 3g_4)

> 1 folgt aus (3-24)

xX* XX

owe 1) < que %),

Mit Hilfssatz (3-11)b) ergibt das xﬁa1 > xﬁ. Wie
in Gleichungen (3-16), (3-17) gezeigt wurde, wichst

fiir % > 0 die Funktion

Q(u(e™) - %)

% in x € (-»,0] streng monoton.
Q(U(e™)) '

¥ %
Zk:l > Z&
o = y

k-1 k

Angenommen,

Man hat dann mit Hilfssatz (3-11)Db)

X*_ y*_ x* y*_ ¥ y¥
Qéﬂek1)—0k1> QGﬂek)—J{1> QQﬂek)—Jg
k-1

) Q(U(e ¥

)) Q(u(e 7))
und damit einen Widerspruch zu Gleichungssystem (3-26).

Der Beweis von Behauptung c¢) ist v6llig analog dem

Beweis von Behauptung b). e

Es gilt fiir 2 £k < n

k-1 7 3-q) = o (1-a




b)

Beweis.
a)

b)

_.52._

k-1 017 3q) < o (1= 3y)

= k-1 S k
o, (1= ak_1)

2
ok(1 - ak)

folgt sofort aus Satz (4-2)a)

, _ - 2 _ 2
Sei 1: = (1 ak—1)0k-1 + (1 ak)ck.
Aus xﬁ_1 > ki nach Satz (4-2)b) folgt mit

x¥ (1-a,_,)0, _
gk—1(t): = Ul(e k 1)_ kT1 k 1t ,
x* (1-a,)o
ge(t)s = Ue ©) - —FHe
Iy_q (£) > g (£) ¥t 20
Sei nun
Q(g, _,(t)) Q(g, (t))
gt): = -3 ]?11—a )+0(1k—a)
k=1 k-1 k k
Man hat
Q' (g, _4(t)) Q' (g, (£))

T T

(4-4)
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Mit (4-4) und Hilfssatz (3-11)c) hat man daher
g'(t) >0 ¥t 2 0. |

Da x* das Gleichungssystem (3-24) erfiillt, hat man
g(0) = 0 ; also gilt

g(t) > 0 ¥t >0 . (4-5)

Sei m: = yﬁ_d + yﬁ.

Man sieht aus der Definition von T sofort, daB genau

eine der folgenden drei Aussagen richtig ist.

(1-a,)o

y¥ (1-a, _,)o, vk
n T L P N %k
k-1 | K
-— E3 —
viop o O -ap_ oy 4 v (I-apdoyg
2) o ? T mo 5o T m
k-1 k
% - ¥ -
gy k=1 _ 1 ak-1)°k-1m vg 0 ak)Okn\
= - ’ = T ——— .
Oy 1 T Oy T

Angenommen, (1) oder (3) wdre richtig. Man hdtte dann

* %
-1, Yr-1

k-1

Q<U(e ) 2 Q(gy_q(m))

x* y*
Q<U(e K ——%) > 0(g, (m) .

Daher

x* vk x ¥ y*
Q(U(e k=1y - k”) Q<U(e ky —-5>

-1
- (T-a._,)
k-1 k-1

0
denn m > O, da y¥* er.
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Da x* Gleichungssystem (3-24) 1l&st, heift das

X% y* X*_. y*_
Q<U(e k)——£> Q<U(ek 1)"ok 1>
k-1

xk x*
Q(U(e X)) o(u(e 1y

Damit hat man einen Widerspruch zu der Tatsache, daB
(x*,y*¥) das Gleichungssystem (3-26) 18st.
Also ist Aussage (2) richtig, d.h.

*

> - . (4-6)
ok_](T-ak_j) Gk(1-ak)

Damit ist b) gezeigt.

c) Der Beweis von Behauptung c¢) verlduft analog zum
Beweis von Behauptung b). e

Bemerkung: Betrachten wir die Menge der eingeschrénkten

Entwenderstrategien § = {sEe:SE, Mii;o ¥i=1,...,n} und

E:

setzen Q: = {y i.AsE ’SES §E}, so besitzt nach den Ausfiithrungen

von p.32 F auf X x ¥ einen Sattelpunkt. Ist (x*,y*)eXx¥, so
ist (x*,y*) offensichtlich Sattelpunkt von F auf X x ¥; dies
ist jedoch nicht notwendig der Fall. Unter Verwendung von

Satz (4-2) kann man leicht zeigen, daB der folgende Sachverhalt
gilt.

(4-7) Satz.
a) Ist Gi(1-ai) > Oi_1(1-ai_1) ' o4 > 0512351
fir i = 2,...,n, dann liegt (x*,y*) in X><§.
b) Ist oy(1-a;) <o, ,(1-a,_ 5) Oy < 041841
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fir mindestens ein i, 2 < i < n, dann liegt (x*,y*)

nicht in Xx ¢.

Beweis.
a) 2Zu zeigen ist (x*,y*) eX x Y.
-1 %
Mit (M*,...,M;): = A 1y t miissen wir daher nachweisen
M*i;o vi=1,...,n .
Nach Satz (3-61) ist M? = Y# > 0.
i3 i > = * %
Fir i 2 2 hat man yi M¥ + a, 4vi_q-
Daher
* ¥ * %
yI MY e, gvi g MI vl
—— = = + S o= +
o o o. o, o,
i 1 i i i-=1
wegen y{_1 > O und der Voraussetzung.
SR £ 4
Nach Satz (4-2)a)b) ist — > .
g, = 0,
i i-1
Also gilt M{ > 0.
b Sei o.(1-a.) < o. 1-a. o. < 0. a.
) J( J) 3-1( 3-1) ! J j=-1"3-1

Man hat nach Voraussetzung wegen y* > 0

j-1
y¥ M¥  a. * M* oy
3.3, =131 0, T3,

(0] (e} O, o ag.
J J J i j-1
y¥ v ]
Nach Satz (4-2)c) ist El < 5l:_
] 3=1

Also ist M? < 0; daher y*zt?. L



_56_

4.2 Differenzierbarkeitseigenschaften der optimalen

Strategien und des Spielwertes

Mit o bezeichnen wir jetzt den Parametervektor

(oi ,...,oi ,oé ,...,og ) € m12n+1. Es sei
0 n 1 n
A2n+1 2 2 2 2 2n+1 .
R <0 = { (0] ++v-s0%F 405 seeevos Ve RS, 12,30, 04>0 ¥i)
0] n 1 n
(4-8)
Offensichtlich ist.lﬁ2n+1 eine offene Teilmenge des lR2n+1.

Wir fassen die Komponenten xI,yI des Sattelpunktes (x*,y*) von

F auf X xY auf als Funktionen von g_e[ﬁ2n+1, d.h.

¥ = x* ¥ = y¥ v i
x¥ = x¥(0), y¥ =y¥(o) vi.

. . ~ 2n+1
Wir werden zeigen, daB die xi,yi auf der offenen Menge IR n

stetige partielle Ableitungen nach allen Komponenten von O
besitzen und damit auch der Spielwert F (x*,y*).

Dazu verwenden wir einen Satz aus der Theorie der impliziten
Funktionen. Es wird dabei eine Funktionalmatrix des folgenden

Typs auftreten:

( Qg Bqp seeees a1,-1 a1n\
T821 322
N
RN O
H = NN (4-9)
\\ ~
N
O N . N
N
\ N
L —ann—1 ann)
: < <
mit a1i > 0 121 Sn
a,. > 0O 12iln
ii
a > 0 22 ifn

ii-1]
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Es gilt

(4-10) Hilfssatz. Die in (4-9) angegebene Matrix H ist

reguldr.

Beweis. Man sieht sofort, daB, ausgehend von der letzten
Spalte, durch sukzessives Addieren der mit einem geeig-
neten positiven Faktor multiplizierten i-ten Spalte zur
(i-1)ten Spalte, eine obere Dreiecksmatrix mit echt

positiven Hauptdiagonalelementen entsteht.e

Wir behandeln die xi,yi jetzt als implizite Funktionen

von ¢, definiert durch das Gleichungssystem (3?24),...,(3—27)
und zeigen so, daf sie auf 1&2n+1 nach allen Komponenten des

Vektors ¢ stetig partiell differenzierbar sind.

(4=11) Satz. Die Funktionen xi(g), yi(g), 1 £ i< n sind auf
iR 2n+1 stetig nach 02 , 02 , 02k <n, 1<% <n
I D.
k %
partiell differenzierbar.
. . .
Beweis: I) Seien die Gi’ 1 2 i 2 n auf M!2n+1><xt definiert
gemd
n
G1(g,x) = ) x. -4&n(1-a)
j=1
X X 4 Oi(1-a.)
G,(0,x): = -Q(U(e 7)) + Q(U(e )) —
i=2,. 1
Offensichtlich sind die G, aut R*™*'xX nach

allen Komponenten von ¢ und nach KyreeerXy stetig

partiell differenzierbar.

2n+1

Zu jedem g e R“" gibt es xE:ﬁt mit

G, (g,x) =0 124isn
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9G .,
Falls nun noch die Funktionalmatrix <§—l>. .
‘ x;/1,3= 1,«..,n
~ 2n+1 0 . , . .
auf IR x X, regulidr ist, so folgt nach einem

t
Satz aus der Theorie der impliziten Funktionen

(vergl. z.B. [14] p. 427), daB die x(g) auf R "
stetig partiell differeniierbar sind nach allen

Komponenten von 0.

Nun ist
8G1 < %
a—'=1 1=i=n
X.
1
X
ox; 1 oy (0-a; ) X1 T T
Q(U(e ))
p) i
G ' (U
l=_Q((e)) o | 2 <3 <n
09X, : Xl
+ Q(U(e ™))
CleN
%, =0 flirk>1, 1% k-1,k

9G.
Die Matrix <§§l>i 3 ist also vom Typ (4-9)
[4

. =1,00.
i 4 ’

| und nach Hilfssatz (4-10) reguldr.

A 0
RZPHL v definiert

Seien die Hi’ 1 <i<nauf | £

gemdfB
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H,(o,y) = 1-a. -
1 D a,) Yy = M

( %i 9i-1
H, (o = - -
1 (gry) x¥ (o) x¥_, (o)
Q(U(e )) Q(U (e ))
i= 2, N
. . . , < s+ < ~ 2n+1 0 .
Offensichtlich sind die Hi’ 12 1i2n auf R X Yt stetig
nach allen Komponenten von ¢ und nach Yqreee1¥, partiell
differenzierbar; weiterhin existiert zu Jjedem 9'€/§2n+1 ein
0

ye:Yt mit

Hi(g,y) =0 , 121i<fn

. * ~ 2n+1 ,

Um nachzuweisen, daB die yi(g) auf R stetig nach allen

Komponenten partiell differenzierbar sind, geniligt es wiederum,

0H.
zu zeigen, daB die Funktionalmatrix <——1>i 3
[4

Byi =1,...,n auf
ﬁ2n+1><§t reguldr ist.
Nun ist
BH1
~— = 1=-a, > 0 1241 <n
Yy 1
*
X, _.(0) y
i-1 i-1
SH Q'<U<e ) Gi—]>
= < 0 2241 Zn
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x¥(O\ vy
1 1 —\_-1
8Hi Q <U<e cl>
= = < <
3y X¥(0) > 0 221 <n
+ OlQ ule *
aHk
'—_‘ay.=o r k;z 7 i+k—1lk
i
oH.
<§§i>i’j =1,...,n ist also vom Typ (4-9) und daher reguldir.

Damit ist der Satz bewiesen. @

(4-12) Korollar. Setzt man

F(g): = F(x*(a),y*(a)) , (4-13)

~ 2n+1

dann ist F auf /R eine stetig partiell differenzierbare

Funktion.

Q ' .
Beweis. F ist auf &t>§Y stetig nach XYy partiell

t
differenzierbar. Mit Satz (4-11) folgt dann die

Behauptung. e

Man kann die partiellen Ableitungen des Spielwerts nach

den Komponenten von g;€l§2n+1 sogar explizit angeben.
. . ~ 2n+1 .
(4-14) Satz. Sei t eine Komponente von ¢ e IR . Dann ist
n y¥(o) x%¥ (o) y¥ (o)
L R e O I Ly
i=1 i i

: 1 9 1 3
'[a—. S?GiJrT:'a_i'a_t“_ai):' - (415)



Beweis. Lassen wir zur Abklirzung die Argumente weg, so ist

nach der Kettenregel

. n Bxi n ayi
5ef - Fe ot .Z Fe. 3e 7T .z Fy. ot
i=1 i i=1 i
Offensichtlich ist
n x¥ v\ yv¥
_ 1) _ 1)\ Z1 3 -
F, = z Q<U<e > 6.> > 5g0y - (4-16)
i=1 i/ of
i
Es ist
x¥ v¥
i 1
Q<U<e ) EI>
F 12 iZn

I

Da (x*,y*) das Gleichungssystem (3-26) 1l8st, hat man
daher

n ox¥ n Bx{ 5 n
) F ﬁi=F ) —=— =F —<Zx3t=_>=o ;o (4-17)
—_ 1 = i=1
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Da (x*,y*) das Gleichungssystem (3-24),...,(3-27) 1l&st
und damit auch das Gleichungssystem (3-28), hat man

-1, 3 _ -1, .
(1 a1) Fy] = (1 ai) Fyi ¥ i 1,...,n

Daher ist

n oy ¥ n oy ¥
1 -1 i
Yy Foo——= ) (1-a,) F_ (1-a,) —— =
121 Y3 9t 4oy i Y3 it oot
t: -1 5
=L ey E [SE“ T agvl - vige O al)} =
i=1 i
-1 -9 o -1 9
= (1-a,) F = (1-a)y¥- J (1-a,) F_ y¥r=—(1-a.)
1 Y4 i=]at R P i Yy 19t 1
n
- ¥ = i
Wegen .Z (1- a;)y} = M ist
i=1
T0
Logg U -apyt=o0
i=1
Das ergibt
n Ay ¥ n v¥ X% v¥
1 1 i 1 3
) F = ) ————j————Q<U<e >— ——> = (1 - a,) . (4-18)
=y yiat i=10i(1 ai) o, ot i

Aus (4-16), (4-17), (4-18) folgt nun die Behauptung. e
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Fir eine Komponente t des Vektors ¢ setzen wir ﬁt: =-§E§ .
ﬁt ist auf I§2n+1 stetig. Es gelten die beiden folgenden
Hilfssdtze.

. . ~ 2n+1 <+ < .
(4-19) Hilfssatz. Sei o€ IR , 2 =1 = n. Falls i < n, so
. 2 , 2
sel ¢g; = 0. Dann ist fir t = o
. I.
i i-1
x¥ , (o) v¥ . (0)
~ _ 1 1i-1 i-1
-1 i-1
y¥_.(9) y¥(0)
- s m e, ) (4-20)
2 i-1 2
o o,
i-1 1
Bewelis. Es ist

S o, =0 ¥ 4i-1,i . (4-21)

ot 7 J !

Flir j < i-1 ist (4-21) trivialerweise richtig, fliir j> 1i

folgt (4-21) aus var(Si) = 0, denn Gi = 0O nach Voraus-
setzung, falls i < n. *

Es ist

8 = i i —

3 (1 - aj) =0 ¥if i-1 (4-22)

Flir j < i-1 ist (4-22) trivialerweise richtig, ebenso
n; fir n > j > i-1 folgt (4-22) aus a; = 0 = var(Si),

= 0, falls i < n.
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Qj =
H-%

oo ) - F) ool - 2=
i/ O4-1

o5 9311 =a;4)

(4-23)

Mit (4-21), (4-22), (4-23) ist gemdB (4-15)

Nun ist

| @
—_

(o5
+

daher

1 3 1 5 1 )
[o. 3% -1 T3 3c (1~ ai—l)} = —7— (k=25
i

1-a.
1 1T 2 _ i=1
T-a, . [o_. 3¢ Oi] == - (4-26)
i=1 i
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Setzt man (4-25), (4-26) in (4-24) ein, so folgt die
Behauptung. e

(4-27) Hilfssatz. Sei 2 £ i £ n und

.« 0 € R mit OI = Q,

Ay e 2 A2 A2 a2 ~ 2n+1 . 2
<G . o D1"' D >
n 1

falls i < n. Sei U eine offene Teilmenge von IR, sodaB

mit
o) =(62 ,...,82 82 820 82 -8l o+,
) n 1 i-2 i-1 i
82 82
r L 4 r
Di+1 Dn
gilt o(X) ¢ R 2n+1 ¥ A eU. Dann gilt mit
. : = x*¥ (o (A . s = y¥ (o (A o : =g, (o(A
xj xj(_( )) Yy yj(_( )) $ ](“( ))
(A) < i< \
aj ..a](g(X)) , 1> 3 2n flUr e U
*(A) *(X)
4 a0y = 1 glule tm1 ) - Yicd
di = 20(%) VT 0()\)
i-1 \ i-1
* *
el vyl (), Yi
o S} + (1 =-a.™) (4-28)
1 - a(X) (A) 2 i-1 G()x)2
i-1 i-1 i
, . . , . . ~ 2n+1
Beweis. U ist nicht leer, denn o()A) ist in A stetig, R .
ist offen und g(o)s:ih2n+1.
Mit d Abki t, = 02 t, = 02 hat man
i er Urzung t, = o rty D.
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d A _ ~ A
gr Fla)) ==-F_  (a(A)) + F_ (a(}))
1 2
Wir berechnen jetzt ﬁt ' ﬁt mittels Gleichung (4-15).
1 2
) _ . 9 (A)y
Wegen a; = 0 ist EET (1 a; ) = O.
Weiterhin gilt
BRSBTS C\0 R DL i1 d -
8t1 Oj = E (1 aj ) =0 vif i-1,1i . (4-29)

Fir j < i-1 ist (4-29) trivial, flr j> i folgt (4-29)
(1)

wegen var(Si ) = 0, da @ = 0.

Weiterhin gilt wieder Gleichung (4-23).

Lassen wir zur Abklrzung den Index A weg, so erhalten wir

gemdB Gleichung (4-15)

A 1 XY Y,
F, (0(0) = — Q<U<e > -
1 i-1

1 3 1 3
) or 2+ <1_a_>]
{ 1 1[01_1 t1 i=1 1 11 at1 i-1
= [ ]}
1 1 3
+ —_— . . (4-30)
1= a;_q o4 8t1 i
Nun ist
P . _ 1
- - ’
t1 i=1 20i__1



_6'7_

a.
) _ _i-1
at1 (1 a1—1) -2 '
Oi-1
a2
_3_o=_1_a =i"1 .
at, i T 20, FE, Ver (i) 20,
Daher
1 9 1 d 1 &i-1
5 O, 4t (1-a,_,)| = +
[61—1 0ty i-T T -a; g 9, - ] 202 62 (1-a. )
i-1 i-1 i-1
a2
1 1 3 “ _ i-1
- i1 % 8t1 n 20?(1-—a. )
i -1
Also
x¥ Yy
A _ 1 i=1 i-1
Ft (o (A)) 55 Q<U<3 > 5 )
1 i-1 i-1
2
*
y¥ g a;_1vi_q aj 1Y%
> + 2 5 +
Oi_1 ci_1(1 - a _1) o} (1-—al_1)
(4-31)
Es ist 5%—(1 a.) = 0 wegen a, = 0,
2
0. =i (1-a,) =0 ¥ifi . (4-32)
2 3 9% ]

Fir § < i ist (4-32) trivial, fir n 2 j > i folgt (4-32)

wegen var(Si) = 0, da Oi = 0.
‘ i
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Nach (4-15) ist daher unter Beachtung von Gleichung (4-23)

% % ¥

A 1 Xi Yi\ Y1 3

F. (0(A) = — Q<U<e ) - _>_ 25, =
t2 Oi Oi Gi at2 i

% * %
_ 1 Q<U<exi-1> _ Yi—1> Yi
o;9 T —a;_4) 9.1/ 202
1
x¥ v¥_ yv¥
. 1 Q<U<e i 1> R 1> i  (4-33)
. o. 2
i-1 i-1/ o5 (1 - a. )
i i-1
Nun ist
y¥ 2a; .y al_ yx y¥
i-1 i-1Y1-1 i-1Y1 i B
B D R 2 3 =
Oi-1  Ti-q1-ag ) oy (=a; g oyi-a;_q)
g y¥_ qtag_qvi_y  (I-ay pvl)
T-a, - > + 2 =
i-1 o o]
i-1 i
% —
o tray g vi o U-a; vl
S — -5+ . ) (4=30)
i=-1 o o5
i-1 1
Daher
4 Bo()) = - F, (a(n) + F, (5(N) =
a e £, 2 £, '
%
1 A A N
) Q\U\e e T-a
04i-1 i-1 -
1 - a, %
o | - Y -1 + ( a1—1)y1 ®
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4.3 Transformation des Spiels unter Erhaltung des

Spielwertes

Vergleicht man die Ausdriicke (4-20) und (4-28), so sieht

14+ a,

man, daB sie sich lediglich durch den Faktor ij—i—l unter-
i-=1

scheiden. Diese Tatsache werden wir wesentlich ausnutzen flir

die Konstruktion der auf Seite 49 beschriebenen Funktion G

auf X x Yy'.bafiir bendtigen wir eine Funktion Gi (A), die
' i-1
fir vorgegebenes 8% liefert:
i=1 ‘
o2 (0) = &2 , o2 (A') =0 flr ein A'eR
I. I. I.
i=-1 i=1 i=1
und
E S X
dx "I. 1-a.
i-1 i=1

Wir verwenden dazu den folgenden Hilfssatz.

(4-35) Hilfssatz. Die Differentialgleichung

y' = _ c-x+2y c + 0 (4-36)

c-x
mit der Anfangsbedingung

y(0) = A

hat fiir x # ¢ die eindeutig bestimmte L8sung

- A+2c (c-x)2 - (c-x)

C
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Fir A+ c$ 0 hat y die eindeutig bestimmte Nullstelle

. A-cC
' p—1
bei x AT o
Beweis. Die Eindeutigkeit folgt sofort aus der Theorie

der linearen Differentialgleichungen. Es ist

c-x+2y _ _ A+c - — !
- x = 1 + 2 —;7— (c~-x) = y

Die Ubrigen Behauptungen verifiziert man unmittelbar. e

Zu einem vorgegebenen §iel§2n+1 mit gewissen Eigen-—

schaften wollen wir nun ein g(l)(k) konstruieren, sodaB fir

ein A'e IR gilt

SH Oz

’
i-1

FioP oy = R .

(4-37) Definition. Es sei 2 £ 1 £ n und

_ 82 82 82 elﬁ2n+1
= y o ey ’ P e ey
IO In D1 Dn

ja>
>
]

62 =0, fallsi<n (4-38a)
i

A2 >

62 zo (4-38b)
i-1

~2 A2 -

OS. + OD. >0 , (4-38c)
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. N2 ~
wobei o : = var (S,_,)
Si_2 i-2
Es seil
~2 A2
)\EAi: = <"°°lOs. +OD. > ’ (4—39a)
i-2 i-1
g2 g2 oy, (4-39D)
i-1 : i-1
G})(g(x)zt: - 35 + A, (5-39¢)
i i
A)2 6? 2 i A 2 i A
Bz, Timfp2 0 2) (52 ) >2>
i-1 o +0 i-2 i-1 i=-2 i-1
S D
i-2 i-1
(4-394)
Es sei jetzt
o =
N /\2 ~ N A ~A ] 1 A
Oi feresO ,0£l)(k)2,0§ , ,0% ,Oé , ,Gg ,OSl)(X)Z,ogl)( )2,
C i-2 i-1 i n 1 i-2 i-1 i
2. ,85 (4-40)
i+1 n

Mit den vorangegangenen Definitionen und Bezeichnungen
gilt der folgende Satz.

€’§2n+1

(4-41) Satz. Es sei 2 2 i Sn. 0O besitze die Eigen-

schaftenl(4-38). Fiir das zugeh8rige g(l)(x), definiert

gemdB (4-40), gilt dann
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(1) ~ 2n+1

a) es ist o (A) e IR ¥ Ae Ai
b) es ist O(l)(x)z = 0
I.
i-1
' ~2
genau dann, wenn A = A.: = O
1 Si-1

c) es ist ﬁ(g(i)(Xi))

Il
|
Q

Beweis. Es sei jetzt

A: = 82
I.
i-1

2 ~2
+ 5
Si-2 Di_1

A
c: = 0

Dann ist offensichtlich ¢ # 0, A + ¢ # O und

D2 _Bie (o2 L c-n) (4-142)

i-1 c
Weiter hat man
oLV M2 2t (o250 waesn, (4-43)

C
S S CS IR 0 V- S L IV NS
8i-1 T T2 T A+c | €84
Ti-1

Ogﬁ(mz _ (E;&)z Agc =12 = (o)

i-1 041 .C

2 A
=c—>\— c Ac >\=02 _>\
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daher
1))z _ (1) )2 (1) (M2 | A2 2
Oi OS + o0 + OI. = OS
i-1 i i i-1
Wegen Ggi)(k)z = 8?, afi)(k) = a.
J ] J J

folgt mit (4-43), (4-44) die Behauptu

Aus Hilfssatz (4-35) folgt mit (4-42)

O*(i)(k)2=o <=> A = A

Ti 9

und damit die Behauptung b);

auBerdem erhdlt man

(1) (0)2 _ ~2

o = g

T. I,
i-1 i-1

Weiter folgt aus Hilfssatz (4-35)

v j # i-1

ng a).

unter Beachtung von

(4-46)

c-n+20B M2 ()2, () ()2
i O—(i) (}\)2 - - i—‘] _ i_1
A T a2 SEEOIDE

i-2 i-1
1+-a$i)(x)
-7 L (4=17)
1-—a§i)(x)
i=1

Nun ist flir A ¢ Ai
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FaP oy =-8, ©@Pon+F, P oy
o} o
. D.
i-1 i
5 (1) d (1) (A)2
+F (o (M) 33 97
o] i-1
I.
i-1
Nach Hilfssatz (4-19) und (4-27) ist
(1) (A)
. . 1+ a. .
- f @By, P oy = —3L B CARLECYS
O2 02 1 - a_(l)(>\) 52
Dj_1 Dy - Ti-1
Mit (4-47) folgt daraus
d &,.(1) —
I F (o (\)) =0 ¥ Ae Ai :
insbesondere ist also
FoM o) = Fie™ o (4-18)
Wegen g(i)(O) = § unter Beachtung von (4-46) ist damit
die Behauptung c) gezeigt. ®
(4-41) wollen wir jetzt
i < n, 85. > 0,

Durch mehrfache Anwendung von Satz
~ 2n+1 mit o2

zeigen, daf zu jedem G e R
N n U
2n+1 mit 012

n, ein o' e R
i

A

125

sodaB gilt

~2

1

=O’

Z 0, 0%
J

1 £ i < n existiert,
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(4-49) Satz. Sei

A _ A2 /\2 A2 /\2n+1
g = T’ IUI IOD ’ IOD IR ’
0 n 1 n
und es sei
~2 > -
OI 2 0 ¥ i1=0, o
i
e Vo5 o= 1 n
D- 14 4
J
Mit
g_'. = <8§ 'Oy rOrsi 18]23 -82 18[2) +8§ "'8; ’ 185
0 n 1 1 2 1 2 i
T A SRS A A L > ,
i-1 i n-1 n-2 n-1 n n-1
(4-50)
gilt dann
F(5) = F(o')
Beweis. Sei
A A ~ A ~ A /\2 /\2 /\2
g_(n): = Oi /-..10:2[ rO/Oi IOS l---lgg lgg - OS ’OD + OS >
(0] n-2 n 1 n-2 n-1 n—1 n n-1
i ~ A ~2 A2 ~ ~2 A2
G(l): = <0§ ’...,0,2 /Or IOIOI IOD r ‘IOS ,GD - O’S. 4
- 0 i-2 n 1 -2 i~ i-1
~ ~ A ~ A A /\2
2 4+ oé - og , ,Og + Og - Oé ,cg + Og >
D i1 i h-1 n-2 n-1 Pn -1

fir 2 £4i < n.
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Es ist g(l)€/§2n+1 ¥Vi=2,...,n;

denn flir 2 £ 1 £ n ist

i ~ i
aé ) = a] ¥ j < i-1 , aél) =0 ¥ 3j2z2i-1 ,
0?1)2 = 8% ¥ 3j <i-1 ,

] J

(1)2 _ 22 22 _~2 _[r2 a2 o : o
Oj = GD' + OS. OS. = < D. + OS' >(1 aj) >0 ¥ ij,n } j> i1,

J -1 ] J J-1

(1)2 _ 2 n2 A2 A2

o = oy + 0Og +or =0,
n n-1 n

Wegen ¢' = 9(2) ist insbesondere ¢' €’§2n+1.
Wir zeigen jetzt durch Induktion ﬁ(g) = ﬁ(g(2)).

G erfillt flir i = n die Voraussetzungen (4-38) in

Definition (4-37).

Fir das in (4-40) definierte o™ ()) ist mit
A':t = 62  offensichtlich
n S
n-1
S ),
= = n

Daher ist nach Satz (4-41)

A

F(5) = F(a®)

Angenommen, es sei fir n > j 2 2

Setzen wir in Definition (4-37) flr das dortige § den



Vektor g(3+1)

ein,

(4-38) erfiillt.
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so sind fir i

3

die Voraussetzungen

Fiir das dann gemi (4-40) definierte o3’ (A) ist mit

~2
Al =0
] Sj_]

o(j) = G(j)(kl
- - J

)

nach Satz (4-41)b)

Mit Satz (4-41)c) hat man

g(g(j+1))

=rc'P) .

Durch InduktionsschluB folgt

F(5) = F(o?))

Mittels Satz (4-49) sind wir nun in der Lage, die auf

Seite 49 beschriebene Funktion G anzugeben.

(4-51) Satz. Sei o

oi Z0 , O
i

cg. >0 , 1
J

Seien F, X, Y

=

I~

definiert gemésp

~ 2n+1

e IR mit

A

j <n

(3"6) r

(3-7), (3-8);

sei (x*,y*) der Sattelpunkt von F auf X x Y.

Sei weiter

Y': ={y = (y]

? o

und G: XX Y'+IR

.,yn)e an,

i

o~

definiert gemdf

1

Y.

1

M
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n-1 X, 'z X
Gx,y): = _Z o lue ) -

2 2 By
i=1 [?D. + OS. - OS_]z
. i i-1 1-

Flir den Sattelpunkt (x',y') von G auf XxY' gilt dann

G(x',y') = F(x¥*,y*)

Beweis. Setzt man im Satz (4-49) Q: = 0, so ist flr

G und flir das in (4-50) angegebene a'

F(x*,y*) = F(3) ,
G(x',y') = F(o")

Satz (4-49) liefert jetzt die Behauptung. e

Man kann Satz (4-51) selbstverstdndlich auf wesentlich ein-
fachere Weise erhalten.Man braucht dazu nur die Yy in F und Y
durch yi(l-ai)—1 zu substituieren und erhdlt G und Y'.

Da wir aber ohnehin die Differenzierbarkeitseigenschaften
der optimalen Strategien und des Spielwerts studieren woll-
ten und davon ja auch spdter (Satz (5-11) ) explizit Ge-
brauch machen,haben wir,um Satz (4-51) zu erhalten,den um-
stdndlicheren Weg Uber die Ableitungen des Spielwerts ein-
geschlagen.

Hilfssatz (4-19) kOnnen wir auBerdem benutzen,um die etwas
Uberraschende Tatsache zu zeigen,daB eine ErhOhung der Mef-
genauigkeit,d.h. Verminderung der Mefvarianz,durchaus nicht
immer eine Erhthung der Entdeckungswahrscheinlichkeit nach

sich zieht,sondern sogar das Gegenteil bewirken kann (Anhang

B) .
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5. Schranken flir den Spielwert

Wir kehren jetzt zu den Voraussetzungen von Seite 9 zurtick,
d.h., wir betrachten im weiteren Verlauf der Arbeit nur noch
A 2n+1

solche 0 ¢ IR , flUr die gilt
2 < 1 < 2 < <
OI. 20 , O0Osf£itftn , GD_ >0 , 123 %n
i : J

Die Menge dieser 0 nennen wir -

Das zu 0 zugeh&rige 0' definieren wir wie in (4-50) durch

1
012‘ = Oi

0] 0]

]
02:=o, 1£1i<n

I.

i

‘2 2
OI : = OI

n n

(5-1)

'2 2 2
o =g -0

Dy Dy 59

]
5.2, =3d% 4+ -0 , 221i<n
D D. .

i i i-1 i

2.2
GD : = OD + O

n n n-1

Weiter setzen wir
2 2 2 _ 2 <
T = 0p. + o ' Og . ’ 12 1 <n
i i-1 i
(5-2)

2. 2 2
Tn = OD + O + OI
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Mit Y' bezeichnen wir die Menge
Y ={y=(y1,-.-,yn e R Z Yy M} ' (5-3)
unter G verstehen wir die Funktion
v i i
G(x,y) = ) 2n¢(U(e 7)) -—= ’ (5-4)

definiert auf XxY'.
Den Sattelpunkt von G auf XX Y bezeichnen wir mit (x',y').

Weiter seien x€ X, y€ Y bestimmt durch

X: = <%ln(1—a),...,%zn(1-uo , (5-5)
?: = <%M,...,%M> . (5-6)

Offensichtlich gilt

(5-7) Bemerkung. Es ist (x',y') = (X,y) genau dann, wenn

T, = Tj ¥ i,j.

Dies folgt n8mlich unmittelbar aus Hilfssatz (4-2).

Nach Satz (4-51) genligt es, wenn wir statt flir F
Schranken flir G betrachten. Eine untere Schranke flir G erhilt

man leicht.

(5-8) Hilfssatz. Mit T1: = min (T.) ist
1<i<n *

1
—4n (1-0)
? >“ D) cem,yn (5-9)

ning¢ (U <e
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und es gilt "=" genau dann, wenn T, = Tj ¥ i,j.

Beweis. Ist T, = Ty ¥ i,j, dann ist G(x',y') = G(X,y)

nach (5-7); der Ausdruck auf der linken Seite von (5-9)

ist aber G(x,y).

Sei nun Ty > 1 flUr mindestens ein i. Man hat

— 2 Xj M
G(x',y') > G(x',y) > i£1 Slnd)(U(e ) ;1;> G (x',y)
mit
° X4 Yi
GT(x,y): = 121 tnolU(e ) - -
Daher

G (x',y) 2 G (X,y)

nach (5-7). Der Ausdruck links in (5-9) ist GT(§,§).°

Analog kann man nun zeigen, dapf mit 1' = max(Ti) gilt

1
Hln(1—av M

] z 6(x',y") . (5-10)

ning¢ U(e

Wir werden jedoch mittels des folgenden Satzes eine schdrfere

obere Schranke angeben k&nnen.

n
(5-11) Satz. Gegeben sei ge:ﬁfzn+1 und ci 4—0% + ) Og =

n
n \ . 2
Auf der Menge T: ={t= (t1,...,tn) eR”, t. > min (ri) ¥ ,.Z t]
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nimmt die Funktion

X

=

1

n .
g(t): = max min Z An ¢ |U (e l) - —=
veY' xeX i=1 i

, .Y -
das Maximum genau bei t': = <n Yreooun zz> an.

no

Beweis. Es ist ) 1. = 22, daher ist T nicht leer.

i=1

Ist T, = Tj ¥i,j so besteht T nur aus dem Punkt t' und

der Satz ist daher richtig.
Wir nehmen jetzt an T + Ty fir mindestens ein Paar (i,j);:

der offene Kern TO von T ist dann nicht leer.

Mit Opf = (O,..,,O,t1,,,,,tn) 8ﬁf2n+1 ist offensichtlich

A

g(t) = F(g,)

f(gt) ist auf (0,...,0) xT stetig und nimmt dort das

Maximum in einem Punkt

g

Gyt = (O,...,O,t',...,té)

an. Angenommen, es g#be t!, t! mit t! ¥ t!. 0. B. 4. A.
1 J 1 J

sel t! < t!'.
1 J

Wir definieren jetzt t'(A) durch

Il
o

t (A) N vk fi,j

(M)

|
| m—
t
N
+
>
(-'-
N
1
r—r
N
(A
W



_83_

! 1 ' 1
BP0 s = €22 + A(E.2 - £ 2| %

3 i 3

] [§
| _tiz J2
Fr A | s, —
£l 2 g2 2
3 i 3 i

Zumindest flr X e [0,1] 1ist
gt,(A): = (0,...,0,t" (X)) e (0,...,0) xT

Mit Satz (4-14) erh&8lt man

£ Flo,, 00 =

Ry y;(fzt.(x))(t;z—tiz)Q U<ex;<gt. N ¢ JCACND
2
) ) ) a. ) ) ' ;é
[ti RN )] r[ti Aty -tiz)]
2 12
A 0 -6 [ (i, o) y4 (g, , (V)
5 ' ' ' 3 QiU\e - ) ) )
[tj2+ut2—t 2)]7 [t +A(E, S -t )]2

Da x*(gt,(A)), y*(gt,(A)) das Gleichungssystem (3-28)

18st, hat man mit der AbkUrzung x*: = x*(gt,(O)),
y¥: = y*(gt.(o))
'2 '2
N x¥ y* t.7=-t. y* y*
4 Bo, 0] =4gluel -E) AL L2
axi t _ 2 t! , 2 2
A0 i t ti tj

woraus mit Satz (4-3)b) wegen ti < té folgt
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d A
= Flo,.,(A)) >0
dx t A=0
Da nach Annahme gt,(o) eine Maximumsstelle von F auf
(0,...,0) xT ist, miiRte gelten
d ~
=+ F (o, . (A)) <0
dx t A=0
Damit hat man einen Widerspruch. Also muB ti = té ¥ i,J
sein.
Das bedeutet
S
t!' =n ?) wi-=1, ,n .

Damit ist der Satz bewiesen. e

Der vorangegangene Satz liefert nun eine obere Schranke

fir G und damit flr F.

(5-12) satz. Sei oc¢ ﬁi2n+1, 22: = 0% + 0% +

0 n i

Dann gilt

lZnU—M> "

F(x*,y*) < niné U<en - — (5-13)
/n}

und es steht "=" genau dann, wenn
T, = T, ¥ i,

Beweis. Mit Satz (5-11) ist

-1 -1
G(X',y') =g(T],...,Tn) ;g(n ZZ,...,n 22)
. =%
mit "=" genau dann, wenn T, = n °) .¥ i

1
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nach (5-7), ist (5-13) gezeigt. e

Die Absch8tzung (5-13) ist schlrfer als die Abschdtzung
(5-10) . AuBer im Fall T, o= Tj ¥ i,j, fir den in beiden Ab-

schdtzungen Gleichheit eintritt, hat man n&mlich
%
n max (T1,) > n?)
1<i<n

Auch die Abschltzung (5-9) kann noch verschdrft werden.

AuRBer im Fall T, = Tj ¥V i,j ist némlich

n min (Ti) <
1<i<n i

I o~13
~
R

und es gilt

(5-14) satz. Es ist

Lon(1-0) u
ning¢({Ule - 5 < F(x*,y¥*)
LTy
i=1
und es steht "=" genau dann, wenn T, = Tj ¥ i,j.

Beweis. Offensichtlich ist

T1 T
y:'—_ M’.--,

I
T.
=1 i

MieY! ’

Il ~13
-
|_|

1
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daher

G(x',y") > G(x',y) .

Gilt "=", so folgt y' = ¥ aufgrund der Eindeutigkeit
des Sattelpunktes.

Da (x',Y) dann das Gleichungssystem (3-24),...,(3-27)
18st, folgt aus (3-26)

x' = (Jﬂ Q,n(']—OL),‘.-.,% an(1—a)) ’

was nach Satz (4-2) genau bei T, = Tj ¥ i,3 der Fall ist.

Setzen wir

. T *i Yi
G(x,y): = )} nd(U(e 7) - - ,
i=1 1 z
— T,
n. i
i=1
so ist mit (5-7)
1
. N _ L H—ln(1—a) M
G(x',y) =G(x',y) 2 G(x,y) = nind|Ule -
z T
i=1
Damit ist der Satz (5-14) gezeigt. e
Satz (5=-12) und (5-14) ergeben zusammen
(5-15) Satz. Es gilt
Lon(1-0) " Ln (1-0) y
ning (U e -5 < F(x*,y¥) < ning|U\e - I
] <, &
L1

i=1
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Ist 1, = T ¥ i,j, so steht 8berall "=",

andernfalls Uberall "<",

Bewelis folgt aus Satz (5-12) und Satz (5-14). e
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6. Spielwertverhalten bei ver8nderlicher Inventurzahl

Wir sind bis jetzt von einer festen Zerlegung

—_ < < p— 1 1
{tA o<ty <reea < B t, tE} des Zeitintervalls

J = [tA,tE] ausgegangen.

Erfolgt im Teilintervall [ti—1'ti] eine Entwendung, so kann
der Inspektor dies frllhestens zum Zeitpunkt ti feststellen,
im unglinstigsten Fall verstreicht also zwischen Entwendung

und Entdeckung die Zeit (t, - ti—1)' Definieren wir die Ent-

deckungszeit T als die gr®Rte mbgliche Zeitspanne zwischen

erfolgter Entwendung und mdglicher Entdeckung, so ist also

T: = max (ti - t
1<i<n

i-1) -

Flir den Inspektor kann es nun wlinschenswert sein, dak T
m¥glichst klein ist, z. B. dann, wenn seine GegenmafRnahmen
umso wirkungsvoller sind, je frtither sie nach erfolgter Ent-
wendung ergriffen werden. Bei hinreichend grofer Anzahl von
Teilungspunkten kann er T natlirlich beliebig klein machen.

Die Frage ist, ob dann nicht die Entdeckungswahrscheinlichkeit

unzuldssig klein wird.

Umgekehrt kann man fragen, gibt es eine ausgezeichnete
Zerlegung von J, sodaR die Entdeckungswahrscheinlichkeit

maximal wird?

Wir wollen nun die m&glichen Zerlegungen des Zeitintervalles

J charakterisieren. Offensichtlich werden Startinventar IA

und Endinventar IE durch die Aufteilungen von J nicht

verdndert. Ebenso ist auch der Gesamtdurchfluf D im Zeit-

intervall J fest.

Einem Zeitpunkt ti e (t tE) weisen wir die Inventarvarianz

Al
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o% > O zu, dem Durchfluf zwischen zwei tj_1,t.e:J, t._1 < t.
£
die DurchfluBvariangz og > 0.
t. P o
j-=1"73

Die Summe aller DurchfluBvarianzen muf dabei die Varianz des
Gesamtdurchflusses D ergeben.

Da es auf die spezielle Lage der Teilungspunkte von (tA,tE)
nicht ankommt, sondern nur auf die Varianzen der Messungen,
erfassen wir die Menge aller Zerlegungen von J mit allen
zuldssigen Varianzen durch die Menge

- o) Ih Dy Py To Ia In g
2 50,0<i<n, ] o =72, >0,1<j<n,nenbt (6-1)
I~= ’ I' D- D’ D 14 — — I
i =1 73 B
mit festem o2 > 0, o2 > 0, 22 > 0
I, = Iz = D

Als erstes wollen wir jetzt die Existenz eines Elementes von

% nachweisen, flir das die Entdeckungswahrscheinlichkeit
maximal wird.

6.1 Eine Zerlegqgung des Zeitintervalles,die den

Spielwert minimiert

Wir werden zeigen, daB go: = (ci ,Gi ,Zg) die Entdeckungs-
0] E
wahrscheinlichkeit maximiert. Dabei nfitzen wir eine weitere

Eigenschaft der Funktion Q aus.

(6-2) Hilfssatz. a) Q2(U(ex)) ist streng konvex auf (-«,0]
b) Sei Xt definiert wie in (3-12) und S:Xt—HR gemi R




_90_
n
S(x): = J Q“(u(e M) - (6-3)

Hat x e X nicht die Gestalt eines X(J), 1< 3J <n

x () = (x#j),-.-,xgj)) , xgj) = 0 fdr i # 3, Xéj) = in(1-0)

dann ist

s(x) < g?(uerri=adyy

Beweis. a) Q2(U(ex)) ist streng konvex auf (-«,0], denn
2 o)) = —2 — o wEeM)ow(e®) = 20" (U(e™)
Q(u(e™))

wdchst streng monoton auf (-*,0] nach Hilfssatz (3-11)c).

n
b) Ist daher x; € (-«,0], A; 2 0, 1 2 i < n, YA, =1,

Xy % X fir mindestens ein Paar (i,7j), Xi < 1 fiir min-

destens ein i, dann ist

| @)

(e

0]

A
o~

AiQZ(U(e iy o, (6-1)

Sei xeX, x ¥ x3) ¥ j=1,...,n.

n
Dann gibt es Xj >0, ) A, =1, A, < 1 fir mindestens
ein Jj, mit

n .
X = ) A.x(j) .

Man hat mit (6-4)



2 5t (1-a) °

Q" (U( )) =

N~

3=1 i=1[5=1

n 2 Xi
> _21 Q°(Ue 7)) =S(x) . e
l=

(3) T 2 Xi(j)
A8 = ) Q7 \U\e >

Flir e 72 sei 0' der in (5-1) definierte zu 0 gehérige

Vektor. Mit FO bzw. Gc’ bezeichnen wir die mit 0 bzw. 0'

definierten Funktionen F,G.

(x*¥(0) ,y*¥(0)) bzw. (x'(0'),y'(0')) sei der Sattelpunkt von F

auf X XY bzw. von Go' auf Xxy',

Wir wollen nun zeigen, daB flr

0] 2 2 2
(0] = o ,O Iz ’
— IA IE D
gilt
0] O
F ox*(07),y*¥(g7)) < F (x*(9),y*(0))
O' —_—

¥ oeZ mit o F go

(6-6) ist nach Satz (4-51) &gquivalent mit

1 1 Ol
G o (' (62 ,7(0%) <6, x' @),y (e')  wo ko
. 2 2 2 2 0
Sei nun g: = (0] se-+s0p 10y r--+s0y |€2 4+ o F g -
0 n 1 n

Offensichtlich ist n > 1.

+Man kann (6~-6) auch direkt ohne den Umweg Uber (6-7)

(6-5)

(6-6)

(6-7)

zeigen,

vergl.[16]; der Beweis ist dann alierdings aufwendiger als

der hier gegebene.
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Wir setzen

x': = x"'"(o") '

22 = ci + oi + Zg
A E
2 -2

>\i: = T N 2 7

wobei Ty wie in (5-2) definiert sei.

n

Wegen ) Ti = 22 hat man
i=1
)
Ay =1
i=1 *

Wir betrachten nun die Differenz

n x!
A : = Qn¢<U(e2n(1_OL)) - %) - 7 snolute *
i=1

Es gilt

(6-9) Hilfssatz. Flir A, definiert in (6-9),

A(M) < O ¥ M >0

Beweis. Wir werden zeigen

a) A(O) =0 ,

b) ==AM) < 0
dM M=0
d2
c) — AM) <O ¥ M>0

Z2

gilt

(6-8)

(6-9)
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Aus b)c) folgt dann

d
am A <o ¥M>O0 ,

daraus folgt mit a) die Behauptung.
n

a) A(O) = &n(1=a) - ) x! =0 |,

denn x' € X.

by 2 Ao 1 o ] ), 2
— AM = - = Q(U )) + —= Q(U(e 7)) =<
M ,NhO z i=1 12 B

eln(]—u)

n Tz s n x! % (%*)
-3 Q<U(e£n(1_a))> |1 3|1 Fuenl =
i=1 =7 | [i=1 ‘
-1 on (1 no, w7t e
=1 lowE 7)) _ [.21 0“(ul(e l))] < o
l=

Hierbei gilt Ungl. (*) aufgrund der Schwarz'schen Ungleichung,
Gleichung (**) folgt aus (6-8), und Ungl. (**%*) ergibt sich

aus Hilfssatz (6-2) unter Beachtung von x' + x(]) wegen
xi < O ¥ i nach Satz (3-61), (3-66).
]
Xlo TiOM x! T.M
c) flr io gelte Q'lUle - = min Q'(U(e l)-——%r
b} 1<i<n b

Man hat fir M > O
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2
2 n T, x! .M
d , 1 2n(1=a) M i i i
——Mm=—@@e )—J—Z-—@We - = <
am? 52 X/ 2 sh 52
2 x! T. M
1 _ n T. 1 \
<5 Q'<U(e’m“ @)y - “> y —Q U<e 0> -9 =
) SLoH 2
i=1 % z y

Die Ungl. (+) folgt aus Hilfssatz (3-11) c¢) unter Beachtung

von
T
1 0
= > , denn T, < Z ’
X 22 10
n
x! > 2n(1-a) , denn x! < O ¥i und } x! = &n(1-0)
1 1 i=1 1

Mit Hilfssatz (6-9) k8nnen wir die Ungl. (6-6) beweisen.

(6-10) Satz. Sei ce?Z, 0 % gp. Dann ist

F o x*(a0) ,y*(°)) < F_(x*(0),y*(0))
g —_

Beweis. Es genfigt G O.(X'(EO'),Y'(QO')) <Gy {x'(g"),y'(0"))
o

zZzu zeigen.
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Sei y: = (A M, oee A M)
Mit (6-8) ist yeY'.

Offensichtlich ist flr festes M

a0 =6 o (x' 62,y (@®)) -, (x' (@), )
(6]

Mit Hilfssatz (6-2) folgt wegen

G, (x' (9" ,§) 2 G,

(x'(a'),y'(g'))

die Behauptung. e

Mit Satz (6-10) ist die zweite der beiden zu Beginn von
Kapitel 6 gestellten Fragen vollstdndig beantwortet.
Die erste Frage k®nnen wir nicht in voller Allgemeinheit be-

antworten, sondern nur unter zus8tzlichen Voraussetzungen.

6.2 Spielwertverhalten flir groRe Inventurzahlen

Bevor wir mit der Behandlung des Problems beginnen,

beweisen wir einen Hilfssatz, den wir spdter bendtigen.

(6-11) Hilfssatz. Sei k > O und
1

<H Qn(1-—o¢)> "
K (M): = nin¢|Ule < Uik

Flir jedes M > O ist dann
a)l Kn(M) < Kn+1(M) ¥ neN

b) lim Kn(M) = n(l1-a) flir jedes M > O

n-—>o
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Beweis. a) Sei fir ne N und M > O
Dn(M): = Kn+1(M) - Kn(M)
Wir zeilgen Dn(M) > 0 ¥ M > O,

indem wir nachweisen, daR

2
d d
D_(0) = 0, == D_(M) >0, == D_(M) >0 ¥M >0
n dM "n M=0 sz n
ist.
1) Dn(O) = n{(1-a) - &n(1-a) =0
a ] L in(1-0) L tn (1-0)
2) =D (M) = — |/n+T Q\U\e - vn Q\U\e"
dM "n k
M=0
. . , d
Offensichtlich ist am Dn(M)l > 0

genau dann, wenn gilt

/1 2n(1-0) " n(1-a)
sl ) ) e

Nun ist Q2(U(ex)) nach Hilfssatz (6-2) auf (-«,0]

streng konvex; weiter ist
2 0]
Q" (u(e”)) = O

Daher
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— An{1-a) n — n(1-a)
R CRCIC )) = o Q2 + L 0% w(e" ))
n 1
— — n(1-0)
S Q2(U(en+1 n 1)
Also gilt (6-12); daher
d
45 D & > 0
1
2 —= n(1-a) — An(1-0)
a 1 1 M n
3) —=D (M =— |Q'\U(e ) - - Q'\u(e ) - —
sz n k2 /n+|k vk

Da Q' nach Hilfssatz (3-11)c) streng monoton wlchst,
folgt ¥ M > O,

2
£L7 Dn(M) > 0
dMm

Mit 1), 2), 3) ist die Behauptung gezeigt.
b) Wegen a) und weil gilt
K, (M) < #n(l-a) ¥ M2>0 ,

konvergiert Kn(M) gegen einen endlichen Wert.

Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung liefert mit

1 n(1-q)

an(1=q) ==n52,n¢(U(en )
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Lon(1-a)
¢n(1-a) - nno{U(e ) - —

A

1
= ngQ <U(eﬁzn(1—a)) - Mn) . M

vnk /nk
%2n(1—a) i\
i/HQ U(e ) - /Hk }_(‘ ’

wobei O < M_ < M.

n

Mit den Abkilirzungen

S:i= n(1-a), ms: =

=

genligt es nun, zu zeigen

S

lim /@ Q(uU(e®) -
S © /A

Flir hinreichend grofRes n ist nach Definition von Q

s
S n m. 2
o =(U(e) - —=)
(/RO (U(e™) - 5%))2 <ne /n <
s
3 42 el -2 u?(eh)
< ne = S = £

mit t: =

5|0

y =0 . |  (6-13)
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Nach l'Hospital hat man

3.2, t
o b0 ) 3 e e 7000 ~guied
lim S-——_t————=llm —SE‘/ZT\'—Q U(e)e e __i
t-0- 0~
3 t ”% v (")
< -s3Y/2m lim |U(e) e =0
0=

Damit ist (6-13) gezeigt und die Behauptung b) bewiesen. ®

Die Frage nach dem Verhalten der Entdeckungswahrscheinlich-
keit, wenn die Entdeckungszeit T gegen O geht, k¥nnen wir nur
flir eine spezielle Klasse von Zerlegungen aus 7 beantworten.

Die Entdeckungswahrscheinlichkeit wird ja bestimmt durch die

02 ,02 ,02 .  Wdhrend 02 ,02 direkt aus dem Vektor o zu
I. D. S. I. D. -
i i i-1 i i
entnehmen sind, ist 0; im allgemeinen eine nichtlineare
i-1
. 2 2 . . .
Funktion aller OD 107 4 k=1,...,i~1, J = 0,...,i-1. In der

k73

von uns betrachteten speziellen Klasse von Zerlegungen besitzen

die Oé Eigenschaften, die es uns erm8glichen, das quantitative
i-1

Verhalten der Entdeckungswahrscheinlichkeit flir T > O anzugeben.

Flilr beliebige Zerlegungen aus Z besitzen die og diese Eigen-
i-1

schaften im allgemeinen nicht.

Wir betrachten von vornherein nur diejenigen Zerlegungen mit

der Eigenschaft+

"Diese Einschrdnkung ist nicht v®llig unrealistisch. Bei vorge-
"gebener Anzahl n-1 der Teilungspunkte von (tA,tE) wird T

t_ -t
minimiert wenn ti--ti_1 = —E?T_é ¥ 1 < i < n. Ist die Durchflub-
varianz proportional der Zeitspanne, w8hrend der DurchfluB ge-
messen wird, so ist dann Og = % Zg ¥ i=1,...,n.

1
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Eg ¥ i=1,..,n.

I
S

i

Zusdtzlich nehmen wir an +: die Folge 02 ;1= 0,1,..

I,
i

ist monoton nicht wachsend.

Unter den obigen Annahmen kdnnen wir zeigen ,daf die Ent-
deckungswahrscheinlichkeit flir T > O gegen die Fehlalarmwahr-

scheinlichkeit konvergiert.

(6-14) Satz. Sei in% < O% ¥ i=20,1,2,...
i+l i
Sei
(n) 2 2 2 2 1 ¢2 1 ¢2
o' = (0] 407 se..s07 10T 1% bprecern Lp) € %-
(o) 1 n-1 E

Dann gilt,wenn F (n) die mit g(n) definierte Funktion
o]
F bezeichnet :

tin # @™ y* ™)) = an-a)
n—>coo g
Bewelis. 1) Ist 0% = O,dann ist oi = O ¥ i1 nach Voraussetzung,daher
(O i
oén)z =0 ¥i=1,..,n"1.
i
Also ist

¥ i,neN, i < n .

Die obige Ungleichung ergibt mit Ungl. (5-16)

+Wir erfassen damit den in der Anwendung hdufig auftretenden
F'all,daB die Varianzen der Messungen des physikalischen In-

ventars alle denselben Wert haben.
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1

—4n(1-a)
nin¢|U(e ) -5 | F ( )(X*(G(n)), xo™y) o

nZZD o] =
%2n(1—a) M
< niné|U(e )y - ;( 5 5 22); ,
n*(cs + ol + 2
IA IE D

woraus mit Hilfssatz (6-11) b) die Behauptung folgt.

2) Sei 0% > 0.
Es ist 0
o
(n)2 _ (n)2 152 i
Og = |\0g" + ZD (n)2+_‘|_22+02
i=-1 1
(n)2 _ 2 : . .
Wegen o =0 > 0 gibt es daher ein n.,so daB gilt
So 1o 0
oén)z > Oén)2 ¥ n > ny - (6-15)
O 1
Wir zeigen nun : G(n)2 > O(n)z ¥n>n., jJ < n-1. (6-16)
Sj = Sj+l = "0

Angenommen ndmlich,es gdbe n'> no,so dal (6-16) nicht fiur

alle j <n'~1 richtig widre.Sei jodas kleinste aller derartigen j.

Wegen (6-15) ist jo> O.Man hat

2 Jo

(n')2 _
B D) N2 T y2 2

(n')2 1
9. +'ﬁ'z

O<go -0

(n")2,1 2 (n")2 1 2

© Ip %, 1+n’zD

2 Jo Jo~

I. M2 1v2, 2 ()2, 12, 2
to)ytor 9y 1+n, ntor. (6-17)

j -
° b Jo Jo

A
Q

. 2
Bei Ungleichung (*) wurde die Voraussetzung 91 > 0

jo jo+l
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zusammen mit dem folgenden,leicht einzusehenden Sachver-

halt ausgenutzt:

X + a

~+  wichst streng monoton in x $# -b <zZzz=> a < b . (6-18)
1 1
Aus (6-17) folgt nun wegen (6-18) : oén )2 < o(n )2
Jg~1 Jo

und damit ein Widerspruch zur Definition
von Jjg.

Also gilt (6-16) .Daraus folgt

(n) (n) 2 (n)2 | 1y21% Iy2y% _ ,

T, = |o -0 + =) > (=12) ¥ n-1 >1i, n > ng.
i+1 Si Si+1 ntD n&D =
Wegen

(n) (n)2 _ 1:2 2 102, %
T 6] 4 —Z + o > (___ ) 2 ¥ n

heift das
n

(n) %
iz1 iz ¥on o2 ng

Aus Satz (5-15) folgt mit Hilfssatz (6-11)b) nun die Be-

hauptung. e

(6-19) Korollar. Sei g(n) definiert wie in Satz (6-14) und

gelte zus8tzlich

Dann gilt flir jedes n €N

F <X*(g(n+1)),y*(g(n+1))> >F () <x*(g(n)),y'*(9(n))>
o

OO&1)
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Beweis. Nach Konstruktion von g(n) ist Tin) = T;n) ¥ i,j <n
Mit Satz (5-15) hat man
=An(1-a)
Py Gt a ™) yxc ™)) = neng (ue® ) -
o | n*lp

fir jedes n e N.

Aus Hilfssatz (6-11) a) folgt die Behauptung. e

Bei gegebenem 0 ist die Entdeckungswahrscheinlichkeit P

gegeben durch

P,o=1-exp [Fg(x*(g),y*(g))]
Unter den Voraussetzungen von Satz (6-14) konvergiert P also
gegen die Fehlalarmwahrscheinlichkeit o. Unter der Voraussetzung

von Korollar (6-19) gilt zusdtzlich sogar

P _>P

n n+1 ¥ neN.
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7. Bestimmung des Wertes der Gesamtfehlalarmwahrscheinlichkeit

durch L8sung eines nichtkooperativen Zweipersonennichtkonstant-

summenspiels

Im vorangegangenen Teil der Arbeit ging die Gesamtfehl-
alarmwahrscheinlichkeit o als fest vorgegebener Wert in das Spiel
ein.Damit wurde unterstellt,daB kontrollierende und kontrol-
lierte Partei sich vor Beginn des Spiels auf einen gemeinsamen
Wert von a einigen.Da eine h8here Gesamtfehlalarmwahrscheinlich-
keit eine grdBere Entdeckungswahrscheinlichkeit zur Folge hat,
wiirde die kontrollierende Partei ein groRes a wdhlen.Fin Fehlalarm
verursacht flir die kontrollierte Partei im allgemeinen Kosten,sie
wirde daher ein kleines o vorziehen.

Diese Konfliktsituation wollen wir jetzt mittels eines nichtko~

operativen Nichtkonstantsummenspiels 18sen.

7.1 ZKonstruktion des Nichtkonstantsummenspiels

Wir gehen von folgender Situation aus.
Der Betreiber entscheidet sich mit Wahrscheinlichkeit p ,die
Materialmenge M zu entwenden und mit Wahrscheinlichkeit 1-p fiir
'legales Verhalten',d.h. keine Entwendung von Material.
Entwendet er Material,so steht ihm die in (2-71) definierte Menge SE

von Entwendungsstrategien zur Verfiigung.

Dem Inspektor stehen die Kontrollstrategien aus der Menge

U S(Ot) . . .
o e [0,1] I zur Verfigung,wobei sei

n
§; 0 ={s;:= (o ,...,a) € IR, E (1-a) = 1 - o ,020,<1 ¥ 1 }.
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Die Menge der Kontrollstrategien des Inspektors ist also gegeben
durch

& = {s;:= (ayreccral) e R", 0 gay <1 vi} - (7-1)

Wir nehmen an,daf im Falle legalen Verhaltens des Betreibers

bei einem Fehlalarm die Auszahlung an Inspektor bzw. Betrei-

ber gegeben sei durch '-e' bzw. '-f',

Also ist
n

—e(l—igl(l—ai)) der Frwartungswert der Inspektorauszahlung
n

-f(1-[I (l—ai)) der Erwartunaswert der Betreiherauszahlung
i=1 )

fiir den Fall,daB der Betreiber kein Material entwendet und der

Inspektor die Strategie (al,...,an)e & spielt.

Wir nehmen e > o an,da die Aufkldrung eines Fehlalarms dem In-
spektor Kosten verursachen wird.Das Vorzeichen von f wollen wir
nicht festlegen.Dem Betreiber k&nnten bei einem Fehlalarm Kosten
entstehen,d.h. £ > O;es kdnnte ihm aber auch eine FEntsch&diqung ge-
zahlt werden,d.h. f < o.

Unter Heranziehung der auf Seite 22 der Arbeit definierten Ge-
winnerwartungswerte bei illegalem Betreiberverhalten ergibt sich:
spielt der Inspektor die Strategie S; € & und entscheidet sich
der Betreiber mit Wahrscheinlichkeit p fiir Entwendung,mit Wahr-
scheinlichkeit 1-p fir legales Verhalten,und spielt er im Ent-
wendungsfall die Strategie Sp € SE,so ist der Gewinnerwartungs-

wert fir den Inspektor gegeben durch
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n
[c - (c+d)B(s;,sp)]p - e(l-igl(l—ai))(l-p)

und flir den Betreiber durch

' n
[-c+(c+d)B(sy,sp) P - Q-1 (may)) (1-p)

Die Funktion B ist dabei wie in (2-72) definiert durch
i=1
ﬁ Mi +j§1 aiij
Bls ,sp)= 1,40 (1~0,)~ - . (7-2)

i

Wir haben somit ein Spiel(dy,fO,I]xsE,I,B) konstruiert mit den

Strategienmengen
N4 fliir den Inspektor
[O,l]xSE fiir den Betreiber

und der Auszahlung

n n
I(sys/pPssg) := [0+e(l—.n (l~ai))-(c+d)8(sI,sE)]p - e(1- 1 (1-oy))
i=1 i=1
flir den Inspektor
und der Auszahlung
n ) n
B(s;,p,sp) := [fc+f(1-igl(l—ai))+(c+d)B(sI,sE)Jp - f(l_igl(l_ai))

fir den Betreiber.

Im allgemeinen wird eg sich um ein Nichtkonstantsummenspiel han-

deln;wir schlieBen jedoch den Fall I + B =0 nicht aus.

Es erscheint nicht sinnvoll,die M&glichkeit von Absprachen oder
Vereinbarungen zwischen den beiden Parteien zuzulassen.Daher be-
handeln wir das Spiel als nichtkooperatives Spiel.Gefragt ist al-

so nach einem Gleichgewichtspunkt (vergl. [1&] ) :
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(7-3)Definition Das Tripel (st/p',sg) € &x[0,1] x SE

E
heiBt Gleichgewichtspunkt des Spiel (4%,[9,£]XSE,I,B)

genau dann,wenn gilt
I(si,pﬂsé); I(sI,p',sé) Vs, £ (7-4)

B(s},pysg)2 B(s],p,sg) ¥ (p,sp) e [0,1]xs, . e (7-5)

7.2 Eigenschaften der Gleichgewichtspunkte des Spiels

Der wenig realistische Fall,daB die Kosten bei ent-
deckter Entwendung flir den Betreiber nicht gr&Ber sind als sei-

ne Kosten bei einem Fehlalarm,l&d8t sich leicht behandeln.

-~

Wir definieren dazu & := {(al,...,an) £ W, ai=1 fiir mindéstens
ein i} (7-6)

und beachten,daB fiilr jedes Sp € SE gilf

B(sI,sE) = 0 L= Sp € N4 . (7-7)

Man erh&dlt nun

(7-8)Satz Sei c < f.Fir jedes §E € Sp und jedes 81 € & ist
(§I,1,§F) ein Gleichgewichtspunkt.

Bew. Mit (7-7) hat man
I(gIrllgE) = C‘;C" (c+d)B(SIr§E) = I(SIrl,gE) ¥ s £ of
und es ist

B(8§;,1,85) = -c > -cp - £(1-p) = B(8,,p,s)

fir jedes (p,sp) € [in]'sp -

Ab jetzt betrachten wir ausschlieflich den Fall " ¢ > £ ".
Dannn besitzt das Spiel keine Gleichgewichtspunkte vom in Satz (7-8)

angegebenen Typ.
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') ein Gleichgewichtspunkt.Dann gilt

-— 3 1 1
(7-9)Satz Sei (sI,p 'S

a) 0O < p' <1

b) sy f (o,....,0) , s; ¢t -

Bew. al) Angenommen, p' = O
n
Dann ist I(si,o,sé) = ~e(1—_g (1—ai))
i=1
Mit e > o folgt aus (7-4) si = (0, ,0)
Daher ist wegen B(Si’SE) =1 A4 sE‘e SE
B(si,O,sé) =0 < d = B(si,l,sE)
Das ist ein Widerspruch zu (7-5).
a2) Angenommen, p' =1 .
Dann ist I(sj,l,sp) = c - (c+d)B(sp,sp)

woraus mit (7-7) nach (7-4) folgt si € o
Damit erhdlt man durch
B(Si,l,sé) = -¢ < =-f = B(Si’O'SE)

einen Widerspruch zu (7-5).

bl) Angenommen, s
Dann ist B(si,p}

Aus (7-5) folgt p' =1 ,was nach a) nicht mdglich ist.

b2) Angenommen, s! € . .
Dann. ist mit (7-7)
B(sy,p',sy) = -cp' -f(1-p') < -f = B(s;,0,sp)

Aus (7-5) folgt p' = O ,was nach a) nicht mtyglich ist.

Mit Satz(7-9) erhdlt man ein notwendiges und hinreichendes

Kriterium flir die Existenz eines Gleichgewichtspunktes.
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(7-10)Satz Damit (si,p',s%) EJYX[O,l]XSE Gleichgewichtspunkt ist,
ist notwendig und hinreichend,daB die folgenden drei Be-
dingungen erfiillt sind

a) I(Si,p' sp) 2 I(sI,p' st) ¥ s_ €.

E I
b) = [-c+f(1- n (1-ai)) + (c+d) 1rSg)l =
i=1
c) B(s;,sp) =max B(si,sp) .
I""E seS I
Bew. 1)"notwendig".

Bed.a) ist nach (7-4) notwendig.

Angenommen, A # o.
1,falls A>O

Man hat p" # p fir p := nach Satz(7-9a) ,
o,falls A<O

und daher offensichtlich B(si,ﬁ,sé) > B(Si,p',Si) ’
was ein Widerspruch zu (7-5) ist .Also gilt A = o.
Unter Berilcksichtigung von O<p'<l folgt aus (7-5) sofort

B(si,sé) > B(s ) ¥ s_. e S und damit Bed.c).

)
°F E E

»

2) "hinreichend".

Wegen Bed.a) bleibt nur (7-5) nachzuweisen.

Man hat wegen Bed.b) B(s;,p',sp) = B(s;,p,sf) ¥ pe [0,1]
und aus Bed.c) folgt wegen o<p'<l sofort

1 '

Also gilt (7-5). e

n

Fiir §_ € .2 sei definiert w. := {s; e/, I (1-a,) =
I 1 I i=1 Y i

s

—&i)}.(7—11)

Fs gilt folgendes Korollar:
(7-12) Korollar Ist (si,pbsé) Gleichgewichtspunkt,dann ist

(s},sé) Sattelpunkt von B auf &%.%S

T E

Bew. Wegen Satz(7-10)c) bleibt lediglich zu zeigen
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' 1 ]
B(s;,sp) < B(sy,sp) v os; €'ﬂsi
Unter Beachtung von O<p'<l folgt dies sofort aus Ungl. (7-4).

7.3 Konstruktion eines Hilfsspiels

Wir werden jetzt zeigen,daB das Spiel (Jy,[o,ljxsE,I,B)
einen eindeutig hestimmten Gleichgewichﬁspunkt besitzt.
Dabei gehen wir folgendermaBen vor.
Zuerst definieren wir ein Hilfsspiel.Von diesem weisen wir nach
besitzt das Hilfsspiel einen Gleichgewichtspunkt,so besitzt auch
das urspriingliche Spiel einen Gleichgewichtspunkt und umgekehrt.
Danach geben wir ein hinreichendes Kriterium dafiir an,daB das
Hilfsspiel genau einen Cleichgewichtspunkt besitzt.Wir zeigen an-
schlieBend,die in (7-2) definierte Funktion B erfiillt dieses Kri-
terium.Somit ist dann Existenz und EFindeutigkeit eines Gleich-
gewichtspunktes (si,p‘,sé) des Spiels (gf,[O,l]XSF,I,B) gewdhr-
leistet:als Nebenergebnis erhalten wir ein Verfahren zur Be-
rechnung des Gleichgewichtspunktes.Mit o' := 1—iﬁl(l—ai) haben

wir dann einen flr beide Parteien akzeptablen Wert der Gesamt-

fehlalarmwahrscheinlichkeit ermittelt.

Fir jedes s, e/, Sp = (0,...,0), S ¢ 79ibt es nach Kap.3 ein-
en eindeutig bhestimmten Sattelpunkt aufb%g XSE.Wir setzen
n I
oo = 1-] (1-a,) flir s_ = (a,,...,0_) £ und bezeichnen den
i=1 i I 1 n

erwdhnten Sattelpunkt mit (sI(a),sE(a)).

Weiter sei auf (0,1) definiert

h(a) := B(SI(G),SE(a)) . (7-13)
Wegen (7-7) und der Tatsache,daB fir §I = (0,...,0) gilt
= = 1 ) . .
B(syrsp) ¥ s, € Sp,erkldren wir
h(0) =1, h(l1) =0 (7-14)
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Wir definieren ein Hilfsspiel (21,2 ,H2) durch

2 Hy

z {a € [0,1] } Strategienmenge des Inspektors

1

22: {p € [O,l] } Strategienmenge des Betreibers

und den Auszahlungen

Hl(a,p) := [c + ea = (c+d)h(a)]lp - eq fir den Inspektor

H, (a,p) [-c+ fa + (c+d)h(a)]p - fa fiir den Betreiber.

Wir behandeln dieses Spiel als nichtkooperatives Spiel; (a',p')

aus ZIXZZ ist also genau dann Gleichgewichtspunkt von (Zl,ZZ,Hl,Hz),
wenn gilt

Hl(a',p') > Hl(a,p') ¥ o€ Zl (7-15)

H2 (a',p')

v

' -
Hz(a rp) ¥ p e 22 . (7-16)

Es gilt nun
(7-17)Satz Ist (si,p',sé) ein Gleichgewicht¢spunkt des' Splels
n
(Jf,[b,l]xsE,I,B),so ist mit o' := 1- ] (l-0}) das Paar
i=1
(a',p') ein Gleichgewichtspunkt des Hilfsspiels (Zl,Zz,Hl,Hz).
Bew. Nach Satz(7-9) ist s £ (0,...,0) , s ¢ & ,daher nach
— [ [} - ' ¥
Korollar (7-12) (s1,sp) (SI(d ),SE(a ).
Also ist h(a') = B(sI(a'),sE(a')) «Mit Satz (7-10)b) ist
-¢ + fa' + (c+d)h(a') = O ;also
1 ' — ]
Hz(a lp) _Hz(a /p) VPEZZ ’
womit (7-16) erfillt ist.
Angenommen, (7-15) wdre nicht erfiillt;es gdbe also ein
~ 3 Fa) [} ] ]
a € Zl mit Hl(a,p ) > Hl(u P")
Fiir 0<@8<}t ist (sI(&),sE(&)) definiert.Falls & = 0 ist,so
sei sI(&) := (0,...,0),falls § = 1 ist,so sei sI(a) ein
beliebiges Element aus g;in beiden F&llen sei 3E£&) ir-

gendein Element aus SE.Wir beachten dabei die Gl. (7-7) und

die Tatsache,daB B(SI(O)’SE) =1 V¥ Sp € SE ist.
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Nach Korollar (7-12) und unter Beriicksichtung cder im Fall & ¢ (O,1)

angestellten Uberlegungen hat man mit (7-4)

Hy(8,p') = [c + ed - (c+d)B(s;(8),s,(8))]p' - ed <
< le+ el - (ctd)B(s (8) s (a'))]p' - ed =
I(sy(8),p)sp(a’)) < I(s (a"),p' sp(a’)) = H (a',p').

Damit hat man einen Widerspruch,und der Satz ist bewiesen. e

7.4 Aguivalenz von urspriinglichem Spiel und Hilfsspiel

Wir wollen nun die Umkehrung von Satz (7-17) zeigen,d.h.
wir wollen zeigen : ist (a',p') Gleichgewichtspunkt des Hilfs-
spiels (El,ZZ,Hl,HZ),so ist (sI(a'),p',sE(a')) Gleichgewichts-
punkt des urspriinglichen Spiels (JY,[O,I]XSE,I,B).

Wir bheweisen diesen Sachverhalt in mehreren Schritten.
Zuerst zeigen wir : ist (a',p') Gleichgewichtspunkt des Hilfs-

spiels und innerer Punkt von I XZZ,dann ist sI(a‘) der ein-

1
zige stationdre Punkt von I(sI,p',sE(a')) im Innern von .&.
Danach stellen wir fest,daR I(sI,p',sE(a')) das Maximum nicht
auf dem Rand von . annimmt.Beide Tatsachen zusammen liefern
die Ungl. (7-4) .AnschlieRBend weisen wir Ungl, (7-5) nach.

Mit der Feststellung,daf das Hilfsspiel keine Gleichgewichts-

punkte hesitzen kann,die nicht im Innern von lezz liegen, ist

die Umkehrung von Satz(7-17) dann bewiesen.

Fiir a ¢ (0,1) schreiben wir jetzt

sI(a) 1= (l—exp(xl(a)),..,l—exp(xn(u))),
x(a) := (xl(a),...,xn(a)) ,
y(a) := AsE(a)t,

wobei A die in (2-25) definierte reguldre untere Dreiecksmatrix
ist.Somit erhalten wir fiir O<a<l mit der in (3-8) definierten

Funktion F
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h(a) = exp{F(x(a),y(a))}

Es gilt nun

(7-18)satz a) Xy (o), Yy (a) ,i=1,..,n und h(a) sind auf (0,1)
stetig differenzierbar ,

b) fir jedes j,1¢j<n gilt
y. (a)

h' (a) = -[O(U(eXp{xj(a)}))]—I-Q(U(eXp{xj(a)}) —%——— )
. 5
., h(a)
1-a
Rew. a) Der Beweis,daB die xi(a),yi(u) auf (0,1) stetig

differenzierbar sind,ist v6llig analog dem Be-
weis von Satz(4-11).Die Tatsache,daB h(a) auf
(0,1) stetig differenzierbar ist folgt dann un-
mittelbar. |

b) Man hat h' (o) =

n yi(a)
=h(a)eq § EQ(U(eXp{xi(a)}))] *Q (U (exp{x, (a)}) )

izt yi(a) yl(a)

lQ(U(exp{Xi(a)})" Oi). o,

© xg (o)

o~

i
(x(a) ,y(a)) 16st das Gleichungssystem (3-24)...(3-27).

Man kann daher schreiben h' (a) (I)

y. (o)
=h (a)«{ [0 (U (exp{x, (a) }))] F+0(U( exp{x, (a)}) - L)

j o.
n -1 jyi(ot)
',z x; (a) ﬁ "0 (U(exp{x, (a) }) = ——)
i=1 i
+ (l-a, )y (aJ} (t-
y. (a)
“[Q(U(exp{x (a)}))] U(exp{x (a) }) - %. ) . ng)
- ' (o) n”
-[Kl—a.)o-] o0 (U ( exp{x a)})- —1———)' 7 (1-a, )y (o) =
e j o (o)
_ v. (o
(HE1) _[o(u (explx, (a) 1))] L0 (U (expix; (a) }) = ——)
J J Oj
., h(o)
1-o ’

In Gl.(+) wurde das Glsyst. (3-26) ausgenutzt.
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In Gl. (++) wurcde das Glsyst. (3-28) ausgenutzt und die Tatsache

T xi@ = (nli-a)) ' = = (1-a) "L
In Gl. (ttt) wurde benutzt,dan gilt
n

izl(l-ai)Yi(d) = M' = 0.

Damit ist der Satz hewiesen. e
(7-19)Satz Sei (a',p') € (0,1)x(0,1) Gleichgewichtspunkt von

(Z ' L +H ) Dann ist sg(o' ) der einzige stationédre

2!

Punkt von I(sI,p&sE(a }) im Innern van v .

Bew. 1) Zuerst miissen wir fiir sI(a') 1= (ai,...,a%)
zeigen,daB fir die im Innern von o definierten
._ 3 , \ . .
Dylsy) i= go~I(sy,p'yspla’)) ,1<3<n, gilt
Dj(sI(a')) =0 ¥ 4=1,..,n
Man hat fir St aus dem Innern von .o
n n
Dy(sg) = [e.g (1-a,) = (c+d)g — s(sI,s (a'))]p' = el (1-a)
i=1 j i=1
i%) i%]

Die Forderung "Dj(sI)=O” ist unter Beachtung von O<p'<1l

équivalent zu

- -1
aa Fa B (sprsplat)) =F— (ma ] Lasphiep T (erd) 7] +)
1+j
und wegen
9 -1 -1 . Yj(d')
Sa;R(SI'SE(a')’ = -(1-ay) -[Q(U(l—aj))] 0(U(1-ay) - —5;——
*B(s;sspla'))
hat Gl. (+) unterx Beachtung von O<a.<l die Form
y.(a')
-1 ' —
[0 -a ] 0@ (l-ay) - —%E"_ )+B(s,sp(a’)) =
n —
= [ m(1-a)] (1-p)ep’ tic+) L (++)
i=1
s_(a') liegt nach Satz(7-9) im Innern von . ;es ist daher

B(SI(a'),sE(a')) = h(a')
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Unter Beachtung von Satz(7-18)b) hat daher fiir Spi= sI(u')
die Gl. (++) die folgende Gestalt:
~h(a')(1=a') = (l-a')+(1-p')ep' ' (c+d) "
Diese Gleichung ist erfiillt,denn O<o'<l und Ungl. (7-15) liefern
[e =(c+td)h' (') ]p' - e =0
Also gilt Dj(sI(a')) =0 ¥ j=1,..,n ;mithin ist sI(a')

stationdrer Punkt von I(sI,p',sE(a')) im Innern von & .

s;k):= (aik),.._’a(k)), k=1,2 ,aus’dem Innern

2) Angenommen, n
von .¢7 wdren stationdre Punkte von I(sI,p',sE(a'))

Beide erfilillen dann die Gl. (++) ¥ j=1,..,n.Unter Beachtung

ék),SE(a')) > 0 fliir k=1,2 folgt mit

y := Asg(a')" , A definiert gemds (2-25),

x(k) 1= (Rn(l—a;k)) ék)
(2)

(1)

von B (s
,..,Qn(l‘d )) ’ k=l,2 ’

daB (x YY) (x ,¥Y) beide das Gleichungssystem (3?26) 18sen.
Da die Funktion [O(z)]_1°0(z—c) flir ¢>0 wie in Satz (3-14) ge-

zeigt wurde in z streng monoton wHechst,ergibt sich

xfl) > XFZ) ¥ i=1,..,n , falls x(l) > x(z) ’

i i 1 1
xgl) = XFZ) ¥ i=1,..,n , falls x(l) = x(2) ,

i i : 1 1
xfl) < X§2) ¥ i=1,..,n , falls x(l) < x(z) .

i i ‘ 1 1
Mit §, := xfl) - XfZ) ,i=1,..,n,bedeutet das

i i i
sgné,. = sgnd_ ¥ r,s =1,..,n. (7-20)

Die linke Seite von G1l. (++) kann mit x.:=2n(l—a.),~c.:=y,(u')o?1
i i i i i
¥ i=l,..,n in der Form
12 n
exp|x. + c.U(exp{x. - zci] - U(exp{x.,}) - ¢,)
plxy + cyU(explx 1) = 3ei] I (0explxy) .
dargéstellt werden. l+]

Durch Logarithmieren der beiden Seiten von Gl. (++) erhdlt man

mit p := Qn{(l—p')ep'_l(c+d)—l} die Gleichung
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12 °
X + ch(exp{xj}) - 3¢5 4 12 2n¢(U(exp{x D - ey) = Z x, + p. (%)

i$j
Da Sél)'8§2) beide die Gl. (++) erfiillen,so erfilllen x ;X

beide die Gl. (%) .Subtraktion liefert
(1), _ o (2) v (1), _
6j + c. [@(exp{x }) U(exp{xJ nl + ¥ tng (U (exp{x; "' }) ~c,)
i=1
- Qn¢(U(exp{x(2)}) -c,) } 2 i3

Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung garantiert nun die

(1)

Existenz von‘ﬁi, —o < R, < max(x ,xiz)) < 0¥ i=1,..,n mit

n
4 - -1 -
8+ cj[Q(U(exp{ﬁj}))] 8y + iZI[Q(U(exp{ﬁi}))] *0(U(exp{&,})-c,)8,=
=y 143
;Z 8, - ,

Unter Beachtung von (7-20) ,von ci>O ¥ i und von der Tatsache,
daB nach Hilfssatz (3-11) Q(z) < Q(z-c) ¥ c>0 flir jedes z € IR

ist,folgt sofort §. =0 ¥ i=1,..,n.

1
(1) (2) (1) (2)

Das bedeutet x = X : also ist sI = sI e

Damit ist der Satz bewiesen. e
Wir zeigen nun:
(7-21)satz Sei (a',p') € (0,1)x(0,1).Dann nimmt die Funktion

I(sI,p',sE(a')) auf dem Rand von & kein globales Maximum

an.
Bew. Sei ¢, := y.(a')o—l‘Vi=1,..,n.Fﬁr jedes S. €. mit
i i i I
&k € (O' l) ist
Eg—l(sx'p"sE(u'))(s =5_ -
k I

n
= - e(l-p')- H (1-a, PR exp[ c U(l ak - %ci]' 1 ¢(U(1—&i)—ci)
i=1 i=1
ifk ik

» (c+d)p' (+)

1) Angenommen,I(sI,p}sE(a')) wiirde in einem Punkt

S. e mit a

1 =1 ein globales Maximum annehmen,

k
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Unter Beachtung von (7-7) nimmt dann I(sI,p',sF(a')) ein globa-

les Maximum auch bei sp := (a),...,0’), O<oy<l ¥ ik, ay =1 an.
Unter Berilicksichtigung von O<p'<lvon ck>O und von der Tatsache,
daB U(z)+=-» fiir z+0 ,folgt aus Gl. (+):

zu jedem €>0 gibt es &k,l—e<&k<1,so daBR mit §I 1= (&l,...,&n),

Aus Stetigkeitsgriinden kann dann I(sI,p',sE(a')) bei s; kein

globales Maximum annehmen.

2) Anqenommen,I(sI,p}sF(a')) wiirde in einem Punkt s. € &

I
mit ak = 0 elin glohales Maximum annehmen.Nach 1) ist Ei<1 Vi,
Wegen O<p'<l,ck>0 und U (z)~»e fiir z-»1,folgt aus Gl. (+):
zu jedem >0 gibt es &k,0<&k<e,so daf mit @I 1= (&l,...,&n),
,=0, ¥ itk gilt |
2 I(s_..p',s_.(a")) > 0.
doy I E 1sI=§I

Aus Stetigkeitsgriinden kann dann I(SI,pﬂsE(a')) bei EI kein
glohales Maximum annehmen.,
Da . keine anderen als die in 1) und 2) beschriebenen Rand-

punkte hesitzt,ist der Satz bewiesen. e

Aus Satz (7-19) und Satz (7-21) folgt
(7-21'YKorollar Sei (a',p') € (0,1)x(0,1) Gleichgewichtspunkt

von (Zl,Zz,Hl,H .Dann gilt

2)
' ' ' ' ' =+ '

I(s;(a"),pispla’)) > I(sy,p;sp(a’)) ¥ sied,sp = sp(a').

Bew. Aus Stetigkeitsgriinden nimmt I(sI,p',sF(a')) auf der kom-

pakten Menge .« ein globales Maximum an.Nach Satz(7-21)

kann eine Maximumsstelle si nur im Innern von & liegen.
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Die Differenzierbarkeit von I(sI,p',sE(a')) nach den Kom-

ponenten von s, im Innern von . erfordert,daB s! stationirer

I I

Punkt ist.Satz(7-19) liefert nun die Behauptung. ®

Wir sind nun in der Lage,zu zeigen:

(7-22)Satz Sei (a',p') € (0,1)x(0,1) Gleichgewichtspunkt
von (Z,,I,,H,,H,).Dann ist (sI(a'),p',sE(a')) Gleichge-
wichtspunkt von (Jﬂ[o,l]xsE,I,B).

Bew. Wir henutzen Satz (7-10) .Die Bed.a) ist nach Xorollar(7-21")
erflillt.Die Bed.c) folgt aus der Definition von sE(a').

Zu zeigen bleibt Bed.b) .Man hat mit s_.(o') := (al(a'),..,an(a'))

I

: n

A :=-{-c + £]1- 1 (1-o,(a"))] + (c+d)B(s (a'),s (a'))}=
i=1 i I F

= -c + fa' + (c+d)h(a')

Wegen O<p'<l kann die Ungl. (7-16) nur im Fall

-c + fa' + (c+d)h(a') = O erfiillt sein.Also ist Bed.b)

von Satz (7-10) erfiillt. e

Wir stellen jetzt sicher,daB jeder Gleichgewichtspunkt von

(21,22,H1,H2) innerer Punkt von ZlXZZ ist.

(7-23)Satz Sei (a',p') Gleichgewichtspunkt von (Zl,Zz,Hl,Hz)

Dann gilt
a) 0 < a' <1
b) O < p' < 1
Rew. al) Angenommen, a' = O .Wegen (7-14) ist
H2(O,p) =dp < 4 = H2(O,1) ¥ p <1,
Ungl. (7-16) liefert also p' =1.Daraus folgt mit (7-14)
Hl(Ofl) = -d < ¢ = Hl(l,l).

Das ist ein Widerspruch zu (7-15).
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a2) Angenommen, a' = 1 .Wegen c>f nach Voraussetzung ist
H2(1,p) = -cp - f(l-p) < -f = H2(1,O) ¥ p > O.

Ungl. (7-16) liefert also p' = O.Daraus folgt mit

Hl(l,O) = -e < O = Hl(0,0)

ein Widerspruch zu (7-15).

bl) Angenommen, p' = O .Wegen

Hl(a,O) = ~eq < 0 = Hl(O'O) ¥ o >0

folgt aus Ungl(7-15) a' = O,was nach a) nicht mdglich ist.

b2) Angenommen, p' = 1 .Wegen (7-7) und (7-14) ist

Hl(a,l) = c - (c+td)h(a) < c = Hl(l,l) ¥ o <1,

woraus mit Ungl. (7-15) folgt a' = 1,was nach a) nicht m&glich ist.

Damit ist der Satz bewiesen. e

Wir haben nun

(7-24)Satz Sei (si,p',s') Gleichgewichtspunkt von (JY,IO,I]XSF,I,B).

E
n

Dann ist mit a' := 1- [] (l—ai) das Paar (a',p') Gleichge-
: i=1
wichtspunkt wvon (Zl,Zz,Hl,Hz).

Ist (o',p') Gleichgewichtspunkt von (21,22,H1,H2),dann ist

(s (Ot');p'rS

I

p(a')) Gleichgewichtspunkt von (., [0,1]xS;,I,B).

Bew. Die erste Behauptung liefert Satz (7-17).Die zweite Behaup-

tung ergibt sich mit Satz(7-23) aus Satz (7-22). o

7.5 'Losung des Spiels

Nach dem vorangegangenen Satz genligt die Kenntnis der
Gleichgewichtspunkte des Hilfsspiels (Zl,Zz,Hl,Hz),um Aussagen
liber die Gleichgewichtspuﬁkte des urspriinglichen Spiels
(g{,[O,leSE,I,B) zu erbalten.

Das Hilfsspiel hat die folgenden Eigenschaften:
(7-25)Satz Ist h(a) konvex auf [0,1] ,dann gilt

a) (Zl,Zz,Hl,Hz) besitzt genau einen Gleichgewichtspunkt
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b) dieser Gleichgewichtspunkt (a',p') ist die eindeutige L&-

sung des Gleichungssystems

-c¢ +fa + (c+d)h(a) = O (7-26a)
ple-(c+td)h'(a) ]~ e = O (7-26b)
Bew. Zuerst zeigen wir die Existenz eines Gleichgewichts-

punktes.Nach Voraussetzung i{iber h(a) ist Hl(a,p) béi
festgehaltenem p in o € [0,1] konkav.Hz(a,p) ist hei
festgehaltenem a in p € [0,1] konkav.Die Existenz eines
Gleichgewichtspunktes (a',p') folgt jetzt sofort aus
einem bekannten Satz der Spieltheorie(siehe z.B.[18],p35,
Satz2).

Nun zeigen wir,daB jeder Gleichgewichtspunkt (a',p') das
Gleichungssystem (7-26) 1l&st.

Wegen O < p' < 1 nach Satz(7-23)b) folgt aus Ungl. (7-16)
sofort,daB o' die Gleichung (7-26a) 1l&st.

Wegen O <a' < 1 nach Satz(7-23)a) folgt aus Ungl. (7-15)
und der Differenzierbarkeit von h(o) sofort,das (a',p')
die Gleichung (7-26b) 106st.

Wenn wir jetzt zeigen,daB das Glsyst.(7-26) genau eine
L&sung besitzt,so ist der Satz bhewiesen.

Sei g(a) := -c + fa +(c+d)h(a)

Wegen g(0) = d > O > -c+f = g(1l) liegen alle Nulistellen
von g(a) in (o,1).

(1)

Angenommen,es gidbe o e (0,1), glo
u(l) (2)

Ay -9, i=1,2 ,

< o Mit A o:= (l—ot(z))'(l—oz(l))-—1

hat man unter Beachtung der Konvexitdt von h(a) und 0<A<1

(1)

na) = noeM+a-0) <) + a-nh = ane' .
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Daher ist

(c+d)h(a(2))
2)

(1) (1)

) < Ale-fa Py + (1-2) (c-f)

in

(c+d) Ah (a ) = A(c—fa

= c~fa

(2)
Das hedeutet g (o

) < O,was ein Widerspruch zur Annahme ist.
Also besitzt die Gleichung (7-26a) genau eine LO&sung a' .
Daraus folgt sofort,daB das Glsyst.(7-26) genau eine L&sung

(a',p') hesitzt.Damit ist der Satz bewiesen. e

Um Satz (7-25) anwenden zu k&nnen,miissen wir nachweisen,daB h(a)
auf [0,1] konvex ist.

(7-27)Satz Die Funktion h(a) ist auf [0,1] streng konvex.

Bew. Man entnimmt Satz (7-18),daR h" (a) auf (0,1) existiert.
Die obige Behauptung ist demnach bewiesen,wenn gezeigt ist

h" (a) > O ¥ o e (0,1) .

Sei 4§ € (0,1) bheliebig,aber fest gew&hlt.

n
Wegen z )y;(a) =M ¥ a,gibt es ein j,1<j<n mit
y&(&) é O . (7-28)

Da x(a) das Glsyst. (3-24),(3-25) 18st,fdllt xi(a) streng
monoton in o fir jedes i,d.h.
xi(&) <0 ¥ i=1,..,n . (7-29)

Wie in Satz(3-14) bewiesen wurde,gilt fir jedes c¢ > O
gaffO(U(exp{z} )] U(exp{zl}) - ¢ )}> 0 ¥ 7z ¢ IR.(7-30)

Man hat h" (8) =
v. (o)

= 5% {"[@(U(exp{xj(a)}))]'1.Q(U(exp{xj(d)})_ _J ).h(a)l
(

o. l1-a a=&

o
jo 34

L2 {[owexptz})] 0 (U expliz)) - —3—)

3 ~

v (&) i - yy (&)

+ 1By expix, (&) 1 ] 0T (expix. (@))) - —L—) +
oj J J Oj

::-xé (&) °

—
@

—
D>
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A _ y. (8)
+ D@30 (0 expix, (8)1))] 7 0 (U (expixs (8)}) - —l—>€2
. 3 Jj o.
(1-8) ]
- R 0 expix, (8) 1) o0 (U expix, () ) - Ao
g [[owexplx; (8 1 70U (explxy(a))) 7 ) (7-31)

Der erste Summand auf der rechten Seite von Gl. (7-31) ist we-
gen (7-29),(7-30) nichtnegativ,ebenso der zweite wegen (7-28).

Das ergibt  h" (&) >

A _ y. (8)
> —ELELE-EQ(U(exp{x.(&)}))] Looexplix, ()} - —1—)
(1-8) ] ] o
_ - v (8)
'{LQ(U(exp{xj(&)}))] Fro(Uexpixy (@) - ——) -1 l
j J

Der Ausdruck in den geschweiften Klammern ist echt positiv,da
0(z) in z streng monoton f&llt und yj(&) >0 ist.
Da & beliebig aus (0,1) gewdhlt war,folgt h"(a) > O ¥ a e (0,1),

und der Satz ist bewiesen. e

Als Endergebnis unserer tberlegungen erhalten wir nun

(7-32)Satz Das Spiel (J(,[O,l]XSE,I,B) besitzt genau den
Gleichgewichtspunkt (sI(u'),p',sE(a')).
Die Gesamtfehlalarmwahrscheinlichkeit o' und die Ent-
wendungswahrscheinlichkeit p' sind dabei eindeutig

bestimmt durch das Gleichungssystem(7-26).

Bew. Aus den Sdtzen (7-24),(7-25),(7-27) folgt unmittel-
bar,daB (SI(a'),p',sE(a')) Gleichgewichtspunkt von
(J{,[Q,IJXSE,I,B) ist.Wire (s;,p",s;) ein weiterer Gleich-

gewichtspunkt,so folgt aus den drei genannten S&dtzen

n
p" = p' und a":=1- [] (l—ag) = a' .
i=1
Aus a" = a' folgt(vergl.Def.(7-11)): « ' Tl an .
sI(a ) s
_ s " = ' " = 1y,
Korollar (7-12) liefert dann st SI(a ), Sp sE(a )

Damit ist der Satz bewiesen. e
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A nhang

Am Ende von Kapitel 2 haben wir behauptet, daR bei gegebener
Entwenderstrategie

A

éE: = (o,...,o,MkH,...,Mn)e:sE , n >k >1

eine dazu optimale Gegenstrategie §I€ SI des Inspektors bei

unserem Modell die Gestalt

§_ = (o,...,o,&k+1,...,&n)

hat. Dies wollen wir jetzt beweisen.

Satz I. Sei 8§_: = (O,...,O,Mk+1,...,M

E ) ESE, n>k>1,.

n

Gilt B(§1,§E) = min B(SI,§
SIESI

I

so hat §I’die Gestalt

éI = (O,...,O,&k+1,...,&n)

Beweis. S. ist kompakt, B(sI,§

I ) ist stetig auf SI’ daher

E

nimmt B(sI,éE) das Minimum in einem Punkt éIs:SI an.

Man hat dann mit

N ~ A A /\t

X: = (zn(1—a1),...,2n(1—an)) ' y:= Asg ;

F(X,9) = min F(x,¥) . (1)
xeX
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Sei §j >0 , j > k.
Wegen (1) muB flir jedes i < k gelten

z. 2. oL X, X,
nd (Ule 7)) + nplu(e J) - 51 <tnd(Ue D)) + ndlUu(e J) -
3

(2)

e

¥ o(x.,x.) mit x,. + x,. =R, + &, = :2
1775 i j i 3

Ungl. (2) ist offenbar genau dann erfidillt, wenn die Funktion

A

Y.

g(z): = 2 - z + ¢nolU(e?) - El

J
auf [z,0] bei z = ﬁj ein globales Minimum hat.
Es ist mit Hilfssatz (3-11) b)

A

Y.

9@ =-1+queh -] —L— > 14 qwe?) - —L— = o
J Q(U(e™)) QU(e™))

Also hat g auf [2,0] das einzige Minimum bei z = 2.

D

Das bedeutet xj = 2, daher Qi = 0.

Daraus folgt &i 0. e

Wir wollen jetzt die zweite der beiden am Ende von Kap. 2
aufgestellten Behauptungen beweisen, n&mlich, daf im Falle wvon
zwei Inventuren der oben beschriebene Sachverhalt flir hinreichend
grohkes M nicht mehr zutrifft, wenn das Modell auf einer Matrix
A' vom Typ (2-17) beruht, flir die gilt

At 0t ot

cov [ ), (A'277),1 <0 . ' (%)
Wir zeigen also jetzt:flir jede 2 x 2 Matrix A' vom Typ (2-17),

die der Bedingung (*) genfigt, hat ffir geeignetes M eine zur
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Entwenderstrategie (O,M) optimale Gegenstrategie des Inspektors
die Gestalt (&1,&2) mit &1 > 0,

Sei also A' vom Typ (2-17), sodah flr

1
2 t - A,ZOt
gilt
1] 1]
cov (21,22) < 0
Sei
02- = var (z!) i=1,2
i i ’ ’
und
cov (z%,zé
p: =

9192

Offensichtlich ist p < O.

AuRerdem ist
p > [

andernfalls wldren n&mlich zi,zé nach Wahrscheinlichkeit linear
abhlngig (vergl. [s5]), was nicht der Fall ist.

Unter der Nullhypothese

Hyt E(zi) = E(z)) =0

ist die Verteilungsfunktion von z' (vergl. [17b

— _ 2% -1
FHO(X1,X2) = [2ﬂo102(1 P4

2
J J i 20102 \2 2055+ 5 || W1
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Mit
Lo
Flx,,x,) = [21(1-p%) 7]
1772
)
1
J J [— 5— (Y] — 20747, + yz)] dy, dy,
e o 2(1-p")
ist also
X X
1 2
F (x ;X)=F(_“'r’—')
HO 1772 01 02
Unter der Gegenhypothese
H1: E(zi) = M1 ’ E(zé) = M2

(x1,x2) = F ’

F
H, 91 9

Zwischen Signifikanzschranken Sqr8, fir zi,zé und den Fehlalarm-

wahrscheinlichkeiten Oqr0y gilt wieder

- = 1 -
1 ay prob (z} < si|HO) i 1,2 ,
woraus wieder
s; = GiU(1—ai) i=1,2

folgt.
Damit die Gesamtfehlalarmwahrscheinlichkeit den Wert o hat,

muf gelten

1-0 = FH&)(O]U(1—0L1)‘,GﬁU(,l—dZ)) '
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1 - a = F(U(1-a1) ,U(1—a2))

Die Nichtentdeckungswahrscheinlichkeit ist

M N
- — U1 -a 2
91

2 T 5o

B = Fy (OdU(1—a1) - M, ,OZU(1—a ,

, - M2) = FlU(1-a

2) 1

Wir beweisen jetzt unsere obige Behauptung, indem wir zeigen

Satz II. Sei O < o < 1 gegeben und M > 202U(1—a).
(O,a) erflillt die Bedingung
T - a=F(@O(=-a,), U(1—a2)) . (3)

Es gibt (&,,8,), &, > O, welches die Bedingung (3) erftillt

mit der Eigenschaft

FlU(1-8,) , U, (1=8.)) - =) < FluM) ,u(1-a) - 2| . (4)
1 2 2 9, 0y
Beweis. Integriert man im Ausdruck flir F nach Y,r SO erhdlt
man
F(x1,x2) = H(X1;X2)
mit
pre
2 1.2

H(x.,,x,) (2mw) ° e ¢|———=— | dy

1742 (1 - pz)% 2

Man sieht, daR
HU(1),u(1~a) = 1 - a

ist, d.h., (0,a) erftillt die Bedingung (3).
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Wir betrachten jetzt eine Variable U1, U1 > U(1-a), und
fassen U2 als eine durch
1 - a- H(U,,U,) =0 (5)

implizit gegebene Funktion von U, auf.

Wir wollen zeigen, daR flr hinreichend groRes U1 die Ableitung

nach U1 von H<U1, U £L> echt positiv ist.

2 02

Nach der Kettenregel ist

dU1 BU1 8U2 dU1
Mit den Abkfirzungen
M 2. %
m: = — Y: = (1-p7)7
2
hat man
2 U, -m- pU
d oy -5  —%U; 2 1
56: H(U1,U2 m) = (2m) e ¢ Y
2 -
-% -% (U, -m) U, - p(U,~-m)
) _ _ 2 3 (U, 1 2
g@ H(U1’U2 m) = (2'”) e ¢ Y
9 H(U,,U.) ‘%U% <U2 - OU1>
dU2 _ U1 1772 _ e o) Y
au, 3 B -2 (U, - pU
_9 8)
G B0.0) 7 2¢< 1 i 2>

Daher
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32 (U, - m- U 4,2 [u, - p(U,-m
5> [ "2 1 2 1 2
e ¢ e ¢
d B Y Y
du H(U1’U2"m) - U, - pU - U, - pU
1 ] L___l> o[22
Y Y
2
~yus 03 (U, - U, L
. e e ) (2m) *

Aus Gleichung (5) folgt

lim U2 = U(1-a)
U,|+oo

Fir U1+w konvergiert der erste Bruch in [ ] unter Beachtung von
-50% (1-0)
p > O gegen e ;
| | -5 (U(1-0) - m)
der zweite Bruch konvergiert gegen e . Wegen

(U(1-a) —m) 2 > U2 (1-a)

nach Voraussetzung, folgt

_a

av, H(U,.,0

2—m) > 0

fiir hinreichend grofes U1.

< wund O,: = U

Also gibt es 61 5

sodal gilt
H(ﬁ1,02—rm < H(e,U(1=a) = m)

Mit
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folgt

o o M M
F<U(1—0L1) ,U(1—02) - §> < F<U(1) » U(1=a) - 5—2->

Damit ist der Satz gezeigt. e
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Es liegt nahe,zu vermuten,daf eine ErhShung der MeB-
genauigkeit,d.h. Verminderung der MeRBvarianz,eine Erh&hung
der Ekntdeckungswahrscheinlichkeit nach sich zieht.Was die
~ DurchfluBvarianzen anbelangt,so ist diese Vermutung richtig.
Dies sieht man sofort daraus,daf die oi,l—ai monoton wachsen-
de Funktionen der Og_ sind.Es kann aber durchaus vorkommen,
daf die Verminderungjder Varianzen der Messungen des phys-
kalischen Inventars ebenso eine Verminderung der Entdeckungs-
wahrscheinlichkeit zur Folge hat.Wir zeigen dies durch folgen-

den Satz.

Satz. Sei 2 < i < n und sei
o2 >0 ¥j=1,..n, o 20 ¥k=0,..,n kti-l
) 2 Ty
und sei o0; = o0 falls i<n.

i

Mit den Bezeichnungen von Kap.4 hat man dann:

. 2 2 2
mit o":= (02 ’ , 0 ,0,02 yeeesO0 405 4eee, 00 )
= I I. I D D
o) i-2 i n 1 n
gilt F(g') < F(ag") (1)
flir jedes
2 2
g! = (oi ,...,oi ,og ”"’OD ), OI > 0
o n 1 n i-1
<=m=m====> 0’2 < 62 + 02 (2)
= "D, I
i—-1 1 1
, . 2 o 2, =2 . -2
Beweis. Sei q(oy ) 1= 0 0. (1 ai_l)
i-1
Mit Satz (4-3c) und Hilfssatz (4-19) hat man
F 2 (9) ; O K======> q(O'JZ: ) < 1 (3)
OI i-1
i-1

Ungl. (2) ist gleichbedeutend mit g(0) > 1

Gilt also (2) nicht,so gibt es ein o' mit
F(g") < F(g")

Gilt (2),so folgt auf Grund der strengen Monotonie

von g : q(cf2 ) > 1 v 02 > 0
1. I,
i-1 i=1
und daher § (o) < O v 02 > 0
02— i

i-1
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~

Daraus folgt F(g') < F(g")

Damit ist der Satz gezeigt. e
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Teil 11

Materialbilanzierung bei stochastisch abhdngigen Messungen
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- z.B. Materialbilanzierung

mittels mehrfacher Inventuren oder Materialbilanzierung in einer

unterteilten Materialbilanzzone -

matische Fragestellung beschreibén. -

Es seien Z{s wevs Zg oo

den Erwartungswerten
E(z;) =0
Es seien

M>0, 1>a>0

M = {m = (M, ..., M

S = {s.:= (Sl’ cees sn)

*

Gesucht ist ein Paar (s”,

prob{z; + M; £ 57 A

< prob{z; + M] £ s] A
*

S prob{z; + Mj S5y A

)

1A
_
HA
>

o

N
=

+

=
=

IA

*
A zn + Mn

flir jedes s ¢ S und jedes m eM .

A

A

Az

lassen sich durch folgende mathe-

n > 1 normalverteilte Zufallsvariable mit

Wir wollen ganz kurz auf die Bedeutung der einzelnen GroBen eingehen.

Es entspricht Z, einer Differenz von MeBungen im i-ten Zeitintervall

des Referenzzeitraums oder im i-ten Teil der Materialbilanzzone. Die
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GroBe M st die im Referenzzeitraum oder in der gesamten Material-
bilanzzone zu entwendende Gesamtmenge. Die Zahl o 1ist die fiir den
Referenzzeitraum oder die gesamte Materialbilanzzone resultierende
Fehlalarmwahrscheinlichkeit. Ein Element m e M entspricht einer Auf-
teilung von M auf die verschiedenen Zeitintervalle des Referenz-
zeitraumes oder auf die verschiedenen Teile der Materialbilanzzone.
Die Grofen S; stellen Signifikanzschranken fiir das i-te Zeitinter-
valles des Referenzzeitraumes oder fir den i-ten Teils der Material-
bilanzzone dar, anhand derer entschieden wird, ob Material entwen-
det wurde oder nicht. Ein Element’ s € S st eine Anordnung zulds-
siger Signifikanzschranken; zuldssig heiBt dabei, daB die aus den
Sys «ees Sp resultierende Fehlalarmwahrscheinlichkeit gerade den
Wert o hat. Falls ein oben charakterisiertes Paar (§f, Tf) exi-
stiert, so ist der Wert

P* := 1 - probfzy + My SsT A ... Azp+ M Ss]

die garantierte Entdeckungswahrscheinlichkeit bei gegebener Fehlalarm-
wahrscheinlichkeit o und zu entwendender Gesamtmenge M .

Die anschlieBende Frage, ob Materialbilanzierung mittels einfacher
Inventur bzw. in einer nicht unterteilten Materialbilanzzone hin-
sichtlich der garantierten Entdeckungswahrscheinlichkeit *) der Bi-
lanzierung mittels mehrfacher Inventuren bzw. bei unterteilter Ma-
terialbilanzzone lberlegen ist, 18Rt sich folgendermaBen formulieren:

gi]f die Ungleichung

sup inf prob{z1 + My s sy h .. Az g+ M < sn}
meM SeS )

IA
w
——

n
> prob{ J (z; + M) £
i=1

*) Die Entdeckungswahrscheinlichkeit ist nur e i n mogliches Kri-
terium fiir die Wirksamkeit von UOberwachungsmaBnahmen.
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unter den Bedingungen

n
prob{ } z.Zs}=1-a ,
i=1
n
1>a>0, ] M;=M 7?2
i=1
Falls die z;, ..., z,, stochastisch unabhingig sind, so ist be-

kannt, daB sowohl ein (und zwar genau ein) oben charakterisiertes
Paar (§f, mf) existiert und daB auch die obige Ungleichung erfillt ist

(/1/, /2/). Fiir abhdngige zl; e z, 'sind beide Fragen noch of-

fen. Die Behandlung abhangiger Zys ees 2 ist ungleich schwieri-
ger als die unabhdngiger Zys wens Zp. Das liegt in der Hauptsache
daran, daB die gemeinsame Verteilung der Zys +e.s Zoo NUN nicht

mehr das Produkt der Einzelverteilungen der Z; ist.

Wir wollen nun obige Fragen fiir den Spezialfall n = 2 untersuchen.

Den uninteressanten Fall, daB z4 und z, nach Wahrscheinlichkeit
linear abhdngig sind, schliefen wir aus. D.h. mit

cov(zl, 22)

Vwar(zl)-var(zz)
haben wir nur den Fall

-1 <p <1
zu betrachten.

Zur Abkilirzung setzen wir

0%.:= var(zl) R og = var(zz) .
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Bekanntlich gilt fiir Xis Xop € R

o1
2,2 -1
prob{z; s X; Az, % Xob = [2n(1 - o%) 07 5]
Xy X 2 2
172 1 4! Y2 Y2
[ Lepl-omg (g2 ==+ ) | & dy
~ =m 2(1-p") 9] 919, 95

Das Doppelintegral 1dBt sich nicht explizit angeben; Integration
nach ¥q bzw. nach Yo liefert jedoch die folgende Identitdt

prob{z; £ x; A zy £ X5} =

ig X1
1 02 - y% BT 'pyZ
= (2m) [ e o(————) dy, =
(1-02)?'T
M1 X9
l o 2 — - p Y
- 1 Y1 o, . =71
—m P f e P iy,
(1-0%)%

wobei & definiert ist durch

1 1.2
2 J e 2 dy

=00

o(x) = (2m)

Wir setzen nun

S S
o s Uyt
1 2
2

und definieren auf R



Dann

nA

HA

b)

CF(U, U3) =1

A

Unter der zusatzlichen

ist offenbar das Problem

existiert ein Paar (s*, m*)

A

prob{z; + M,

A

*
prob{z; + M
*
prob{z; + M

aquivalent dem
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existieren (U;, U3) 5 (M), M>) mit

und der Eigenschaft, daPR gilt

* Ml *
FlUp - 575 U
1
M
F(Ul T U2
1
fiur alle (Ul’ U
F(Ups Up) =1

9 % %

- Qo

2)

3M1+M2=M.

Voraussetzung

©2 “% Yy~ o cqey
g
[ e a(——p) dy
- 2.7
(1-p7)
e S XM mi
s] A Zy + M, S 55} S
* * < * <
s) M zp + My S so) S
Problem
*) *
= QO s Ml +M2=M
M My
- B Rk -2, 0
92 9
*
22
92

[

und alle (Ml’ My) mit

b ]

&

) e SxM
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werden wir nachweisen, daB tatsdchlich ein (und zwar genau ein) der-
artiges Paar

((UI, U;), (Mf, M3)) existiert .

Wir geben zundchst zwei Hilfssdtze an, die wir im folgenden benoti-
gen.
o' (X

Hilfssatz 1:  Sei Q(x) := g1y Dann gilt

a) Q(x)+x>0 ¥xe R
b) -1 <Q'(x) =-Q(x)-(x+Q(x)) <0 ¥xe R
c) Q''(x)>0 ¥xe R

d) T1imQ(x) =0, Tim Q(-x) = = , Tim (x+Q(x)) = 0

X0 X XF=x

Bew. a), b), ¢) sind bekannt, (vergl. /1/); den ersten Grenzwert
von d) erhdlt man trivial, der zweite folgt aus a) und lie-

fert zusammen mit b) . den dritten Grenzwert. 0

Hilfssatz 2: Sei U die Umkehrfunktion von & und die Funktion U2
implizit definiert durch

F(U1, U2) = 1 = 0 U]. € [U(l_a) 1) co]

Dann gilt

a) U, (Ul) fdallt streng monoton
b) Uy (=) = U(1-a)

c) Uy (U(1-a)) = =

d) Es existiert genau ein Ul e [U(1-a) 5 =] mit Ul = Uy(0;)
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e) Uy < Uy <= Up < Uy(Uy)

f) U, ist in (U(l-a), =) differenzierbar und zwar ist

1,2 ,
Uy Us(Uy) -0 Uyp)
e—? 1 a( 2\ "1 . 1 )
d Uy(Up) i ‘ (1—p2)2
- 1,2
d Uy 7 Up(Up) Uy -0 Up(Uyp)
e o )
(1-0%)%
Bew. a) folgt trivial aus der Definition von F
b) ebenso
c) wegen F(Cl’ c,) = F(cys cl)
d) folgt aus a), b), c)
e) folgt aus a), d)
f) folgt aus der Theorie der impliziten Funktion .

Wir zeigen nun

Hilfssatz 3: Sei 0 <o<1 , ¢>0. Dann nimmt

F(U1 -C, U2(U1) - c¢) auf [U(l-a) , =]

das Minimum genau bei U1 = Ul’ def. in Hs 2. d, an.

Bew. Wir zeigen

< 0 fir U < Uy
= F(Up - ey Uy(Up) - c) =0 fur U =10
3l > 0 fir U >0

woraus sofort die Behauptung folgt.
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Man hat mit der Abkirzung U, := U2(U1)

1
'525 F(U - o Up-c) = (2m) °
1 2
(U, - ¢) Uy = ¢c.=p(Uy - c)
e 201 o 2 . )
(1-02)1Z

1,2
-%(Uz - c)2 U = ¢ - o(Uy - ¢) e'Z'Ul
- e o( I ) ..__T_UZ
(l_p2>2 o 22

(1-92)7Z
Uy -e b
o2

(1-02)2

Dies folgt unter Beachtung von Hs. 2. f).

Daraus ergibt sich

3 <

ETJ-]T F(U]. - C, U2 - C) 3 0
cU U, = ¢ = p(Uy - ¢)

= e oot .
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Offenbar ist

H(c, Ul, Us(U;)) =0

AuBerdem ist

H(0, Uy, Uy) = 0 .

U2 - U1
(=)
) ec U, @(Ul - ¢ - (U, - c) (1—p2)2- <
1 Uy - p U >
1 2
(1-69)° )
(1-07)?
<=> H(C, U1, U2) = C[Ul' U2] ' +
U, - ¢ - p(U; - ¢) U, - ¢ - p(U, - c)
an o 2 i ) = an 9 1 %
(1-0%)? (1-02)?
U, = p U U, - p U
+ an @(—l——————fg) - n @(—EL-———jfL) =0
(1-02)2 (1-9)%
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Wenn wir also zeigen

<0 fiur U, < U
2 H(e, Ups Uy) L1
> 0 fir U2 > U1
folgt
<0 fir U; < Ul
H(c, Ul’ UZ) _
> 0 fiir U1 > U1
und der Satz ist bewiesen.
Man hat
2 H(c, Uy, U,) = Uy - U, + 122
9 C S e’V | 2 1
2.2
(1-07)

U2-C-p(U1-C)

-
(1-p2)2 (1-p2)

was wir wegen

U1 - U2 = (Ui - c) - (U2 -C) =

) [Ul - C - p(U2 - C) ] U, - ¢ - p(U1 - c)] 1-,
= 1 T I
(1-0%)2 (1-0%)2 (1-02)2
[t, - t,] L=°
=t [ty - t] ——
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in der Form

o Hle, Ups Uy) = Tty + Q(ty) = (ty + Q(t,))]

schreiben konnen.

Aus Hs.l folgt

1 +Q'(x) >0 ¥x,

d.h. (x + Q(x)) wachst streng monoton.
Daher gilt

o ' < 0 fiir t1 < t2
9 C .
> 0 fir tl > t2

Nun gilt

A
]
\'4
[y
—
1
©
(e
N
\4
[ oy
~no
}
©
enny
f—

A
1]
\4
[y
—
\'4
e
N

was nach Hs 2 e) dquivalent ist zu

U§U1

Damit ist der Satz gezeigt.
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Analog zu Satz 3 giit

Satz 4: Fiir jedes t ¢ R nimmt

F(t - Ml’ t - (M- Ml)) in R das Maximum genau bei
M]. =']2.'M an.
a —
Bew. Man hat EMI F(t - M, t-M +'M1) =
S R D LI S T )
= (27) - e o( T )
(1-0%)7
1 2
~5(t = M+ M) t - M - o(t - M+ M)
+ e o T )
(1_p2)_2- o
Offenbar gilt
2 < -
EMI F(t - Ml’ t-M+ Ml) = 0 <=>
t =M ~p(t-M+M)
2 1 1
T(My) = - 2(t = M+ M) + 2n o : )
(1-02)7Z
t-M+M -po(t-M)
1 2 1 1
+5(t - M) - an & T )
(1-0%)%

VHA
o

Offensichtlich ist

T(HM) = 0.
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Wir zeigen nun

T'(M]) <0 ¥ M e R;

daraus folgt

> 0 fiir M <1M
1 7
T(My) 1
< 0 fir M1 > % M,
also gilt
. 1
> 0 flr M1 <5 M
d _ . 1
SMI F(t - Ml’ t-M+ Ml) = 0 fur M1 = M ,
< 0 fr M1>%M
woraus folgt, daB F(t - Mi» t-M+ Ml)' genau bei M1 = %—M das
Maximum annimmt.
Fs ist
T'(My) = [-(t - M) - (t-M+M)]+1E0 .
1 1 1 1
(1-0%)%
- Q ; ) - Q — )
7
- (1-02)% (1-02)
Nun 1ist

S(t = M) = (6= Mo M) = e (1 - p)(E - M) = (1= p)(E - M+ M)

1 +p (t—M+M1)-p(t—M1) t-Ml-p(t—M+M1)]
A N i - 1 J
(1-02)? (1-02)2 (1-p2)2
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_. 1+op _ _
—.——-————1—[ a bl

(1-92)?

Also hat T'(M;) die Form
| 1+ p
T'(M)) = —Lr [-(a + Q(a)) - (b + Q(b))]
(1-09)2
Wegen Hs 1 a) folgt
T'(Ml) <0 .
Damit ist der Satz gezeigt.
Aus den beiden vorangegangenen Satzen folgt nun unmittelbar die Exi-

stenz einer Ldsung von Problem b), definiert auf Seite 5, fir

01=0'=02

3 oo 1, 1
Satz 5:  Fur (U}, U5):= (Oy, O)) & (M}, M3):= (5 M, 5 M)
gilt
M M M2 M3
* 1 * 2 * 1 * 2
FUp -5 > V-5 ) sFflp -5 V- 3)
* *
My My

SRl -5 Ve

fir alle (M M2) mit My M, =

|
=

15

I
ot
]

Q

und alle (Ul’ U2) mit F(Ul, U2) =
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Bew. Nach Satz 3 gqilt
" 1
F(U1 -z

fir jedes Paar (Ugs U2(U1)), d.h. V(Ul, U2) mit F(Uq, UZ) =1-a.

Nach Satz 4 gqilt

al=
]

-

=

A
FlUp - 35> U953 =Fl; -5 U -5

V(M M) mit Mg+ M, =M

Wir haben also gezeigt, daf

M
F(U1 -—=, U2 - 53) auf der Menge

{(Ups Up) 5 FUps Uy) = 1 = o} x {(Mps M), My o+ M, = M}

einen Sattelpunkt (D> U;)s (3 My 5 M) besitzt. Wire ((Up» U,) .

(Ml’ M2)) ein weiterer Sattelpunkt, so wdaren bekanntlich auch

((Ups Up)s (3 My M) und ((O), 0,), (M, My)) Sattelpunkte.

Da wir in den Sdtzen 3 und 4 Jjeweils die Eindeutigkeit des Extre -

mums gezeigt haben, folgt sofort

(Ups Up) = (Dg, ) o (Mps My) = (3, ) .

Das ergibt

Korollar 6: Die Losung des Problems b) von Seite 7 1ist eindeu-

tig bestimmt.
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Die eingangs gestellte erste Frage ist damit fiir den Fall o% = cg
vollstdndig beantwortet.

Bevor wir die zweite Frage behandeln, beweisen wir noch zwei
Hilfssatze.

Im folgenden sei zugelassen:
2 2

aq # op

Wir kiirzen ab

2

2 1 -
o 1= (o] +0,)", [T = var(z; +z,) , e :--————J;r

Hilfssatz 7: Sei 0 <a <1 . Dann gilt mit Ul definiert ge-

mal Hs. 2 d)

o Ul > ) Ul - a) .

Bew. Fir U(l - a) 2 0 ist die Behauptung richtig, denn

Ul>U(1"OL) und o > ) .
Sei also
W1l -a) <0 .

Fliir - «<s <0 und s' e R gelte nun

A

s'}

prob{z; + z, 2 s} = prob{z; $s' Az,

Trivialerweise gilt dann wegen s < 0

S < S



s =) ULl - a)
Weiter folgt aus

< 1
prob{z; < 's Az,

s' =

s =Y
also

s' =g ° U1

und damit die Behauptung .

Folgerung 8:

Tim { - U

Croo

Q|-

1

(1 + ez

A

n

v
Qr\)l —

) 2

HA

9

2

M'\Jl—*

(1 +067)+U

1
3
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daraus

Es gilt mit U :=U

+ C [l?
[¢)

Bew. Interessant ist nur der Fall

(1 - )
(1+0%) - L5
I

b <o



-154-

17 (1 + 92) = l?
g X

Man hat nach Hs. 8

oUl>ZU,
daher
= 1 2 1
O’U1—2'(1+@)>ZU“2'3
o z
d.h
1 2 1
-Ulg(1+0)+U—<0

Weiter nutzen wir aus

Hilfssatz 9: Seimit 0 <a<1, U :=U(l - a)

h(e) := ol - S10) 2 (T - L
1
+(U-9) 5
Dann gilt

a) h hat hochstens zwei Nullstellen in R

b) es ist 1lim h(c) > 0

C>=0c0

c) es gilt Tim h(c) <0 <=>'12-(1 + 92) < 1?
C-r0 o z

a) Angenommen, h hdtte mindestens drei Nullstellen.
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Dann hat h" mindestens eine Nullstelle. Nun ist

3
h(c) = Q"(U) - 1 @) 25 > 0
g

nach Hs. 1 ¢) . Damit hat man einen Widerspruch.
b)  Wegen Tim Q(CU; - <1 0) =0
Cr=eo ¢

nach Hs. 1 d) und o> > J° folgt die Behauptung.

c) Wir schreiben h in der Form

h(c) =[(Ul--§) o+ Q(rl; - 21 e)]—g—]
—Ul-};(1+92)+u%+c-[i—z-(1+ez)-§zj

Nach Hs. 1 d) geht der erste Summand gegen 0 fiir c¢ gegen
» , Die Behauptung ergibt sich dann aus Folgerung 8 .

Wir wollen nun die zweite, eingangs gestellte Frage behandeln.
Dazu schdtzen wir sup inf prob{z, + M; S s, Az, + M, Z s,}
meMseS 1 1 1 2 2 2

nach unten ab.

Hilfssatz 10: Es gilt mit Ul’ def. gemdR Hs 2 d),

sup inf prob{zl + M) Ssphzy + M, S 52}
meM S €S

- M = M
2 F(Ul - 01+02 ° 1 01+02)
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Bew., Nach Satz 3 ist

- M = M
F(U = . 3 U - ———) =
1 01+02 1 01+02

= min{F(U1 -

£y F(Ul, U2) = 1 = OL}

F( . _______Q = prob{zl + Ml < s1 A Z2 + MZ s Sl}

%1 92
+g 1 + G+ +0
9179 179%

M2 = M die Behauptung folgt.
Offensichtlich gilt unter der Bedingung
prob{zy + z, S s} =1 -a:

i

o(U(1 - o) - 3) = prob{z; + My +zy + My S s}

Unter der Bedingung

prob{z1 Ssyhzy s 52} =

|
(-
]
Q
n
o
]
o
o
——
N
=
+
N
nN
IA
w
Nt

gilt nach Hilfssatz 10 also

. n o.M = . M _ - My .
A(M) := F<U1 01+02 ? Ul 01+02) 2(U(1 o) Z) =
ssup  inf prob{zy + M; S5y A zy + My S 55}

meMs €S

- <
prob{z; + M + z, + M, <

|
w
gt
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Wir werden nun zeigen, daR im Falle

(1 + 0% (%)

PkJFJ
QNI!—‘

fiir jedes M >0 gilt
A(M) >0

d.h. mit Ungl (%) gilt auch die Ungleichung auf Seite 2, und damit
ist flir den Fall (%) die zweite eingangs gestellte Frage beantwortet.
(Man kann zeigen, daB, falls (%) nicht erfiillt ist, stets ein M
existiert mit A(M) < 0 ; das impliziert aber nicht, daB dann die
Ungleichung auf S. 2 nicht gilt).

Hilfssatz 11:  Fiir das oben definierte A gilt

a(M) > 0 ¥M>0

1 1 2
falls 7 = ;2(1 + 0 )

v

-
e

A A
Bew. Angenommen, es gdbe M >0 mit a(M) <O

Wegen

A(0) = 0 = 1im A(M) = Tim  A(M)

M- M>=co

1 2

existieren (-«=, «) 3 M~ < M™ ¢ (0, ») mit den Eigenschaften

A hat ein Maximum bei M1 (nicht notw. global) ,
A hat ein Minimum bei M2 (nicht notw. global) .
Das bedeutet

Aty =0 fir  i=1, 2 .
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-%(Ul - %)2 M, - -0,
w) = |- e o ) -
(1 - 05?2
2
1, M 1
-~y -2
ce 2V L (em

Wegen a'(M') = 0, =1, 2 gilt fur

- 2 [0; - =1(1 - o)
H(M) := [- 2n2 + ?(Ul -'E) - 2n o I + 4no
(1 - 92)7Z
2
- 5= M7 g

HM'y =0, isl, 2
Beriicksichtigt man, daB fir f(x), g(x) > 0 mit f(x') = g(x")

sign[(enf(x) - 2n g(x))"'] = sign [(f(x) - g(x))"']

X = x' X = X'

und weiter, daB nach Definition von Ml, M2

2y >

armty s0, avM?) Z o

richtig sein muB, so folgt sofort

gilt
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Es ist mit o = —T

Wegen

lim H'(M) >0, Tim H'(M) <0

M—)-—oo M-—)OO

nach Hs. 9 b), c) und wegen

H'(M{) 20, H'(M®) 20 und M
hdatte H' mindestens drei Nullstellen .
Das ist aber ein Widerspruch zu Hs. 9 a)
Also kann nicht gelten

A(M) < 0 flr irgendein M > 0

Wir haben also gezeigt
Fir den Fall

(1+ 92)

MI\)’I-—'
QhJPJ
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sup  inf  prob{z, + M; Z s Az, + M, S s,}
meMS e S 1 1 1 2 2 2

> prob{z; + M, + z, + M, £ s}

unter der Bedingung

prob{z; £ sy Az, Ss,} =1-0-= prob{z; + z, £ s} .

Damit ist die eingangs gestellte zweite Frage insbesondere fiir den
Spezialfall |

2yi= 2y - Z

Zyi= 2y + 2

i 1

mit unabhdngigen 215 Zp 5 Z und
2 1 !
op T var(zl) = var(zz)

beantwortet .

Man hat namlich

-2 2.-1
Z =(2°0)
und
2
-2 . 20 2 2 o ogt var(z)
0’(+O)-O’ 1+p—20’ .—_——2_—



/1

/2/

~-161-

Literatur

H. Frick

Spieltheoretische Behandlung mehrfacher Inventurprobleme
Dieser Bericht, Teil I

R. Avenhaus, H. Frick

Eine Ungleichung fiir normalverteilte Zufallsvariable und
ihre Anwendung bei Materialbilanzierungsproblemen
Erscheint in den Proceedings des II. Symposiums liber
Operations Research, 31.8. - 2.9.1977, Aachen





