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SINGT - ein Computercode zur Berechnung transi-

('D

enter, idimensionaler, inkompressibler
Potentialstrémungen nach einem Singularititen-

verfahren

Zusammenfassung:

Der Einsatz von Singularitdtenverfahren filir transiente, dreidimen-
sionale Strdmungen, wie sie insbesondere bei Stdorfallanalysen in

der Kerntechnik auftreten, wird diskutiert. Vergleiche mit Singu-
laritdtenverfahren aus dem aerodynamischen Anwendungsbereich, sowie
Vergleiche mit anderen numerischen Verfahren werden angefiihrt. Auf-
bauend auf einer geschlossenen fluiddynamischen Ldsung fiir ein ebenes
Rechteckelement mit konstanter Dipolverteilung wird ein Singularitidten-
verfahren entwickelt, das sich speziell fiir Probleme folgenden Typs
eignet: Fluidviskositdt und Kompressibilitdt sind vernachldssigbar;

an den weitgehend beliebig geformten Rindern ist teilweise der Druck
{(freie Oberfliche) und teilweise die Normalbeschleunigung (starre Wand)
vorgeschrieben; dliinne Winde, allseitig umgeben von Fluid, sind zu-
gelassen. Da bei diesem Verfahren das dreidimensionale fluiddynami-
sche Problem auf ein zweidimensionales mathematisches Problem in den
Fluidrandfldchen (Boundary Integral Equation Method) reduziert wird
und diese Fluidrandflichen mit den umgebenden Winden weitgehend iden-
tisch sind, eignet es sich insbesondere bei der Behandlung gekoppelter
fluid-strukturdynamischer Probleme. AufBlerdem erlaubt die %erwen ung
von Dipolbelegungen im Vergleich zur Ublichen Quell-Senken-Belegung
eine recht genaue Erfiillung der Randbedingungen an Randfldchen mit
Kanten. Eine detaillierte Beschreibung des Ldsungsverfahrens wird
gegeben. Sie dient als Basis fiir den Computercode SING1. Zwei Rechen-
beispiele (Wasserpool eines Druckunterdrickungssystems und T-Stiick)
demonstrieren die Anwendung des Verfahrens.



SING 1 - a Computer Code, Based on a Singularity Method, for
Analysis of Transient, Three-dimensional, Incompressible Po-

tential Flows.

Application of singularity methods to transient, three-dimen-
sional flows which especially occur in nuclear safety analysis

is discussed. Comparisons with singularity methods appropriate

to the classic aerodynamics as well as comparisons with other
numerical solution procedures are included. Based on an analytical
solution for a rectangular plane with a uniform dipole distri-
bution a singularity method has been developed, applicable to
problems of the following type: Fluid viscosity and compressibi-
lity are negligible; at almost arbitrary boundaries either
pressures (free fluid surface) or accelerations (rigid wall) are
prescribed; thin walls wetted at both sides are allowed. With
this method the three-dimensional fluid dynamics is reduced to

a two-dimensional problem in the fluid boundaries. Since these
fluid boundaries are almost identical with the surrounding (shell)
structure, the presented method is especially suitable for prob-
lems in coupled fluid-structural dynamics. Furthermore, the appli-
cation of dipole distributions rather than the well known source
distributions allows for an improved satisfaction of the boundary
conditions close to boundary edges. A detailed description of the
procedure is given. It represents the basis of the computer code
SING1. Two examples (water pool of a pressure suppression system
and T-joint) demonstrate the application of the method.
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1. Einflhrung

Sehr umfangreiche Anstrengungen zum praktischen Einsatz von
Singularitétenverfahren1) bei der Berechnung von Strdmungsfeldern
wurden von Hess und Smith unternommen / 1, 2, 3_ /. Sie fithrten

zu Rechenverfahren und Codes fiir zweidimensionale, rotationssymme-
trische und dreidimensionale Stroémungsprobleme. Fluidviskositédt

und Kompressibilitdt wurden hierbei vernachldssigt. Im Mittelpunkt
standen bei Hess und Smith klassische, aerodynamische Probleme aus
dem Bereich des Flugzeugbaues, wie z.B. die verschiedenen Anstro-
mungsfdlle von Tragfliigeln, sowie die Umstromung der Triebwerke, des
Flugzeugrumpfes oder gelegentlich auch ganzer Flugzeuge und Raketen.
Dies bedeutet, dall es in den Codes in erster Linie darauf ankam, den
Fall unendlich ausgedehnter, stationdrer Strdomungen um weitgehend
beliebig geformte, jedoch dickwandige K&rper mit vorgeschriebener
Geschwindigkeit normal zur Kérperoberfléche2 zu untersuchen. Die er-
zielten Ergebnisse stimmen in vielen Fdllen sowohl mit analytischen
Losungen - sowelt solche zur Verfligung standen -, als auch mit den

Messungen entsprechender Experimente sehr gut {iberein.

Auch zahlreiche andere Autoren wie z.B. Argyris und Scharpf / 4 7,
Landweber / 5_7, Albring und Schindler / 6_7 oder Renken / 7_7/ dis-
kutieren das Singularitidtenverfahren oder wenden es fiir verschiedene
Probleme an. Eine Einfiihrung in das Verfahren mit einer Reihe einfacher
Anwendungsbeispiele flir stationdre Strémungsprobleme geben Keune und
Burg /8 7.

Bei dem Anwendungsspektrum fiir den Code SING1 sollen dagegen stark
transiente Strdmungen, wie z.B. Anlaufstr6mungen, teilweise mit freier
Oberfldche, teilweise umgeben von beliebig geformten Behdltern - ge-
gebenenfalls mit dliinnwandigen Einbauten -, im Vordergrund stehen. Aus-
16sendes Moment solcher Strdmungen sollen Ereignisse sein, wie das
schnelle Offnen von Schiebern, der Bruch eines strémungsfiithrenden
Teiles, aufgeprdgte Bewegungen einer fluid-beaufschlagten Wand z.B.
bei Erdbeben oder das plétzliche Entstehen oder Kollabieren von Gas-

blasen im Fluid. Solche Aufgabenstellungen kommen insbesondere bei den

D Gebrduchlich sind auch die Begriffe "Boundary Integral Equation Metlpd"
oder Panel-Verfahren. Die letztere Bezeichnung hebt bereits auf die
Diskretisierung der Randfldchen ab.

2) Im Normalfalle einer undurchlidssigen Kérperoberflidche verschwindet
die vorgeschriebene Geschwindigkeit normal zur K&rperoberfliche.



verschiedenen Stérfallanalysen in der Reaktortechnik vor.

Fiir die Code-Entwicklung bedeutet dies, dal - im Gegensatz zu den
Anwendungen in der Aerodynamik - weniger die Strdmungsgeschwindig-
keit als vielmehr die Stromungsbeschleunigung interessiert, dald

an den Oberflidchen alternativ entweder die Normalbeschleunigung oder

ein Druck vorgebbar sein mufl und daf auch die Umstrdmung sehr diinner

(theoretisch unendlich diinner) Schalenstrukturen simulierbar sein

muB. Der Einflufl der Wandnachgiebigkeiten bei sich dnderndem Druck

soll bei dem Code SING1 dagegen noch nicht berlicksichtigt werden.

Dies bleibt vielmehr einer erweiterten Version von SING! vorbehalten,
die auf die Behandlung gekoppelter, fluid-strukturdynamischer Probleme
zugeschnitten sein wird [—9, 10_7. Wie bereits Hess und Smith andeuten,
ist zu erwarten, daB die numerische Behandlung von Strdmungsfeldern,
die weitgehend von festen Widnden umgeben sind, eher zu Schwierigkeiten

fihrt, als Probleme mit unendlich ausgedehnten Stromungsfeldern.

Ebenso wie bei den vorerwdhnten klassischen Anwendungen in der Aero-
dynamik werden auch in SING1 Fluidviskosit#dt und Kompressibilitdt

vernachlédssigt.

Was die Fluidviskositdt angeht, so ist eine Vernachldssigung bei
stark transienten Strdmungen - fir deren Analyse SING1 eingesetzt
werden soll - eher zu rechtfertigen als im Falle der klassischen
stationdren Strdmungen. Bei der in jedem Punkt des Stromungsfeldes
durchzufiithrenden Krédftebilanz ist ndmlich die zu vernachldssigende
Reibungskraft nicht nur wie im stationdren Falle mit einer konvek-
tiven Beschleunigungskraft zu vergleichen. Es kommt vielmehr noch ein
lokaler Anteil hinzu, der proportional ist zur ortsfesten Ableitung
der Geschwindigkeit nach der Zeit. AuBerdem sind bei sehr

vielen stark transienten Stromungen (z.B. Anlaufstrdmungen) die auf-
tretenden Geschwindigkeiten und damit die Viskositdtseinfliisse er-
heblich kleiner als im Falle vergleichbarer stationirer Strdmungen.
Phidnomenologisch wirkt sich dies dahingehend aus, daB bei transienten
Strémungen die Grenzschichtdicken im allgemeinen kleiner sind als bei
den entsprechenden stationidren Stromungen. Soll der Fehler, verursacht
durch das Auflerachtlassen der Viskositdt eine gewisse Schranke nicht
iberschreiten, so miissen die Grenzschichtdicken bezogen auf charak-

teristische Abmessungen des Stromungsfeldes ausreichend klein sein.



Etwas problematischer ist bei transienten Stromungen die Unter-
drickung der Fluidkompressibilitdt. War beil stationdren Strdmungen
diese Approximation bereits dann gerechtfertigt, wenn das Verhdlt-
nis maximale Stromungsgeschwindigkeit zu Schallgeschwindigkeit, d.h.
die Mach-Zahl geniigend klein ist (in / 1_/ wurde eine Mach-Zahl
kleiner 0.5 verlangt), so muBl bei transienten Problemen auch der
Verfidlschung der Wellenausbreitungsvorgidnge Beachtung geschenkt
werden. Soweit es sich um Kompressionswellen in der Fliissigkeit
handelt, so wird bei Vernachl#dssigung der Fluidkompressibilitdt die
Ausbreitungsgeschwindigkeit unendlich grofl. Scweit bei den Wellen-

ausbreitungsvorgingen Bewegungen von Flissigkeitsoberflidchen eine
Rolle spielen (Oberfldchenwellen), treten dagegen keine Verfidl-

schungen auf. Allerdings kann der Code SING1 diese Effekte nicht
erfassen, da - wie bereits erwdhnt - Nachgiebigkeiten der Fliissig-
keitsrandfldchen erst in einer erweiterten Version von SINGI be-
ricksichtigt werden sollen. Unendlich grofBe Wellenausbreitungsge-

schwindigkeiten, hervorgerufen durch unterdriickte Fluidkanpressibi-
litdt, fihren zu verschwindenden Wellenlaufzeiten. Sie sind dann

akzeptabel, d.h. die Vernachlidssigung der Fluidkompressibilitdt fihrt
dann nur zu kleinen Fehlern, wenn auch die tatsidchlichen Wellenlauf-
zeiten (fir charakteristische Abmessungen des Stromungsfeldes) schon
als klein anzusehen waren gegeniiber den Zeiten, innerhalb derer die
transienten Zustandsidnderungen erfolgen. Ein Beispiel mag dies ver-
deutlichen: Gegeben sei ein Strémungsfeld mit einer charakteristi-
schen Lidnge von 1 m. Die Schallgeschwindigkeit sei 1000 m/sec, d.h.
die Wellenlaufzeit ist 1 msec. Wird nun das Fluid beispielsweise bei
einer Explosion innerhalb 1 msec auf die maximalen Geschwindigkeiten
beschleunigt, so ist die Vernachldssigung der Fluidkompressibilitit
nicht zuldssig. Wird dagegen der transiente Vorgang beispielsweilse
durch Bewegen tridger Massen ausgel®st, die eine Fluidbeschleunigungs-
zeit von mehr als 10 msec bedingen, so darf man die Fluidkompressibi-
litdt auBer Acht lassen, vorausgesetzt, lokale Fehler der GrdfRenordnung
10 % werden akzeptiert. Das Zeitintegral Uber diese Fehler geht gegen
Null.

Der Vollstdndigkeit halber soll noch erwdhnt werden, dafl auch kom-
pressible Stromungsprobleme durch Singularitidtenverfahren beschrieben
werden kénnen. Dazu hat Prandtl Hinweise gegeben /11/. In dieser

Arbeit wird darauf jedoch nicht weiter eingegangen.



Es bleibt noch anzumerken, daRl der Code SING1 speziell fiir Probleme
mit einer Spiegelsymmetrie-Ebene formuliert wurde. Aullerdem wurde
angenommen, dafl am Anfang der transienten Vorgidnge das Fluid sich im
Ruhezustand befindet. Es versteht sich von selbst, dafl bei dreidimen-
sionalen Problemen mit zunehmender Feinaufl&sung der Randbedingungen
sehr bald ein Punkt erreicht wird, bei dem Kapazitidt und Rechenzeit,
die an Computern derzeit zur Verfligung stehen, Uberschritten werden.
Dies bedeutet, dafl bei komplexeren Aufgabenstellungen die gewlnschte
Feinaufldsung nicht immer erreicht werden kann und deshalb mitunter

Abstriche bei den Genauigkeitsanforderungen hingenommen werden miissen.
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2. Mathematische Formulierung des Problems

Die Feldgleichungen fiir eine reibungsfreie, inkompressible und

quellfreie Strdmung ohne Volumenkrdfte lauten

dwr v =0 (Kontinuitit)
und (2.1)

d{?/(,(,T = "%W&(zp (Impuls)

Hierin sind

n

;V = Geschwindigkeitsvektor ; V' = Geschwindigkeitskomp.
T = 7eit normal zur Randflédche
§ = Dichte

P

(statischer) Druck

Die Ableitung (i?]/dzJ in der zweiten Gleichung von 2.7 bezieht

sich auf einen in der Strdmung mitbewegten Punkt. Es ist
dv/dT = ov/oT +(vV)v
wobeil 397@2/ jetzt die Ableitung nach der Zeit in einem ortsfesten

Punkt darstellt.

Die Aufgabe besteht darin, die Gleichungen 2.1 zu lésen, d.h. V
und £ innerhalb des Fluidbereichs und fiir T >0 als Funktion der
Ortskoordinaten und der Zeit zu bestimmen. Zum Zeltpunkt T=0
mége das Geschwindigkeitsfeld V im Fluidbereich gegeben sein
(Anfangsbedingung). In SINGT wird angenommen, daf dieses Anfangs-
feld verschwindet. Fir Zeiten L 20" mége an den Rdndern des Fluid-
bereichs entweder die Beschleunigung avf/atj oder der Druck
gegeben sein (Randbedingungen). Wie einfache physikalische Uberle-
gungen spdter bei der numerischen Behandlung des Problems ergeben,

mufl mindestens in einem Randbereich der Druck P vorgegeben sein.

Nach Helmholtz &dndert sich die Rotation in einem reibungsfreien Fluid

nicht. Befand sich das Strdmungsfeld anfidnglich im Ruhezustand,

was hier angenommen werden soll, so gilt:

1) Da bei den hier zur Analyse anstehenden Problemen starke Transi-
enten auftreten, wird die Fluidbewegung primidr mit Hilfe der Be-
schleunigung beschrieben. Man beachte, daf nicht der sonst
tiblichen Definition der Normalbeschleunigung entspricht.



yot v =

Bei der Ldsung des Problems wird von dieser Rotationsfreiheit Ge-

brauch gemacht. Unter Verwendung der Identitdt
@GV)7 = Bgedv - Vxmty
und nach Definition des Gesamtdrucks P als neuer Unbekannter
/3 = P”"jéfvz (2.2)

lassen sich damit die das Problem beschreibenden Feldgleichungen 2.1

wie folgt schreiben:
dr Vo= 0
Wr + Fgred P o= 0

(2.3)

Das Gleichungssystem 2.3 ist linear in den Unbekannten 397927 und P.
Daraus folgt, daf Additionen (Superpositionen) beliebiger, voneinan-
der unabhidngiger Losungen des Systems 2.3 ebenfalls L&sungen der Feld-
gleichungen 2.3 sind. Diese Eigenschaft ist eine wesentliche Voraus-
setzung bei den weiteren Uberlegungen. Im Gegensatz hierzu ist das
Gleichungssystem 2.1 nicht linear in &V/DYT’ und P . Die Super-
position zweier LOsungen von 2.1 ergibt nidmlich keinen physikalischen
Sinn, da die Ableitungen der Geschwindigkeiten auf mitgewegte Koor-

dinaten bezogen sind, deren Bewegungsgeschwindigkeiten verschieden sind.

Um das Superpositionsprinzip bei der L&sung des gesamten Problems
anwenden zu kdnnen, miissen neben den Feldgleichungen 2.3 auch die
Randbedingungen linear in 537/977 und P sein. Dies ist jedoch nicht
der Fall, wenn an Teilen der Randflidchen - wie zu Beginn dieses Ab-
schnittes postuliert - der statische Druck 4 vorgegeben ist. Um diese

Schwierigkeit zu beheben, wird die Annahme gemacht, daf}

an den Randflidchen, an denen der statische Druck

vorgegeben ist, die folgende Bedingung erfiillt sein soll:
—_—2. o
By << D

[+
Hierin ist P eine flir das Problem charakteristische
Druckdifferenz.



Diese Annahme ist bei sehr vielen transienten Problemen recht gut

erfiillt. Da wegen der Vernachldssigung der Reibung Einschridnkungen
dhnlicher Art existieren, wird der Umfang der in dieser Arbeit er-
faBten Problemklasse kaum reduziert. Unter Beachtung der Gleichung
2.2 bedeutet obige Annahme, dafl bei den Randbedingungen nicht zwi-
schen statischem Druck -0 und Gesamtdruck P unterschieden werden

muB, d.h., ist an gewissen Randteilen der (statische) Druck PO

vorgegeben, so darf so verfahren werden, als widre dies der Gesamt-
druck D .

Wie im ndchsten Abschnitt ausgefiithrt, wird in SING1 das Gleichungs-
system 2.3 mit den zugehdrigen Randbedingungen fiir eine Reihe dis-
kreter, nacheinander folgender Zeitpunkte geldst. Die Geschwindigkei-
ten erhidlt man hierbei durch schrittweise Zeitintegration der be-
rechneten Beschleunigungsfelder. Hierbei ist es ohne groflen Zusatz-
aufwand m6glich, den in gewissen Randbereichen vorzugebenden Gesamt-
druck P ndherungsweise gleich der Summe aus dem vorgegebenen stati-
schen Druck und dem Glied % S (7*))' zu setzen, wobeil v™ die Stré-
mungsgeschwindigkeit an dem entsprechenden Randpunkt fir den voran-
gegangenen Zeitschritt darstellt. Nunmehr lautet die Forderung an

den Randflidchen mit vorzugebendem statischen Druck:
‘7—2 ’*2 [*
%5(V=V™) < p

Durch Vorgabe ausreichend kleiner Zeitschritte kann diese Forderung

stets erfiillt werden.

An dieser Stelle soll noch einmal betont werden, dafl der hier be-
schrittene Losungsweg speziell auf transiente Probleme zugeschnitten
ist. Ferner ist hervorzuheben, dall die Annahmen rot vV = (¢ im
gesamten Fluidbereich und 79 v2<<.p° bzw. % 8(03- V)<< p-

an jenen Ridndern, an denen der statische Druck vorgegeben ist, keines-
wegs gleichbedeutend sind mit einer generellen Vernachldssigung der
"nichtlinearen Glieder".



3. Grundziige des SINGI1-Ldsungsverfahrens im Vergleich zu anderen
Methoden

Sieht man von den wenigen Sonderfdllen ab, die in einfacher Weise
mathematisch geschlossen behandelt werden kénnen, so diirften die
naheliegendsten Losungsverfahren fiir das zuvor formulierte Problem
die Finite-Differenzen-Verfahren sein. Fir sie ist charakteristisch,
dafl der gesamte Fluidbereich durch Einfihrung geeigneter Gitter-
ebenen in ein dreidimensionales Maschensystem eingeteilt wird. Die
zu berechnenden Feldgrofien v und p werden durch diskrete Werte in
den Maschenmittel- oder Eckpunkten approximiert und die das Problem
beschreibenden Differentialgleichungen werden in entsprechende
Differenzengleichen fiir diese diskreten Werte verwandelt. Unter

den zahlreichen Vertéffentlichungen auf diesem Gebiet seien speziell
die Arbeiten [_12, 13 /] erwdhnt. Der Spezialfall der (nahezu) inkom-
pressibelen Stromungen stellt nicht wie beim Singularitidtenverfahren
eine Vereinfachung dar, sondern erfordert je nach Art der Integra-
tionsverfahren mitunter spezielle Vorkehrungen bei der Ld&sung. Be-
schrdnkt man sich von Anfang an auf inkompressible Fluide, so 148t
sich das Problem, wie im vorangegangenen Abschnitt erwdhnt, auf die
Losung der Poisson- bzw. Laplace-Differentialgleichung zurilickzufih-
ren. Numerische Verfahren zur schnellen LGsung dieser Gleichungen

unter verschiedenen Randbedingungen werden in / 14, 15 / angegeben.

Ein wesentlicher Nachteil der Finite-Differenzen-Verfahren ist, daf
der Aufwand zur Diskretisierung bei dreidimensionalen Problemen mit
der dritten Potenz der Maschenzahl pro Lidnge ansteigt. Bei transien-
ten Problemen kommt die zeitliche Diskretisierung hinzu. Dies fihrt
sehr schnell zu einem Problemumfang, dem die gegenwidrtig zur Verfligung
stehenden Rechenmaschinen nicht mehr gewachsen sind. Auf der anderen
Seite ist selbst bei midfligen Genauigkeitsanforderungen ein das Ub-
liche bereits erheblich tberschreitender Diskretisierungsaufwand er-
forderlich, da beispielsweise bei der Ldsung der Laplace-Gleichung
$72f1=0’, an den Ridndern meist nicht 'F (Dirichlet-Randbedingung),
sondern die Ableitung von f’ normal zum Rand (Neumann-Randbedingung)
vorgegeben ist. Bei dem Ergebnis wiederum interessieren neben der
Funktion f’ vor allem die O6rtlichen Ableitungen von f7 , die den Ge-
schwindigkeits- bzw. Beschleunigungsvektor darstellen. Es ist aber

bekannt, daB Ableitungen von Funktionen, die nur in gewissen Stilitz-



werten bekannt sind, einen wesentlich grdBeren Unschidrfebereich
besitzen als die b Jergleiche hierzu auch die ent-
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Um die Schwierigkeiten an den
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sprechenden Bemerkungen in /[ 1
Rindern zu mildern, werden in einigen Arbeiten (krummlinige) Maschen-

einteilungen verwendet, bei denen die Randflichen gerade mit ge-

wissen Gitterebenen zusammenfallen [~16_7.

Beim Singularitdtenverfahren, das in dieser Arbeit als Losungs-
methode eingesetzt wird, werden viele der oben angedeuteten Schwie-
rigkeiten umgangen. Charakteristisch fir das Singularitdtenver-
fahren ist, daB das dreidimensionale Problem fiir den Fluidbereich
auf ein zweidimensionales Problem fir die Randflédchen reduziert
wird. Vom mathematischen Standpunkt aus bedeutet dies, daf die
Differentialgleichungen 2.3 mit den zugehdrigen Randbedingungen

in eine Integralgleichung ilbergehen, die sich im Normalfall nur
auf die Randflichen des Fluidbereichs bezieht (Boundary Integral
Equation Method). In vielen Fdllen ist dies die Fredholm'sche Inte-
gralgleichung zweiter Art. Ndheres hierzu ist in /717 und /757

zuu finden.

Fiur die Formulierung des Singularititenverfahrens ist es jedoch nicht
notwendig und mit Riicksicht auf den anwendungsorientierten Charakter
dieser Arbeit auch wenig empfehlenswert, zuerst auf den abstrakten
Begriff der Integralgleichung zurilickzugreifen und dann ein Ndherungs-
verfahren zur Ldsung dieser Integralgleichung zu entwickeln. Statt-
dessen werden einige relativ einfache und durchsichtige physikalische
Uberlegungen direkt zu diesem Niherungsverfahren fiihren.

Im vorhergehenden Abschnitt wurde festgestellt, dal beliebige Super-
positionen von Losungen der Differentialgleichungen 2.3, selbst wieder
Lésungen dieser Differentialgleichungen darstellen. Es liegt deswegen
auf der Hand, ''geeignete LOsungen' derart zu liberlagern, dall an jenen
Fldchen, die beim Problem die Fluidrandfldchen darstellen, die in den
Randbedingungen vorgegebenen Beschleunigungs- und Druckverteilungen
gerade erreicht werden. Die sich ergebenden Beschleunigungs- und
Druckfelder in dem Bereich, der bei der Aufgabenstellung als Fluid-
bereich definiert wurde, stellen dann die L&sung des Problems dar.

Beschleunigungen und Driicke in anderen Bereichen haben keine Bedeutung.



An die ''geeigneten LOsungen'" oder Elementarldsungen - wie diese in
Zukunft genannt werden sollen - sind zwel generelle Anforderungen

zu stellen: Sie miissen innerhalb des bei der Aufgabenstellung de-
finierten Fluidbereichs in jedem Punkt die Differentialgleichungen
2.3 erfillen, d.h. singuldre Punkte diirfen dort beispielsweise nicht
vorhanden sein und die Ldsungen missen durch einfache mathematische

Beziehungen méglichst exakt und geschlossen darstellbar sein.

In einer fritheren Arbeit einer der Autoren / 17_/ wurden Geschwindig-
keit und Druckfeld, hervorgerufen von diskreten Quellen und Senken

in einem gewissen Abstand von der vorgegebenen Fluidberandung, als
Elementarldsungen benutzt. Die Positionen der Quelleh und Senken
waren im Ubrigen nach freiem Ermessen vorzugeben. Der Vorteil lag
hier in dem sehr einfachen Aufbau der Elementarldsungen. Nachteilig
war, dall wegen des Punkt-Charakters der Quellen und Senken mit
kleiner werdendem Abstand vom Fluidbereich die Anzahl der Quellen
und Senken sehr hoch sein muRte, wenn eine befriedigende Erfiillung
der Randbedingungen erreicht werden sollte. Auf der anderen Seite
erfordert aber die Behandlung von Problemen mit komplizierten Ré&n-
dern gerade einen kleinen Abstand zwischen Quellen bzw. Senken und
Randfldche. SchlieRlich kann der Fall, daB eine Randflidche beidseitig
vom Fluid umgeben ist, tiberhaupt nicht behandelt werden.

Hess und Smith benutzten in ihren Codes als Elementarldsungen die
Geschwindigkeits- und Druckfelder von Quellen und Senken, die gleich-
midfRig Uber ebenen Vierecken verteilt sind. Die ebenen Vierecke stellen
hierbei n#herungsweise den Rand dar / 1, 2_/. Zwar sind diese Elemen-
tarlésungen bereits wesentlich komplizierter als im Falle diskreter
Quellen und Senken. Die Anzahl der verwendeten Vierecke darf dafir
aber bei gleichen Genauigkeitsanforderungen auch wesentlich niedri-
ger sein als die Anzahl von diskreten Quellen und Senken. Der hier
besonders interessierende Fall, dafl eine Randflidche beidseitig vom
Fluid umgeben ist, kann wieder nicht verniinftig behandelt werden.
SchlieRlich weist Renken / 7_7 darauf hin, daB an Randflédchen mit
Kanten Randbedingungen fiir Geschwindigkeiten senkrecht zum Rand nur

relativ schlecht erfiillt werden koénnen.

In der hier vorliegenden Arbeit werden als Elementarldsungen die
Beschleunigungs- und Druckfelder von gleichmidfligen Dipolverteilungen

iber ebenen Rechtecken verwendet. Ein Dipol entsteht, wenn der Ab-



stand eines Quell-Senkenpaares gegen Null und der Betrag der Quell-
bzw. Senkenstidrke gegen Unendlich geht. Die Linie der Quell-Senken-
Anndherung ist die Dipolachse und steht senkrecht auf dem Rechteck-
element. Die analytische Ldsung fiir eine gleichmdflige Dipolverteilung
tiber einem Rechteck wurde in einer separaten Studie hergeleitet

/ 18 7. (Winschenswert wire der Einsatz von linearen Dipolverteilun-
gen ilber beliebigen Vierecken gewesen. Brauchbare, mdglichst ge-
schlossene Losungen konnten aber fir diesen Typ der Singularitéten-
verteilung bisher nicht gefunden werden). Die rechteckigen Dipol-
elemente werden in der Regel so plaziert, dafl sie die vorgegebenen
Randfldchen méglichst ohne freie Flidchenteile oder Uberlappungen
zwischen den Dipolelementen darstellen. Wenn dies aus anderen Grin-
den geboten erscheint, kénnen die Dipolelemente jedoch auch in einer
gewissen Entfernung vom Rand angeordnet werden. Gegenliber den von
Hess und Smith verwendeten gleichmidfligen Quell- und Senkenverteilung
hat dieser Elementarlésungstyp drei Vorteile. Er erzeugt senkrecht
zum Rechteckelement einen Drucksprung, der zur Simulation der Druck-
differenzen verwendet werden kann, die bei einer beidseitig mit Fluid
beaufschlagten Wand entstehen. Auch bei Randflidchen mit Kanten werden
Randbedingungen fir Geschwindigkeiten senkrecht zum Rand recht gut
erfiillt. AuBlerdem darf man bei der numerischen Behandlung des Prob-
lems gewisse Vorteile erwarten, auf die spidter - im Zusammenhang mit
der LOosung des sich ergebenden linearen Gleichungssystems - einge-

gangen werden sollen.

Allen drei hier diskutierten Elementarldsungstypen ist gemeinsam, daf
sie in jedem Raumpunkt gelten (unendlich ausgedehntes Fluid), ausge-
nommen gewisse singuldre Gebiete. Beim ersten Elementarldsungstyp
bestanden diese Singularitdten aus dem diskreten Quell bzw. Senkpunkt,
beim zweiten bestanden sie aus dem ebenen Viereck mit gleichmdBiger
Quell- bzw. Senkenverteilung und beim dritten bestanden sie aus dem
ebenen Rechteck mit gleichmédfiger Dipolverteilung. Die Elementarldsun-
gen selbst, d.h. die Beschleunigungs- und Druckverteilungen, sind -
wegen der Linearitdt der Beziehungen 2.3 - proportional zu den Inten-

sitdten der zu den L&sungen gehdrenden Singularitdten.

Un die geeignete Superposition der Elementarl&sungen zu finden, bei
der die Randbedingungen in befriedigendem Umfange erfiillt werden,
wird in der vorliegenden Arbeit der folgende Ansatz gemacht. Es werden

Bh=12 K geeignete Punkte auf dem Fluidrand ausgewdhlt. Diesen Punk-
r i IM/
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ten werden die noch unbekannten Stﬁtzwerte,xk zur Beschreibung

der Intensitdtsverteilung der auf dem Fluidrand zu verteilenden
Singularitdten zugeordnet. Die (konstante) Intensitdt eines Ele-
mentes ergibt sich durch lineare Interpolation aus maximal vier
Sttitzwerten. Die Nummern dieser vier Stilitzwerte sowie die zuge-
ordneten Gewichtsfaktoren, mit denen die Stilitzwerte zur Bestim-
mung der Intensitdt eines Elementes beitragen, werden fiir jedes
Element vorgegeben. Im allgemeinen widhlt man die Gewichte umge-
kehrt,proportional dem Abstand zwischen Elementmittelpunkt und
Stiitzpunkt. Die Superposition der Elementarldsungen liefert dann
Beziehungen des folgenden Typs zur Berechnung des Beschleunigungs-
vektors @ (Komponenten Q:CI%GF) und des Druckes P fiir einen be-
liebigen Punkt 4

, KL
P = By*+ 2 Cuk a’ = B+ 2 ConXi

” X X ) (3.1)
a B, * _,g(?w)(& a f(’”

Man beachte, daf die Komponenten von @ wie folgt definiert sind:
Ce T, @ YT, a” = T

wobeil V \/ vidie Komponenten der Geschwindigkeit {/ sind. Ferner

i

sind - (Q%A;m, .Faktoren, die ausschlief3lich von der geometrischen La-
ge des in Rede stehenden RaumpunktesJK und den Positionen der Singu-
laritdten abhidngen. In den Gliedern‘Bgfﬁzpu.mégen eventuelle Beitrige
von Quellen zusammengefaflit sein, deren Intensitdten bei der Auf-

gabenstellung vorgegeben wurden.

An den beil der Aufgabenstellung vorgegebenen Rindern ist entweder
die Normalkomponente der Beschleunigung @ oder der Druck P vorge-
schrieben. Dies bedeutet, daf fiir jeden der unendlich vielen Rand-
punkte aus den Beziehungen 3.1 eine lineare Gleichung mit den Un-
bekannten X&t hervorgeht. Da die zu verschiedenen Randpunkten ge-
hérenden linearen Gleichungen im allgemeinen voneinander linear
unabhdngig sind, folgt sofort, daB die Randbedingungen nicht in
allen Punkten exakt erfiillt werden konnen. Es miissen deswegen ge-
eignete Ndherungsverfahren zur Erfillung der Randbedingungen ein-

gesetzt werden.

Das gebrduchlichste Verfahren besteht darin, die exakte Erfiillung
der Randbedingungen nicht in allen unendlich vielen Randpunkten, son-
dern nur in genau 3‘“Z2luy/< ausgewdhlten, representativen Rand-

punkten zu verlangen. Diese Methode wird auch in der vorliegenden
Arbeit angewandt und fiihrt zu dem linearen Gleichungssystem



K
ﬁ_qc,-&)(k = By (3:12,...K) L2.2)

bestehend aus M Gleichungen fiir /A Unbekannte. Die Konstanten Bj
ergeben sich aus den am Rand vorgegebenen Beschleunigungen oder
Driicken und den eventuellen Beitrdgen von Quellen mit vorgegebenen
Intensitdten. Die Matrix Ciﬁ ist voll besetzt und nicht symmetrisch.
Das Gleichungssystem 3.2 ist im allgemeinen eindeutig nach den Xj
aufldsbar. Eine Ausnahme sind Fluidbereiche, die allseitig von fes-
ten Winden umgeben sind. Bei ihnen wird die Matrix th singulidr.
Bei Fluidbereichen, die fast allseitig von festen Winden umgeben
sind, kann die Matrix - je nach der benutzten Rechengenauigkeit -
quasisinguldr werden. In beiden Fdllen kann eine L&6sung fiir das
lineare Gleichungssystem nicht angegeben werden. Aufgrund des stédr-
keren rdumlichen Abklingverhaltens von Dipolen, verglichen mit
Quellen und Senken, darf man vermuten, dafl die Tendenz zu quasi-
singuldren Matrizen (:3& bei den in dieser Arbeit verwendeten Dipol-
elementen geringer ist als bei Elementen mit Quell- und Senkenver-

teilung.

Sind die /X& bekannt, so lassen sich mit Hilfe der Beziehungen

3.1 Beschleunigung und Druck in jedem beliebigen Fluidpunkt be-
rechnen. Aus dem Beschleunigungsfeld ergibt sich schlieflich durch
einfache zeitliche Integration das Geschwindigkeitsfeld. Das Problem

darf damit als geldst angesehen werden.

Das obige Vorgehen bei der Erfiillung der Randbedingungen stellt eine
gewisse Verallgemeinerung des bisher iiblichen Verfahrens dar. Hess

und Smith / 1, 2 /7 fiihren beispielsweise fiir jede einzelne Singulari-
tdt eine Unbekannte X zur Beschreibung der Intensitidt ein. Da aber
insbesondere bei dreidimensionalen Problemen sehr viele Singularitédten
(verschmiert auf Rechtecken oder Vierecken) notwendig sind, um aus-
reichend glatte Beschleunigungs- und Druckverteilungen in Randnihe

zu erhalten, flihrt dies zu sehr groflen linearen Gleichungssystemen

mit sehr vielen Unbekannten. Der Aufwand zur L6sung dieser Gleichungs-
systeme ist dann mitunter nicht mehr tragbar. Bei dem hier gewidhl-

ten Verfahren ist es dagegen mdglich, die Anzahl KK der Unbekannten
Xga wesentlich geringer anzusetzen als die Anzahl der verwendeten

Singularitidten.



Hiufig entfallen auf diese Weise im Mittel 3-4 Singularitidten
auf eine Unbekannte. Unterstellt man, dal der Aufwand bei der
Lésung linearer Gleichungssysteme mit der dritten Potenz der
Anzahl der Unbekannten ansteigt, so reduziert das hier verwen-
dete Verfahren im Vergleich mit dem tiblichen Vorgehen diesen
Aufwand auf etwa 1/50. Selbstverstidndlich mufl die Anzahl der
verwendeten Unbekannten Xi noch so grofl sein, dafl die Intensi-
tdten der Singularitidten - was die Grobstruktur angeht - noch
ausreichend genau als Funktion {iber den Randfldchen dargestellt

werden kOnnen.

Es sollte noch erwdhnt werden, dafl unabhidngig von dieser Verall-
gemeinerung bei der ndherungsweisen Erfiillung der Randbedingun-
gen welitere Modifikationen denkbar sind. So wird beispielsweise

in /717_/ neben der in einigen representativen Randpunkten exak-
ten Erfiillung der Randbedingungen noch verlangt, dafl das Integral
tber die Fehlerquadrate aller Randpunkte ein Minimum wird. Ob-
gleich diese Modifikation zu einer nicht unerheblichen Verkompli-
zlerung des Losungsverfahrens fiihrt, kann sie in gewissen Fdllen
mit Ricksicht auf die Konvergenz des Verfahrens eine gewisse Rolle
spielen.

Zusammenfassend sind bei Singularitidtenverfahren - etwa im Vergleich
zu dem eingangs erwdhnten Finite-Differenzen-Verfahren - die fol-
genden Punkte hervorzuheben:

¢ Da das dreidimensionale Problem fiir den Fluidbereich auf ein
zweidimensionales Problem fiir die Randfldchen des Fluidbe-
reichs reduziert wird, steigt der Diskretisierungsaufwand nur
mit der zweiten Potenz der Anzahl der Maschen bzw. Flidchenele-

mente pro Léange.

¢ Da auBerdem bei vielen Problemen ohnehin nur der Fluidzustand
am Rande interessiert, tritt das Innere des Fluidbereichs bei
der ganzen Analyse explizit nicht in Erscheinung. Zwar kann
auf Wunsch fiir jeden beliebigen Punkt im Fluidinnern der Fluid-
zustand - ohne Interpolation - angegeben werden. Soll dies
jedoch fiir viele Punkte geschehen, so ist ein erheblicher zu-
sdtzlicher Rechenaufwand notwendig. Bei Finite-Differenzen-Ver-
fahren dagegen wird diese Information ohne Zusatzaufwand gelie-
fert.



¢ Die Randbedlngungen lassen sich be formulieren,
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der Ridnder mit Hilfe von Flidchenelementen zugeschnitten ist.

Weitgehend beliebige Randkonfigurationen sind zugelassen.

¢ Das dynamische Verhalten des Fluids wird durch die Matrix Cjk
in geschlossener Weise beschrieben. Diese Matrix ist bei einem
transienten Problem in der Regel fiir alle Zeitschritte dieselbe.
Die relativ aufwendige Matrizeninversion braucht deswegen bei

jedem Problem normalerweise nur einmal durchgefithrt zu werden.

® Abgesehen von der Annahme der Reibungsfreiheit und Inkompressibili-
tdt werden nur bei den Randbedingungen Niherungen von der folgen-
den Art eingefithrt: Das Problem einer reibungsfreien, inkompressib-
len Strdémung wird exakt geldst fiir Randbedingungen, die von den
vorgegebenen Randbedingungen etwas abweichen. Diese Abweichungen
sind im Nachhinein genau bekannt und heben sich; wenn man tiber
einen gewissen Randfldchenbereich mittelt. Dadurch 14Rt sich der
durch die Ndherung gemachte Fehler physikalisch sehr gut inter-
pretieren. Liegen die Abweichungen zum Beispiel innerhalb des
Unschidrfebereichs, der bei jedem physikalischen Problem unvermeid-
lich ist, so verursachen sie keinerlei Reduktion der Aussagekraft

der Ergebnisse.

* Aus dem zweiten und vierten Punkt ergibt sich, dafl das Singulari-
tdtenverfahren besonders geeignet ist zur Beschreibung der Fluid-
dynamik bei dynamisch gekoppelten Systemen, bestehend aus Fluid-

bereichen, umgeben von nachgiebigen Widnden (Schalen).

Die Wandflidchen (Schalenflichen) sind weitgehend identisch mit den
Fluidrandflidchen auf die das Fluiddynamik-Problem beim Singulari-
tdtenverfahren reduziert wird. Damit beziehen sich die mathematischer

Operationen weitgehend auf dieselben geometrischen Bereiche.

Das dynamische Verhalten des Fluids wird in dhnlicher Weise durch
Matrizen beschrieben, wie dies bei der Strukturdynamik iblich ist.
Das dynamische Verhalten des gekoppelten Systems 148t sich dann
ebenfalls durch Matrizen beschreiben, die sich nach einfachen Ope-

rationen aus den ersteren Matrizen ergeben. Vergl. hierzu / 9, 10_/.



* Der wesentlichste Nachteil der Singularitdtenverfahren be-
steht darin, daB eine Erweiterung zwecks Berlcksichtigung
nichtlinearer Effekte wie z.B. der Fluidviskositdt kaum mdg-
lich ist (vergl. hierzu Kap. 1). Ein weiterer Nachteil ist,
dafl die Fluiddichte im gesamten Fluidbereich konstant sein
mufl. Dagegen wird die Fluidkompressibilitdt, die bei SINGT
noch vernachldssigt ist, bei der geplanten Erweiterung zur
Behandlung gekoppelter fluid-strukturdynamischer Probleme

in grober Niherung mit erfaflt werden kdnnen.

Zum Schluf sollte angemerkt werden, dafl der Entwicklungsstand

der Singularitidtenverfahren bzw. Boundary Integral Equation
Methods noch nicht das Niveau etwa der Finite-Differenzen-Ver-
fahren erreicht hat. Dies bedeutet, dall bei der Anwendung von
Singularitidtenverfahren noch eine ganze Reihe von Fragen zur
eingehenden Kldrung anstehen. Dies bedeutet aber auch, dafl diese
Verfahren noch ein gewisses, nicht voll ausgelotetes Entwicklungs-

potential besitzen, das nutzbar gemacht werden kann.
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4. Detaillierte Beschreibung der Daten, die zur Durchfiihrung der

SINGT1-Rechnungen notwendig sind

4.1 Globales Koordinatensystem

Als Basis fir die Datenvorgabe wird das in Abb. 1 dargestellte
globale, kartesische Koordinatensystem X,y,z eingefiihrt. Es wird
vorausgesetzt, dall das zu behandelnde Problem (Fluid-Randflidchen
mit den Randbedingungen) spiegelsymmetrisch ist zur Ebene 2Z=(0.
Die in den folgenden Abschnitten durchgefiihrten Spezifikationen
gelten nur fiir eine Symmetrie-Hilfte des Problems. Das Vorhanden-
sein einer dazu spiegelsymmetrischen H&lfte wird bei den spdteren

Rechnungen automatisch berticksichtigt.

4.2 Spezifikation von Zeitfunktionen als Hilfsmittel zur Problem-

beschreibung

Als Hilfsmittel fir die Vorgabe zeitlich verdnderlicher Parameter

wird ein Vorrat von
M= 12, ., M

ZeitfunktionenA.#”u(f) angelegt. Die Darstellung dieser Funktionen
erfolgt einheitlich mit Hilfe von Stitzwerten in zeitlich dquidistan-

ten Abstinden. Die Stiitzstellen werden durchnummeriert mit
y o= 01,2,.,N

Es ist

AN

Zeitlicher Abstand zwischen zwei benachbarten Stitzstellen

und

v

Tt S
ZM = Stiitzwert von ,ﬁ (T) fur T=vd

oy . .
Mit der Vorgabe dieser Stiutzwerte sind die Funktionen.,z (f) im Zeit-
intervall 02T A4 definiert.

Bei der zeitlichen Integration der berechneten Beschleunigungsfelder
wird 4 als Integrationsschrittweite verwendet. Der Integrationsbereich

~
erstreckt sich iiber den Definitionsbereich von 4f (T?.
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Abb. 1 Globales Koordinatensystem X,y Z mit Ortsvektor r? und

Tangentenvektoren bzw. Lidngen- und Breitenvektor Ff Fv

fiir einen Randpunkt bzw. ein rechteckiges Dlpolelement



4.3 Spezifizierung von Quellen und Senken mit vorgegebener Intensitit

Die Quellen und Senken mit Intensitidten, die fest vorgegebenen Zeit-

funktionen gehorchen, werden durchnummeriert mit
1= 12,1
Die Lagen der Quellen werden vorgegeben durch

X

- - °
Fi Yi | Ortskoordinaten der Quelle bzw. Senke

Die Intensitdten der Quellen werden vorgegeben durch

0 Die Ableitung der Intensitit S;(7) nach der ZeitT
oh

ist konstant 035.(T)/2T = S;

INDOt =
>(J Die Ableitung der Intensitit S;(7) nach der Zeit 7
. A R’ M~
ist eine Funktion der Zeit 05;(T)/o1 =xi‘i, (T)
ob . , s
54 = HilfsgrdBe zur Angabe der Intensitdt der Quelle

Zur Vorbereitung auf die spidtere Auswertung wird gesetzt:
° T c oy ~

Wegen der Spiegelsymmetrie des Problems wird bel der spédteren Rech-
nung davon ausgegangen, dall neben der oben spezifizierten Quell-

und Senkenanordnung L , auch eine hierzu spiegelsymmetrische Anord-
nung 1’ existiert. Sie ergibt sich aus der obigen, durch Vorzeichen-
wechsel der Koordinate .ZZ . Es ist zu beachten, daB aus diesem
Grunde eine in der Ebene 2=( spezifizierte Quelle der Intensitit

S;(T) , tatsdchlich mit der doppelten Intensit#dt wirkt.



4.4 Gemeinsame Spezifizierung der Randbedingungen, der Aufpunkte,

in denen Druck und Geschwindigkeit berechnet werden sollen

und der Singularitdten, die als Hilfsmittel bei der LOsung

eingesetzt werden sollen.

Randpunkte, die die Randflichen des Fluidbereiches beschreiben sollen,
Aufpunkte, in denen Druck und Geschwindigkeiten berechnet werden
sollen und Singularitdten, die als HilfsgrdfRen zur LOosung des Stro-

mungsproblems vorgesehen sind, werden durchnummeriert mit

g=12,..}

Dadurch ist es mdglich, in dem hidufig vorkommenden Fall, daR Rand-
punkte gleichzeitig Aufpunkte und/oder Mittelpunkte von Rechtecken
mit Dipolverteilungen sind, einem Randpunkt, einem Aufpunkt und/oder
einer Singularitidt dieselbe Nummer zuzuordnen und Kenngréflen - soweit
angebracht - gemeinsam zu verwenden. Im einzelnen wird dies angegeben
mit Hilfe des Indikators

" Die Nummer j bezeichnet sowohl einen Rand- und/oder
Aufpunkt als auch ein Rechteck mit konstanter Dipol-
verteilung, wobei der Mittelpunkt des Rechtecks mit
dem Rand- bzw. Aufpunkt identisch ist

INDZ;= 1 Die Nummer j bezeichnet einen Rand- und/oder Aufpunkt

2 Die Nummer J' bezeichnet ein Rechteck mit konstanter

Dipolverteilung

3 Die Nummer 7 bezeichnet eine in einem Punkt konzen-

trierte Quelle

Die geometrischen Informationen zum Rand- oder Aufpunkt bzw. zur
Singularitdt mit der Nummer j werden wie folgt angegeben (vergl.
Abb. 1):

’Xi des Rand- und/oder Aufpunktes (INDU=QU
= _ . des Mittelpunktes des recht- =
by = \Y; o Ortskoordinaten eckjgen Digolelementes (IVD15=02)

Zj des Quellpunktes (IN®7533)
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Tangentenvektor an die Fluidberandung

. 3 n g ,.' 5 /ndar 1~ 1 cve nT - ~ A
X? im Randpunkt ? und/oder Richtungsvektor (ih@lj ’(4/)
_p 3 fiir eine Komponente des zu berechnen-
r? = yf den Beschleunigungsvektors,
=7
3 Liangenvektor des rechteckigen Dipol- (IND7J’ QZ)
elementsj
Tangentenvektor an die Fluidberandung
'x? im Randpunkt 7 und/oder Richtungsvektor (IMD7i =(24)
. 3 fir eine Komponente des zu berechnenden
-— - J .
Fi = A Yy Beschleunigungsvektors,
27
¥
Breitenvektor des rechteckigen Dipol- (IND7j: QZ)

elementes j

= -J
Die beiden Vektoren K; und F; miissen senkrecht aufeinander
stehen, d.h. das Innenprodukt(ﬁff?) muB (bis auf einen kleineren,
durch die endliche Rechengenauigkeit bedingten Fehler) verschwinden.

Bezeichnet die Nummer j eine im Punkt F; konzentrierte Quelle
(IND77 2.3) , so sind F; und f; nicht definiert. Ihre Angabe

kann unterbleiben.

Bezeichnet die Nummer 37 einen Rand- und/oder Aufpunkt (IND73’=Q7),
so werden die Einzelheiten hierzu - gegebenenfalls die Randbedingungen -
wie folgt angegeben:

0 Der Punkt j ist ein Aufpunkt

4  Der Punkt j ist sowohl Aufpunkt als auch Rand-
punkt mit explizit vorgegebenem Gesamtdruck Fy(f)

2 Der Punkt 4 ist sowohl Aufpunkt als auch Randpunkt
mit explizit vorgegebener Beschleunigung clj(Ty

senkrecht zum Fluidrand.



[ (" Gesamtdruck Py bzw. Fluidbeschleunigung @&; senk-
recht zum Fluidrand sind zeitlich konstant, d.h.
3 b .
P; (T) = /3.3' fur IND2; =1
3, - a, ..
IND3; = a; (T) = al  fir IND2; =2

/&>0'Gesamtdruck F} bzw. Fluidbeschleunigung @&y senk-
) recht zum Fluidrand sind vorgegebene Funktion der
Zeit T .

P;(1) = PP L(T) filr IND2; =1
a; (T)=a (1) fir IND2; =2

HilfsgroBe zur Angabe des Gesamtdruckes bzw. der

i

Lgb, ij Fluidbeschleunigung senkrecht zur Fluidberandung

im Punktf.

Im Falle [ND2; =0 ist die Vorgabe von ﬁla a;’ und IND3? ohne

Bedeutung und kann unterbleiben.

Bezeichnet die Nummer 3: eine Singularitdt, nidmlich ein rechteckiges
Dipolelement(IND7j=22), oder eine Quelle konzentriert in einem Punkt
([ND7j=\3) , so werden Einzelheiten zu der Singularitidt wie folgt

angegeben:

Es werden flr

die Unbekannten

,Xk = Stiitzwert zur Bestimmung der Intensitdten der Singu-

laritdten

eingefithrt. Durch lineare Interpolation ergeben sich aus diesen Stitz-
werten die Belegungsdichten até/DZ“ der rechteckigen Dipolelemente

sowie die Intensitdten DSj/DTV der in einzelnen Punkten konzentrierte

Quellen.



9% )

fd

T A~ 1 2 3 ) \ + )
255 l (?1 X/z; e ij e 'Xh;- e X&;
2T

Dadurch treten als Unbekannte bei der nidherungsweisen Erfiillung
der Randbedingungen nicht die Belegungsdichten und Intensitdten
der Singularititen auf, sondern die Stiitzwerte Xz . Vergleiche
hierzu die entsprechenden Ausfihrungen in Abschnitt 3. Zur Durch-

fihrung der Interpolation miissen vorgegeben werden:

JQ% Indizes von vier Stiitzwerten /Yk , die bei der
‘jk§ Bestimmung der Belegungsdichte bzw. der Intensitidt
7 der Singularitit j verwendet werden.

3@ Gewichte, die bei der Interpolation den Stitzwerten
3; zugewiesen werden.

Damit das lineare Gleichungssystem 3.2, das aus der nidherungsweisen
Erfiillung der Randbedingungen resultiert, keine singulidre Matrix er-
hdlt, miissen die Interpolationen (Vorgabe von,ﬁ;,Jéiwvgg/g;ﬂu) so
durchgefithrt werden, daf im Falle vorgegebener Belegungsdichten
8t5/DT/ und Intensititen 951/@77 sich die Stitzwerte Xp eindeutig
ergeben wiirden. Daraus folgt, daBl die Anzahl K der Stiitzwerte )(&
gleich oder kleiner sein mufl als die Anzahl der zur Ldsung des Prob-
lemes eingesetzten Singularitidten. Man hat damit also eine Moglichkeit
gewonnen, die GrdRe des aus der Erfiillung der Randbedingungen zu
gewinnenden Gleichungssystemes in einem gewissen Umfang zu beschrinken,

ohne die Anzahl der verwendeten Singularitdten im gleichen Umfang
reduzieren zu miissen.
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Damit das Problem l&sbar ist, mufl die Anzahl der Randpunkte mit
explizit angegebenen Bedingungen fir Druck und Beschleunigung

mit der Anzahl der Stiitzwerte )(& ibereinstimmen. Dies bedeutet,
daB die Anzahl der Indikatoren _INDZj (jh”ﬂZ,“.;h) fiir die die
Ziffern 1 oder 2 vorgegeben wurden, wobei IN@7?=’0f7 ist, gleich
der Anzahl X der Stiitzwerte Xg sein muB.

Wegen der Spiegelsymmetrie des Problems wird bei der spdteren Rech-
nung davon ausgegangen, dafl neben der oben spezifizierten Anordnung
von Randpunkten bzw. Singularitidten Z', auch eine hierzu spiegel-

symmetrische Anordnung gﬁ existiert. Sie ergibt sich aus der obigen

durch Vorzeichenwechsel der Koordinaten Z%Q.Z;/E;{



5. Aufbereitung der Daten fiir die Durchfithrung der SING1-Rechnungen

- oJ
5.1 Bestimmung der Normalen zu den von den Vektoren Ff und po

aufgespannten Ebenen sowie Durchfiihrung einiger weiterer Um-

formungen

In der spdteren Rechnung werden die Einheitsvektoren F;j bendtigt,
. = =J
die auf den vorgegebenen Vektoren ,}? und r; senkrecht stehen.

Im Falle IND‘73'20,7 sind Ff

bzw. Richtungsvektoren fiir jeweils eine Komponente des zu berechnen-

Normalenvektoren auf der Randfliche

den Beschleunigungsvektors. Im Falle IND71='Q2 sind i:j die Nor-

malenvektoren der rechteckigen Dipolelemente.

Zu diesem Zweck wird die Liste Zi:4ﬂ%,”“} durchlaufen und fir
IVNDT;=0,7,2 wird gesetzt:

5 _
Xy = (YJZ ~Z y.r)
—7 —
AR LL - 2 e
N ST ch.h. Yr = 55X 5

AY
|

§ = L0gyi-yx)

mit

pi = V(y,z zy,) (27X 2) F(x1y; yj’x’)

AuBerdem werden von den beiden Vektoren F und F. die Betridge F

und l’ bendtigt.

v/ =I5 dh. 1] o= Vo) )

3
ri =7 dh. ] = Yy (2

Da im weiteren Verlauf der Rechnungen nur noch die den Vektoren F;

=7 . . . . . .
und fy zugeordneten Einheitsvektoren interessieren, wird von diesem

1)

Stadium der Untersuchungen an die folgende Umbenennung durchgefiihrt.

1) : 7 . =7 7. el
Man beachte, daB jetzt Fﬁ * /Fj / und f} * /Fj/ ist.



Fl e /0

A QAL §
-3 - J
=i

d.h.

5.2 Separate Auflistung der zu den Rand- bzw.

Xi = X/t
{4 B) 7
Vi = Vil
. X
£ Zz/"j
J I/ T
X} = xi/r;

< e T T
%;.4,. y&/’j
2}7_->‘Z;/Kﬁ

Daten

Féi = f}
Fj1= .}5
R
P

d.h.

d.h.

d.h,

d.h.

zugehdrigen Randbedingungen zu erstellen.

Liste j=‘Z2r.V} durchlaufen und fiir IAAD?/ = 0,1

Fir die spitere Rechnung ist es vorteilhaft,
listung der Rand- bzw. Aufpunkte und der zur
Singularitdten eine separate Liste der Rand-

Zu diesem Zweck wird die

1]

Xj

Yt

Aufpunkten gehdrenden

aus der gemeinsamen Auf-
Ldsung eingesetzten
bzw. Aufpunkte mit den

wird gesetzt:



IND2, = IND2;

b b

b b

¢

Der Index )Z durchlduft hierbei der Reihe nach die Werte

£=12,.,L

Fz; ist der Ortsvektor des Rand- und/oder Aufpunktes,ﬁ . Die Vek-
toren ngle f;qstellen ein diesem Punkt zugeordnetes7Tr1pel von
Basisvektoren dar, wobei im Falle eines Randpunktes Fi normal zur
Randfldche steht. Vergleiche hierzu Abb. 2. Die Bedeutung der rest-

lichen Gr6fen ist dem Abschnitt 4.4 zu entnehmen.

5.3 Separate Auflistung der zu den Singularitdten gehdrenden Daten
und Bestimmung einiger Hilfsgréfien

Fir die spdtere Rechnung ist es ebenfalls vorteilhaft, aus der ge-
meinsamen Auflistung der Randpunkte und der zur LOsung vorgesehenen
Singularitdten eine separate Liste der rechteckigen Dipolelemente,
ergdnzt durch einige spdter bendtigte Hilfswerte sowie eine Liste der
in einem Punkt konzentrierten Quellen zu erstellen. Hierzu wird die
Liste 3 12 }} durchlaufen und fir IN)7 622 wird gesetzt:

X = X
~2  _ = 2
P = I d.h. Yo 7 Y
2w 7
2 9
fm = ¥
I LY
Fo = 15
.2 >'
X o= X
- §2 = § 2 §
o = 5 cl.h. Ym T Vi

§2



—92

I m

S
3
I

.
it
-

-.‘.- . ?2
X

§4 922
Ym Ve Vo
32

23 72 2}

2 32
Ym Ym
h2

m Zm

§2 12
Yon Yom
2 T2
z) z.

72

~m m

V2 2
z) 27

]
ey

Q

2
x X3

>

d.h.

( x,

iz?

E)

- ‘Xm

2
xTo= X/
172 - ‘\/-'?
YM - Yy
2 .
20 = 2]
32 T
Xm = X;
> _ .7
m Yy
2 7
Zi = Zi'
22
z+ X QY AR MR
32 92 , w2 52 _J32)
B xPylar - xlyEal)
2 32 722 12
)(.2 X, L Xow Xom
22 _ 12 A. = 02 n
2 )2 2 32
x5 x] 47 Xl xa
2 _32 ~ 2 on
2 i 2
™ Z» A'J _ Xﬁ X:
S5, n S~ §2
ZM ZM y"" yN




Beim selben Durchlauf durch die Liste 3 =‘1£2.“h} wird fiur
INDT; = 3 gesetzt:

Xa = X;

—3 - 3 L
o= 1y d-h. CURY
z) = Z

&
i
>

2

23
2. R
33 3
2E - B
&3 ¥
BY < R
13 _ 1
g T s
23 2

S
i
oy

AN

Jeder der
Werte

Indizes m und 7N durchlaufen hierbei der Reihe nach die

m=12..,M und n=12.,N

~2
Vw ist der Ortsvektor des Mittelpunktes des rechteckigen Dipol-
elements m , rﬁz und F;Z
—$£2 =Bl —-—J2
und Kj, £ ra

LAl

sind Linge und Breite des Dipolelement€s in

ist ein Tripel von Basisvektoren, das dem Dipol-

. i X ~ j2
element m zugeordnet ist. Hierbei steht rj senkrecht auf dem

Dipolelement und Ejl und Efz zeigen in Lidngs- bzw. Breitenrichtung.
Die Basisvektoren haben die Lidnge der Einheit. Vergleiche hierzu

Abb. 2. Die Determinate [),, und die Adjunkten /41% ”,}/4:] werden
anschlieBend zur Transformation der globalen Koordinaten auf lokale
Koordinaten bendtigt. Die Bedeutung der {ibrigen Grdfien - elnerlei,

ob ein oberer Index 2 oder 3 angehidngt wurde oder nicht - ist dem
Abschnitt 4.4 zu entnehmen.



Abb. 2 Randpunkt bzw. rechteckiges Dipolelement mit Tripel

rechtwinkliger Basisvektoren.




6. Berechnung des Druckes P und des Beschleunigungsvektors &

im Punkt £ , herrihrend von der vorgegebenen Quelle 4 sowie

der zugehOdrigen spiegelsymmetrischen Quelle 1’

Der von der Quelle 4 und der zugehdrigen spiegelsymmetrischen
Quelle 7 herriihrende Druckanteil P im Punkt £ ist nach / 17 _/:

= ¢35 () "* “)

Der von der Quelle t herrithrende Beschleunigungsanteil & im Punkt £
ist von 17 nach £ gerichtet und betrigt:

a = S (T) (}7’)2

Der von der spiegelsymmetrischen Quelle 1’ herrithrende Beschleunigungs-

anteil @’ im Punkt £ ist von <’ nach.,@—gerichtet und betrdgt:
]
v 1
5i0) ()
Hierin dist ¥ der Abstand zwischen Quelle-i und Punkt £

{/(’(z X[ (ye- yi) Z¢~Z) (6.1

und ' ist der Abstand zwischen Quelle 1" und Punkt,@

ro= VXe Xt) ()’z Yt) (221-2) (6.2)

Weiterhin sind

X
F - y der Richtungsvektor des Abstandes zwischen
= Quelle 4 und Punkt £
und
X'
- i der Richtungsvektoren des Abstandes zwischen

p Quelle 1’ und Punkt £

F-ly

Z
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Die Richtungsvektoren

haben die Lidnge der Einheit.1) Sie
sich wie folgt:

ergeben

(x2- x5)/r
Fo= (7 -F)/r dh. oy = (- y)/r (6.5)
(2, - z)/r

>
0

]

x" = (xe - x)/r’
=y - yilr (6.4)
(z,+23))F"

I

N <
11 H]

Zwecks der spidter erfolgenden Superposition sind der Beschleunigungs-
anteil & mit dem Richtungsvektor ¥ und der Beschleunigungsanteil a'

—~
mit dem Richtungsvektor /¥ auf das globale Koordinatensystem zu be-
ziehen. Bezeichnen

"~ a.’r

die Komponenten des Beschleunigungsvektors im
a’ punkt £ , herrithrend von den Quellen € und 4’
CLZ

und bezogen auf das globale Koordinatensystenmn,

- 4
und will man diese zusammen mit dem von den Quellen 1 und t her-

rithrenden Druckanteil P in der folgenden Form darstellen

p =gl

2

X X
o = e
y y
a’ = B,
oz z
w = 2

so erhdlt man:

) Man beachte, daB V ¥ [r/ und FiEJr) ist.



o
e <
]

In dem Falle JNDU,

und in dem Falle INDU; = Mo ist

= ( 1ist

ST) = S°

541 = S )

(6.5)

P x y z
Zur Berechnung der Konstanten Bz, Bz / BL ’ Bl hat man also die

Formeln 6.1,...,6.5 auszuwerten.
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7. Berechnung des Druckes P und des Beschleunigungsvektors a
m

im Punkt £ , herrithrend vom rechtwink

und dem zugehdrigen spiegelsymmetrischen Element m’

7.1 Berechnung der lokalen Koordinaten

Um den vom rechteckigen Dipolelement m herrithrenden Druckanteil P
und den Beschleunigungsanteil @ im Punkt FZ mit Hilfe der in [-18_7
angegebenen Formeln berechnen zu kdnnen, ist es notwendig, die
Koordinaten dieses Punktes auf lokale Kgfrdinatinsysteme zu trans-
=32 T =7

-

formieren, die von den Basisvektoren #, ;im, I, aufgespannt werden
und deren Urspriinge in den vier Eckpunkten des rechteckigen Dipol-
elements liegen. Der Einfachheit halber soll der Ursprung zunidchst
im Mittelpunkt des rechtwinkligen Dipolelements liegen.

Fiir die Transformation gilt dann folgende Beziehung:
- F -2 _ == -
/’.Z T - M\S?

Hierin ist

Vektor der lokalen Koordinaten des

§‘._ 7 Punktes [

und

Tranformationsmatrix

Kyl
I

~

3 e,
Y

~

?
N

~

3

L6st man nach den lokalen Koordinaten 5, 7,\] auf, so ergibt sich

unter Verwendung der im Abschnitt 5.3 eingefiihrten Hilfsgrdfien:
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(x0-x2) A+ (vl -y AS + (2]- 22) A2
A

L m

. (xs-x2) ALl + (yi}z'-ls)/f)/]}f? + (zy-22) AL (7.1)
y = (x2=x2) A+ (yi-y2) An + (z3-22) AL
D

Da das Problem spiegelsymmetrisch ist beziiglich der Ebene Z“’OC

gehdrt zu jedem rechteckigen Dipolelement m ein dazu spiegel-
symmetrisches Element m’ . Die Elemente m und m’ haben die gleiche
Dipolbelegung. Da auch der vom Element m’ herrithrende Druck- und Be-
schleunigungsanteil im Punkt FZ erfallit werden mul, ist es notwendig,
die Koordinaten dieses Punktes auch auf ein lokales Koordinaten-
system zu transformieren, das von Vektoren aufgespannt wird, die

aus dem Vektortripel ng

m

=72 =J2 . . .
fw , Vw durch Spiegelung in der Ebene z=0

hervorgehen.

Durch analoges Vorgehen wie im Falle des Elements m ergeben sich die

auf das spiegelsymmetrische Element m’ bezogenen lokalen Koordinaten
‘fi 7? ]' wie folgt:

5 - (xe-xZ)AZ+ (yi-yi) A= (20422 ) AL
Dm
0 = (x)-x2) A+ (vi-ya) A= (z1+22) A0 (7.0
D..
c (X x)AT (i) A (222 ) AT

J = D.

-1

Die Koordinaten des Punktes ¥, bezogen auf lokale Koordinatensysteme
mit Urspriingen in den vier Eckpunkten des rechteckigen Dipolelements
m und m’ ergeben sich durch Addition oder Subtraktion von I’?ﬁfz

bzw. Kj%é.



Koordinaten beziiglich
Element m , Eckpunkt 1

5

1 j_ N
vﬁ ,? * ]’_’3/2
7T 7R

]

Koordinaten beziiglich
Element m, Eckpunkt 3

-

SN
73 = h:iéz
33 = ] i’sz/Z

. ) 7 11 1/
Die Koordinaten §:.,1, ]

36 -

Koordinaten beziliglich
Element m , Eckpunkt 2

57§
IR B2
7o g2

Koordinaten beziiglich
Element m , Eckpunkt 4

(A
7-i<72/2

gy /2

(7.3)

+
}

-
1}

bezﬁglich des Elementes ﬂf, Eckpunkt 1,

ferner die Koordinaten 32 /A ‘]2 bezliglich des Elementes m', Bck-
punkt 2, usw. berechnen sich ganz analog, wenn anstelle von ¥, 7\}
die Werte 3’ Q J eingesetzt werden.

7.2 Berechnung der Druck- und Beschleunigungsanteile

Nunmehr lassen sich mit Hilfe der in / 18_/ hergeleiteten Formeln

die von den Elementen m und m’ herrithrenden Druck- und Beschleunigungs-

P
anteile im Punkt /', angeben.

Zwar liefern diese Formeln so, wie sie

angegeben sind, neben dem Druckanteil nur die Geschwindigkeitsanteile.

Die Beschleunigungsanteile erhdlt man aus den letzteren, jedoch so-

fort durch partiellen Differentiationen nach der Zeit T.

Bezeichnet

D = Druckanteil im Punkt £ , herrithrend von den Elementen m UndJﬂc

so erhdlt man unter Verwendung des im Abschnitt 4.4 eingefiihrten An-
satzes fir afj/gz'und der in Abschnitt 5.3 durchgefithrten Auflistung:

[!?fka:.+é%i?)<ﬁf‘+'gﬁfka:l*-ga?/xk:i] ) fDO



Hierin ist
° = ¢ [[P(fﬂ '/[1 J:) _ i "’(3_1 *72’J-.) ”-fp(’j'; ;73 j3) ,,./fp('jﬁ '?"-h]"*)
lp(jﬂ 1/ ) Z(sﬂ/ 2 2/) /Z S_/ 3/ J’ '§_~r/'?iu»/J )]

und
46 ( ) 21 (7.4)
Bezeichnen
/a} die Komponenten des Beschleunigungsvektors im
; Punkt £ , herrithrend vom Element m und bezogen
auf das zum Element m gehdrende, lokale Koordi-
a’ &
natensystem,
und
- E die Komponenten des Beschleunigungsvektors im
G p gung
a?' Punkt AZ, herrithrend vom Element m’ und bezogen
yi auf das zum Element m’ gehérende, lokale Koordi-
“ natensysten,

so erhdlt man ebenfalls unter Verwendung des im Abschnitt 4.4 einge-

fihrten Ansatzes fir atj/azf und der in Abschnitt 5.3 durchgefiithrten
Auflistung:

A

a’ = [9/”‘ X&ui-g, X&zz +9/ )(P)g_-i—gm)(ﬁ»z] C,L

a = [ g | a”

und

-2 o
] &
[ Ul
QR
33
=<
+
R
=<
= +
e
2
+
R
=
Sy
'



Hierin ist

R AT A AP A Gt YA A By
71507) -
R ATT) j’)- .....
A S I A IR A DA A Y
TAGT P
= P

i

0o
aﬂ

i

[H

Q
1

[

mit

(7.5)

Pllspy) » ~ILEEEE
ST (o) (57 5) Vit g r

. . i3 . 57
/f(};'?uj) (524-??2)1/;2—“72_1-5; ﬁ (5 'YJ) (f "J N_T

Um spdter die Superposition der von allen Elementen herrthrenden
Beschleunigungsvektoren durchfilhren zu kdnnen, ist es notwendig,

die Vektorkomponenten der Beschleunigung auf ein einheitliches

Koordinatensystem zu beziehen. Hierfiir bietet sich das globale

Koordinatensystem an. Bezeichnen

X -

a die Komponenten des Beschleunigungsvektors im
a Punkt XL, herriihrend von den Elementen m und m’
a® und bezogen auf das globale Koordinatensystem,

so 1ist: 2
(o5r ST+ [t a¥) XD+ (a+a”) X
(afea)yl v (@t a)y™ s (a’a”)y

72

(05-c) 2"+ (¢ aV) 2"+ (a-d”) z



7.3 Umformung der Gleichungen zur Bestimmung der Druck- und Be-
schleunigungsanteile

Fir die weitere Auswertung der gewonnenen Beziehungen sind noch

einige Umformungen notwendig.

Der von den Dipolelementen m und m’ herrithrende Druckanteil P
sowie die von diesen Elementen herriihrenden Beschleunigungsanteile

a3] aﬁ a” - alle bezogen auf den Punkt # - sollen in der folgen-
den Form angegeben werden:

P = ):C;& X&
2 Con X,
a’ = ZCZ& Xn
a® = Zczzk Xa

Al X
Die Summation soll sich hierbei itber alle C&ﬁ5C%k“..erstrecken, die

N
'

§

nicht verschwinden. Diese von Null verschiedenen Koeffizienten er-

geben sich unter Beachtung der oben angegebenen Beziehungen:

p a 42 c o] _ 22 o
Cenn = g P Copzz = g P

- p 32 O - P ‘ _ 42 U
Cfﬁu = g,m P (/qu»z = 9% ,D

™ : m

Cél:: = 91: a” C;kfj = 9:2 a” (7.6)
Can = gma” Cop = gndl
i+ gl s - g
Coz = gma” Cope = gmra”
Cor = gul' Cogr = g™

Z z %2 EZ0
Cg&u 32 _zr Cf}i::‘z = 8/"" a

1
KL,
Q



mit
_x0 SN C LA T S 7 e 2 Ly gy T
a” = (ard ) x (@ ad ) K (aral ) X,
v . . : ; 7 Jor) J2
a’ s (aj - CCS”) }/ljz"* (CL?&* CLW) yfl t (CLJ ca I) Y i (7.6)

-

azo - ((}(,jc“ agcyziz N (asyo_ a'qo/) Z:Z . (a)-c__ a:rci)' Z:ﬂz

Mit den Formeln 7.1,...,7.6 ist damit ein Weg zZur Berechnung der

- P x -z
Koeffizienten C%kICQ&, CQEJ C{k gefunden, soweit sie den Einfluf}

der rechteckigen Dipolelemente M und m’ beschreiben.
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hleunlgungsvektors(l

8. Berechnung des Druckes P und des Bes
1

=[O

SUW AT w4l

im Punkt ﬁ herrihrend der Que
ri

horigen splegel ymmetrischen Quellen n

Der von der Quelle n und der zugehSrigen spiegelsymmetrischen
Quelle N’ herrithrende Druckanteil P im Punkt,ﬁ'ist nach [-17_7:

! 3, . 73 7., 71
[ [gnf/(&;s * G Ko+ G Kp * o Xy | (7 -2

Der von der Quelle mherrlihrende Beschleunigungsanteil & im punkt £

ist von N nach £ gerichtet und betrigt:
[9/:‘3‘)(&.:3 F 9,:3‘)(&13 + g/ szs + )( v3] )

Der von der Quelle n’ herrithrende Beschleunigungsanteil ¢ im Punkt £

ist von N’ nach E'gerichtet und betridgt:
- 5 23 13 B, 1 /142
[gaXas = Gakin = giXe = g Xen] (F)

Hierin ist ¥ der Abstand zwischen Quelle 1 und Punktkz,

Fu

Vixd-x207 e (yl=yd) e (2-2)) (8.1)

und I’ ist der Abstand zwischen Quelle n' und Punkt £.

Vlxi-x3) e (ye-ya) e (204 22)° (8.2)

AuBerdem wurde der im Abschnitt 4.4 eingefiihrte Ansatz fir DSéﬂﬁf
und die im Abschnitt 5.3 durchgefiihrte Auflistung benutzt.

Weiterhin sind

X
Yy
z

der Richtungsvektor des Abstandes zwischen
Quelle 1 und Punkt 2

Y
B

und

Xi
! J.; der Richtungsvektor des Abstandes zwischen
(Z’ Quelle n’ und Punkt £



Die Richtungsvektoren haben die Linge der Einheit.1) Sie ergeben

S

[t

ch wie folgt:

>

(X;'.X:)//’
(ve - vl (8.3)
(2¢-z23)/r

r o= (FQ’—f’{b/f d.h. y

"

Ca (x-x3)/r
' (_y:__ y:)/f” (8.4)
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Zwecks der spidter erfolgenden Superposition sind der Beschleunigungs-
anteil d mit dem Richtungsvektor ¥ und der Beschleunigungsanteil &’

mit dem Richtungsvektor ¥’ auf das globale Koordinatensystem zu be-
ziehen. Bezeichnen

a die Komponenten des Beschleunigungsvektors im Punkt £
a’ ; herrithrend von den Quellen N und n’ und bezogen
a® auf das globale Koordinatensystem,
so ist:
cz* = ax + a'x’
af = ay +dy
z Pt
a- = az t+t aZf

Flir die weitere Auswertung ist es erforderlich, den von den Quellen N
und N’ herrithrenden Druckanteil P sowie die von diesen Quellen her-
rihrenden Beschleunigungsanteile af aﬁ a? - alle bezogen auf den
Punkt £ - in der folgenden Form anzugeben, die auch in Abschn.7.3
verwendet wurde:

D Man beachte, daBl ¥ *:/Fl und ¥’ #* /F7 ist.
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2 Co X
a* = 2 CuXs
& = 2 CuXe
a’ = 2 Cu X

X
Die Summation soll sich hierbei wieder Uliber alle CQQlC&h,.“

erstrecken, die nicht verschwinden. Diese von Null verschiedenen
Koeffizienten erhdlt man zu:

Conp = gu P Copn = go P
p 33 A€ P 4 [
Conp = ¢n P Cogr = guP

X 13 x0 X 23
CL&‘_’? = 8/" a Cg&i?' = gn Clw
- X X0 A 3
Cony = 9"’130} Cg&? - o
Canp = gna” Cop = goa”

. Y (2
Chp = gia” Cho = gid
N .2 :
Coarr = ™ Cos = o @

z ; 3 20
szs = gf?\aaw C;kf = gf:u

»n

mit

gx
)

1)
N
~\R
N—
'><N

+
—
-\~
XN

®‘<
9
1t
’\
=\
\—/
N
~
-'
———
~ \=
- ~
\<~



Mit den Formeln 8.1,...,8.5 ist damit ein Weg zur Berechnung
B . s N ~X 1 -~ Z - N . . <
der Koeffizienten C?kitlﬁiczth%& getunden, soweit sie den

EinfluB der punktférmigen Quellen n und n' beschreiben.
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9. Superposition der Druckanteile P und Beschleunigungsanteile a

herrihrend von den Quellen € und N , den rechteckigen Dipol-

elementen m , sowie den hierzu spiegelsymmetrischen Quellen
bzw. Elementen €N’ und m"

Die Superposition der Druckanteile P und Beschleunigungsanteile &7
die von den in Rede stehenden Quellen und rechteckigen Dipolelementen
herrtthren, fihrt zu den in Abschnitt 3 angegebenen Formeln 3.3 zur
Bestimmung des Druckes P und der Komponenten a’, af,(lz des Be-
schleunigungsvektors & fir den Punkt £ . Die in diesen Formeln auf-
tretenden Konstanten BLPI BZ, BZ,B; und Koeffizienten Ceifcéxkicgkl(;:k
ergeben sich durch Summation der entsprechenden Werte, die fiir die
einzelnen Quellen und Dipolelemente in den Abschnitten 6, 7, 8 her-

geleitet wurden. Fir die Superposition erhdlt man damit:
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Die hinter den eckigen Klammern stehenden Indizes 4; m oder N
sollen anzeigen, dafl der jeweilige Koeffizient oder die Konstante
jeweils nur entweder auf eine Quelle 4 bzw. N und die zugehdrige
spiegelsymmetrische Quelle 1’ bzw. n’' oder auf ein rechteckiges
Dipolelement m und das zugehdrige spiegelsymmetrische Element m’

bezogen ist. Demnach ergeben sich

P ;

die Konstanten [f%]{,[zﬁjﬂ_“ mit Hilfe der Formeln 6.5
- X

die Koeffizienten &;de,ﬂkklm.“ mit Hilfe der Formeln 7.6

P X
die Koeffizienten [t@kjn,[CLkl”", mit Hilfe der Formeln 8.5

Wie in Abschnitt 7 und 8 angegeben, treten von Null verschiedene
Koeffizienten nur fir die vier Indizes R=R. k. B) R7 bay KRBT bR

auf. Dies vereinfacht die Summation.

Mit den Gleichungen 9.1 und den friither abgeleiteten Beziehungen
wurde damit ein Werkzeug zur Verfiigung gestellt, das die Berechnung
des Druckes P und der Komponenten aﬁ aﬁ a® des Beschleunigungs-
vektors @ fiir jeden Punkt £ erlaubt, sobald die Unbekannten )GQ be-
kannt sind.

Bevor im ndchsten Abschnitt die Bestimmung dieser Unbekannten mit
Hilfe der Randbedingungen erfolgt, ist es zweckmdBig, den filir den

Punkt £ bestimmten Beschleunigungsvektor & mit Hilfe der Komponenten

ol Komponenten des Beschleunigungsvektors o im Punktl@

aﬁ bezogen auf die dem Punkt zzugeordneten Basisvek-
T e < B <

@) toren RV RTET

auszudricken. Die aus der Drehung der Basisvektoren folgenden Trans-

formationsformeln lauten:

£ x5 y §1 z_f1
a = U .Xe + d yt + A 2,
1 1 71

a’ = ax e ady)+ a’z,
h 31 1 71
a = A'X, * ady, + a’z,



Die drei Beziehungen zur Bestimmung von CLﬁ a):cxz in den

Gleichungen 9.1 werden deshalb ersetzt durch die Beziehungen

_ i K
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Be = ByxJ + Blve + Bz
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Besondere Bedeutung hat die Beschleunigungskomponente a; Sie steht
normal zur Randflidche (zugehdriger Richtungsvektor IL ) und wird

normalerweise fiir einen Teil der Randpunkte durch die Randbedingungen
vorgeschrieben.




10. Bestimmung der unbekannten Stiitzwerte X} durch ndherungsweise

Erfillung der Randbedingungen

Die ndherungsweise Erfiillung der Randbedingungen erfolgt dadurch,
dal nicht an allen unendlich vielen Randpunkten, sondern nur in
insgesamt { Randpunkten gemidB den Spezifikationen in Abschnitt 4.4
und der gednderten Auflistung in Abschnitt 5.2 entweder der Rand-
druck P oder die Normalbeschleunigung des Randes af explizit vorge-
schrieben wird. Die Zahl /{ ist identisch mit der Anzahl der zu be-

stimmenden Stutzwerte,XQ.

Dieses Vorgehen fihrt zu dem im Abschnitt 3 angegebenen linearen

Gleichungssystem 3.2 fir die Unbekannten,Xk

U . .
2Cj& Xp = 5?,' (3'=’/,2,...,K) \)

A=1

wobei zur Bestimmung von CJ'& und B_& die Liste £= 12,...,L zuz
durchlaufen ist und fur IND2, =1

Cjp = Cpp  umd B, = R(T)-8f (10.1)
sowie fur INDZ£=2
Cin = Cly und B; = a.(1) -8} J

zu setzen ist. Der Index j durchlduft hierbei der Reihe nach die Werte

5= 12,8 "
In dem Falle.IND3£ =0 ist
p(T) = P buw. () = a,

und im Falle [ND3, = w ist
IDZ(Z') = Pfﬁ‘“(?} bzw, CLZ(Y:) = af{ﬂ(”{)

Damit steht ein lineares Gleichungssystem zur Verfligung, das im allge-
meinen fir jeden Zeitpunkt 77>'U'eine eindeutige L&sung flir die Unbe-
kannten.x(h ergibt. Mit Hilfe der Formeln 9.1 bzw. 9.2 lassen sich

1)

Die Indizierung mit j ist verschieden von der in Abschnitt 4.4
benutzten Indizierung.
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ofort die Driicke P und die Beschleunigungen a fur die

. ™ .
u dem selben Zeitpunkt 7> (7 bestimmen. In andere

n
Druck-und Beschleunigungsfeld fiir jeden Zeitpunkt ¢ >
sich bestimmen.



11. Bestimmung der Druck-, Beschleunigungs- und Geschwindigkeits-

felder als Funktion der Zeit T.

Es wird hier davon ausgegangen, dafl die Druck-, Beschleunigungs-
und Geschwindigkeitsfelder als Funktion der Zeit als bekannt ange-
sehen werden diirfen, wenn die entsprechenden Werte in den Auf-
punkten £=7,2,...,L fiir die Zeitpunkte ¥ =0,7,2,.., A berechnet worden
sind. Die zu den Zeitpunkten gehdrenden Zeiten sind T=v4.

Der gesamte hier zu betrachtende Zeitbereich ist O2TsANA.
(Vergleiche auch Abschnitt 4.2)

Umn demnach die Druck- und Beschleunigungsfelder als Funktion der
Zeit T zu bestimmen, ist es lediglich notwendig, das im Vorange-
gangenen angegebene Rechenverfahren fiir jeden Zeitpunkt y=Q72.. A4
einmal zu durchlaufen. Zahlreiche Rechnungen brauchen hierbei je-
doch nur einmal ausgefiithrt zu werden. Unter den Voraussetzungen, die
in dieser Arbeit gemacht wurden, sind die Koeffizienten CJZ,C;k,”.
und damit auch CG} keine Funktionen der Zeit. Diese Koeffizienten
brauchen deshalb in jedem Problem nur einmal bestimmt zu werden.
Auch das lineare Gleichungssystem 10.1 braucht nicht bei jedem
Rechenschritt vollstidndig neu geldst zu werden. Es ist vielmehr
ausreichend, die Koeffizientenmatrix (:j& einmal zu Beginn der Rech-
nung zu invertieren. Die zu jedem der Zeitpunkte ) gehdrenden Unbe-
kannten,,Xk ergeben sich dann mit Hilfe der folgenden linearen Be-

XL -1
Xe = 2 [Cinl BJ', (11.1)
371

-7 i ’ .
wobei[tgh] die zu th inverse Matrix darstellt. Die Werte 133 sind
im allgemeinen Funktionen der Zeit, da sie sich aus den vorgegebenen

Intensitdten der Singularitédten 4=72..7 und den vorgegebenen Rand-

(<yeey

ziehung:

driicken und Beschleunigungen berechnen und diese mit der Zeit vari-
ieren kdnnen. Die Werte fij miissen also fiir jeden Zeitpunkt neu
bestimmt werden. Variieren die Intensitdten der Singularitdten
4=72,..,1 nicht mit der Zeit (INDU, <0 ),s0 sind in den Beziehungen
10.1 die Werte B: und Bg'keine Funktionen der Zeit. Die Bestimmung
von [31 fiir die Zeitschritte YV > gestaltet sich dann sehr einfach.
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In dem Falle schliefllich, dafl auch die Randbedingungen sich zeit-
lich nicht &4ndern, erhdlt man flir jeden Zeitpunkt dasselbe Druck-

und Beschleunigungsfeld.
Das Geschwindigkeitsfeld mit

V2
V=-jv7 Geschwindigkeitskomponenten bezogen auf die Basis-
AN

- 1
vektoren le ,

v’ !

ergibt sich durch zeitliche Integration der entsprechenden Beschleu-
nigungen. Fihrt man diese Integration mit Hilfe der Trapezformel

ndherungsweise durch, so ergibt sich:

[Vi] = ([a‘] +[d'],) 51‘(2 Tas],) 4
[V, = ([a],+[a},) %5 + (2 [a'l,)4 (1.2

v, = (el (@))% + (2 [al,) 4

1]

Die eckigen Klammern mit den angehdngten Indizes V;(7,a¢ deuten an,
dafl die jeweiligen Werte sich auf den Zeitpunkt V;Cﬁ oL beziehen.
Damit sind auch die Geschwindigkeitsfelder als Funktion der Zeit

bekannt.



12. Einige Anmerkungen zur Programmiertechnik und zum Rechen-

aufwand von SINGI

Auf der Basis der in den vorhergegangenen Kapiteln beschriebenen
Theorie wurde ein PL/1-Rechenprogramm erstellt. Dabei wurde da-
rauf geachtet, daB die im Programm verwendeten Variablennamen
weitestgehend mit den Bezeichnungen ilibereinstimmen, die in Kap.

4, - 10. verwendet wurden.

Die Grole der zu berechnenden Probleme ist vom Programm SINGT
her unbegrenzt und hdngt somit nur von der verwendeten Rechen-
anlage ab. Da das Programm in PL/1 geschrieben wurde, kdnnen sdmt-

liche Daten formatfrei eingegeben werden.

Die eingegebenen Daten durchlaufen nach dem Einlesen zundchst
eine Diagnostik-Routine. Werden hierbei Fehler festgestellt, so
druckt das Programm selbsterkldrende Fehlermeldungen aus. Je

nach Grad der erkannten Fehler wird der Job abgebrochen oder nach

Ausgabe einer Warnung weitergerechnet.

Zur schnelleren Uberprifung der eingegebenen und zu berechnenden
Strukturen sowie zur Darstellung der Ergebnisse wurden einige
Plot-Routinen erstellt (siehe dazu Abb. 3 bis 9).

Als Hinweis filir den Rechenaufwand von SINGT mdgen die Angaben
in Tafel I dienen. Sie gelten fir die in Kapitel 13 diskutier-
ten Rechenbeispiele auf einer IBM 370/168.

Tafel I Angaben zum Rechenaufwand von SING 1

Wasserpool fir Druck- T - Stiick

unterdriickungssysten (126 Flemente, 63 Stiitz-

250 Stitzstellen) stellen)
CPU-Zeit 17 min 35 sec
Kernspei-
cher 1000 KByte 190 KByte

Kosten 700,-- DM 93,-~- DM



13. Anwendungsbeispiele fir SINGI

13.1 Fluiddynamisches Verhalten des Wasserpools eines

Druckunterdriickungssystems flir Siedewasserreaktoren

Als Auslegungsstdrfall von Leichtwasserreaktoren wird angenommen,
dafl eine Hauptkiihlmittelleitung des Primdrkreises bricht und das
Kihlmittel als Dampf in das Containment austritt. Um bei Siede-
wasserreaktoren den sich einstellenden Containmentdruck niedrig

zu halten, wird der Dampf in einem Druckunterdriickungssystem konden-
siert / 9,10,19_/. Es besteht aus einem ringférmigen Wasserpool
(Auflendurchmesser ca. 30 m, Wasservolumen 2500 m3) in den der

Dampf mittels vieler Rohre (Durchmesser ca. 0,6 m) eingeblasen

wird. Wie Versuche zeigen, erfolgt die Kondensation hierbei stark
diskontinuierlich. Dies kann zu erheblichen dynamischen Belastungen

der umgebenden Winde filihren.

Mit Hilfe des Rechenprogramms SING1 wurde eine fluiddynamische
Analyse fir den Wasserpool durchgefiihrt. Um den numerischen Auf-
wand in Grenzen zu halten, wurde nur ein Drittel der Ringgeometrie
berlicksichtigt. Da dieses Drittel auflerdem spiegelsymmetrisch ist,
genligte es, die Diskretisierung auf ein Sechstel des ringfdrmigen
Wasserbereiches zu beschrdnken. Die Dipolelemente wurden ndherungs-
weise in die Fluid-Oberflidche gelegt. Thre Anordnung ist aus Abb. 3
zu erkennen. Man bestdtigt, dafl die Elementiiberlappungen und "Lecks',
die bei der Darstellung nicht rechteckiger Fldchen mit rechteckigen
Elementen unvermeidlich sind, relativ klein sind. Die Deckfl&che
stellt die freie Wasseroberfldche dar. An ihr wurde ein Druck von

p = O vorgeschrieben. Die Verdnderung der freien Wasseroberfliche
durch die Fluidbewegung wurde vernachldssigt (kleine Verformungen).
An den iibrigen Fluidoberflichen, die durch die umgebenden Winde
gebildet werden, wurde eine Normalbeschleunigung von a = 0 vorge-
schrieben. In einem realistischen Modell miifte dagegen die Flexi-
bilitdt der Wdnde mitberlicksichtigt und das Problem als gekoppel-
tes fluid-strukturdynamisches Problem behandelt werden. Eine Er-
weiterung des Codes in dieser Richtung ist in Arbeit / 9,70_/. Die
diskontinuierliche Kondensation wird durch eire oszillierende

Quelle an den Mindungen der Kondensationsrohre simuliert.



Es wurden insgesamt vier Rechnungen durchgefiihrt (Tafel II).

Nach der ersten Rechnung wurde aufgrund der Ergebnisse (mangel-
hafte Erfiillung der Randbedingungen in Quellnidhe) Anzahl und
Zuordnung der Stiitzstellen gedndert. Bei der dritten und vierten
Rechnung wurde die Lage der Quelle,entsprechend den verschiedenen

Mindungen der Kondensationsrohre, variiert.

Die Ergebnisse der Rechnungen Nr. 1 bis 4 sind aus den Abb. 4
bis 7 zu entnehmen. Die Druckverteilung iiber den Randflédchen
wird in den Mittelpunkten der Dipolelemente durch Striche mit
Querbalken, die Verteilung der Normalbeschleunigung wird durch
Pfeile dargestellt. Man sieht, daB jeweils der Druck (freie
Oberflidche) oder die Normalbeschleunigung (ubrige Randflédchen)
ndherungsweise - entsprechend den vorgegebenen Randbedingungen -
verschwinden. Beschleunigungen, deren Darstellungslidngen kleiner
als die Linge der Pfeilspitze gewesen widren, wurden nicht ge-

zeichnet.

Bei der ersten Rechnung (Abb. 4) ergaben sich an der Zylinder-
und Kegelfldche durch die Ndhe der Quelle gréfere Fehler in

den Randbedingungen. An einigen Elementen, in denen die Erfiillung
der Randbedingungen (Verschwinden der Normalbeschl.) nicht er-
zwungen wurde, traten Normalbeschleunigungen auf, die in der

Grélenordnung der Werte an der freien Oberfldche liegen.

Bei der zweiten Rechnung (Abb. 5) wurde dieser Mangel durch ge-
zieltes Hinzufligen weiterer Stiitzstellen behoben. Beim Vergleich
der Druckverteilungen in Abb. 4 mit denjenigen in Abb. 5 f&dllt
auf, dafl die Ergebnisse der Rechnung durch die lokale Verletzung

der Randbedingungen nahezu nicht beeinfluflt werden.

Bei der dritten Rechnung (Abb. 6) befand sich die Quelle weniger
tief unter der Wasseroberflidche. Wie zu erwarten, ergeben sich

hierdurch insgesamt geringere Driicke. Der Druckpeak in der Kegel-
flédche wird lberproportional abgebaut. Dagegen wird die Beschleu-

nigungsverteilung lber der freien Oberflidche ungleichmifiger.

Bei der vierten Rechnung (Abb. 7) wurde die Quelle auf einen

groleren Ringradius geschoben. Dadurch verschwindet der Druck-



peak an der Kegelfldche nahezu vollstdndig. Hingegen ist eine
lokale Druckerhdhung in der Kugelflidche zu beobachten. An der-
selben Stelle nehmen auch die Fehler in den Randbedingungen
(mangelhaftes Verschwinden der Normalbeschleunigung) zu. Dies
lieBe sich durch gewisse Anderungen in den Stiitzstellen leicht
beheben. Da der Vergleich zwischen Rechnung 1 und 2 jedoch ge-
zeigt hat, dafl solche lokalen Fehler fiir die Druckverteilungen

unerheblich sind, wurde diese Anderung nicht durchgefihrt.

Tafel II Rechenmodell-Variationen filir den Wasserpool

Koordinaten der Quelle
Rechnung Anzah} Anzahl Fluid- [Tiefe unter| Radius be-| Intensitit
der Di-|der .
Nr. . dichte [der Wasser-| zogen auf der
polele-|Stutz- oberfliche | die Ring- | Quelle
mente stellen g
achse
Xk
1 696 232 10" ke/em®] 380 cm 800 cm | 107 cm¥/sec?
2 696 247 " 380 cm 800 cm "
3 696 247 " 280 cm 800 cm "
4 696 247 " 280 cm 1000 cm "

13.2 Fluiddynamik in einem T-Stiick mit unterschiedlichen Rechteck-

querschnitten

Geometrie und Diskretisierung der Fluidoberflidche ist aus Abb. 8

zu ersehen. Um die Grenzen des Verfahrens bei grober Diskretisie-
rung zu studieren, wurden nur 126 Dipolelemente mit 63 Stilitzstel-
len verwendet. Am Rohrquerschnitt 2 wurde ein Druck von P = 3 bar,
am Rohrquerschnittl ein Druck von P = O bar vorgeschrieben. An den
Rohrwidnden wurde Normalbeschleunigung a = O gefordert. Die Ergeb-

nisse sind in Abb. 9 dargestellt.

Trotz der schroffen Querschnittsidnderungen und der sehr groben Dis-
kretisierung erhdlt man plausible Ergebnisse. Die Kontrolle des

Zu- und Abflusses an dem Ein- und AuslaBquerschnitt zeigt, dafl die



Beschleunigungen im richtigen Verhidltnis zueinander stehen.

Dies ist ein Beweis dafiir, daB bei der Verwendung von Dipol-

elementen die in / 7_/ beobachteten Leckverluste an den Kan-

ten nicht auftreten.
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