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Zusamm,:nfassung

Zum Zusammenhang zwischen Eigenschaften und

Gefügestruktur mehrphasiger Werkstoffe

Der elektrische Widerstand, der Elastizitätsmodul und der thermische Aus

dehnungskoeffizient mehrphasiger Werkstoffe hängen von deren Gefügestruk

tur, d.h. der Geometrie und geometrischen Anordnung ihrer Phasen ab. Die

vorliegende Arbeit behandelt in vier Teilen die Ableitung und experimen

telle Prüfung quantitativer Beziehungen zwischen diesen Eigenschaften und

der Gefügestruktur.

Einleitend wird der Kenntnisstand zum Problem zusammengefaßt und die quan

titative Beschreibung der Gefügestruktur aus Meßdaten erörtert. Die Meß

daten werden mit Hilfe der quantitativen Gefügeanalyse ermittelt. Anschlie

ßend wird die Ableitung der Gleichungen beschrieben, die die Abhängigkeit

des elektrischen Widerstandes, des Elastizitätsmoduls und des thermischen

Ausdehnungskoeffizienten zweiphasiger Werkstoffe quantitativ erfassen. Be

rechnete Werte werden verglichen mit zahlreichen experimentellen Werten

zweiphasiger Werkstoffe. Da die Gleichungen auch auf poröse Werkstoffe an

wendbar sind, wird auch für diese ein entsprechender Vergleich durchge

führt. Die Arbeit schließt mit einer allgemeinen und ingenieurmäßigen Ein

schätzung der Ergebnisse:

die Kenntnis von Gefüge-Eigenschaftsgleichungen

ermöglicht Eigenschaftsbestimmungen ohne Eigenschaftsmessung aus
Daten der quantitativen Gefügeanalyse und erweitert damit die kon
ventionelle Qualitätskontrolle

ermöglicht die Vorausberechnung von Eigenschaftsverbesserungen
durch Gefügeoptimierung ("maßgeschneiderte Werkstoffe")

vertieft das physikalische Verständnis der Eigenschaften mehrphasiger
Werkstoffe.

Als Manuskript eingereicht am 18.09.1978



Abstract

On the Relationship Between the Properties and

the Microstructure of Multiphase Materials

The electrical resistivity, Youngs modulus of elasticity and the thermal

expansion coefficient of multiphase materials depend on their micro

structure, that is on the geometry and geometrical arrangement of their

phases. The present contribution in four parts deals with the derivation

and experimental confirmation of quantitativerelationships between prop

erties and microstructure. It 1S introduced by summarizing the state-of

the-art to the problem and considering the microstructure description

quantitatively from data measured by quantitative microstructural analysis.

The derivation of microstructure-property-equations follows providing

the interrelationship between the microstructure of two phase materials

including porous materials and their electrical resistivity, Youngs

modulus of elasticity and thermal expansion coefficient. Calculated prop

erties are compared to those measured for two phase materials including

porous materials. Finally a general and engineering evaluation is made

saying, that the knowledge of microstructure-property-equations

provides the basis to determine properties by quantitativemicro
structural analysis without measuring them so extending the con
ventional quality control

opens the way to pre-calculate property improvements by optimizing
the microstructure ("taylor-made-materials")

provides a better insight physically to the properties of multi
phase materials.
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Vor w 0 r t

Das Erscheinen aller v~er Teile der vorliegenden Arbeit hat e~nen ge

w~ssen Zeitraum in Anspruch genommen. Inzwischen wurden weitere Rech

nungen und Experimente durchgeführt, die noch nicht abgeschlossen und

veröffentlicht sind. Sie erlauben jedoch im einzelnen weitergehende

Einschätzungen der Problematik des Gefüge-Eigenschafts-Zusammenhangs,

als sie zum Zeitpunkt des Drucks der vorliegenden Arbeit möglich waren.

Dieses Vorwort soll diesen Ergebnissen Rechnung tragen, gleichzeitig

zusammenfassen und Hinweise auf Berichtigungen geben.

Die Eigenschaften mehrphasiger Werkstoffe hängen von den Eigenschaften

ihrer Phasen und ihrer Gefügestruktur (Geometrie und geometrische An

ordnung der Gefügebestandteile) ab. Diese Abhängigkeit für den elektri

schen Widerstand, Elastizitätsmodul und thermischen Ausdehnungskoeffi

zienten zweiphasiger Werkstoffe quantitativ zu erfassen war das Ziel

dieser Arbeit. Durch e~ne umfangreiche Literaturauswertung sowohl hin

sichtlich der Theorie des Zusammenhangs der Eigenschaften und Gefüge

struktur als auch experimenteller Werte sowie die Weiterentwicklung

theoretischer Ansätze und eigene Messungen wurde der Vergleich errech

neter und gemessener Eigenschaftswerte für bestimmte Gefügestrukturen

möglich. Danach ergibt sich derzeit folgende Einschätzung der Proble

matik:

die Abhängigkeit der genannten Eigenschaften zweiphasiger Werkstoffe
von ihrer Gefügestruktur ist theoretisch über Gefüge-Eigenschafts
gleichungen erfaßbar, in die der Gefügeeinfluß durch Gefügefaktoren
eingeht.

für Einlagerungsgefüge ergeben sich die Gefügefaktoren aus Gefüge
strukturparametern zur Konzentration der Phasen, sowie der Form und
Orientierung der Teilchen der eingelagerten Phase

für bestimmte Randbedingungen, wie beispielsweise isotrope Werkstoffe,
ergeben sich für die Gefügefaktoren mathematisch Wertepaare, zwischen
denen der reale Eigenschaftswert liegen muß (Grenzwertkonzept)



*

bei Unkenntnis oder Fehlen definierbarer können die
Gefügefaktoren durch Messung und stereologische
Rechnung (ive siehe Band 8, Sonderbände
der Praktischen Metal Verlag Stuttgart 1978,
Seite 103) bes werden. eichung
führt dies sogar zu eindeut für gemessene Gefüge-
parameter. Jedoch sind diese so störanfällig gegenüber Messungenauig-
keiten der Gefügeanalyse, daß auch hier die - in der
vorliegenden Arbeit noch nicht di - Angabe von Wertepaaren
für jeden Gefügefaktor der realistischere Weg sein dürfte. Diese Wer
tepaare liefern die Grenzwerte der Gefügefaktoren, zwischen denen die
Werte für das reale Gefüge liegen müssen. Mit ihnen ergeben sich für
jede Eigenschaft und jede Konzentration der Phasen Grenzkurven für
die Konzentrationsfunktion der Eigenschaften zweiphasiger Werkstoffe,
zwischen denen die realen Eigenschaftswerte liegen müssen.

für die praktische Anwendung der Grenzkurvengleichungen beispiels
welse

zur Abschätzung von Eigenschaften bei Zustandsbedingungen, die
eine direkte Eigenschaftsmessung nicht zulassen oder schwierig
und daher aufwendig und/oder ungenau machen oder

zur Erweiterung der konventionellen gefügeanalytischen Qualitäts
kontrolle zur quantitativen Gefügecharakterisierung mit berech
neten Eigenschaftsangaben

zur Berechnung des Porositätseinflusses auf die Eigenschaften po
röser Werkstoffe durch Behandlung der Poren als eine Phase

sind am besten geeignet und am weitesten entwickelt bisher die Be
ziehungen für Feldeigenschaften (z.B. elektrischer Widerstand, Wärme
leitfähigkeit). Beim Elastizitätsmodul ist eine allgemeine, mathe
matisch übersichtliche und widerspruchsfreie Gefüge-Eigenschafts
gleichung bisher nicht verfügbar. Die Gleichungen sind auf spezielle
Randbedingungen,wie z.B. den isotropen Werkstoff, beschränkt und unter
schiedlich zuverlässig. Während die Gleichungen 37 bis 42 für die Spe
zialfälle des Gefüge-Elastizitätsmodul-Zusammenhangs isotroper zwei
phasiger Werkstoffe sowohl in der Rerleitung als auch beim Test von
Grenzübergängen keinen Anlaß zu Zweifeln bieten - sie wurden daher
dem Vergleich mit experimentellen Werten und der Ableitung der Poro
sitätsabhängigkeit des Elastizitätsmoduls bei geschlossenen, sphäri
schen Poren (Gleichung 45, siehe auch im folgenden "preface") zu
grundegelegt - führten neuere, in der vorliegenden Arbeit noch nicht
ausgeführte* , Fallstudien an der allgemeineren Gleichung für den Ge
füge-Elastizitätsmodul isotroper Werkstoffe nach Tai Te Wu über ihre
programmierten Terme (Gleichungen 26 bis 36) bisher nicht zu eindeu
tigen, zweifelsfreien Ergebnissen. So wird beispielsweise der Elasti
zitätsmodul für den zweiphasigen Werkstoff nicht identisch mit dem
jenigen der eingelagerten Phase, wenn die Konzentration der Matrix
phase Null wird und unabhängig von der Form der eingelagerten Phasen
teilchen ergeben sich lineare Konzentrationsabhängigkeiten des Elasti
zitätsmoduls z.B. für ED/E~ = 10, vD = vM = 0,2. Dies ist nicht in

Zum Vortrag vorgesehen auf dem "Third Int. Symposium on Continuum

Models of Discrete Systems" (eMDS 3), Bad Ronnef, 1979



Übereinstirmnung mit den von Tai Te Wu ~n der Originalarbeit mitge
teilten Ergebnissen.

Die Lösung dieser Fragen sow~e die Entwicklung e~ner allgemeinen Gefüge

Elastizitätsmodul-Gleichung steht für zukünftige Arbeiten an.

Schließlich sind ein~ge Korrekturen nachzutragen:

Gleichung 3 muß richtig heißen:
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und in Abbildung 3 ist der Kurvenverlauf gemäß der gestrichelten Linie

zu korrigieren:
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In Gleichung 19 und Gleichung 20 müssen die Terme

2 2 2 2I-cos a
D cos a

D und
I-cos a

D
cos aD

+ 2FD
F -IFD D 2FD

als Exponenten erscheinen. Die Gleichungen müssen richtig heißen:

2cos a
D

+ I-2F
D (19)

2I-cos a
D

F -I
D

(20)

Aus ihnen ergibt sich auch die Gleichung der Porositätsabhängigkeit des

spezifischen elektrischen Widerstandes zweiphasiger Werkstoffe bei ge

schlossenen, sphärischen Poren (Gleichung 22,siehe auch im folgenden

"Preface").

Schließlich muß ~n Gleichung 27 der Term

ersetzt werden durch den Term



P r e f ace

(Summary, additional remarks, corrections)

Since the four parts of the present publication were issued work was

g01ng on the results of which have been neither completed nor published.

They improve however the insight to the microsturcture-property-problem

compared to the state entered when this contribution was in print. This

is why this abstract is extended to be apreface, taking into account

the recent, unpublished results as weIl as summarizing the content of

the printed four parts and correcting printing errors.

The properties of multiphase materials depend on the properties of their

phases as weIl as on the microstructure, which means the geometry and

geometrical arrangement of their microstructural constituents. It was

the aim of the work presented here to find out quantitatively the inter

relationship between the microstructure of two-phase materials and their

electrical resistivity, youngs modules of elasticity and thermal expansion

coefficient. An extended literature survey concerning the theoretical

background of the microstructure-property-relationships and experimental

values together with theoretical steps toimprove the available equations

and own measurements formed the background to compare calculated and

measured properties related to defined microstructures. This basis provides

the following evaluation of the problem under consideration:

theoretically derived equations exist describing the microstructure
property dependence quantitatively by propriate microstructure fac
tors

in the case of matrix microstructures the microstructural factors
concern the phase concentration, the shape of particles of the
inclusion phase and their orientation

under special microstructural conditions as isotropic two-phase
material for example property value couples follow mathematically
bounding the real property values of the material (bound concept)



(45)

*

where special microstructure conditions do not exist or cannot be
observed the microstructural factors follow from measured micro
structural quantities and stereological calculations ("quantitative
microstructure analysis", see vol. 8, special issues of Practical
Metallography, Dr. Riederer Verlag Stuttgart, 1978, page 103).
There are even approximations as equations 3 leading to unique
values for the microstructural factors derived from measured micro
structural parameters. Rowever as known now - but not yet included
in the following papers* - these unique factor values are extremely
sensitive to the experimental scattering in quantitative microstruc
tural analysis. This is why the more promising way, also not des
cribed here and until now, should be the one providing too value
couples for each microstuctural factor. By them bounds are defined
for each microstructure and property of two-phase materials in
between of which the measured property values have to be expected.

the present mathematical state and reliability of the equations in
view of their practical use is different for the different properties.
The field property equations (e.g. for electrical resistivity or
thermal conductivity) are in the most progressed state to be used
as an engineering approach for example:

to estimate properties at state conditions not permitting direct
property measurements or making some difficult and therefore ex
pansive and/or inaccurate

to extent the microstructure analysis in conventional quality
control by quantitative microstructure characterisation and
related computed property data

to calculate the effect of porosity on the properties of porous
materials by considering pores to be particles of a gaseous phase.

A much less developed situation exists in the case of the ~icro

structure-Youngs modulus of elasticity-relationship. Up to now there
is no general equation available not to cumbersome mathematically
and without contradictions. The various equations are restricted to
special conditions as isotropic materials for example and their
reliability is different. No doubts occur for instance in the spe
cial equations 37 to 42 describing the microstructure dependence
of Youngs modulus of elasticity for defined partic~s shapes and
statistical orientation. This is why they have been used in the com
parison with measured values and to derive an equation describing
the porosity effect on Youngs modulus of elasticity (E

C
) in the case

of closed spherical porosity:
3(3-5cD) (I-CD)

E .
M 9-cD (9,5-S,5v M)

(EM,V M = Youngs modulus and Poisson ratio of the nonporous
matrix material, respectively;

cD Porosity)

Presentation intended on the "Third Int.Symposium on Continuum

Models of Discrete Systems (CMDS 3), Bad Ronnef, 1979



On the contrary and although taken up in part 111.1 of this paper
the Tai Te Wu equations 26-36 concerning more generally isotropic
two-phase materials led to contradictions. noubtful results ob-
tained recently, not yet reported in the present publication,*
demonstrate for example, that in the limiting case of a two-phase iso
tropic material, where the concentration of the matrix phase becomes-
zero it does not follow that the overall Youngs modulus of elasticity
becomes identical with the one of the inclusion phase as has to be
expected. And linear concentration functions of the overall Youngs
modulus follow using definite values (e.g. E /E = 10; v

D
= v = 0.2)

not agreeing with the ones given in the origPna~ paper by Tai~e Wu.

It is a prior task of futural work to solve these contradictions and to

develop a general microstructure-Youngs modulus of elasticity-equation.

Caused by printers devil there have to be made some corrections 1n the

paper:

Equation 3 has to be:

n

v av 2
6eCn[(av)ea,,+(v)eb) - 2N'A e1T"a"b"

1f(a 2b -a"b,,2)e2N'A

and in fig. 3 the dashed line of the curve its the correct slope (seefig.3

in the above german "Vorwort").

In equations 19 and 20 the terms

2
cos an

+ and
2Fn

2
I-cos an

F -In

have to be exponents, so that the correct forms of these equations

are

2 2
I-cos an cos an

+ 1-2FF
n

PM[I-cn ] n

2 2
I-cos an cos an

PM[ I-cn]
Fn

2F
n

(19)

(20)



This is the more important as equation 20 provides the porosity dependence

of the electrical resistivity of porous materials containing closed

spherical porosity:

(Pe overall resistivity of the porous materials;

PM nonporous matrix materials resistivity;

cD = porosity.)

Finally the term

~n equation 27 has to be

c ·TD G
5

(22)
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Zum Zusammenhang zwischen Eigenschaften
mehrphasiger Werkstoffe
On the Relationship between the Properties and the Microstructure of Multiphase Materials

Teil I: Zielsetzung, Kenntnisstand und stereologische Beschreibung der GefügeStfuktur

G.Ondracek
Mitteilung aus dem Institut für Material- und Festkörperforschung des Kernforschungszentrums und der Fakultät für
Maschinenbau der Universität Karlsruhe, Deutschland

I. 1. Einleitung

Der Zusammenhang zwischen den Eigenschaften und der
Gefügestruktur zweiphasiger Werkstoffe wird in der vorlie
genden Arbeit in vier Teilen behandelt. Gleichungen und
Abbildungen sind durchlaufend numeriert über alle vier
Teile, die wie folgt gegliedert sind:

Zielsetzung, Kenntnisstand und stereologische Beschrei
bung der Gefügestruktur
Gefügestruktur und spezifischer elektrischer Widerstand.
Zur Theorie des Zusammenhanges zwischen Gefügestruk
tur und spezifischem elektrischem Widerstand.
Vergleich zwischen berechneten und experimentellen
Werten des spezifischen elektrischen Widerstandes zwei
phasiger Werkstoffe.
Literaturverzeichnis (für die gesamte Abhandlung)
Gefügestruktur und Elastizitätsmodul
Zur Theorie des Zusammenhanges zwischen Gefügestruk
tur und Elastizitätsmodul.
Vergleich zwischen berechneten und experimentellen
Werten des Elastizitätsmoduls zweiphasiger Werkstoffe
Gefügestruktur und thermischer Ausdehnungskoeffizient
Zur Theorie des Zusammenhanges zwischen Gefüge
struktur und thermischem Ausdehnungskoeffizienten
Vergleich zwischen berechneten und experimentellen
Werten des thermischen Ausdehnungskoeffizienten zwei
phasiger Werkstoffe
Schlußfolgerungen.

I. 2. Zielsetzung und Kenntnisstand

Die Eigenschaften mehrphasiger Werkstoffe hängen von
den Eigenschaften ihrer Phasen und deren Geometrie und
geometrischer Anordnung (Gefügestruktur) ab. In der vor
liegenden Arbeit wird die theoretische Ableitung und
experimentelle Prüfung mathematischer Beziehungen zwi
schen der Gefügestruktur und dem spezifischen elektrischen
Widerstand, dem Elastizitätsmodul sowie dem thermischen
Ausdehnungskoeffizienten zweiphasiger Werkstoffe zusam
menfassend behandelt.

Um den Kenntnisstand rückblickend zu beschreiben,
wie er bei Beginn dieser Arbeit vorlag, ist es aufgrund von
gewissen Analogien und Gemeinsamkeiten aus der Sicht
des Gefüge-Eigenschafts-Zusammenhangs sinnvoll, zwischen
Eigenschaftsgruppen zu unterscheiden. So lassen sich bei
spielsweise die Feldeigenschaften, d. h. die Verhaltensweisen
von Werkstoffen beim Auftreten von Temperaturfeldern,
elektrischen und magnetischen Feldern, theoretisch als

Einheit behandeln, weil die Feldgleichungen für unterschied
liche Feldeigenschaften mathematisch analog sind (67, 87).
Die theoretischen Ableitungen für den elektrischen Wider
stand lassen sich daher auf die Wärmeleitfähigkeit oder
die magnetische Permeabilität direkt übertragen. Auch das
Verhalten von Werkstoffen gegenüber - elektromagnetischen
- Lichtwellen (optische Eigenschaften) kann man wie Feld
eigenschaften behandeln. Felder in diesem Sinne sind nicht
an Materie gebunden und daher in der Lage, ein Vakuum
zu überbrücken.

Eine solche Übertragbarkeit existiert dagegen nicht bei
den mechanischen Eigenschaften, wo zwischen dem Bereich
der elastisch- anelastischen und demjenigen der plastisch
viskosen Verformung sowie dem Bruchbereich zu unter
scheiden ist. Andererseits bestehen auch hier Analogien.
So können beispielsweise Betrachtungen zum Elastizitäts
modul auf akustische Eigenschaften übertragen werden,
weil akustische Wellen elastische Deformationen des Werk
stoffs hervorrufen und ebenso wie mechanische Spannungs
und Dehnungsfelder stets an Materie gebunden sind.

Ebenfalls teilweise Gemeinsamkeiten bestehen bei den
thermodynamischen Eigenschaften, wie der Dichte und
dem thermischen Ausdehnungskoeffizienten, der Wärme
kapazität, den latenten Wärmen sowie Schmelz-, Siede
und Umwandlungspunkten, dem Dampfdruck, den Grenz
flächenenergien und Bildungsenthalpien, die den Werkstoff
als thermodynamisches System direkt charakterisieren sol
len. So sind die Gefüge-Eigenschafts-Beziehungen beispiels
weise bei der Dichte oder der Wärmekapazität eines mehr
phasigen Werkstoffs sehr einfach. Beide Eigenschaften er
geben sich additiv aus denjenigen der Phasen. Von Einfluß
auf diese Eigenschaften ist lediglich der Anteil der Phasen
im Gefüge. Schwieriger dagegen sind die Zusammenhänge
beim thermischen Ausdehnungskoeffizienten eines mehr
phasigen Werkstoffes, der durch innere, mechanische Span
nungen mitbestimmt wird, die von der Gefügestruktur ab
hängen.

Die Literatur zum Gefüge-Eigenschafts-Zusammenhang
mehrphasiger Werkstoffe beginnt chronologisch mit theore
tischen Betrachtungen über die Feldeigenschaften von Zwei
phasensystemen. Es wurden zahlreiche empirische, halbem
pirische und auf physikalischer Basis abgeleitete Gleichun
gen ohne oder ohne zuverlässige experimentelle Prüfung
vorgestellt. In einer größeren Vorarbeit zu dieser Abhand-
lung wurden alle Gleichungen für die Feldeigenschaften zusam
mengestellt und zum besseren Vergleich aufgrund der vorn
erwähnten Analogien auf den spezifischen elektrischen
Widerstand zweiphasiger Werkstoffe umgeschrieben (87).
Ihre Zuverlässigkeit wurde mit Plausibilitätskriterien über
prüft. So muß beispielsweise aus Gefüge-Feldeigenschafts-
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Gleichungen folgen, daß der Widerstand des zweiphasigen
Werkstoffs identisch wird mit demjenigen einer Phase, wenn
die Konzentration der anderen Phase Null wird. Außerdem
muß für einen solchen Werkstoff auch dann ein reeller spezi
fischer elektrischer Widerstand existieren, wenn derjenige
einer Phase unendlich groß wird (Poren als zweite Phase).
Auf diese Weise konnten die folgenden - für weitere Be
trachtungen zuverlässigsten - Gefüge-Feldeigenschafts
Gleichungen ausgewählt werden:

die Maxwell-Gleichung (67)
die Bruggemann-Gleichung (10)
die Niesel-Gleichung (79)
Sie gelten für zweiphasige Werkstoffe mit Einlagerungs

gefüge, d. h. für solche mit einer - kontinuierlichen 
Matrixphase, die eine - diskontinuierliche - Einlagerungs
phase enthält. Die später mehrfach bestätigte Maxwell-Glei
chung (siehe Literatur in (87» gilt für geringe Konzentra
tion und sphärische Gestalt der Teilchen der Einlagerungs
phase. Auf ihr bauen die Bruggemann- und die Niesel-Glei
chung auf mit dem Ziel, die Beschränkungen auf geringe
Konzentration und sphärische Form der Teilchen der Ein
lagerungsphase zu überwinden. Dies entspricht einer besse
ren Anpassung der Theorie an die Verhältnisse im realen
Werkstoff. So gilt die Bruggemann-Gleichung zwar eben
falls nur für sphärische Teilchen der Einlagerungsphase,
dehnt aber den Gültigkeitsbereich auf beliebige Phasen
konzentrationen aus, während mit der Nieset-Gleichung
zusätzlich die i. a. irregulär gestalteten Teilchen der Ein
lagerungsphase durch Substitutions-Teilchen rotations
ellipsoider Gestalt näherungsweise beschrieben werden kön
nen.

In weiteren Vorarbeiten zu dieser Abhandlung wurde
die Ableitung der Gefüge-Feldeigenschafts-Gleichung für
zweiphasige Werkstoffe mit Einlagerungsgefüge zusammen
fassend dargestellt, die Integralform der Niesel-Gleichung
in eine explizite Form aufgelöst und wurden aus dieser die
Spezialfälle für große Unterschiede der Phasenwiderstände
hergeleitet (84, 88, 107). Diese speziellen Gefüge-Feldeigen
schafts-Gleichungen schließen den praxisrelevanten Fall
poröser Werkstoffe ein. - Es wurde weiter gezeigt, daß sich
diejenigen Parameter, die die Gefügeeinflüsse in den so abge
leiteten Feldeigenschafts-Gleichungen berücksichtigen, aus
dem Gefüge realer Werkstoffe deuten lassen. Sie betreffen

die Konzentration der Einlagerungsphase
- die Form der Teilchen der Einlagerungsphase
- die Orienticrung der Teilchen der Einlagerungsphase
und lassen sich durch stereologische Analyse realer Gefüge
bilder bestimmen. Im Falle der Feldeigenschaften sind sie
in drei unabhängig voneinander variierbaren Stereologie
faktoren erfaßbar (82,83,85,90,91).

Eines der vorn erwähnten Plausibilitätskriterien für die
Gefüge-Feldeigenschafts-Gleichungen ist die theoretisch
begründete Bedingung, daß die Feldeigenschaften zwei
phasiger Werkstoffe bei allen möglichen Gefügestrukturen
zwischen zwei Grenzwerten liegen müssen. Diese entspre
chen der Parallel- und Reihenanordnung der beiden Phasen
und ergeben sich aus den Kirchhoff-Gesetzen. Das Analogon
dazu für den Elastizitätsmodul zweiphasiger Werkstoffe
sind die Voigt-Reuss-Grenzwerte (94, 95, 123). Anders als
bei den Feldeigenschaften sind die meisten der in der Litera
tur enthaltenen Arbeiten zum Gefügeeinfluß auf elastische
Eigenschaften auf die Einengung dieser Grenzwerte durch
statistische Behandlung der Energieprinzipien der linearen

Elastizitätstheorie gerichtet (41, 42, 60, 61). In der vorlie
genden Abhandlung wird versucht, die über das Grenzwert
konzept hinausgehenden Arbeiten mit zu erfassen und in
den Zusammenhang mit Betrachtungen am realen Gefüge
zu stellen; d. h. die in solchen Gleichungen auftretenden
Parameter aus dem Gefüge zu deuten. Sie lassen sich bislang
nicht zu unabhängig variierbaren Stereologiefaktoren zu
sammenfassen, wie dies bei den Gefüge-Feldeigenschafts
Gleichungen möglich war. Wohl aber lassen sich spezielle
Fälle des Gefüge-Elastizitätsmodul-Zusammenhanges her
leiten, wie beispielsweise der praxisrelevante Fall des Elasti
zitätsmoduls poröser Werkstoffe mit sphärischen Poren,
der in der vorliegenden Arbeit angegeben wird.

Von unmittelbarer Bedeutung ist die Bestimmung der
elastischen Eigenschaften zweiphasiger Werkstoffe für die
Behandlung ihres thermischen Ausdehnungskoeffizienten.
In der Literatur wurde die lineare Schrumpfung eines zwei
phasigen Werkstoffs mit Hilfe eines Gedankenexperimentes
mathematisch behandelt (17), das zum linearen thermischen
Ausdehnungskoeffizienten führt. Dieses Gedankenexperi
ment wurde in der vorliegenden Arbeit angewendet auf die
Betrachtung der thermischen Volumenausdehnung. Die Ab
leitung führt zu einer Gefüge-Ausdehnungskoeffizienten
Beziehung, in die die Gefügeeinflüsse über die elastischen
Eigenschaftskenngrößen des zweiphasigen Werkstoffs ein
gehen.

Die für die Ableitungen gemachten Voraussetzungen
und in ihnen verwendeten, formalen Schritte führen zu
Gefüge-Eigenschafts-Beziehungen, deren Zuverlässigkeit
für eine ingenieurmäßige Anwendung erst durch ihre experi
mentelle Überprüfung erwiesen werden kann. Diese Prüfung
wurde in der vorliegenden Arbeit durch einen umfassenden
Vergleich zwischen berechneten Kurven und experimentel
len Werten für den elektrischen Widerstand, den Elastizitäts
modul und den thermischen Ausdehnungskoeffizienten zwei
phasiger Werkstoffe mit Einlagerungsgefüge durchgeführt.
Eine kritische Wertung der Ergebnisse dieses Vergleichs
schließt die Arbeit ab.

I. 3. Zur Beschreibung der Gefügestruktur

Um den Gefüge-Eigenschafts-Zusammenhang quantitativ
zu erfassen, benötigt man neben den Kenngrößen zur Be
schreibung der Eigenschaften auch solche zur Beschrei
bung der Gefügestruktur. Für einen mehrphasigen Werk
stoff sind dies Parameter, die Auskunft über

die Größe
die Anzahl pro Gesamtvolumen (Teilchendichte)
die Form
die Orientierung und
die Art der örtlichen Verteilung

der Teilchen jeder Phase geben. Damit sie quantitativ be
schrieben werden können, sind Annahmen nötig, die das
Ergebnis zur Näherungslösung machen:

a) Mittelwert und Kontinuumsprinzip

Im realen Werkstoff werden die o. a. Parameter mehr
oder weniger variieren, was durch Verteilungsfunktionen
erfaßbar wäre. Beim gegenwärtigen Wissensstand über den
Zusammenhang zwischen Gefügestruktur und Eigenschaften
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b. Rotationsellipsoide Formbescbreibung

Abb. 1. Orientierungsverteilungen nach dem Kontinuums- (a) und
dem Mehrzonenprinzip (b).

Fig. 1. Distributions of orientation due to the continuum principle
(a) and the multi-regions principle (b).

1- 1- 1- 1- ----
1I ' 1' 1'-1-1-1- ----

I- 1- ,- 1- ---- , 'I I I-1-/-1- ---- ,I, 1'11- 1- 1- /- ----

Orientierung erläutert: in Abb. Ia haben gleich viele Teil
chen senkrechte bzw. waagerechte Orientierungen wie in
Abb. Ib. Letztere erfüllt jedoch nicht die Voraussetzung
statistischer Gleichverteilung der vorkommenden Orientie
rungen. Ein solcher Werkstoff ist daher zusammengesetzt
aus zwei Zonen mit unterschiedlicher Gefügestruktur und
muß theoretisch auch so behandelt werden (Mehrzonen
prinzip).

und das Achsenverhältnis Eins ergibt den Spezialfall der
Kugel.
Rotationsellipsoide besitzen keine Unstetigkeitsstellen
wie Ecken und Kanten, was bei mathematischen Ablei
tungen von Vorteil ist.

c. Parameterreduzierung

Bei gegebener Konzentration der Phasen sind die stereo
logischen Gefügeparameter Größe und Anzahl der Phasen
teilchen im Gesamtvolumen nicht unabhängig voneinander
variierbar. Die Konzentration der Phasen ist eine Funktion
des Produktes aus Teilchengröße und Teilchendichte, wes
wegen diese beiden zu einem Stereologieparameter "Kon
zentration der Phasen" zusammengefaßt werden. -

Da die Behandlung makroskopisch inhomogener Gefüge
nach der Kontinuumsprämisse nur über das Mehrzonenprin
zip erfolgen kann, ist der Stereologieparameter "Art der
örtlichen Verteilung" auf die Erfassung statistischer oder
geometrisch regelmäßiger Anordnungen der Phasenteilchen
beschränkt (87). Eine solche Erfassung durch einen geeigne
ten definierten Mittelwert hat sich bisher bei theoretischen
Ansätzen nicht ergeben. Sie folgt auch nicht als zwingende
Notwendigkeit aus experimentellen Ergebnissen, da sich bei
diesen der Einfluß der Verteilungsart bislang nicht eindeutig
gezeigt hat (87).

Mit diesen Voraussetzungen genügen drei Stereologie
faktoren zur quantitativen Beschreibung der Gefügestruk
tur, nämlich

der Phasenkonzentrationsfaktor
der Formfaktor und
der Orientierungsfaktor.
Je nach Kombination dieser - unabhängig variierbaren 

Stereologiefaktoren ergibt sich die Gefügestruktur eines
Werkstoffes. Sie sind es auch, die darüber entscheiden, wel
cher der beiden möglichen Gefügegrundtypen vorliegt: das
Einlagerungs- oder das Durchdringungsgefüge (72, 75, 83).
Beim Einlagerungsgefüge tritt mindestens eine Phase ("Ein
lagerungsphase") diskontinuierlich auf. Ihre Teilchen sind
in eine kontinuierliche Phase ("Matrixphase") eingebettet
und durch diese voneinander isoliert. Durchdringungsge-
füge liegt dagegen vor, wenn alle Phasen kontinuierlich auf
treten. Dies ist ganz allgemein dann der Fall, wenn sich die
Phasen in Form von schwammähnlichen Netzstrukturen
dreidimensional durchdringen. Einschränkungen ergeben sich,
wenn sämtliche Phasen in mehrphasigen Werkstoffen nur in
zwei Dimensionen (z. B. Schichtaggregate) oder einer
Dimension (z. B. gerichtet erstarrte Eutektika) kontinuier
lich vorliegen. Ein solcher Werkstoff besitzt möglicherweise
in "Eigenschaftsrichtung" (Richtung des elektrischen Fel-
des oder Stromes, des magnetischen- oder Temperaturfel-
des, der mechanischen Spannungen und Dehnungen, der
thermischen Ausdehnung) Durchdringungs-, senkrecht dazu
hingegen Einlagerungsgefüge. Mit diesem Hinweis soll ange
deutet werden, was sich bei der theoretischen Behandlung
von Gefüge-Eigenschafts-Beziehungen noch aus anderen
Gründen ergibt und im Zusammenhang mit dem elektrischen
Widerstand dort erläutert wird: Durchdringungsgefüge haben
ihre zusätzliche Problematik! Zur quantitativen Erfassung
der Gefügeeinflüsse geht man daher von dem eindeutigen
Fall des Einlagerungsgefüges aus, das durch stereologische

ba

Die quantitative Beschreibung der Gefügestruktur erfor
dert die Umrechnung von Meßgrößen aus dem zweidimen
sionalen Gefügebild in den dreidimensionalen Raum. Hin
sichtlich der Form und Orientierung der Gefügebestand
teile machen es solche Rechnungen über die stereologi
schen Grundgleichungen notwendig, irregulär gestaltete
Gefügebestandteile durch eine reguläre, mathematisch er
faßbare Geometrie zu beschreiben. Für den hier behandel
ten Fall zweiphasiger Werkstoffe hat sich das Rotations
ellipsoid als beste definierte Geometrie für die näherungs
weise stereologische Beschreibung der realen Phasenteil
chen erwiesen und zwar aus folgenden Gründen:

Rotationsellipsoide besitzen ein hohes Maß an Anpas
sungsfähigkeit an reale irreguläre Geometrien, weil man
ihr Achsenverhältnis kontinuierlich verändern kann. Bei
spielsweise führen die Extremfälle - die Achsenverhält
nisse Null und Unendlich - näherungsweise zur Scheibe
bzw. zum Stab, d. h. zu zwei Sonderfällen des Zylinders

soll hier jedoch von stereologischen Mittelwerten für die
Teilchen einer Phase ausgegangen werden (83). Diese Mittel
wertsprämisse bedeutet, dag die realen Phasenteilchen
unterschiedlicher Größe, Form und Orientierung im theo
retischen Modell durch die gleiche Anzahl von Phasenteil
chen ersetzt werden, die eine einzige - mittlere - Form,
Größe und Orientierung besitzen. Dies hängt unmittelbar
mit der Tatsache zusammen, dag alle tragfähigen theoreti
schen Ableitungen über den Zusammenhang zwischen Eigen
schaften und Gefügestruktur eines mehrphasigen Werkstoffs
auf dem Kontinuumsprinzip basieren; danach wird der mehr
phasige Werkstoff als "quasihomogenes Kontinuum" auf
gefaßt, d. h. statistisch sind die vorkommenden Größen,
Teilchendichten, Formen, Orientierungen und Verteilungs
arten in jedem Volumenelement des Werkstoffes gleich. Ist
diese Voraussetzung in Wirklichkeit nicht erfüllt, so muß
man den Werkstoff in Bereiche mit unterschiedlicher Gefü
gestruktur aufteilen. Dies ist in Abb. 1 am Beispiel der
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Aus den so ermittelten Achsenverhältnissen für jede ein
zelne Schnittellipse und ihrer Gesamtzahl (N') lassen sich
die mittleren Achsenverhältnisse der Schnittellipsen errech
nen

Sie sind nicht identisch mit den Verhältnissen der Mittel
werte der Achsen, was die Ungleichheitsterme in GL 2c, d
anzeigen. - Jedes der beiden mittleren Achsenverhältnisse
der Schnittellipsen entspricht dem Achsenverhältnis eines
bestimmten Rotationsellipsoids, durch das die realen Teil
chen der Einlagerungsphase substituiert werden können.
über eine - in Abb. 3 graphisch dargestellte - stereologi
sche Beziehung lassen sich aus den beiden gemessenen mitt
leren Achsenverhältnissen der Schnittellipsen diese Achsen
verhältnisse der beiden Rotationsellipsoide angeben (50,
83,90, 107). Das Verfahren impliziert die Annahme, daß
alle irregulären realen Teilchen der Einlagerungsphase ein
mal durch gestreckte, zum anderen durch abgeplattete Ro
tationsellipsoide substituiert gedacht werden. Die Frage, wo
zwischen diesen beiden Grenzwerten das der Realität am
besten entsprechende räumliche Achsenverhältnis (f) liegt,

(2d)

(2a)

(2c)

(2b)
1f a'2

4A'

b'
,

a

bzw.

,
a

b'

a 1 a' ;;;
(-)=- ~-:j:=
b' N' b' b'

Cl.

Abb. 2. Das Rotationsellipsoid und seine stereologischen Daten.

Fig. 2. The spheroid and its stereological quantities.

Messung am Gefügebild und Rechnung vom Durchdringungs
gefüge unterscheidbar ist (37,38,108). Leitet man für Ein
lagerungsgefüge unter den beschriebenen Voraussetzungen
den Gefüge-Eigenschafts-Zusammenhang mathematisch ab,
so ergibt sich (83)

der Phasenkonzentrationsfaktor als Volumenanteil der
Einlagerungs- oder der Matrixphase
der Formfaktor aus den Achsenverhältnissen der die Teil
chen der Einlagerungsphase beschreibenden Rotations
ellipsoide (Abb. 2) (74, 83,90,91)
der Orientierungsfaktor als Mittelwert der Kosinusqua
drate derjenigen Winkel, den die Rotationsachsen der
rotationsellipsoid beschriebenen Phasenteilchen mit der
"Eigenschafts-Richtung" bilden (Abb. 2) (74,90,91).

Die Stereologiefaktoren hängen mit am Gefüge meßbaren
bzw. aus Meßdaten errechenbaren Größen wie folgt zusam
men (85,90,91)

die Konzentration der Phasen ergibt sich direkt aus dem
Mittelwert der Flächenanteile der Phasen in Gefügebil
dem, die von statistisch durch den zweiphasigen Werkstoff
gelegten Schnitten stammen (Delesse-Prinzip) (121)
der Einfluß der Form ergibt sich aus dem mittleren Ach
senverhältnis der Rotationsellipsoide

z z z(- ) =(1 - n_ ) (-) + n_ (-L
X - x" - x-

(1)

mittleres gemessenes Achsenverhältnis in der Ebene

1--_0_,2_5_ (~)_O_,7_5---",-..+i~~_1,_25_ (t)_1_,75_-..~f

_ 3

+'--'-'"

t
~'--'--'

L 0

I.,

Abb. 3. Achsenverhältnis eines Rotationsellipsoids (~) als Funktion
des mittleren Achsenverhältnisses der Schnittellipsen x

b' -,
(,) bzw. (~)
a b' .

Fig. 3. Axial ratio of the spheroid (~) as function of the mean axial
x, ,

ratios of its intercept ellipses (~), (~,).
a b

Bezeichnungen siehe Legende nach Gleichung (3).

Zu seiner Ermittlung sind nach GI. 1 drei Größen zu be-
stimmen:

das Achsenverhältnis der im Werkstoff enthaltenen,
näherungsweise durch ein gestrecktes Rotationsellipsoid
zu beschreibenden Teilchen der Einlagerungsphasen (~)"

das Achsenverhältnis der im Werkstoff enthaltenen,
näherungsweise durch ein abgeplattetes Rotationsellip
soid zu beschreibenden Teilchen der Einlagerungsphase
(~)= und
der relative Anteil an abgeplatteten Rotationsellipsoiden
(n=).
Man geht dazu folgendermaßen vor: Zunächst mißt man

die größte lineare Ausdehnung jeder Schnittfläche der irre
gulären Teilchen der Einlagerungsphase und setzt diese als
große Achse (a') derjenigen Schnittellipse an, durch die
die betreffende Schnittfläche des irregulären Teilchens der
Einlagerungsphase beschrieben werden solL Dann mißt man
den Flächeninhalt jeder Schnittfläche der irregulären Teil
chen der Einlagerungsphase, setzt diesen als Flächeninhalt
der Schnittellipse (A') an, durch die die betreffende reale
Schnittfläche beschrieben werden soll und erhält daraus
mit Hilfe der Flächeninhaltsbezeichnung für Ellipsen
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(6a)

(6b)

bzw.

richtig wiedergibt. Der Formfaktor für ein- und denselben
Werkstoff kann daher für Feldeigenschaften ein anderer sein
als für elastische Eigenschaftskenngrößen. Er vermittelt
keine direkte Vorstellung über die tatsächliche Geometrie
des Teilchens, das er beschreibt, wie dies mit "direkten
Formfaktoren" in der Stereologie - oder für Pulverteilchen
in der Pulvertechnologie (Pulvermetallurgie) - oft angestrebt
wird. Man bezeichnet ihn deshalb als "indirekten Formfak
tor" .
- der Orientierungsfaktor (cos2 0') ergibt sich aus den Glei
chungen

;i b'
«b') A' (;[)A = Mittelwerte der in senkrecht zur "Eigen-

schaftsrichtung" gelegenen Schnitten gemessenen Achsen
verhältnisse der Schnittellipsen) je nachdem, ob das Ach
senverhältnis (~) gestreckte (GI. 6a) oder abgeplattete Sub
stitutionsrotationsellipsoide (GI. 6b) vorschreibt.

Die beschriebenen Gleichungen sind Näherungslösungen.
Ihre Genauigkeitsgrenzen sowie die meßtechnische Ermitt
lung ihrer Einzelterme wurden bereits beschrieben (5, 74,
83, 107).

Unabhängig von der gewählten Eigenschaftskenngröße
läßt sich zu deren Abhängigkeit von der Gefügestruktur
folgendes feststellen: trägt man die Eigenschaftswerte
zweiphasiger Werkstoffe über der Konzentration der Phasen
auf, so liegen diese in einem Variationsbereich. Dieser Vari
ationsbereich wird durch zwei Grenzkurven zwischen den
Eigenschaftskenngrößen ihrer Phasen gebildet, die - stereolo
gisch - zwei wohlbekannten Gefügestrukturen entsprechen:
der Parallel- und der Reihenanordnung der Phasen. Im ersten
Fall sind die Phasen nebeneinander in Richtung - z. B. -
des elektrischen Stromes (elektr. Leitfähigk.), des Spannungs
feldes (Elastizitätsmodul) oder der linearen Ausdehnung
(thermischer Ausdehnungskoeffizient) angeordnet, im
zweiten Fall hintereinander. Für den elektrischen Wider
stand sind die Gleichungen der Grenzkurven durch die
Kirchhoff-Gesetze für Parallel- und Reihenschaltung
formuliert. Die Voigt-Reuss-Grenzkurven für den Elastizitäts
modul entsprechen gleicher Dehnung beider Phasen bei
Parallelanordnung und gleicher Spannung bei Reihenan
ordnung. Mit diesen Grenzkurven sind auch diejenigen für
den linearen thermischen Ausdehnungskoeffizienten ge
koppelt, da er beim zweiphasigen Werkstoff durch elasti-
sche Spannungen mitbestimmt wird.

Daß diese Grenzkurven die Extremwerte der jeweiligen
Eigenschaftskenngröße darstellen, ist theoretisch bewiesen
worden (47, 94,130). Wo zwischen ihnen die Realwerte
liegen, bestimmen die Stereologiefaktoren eines Gefüges.
In Abb. 4 ist dies schematisch dargestellt. Durch Form-
(z. B. Scheibe -+ "Linse" -+ Kugel-+ "Ei" -+ zyI. Stab),

(3)

(6)

(4)

(5a)

z

4
' . (-)"a x

a" = ,
a

1T • (b')

für gestreckte und

n

Die angestrebte ingenieurmäßige Näherung erlaubt jedoch
auch hier Abweichungen. Die Absolutwerte der großen
Achsen folgen näherungsweise aus den Gleichungen (90, 107)

wird durch den Ansatz der GI. 1 gelöst. Man setzt näherungs
weise die Grenzwerte der Achsenverhältnisse für diejenigen

der abgeplatteten (i"-)= bzw. gestreckten Rotationsellipsoide
(i"-)" in GI. 1 ein und sucht nun jene relativen Anteile der
beiden Rotationsellipsoide (n=; n" = 1 - n=) so zu bestim
men, daß das den realen Verhältnissen näherungsweise am
besten entsprechende Achsenverhältnis aus Gi. 1 folgt. Eine
solche erste Näherungslösung ergibt

für abgeplattete Rotationsellipsoide. - Mit den Gleichungen
5a und 6 ergeben sich aus den bereits bekannten ~chsenver

hältnissen der Rotationsellipsoide [ (~)" = (i)", (a)= = (i)=]
die Absolutwerte der kleinen Achsen (b", b=). - Der Volu
menanteil der Einlagerungsphase (CD) und die Anzahl ihrer
Schnittflächen pro Schnittebene sind direkt meßbar. Damit
sind alle Größen zur Bestimmung des Achsenverhältnisses
(Gleichung 1) aus Gefügemessungen bekannt. Dieses Achsen
verhältnis führt über eigenschaftsspezifische Funktionen zum
Formfaktor, wobei diese Funktionen für jede Eigenschaft
so abgeleitet werden, daß der aus ihnen folgende Formfaktor
den Einfluß der Form auf die betreffende Eigenschaft

i)';i I 2
6C

D
[ (;') a" + (b') b= ] - ZN A . 1T' a"b"

;/ ,
[ (b a 2 2

1T ;') a" + (j;) b= ] (a=b= - a"b" ]

(n = Anteil von abgeplatteten Rotationsellipsoiden;~=
x

Achsenverhältnis der gestreckten (Index,,) bzw. abgeplatte-
ten (Index =) Rotationsellipsoide; z ~ a" f! b= "" Rotations
achse; x f! a_ '" b" ~ Nebenachse der Rotationsellipsoide;
;/ , -
b a

(,). (,) = Mittelwerte der in statistisch durch den Werk-
a b

stoff gelegten Schnittebenen gemessenen Achsenverhältnisse
der Schnittellipsen; a' = große Achse der Schnittellipse;
b' = kleine Achse der Schnittellipse; cD = Volumenanteil
der Einlagerungsphase; N~ = mittlere Anzahl der zur Einlage
rungsphase gehörenden Schnittflächen pro Schnittebene A).

Sie folgt aus einer Ableitung, die an mehrere Vorausset
zungen gebunden ist (90). So wird beispielsweise angenom
men, daß die Mittelwerte der großen Achsen der Schnitt
ellipsen der abgeplatteten bzw. gestreckten Substitutions
Rotationsellipsoide gleich sind und daß zwischen den durch
den Werkstoff gelegten Schnittebenen bestimmte Entfer
nungen (t) nicht überschritten werden:
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Abb. 4. Eigenschaftsgrenzkurven über dem Konzentrationsbereich
und Änderung der Gefügestruktur zweiphasiger Werkstoffe.

Fig. 4. Extreme boundaries for the properties of two-phase materials
as function of their concentration and model microstructural modi
fications.

Konzentrations- (z. B. Größe und/oder Anzahl) und Orien
tierungsänderung (z. B. statistisch -.. gerichtet) der Teil-
chen der Einlagerungsphase ist die Eigenschaftskenngröße
zwischen den Grenzkurven variierbar. Dabei ist der Variations
bereich i. a. um so größer, je mehr sich die Eigenschafts
kenngrößen der beiden Phasen unterscheiden. Auch dies ist
in Abb. 4 schematisch durch Vergleich der Grenzkurven bei
großem Unterschied der Phaseneigenschaften (Fall A) und
demjenigen bei geringer Differenz der Phaseneigenschafts
werte (Fall B) wiedergegeben. - Teilt man die Werkstoffe 
von Übergangsfällen absehend - in

metallische Werkstoffe
- keramische Werkstoffe und
- polymere Werkstoffe
ein, so wird der Variationsbereich zwischen den Eigen
schafts-Grenzkurven eines mehrphasigen Werkstoffes i. a.
dann verhältnismäßig groß sein, wenn seine Phasen verschie
denen Werkstoffgruppen angehören (z. B. Cermets) oder
Poren als Einlagerungsphase auftreten: denn in solchen Fäl
len unterscheiden sich die Eigenschaftskenngrößen der
Phasen im allgemeinen mehr als bei mehrphasigen Werkstoffen
mit Phasen aus derselben Werkstoffgruppe (z. B. mehrphasige
metallische Legierungen). Die Variation der Eigenschafts
kenngrößen durch Gefügeänderung ist deshalb dort technisch
relevant und experimentell gut prüfbar, wo sich die Phasen
eigenschaften stark unterscheiden. Dies ist der Grund dafür,
daß zur Prüfung des Gefüge-Eigenschafts-Zusammenhanges
in der vorliegenden Abhandlung vorwiegend experimentelle
Daten von Cermets und porösen Werkstoffen verwendet
werden.
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Teil II: Gefügestruktur und spezifischer elektrischer Widerstand

Gerhard Ondracek
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für Maschinenbau der Universität Karlsruhe, Deutschland

n. 1. Zur Theorie des Zusammenhanges zwischen Gefüge
struktur und spezifischem elektrischem Widerstand

Abb. 5. Spezifischer elektrischer Widerstand von AI203-Mo-Cerrnets
in Abhängigkeit von der Konzentration der Phasen bei Raurnternpera
tur; berechnete Grenzkurven für Parallel- und Reihenanordnungen
der Phasen - (Gin. 12, 14) Meßwerte 0 (22).

Fig. 5. Electrical resistivity of AI2°3-Mo-Cerrnets at worn ternperature
as a function of thc phase concentration; calculated bounds for
parallel and series array of the phases - (equs. 12, 14) rneasured
values 0 (22).

Feldeigenschaften charakterisieren die Verhaltensweisen
eines Werkstoffes in einem elektrischen Feld bzw. gegen
über einem stationären elektrischen Strom, einem Tempera
tur-Feld, einem magnetischen oder elektromagnetischen
Feld. Quantitativ erfolgt dies über Feldgleichungen, die für
verschiedene Felder unterschiedliche Feldeigenschaftskenn
größen enthalten, mathematisch aber analog sind. Theore
tische Ableitungen für eine Feldeigenschaft lassen sich daher
auf andere übertragen (87).

Zwischen dem spezifischen elektrischen Widerstand als
Feideigenschaftskenngröße und anderen Feldeigenschafts
kenngrößen, wie der Dielektrizitätskonstanten, der magneti-

schen Permeabilität oder der Wärmeleitfähigkeit, besteht um
gekehrte Proportionalität, da der spezifische elektrische
Widerstand der Kehrwert der elektrischen Leitfähigkeit ist
(p =<jJ-l). Die Leitfähigkeit ist - gemäß den Feldgleichun
gen - die zu anderen Feideigenschaftskenngrößen direkt
analoge für den stationären elektrischen Strom. Sollen die
folgenden Gleichungen daher auf andere Feldeigenschafts
kenngrößen angewendet werden, so sind sie zunächst auf
Leitfähigkeit umzuschreiben (84).

Die äußeren Grenzkurven, die den durch den Einfluß
der Gefügestruktur gegebenen Variationsbereich des elektri
schen Widerstandes zweiphasiger Werkstoffe einschließen,
sind durch die Kirchhoft-Gleichungen zur Parallel- und
Reihenschaltung von Widerständen gegeben (siehe Abb. 9,
Gleichung 12 und Gleichung 14). Da sich die spezifischen
elektrischen Widerstände der Phasen zweiphasiger Werk
stoffe um weit mehr als 10 Größenordnungen unterschei
den können, kann der Variationsbereich für elektrische Eigen
schaftsänderungen eines zweiphasigen Werkstoffes durch
Änderung seiner Gefügestrktur sehr groß sein (Abb. 5).

Die Angabe von äußeren Grenzkurven ist daher in die
sem Falle der Feldeigenschaften - auch technisch - nicht
ausreichend. Bei geringem Unterschied der spezifischen
elektrischen Widerstände der Phasen eines zweiphasigen
Werkstoffs dagegen fällt dieser Variationsbereich relativ
schmal aus, Dies ist beispielsweise bei zweiphasigen metal
lischen Legierungen der Fall (Abb. 6). Vermutlich ist es
auch dieser Tatsache zuzuschreiben, daß selbst in neueren
Lehrbüchern zur Abhängigkeit des spezifischen elektrischen
Widerstandes bzw. der elektrischen Leitfähigkeit von der
Konzentration der Phasen als Regel angegeben wird, daß
"im festen Zustand die Änderung in heterogenen Gebieten
linear" ist (9). Entsprechende Darstellungen sind in Abb. 7
wiedergegeben. In Wirklichkeit entsprechen solche linearen
Darstellungen nicht der Regel, sondern vielmehr der Aus
nahme - bzw. dem Grenzfall der Regel.

Zur Ableitung des elektrischen Widerstandes eines zwei
phasigen Werkstoffes als Funktion seiner Gefügestruktur wird
von der Vorstellung eines homogenen elektrostatischen Fel
des im einphasigen Werkstoff ausgegangen (67, 87). Dieses
Feld ist über die Feldgleichung für das elektrostatische Feld
quantitativ beschreibbar. Werden in den Werkstoff Teilchen
einer zweiten Phase eingelagert (Einlagerungsgefüge), so wird
durch Influenz ein Störfeld erzeugt, das sich dem ursprüng
lichen Feld überlagert. Für jedes der beiden Felder läßt sich
die Feldgleichung aufstellen. Das resultierende Feld ergibt
sich durch Superposition des homogenen "äußeren" Feldes
und des induzierten Störfeldes unter Beachtung der Grenz
bedingungen, daß

die Summe der induzierten Oberflächenladungen in jedem
Teilchen der Einlagerungsphase Null ist.
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Abb.6. Spezifischer elektrischer Widerstand von Ag2Al-AI-Legierun
gen; berechnete Kurve für Ag2AI-Matrix ..... (GI. 15), berechnete Kurve
für AI-Matrix -- (GI. 13), übergangsbereich - - - - - , berechnete
Grenzkurven für Parallel- und Reihenanordnung der Phasen - . - . 
(Gin. 12,14), Meßwerte x. (105, 116).

Fig. 6. Electrical resistivity of Ag2Al-AI a1loys; calculated curve for
Ag2AI matrix ..... (equ. 15), calculated curve for AI matrix -
(equ. 13), transition region - - - - - , calculated bounds for parallel
and series array of the phases - . - . - (equs. 12, 14), measured
values x • (105, 116).
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Abb. 7. Abhängigkeit der elektrischen Leitfahigkeit (9, 96) bzw.
des elektrischen Widerstandes (39) zweiphasiger Werkstoffe von
der Konzentration der Phasen-(Originalwiedergabe aus Lehrbüchern).
Fig.7. Oependence ofthe e1ectrical conductivity (9, 96) and
resistivity (39) of two phase materials on the phase concentration
due to originals in text books.
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sich das elektrische Potential in der Grenzfläche stetig
ändert, oder mit anderen Worten: beim Übergang von
der Einlagerungs- in die Matrixphase gibt es keinen - un
stetigen - Potentialsprung.
Der Superposition liegt das Prinzip der Additivität von

Energien zugrunde; d. h. in diesem Falle, die Energie des
resultierenden elektrischen Feldes ergibt sich additiv aus
den Energien der beiden überlagerten elektrischen Teilfel
der. Die durch die Teilchen der Einlagerungsphase hervor
gerufene Feldänderung ist dabei abhängig von ihrer Konzen
tration, Form und Orientierung. Sie wurde zuerst für sphä
rische Gestalt und geringe Konzentration der Teilchen der
Einlagerungsphase berechnet (67). Dieser Fall ist der ein
fachste aus zwei Gründen:

bei Kugeln entfällt der Orientierungseinfluß
bei geringer Konzentration der Einlagerungsphase kommt
eine zusätzliche gegenseitige Überlagerung der influenzier
ten Störfelder nicht in Betracht.
Der zweite Grund ergibt sich aus der Tatsache, daß die

Reichweite der Störfelder bei geringer Konzentration der
Einlagerungsphase kleiner ist als der Abstand ihrer Teilchen.
Nach der Fullman-Gleichung (121)

cM
i\= L 3 --

1 CM

wächst der mittlere Abstand (i\) zwischen den Teilchen der
Einlagerungsphase mit ihrer mittleren Sehnenlänge (L3 )-

als Maß für ihre Größe - und dem (Volumen-) Anteil der
kontinuierlichen Matrixphase (CM).

Die Gleichung für den Widerstand zweiphasiger Werkstoffe
mit sphärischer Einlagerungsphase in geringer Konzentration
(Maxwell-Gleichung) lautet (67, 87):

PM
2 + Co + - (1 - CO)

PD
Pe =PM ----------

PM
2 - 2co + - (1 + 2co)

PD
(Bezeichnungen s. GI. 9-11). Zur Erweiterung ihrer Gültig
keit auf den gesamten Konzentrationsbereich muß die Vor
stellung des quasihomogenen Kontinuums benutzt werden
(10). Es wird angenommen, daß die Matrix ein zweiphasiger
Werkstoff mit geringer Konzentration der Einlagerungs
phase ist. Das effektive elektrische Feld in diesem Werk
stoff kann mit Gleichung 8a für geringe Konzentration der
Einlagerungsphase berechnet werden. Nun wird - nähe
rungsweise - dieses Feld wie dasjenige in einer homogenen
Matrixphase behandelt, der erneut eine geringe Menge der
Einlagerungsphase zugegeben wird. Zur Berechnung des
resultierenden Feldes wird wieder die vorhandene Gleichung
8a für geringe Konzentration der Einlagerungsphase ange
wendet. Man erreicht mit diesem Konzept des quasihomo
genen Kontinuums, daß die Störfeldüberlagerung bei hohen
Phasenkonzentrationen im zweiphasigen Werkstoff formal
erfaßt wird. Mathematisch geht man so vor, daß Gleichung
8a differenziert wird. Man erhält die Feldänderung bei ge
ringer Konzentrationsänderung der Einlagerungsphase.
Integriert man die differenzierte Gleichungsform zwischen
dem Widerstand der Matrixphase und dem Widerstand der
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Sie wurde explizit gelöst (107) und ergibt die allgemeine
Gefüge-elektrische Widerstands-Gleichung

1-
c
o=pe-po PM[pe] f(Focos

2
0'0)

PM - PD Pe PM

V
e--

/ z Ix F
0,001 0,00078438 -

1/ 0,004 0,0031257
0,008 0,0062199 I---

/
0,02 0,01531 7
0,06 0,043762
0,1 0,069598
0,4 0,20592
0,8 0,30278
2 0,41322

I---

1/ 6 0,47839
/ 10 0,48986 I---

/
40 0,49894
80 0,49968

200 0,49994
600 0,49999

1000 0,49999

(e = Index für zweiphasigen Werkstoff; cos2 0' = Orientie
rungsfaktor; D = Index für Einlagerungsphase; M = Index
für Matrixphase ; P = spezifischer elektrischer Widerstand;
c = Volumenanteil; F = Formfaktor). Aus der Ableitung
folgt, daß die Gefügeeinflüsse als Stereologiefaktoren zur
Konzentration, Form und Orientierung der Teilchen der
Einlagerungsphase in GI. 9 erfaßbar sind und in der im
Teil I dieser Arbeit erörterten Weise mit am Gefügebild
meßbaren Größen zusammenhängen. Als - indirekter
Formfaktor für Feldeigenschaften ergibt sich der in der
Physik seit langem bekannte Entelektrisierungsfaktor (131).
Er ist ausschließlich vom Mittelwert für das Verhältnis aus
Symmetrie- und Nebenachse der rotationsellipsoid beschrie
benen Teilchen der Einlagerungsphase abhängig und läßt
sich für jedes Achsenverhältnis berechnen (Abb. 8) (111).

(8b)

(8c)

dp

Pe
=-J

PM

dc
1 - c

Einlagerungsphase als Grenzen des Widerstandes des zweiphasi
gen Werkstoffes, so erhält man die Bruggemann-Gleichung
(10,79,87), welche den spezifischen elektrischen Wider
stand eines zweiphasigen Werkstoffes bei sphärischer Form
der eingelagerten Phasenteilchen ohne Konzentrationsbe
schränkungen zu berechnen gestattet:

Pe ~ Po 3 PlM)-;-1 ~ cD = (-
PM - PD Pe

(Bezeichnung s. GI. 9-11). Unter Annahme rotationsel
lipsoider Form der eingelagerten Phasenteilchen und unter
Berücksichtigung ihrer Orientierung wurde diese Ableitung
für das stationäre elektrische Feld wiederholt (79). Sie führt
zunächst auf eine Integralform, in der man aufgrund der
Analogie zwischen allen Feldgleichungen die Feldeigen
schaftskenngröße für das stationäre elektrische Feld - die
Dielektrizitätskonstante - durch diejenige für den statio
nären elektrischen Strom - die elektrische Leitfähigkeit
bzw. durch den spezifischen elektrischen Widerstand er
setzen kann. Die so umgeschriebene Integralform lautet (88)

J
o

10-1 100 101

Achsenverhaltnis Iz I xI

Abb.8. Indirekter Formfaktor für Feldeigenschaften als Funktion
des Achsenverhältnisses rotationsellipsoider Teilchen.

Fig. 8. The indirect shape factor concerning field properties as a
function of the axial ratio of spheroidal particles.

Für einige wichtige Spezialfälle von Orientierung und
Form läßt sich GI. 9 vereinfachen. Als Sonderfälle der
Orientierung ergeben sich

Statistische Orientierung: die Teilchen der Einlagerungs
phase sind nicht orientiert, es liegt kein Vorzugswinkel
zur Feldrichtung vor (cos2

0' =t )
vollständige Orientierung in Feldrichtung: alle Teilchen
der Einlagerungsphase sind mit ihrer Symmetrieachse
parallel zur Feldrichtung (cos 2 0' = 1) orientiert
vollständige Orientierung senkrecht zur Feldrichtung:
die Symmetrieachsen (z) aller Teilchen der Einlagerungs
phase sind senkrecht zur Feldrichtung orientiert (cos2 0' = 0)

Sonderfälle der Form sind
die plättchenförmige zylindrische Scheibe: sie entsteht,
wenn das Verhältnis von Symmetrie (z) - zu Nebenachse

(9)

(11)

FO (1 ~ 2 Fo)

PD + ( _ 2 2 - 1) PM
(1 - F 0 ) cos 0'0 + 2 F D (1 - cos 0'0)

J

"t/i(F 0 , cos2
0'0)

PM

Pe

(1 ~ Fo ) cos2 0'0 - 2 FO (1- cos2 0'0)

(10)

Fo(1- 2FO)
t/i(FO,COS2

0'D)= 2 2 +
1 - (1 - Fo) cos O'D ~ 2 Fo (1 ~ cos 0'0)

!

po+( 2 1 2 l)Pe
(1 - F D ) COS 0'0 + ~ Fo (1 - cos 0'0)
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100

Abb. 10. Theoretischer Verlauf des spezifischen elektrischen
Widerstandes zweiphasiger Werkstoffe bei schlechter leitender
Matrixphase u9d besser leitender Einlagerungsphase
(PM: PO = 10 ).
Parallel anordnung der Phasen
eingelagerte Scheiben quer zum Feld orientiert
eingelagerte Stäbe in Feldrichtung orientiert
eingelagerte Scheiben statistisch orientiert
eingelagerte Stäbe statistisch orientiert
eingelagerte Kugeln
eingelagerte Stäbe quer zum Felde orientiert
eingelagerte Scheibe in Feldrichtung orientiert
Reihenanordnung der Phasen

Fig. 10. Theoretical slope of the electrical resistivity supposing a
worse conducting matrix phase and a better conducting inclusion
phase (PM: PO = 102 ).

parallel array of the phases
included discs oriented perpendicula to the field
included rods oriented parallel to the field
included discs oriented statistically
included rods oriented statistically
included spheres
included rods oriented p.erpendicular to the field
included discs oriented parallel to the field
series array of the phases

(x) der rotationsellipsoid beschriebenen Teilchen der
Einlagerungsphase sehr klein wird (F = 0 für i- = 0)
die Kugel: für sie ist das Verhältnis von Symmetrie (z) 
zu Nebenachse (x) der rotationsellipsoid beschriebenen
Teilchen der Einlagerungsphase Eins (F =t für i- = 1)
der zylindrische Stab: er entsteht, wenn das Verhältnis
von Symmetrie (z) - zu Nebenachse (x) der rotations
ellipsoid beschriebenen Teilchen der Einlagerungsphase
sehr groß wird; d. h. im Grenzfall, die Nebenachse wird
"unendlich" klein bei endlich großer Symmetrieachse

1 z
F = - für - = 00

2 x

Abb. 9 enthält die Gleichungen, die sich für die möglichen
Kombinationen der Spezialfälle von Form und Orientierung
der Teilchen der Einlagerungsphase aus Gleichung 9 ergeben
(84). Sie lassen sich für jeweils zwei Fälle darstellen

die schlechter leitende Phase bildet die Matrix, die besser
leitende ist eingelagert (Abb. 10)
die besser leitende Phase bildet die Matrix, die schlechter
leitende ist eingelagert (Abb. 11).

Die Extremfälle der eingelagerten zylindrischen Scheibe
(lim i- =0) in senkrechter Orientierung zum Feld (GI. 12)
und des in Feldrichtung orientierten eingelagerten zylindri
schen Stabes ([im i- = 00, GI. 18) entsprechen dem Grenzfall
der Parallelanordnung der Phasen. Der Extremfall der in
Feldrichtung orientierten eingelagerten zylindrischen Scheibe
([im i- = 0) entspricht der Reihenanordnung der Phasen
(GI. 14). Demgemäß sind die Kurven dieser Extremfälle
in Abb. 10 und Abb. 11 identisch (quer zur Feldrichtung
orientierte zylindrische Scheiben der Einlagerungsphase =
in Feldrichtung orientierte zylindrische Stäbe der Einlage
rungsphase =Parallelanordnung der Phasen; quer zur Feld
richtung orientierte zylindrische Stäbe der Einlagerungs
phase = Reihenanordnung der Phasen). Die Reihenfolge der
anderen Kombinationen der Spezialfälle für Form und
Orientierung der Teilchen der Einlagerungsphase in bezug
auf zunehmenden spezifischen elektrischen Widerstand da
gegen ist in Abb. 10 und Abb. 11 verschieden (siehe Legende
der Abbildungen). Vergleicht man beispielsweise die Fälle
für den isotropen Werkstoff (statistische Orientierung), so
ergeben in schlechter leitender Matrixphase Scheibenteil
chen, in besser leitender Matrixphase dagegen Kugelteil-
ehen der Einlagerungsphase minimalen spezifischen elektri
schen Widerstand.

Außerdem folgt aus dem Vergleich der entsprechenden
Kurven in Abb. 10 und Abb. 11 die überraschende Fest-
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o zyL Scheibe
PM (PC - PD)

1 - cO =
PC (PM PD)

PC - PD PO + 2 PM
(12) 1 - cO = --- .

PM - PD PD + 2 PC

pc- PD
(13) 1 - cO = --

PM- PO
(14)

PM (PC - PD)
1 - cO =

PC (PM - PD)

(15)

PM (PC - PD)
1- cO= ----

PC (PM - PD)

pc-PO 3~
1- co=--- V (-)"

PM - PO PC

[

pc (PM + 5 PO)]2/5
(17)

PM (pc+ 5po)

1
PC - PD PM 2"

1 - cO = --- (-) (16)
PM - Po PC

0,5 zyL Stab

0,33 Kugel

Abb. 9. SpeziaWil1e der allgemeinen Gefüge-elektrischen Wider
stands-Gleichung zweiphasiger Werkstoffe mit Einlagerungsgefüge.

Fig. 9. Special cases of the general microstructure-electrical
resistivity equation of two phase matrix materials.
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und gut leitender Matrixphase mit schlechtleitender Einla

gerungsphase (PM« 1)
PD
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--------Q..ula...'E

---------'0
C
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~
Q)
'0 40
~

3<'
Q)

a:3
N
Q)
a..
CI)

~ 20

(19)

(20)2 Fo

Pe = PM [1 - cD ]

Pe = PM [1 - CD]

stellung, daß bei statistisch eingelagerten zylindrischen
Scheiben (oder Stäben) der Widerstand zweiphasiger Werk
stoffe mit schlechter leitender Matrixphase bei gleicher
Phasenkonzentration rechnerisch geringer sein kann als
derjenige bei gleicher Gefügestruktur, aber besser leitender
Matrixphase. Dies ist theoretisch abhängig vom Verhältnis
der spezifischen elektrischen Widerstände der beiden Pha
sen. Ein experimentelles Ergebnis zu dieser Feststellung
liegt bisher nicht vor.

Die Berücksichtigung extremer Unterschiede zwischen
den Widerständen der Phasen führt zu zwei weiteren Spezial
fälIen der allgemeinen Beziehung zwischen Gefügestruktur
und elektrischem Widerstand zweiphasiger Werkstoffe (GI. 9).
Es sind diejenigen für schlecht leitende Matrixphase mit

gutleitender Einlagerungsphase (PM» 1) (84, 87):
Po

1-cos2 Qo cos2 Qo
-----+---

Fo 1-2 Fo

Diese Gleichungen sind im allgemeinen dann als gute
Näherungen zu betrachten, wenn der Unterschied zwischen
den spezifischen elektrischen Widerständen der Phasen
(PM, Po) nicht weniger als vier Größenordnungen beträgt.
Sie sind daher besonders gut auf Cermets und poröse Werk
stoffe mit geschlossener Porosität als Einlagerungsphase
anwendbar (76, 89).

In allen Gleichungen wird der Einfluß der Fein- und
Gefügestruktur der einzelnen Phasen auf deren spezifi
schen elektrischen Widerstände (PM, Po) direkt über
diese erfaßt. So kann beispielsweise dieselbe Phase in ver
schiedenen mehrphasigen Werkstoffen unterschiedliche
Phasenwiderstände besitzen, weil sie einmal feinkristallin
im anderen Fall grobkristallin vorliegt (103) (Gefügeein
flüsse im einphasigen Werkstoff). Ebenso über die Wider
stände der einzelnen Phasen erfaßt wird der Einfluß der
Zustandsgrößen. So erhält man beispielsweise die Tem
peraturabhängigkeit des spezifischen elektrischen Wider
standes mehrphasiger Werkstoffe, indem man die tempera
rurabhängigen Phasenwiderstände

Abb. 11. Theoretischer Verlauf des spezifischen elektrischen
Widerstandes bei besser leitender Matrixphase und schlechter
leitender Einlagerungsphase (PM: PD = 10-2

).

Parallel anordnung der Phasen 0

eingelagerte Scheiben quer zum Feld orientiert /0,

eingelagerte Stäbe in Feldrichrung orientiert 0

eingelagerte Kugeln 0
eingelagerte Stäbe statistisch orientiert '7

eingelagerte Stäbe quer zum Feld orientiert 0

eingelagerte Scheiben statistisch orientiert <Il

eingelagerte Scheiben in Feldrichrung orientiert @

Reihenanordnung der Phasen <J

Fig. 11. Theoretical slope of the electrical resistivity supposing a
better conducting m~gix phase and a worse conducring inclusion
phase (PM: PD = 10 ).
parallel array of the phases 0

included discs oriented perpendicular to the field /0,

included rods oriented parallel to the field e
included spheres 0
included rads oriented statistically '7

included rads oriented perpendicular to the field 0

included discs oriented statistically <Il

included discs oriented parallel to the field Ql

series array of the phasesPM =PM (T); PD = PD (T) (21)

Einlagerungs- 20
lI50m phase

40 60
Konzentration IVol%1

80 Matrix
phase

in die Gleichungen (9) bis (20) einsetzt.
Die bisherigen Erörterungen galten für mehrphasige

Werkstoffe mit Einlagerungsgefüge. Eine entsprechende
Behandlung für den elektrischen Widerstand zweiphasiger
Werkstoffe mit Durchdringungsgefüge ist möglich und
auch durchgeführt worden (10, 107). Allerdings ergeben
sich dabei - wie im Teil I dieser Arbeit bereits erwähnt
wurde - zusätzliche Probleme. Im Gegensatz zu Gleichung
(9) für Einlagerungsgefüge, in der nur die Stereologiefakto
ren der Einlagerungsphase auftreten, erfordert die ent
sprechende Gleichung für Durchdringungsgefüge die Kennt
nis der StereologiHaktoren für beide Phasen. Diese aber
sind nicht unabhängig voneinander. Nimmt man beispiels
weise für eine Phase Z:1lindergestalt an wie bei faserver-

stärkten Werkstoffen, so ist die Form der anderen Phase
durch diese Annahme mitbestimmt. Über diesen funktionel
len Zusammenhang konnten bisher lediglich Ansätze für
spezielle Fälle gemacht werden. Sie stimmen zwar teilweise
gut mit experimentellen Daten überein, sind aber dennoch
als - allgemein unzureichende - Näherungen zu betrachten
(84, 86, 107). Hinzu kommt, daß Durchdringungsgefüge
immer jenen Konzentrationsbereich zweiphasiger Werkstoffe
kennzeichnen, in dem die Matrixphase wechselt. Die Kurve
für die elektrischen Widerstände eines zweiphasigen Werk
stoffes mit Durchdringungsgefüge (gestrichelt in Abb. 6)
- aufgetragen über der Konzentration der Phasen - verbindet
daher die beiden Kurventeile für die elektrischen Wider
stände desselben Werkstoffes bei Einlagerungsgefüge mit
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Abb. 12. Relativer spezifischer elektrischer Widerstand von V02
Cermets mit Metallmatrix (84).

Fig.12. Electrical resistivity of V02-metal matrix cermets (84).

V02-Cr .. 08, 116) I (12) 6 (84)
VOrCu • (54)
V02-Mo + (18) x (112) '" (2) • (34)
V02-Nb .08, 116)
V02-Stahl 008,21, 116)
V02-W 0 (2) 0 (84)
berechnete Kurve/calculated curve -- (GI. 221equ. 22).
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mit ihnen errechenbaren Werte für den elektrischen Wider
stand zweiphasiger Werkstoffe sollen nun mit Meßwerten
verglichen werden.

n. 2. Vergleich zwischen berechneten und experimentellen
Werten des spezifischen elektrischen Widerstandes zweiphasi
ger Werkstoffe

In den Abb. 5 und 6 sind bereits erste Vergleiche zwi
schen experimentellen Werten und berechneten Kurven
gezeigt worden. Eine Zusammenstellung von experimen
tellen Werten von V0 2 -Cermets mit metallischer Matrix
phase aus der Literatur enthält Abb. 12. Die spezifischen
elektrische Widerstände wurden jeweils auf denjenigen
der metallischen Phase bezogen. Sie bildet auch bei sehr
geringer Metallkonzentration die - kontinuierliche 
Matrixphase, was durch spezielle technologische Bedingun
gen erreichbar ist (75). Die theoretische Kurve entspricht
daher der Gleichung (20), wobei sphärische Gestalt der
Einlagerungsphase angenommen wurde (Fn = 0,33;
cos2 an =0,33):

3
Pe -"2
-= (1- cn)
PM

Metall
phase

8040 60
Konzentration IVaL %)

20

10

500

1
OXld-

~ phase

-=-1'" 100
CL CL----- 50

Abb. 13. Relativer spezifischer elektrischer Widerstand von nicht
uranhaItigen Oxid- und WC-Ag-Cermets (84).

Fig. 13. Electrical resistivity of oxide-metaI matrix and WC-Ag
matrix cermets not containing uranium (84).

besser bzw. schlechter leitender Matrixphase. Demnach
liegen die Widerstandswerte eines zweiphasigen Werkstoffes
bei Durchdringungsgefügen i. a. zwischen seinen Wider
standswerten bei Einlagerungsgefüge mit schlechter und
besser leitender Matrixphase, deren Berechnung daher
Priorität hat. Dieser Priorität wurde hier mit der Erörterung
der Gleichungen für Einlagerungsgefüge entsprochen. Die
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Abb. 14. Relativer spezifischer elektrischer Widerstand von UOr
Mo-Cermets mit Mo-Matrix- und U02-Einlagcrungsphase in statisti
scher Orientierung.
U02-Scheiben: Megwert x (74) berechnete Kurve: - - - -(GI. 20)
UOrKugeln: Megwert 0 (74) berechnete Kurve: --- (GI. 22)

Fig. 14. Relative electrical resistivity of U02-Mo-cermets with a Mo
matrix and statistically orientcd V02 inclusions.
UOrdiscs: measured value x (74) calculated curve: - - - - (cqu. 20)
V02 spheres: measured value 0 (74) calculated curvc: --- (cqu. 22).

Auch in Abb. 13 wurde Kugelform der Einlagerungsphase
und metallische Matrixphase angenommen; jedoch wurde
die Kurve mit der für diese Gefügestruktur exaktgültigen
Gleichung 15 berechnet. Der Vergleich mit experimentellen
Werten von verschiedenen Oxidcermets und WC-Ag-Cermets
zeigt, daß im mittleren Konzentrationsbereich die angenom
mene Gefügestruktur - insbesondere das Vorliegen einer
kontinuierlichen Metallphase - weniger zutrifft als in
Abb.12.
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Abb. 15. Spezifischer elektrischer Widerstandsverlauf mit der
Temperatur für U02-Cermets und WC-Co-Hartmetalle (84).

Fig. 15. The temperature functions of the electrical resistivity
of U02 cermets and WC-Co-hard metals (84).
UOrMo-Cermets (70/30 Vol%) 0 (2)
UOrW-Cermets (48/52 Vol%) 0 (2)
WC-Co-Hartmetall (82/18 Vol%) x (32)
berechnete Kurven/calculated curves -- (GIn. 15, 19, 201
equs. 15, 19, 20).

In den bisherigen Beispielen mußten - mangels exakter
stereologischer Angaben in der Literatur - über die Gefüge
struktur Annahmen zur Berechnung des spezifischen elektri
schen Widerstandes gemacht werden. Die Gefügestruktur der
U0 2-Mo-Proben dagegen, deren experimentelle Werte in
Abb. 14 eingetragen sind, war aus stereologischen Messungen
an mikroskopischen Gefügebildern bekannt: Molybdän
matrix mit orientierungslos eingelagerten U02-Scheibchen
(Fo = 0,125; COS2CXO = 0,33) bzw. eingelagerten U02-Kugeln
(F0 = 0,33; cos2 CXo = 0,33). Die berechneten Kurven (Glei
chung 20) zeigen wie die Meßwerte, daß der Widerstand ein und
desselben Werkstoffes bei Scheibenteilchen der Einlagerungs
phase höher ist als bei Kugelform (84). Ein ähnlicher Vergleich
ergab sich für CU2 O-Cu-Cermets mit eutektischem Gefüge. An
hand von Gefügebildern wurden die Form- und Orientierungs
faktoren eines orientierungslos aus der Schmelze (Fo = 0,33;
cos< CXo = 0,33) und eines gerichtet erstarrten Eutektikums
(Fo = 0,484; COS2cxo = 1) bestimmt (84). Berechnung und
Experiment ergaben, daß der Widerstand des orientierungs
los erstarrten Eutektikums (Cu-Matrix mit 5,1 Vol% eingelager
ten U02-Kugeln) höher ist (Pberechnet = 1,861 /ln cm;
Pgemessen = 1,825 /ln cm (113) als derjenige des gerichtet
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erstarrten eutektischen Werkstoffs (Cu-Matrix mit 5,1 Vol%
eingelagerten UOrNadeln) mit zur Feldrichtung paralleler
Erstarrungsrichtung (Pberechnet = 1,818 /ln cm;
Pgemessen = 1,782 /ln cm (113). - Entsprechende Ergebnisse
wurden auch beim Vergleich experimenteller und berechneter
Werte für andere Feldeigenschaften und andere zweiphasige

~1,5

2.0

Werkstoffe gefunden, unter ihnen Stahl, WC-Co-Hartmetall
sowie poröse Metalle und keramische Werkstoffe (84). Ins
besondere gilt dies für die Wärmeleitfähigkeit als Feldeigen
schaft und den Einfluß der Porosität (76,89,92,107,109).

Abb. 15 zeigt die berechneten und die gemessenen spezifi
schen elektrischen Widerstände für ein WC-Co-Hartmetall
und U02-W- bzw. U02-Mo-Cermets mit der Temperatur.
Die berechneten Werte ergeben sich aus Gleichung 15 (für
WC-Co) bzw. Gleichung 19 (für U02-Mo) und Gleichung 20
(für U02-W), wenn die Temperaturfunktionen der Phasen
widerstände eingesetzt werden (84). Diese waren nur in erster
Näherung verfügbar, woraus sich die Abweichung der Meß
werte von den theoretischen Kurven erklärt. - Die erzielte
Übereinstimmung gemessener und berechneter Widerstands
werte für zweiphasige Werkstoffe bestätigt nachträglich die
den Gleichungen zugrunde liegende Voraussetzung, daß der
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Abb. 16. Spezifischer elektrischer Widerstandsverlauf mit der
Temperatur bei instabilen U02-AI-Cermets (2,7 Vol% U02)'
Erhitzungskurve oben: Abkühlungskurve unten.
Fig. 16. The temperature function of the electrical resistivity
of unstable U02-AI cermets (2.7 v/o U02) heating curve
upside, cooling curve downside.
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betreffende Werkstoff im thermodchemischen Gleichgewicht
ist. Werkstoffe wie U0 2 -Al-Cermets, die nicht im thermo
chemischen Gleichgewicht sind, haben irreversible Tempera
turfunktionen des spezifischen elektrischen Widerstandes
(Abb. 16). Die Reaktion zwischen Urandioxid und Alu
rrünium zu Urantetraaluminid und Aluminiumoxid erhöht
das Metall-zu-Oxid-Verhältnis etwas zugunsten der Metall
phase, woraus sich die Widerstandsabnahme in Abb. 16 er
gibt.
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Teil IlI: Gefügestruktur und Elastizitätsmodul

Part IH: Microstrucrure and Youngs Modulus of Elasticity

Gerhard Ondracek

Mitteilung aus dem Institut für Material- und Festkörperforschung des Kernforschungszentrums und der Fakultät für
Maschinenbau der Universität Karlsruhe, Deutschland

IH, 1. Zur Theorie des Zusammenhangs zwischen Gefüge
struktur und Elastizitätsmodul

Abb. 17. Kerbspannungen bei festem, sphärischem Einlagerungs
teilchen (a) bzw. bei rotationsellipsoider Pore (b).

Fig. 17. Stress concentration due to asolid spherical indusion (a) and
a spheroidal pore (b).

In den Gefüge-Feldeigenschafts-Gleichungen traten drei
Parameter auf, durch die der Gefügeeinfluß erfaßt wurde.
Diese aus der Ableitung der Gefüge-Feldeigenschafts-Gleichun
gen eindeutig definierten "Stereologiefaktoren" berücksich
tigen den Einfluß der Phasenkonzentration, der Form und
der Orientierung der Teilchen der Einlagerungsphase auf die
Feldeigenschaften mehrphasiger Werkstoffe. Sie können aus
Daten der stereologischen Gefügeanalyse am realen Werkstoff
näherungsweise bestimmt werden.

Prinzipiell werden diese drei Stereologiefaktoren auch für
den Einfluß der Gefügestruktur auf den Elastizitätsmodul
zweiphasiger Werkstoffe verantwortlich sein: Steht ein ein
phasiger Werkstoff unter einer eindimensionalen Kraftwir
kung, so herrscht in ihm ein homogener Spannungs- und
Dehnungszustand. Dieser wird gestört, wenn eine zweite
Phase in den ursprünglich einphasigen Werkstoff eingelagert
wird. Wegen der unterschiedlichen elastischen Konstanten
überträgt die Einlagerungsphase die Spannungen nicht in der
gleichen Weise wie die Matrixphase. Es kommt zu einer he
terogenen Spannungsverteilung auf beide Phasen. Dabei ist
Phasenbindung an der Phasengrenzfläche und linearelasti
sches Verhalten beider Phasen vorausgesetzt. Im Extremfall
der Pore müssen sogar sämtliche auf das Volumen der Ein
lagerungsphase entfallenden Spannungen von der Matrixphase
übernommen werden (Abb. 17).

Die dadurch verursachten Kerbspannungen sind - wie
elastizitätstheoretische Rechnungen und spannungsoptische
Messungen zeigen (24,25,28,29,36,43,78,100) - abhän
gig von der Konzentration, Form und Orientierung der Teil-

chen der Einlagerungsphase und von den elastischen Kon
stanten (Kompressions-, Gleit- und Elastizitätsmodul, Pois
sonzahl) der Matrix- und Einlagerungsphase. Sie haben Ma
xima bei B' (vertikaler Aquator, Abb. 17) oder bei A', A (horizon
taler Aquator) je nachdem, ob die Teilchen der Einlagerungs
phase elastisch "härter" (Eo > EM) oder elastisch "weicher"
(Eo < EM) sind als die Matrixphase. Mit zunehmendem Ab
stand von der Grenzfläche werden sie abgebaut und erreichen
im Abstand vom drei- bis vierfachen Radius des eingelagerten
Teilchens den Normalspannungswert.

Dem Konzept der Stereologiefaktoren in Gefüge-Eigen
schafts- Gleichungen liegt die Voraussetzung zugrunde, daß
sich diese aus der Ableitung solcher Gleichungen als Funk
tionen meßbarer variabler Gefügeparameter ergeben. Bei den
Feldeigenschaften war diese Voraussetzung unter den Rand
bedingungen erfüllt, daß das Kontinuumsprinzip und die
Mittelwertsprämisse gelten und daß Einlagerungsgefüge vor
liegt. Für die Ableitung einer quantitativen Beziehung zwi
schen dem Elastizitätsmodul und der Gefügestruktur zwei
phasiger Werkstoffe dagegen wurde zunächst nicht davon
ausgegangen, daß sich aus meßbaren Gefügeparametern ein
deutig definierte Stereologiefaktoren ergeben. Stattdessen wur
den statistische Informationen, die sich aus Messungen mit
einem Ein-, Zwei-, Drei- bzw. n-Punktsystem am Gefüge
eines zweiphasigen Werkstoffs ergeben, in sog. "Korrelations
funktionen" zusammengefaßt. In ihnen werden stereologi
sche Parameter, die durch die Anordnung der Meßpunkte zu
einander in die Funktionen eingehen, mit Informationen
über die Häufigkeit des Auftretens bestimmter Spannungen
bzw. Dehnungen korreliert, die von den Meßpunkten ange
troffen wurden. Die statistische Behandlung solcher Korre
lationsfunktionen liefert jeweils zwei Lösungen (60, 61, 125,
133). Aus ihnen läßt sich ein maximaler und ein minimaler
Grenzwert angeben, zwischen denen der Elastizitätsmodul
des zweiphasigen Werkstoffes liegt. Die Grenzwerte für alle
möglichen Phasenkonzentrationen eines zweiphasigen Werk
stoffes aneinandergereiht ergeben Grenzkurven über der Kon
zentration der Phasen. Diese Grenzkurven liegen um so näher
beieinander, je bestimmter die statistisch verwendeten Infor
mationen sind, d. h. je mehr sie etwa zur Homogenität, Iso
tropie oder Unordnung des Werkstoffgefüges aussagen. Das
den Grenzkurven zugrunde liegende unterschiedliche Infor
mationsausmaß wird durch das verwendete Ein-, Zwei, bzw.
Mehrpunktmeßsystem bestimmt und durch ihren Ordnungs
grad ausgedrückt. Der Ordnungsgrad 1 entspricht beispiels
weise dem Fall, daß durch das gewählte Punktmeßsystem
lediglich die statistische Aussage ermittelt werden kann, ob
die Phasen des zweiphasigen Werkstoffs parallel oder in Rei
he angeordnet sind.
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die obere Grenzkurve IL Ordnung für den Elastizitätsmodul
zweiphasiger Werkstoffe (41,42) mit

(24)

(25a)

(23a)

(23b)

E
_ 9 Ge' Ke

e -
3 Ke + Ge

Für tritt bei einachsigem elastischem
Spannungszustand gleiche Dehnung beider Phasen ein. Sie
entsl=,nc:ht der - oberen - Grenzkurve 1. Ordnung für den
Elastizitätsmodul eines zweiphasigen Werkstoffs (94, 123)

Für die anderen elastischen Moduln gelten exakt die glei
chen Beziehungen, wobei an Stelle der Elastizitätsmoduln in
die Gleichungen 23a und 23b die entsprechenden Gleit- bzw.
Kompressionsmoduln einzusetzen sind (47).

Liefert das verwendete Punktsystem dagegen soviel statisti
sche Information, daß aus ihr folgt, daß der zweiphasige Werk
stoff isotrop aufgebaut ist und Einlagerungsgefüge besitzt, so
ergibt sich aus den Lösungen der entsprechenden Korrelations
funktion mit der allgemeinen Beziehung

+ cD (l - 2vo) (l + vo) ]
Eo(l - vo)

(Ee, EM, Eo = Elastizitätsmodul des zweiphasigen Werkstof
fes und seiner beiden Phasen; cD = Volumenanteil der Phase
D)

Reihenanordnung der Phasen dagegen führt zu gleicher
Spannung in beiden Phasen und ergibt die - untere - Grenz
kurve 1. Ordnung des Elastizitätsmoduls eines zweiphasigen
Werkstoffes (94, 95)

(Bez,eichnunlgen siehe Abb. 18). Inzwischen sind explizite Glei-
chungen für noch engere Grenzkurven BI. angege-
ben worden (60, 61, 128). Da jedoch durch stereologische
Gefügeanalyse konkrete Informationen zur Gefügestruktur
verfügbar sind, soll hier nicht die weitere Einengung des Ela
stizitätsmoduls zweiphasiger Werkstoffe durch statistisch ge
wonnene Grenzkurven höherer Ordnung verfolgt werden,
sondern vielmehr die Möglichkeit der Berechnung des Ge
fügeeinflusses aus stereologischen Gefügedaten. Zur Ablei
tung von Gefüge--Elastizitätsmodul-Gleichungen, in denen
durch stereologische Gefügeanalyse bestimmbare Parameter
auftreten, werden zwei Spannungs-Dehnungsfelder überla
gert (78):

ein homogenes "äußeres" Spannungs-Dehnungs-Feld in
der Einlagerungs- und Matrixphase
ein Zusatzfeld, das homogen in den Teilchen der Einla
gerungsphase, inhomogen in der Matrixphase ist und in
dieser mit zunehmender Entfernung von der Phasengrenz
fläche stetig abnimmt bis zum völligen Verschwinden.
Die Grenzbedingungen für die Lösung der Spannungs-

Dehnungs-Beziehung nach Su perposition der Teilfelder sind:
die Summe der durch die gesamte Phasengrenzfläche über
tragenen Kräfte ist Null
der" Verrückungsvektor", der angibt, wohin ein bestimm
ter Punkt durch Dehnung verschoben wird, muß in der
Grenzfläche stetig von einer Phase in die andere überge
hen.
Der Superposition liegt wieder wie bei den Feldeigen

schaften (s. Teil 11 dieser Arbeit, Z. f. Werkstofftechnik) 
8-8, 1977, - das Prinzip der Additivität von Energien zu
grunde; d. h. in diesem Falle, die Energie des resultierenden
elastischen Spannungs-Dehnungsfeldes ergibt sich additiv aus
den Energien der beiden überlagerten Teilfelder.

Die Feldersuperposition erfaßt die Spannungsumvertei
lung und erlaubt die Berechnung einer mittleren Spannung
und einer zugehörigen, mittleren Dehnung für den zweipha
sigen Werkstoff (quasihomogenes Spannungs-Dehnungs-Kon
tinuum). Die Ableitung wurde zunächst durchgeführt für be-
stimmte rotationsellipsoide Formen und statistische Orien
tierung sowie geringe Konzentration der Einlagerungsphase.
Diese Konzentrationsbeschränkung ist erforderlich, weil die
Rechnung voraussetzt, daß sich Kerbspannungen verschiede
ner Teilchen der Einlagerungsphase nicht überlagern. Aus
der Spannungs-Dehnungs-Beziehung für den zweiphasigen

EO 1 - CoGe = + --------------'::--------
2(1+vo) 2(l+VM)(1+vo) 4co(4-5vo)(l+vo). + -....::::..-'--_-=-:-'-------'~

EM(l+Vo)-Eo(l+VM) 15Eo (l-vo)

und die untere Grenzkurve 11. Ordnung für den Elastizitäts
modul zweiphasiger Werkstoffe (41) mit

(25b)

Werkstoff ergibt sich der Elastizitätsmodul als Funktion der
elastischen Konstanten der Phasen bei geringer Konzentra
tion, rotationsellipsoider Form und statistischer Orientie
rung der Teilchen der Einlagerungsphase (41, 42, 47,59).
Zur Überwindung der Konzentrationsbeschränkung wird 
wie beim elektrischen Widerstand (s. Teil 11 dieser Arbeit,
Z. f. Werkstofftechnik 8-8, 1977, - das Modell des quasihomo
genen Kontinuums angewandt. Es wird der Elastizitätsmodul
eines zweiphasigen Werkstoffs bei geringer Konzentration der
Einlagerungsphase berechnet. Dann wird dieser zweiphasige
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eingelagerte Kompressions- und Gleitmodul des zweiphasigen Werkstoffs
Phase

statistisch
orientiert

zylindrische KC = __lL-_

Scheibe 3(1 - 2vO)

EO
GC=--~

2(1 + vO)

3 EO(1 2vO) (l - vO) (l - 2VM) - cO (l - 2vO) (l + vO) [EO (1 - 2VM) - EM (1 - 2vO)J

lSEo (l - cO)(l - vO) [EO(l + VM) - EM(l + VO)]

30EO(l + vO)(1 - vO)(1 + VM) - 4co(l + vO)(4 - SvO)[Ep(l + vM) - EM(l + vp)]

(37)

(38)

Kugel

____4_G-"C"-'-[E_p""-cp""-(,--1_-_o_2_v""M,,-)_+_E_M~(_1_-_c.=p,-)_(_1_-_'_2_v",,,,D'-)_+_E_D""-E2:'M"- _
KC=

12GC(l - 2vM)(l - ZVD) + 3EMcD(l - 2vD) + 3ED(l - cD) (l - 2vM)

GC=EMO-SCD) EO(Z-Scp) JEDEM [EMO-SCO) EP(Z-SCD)] 2

12(l+vM) 12(l+vD) + 6(l+vD)(1+vM) + 12(l+vM) - 12(l+vD)

(9)

(40)

I · . Ep
zy mdnscher KC = --"""--
Stab 3(1 - ZVD)

(l - cO) [EO(l + vC) + EC(l - ZvO)(l + vO)]
--------

3(1 - Zvp)(1 - ZVM) [Eo(l + ve) + Ee(1 - ZVp) (1 + vO)] - 2co(1 - Zvo) (1 + vp) (1 + vC)

[EO(l ZVM) - EM(1 - ZvO)]

[EO(l - ZVM) - EM (1 - ZvO)]
(41)

statistisch
orientiert

EOGe = ----""-
Z(1 + vD)

S(1 - cD) [Eo(1 + vM) - E M (1 + vo)]

10(1 + vo)(1 + VM) - Zco(1 + vo)(1 + vc) [Eo(1 + vM) - EM (1 + vo)l

1

[
1-ZvO Z(8-13vC) 2]

3Eo(1 + ve) + 3Ee(1 - Zvp) (1 + vo) +Eo(l + ve)(8 - 13 ve) + Ee(l + vo) +Ep(1 + ve) + Ee(1 + vo)

(4Z)

Abb. 18. Substitutionsterme zu Gleichung Z4 für die Spezialfälle
des Gefüge-Elastizitätsmodul-Zusammenhangs isotroper zweiphasiger
Werkstoffe mit Einlagerungsgefüge: Ke, Ge = Kompressions- und
Gleitmodul des zweiphasigen Werkstoffs (C); Ee. EM, EO = Elastizi
tätsmoduln des zweiphasigen Werkstoffs (C), der Matrixphase (M),
der Einlagerungsphase (0): a, b = große und kleine Achse der einge
lagerten Rotationsellipsoide; Co = Volumenanteil der Einlagerungs
phase (0).

Fig. 18. Substitutional terms to equation Z4 to obtain the special
cases of the microstructure-Youngs modulus of elasticity relation
ship for two-phase matrix materials; Ke, Ge = bulk and shear
modulus of elasticity for a two-phase matrix material (C), resp.;
Ee. EM, ED = Youngs modulus of elasticity of the two-phase matrix
material (C), the matrix phase (M) and the inclusion phase (0)
a, b = large and small axis of the included spheroids; Co = volume
content of the inclusion phase (0).

1 a2 +b 2 a2 +b 2
-1

TG = 2 {I + - A [ R (2 - 8 + -- f) - -- fJ } t
2 b2 b2

1 ( 1{I + -A [38 + f - R(f -8»)}-1 + {I + - A[38 + f - R(f - 8»)}
4 4

(27)

(28)

ED )
2(1 + l-'O)

mit (114)

und

TK = 3/1 + A [~ (f + 8) - R(~ f+ ~ 8 - ~)]I
1+ A[1 + ~ (f + e) - R(~ f+ ~ 8)]

Werkstoff als quasihomogene Matrix betrachtet, in die noch
mals Teilchen der Einlagerungsphase in geringer Konzentra
tion eingebracht werden. Wieder wird die Gefüge-Elastizitäts
modul-Gleichung für geringe Konzentration der Einlagerungs
phase angewendet usf. Das mit diesem Konzept des quasiho
mogenen Kontinuums für den zweiphasigen Werkstoff nä
herungsweise gelöste physikalische Problem ist dasjenige der
Überlagerung der Kerbspannungen verschiedener Teilchen
bei erhöhter Konzentration der Einlagerungsphase. Mathema
tisch wird dieser Prozeß durch Differentiation der Gefüge
Elastizitätsmodul-Gleichung für geringe Konzentration der
Einlagerungsphase vollzogen. Man erhält die Anderung des
Elastizitätsmoduls des zweiphasigen Werkstoffs bei geringer
Konzentrationsänderung. Integriert man diese differenzierte
Gleichung zwischen dem Elastizitätsmodul der Matrixphase
und demjenigen der Einlagerungsphase als Grenzfälle des
Elastizitätsmoduls des zweiphasigen Werkstoffs, so erhält
man die Gefüge-Elastizitätsmodul-Gleichung zweiphasiger
Werkstoffe mit Einlagerungsgefüge bei rotationsellipsoider
Gestalt und statistischer Orientierung der Einlagerungsphase
(114, 126).

Sie ist mathematisch wenig übersichtlich und ergibt sich
aus Gleichung 24 durch Einsetzen folgender Ausdrücke:

4
{A[- f + R(f + 8 - -)] + B8 (3 - 4R)} +

3
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1 1
. {I + -A[98 + 3f-R(58 + 3f)] + -B8(3 -4R)}-

8 2

2 {A[1 ~ 8 - !- f + !- R(58 + f - 4)] + B(l - 8)(3 - 4R)}
2 2 2

1 1 1 ){A[ - R(f - 8) - - f] + - B8 (3 - 4R) }
2 2 2

{1 + !- A[38 + f - R(f - 8)]}-1 {1 + A[l + ~ (f + 8) -
4 2

R '" 1 - 2ve
2(1 - ve>

len Formen und Orientierungen der Einlagerungsphase liegen
daher nur für jene Fälle vor, die den isotropen Werkstoff be
treffen. Für

eingelagerte zylindrische Scheiben in statischer Orientie
rung
eingelagerte Kugeln
eingelagerte zylindrische Stäbe in statischer Orientierung

erhält man Gefüge-Elastizitätsmodul-Gleichungen, wenn man
die in Abb. 18 zusammengestellten Ausdrücke in GI. 24 ein
setzt (12, 42, 49, 114, 126). Wie der Vergleich zeigt, erhält
man aus den Gleichungen 37 und 38 die Gleichungen 25 a
bzw. 25 b, je nachdem, welche der beiden Phasen die Matrix
bilder. Die Grenzkurven 11. Ordnung des Elastizitätsmoduls
isotroper zweiphasiger Werkstoffe entsprechen demnach einen
Gefügeaufbau, bei dem zylindrische Scheiben in statistischer
Orientierung in die Matrixphase eingelagert sind. Weitere spe
zielle Gleichungen liegen vor für den technisch relevanten Fall
eingelagerter - oder in Spannungsrichtung kontinuierlicher
zylindrischer Stäbe (gerichtet faserverstärkte Werkstoffe, ge
richtet erstarrte Eutektika) sowie denjenigen eingelagerter
Scheiben - mit zur Spannungsrichtung parallelen Rotations
achsen (48, 126). Ihre Umformung ergibt

die Gefüge-Elastizitätsmodul-Gleichung zweiphasiger
Werkstoffe mit Einlagerungsgefüge und eingelagerten
zylindrischen Stäben mit in Spannungsrichtung orien
tierten Rotationsachsen

(30)

(31)

(32)

(29)

+B(1-8)(3-4R)}

1
4R) + - A(A + 3B)(3 - 4R)

2

+f-R(f+

3 5
-R(-f+ 8)]+ B(3

2 2

+ 2 {I +

A '" ED ( 1 + vM) _ 1
EM(1 + VD)

wobei für abgeplattete Rotationsellipsoide gilt

a
2

b [ b b fb2-]
8 '" arccos - - - V1 -~

v(a2 _b2 )3 a a a2 (33) (43)

und für gestreckte Rotationsellipsoide

(34)
die Gefüge-Elastizitätsmodul-Gleichung zweiphasiger

Werkstoffe mit Einlagerungsgefüge und eingelagerten zylindri
schen Scheiben mit in Spannungsrichtung orientierten Rota
tionsachsen

[ ~ ~ -Arcosh~]bVi?-l b (35)
(44)

a2

f '" 2 2 (2 - 38)
a - b

(36)

(Bezeichnungen siehe Abb. 18). In den Substitutionstermen
(GI. 26-36) zu GI. 24 ist der Gefügeeinfluß erkennbar. Die
Gleichungen 26 und 27 enthalten die Phasenkonzentration,
die Gleichungen 28, 29 und 33-36 die Achsenverhältnisse
der Rotationsellipsoide, durch die die realen, irregulären Teil
chen der Einlagerungsphase beschrieben werden. Da statisti
sche Orientierung der Teilchen der Einlagerungsphase voraus
gesetzt wurde, ist die Definition von drei unabhängig vari
ierbaren Stereologiefaktoren zur Konzentration der Einla
gerungsphase sowie zur Form und 0 r i e n t i e run g
ihrer Teilchen bislang nicht möglich. Zur Ableitung von Ge
füge- Elastizitätsmodul-Gleichungen für spezielle Gefüge
strukturen ist daher nicht die gleiche, allgemeingültige Aus
gangsbasis gegeben, wie sie GI. 9 für den Fall der Feldeigen
schaften bieter. Die der Abb. 9 analogen Gleichungen für den
Elastizitätsmodul von zweiphasigen Werkstoffen bei speziel-

Diese Gleichungen sind den vorher erörterten Spezial
fällen nicht völlig gleichwertig, da sie z we i unbekannte
elastische Eigenschaftskenngrößen enthalten: den Elastizi
tätsmodul (Ec> und die Poisson-Zahl (ve) des zweiphasigen
Werkstoffes. Sie sind daher nur bedingt anwendbar. -

Wie beim spezifischen elektrischen Widerstand, so lassen
sich auch die Gefüge-Elastizitätsmodul-Gleichungen für je
weils zwei Fälle darstellen:

die elastisch härtere ("steife") Phase bildet die Matrix
die elastisch weichere ist eingelagert. '
die elastisch weichere Phase bildet die Matrix, die steifere
ist eingelagert.
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Abb. 20. Relativer Elastitzitätsmodul isotroper zweiphasiger Werk
stoffe (EDlEM = 10; UD = UM = 0,2) mit Einlagerungsgefüge in Ab
hängigkeit von der Phasenkonzentration bei sphärischen Teilchen
der Einlagerungsphase, berechnet von Tai Te Wu (-) und nach
Hili ( 0 ); bei statistisch orientierten zylindrischen Stäben als Teil
chen der Einlagerungsphase, berechnet von Tai Te Wu (-) und
nach Walpole (+); bei statistisch orientierten zylindrischen Scheiben
als Teilchen der Einlagerungsphase, berechnet von Tai Te Wu (-)
und nach Wal pole ( ('" ).

Fig. 20. Normalized Youngs modulus of elasticity of two-phase
isotropie matrix materials (EDlEM = 10; UD = UM = 0,2) in
dependence on the phase concentration calculated for spherical
inclusions by Tai Te Wu (-) and following Hili ( 0 ); calculated for
staristically oriented cylindrical rod-shaped inclusions by Tai Te Wu
(-) and following Wal pole (+); calculated for statistically oriented
cylindrical disc-shaped inclusions by Tai Te Wu (-) and following
Wal pole ( ('" ).

Diese entspricht Gleichung 23 a für poröse Werkstoffe, da
zylindrische Gestalt als Grenzfall des Rotationsellipsoides
entweder dadurch entsteht, daß bei endlicher Rotations
achse die Nebenachse der eingelagerten Phasenteilchen un
endlich klein oder dadurch, daß bei endlicher Nebensache
die Rotationsachse unendlich groß wird. Der zweite Fall
entspricht der Parallelanordnung der Phasen mit Poren als
zweiter Phase. - Eine entsprechende Gleichung für Werk
stoffe mit statistisch orientierten zylindrischen Poren folgt
aus den Gleichungen 41,42 und 24. Der Grenzfall der
statistisch orientierten scheibenförmigen Pore dagegen läßt
sich aus den Gleichungen 37 und 38 nicht herleiten, da die
Kompressions- und Gleitmodulen (Ke , Ge) Null werden.
Dieses Ergebnis hängt mit der Tatsache zusammen, daß die
se Gleichungen bereits mit einem Grenzübergang
(lim zlx =0) abgeleitet wurden, der mit dem zweiten Grenz
übergang für die Pore (lim EDlEM =0) in diesem Fall nicht
verträglich ist. Das Achsenverhältnis Null für die Scheiben
kann nämlich dadurch erreicht werden, daß die Rotations
achse Null wird - oder dadurch, daß die Nebenachse unend
lich wird. Die zweite Möglichkeit führt bei zusätzlicher An
nahme von Poren als Einlagerungsphase zur makroskopischen
Trennung des Werkstoffs quer zur Kraftrichtung.

Die besprochenen Unzulänglichkeiten der behandelten
Gleichungen zu reduzieren wird ebenso das Ziel weiterer
Arbeiten sein wie ihre Vereinfachung, insbesondere für tech-(46)

(45)
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Außer für Form und Orientierung der Einlagerungsphase
müssen Spezialfälle für große Unterschiede der Elastizitäts
moduln der Phasen (EDlEM -+ 0; EDlEM -+ 00) existieren.
Für Poren als Einlagerungsphase (lim EDlEM =0) ergibt sich
aus den Gleichungen 39, 40 und 24 die Gefüge-Elastizitätsmo
dul-Gleichung poröser Werkstoffe bei sphärischer Porenform

In Abb. 19 ist der erste Fall für ein angenommenes Ver
hältnis der Elastizitätsmoduln (EDlEM =0,1) und gleiche
Poisson-Zahl (VD = vM = 0,2) der Phasen graphisch wieder
gegeben, in Abb. 20 der zweite Fall (EDlEM = 10;
vD = vM =0,2). Aus dem Vergleich der entsprechenden Kur
ven der Abb. 19 und 20 folgt die beim elektrischen Wider
stand analog gemachte überraschende Feststellung, daß bei
statistisch eingelagerten zylindrischen Stäben oder Scheiben
der Elastizitätsmodul zweiphasiger Werkstoffe mit elastisch
weicherer Matrixphase bei gleicher Phasenkonzentration
theoretisch größer sein kann, als derjenige mit elastisch här
terer Matrixphase. Ein experimentelles Ergebnis zu dieser
Feststellung liegt bisher nicht vor.

u'f1u5' 8 +-4-'\l\--+----j----j----j----I

Abb. 19. Relativer Elastizitätsmodul isotroper zweiphasiger Werk
stoffe (EDlEM = 0,1; uD = uM = 0,2) mit Einlagerungsgefüge in Ab
hängigkeit von der Phasenkonzentration; berechnet von Tai Te Wu
bei sphärischen Teilchen der Einlagerungsphase -0-; bei statistisch
orientierten zylindrischen Stäben als Teilchen der Einlagerungs
phase -+-; bei statistisch orientierten zylindrischen Scheiben als
Teilchen der Einlagerungsphase -{',,-.

Fig. 19. Normalized Youngs modulus of elasticity of two-phase
isotropie matrix materials (EDlEM = 0,1; uD =uM =0,2) in
dependence on the phase concentration; calculated by Tai We Wu
for spherical inclusions -0-, for statistically oriented cylindrical
rod-shaped inclusions -+-, for statistically oriented cylindrical
disc shaped inclusions -{',,-.

und aus Gleichung 43 die Gefüge-Elastizitätsmodul-Gleichung
poröser Werkstoffe mit in Spannungsrichtung orientierten
stabförmigen Poren:
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nisch bedeutsame Fälle, Im Abschnitt sollen diese
Gleichungen jedoch zunächst in ihrer gegenwärtigen Form
zur der Elastizitätsmoduln realer zweiphasiger
Werkstoffe benutzt und diese mit experimentellen Werten
verglichen werden,

von Teil 2/1978,
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Gerhard Ondracek
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Schluß von Heft 1/1978, S. 36.

IH. 2. Vergleich zwischen berechneten und experimentellen
Werten des Elastizitätsmoduls zweiphasiger Werkstoffe

Wie bereits erwähnt, müssen zur Berechnung der Elastizi
tätsmoduln zweiphasiger Werkstoffe sowohl die Poisson
Zahlen als auch die Elastizitätsmoduln ihrer Phasen- bzw.
deren Verhältnis (EDlEM) - bekannt sein. Diese Eigenschafts
kenngrößen sind in Abb. 21 für solche Phasen angegeben, die
in zweiphasigen Werkstoffen vorkommen, für welche experi
mentelle Daten vorliegen. In Abb. 22 sind die theoretischen
Kurvenverläufe für den relativen Elastizitätsmodul zweiphasiger
Werkstoffe über der Konzentration bei bestimmten Verhält
nissen der Elastizitätsmoduln der Phasen und bestimmten
Poisson-Zahlen angegeben. Die Kurven wurden mit den Glei
chungen 40, 39 und 24 bzw. Gleichung 45 berechnet. Jeder
Kurve wurden diejenigen experimentellen Werte aus der Lite-

Werkstoff
Elastizitätsmodul

Poisson-Zahl (N/mm2 )

Ag 0,21 75500
AI 0,34 70700
C 0,14 10500
Co 0,32 198700
Cr 0,30 166200
Cu 0,34 124500
Fe 0,30-0,33 214500
Stahl 0,21-0,30 194000
Mo 0,31 333000
Sn 0,36 151600
W 0,27 339000

Al2Ü3 0,26 411000
Ba2CaW06 0,30 53200
BeO 0,27 363600
MgO 0,21 314000
Si0 2 0,20 80500
(Tao, 4Hfo,6)C 0,21 490500
Th0 2 0,30 245000
VAl 3 0,30 135000
VAl 4 0,30 114700
V02 0,33 228000
WC 0,27 665000
Y20 3 0,28 171000
ZrC 0,17 475000
Zr02 0,30 152900

Abb. 21. Poisson-Zahlen und Elastizitätsmoduln von einphasigen
metallischen und keramischen Werkstoffen.

Fig. 21. Poisson ratios and Youngs moduli of elasticity of single
phase metals and ceramics.

ratur zugeordnet, die an Werkstoffen mit entsprechenden
Poisson-Zahlen und Elastizitätsmoduln der Phasen gemessen
worden sind. Die unterste Kurve gilt für - metallische und
keramische - Werkstoffe mit sphärischen Poren als Einlage
rungsphase. - Daß der Einfluß der Poisson-Zahl der Matrix
phase auf den Verlauf dieser nach Gleichung 45 berechneten
Kurve kleiner sein kann als der Streubereich der Meßwerte,
zeigt Abb. 23.

In den Abbildungen 24-26 sind die theoretischen Grenz
kurven I. und II. Ordnung mit experimentellen Werten für
den Elastizitätsmodul von solchen zweiphasigen Werkstoffen
verglichen, bei denen sich die Elastizitätsmoduln der Phasen
relativ stark unterscheiden; d. h. der Variationsbereich zwi
schen den Grenzkurven ist verhältnismäßig groß. Ein entspre
chender Vergleich zwischen experimentellen Werten und
theoretischen Grenzkurven IH. Ordnung für zweiphasige me
tallische Werkstoffe wird an anderer Stelle behandelt (128).
Im Falle der WC-Co-Hartmetalle (Abb. 24) liegen alle Meß
werte zwischen den Grenzkurven II. Ordnung; bei den
TaO,4Hfo,6C-Co-Hartmetallen (Abb. 25) dagegen sind die
Meßwertstreuungen sogar größer als die Grenzkurven I. Ord
nung und im Falle der Al 2 0 3 «Whisker)-AI-Cermets füllen
die Meßwerte den gesamten Variationsbereich zwischen die
sen Grenzkurven aus (Abb. 26). Da es sich bei den Al 2°3 

Al-Cermets mit Al-Matrix um in Spannungsrichtung einge
lagerte Al 2 0 3 -Whiskers handelt, müßten die Meßwerte ge
mäß Gleichung 43 nahe an der oberen Grenze liegen. Wie
diese Beispiele zeigen, wird der Einfluß der Gefügestruktur
durch den Streubereich überdeckt. Er wird daher nur dann
deutlich erkennbar - und damit technisch relevant - sein,
vvenn sich die Elastizitätsmoduln der Phasen eines z\veiphasi
gen Werkstoffs um mehr als eine Größenordnung unterschei
den. Dies ist bei MgO-C-(ED/EM = 0,03) und ZrC-C-Verbund
werkstoffen (EDlEM =: 0,02) der Fall. In Abb. 27 sind die
Kurven gemäß den Gleichungen 40, 39,24 für sphärische

.. z
GrafItteilchen (- = 1) und gemäß Gleichung 44 für scheiben

x
förmige Grafitteilchen(lim ~ = 0) als Einlagerungsphase mit

x
Meßwerten verglichen. Die Meßwerte für stark abgeplattete

Graphitteilchen (~ = 0,081) in einer MgO-Matrixphase lie-
x

gen erwartungsgemäß nahe an der Kurve für scheibenförmige
Graphitteilchen. Dagegen sind die Meßwerte für schwach ab
geplattete Graphitteilchen (~ = 0,31) in einer MgO-Matrix
phase in Richtung der Kurve für sphärische C-Teilchen ver
schoben. Erwartungsgemär;zwischen den Kurven für in Span
nungsrichtung orientierte scheibenförmige und für sphärische
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Abb. 22. Relativer Elastizitäts-
"5

modul zweiphasiger Werkstoffe -g
mit Einlagerungsgefüge und sphä- ~

rischen Teilchen der Einlagerungs- ~
phase in Abhängigkeit von der :§
Phasenkonzentration bei ver- .SI
schiedenen Poisson-Zahlen und W

Elastizitätsmodulverhäl missen ~

ihrer Phasen. Meßwerte: Berech- 11
nete Kurve --- (GIn. 24, 39, !
40 resp. 45).

Fig.22. Normalized Youngs
modulus of elasticity for twO-
phase matrix materials contain-
ing spherical inclusions in
dependence on the phase con
centration at different Poisson
ratios of the Youngs moduli of
their phases. Calculated curves
-- (Gin. 24, 39,40 bzw.
45/equs. 24, 39, 40 resp. 45).
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Matrix- Einlagerungsphase Symbol
Phase inclusion phase (Literatur)

Cu Pore x (11)

Fe Pore ... (35)

Mo Pore 0 ( 31) 6 (14)
W Pore .. (11)
Al z0 3 Pore 0 (16)
BeO Pore 6 (13)
UN Pore 0 (15)
UOz Pore ... (8) .. (14, 15)
Y Z0 3 Pore v (65)
Ag Mo .. (38, 71)
Ag W .. (38,71)
Co WC () (80, 132) " (23) () (71, 101)
SiOz Al (127)

SiOz W , (127)
BeO ThO z IJ (122)

Abb. 23. Relativer Elastizitätsmodul poröser Werkstoffe bei sphäri
scher Porenform. Meßwerte: SiOrPore x (45), Uo gPUO zOz_x'Pore
0(81) berechnete Kurven für verschiedene Poisson:Zahl~n--
(GI. 45) (untere Kurve: uM = 0; mittlere Kurve: uM = 0,2; obere
Kurve: uM = 0,5).

Fig. 23. Normalized Youngs modulus of elasticity of porous materials
containing c10sed spherical porosity measured values: SiOz-pore x (45),
(45), Uo sPuo zOz_x-pore 0 (81)
calculat~d cur~es for different poisson ratios-- (equ. 45) (lower
curve; uM = 0, intermediate curve: uM = 0,2; upper curve: uM = 0,5).
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Abb. 26. Streuung gemessener Werte des Elastizitätsmoduls von
AI 2 0 3 (Whisker)-Al-Cermets (AI-Matrixphase) x (63) und TiC-AI-Hart
metall (Al-Matrixphase) ... (64,71); Grenzkurven I. Ordnung --
(GL 23).
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Hg. 26. Scattering of measured Youngs moduli of elasticity of
Al 2 03 (whisker)-AI-cermets (Al-matrix phase) x (63) and TiC-AI
hard metals (Al-matrix phase) .. (64, 71) bctween first order bounds
-- (equ. 23).
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Abb. 24. Meßwerte und Grenzkurven 11. Ordnung für den Elastizi
tätsmodul von WC-Co-Hartmetallen (42).

Fig.24. Measured values and second order bounds for the Youngs
modulus of elasticity of WC-Co hard metals (42).
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AbI>. 25. Streuung gemessener Werte des Elastizitätsmoduls voo
(Tao 4Hfo 6) C-Co Hartmetallen zwischen den Grenzkurven I. Ord
nung'--' (GL 23) und den Grenzkurven 11. Ordnung -.-.
(Gin. 24, 25).

Fig. 25. Scattering of measured Youngs moduli of elasticity of
(Tao 4HfO 6) C-Co hardmetals between the first order bounds
--' (equ: 23) and the second order bounds-·-·-(equs. 24, 25).

Fig. 27. Alteration of Youngs modulus of elasticity of two-phase
matrix material with carbon inclusions as consequence of the varia
tion of the shape, orientation and concentration of the C-particles;
measured values:

Mg O-C ("- ~ 0,08; oriented parallel to the stress direction) 0 (98);
x

Mg O-C ("- ~ 0,31; oriented parallel to the stress direction) 8 (98);
x

Matrix 
phase

IT60227!

Abb. 27. Änderung des Elastizitätsmoduls von zweiphasigen Werk
stoffen mit Graphit als Einlagerungsphase bei Änderung der Form,
Orientierung und Konzentration der C-Teilchen;

z
Meßwerte: MgO-C (- ~ 0,08; orientiert in Spannungsrichrung) 0 (98);

x
z

(98); MgO-C (- ~ 0.31; orientiert in Spannungsrichtung) 8 (98);
x

ZrC-C (orientiert in Spannungsrichtung) A (44, 46, 71); berechnete
Kurven (EDlEM ~ 0,03; !IM ~ 0,2; !IM ~ 0,14;!le ~ 0,17)

für sphärische Teilchen der Einlagerungsphase-.-·- (Gin. 24, 39,
40),
für scheibenförmige Teilchen der Einlagerungsphase -- (GI. 44).

Zr C-C (oriented parallel to the stress direction) A (44, 46,71);
calculated curves (EDlEM ~ 0,03; !IM ~ 0,2; !IM ~ 0,14;!le ~ 0,17):
for spherical inclusions _._.- (equs. 24, 39,40)
for disc-shaped inclusions -- (equ. 44).
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Abb. 28. Relativer Elastizitätsmodul von
porösen Werksroffen und zweiphasigen
Werkstoffen ohne Phasenbindung.
Md,werte: Berechnete Kurven für sphäri
sche Teilchen der Einlagerungsphase (Gin.
24,39,40 bzw. 45/equs. 24, 39,40 resp.
45).

Fig.28. Normalized Youngs modulus
of elasticity for porous materials and
two-phase matrix materials without phase
bonding. Measured values: Calculated curves
for spherical inclusions (Gin. 24, 39,40
bzw. 45/equs. 24, 39,40 resp. 45).

Matrix- Einlagerungsphase Symbol
phase Inclusion phase (Literature)

Al 2 0 3 Kugelpore/spherical pore • (16)
Cu Kugelpore/spherical pore .(11)
MgO Ni I (52)
Mo U02 (sphärisch/spherical) + (74)

SS U02 • (68, 73)

Matrix
Phase

Al 203

Cu
MgO
Mo

W

Einlagerungsphase
Inclusion phase

Linsenpore/lenticular pore
Linsenporellenticular pore
Linsenpore/lenticular porez
U02 (abgeplattet/oblate: - = 0,2)

x
U0 2

Symbol
(Literatur)

o (57)
o (diese Arbeit - this work)
6 (52)
" (74)

x (15)

Graphitteilchen liegen die Meßwerte für ZrC-C-Verbundwerk
stoffe. Ihre stereologischen Gefügedaten sind nicht bekannt,
qualitativ aber aus ihrer Technologie abschätzbar. Die Pro
ben wurden einaxial druckgesintert, ihre Elastizitäsmoduln
wurden in Drucksinterrichtung gemessen. Es darf angenom
men werden, daß es sich bei dem eingelagerten Graphit
lamellen um abgeplattete rotationsellipsoide Teilchen han
delt, deren Rotationsachse in Spannungsrichtung orientiert
war. - Eine entsprechende Abschätzung gilt für die Meßwerte
der porösen Werkstoffe in Abb. 28. Die vollen Symbole gel
ten für Werkstoffe mit annähernd sphärischen Poren und
liegen nahe bei der für diesen Fall geltenden Kurve gemäß
Gleichung 45. Dagegen muß aufgrund ihrer Technologie für
die mit leeren Symbolen eingetragenen Meßwerte poröser
Werkstoffe linsenförmige Porenform angenommen werden.
Dementsprechend liegen diese Meßwerte unterhalb der theo
retischen Kurven für sphärische Porenform. - Mit Kreuz-
und Strichsymbolen eingetragen in Abb. 28 wurden Meß
werte solcher Cermets, deren Lage bei oder unterhalb der
theoretischen Kurve für sphärische Poren eine Schlußfolge
rung über ihre Phasenbindung zuläßt. So müßten beispiels
weise die Werte für U0 2 -Mo- und U0 2 -W-Cermets mit metal
lischer Matrix- und sphärischer U0 2 -Einlagerungsphase bei
der mittleren theoretischen Kurve (EDlEM = 0,65), diejenigen
für U02 -Stahl-Cermets bei der oberen theoretischen Kurve
(EDlEM = 1,2) liegen. Da die Bindung zwischen Einlagerungs
und Matrixphase jedoch schlecht ist, ist der Effekt der Einla
gerungsphase auf den relativen Elastizitätsmodul demjenigen

von Poren vergleichbar. - Im Falle der U02 -Mo-Cermets
wurden außer U02 -Kugeln auch U02 -Plättchen

(~ =0,2) in die Mo-Matrix eingelagert (74). Die Meßwerte

liegen erwartungsgemäß im Bereich unterhalb der theoreti
schen Kurve für sphärische Poren, die die obere Grenzkurve
für den Elastizitätsmodul des isotropen porösen Werkstoffes
mit geschlossenen Poren darstellt. Die untere Grenzkurve für
den Elastizitätsmodul eines solchen Werkstoffes ist diejenige
für scheibenförmige geschlossene Poren. Ihre Gleichung wurde
wegen den im Anschluß an Gleichung 46 genannten Schwierig
keiten hier nicht abgeleitet. Der Bereich zwischen diesen
Grenzkurven ist derjenige Variationsbereich, in dem eine über
die Grenzkurven hinausgehende theoretische Bestimmung des
Elastizitätsmoduls technisch von Interesse sein muß. Die prak
tische Anwendung der theoretischen Gleichungen wird sich
daher insbesondere auf poröse Werkstoffe und solche mit
schwacher Phasenbindung konzentrieren.

Will man mit den gegebenen Gleichungen den Elastizitäts
modul eines zweiphasigen Werkstoffes als Temperaturfunk
tion berechnen, so sind lediglich die Temperaturfunktionen
der Phasen der elastischen Konstanten in die entsprechenden
Gleichungen einzuführen. In Abb. 29 wurde dies für poröses
Yttriumoxid (21 Vol.% Poren) und eine W-Ag (20 Vol.%)-Le
gierung durchgeführt. Die theoretischen Kurven wurden mit
Gleichungungen 45 bzw. den Gleichungen 40,39,24 berechnet.
Die Elastizitätsmoduln der Phasen und ihre Temperaturabhän
gigkeiten waren nicht unter identischen experimentellen Bedin-
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Abb. 29. Temperaturabhängigkeiten des Elastizitätsmoduls zwei
phasiger Werkstoffe mit sphärischem Teilchen der Einlagerungsphase.

Fig. 29. Youngs modulus of elasticity of two-phase matrix materials
with spherical inclusions in dependence on the temperature.
Meßwerte / measured values: Y20rPore (21 Vol. %) 0 (66); W-Ag
(20 Vol. %) x (120); berechnete Kurvenlcalculated curves--
(GIn. 24, 39, 40 bzw. 45/equs. 24, 39, 40 resp. 45).

gungen ermittelt worden wie die Meßwerte des porösen
Yttriumoxids und der W-Ag-Legierung. Sie mußten daher an
derer Literatur entnommen werden (116), was zu den syste
matischen Abweichungen zwischen berechneten Kurven und
Meßwerten in Abb. 29 führt.

Die behandelten Gleichungen gelten stets für stabile Werk
stoffe, d. h. solche, die sich im thermochemischen Gleichge
wicht befinden. Bei instabilen Werkstoffen ändern sich die
Phasen z. B. durch Reaktion. Sie haben daher sowohl irrever
sible Temperaturfunktionen ihrer Eigenschaftskenngrößen
- was am Beispiel des elektrischen Widerstandes bereits ge-
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Anschrift: Dr. G. Ondracek, Kernforschungszentrum Karlsruhe,
Institut für Material- und Festkörperforschung, Postfach 3640,
7500 Karlsruhe.

Al- Matrilfphase

IT60230] Konzentration (Val'!.)

Abb. 30. Irreversible Änderung des relativen Elastizitätsmoduls
instabiler AI-UAlx-Werkstoffe mit Al-Matrixphase bei verschiedenen
Konzentrationen (77). AI-UAI 3 vor der Reaktion 0, AI-UAI 3-UAI4
nach 50% Umsatz 6.

Fig. 30. Irreversible alteration of the normalized Youngs modulus
of elasticity of unstable AI(matrix)-UAl x composites at different
phase concentrations (77). AI-UAI 3 unreacted 0, AI-UAI3-UAI4
50% reacted 6.

1,0

zeigt wurde «s. Teil II dieser Arbeit, Z. f. Werkstofftechnik 8
(1977) 280-287 - als auch irreversible Konzentrationsfunk
tionen. Letzteres ist in Abb. 30 am Beispiel von Al-UAI 3 -Ver
bundwerkstoffen gezeigt (36). Urantrialuminid reagiert mit
Aluminium zur stabilen UAl4 -Phase. Die damit verbundene 
erwartungsgemäß irreversible - Erniedrigung des relativen
Elastizitätsmoduls (vgl. EUAI3 u. EUAI4 ' Abb. 21) tritt bei
allen UAlx-Konzentrationen ein.

siehe Teil I dieser Arbeit, Z. f. Werkstofftechnik 8 (1977) 245- 246
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Zum Zusammenhang zwischen Eigenschaften und Gefügestruktur
mehrphasiger Werkstoffe
Teil IV: Gefügestruktur und thermischer Ausdehnungskoeffizient

Sylvestre Nazare und Gerhard Ondracek

Mitteilung aus dem Institut für Material- und Festkörperforschung des Kernforschungszentrums und der Fakultät für
Maschinenbau der Universität Karlsruhe, Deutschland

Die Eigenschaften mehrphasiger Werkstoffe hängen von den Eigen
schaften ihrer Phasen und deren Geometrie und geometrischer
Anordnung (Gefügestruktur) ab. Mikroskopische Gefügebilder mehr
phasiger Werkstoffe sind vielfach auch dann verfügbar, wenn der
Werkstoff extremen Zustandsbeding-ungen ausgesetzt war (z. B. hohe
Temperaturen, radioaktive Strahlung), unter denen direkte Eigen
schaftsmessungen unmöglich oder schwierig und daher aufwendig
und/oder ungenau sind. Durch stereologische Gefügeanalyse kann
aus solchen Gefügebildern die Gefugestruktur ermittelt werden. Die
Kenntnis des quantitativen Zusammenhangs zwischen Gefügestruk
tur und Eigenschaften würde dann die direkte Messung vin Eigen
schaftskenngrößen ersetzbar machen durch eine stereologische Gefü
ge analyse. Da dies nicht nur für extreme Zustandsbedingungen gilt,
würde die stereologische Gefügeanalyse in der konventionellen
Qualitätskontrolle ebenfalls ohne direkte Eigenschaftsmessung 
Aussagen über Eigenschaftskenngrößen erlauben. Außerdem vertie
fen solche Gefüge-Eigenschafts-Beziehungen das physikalische Ver
ständnis für den Zusammenhang zwischen Eigenschaften und Gefüge
struktur von Werkstoffen und ermöglichen damit die Vorausberech
nung von Eigenschaftsverbesserungen durch Gefügeoptimierung.
Diese Arbeit behandelt in 4 Teilen die Ableitung und experimentelle
Prüfung quantitativer Beziehungen zwischen der Gefügestruktur und
der Leifähigkeit, dem Elastizitätsmodul sowie dem thermischen Aus
dehnungskoeffizienten zweiphasiger Werkstoffe.

Im vorliegenden 4. Teil dieser Abhandlung wird die Ableitung der
Gleichungen beschrieben, die den quantitativen Zusammenhang
zwischen dem linearen thermischen Ausdehnungskoeffizienten und
der Gefügestruktur zweiphasiger Werkstoffe mit Einlagerungsgefüge
und linearelastischen, isotropen Werkstoffphasen erfassen. Berechnete
und gemessene Ausdehnungskoeffizienten von zweiphasigen Werk
stoffen aus etwa 15 binären Systemen werden verglichen und zeigen
befriedigende übereinstimmung. Die allgemeine Gleichung zum Zu
sammenhang zwischen dem linearen, thermischen Ausdehnungskoeffi
zienten und der Gefügestruktur zweiphasiger Matrix-Werkstoffe lie
fert das experimentell bestätigte Ergebnis, daß geschlossene Poren
den Ausdehnungskoeffizienten poröser Werkstoffe nicht beeinflussen.
Der vorliegende letzte Teil der Abhandlung schließt ab mit einer in
genieurmäßigen Einschätzung der in allen vier Abschnitten gewonne
nen Ergebnisse.

On the relationship between the properties and the mierostructure
of multiphase materials. Part IV: Microstructure and thermal expan
sion coefficient. The properties of multiphase materials depend on
the properties as weil as on the geometry and geometrical arrangement
(microstructure) of their phases. In many cases, where the material
exists under extreme conditions (e. g. high temperatures, radioactive
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(O!M, O!D = lineare thermische Ausdehnungskoeffizienten der
Matrix- bzw. Einlagerungsphase; = Matrix-(i = M) bzw.
Einlagerungsphasenvolumen (i = D); VAD + VAM = VAC =

= Gesamtvolumen (i = C) bei Raumtemperatur). Will man
den erwärmten zweiphasigen Werkstoff im Gedankenexperi
ment nun wieder zusammenfügen, so muß man seine Matrix
phase erst mechanisch allseitig dehnen, seine Einlagerungs
phase allseitig stauchen, damit sie ineinander "passen". Die
dazu nötigen isostatischen Zugspannungen für die Matrix
phase und Druckspannungen für die Einlagerungsphase sind
dem Betrage nach gleich groß und entsprechen den inneren
Spannungen, die beim Erwärmen des realen zweiphasigen
Werkstoffs entstehen. Nach dem Hook-Gesetz gilt für den
dreidimensionalen Spannungszustand eines isotropen, linear
elastischen Körpers

Wird ein solcher Werkstoff (Abb. 31) erwärmt (L:l.T =
so dehnen sich seine Phasen unterschiedlich aus, wobei sie
sich behindern. Dadurch entstehen innere
nungen. Wenn sich die thermisch

ausdehnt als die Einlagerungsphase < O!D), so
entstehen Zugspannungen (+0) in der Matrix-, Druckspan
nungen (~o) in der Einlagerungsphase. Im Gedankenexperi
ment lassen sich die beiden Phasen so trennen, daß eine Ma-
tnxp'ha.se mit Hohlräumen einerseits und im
Raum frei schwebende Teilchen der Einlagerungsphase ande
rerseits entstehen, ohne daß diese ihre räum!. Anordnung
verändern (17). Sie können sich dann bei Erwärmung von
Anfangs-(TA) auf Endtemperatur (T) ungehindert ausdeh
nen. Dabei würde sich infolge der unterschiedlichen Ausdeh
nungskoeffizienten der Phasen eine Volumendifferenz erge
ben, die sich mit G!. 49 bestimmen läßt:

(48)

(49)

(47)
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Unter der Voraussetzung, daß eine Temperaturabhängigkeit
des thermischen Ausdehnungskoeffizienten über kleine Tem
peraturbereiche vernachlässigbar ist, erhält man durch Inte
gration von Gleichung 47

Der thermische Ausdehnungskoeffizient (O!y) ist definiert
als die durch Temperaturänderung (8T) eintretende Volumen
änderung (8 V) bezogen auf das Ausgangsvolumen (VA) bei
konstantem Druck (p) und konstanter stofflicher Zusammen
setzung (Ci) des Werkstoffs

Ist ein Werkstoff isotrop, so ist sein linearer thermischer Aus
dehnungskoeffizient (O!)

IV. 1. Zur Theorie des zwischen Gefügestruk-
tur und linearem thermischem Ausdehnungskoeffizienten

(l = Länge bei der Temperatur T; lA = Ausgangslänge bei
Raumtemperatur TA)

O! = O!y
3

irradiation) not admining direet measurements or making
them diffieul t and Jess accurate two pietures (mierographs)
are available as the only reliable souree of information.
A stereologic image analysis then provides the cool CO eharacterize the
mierostrueture of multi phase materials quantitatively from their
micrographs. Knowing equations describing the dependence of the
properties on the mierostructure characterized by appropriate param
eters diteet property measurements would become substitutable
by stereologie analyses of the mierostructure. Due CO the fact, that
this holds not only under extreme eonditions the stereologieal micro
structure analysis could also be used in eonventional quality conrrol
co obtain properties without measuring them direerly. Furthermore
quantitative relationships between properties and mierostruetural
parameters provide a better insight inco the property-microstructure
dependence thus enabling theoretieally the pre-ealculation of proper
ty improvements by optimalisation of the mierostrueture ("taylor
made-materials").
This paper - subdivided in four artieles considers the derivation
and the experimental proof of quantitative relationships between
the microstructure and the conduetivity, elastic modulus and thermal
expansion eoeffieient of two phase matrix materials.
In the present fourth part of this paper the derivation of the equations
is eonsidered whieh deseribe the dependence of the linear thermal ex
pansion eoefficient on the microstrueture of two phase matrix mate
rials quantitatively, the phases of whieh show linear elastie and iso
tropie behaviour. Calculated and measured thermal expansion coeffi
eients of two phase materials from about 15 binary systems are eompared
agreeing suffieiently well. The general equation describing mathemat
ieally the relationship between the mierostrueture and the linear
thermal expansion eoeffieient of two phase materials eonfirms theoret
ieally, that closed pores do not affeet the thermal expansion coeffi
eient of porous materials. - At the end of the present artiele an en
gineering statemen t is made summarizing and judging the results ob
tained in the alltogether four parts of this publieation.

Für die folgende Ableitung zum Zusammenhang zwischen
Gefügestruktur und linearem thermischem Ausdehnungskoef
fizienten eines zweiphasigen Werkstoffes wird Isotropie und
linear-elastisches Verhalten seiner Phasen vorausgesetzt. -

Abb. 31. Schematische Darstcllung cines zweiphasigen Werkstoffes
mit Einlagerungsgefüge bei thermischer Ausdehnung.

Fig. 31. Schematieal demonstration of a two-phase matrix material
under thermal expansion.
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0i· (1 - 2v) = EiE

und mit

(5 ) a a
+-- =--+0 (60)

E
K=----

3 . (1 - 2v)

folgt aus G. 51

0i = Ei· 3K

(52)

(53)

Mit den Gleichungen 49 und 59 folgt

(61 )

(62)

Die isostatische Stauchung der Einlagerungsphase ist dann

und mit GI. 49

~
3K

(54)

(55)

Gleichung 62 ist identisch mit derjenigen aus der ursprüng
lichen Ableitung über das geschilderte Gedankenexperiment,
bei der von unterschiedlicher linearer Schrumpfung der Pha
sen ausgegangen worden ist (17). Die Umformung von GI. 61
mit GI. 52 ergibt die allgemeine Gefüge-lineare thermische
Au:sdehmmgskoeffiziente:n-C;leichtmg Z1weiph~lsiger Werk-
stoffe mit Einlagerungsgefüge :

und die isostatische Dehnung der Matrixphase beträgt

(56)

(Vo, VM = Phasenvolumina bei der Temperatur T)

Damit die beiden Phasen nach Erwärmung ineinander pas
sen, muß ihre mechanische Volumendeformation ihre Volu
mendifferenz infolge unterschiedlicher thermischer Ausdeh
nung kompensieren; d. h. nach den Gleichungen 50, 55 und
56 gilt

S Sie ist unmittelbar mit den elastischen Eigenschaftskenn
größen des zweiphasigen Werkstoffes verknüpft und hängt
von deren Lösung ab. - Mit den Gleichung 2 3a und Gleichung
23b analogen Ausdrücken für den Kompressionsmodul des
zweiphasigen Werkstoffes (Kc ) bei Parallel- bzw. Reihenan
ordnung seiner Phasen (47) erhält man aus Gleichung 63a
die Gefüge-Ausdehnungskoeffizienten-Gleichungen der
Grenzkurven des linearen thermischen Ausdehnungskoef
fizienten:

LlVOx LlVMx
=-- +--

Vo VM
(57)

(64)

und die isostatische Spannung ist

(58)

(65)

(59) Welche der beiden Gleichungen 64 und 65 die untere bzw.
obere Grenzkurve im jeweiligen Fall beschreibt, hängt ab von
dem Ausdruck

Der Wechsel der Grenzkurven erfolgt, wenn dieser Aus
druck (Gleichung 66) Eins ist. In diesem Fall sind obere und
untere Grenze identisch. Die Spezialfälle der allgemeinen Ge
füge-thermische Ausdehnungskoeffizienten-Gleichung isotro
per zweiphasiger Werkstoffe mit Einlagerungsgefüge für

statistisch orientierte scheibenförmige Teilchen der Ein
lagerungsphase
sphärische Teilchen der Einlagerungsphase
statistisch orientierte stabförmige Teilchen der Einlage

rungsphase ergeben sich aus Gleichung 63 mit den Gleichun
gen 37-42. Die bei den elastischen Eigenschaftskenngrößen

Die Vorstellung, daß jede Phase einer allseitigen mechani
schen Spannung ausgesetzt wird, die die thermisch induzierte
Volumendifferenz durch mechanische Deformation ausgleicht,
führt nach Zusammensetzung der Phasen zu einer nichtspan
nungsfreien Oberfläche des zweiphasigen Matrixwerkstoffs.
An den inneren Phasengrenzflächen halten sich Druck- und
Zug-Spannungen das Gleichgewicht, d. h. innere Spannungen
sind im realen Werkstoff tatsächlich vorhanden. Die Ober
fläche dagegen ist in Wirklichkeit spannungsfrei. Um diese
Bedingung auch im Gedankenexperiment zu erfüllen, muß
an der Oberfläche des zweiphasigen Werkstoffs eine Druck
bzw. Zugspannung angelegt werden (97), je nachdem, ob
man zur Ermittlung der Gesamtdehnung bei Erwärmung von
der thermischen Ausdehnung der Einlagerungsphase oder 
wie im folgenden - von derjenigen der Matrixphase ausgeht:

KM EM(1 - 2vo)

Ko Eo(l - 2VM)
(66)
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zV\>eljphaslger Werkstoffe bei Formen und Orien-
U<:lUllg<:ll der Teilchen der - wIe sIe In

Abb. 9 für den elektrischen Widerstand zusammengestellt
wurden - auch für den linearen thermischen Allsdehnungs-

. koeffizienten erfaßt. - Die meisten in der Literatur angege
benen Beziehungen führen durch geeignete Umformung zu
Gleichung 63 (97, 110, 119) oder folgen aus ihr (6,51,55,
62, 102), wenn man die dort gemachten Voraussetzungen
berücksichtigt. - Für den Sonderfall des porösen Werkstof-

fes (~~ = 0) folgt aus Gleichung 63 grundsätzlich, daß

der thermische Ausdehnungskoeffizient zweiphasiger Werk
stoffe mit Einlagerungsgefüge von der Porosität unabhängig
ist (O'c = O'M). Es muß in diesem Zusammenhang wieder da
rauf hingewiesen werden, daß die Gleichungen für den Aus
dehnungskoeffizienten von zweiphasigen Werkstoffen bei
Teilchen der Einlagerungsphase mit extremem Achsenver
hältnis (lim ~ = 0) nicht ohne weiteres auf den Sonderfall
des porösen Werkstoffs übertragen werden können. Das
Achsenverhältnis Null wird sowohl bei verschwindend klei
ner Rotationsachse (z) und endlicher Nebenachse (x) als
auch bei endlicher Rotationsachse und "unendlich" großer
Nebenachse erreicht. Im zweiten Fall ist Einlagerungsgefüge
nicht mehr gegeben. Er entspricht bei quer zur Ausdehnungs
richtung orientierten scheibenförmigen "Poren" der Parallel
anordnung, d. h. Gleichung 67 wird identisch mit Gleichung
64. Die "Porenlamellen" tragen nicht zur Ausdehnung bei,
der Ausdehnungskoeffizient ist - wie beim Einlagerungsgefüge
mit scheibenförmigen Poren - gleich demjenigen der festen
bzw. Matrix-Phase. Dagegen entspricht der Fall der in Aus
dehnungsrichtung orientierten scheibenförmigen Poren mit
unendlich großer Nebenachse der Reihenanordnung von
"Porenschichten" und "Matrixschichten". Die Ausdehnung
der Matrixschichten könnte durch den Porenraum aufge
fangen werden. Möglicherweise wird Gleichung 68 daher
nicht identisch mit Gleichung 65 für Reihenanordnung der
Phasen, sondern liefert - scheinbar - auch für Einlagerungs
gefüge eine Porositätsabhängigkeit, die grundsätzlich nicht
besteht. - Gleichungen, die bereits durch einen Grenzüber
gang (~-+ 0; f -+ 0) erhalten wurden, liefern für einen
zweiten Grenzübergang (O'D -+ 0; EDlEM -+ 0) nicht unbe
dingt schlüssige oder sichere Ergebnisse und sollten daher
für einen solchen besonders geprüft werden. Dies war be-
reits im Falle des elektrischen Widerstandes und des Elasti
zitätsmoduls erwähnt worden (siehe Teil I und Teil II dieser
Arbeit, Z. Werkstofftech 7 u. 8/77).(72)

(71)

- quer zur Spannungsrichtung orientierten Rotationsachsen

in Spannungsrichtung orientierter Rotationsachse

nicht oder nicht hinreichend erfaßten der orien-
tierten und Teilchen der
Einlagerungsphase wurden hergeleitet (124). Man
erhält als thermische Ausdehnungskoeffizien
ten-Gleichung mit Einlagerungsgefüge und scheibenförmigen

Teilchen der Einlagerungsphase (lim z = 0) mit
x

(1 - cD) ED (1 - VM) - EM(1 -VD) 1 (67)
EM(1 - CD) (1 - VD) + cD(1 - vM)

- quer zur Spannungsrichtung orientierter Rotationsachse

mit

und als Gefüge-lineare thermische Ausdehnungskoeffizienten
Gleichung zweiphasiger Werkstoffe mit Einlagerungsgefüge

z
und stabförmigen Teilchen der Einlagerungsphase (lim - = 00)

x

- in Spannungsrichtung orientierten Rotationsachsen

ac = O'M + CD(O'D - O'M) [1 +

2(1 - CD)(vDE M - vMED)
+ 1 (68)

EM(1 - cD)(l - VD) + EDcD(1 - VM)

- wobei

cDED 1 - cD r_ED
M =--- + ---"'--

1 + vD 2(1 - VM) 1 + vD
(73)

IV. 2. Vergleich zwischen berechneten und experimentellen
Werten des linearen thermischen Ausdehnungskoeffizienten
zweiphasiger Werkstoffe

Wie die numerische Prüfung der Gleichung 70 zeigt, ent
sprechen die Ergebnisse denjenigen der Gleichung 64
(Parallelanordnung der Phasen); eine Feststellung, wie sie
bereits bei den Feldeigenschaften angetroffen wurde (s.
Teil Il dieser Arbeit, Z. f. Werkstofftechnik). - Damit sind
alle Fälle der allgemeinen Gefüge- Eigenschafts-Gleichung

VD 1 - cD
Q= 2CDED --- + --

1+ vD 1 - vM

[EDVD + E M vM(1 - 2VD) 1
1 + VD 1 + VM

(74)

Die für den Vergleich mit experimentellen Daten benutz
ten Kurven wurden mit Hilfe der elastischen Eigenschafts
kenngrößen der Phasen nach Abb. 22 berechnet (s. Teillii
dieser Arbeit, Z. f. Werkstofftechnik). Deren Temperatur
abhängigkeit wurde dabei vernachlässigt, was insofern
berechtigt sein dürfte, als diese Temperaturabhängigkeiten
für Matrix-Phase, Einlagerungsphase und zweiphasigen Werk
stoff gleichsinnige Tendenz haben werden und in Gleichung
63 - und damit auch in die Gleichungen der Spezialfälle 
nur die Verhältnisse der elastischen Konstanten von Matrix-



144 S" Nazare G" UIIUlaLe", . Werkstofftech 9.

O.2.J---~~~-+--

und bzw" Werkstoff ein-
In Abb" 32 sind die nach 63 bzw" 39

40 (siehe Teil dieser Arbeit, Z" L Werkstofftechnik)
mit Hilfe der Elastizitätsmoduln
und Poisson-Zahlen ihrer Phasen berechneten Kurven der
relativen linearen thermischen AllS(iellnungskoeflfiziel1t<~n

verschiedener zweiphasiger Werkstoffe mit Einlagerungsge-
füge und Teilchen der mit ex-
permllelllt<:lle:n Werten Die theoretischen und ex-
perIlnenteIlen Werte wurden auf die linearen thermischen
Ausdehnu ngskoeffizienten der jeweiligen nor-
miert.

Da die Grenzkurven nach den Gleichungen 64 und 65
nicht allein von den linearen thermischen Ausdehnungskoef
fizienten der Phasen, sondern auch von deren Elastizitäts
moduln und Poisson-Zahlen abhängen, fällt der Variations
bereich zwischen ihnen je nach Werkstoff sehr unterschied
lich aus. Andererseits unterscheiden sich alle diese ihn be
stimmenden Größen bei festen Phasen um nicht mehr als
eine Größenordnung, so daß der Variationsbereich auch
beim linearen thermischen Ausdehnungskoeffizienten oft
nicht größer ist als der Streubereich der Messungen (Abb. 33),
der vielfach von der technologischen Qualität der Proben ab
hängt. Bei hoher Probenqualität zeigen die Meßwerte auch
dann den Matrixwechsel richtig an, wenn - wie im Beispiel

2Of----+------j----f----+---

04----+------4-----+-----!-----.<
Matrix- 20 40 60 80

Abb. 32. Relative lineare thermische Ausdehnungskoeffizienten
zweiphasiger Werkstoffe in Abhängigkeit von der Phasenkonzen
tration .

Fig. 32. Normalized linear thermal expansion coefficient of two
phase matrix materials in dependence on the phase concentration.

der Abb. 34 - die berechneten Kurven (Gleichung 63, 39,
40) für Co-Matrix und für (Tao,4 Hfo,6 )C-Matrix sehr nahe
beieinander liegen. Der Wechsel von der Co-Matrix zur
(Tao 4Hfo 6)C-Matrix vollzieht sich dort, wo die experimen
telle~ Wer~e ihre Lage oberhalb der - oberen - Kurve für
Co-Matrix (>40 Vol% Co) in eine Lage unterhalb der Kurve
für Hartstoff-Matrix (>30 Vol% Co) verändern.

Konzl!f1tration I VaL"f, I

Matrix- Einlage- Temperatur- Symbol
Phase rungsphase bereich (K) (Literatur)

inclusion temperature
phase region (K)

Si0 2 Al 373- 873 0 (56)
Si0 2 Sn 0 (117)
C02 WC 293-1073 + (19)

x (37)
Sn 2r02 • (117)
Mo U0 2 293-1073 + (34)

293-1273 0 (129)
(91)

Cr U0 2 293-1273 v (129)
SS U0 2 293-1173 6 (69)
Ag Fe 0 (51)

berechnete Kurven für sphärische Teilchen der Einlagerungsphasel
calculated curves for spherical inclusions:
- (GIn. 63, 40, 39/equs. 63,40, 39).

Abb. 33. MeGwertstreuungen zwischen den Grenzkurven des linea
ren thermischen Ausdehnungskoeffizienten zweiphasiger Werkstoffe.

Fig. 33. Scattering of measured linear thermal expansion coefficients
of two-phase matrix materials between their bounds
MeGwerte/measured values
Ba2_xCao S+xW06-W 673 - 1273 Ko (104)
MgO-W ' 373 - 1273 K .. (56)
berechnete Grenzkurven/calculated bounds - (GIn. 64, 65/equs. 64,
65).

Zu Abb. 32. MeGwerte/measured values:

In Abb. 35 sind die theoretischen Kurven für V0 2 -Cu
Cermets mit Cu-Matrix (-::;;: 40 Vol.% Cu) und V0 2 -Matrix
(;;::. 55 Vol.% Cu) für sphärische und statistisch orientierte
scheibenförmige Teilchen der Einlagerungsphase nach den
Gleichungen 63, 39, 40 bzw. 63 und 37, 38 mit experimentellen

w6040
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Abb, 34. Lineare thermische Ausdehnungskoeffizienten von
(Tao 4Hfo 6)C-Hartmetallen, Megwerte 293-1273 K .. , berechnete
Kur~en fü; Bindemetallmatrix (oben) und Hartstoffmatrix (unten)
- (Gin, 63,40,39).

Fig, 34. Linear thermal expansion coefficients of (TaO,4Hfo,6)C
hard metals; measured values 293-1273 K"; calculated curves for
binder metal matrix (above) and carbide matrix (below) - (equs,
63,40, 39),
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20 40 60

Konzentration I Val % I

80 Co

Abb. 36, Gefüge von UOrCu-Cermets; a) Cu-Matrixphase, UOrKu
geln als Einlagerungsphase, b) Cu-Matrixphase, UOrScheiben als
Einlagerungspbase, c) U02-Matrixphase, Cu-Kugeln als Einlagerungs
phase, d) U02-Matrixphase, Cu-Scheiben als Einlagerungsphase,

Fig.36. Microstructure of UOrCu cermets; a) Cu-matrix phase,
U02 spheric inclusions, b) Cu matrix phase, U02 disc-shaped in
clusions, c) U02 matrix phase, Cu spherical inclusions, d) U02
matrix phase, Cu disc-shaped inclusions,

Konzentration IVol'!ol

Werten verglichen. Wie die Gefügebilder in Abb. 36 zeigen, erfül
len die Teilchen der Einlagerungsphase die stereologische Ach-

senbedingung für Kugeln (~ = 1) und extreme Scheiben (~ = 0)
x x

nur in grober Näherung. Die Meßwerte bestätigen aber den theo
retisch vorhersagbaren Wechsel, wonach sphärische Teilchen
der Einlagerungsphase bei Cu-Matrix zu höheren, bei
va 2 -Matrix dagegen zu niedrigeren Ausdehnungskoeffi
zienten als bei scheibenförmigen Teilchen der Einlagerungs
phase führen. - Ein entsprechender Vergleich von experi
mentellen Werten W-faserverstärkten Ku pfers mit der für
diesen Fall nach Gleichung 70 berechneten Kurve zeigt
Abb, 37 (124),

Die Veränderung des mittleren linearen thermischen Aus
dehnungskoeffizienten zweiphasiger Werkstoffe mit Einla
gerungsgefüge mit zunehmendem Temperaturbereich läßt
sich nach Gleichung 63 ausrechnen, wenn man die für jede
Temperatur geltenden mittleren Ausdehnungskoeffizienten
der Phasen einsetzt. Für va 2 -Mo-Cermets mit va 2 -Matrix
ist diese Rechnung durchgeführt worden. In Abb. 38 sind
die - experimentell ermittelten - Kurven für die Tempera
turabhängigkeit der linearen thermischen Ausdehnungs
koeffizienten der Phasen angegeben (116). Mit diesen Wer
ten wurde die Kurve der Temperaturabhängigkeit des line
aren thermischen Ausdehnungskoeffizienten von va 2 -Mo
(30 Vol. %)-Cermets berechnet. Wieder wurde, wie bisher
auch, die Temperaturabhängigkeit der elastischen Eigen
schaftskenngrößen der Phasen in Gleichung 63 bzw. 39/40
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Abb. 35, Linearer thermischer Ausdehnungskoeffizient von U02
Cu-Cermets; Met,werte: für näherungsweise sphärische Teilchen der
Einladungsphase "; für näherungsweise scheibenförmige Teilchen der
Einlagerungsphase in statistischer Orientierung x; berechnete Kurven:
für sphärische Teilchen der Einlagerungsphase - (GL63, 40,39),
für statistisch orientierte scheibenförmige Teilchen der Einlagerungs
phase ---- (GL 63, 37), Matrixwechsel '

Fig. 35, Linear thermal expansion coefficient of U02-Cu-cermets,
measured values: for approximately spherical particles of the inclusion
phase"; for approximately disc-shaped particles of the inclusion phase
x; calculated curves: for spherical inclusions - (egus, 63, 40,39),
for statistically oriented disc-shaped inclusions ---- (equs, 63,37),
matrix transition.
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Abb. 37. Linearer thermischer Ausdehnungskoeffizient von Kupfer
mit orientiert eingelagerten Wolframfasern (124); Md,werte 0, be
rechnete Kurve -- (GI. 70).

Fig. 37. Linear thermal expansion coeffizient of copper-tungsten
material with cop per matrix and oriented tungsten fiber inclusions
(124); measured values 0, calculated curve -- (equ. 70).
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Abb. 39. Gemessene Anderung des linearen thermischen Ausdeh
nungskoeffizienten von UAI3-AI-Werkstoffen .. - .. durch Reaktion
zu UA14-AI-Werkstoffen x---x(54, 77).

Fig. 39. Measured shift of the linear thermal expansion coefficients
of UAlrAI material ..-" by reaction to UAI4-AI material x---x
(54,77).

Mit der Erörterung quantitativer Beziehungen über den
Gefügeeinfluß auf den elektrischen Widerstand, Elastizitäts
modul und thermischen Ausdehnungskoeffizienten zwei
phasiger Werkstoffe mit Einlagerungsgefüge wurde versucht.
das ingenieurmäßige Verständnis des Zusammenhanges
zwischen Gefügestruktur und Eigenschaften zu vertiefen.
Die Gefüge-Eigenschafts-Gleichungen ermöglichen die Be
stimmung von Eigenschaften ohne deren direkte Messung
aus Daten der stereologischen Gefügeanalyse mehrphasiger
Werkstoffe, deren Durchführung das nachfolgende Schema
veransc haulic ht:

Mikroskop oder Epidiaskopr optisches Gefügebild des mehrphasigen Werkstoffes
elektronischer Bildanalysatorr-- stereologische Gefügedaten des mehrphasigen Werk-

t stoffes
Rechenmaschine - I. Programm (stereo logische Gleichungen)

I direkte und indirekte Stereologiefaktoren des mehr
phasigen Werkstoffe: quantitative Beschreibung
seiner Gefügestruktur

Rechenmaschine - 11. Programm (Gefüge-Eigenschafts
Beziehungen)

l- Eigenschaftskenngrößen des mehrphasigen Werk
stoffes: Leitfähigkeit, Elastizitätsmodul, thermi
sc her Ausdehnungskoeffizient

IV. 3. Schlußfolgerungen
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ve!"na.chlässigt. Zum sind die ve!"fügb:1re'n
mentellen Werte eingetragen (34, 93). Ahnliche Vergleic:he
ließen sich für andere Cermets oder auch für Verbundwerkstoffe
mit polymeren Phasen (3, 4,20,40, 58, 115) durchführen.
Hier sei abschließend nur noch die meßbare Verschiebung
des linearen thermischen Ausdehnungskoeffizienten solcher
zweiphasiger Werkstoffe gezeigt, die instabil sind und für
die eine Berechnung mit den erörterten Gleichungen daher
nicht möglich ist. Abb. 39 zeigt die gemessene Anderung
des linearen thermischen Ausdehnungskoeffizienten von AI
Matrix-Werkstoffen mit eingelagerten UAl 3 -Teilchen durch
Reaktion von Urantrialuminid mit Aluminium zu Urantetra
aluminid (54, 77).

Die gefügeanalytische Qualitätskontrolle kann nun nicht
nut quantitative Aussagen über die Gefügestruktur, sondern
auch solche über die Eigenschaften eines mehrphasigen Werk
stoffes machen. Da mikroskopische Gefügebilder vielfach
auch dann verfügbar sind, wenn der Werkstoff extremen
Zustandsbedingungen ausgesetzt war (z. B. hohe Tempera
turen, radioaktive Strahlungen), unter denen direkte Eigen
schaftsmessungen unmöglich oder schwierig und daher auf
wendig und/oder ungenau sind, können diese direkten Eigen
schaftsmessungen durch eine stereologische Gefügeanalyse
ersetzt werden. Außerdem machen die Gefügestruktur-

1200600 900
Temperatur (K)

Abb. 38. Temperaturabhängigkeit des linearen thermischen Ausdeh
nungskoeffizienten von U02"Mo-Cermets mit U02-Matrix.

Fig. 38. Linear thermal expansion coefficient of U02 matrix -
Mo cermets in dependence on the temperature; Megwertc/measured
values
U0 2-Mo (30 Vol%) I (93) t (34)
U02 - - - (116)
Mo..... (116)
berechnete Kurve für U02"Molcalculated curves für U0 2-Mo
-- (GI. 63/equ. 63).
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Eigenschafts-Gleichungen die oft aufwendige Messung,
Sammlung und Darstellung experimenteller Werte für zwei
phasige Werkstoffe, deren Phaseneigenschaftswerte bekannt
sind, entbehrlich und ermöglichen die vorausberechnete Ver
besserung von Eigenschaften durch Gefügeoptimierung
("maßgeschneiderte Werkstoffe"), sofern diese technolo
gisch verwirklicht werden kann.

Ein Beispiel für den Ersatz der direkten Messung einer
Eigenschaftskenngröße durch stereologische Gefügeanalyse
ist die Ermittlung der Porositätsabhängigkeit der Wärme
leitfähigkeit nuklearer Brennstoffe, die wegen der störenden
Bestrahlungseinflüsse nicht direkt meßbar ist (92). Ein an
deres Beispiel ist die Ermittlung von Leitfähigkeiten inter
metallischer Phasen durch rechnerische Extrapolation (96).
Die Eigenschaftskenngrößen intermetallischer Phasen sind
vielfach unbekannt, weil diese sich schmelztechnologisch
nicht einphasig darstellen oder wegen ihrer Sprödigkeit nur
unzureichend pulvertechnologisch verdichten lassen. Dage
gen liegen sie in hochdichten zweiphasigen Werkstoffen vor,
deren Eigenschaftskenngrößen ohne besondere meßtechni
sche Schwierigkeiten zugängig sind. Gleichungen, die den
Zusammenhang zwischen Gefügestruktur, Phaseneigenschaf
ten und Eigenschaftskenngrößen zweiphasiger Werkstoffe
erfassen, erlauben die Berechnung der Eigenschaftskenn
größe der intermetallischen Phase, wenn die Eigenschafts
kenngröße des zweiphasigen Werkstoffes, seiner anderen
Phase und seiner Stereologiefaktoren bekannt sind (96). 
Aus ingenieurmäßiger Sicht theoretisch am weitesten ent
wickelt ist der quantitative Gefüge-Eigenschafts-Zusammen
hang bei den Feldeigenschaften, und zwar aus folgenden
Gründen:

die Feldgleichungen der verschiedenen Feldeigenschaften
sind einander völlig analog. Sie erlauben daher die direkte
Übertragung von für eine Feldeigenschaftskenngröße ab
geleiteten Gleichungen auf andere Feldeigenschaften
die Gefügeeinflüsse werden durch unabhängig variierbare
Stereologiefaktoren in den Gefüge-Eigenschafts-Gleichun
gen erfaßt
jede Feldeigenschaftskenngröße eines zweiphasigen Werk
stoffes mit Einlagerungsgefüge hängt außer von den
Stereologiefaktoren ausschließlich von nur einer entspre
chenden Feldeigenschaftskenngröße jeder Phase ab.
Obwohl der Variationsbereich zwischen den Grenzkurven

für Parallel- und Reihenanordnung der Phasen zweiphasiger
Werkstoffe für Feldeigenschaften besonders groß und ihre
Bestimmung aus stereologischen Gefügedaten über die Grenz-

werte hinaus daher technisch besonders relevant ist, kann
der erreichte Stand als befriedigend angesehen werden. Be
rechnete und experimentelle Werte stimmen hinreichend gut
überein. - Im Gegensatz zu den Gefüge-Feldeigenschafts
Beziehungen sind bei den Gefüge-Elastizitätsmodul- und Ge
füge-Ausdehnungskoeffizienten-Gleichungen Analog-Über
tragungen auf andere mechanische oder thermodynamische
Eigenschaften nur bedingt oder gar nicht möglich. Zur Er
fassung der Gefügeeinflüsse auf solche anderen Eigenschaften,
wie z. B. die Bruchfestigkeit, ist daher weitere Arbeit erfor
derlich. - Die Einflüsse der Orientierung und Form der Teil
chen der Einlagerungsphase auf den Elastizitätsmodul und
den thermischen Ausdehnungskoeffizienten sind bisher nicht
durch unabhängig variierbare Stereologiefaktoren darstellbar.
Bei den Gefüge-Elastizitätsmodul-Gleichungen kommt er
schwerend hinzu, daß eine elastische Eigenschaftskenngröße
zweiphasiger Werkstoffe außer von der Gefügestruktur stets
von z w e i Eigenschaftskenngrößen (E, v) ihrer Phasen
abhängt. Dies gilt sinngemäß auch für die thermischen Aus
dehnungskoeffizienten, in deren allgemeine Gefüge-Eigen
schafts-Gleichung die elastischen Eigenschaftskenngrößen
des zweiphasigen Werkstoffes eingehen.

Bleibt man bei einer ingenieurmäßigen Beurteilung der
Gleichungen und ihres Vergleiches mit experimentellen Wer
ten, so ergibt sich allerdings, daß die Weiterentwicklung der
Gefüge-Eigenschafts-Beziehungen beim Elastizitätsmodul nur
für den Fall des porösen Werkstoffes technisch relevant ist.
Da der Unterschied der Elastizitätsmoduln der - festen 
Phasen eines zweiphasigen Werkstoffes maximal eine Größen
ordnung beträgt, ist die Festlegung seines Elastizitätsmoduls
zwischen Grenzkurven meist genauer als der Streubereich der
Meßwerte und damit technisch ausreichend. Für poröse Werk
stoffe dagegen trifft dies nicht zu. Die für diesen Fall vorlie
genden Gleichungen für spezielle Gefügestrukturen sollten
daher zu einer mathematisch übersichtlichen, auf alle Poren
konzentrationen, -formen und -orientierungen anwendbaren
Gefüge-Elastizitäsmodul-Beziehung weiterentwickelt werden.
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