KfK 3008
Oktober 1980

Analyse der Migrationspfade
von Plutonium in einem
terrestrischen Okosystem

R. Avenhaus, S. Fenyi, A. T. Jakubick,
mit einem Anhang von J. Ludewig

Institut fiir Datenverarbeitung in der Technik
Projekt SpaltstofffluBkontrolle

Kernforschungszentrum Karlsruhe







KERNFORSCHUNGSZENTRUM KARLSRUHE
Institut flir Datenverarbeitung in der Technik

Projekt SpaltstofffluBkontrolle

KfK 3008

Analyse der Migrationspfade von Plutonium
in einem terrestrischen Okosystem
von
R. Avenhaus, S. Fenyi, A.T. Jakubick
mit einem Anhang von

J. Ludewig

Kernforschungszentrum Karlsruhe GmbH, Karlsruhe



Zusammenfassung

Es wird ein lineares Bilanzierungsmodell fiir die Migration des Plutoniums in
der Natur aufgestellt, wobei die kinetischen Konstanten des Modells den Mes—
sungen des Fallout-Plutoniums entnommen werden. Solch ein konsistentes Modell
fiir das Fallout-Plutonium eignet sich u.a. flir die Analyse der Migrationspfa-

de von industriell freigesetztem Plutonium.

In dieser Arbeit wird die Methodik zur Analyse von Boxenmodellen weiterent—
wickelt. Die Zusammenhidnge zwischen Boxenmodellen und Traceranalyse werden
diskutiert. Die numerischen Rechnungen, die sich auf mitteleuropdische Brei-

ten beziehen, haben illustrativen Charakter.

Analysis of plutonium pathways in a terrestrial ecosystem

Abstract

A linear balance model for the plutonium pathways in the nature is
developed, the kinetic model constants of which are taken from measurements
of fallout plutonium. Such a consistent model for the fallout plutonium may
be used, e.g., for the analysis of the pathways of industrially released

plutonium.

In this paper the methodology of the analysis of box models is further
developed. The relation between box models and tracer analysis is discussed.
The numerical calculations which refer to middle European latitudes are of

illustrative nature.
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1. Einleitung

In Ergdnzung des Plutonium~Flusses im Kernbrennstoff-Kreislauf der kerntech-
nischen Industrie wird sich in der Umgebung von Plutonium-verarbeitenden An-
lagen aufgrund unvermeidbarer Freisetzungen auch ein Plutonium-Kreislauf in

der Umwelt einstellen. Diesen &ufleren Plutonium-Kreislauf gilt es zu quanti-

fizieren, damit effektive Uberwachungskonzepte entworfen werden kdénnen.

Eine zuverlassige Methode zur Gewinnung der fir die Entwicklung eines &ko-
systemanalytischen Modelles notWendigen Daten besteht darin, die Verteilung
desFallout-Plutoniums aus den Kernwaffentests der vergangenen Jahre zu re-
konstruieren. Im Falle eines Erfolges kann das Modell dann bei der Kontrolle
der Migrationspfade des industriell freigesetzten Plutoniums benutzt werden.

Dieser Weg ist mbglich, da

- die Menge des durch Kernwaffentests freigesetzten Plutoniums gut bekannt

ist, da

- die Plutonium-Konzentration in reprédsentativen Teilbereichen der Umwelt

gemessen wurde, und da

- die Transferkonstanten in erster Ndherung abgeschidtzt werden kdnnen.

In dieser Arbeit wird die Methodik der Erstellung von Boxenmodellen ent-
wickelt: Es werden die flir die Beschreibung der Migrationspfade relevanten
Boxen (auch Compartments genannt) definiert, und es wird ein lineares Diffe-
rentialgleichungssystem fir die Massentransfers zwischen den Boxen aufge-
stellt. (Da &hnliche Differentialgleichungssysteme oft flir Konzentrations-
dnderungen benutzt werden, wird die Beziehung zwischen diesen beiden Be-

schreibungsarten kurz diskutiert).

Da die mathematische Analyse solcher Differentialgleichungssysteme im Zusam-

menhang mit der Analyse des globalen CO,-Problems ausfihrlich dargestellt
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wurde, werden in dieser Arbeit nur solche Fragestellungen behandelt, die
sich erst hier ergaben, z.B. die Implikationen von komplexen Eigenwerten

der Matrix der Transferkonstanten.

Die Ergebnisse der Modellbildung und der Analyse des zugehdrigen Differen-
tialgleichungssystems wurden in illustrativer Weise auf Mitteleuropa ange-

wandt (die Daten zur Erndhrung beruhen auf bundesdeutschen Statistiken,



wahrend die MeBdaten bezliglich Atmosphdre und Boden fir Mitteleuropa repréa-
sentativ sind). Es wurde ein konsgistenter Satz von Gleichgewichtsinventaren
und von Transferkonstanten bestimmt, und es wurde die Zeitkonstante der Ein-

stellung des Gleichgewichtes nach einer Stdrung abgeschitzt.

Es muB betont werden, daB die zahlenmd&Bigen Ergebnisse dex vorliegenden Ar-—
beit rein illustrativen Charakter haben; bevor konkrete Aussagen fir eine
vorgegebene Region gemacht werden koénnen, bedarf es unter anderem einer viel
genaueren Datenanalyse. Aus diesem Grunde wurde auch die eingangs erwdhnte
Rekonstruktion der sich aufgrund des Fallout-Plutoniums einstellenden Kon-
zentrationen bislang verzichtet; sie soll wegen ihres hohen rechentechni-

schen Aufwandes Gegenstand zukiinftiger Arbeiten sein.



2. Aufstellung eines Boxen-Modelles filir das Okosystem

Die Beschreibung der Migrationspfade von Plutonium in einem terrestischen
Okosystem erfordert die quantitative Angabe des in das Okosystem gelangenden
Plutonium (d.h. die Angabe der Quelle), die Definition der Boxen, in denen
sich Plutonium befinden kann, sowie die Angabe der Plutonium-Transfers zwi-
schen den Boxen. Liegen Angaben Ulber die derzeitigen Plutonium-Konzentratio-
nen in den einzelnen Boxen vor, so lassen sich die aus dem Modell errechne-
ten Konzentrationen mit diesen vergleichen (dies soll einer spidteren Arbeit

vorbehalten bleiben).

2.1. Quelle

In den Jahren 1950-1962 wurden Uber 400 Kernwaffentests in der Atmosphére
durchgefiihrt /1/. Die Stidrke der Explosionen entsprach ca. 511 Megatonnen
Energiedquivalent TNT, es wurden ca. 813 Tonnen Pu230 und Pu24o freigesetzt.
Die intensivste Versuchstdtigkeit lag in den Jahren 1957/58 und 1961/62, die
letzten oberirdischen Tests der USA, UK und UdSSR wurden im Dezember 1962 ab-
geschlossen. Die fortdauernden Kernwaffenversuche von Frankreich auf der Siud-
halbkugel und von China auf der Nordhalbkugel, die den Gehalt an freigesetz-

tem Plutonium um ca. 200 kg vermehrten, fihrten lediglich zu einer vernachlés-

sigbaren Vermehrung der oben genannten Menge.

Das freigesetzte Plutonium stellt zum Teil das ungespaltene Pu239 der Bomben

dar, da der Wirkungsgrad der getesteten Kernwaffen bei 50 % lag, zum Teil
(insbesondere bei den thermonuklearen Explosionen) entstand es durch multip-
len Neutroneneinfang entsprechend der Kette
,3g MY 235 8723.51 g7, 2.354
U°77 e > U - > Np —=——==———~ > Pu

Wahrend der Verdampfungsphase lauft bei einer Kernexplosion unter den Nukli-

den eine Fraktionierung ab, bei der Pu239 der Gruppe von Zr95, M099, Ce144,

Nd147 und Eu156 folgt und von den anderen Nukliden bis zu einem mehr oder

weniger konstanten Verhdltnis getrennt wird. Die gré8te Trennung wird ge-

genliber Srgo erreicht, wobei sich ein Pu239/Sr90

stellt (zum Vergleich: Pu239/Zr95=1.04). Die Verfolgung dieses Isotopenver-—

-Verhdltnis von 0.017 ein-

hdltnisses entlang des Migrationspfades von Plutonium ist vor allem bei der



Kontrolle des Plutonium-Inventars in einzelnen Bereichen der Umwelt von Be-

deutung.

Wahrend der Kondensationsphase lagert sich das Plutonium an Aerosolteilchen
an. Der weitere Weg der Aerosolteilchen hdngt von der Stdrke und HOhe der
Explosion ab: Kernspaltungsbomben im Kilotonnenbereich injizieren das Plu-
tonium direkt in die Troposphdre, die energiereicheren thermonuklearen Waf-
fen im Megatonnenbereich befdrdern das Plutonium dagegen bis in die Stratos-
phére., Da etwa 60 % der Tests (318 Mt) mit thermonuklearen Waffen durchge-
fdhrt wurden, kann die Stratosphdre als ein Reservoir von radiocaktiven Aero-
solen betrachtet werden, aus dem die Pu-aktiven Teilchen nur langsam ausge-
schieden werden. Die Abgabe der Aerosole aus der Stratosphdre erfolgt nach
einem spezifischen, breitenabhdngigen Muster. Infolgedessen ist die Fallout-
Konzentration, die der Atmosphdre und damit der Erdoberfl&che zugefihrt wird,
nicht einheitlich: Sie weist ein Maximum auf der nérdlichen Hemisph&re in
mittleren Breitengraden aus, ein weiteres Maximum in geringerer Hbhe - etwa
ein Finftel des Maximums auf der nérdlichen Hemisphdre - ist in der gemdfig-
ten Zone der sldlichen Hemisphdre zu beobachten. Die Bilanz der Pu239'24o—

Verteilung lautet folgendermaBen

Pu239,240

256%33  Kkci auf der Nordhalbkugel

239,240
u

69t14 xci P auf der Stidhalbkugel

325736 Kci Ppu2oor240

auf der Erdoberfliche

Die angegebenen Werte wurden anhand der weltweiten Messungen der Pu-—-239, 240
Konzentration im Boden /1/ abgeleitet. Gleichzeitig muB angenommen werden,
daB vor der Ablagerung die gleichen Mengen durch die Atmosphdre durchgegangen

sind.



2.2. Umweltkonzentrationen

Wir definieren jetzt die einzelnen Boxen und diskutieren deren Inventare.
Die Nummern in den Klammern hinter den Boxen entsprechen den Nummern der

Boxen in Figur 2.

Atmosphdre (1)

Den zeitlichen Verlauf der Pu-Konzentration in der Atﬁosphére wdhrend der
letzten 25 Jahre findet man z.B. bei Jakubick /2/. Diese Konzentration er-
reichte im Jahr 1963 ein Maximum von ca. 6*10_5[Bq/m3] in Heidelberg. Die in-
tegrierte Aktivitdtskonzentration zwischen 1954 und 1975 in Heidelberg be-

trug ca. 2.2*10—4[Bqa/m3].

Anorganischer Boden (2) und Wurszelsone mit organischem Boden (3)

Eine Ubersicht der Pu239— und der Pu238—Konzentration im Boden in Deutsch-
land gibt Tabelle 1. Aus der Tiefenverteilung in den Jahren 1977 und 1979
ist ersichtlich, daB ca. 90 % der Kontamination oberhalb von 10 cm zu finden
ist, d.h. also dort, wo der organische Anteil stark ist. MeBbare Konzentra-
tionen sind jedoch bis zur Tiefe von 30 cm feststellbar. Die Kontamination

dieser Schicht betrigt (3.9—6.6)*107[Bq/km2].

Es l&4Bt sich zeigen, daB die Plutonium~Menge im Boden in Abhdngigkeit von der
geographischen Breite, modifiziert durch die lokale Niederschlagsmenge, vari-
iert. Infolgedessen findet man im Norden Deutschlands einen hdheren Plutonium-
Pegel als im Sliden (siehe Figur 1). Zusdtzliche Bnderungen der Plutonium-Kon-
zentration ergeben sich aufgrund der Abwanderung in die Tiefe. Diese Abwande-

rung erfolgt nach Jakubick et.al /3/ im Mittel mit einer Rate von O.5[cm/al.

Detaillierte Untersuchungen der Tiefenverteilung des Plutonium zeigen, daR
die organische Substanz in der Wurzelzone eine etwa zehnmal hdhere Akkumula-
tion des Plutoniums gegenliber dem tieferen organischen Boden verursacht. Zu-
sdtzlich zur direkten Kontamination wird der Wurzelzone das Plutonium mit
der abgestorbenen Biomasse zugefihrt. Aufgrund der Biodegration der organi-

schen Substanz im Boden kann jedoch wieder Plutonium freigesetzt werden.



Pflanzliche Nahrung (4) und Tierfutter (5)

Es ist notwendig, zwischen pflanzlicher Nahrung flir Menschen und Futter fir
Nutztiere zu unterscheiden, da in beiden Fd4llen unterschiedliche Plutonium-
Konzentrationen vorliegen. Der Grund daflir liegt im jahreszeitlich unter-—
schiedlichen Charakter der Kontamination der Nahrungsmittel pflanzlicher
Herkunft: Vor Aussaat wird lediglich der Ackerboden direkt kontaminiert.
Durch Pfligen wird eine homogene Durchmischung in der Wurzelzone erreicht.
Die Aufnahme dieser Kontamination erfolgt spdter lediglich durch die Wurzel.
Wahrend der Vegetationsperiode ist sowohl die Kontamination der Pflanzenober-

fliche wie auch die Wurzelaufnahme wirksam.

Durch Aufbereitung der Pflanzen zu Lebensmitteln wird im Gegensatz zum Tier-
futter eine Verringerung der Kontamination bewirkt. Weizen und Roggen enthal-
ten beispielsweise 10-15[fCi Pu239 pro kg Frischgewicht], aber im Mehl findet
man nach Frindik et al. /4/ lediglich 1.4-2.4[fCi/kg]. Kartoffeln enthalten

239

nach Frindik et al. ca. 2-5[f(Ci Pu pro kg Frischgewicht], aber schon

durch Waschen sinkt die Plutonium-Konzentration auf ein Drittel ab.

In Gemiise und Obst erreicht die Pu239—Konzentration Werte bis zu 10[£Ci/kg].
Hier kann deutlich die Wirksamkeit der Dekontamination durch Aufbereitung ge-
zeigt werden. Bei Apfeln betr&dgt die durchschnittliche Pu239-K0nzentration
1.5[fCi/kg Frischgewicht], die Konzentration in der Schale betrigt jedoch
13[£Ci/kg] und im Obstinneren nur 0.9[fCi/kg] entsprechend einem Gewichts-
verhdltnis von Schale und Inneren von 1:3.7. Flr Gemise gilt i.a., daB die
grinen oberirdischen Teile die héhere Konzentration haben, das Verhdltnis
betridgt nach Gnevsheva /6/ etwa 1:5 bis 9. Aus dem Konzentrationsunterschied
zwischen Oberfldche und Inneren kann geschlossen werden, daB bei der Kontami-
nation zweli verschiedene Mechanismen gewirkt haben: Im Inneren der Produkte
ist lediglich das Plutonium zu finden, das durch die Wurzelaufnahme in die
Pflanzen gelangte. Die Oberfldchenkontamination, meist durch Resuspension
zugefihrt, wird nicht an den Menschen weitergegeben. Demgegeniber wird den
landwirtschaftlichen Nutztieren die Kontamination des Futters voll zugefihrt.
Statt der jahreszeitlichen Schwankung der Wirksamkeit einzelner Zufuhrmecha-
nismen wird die Erhdhung der Plutonium-Konzentration im Boden in diesem Fall
durch beide Aufnahmemechanismen weitergegeben. Wenn die Futterproduktion im

vorgeschlagenen Okosystem auf die Weide beschrdnkt bleibt, dann kann Gras als



reprasentativ fir Futter angenommen werden. Die mittlere Plutonium-Konzentra-
tion von Gras in der Umgebung von Karlsruhe liegt nach Jakubick et al. /30/

bei ca. 20[fci/kgl.

Tierische Nahrung (6)

Die wichtigsten Lebensmittel tierischer Herkunft sind dem Verbrauche nach
Fleisch und Milch. Zwar geht {ber die H&lfte des Fleischkonsums auf Schweine-
fleisch zuritick, dieses kann jedoch in einem begrenzten Okosystem nur schlecht
behandelt werden, da Schweine Uberwiegend mit Futter nichtlokaler Herkunft
gefiittert werden. Als repridsentativ fir die Plutonium-Konzentration im
Fleisch von Nutztieren wird daher das Rindfleisch angesehen. Es wird voraus-
gesetzt, daf das Rindvieh innerhalb des betrachteten Okosystems weidet. Ent-
sprechend den Messungen von Frindik et al. /7/ findet man 20-45[fCi Pu239 pro
kg Rinderblut (Frischgewicht)]. Rinderleber hat bis zu 120[£fCi kg (Frischge-

wicht)]. Im Rindfleisch ist Pu239 kaum nachweisbar. Anhand des Verhdltnisses

zu anderen Elementen kommt man aber zu einem mittleren Gehalt von 16[fCi Pu239
pro kg Rindfleisch (frisch)]. Ehnliche Uberlegungen fiihren zu einer Konzen-
tration von 1.7[£Ci pro kg Milch]. Die sonstige Verteilung im Tier wird nicht
betrachtet, da fir den Weitertransport zum Menschen lediglich die Plutonium-

Konzentration in Fleisch, Leber und Milch von Bedeutung sind.

Durch die Beschrédnkung auf ein terrestrisches UOkosystem, bei dem Fisch als
Nahrungsmittel vernachléssigt wird, entsteht keine groBe Verfdlschung der Er-
ndhrungssituation, da Fisch in der Gesamtnahrung in Deutschland lediglich

1,5 % ausmacht.

Mensch (7)

Die Verteilung der Plutonium-Konzentration im Menschen ist bekanntlich sehr
heterogen. Auf eine getrennte Betrachtung einzelner Organe als separate Bo-
xen wird jedoch verzichtet, da im vorliegenden Fall die Verteilung des Plu-
tonium~-Inventars im vorgeschlagenen Okosystem und nicht die Strahlenbela-

stﬁng untersucht werden soll. Im dbrigen hdlt sich die vorliegende Betrach-

tung des Menschen an das ICRP-Standardmodell /8/.



Das inhalierte Plutonium wird zum groBen Teil bereits im nasopharzyngealem
und tracheobronchialen Bereich aufgehalten. Von diesen Organen gelangt das

Plutonium zum Teil in den Blutkreislauf, zum Teil in den GI-Trakt.

Das inhalierte Plutonium, das bis in die pulmonare Region gelangt, wird =zu
ca. einem Viertel in den Lymphdriisen abgelegt und akkumuliert. Die restli-
chen drei Viertel werden entweder in das Blut transportiert oder in tracheo-
bronchiale Bereiche zurlcktransportiert. Von dort aus wird das Plutonium zum

Teil wieder direkt in das Blut und zum Teil in den GI-Trakt befdrdert.

Vom GI-Trakt wird das meiste Plutonium aus dem Korper ausgeschieden; nur ein
Anteil von 37!:10-5 wird in das Blut Utbernommen,

B

Die Ingestion flihrt das Plutonium direkt in den GI-Trakt. Von dort aus wird
das meiste aus dem KOrper ausgeschieden, nur ein Anteil von 3*10_5 wird vom

Blutkreislauf {libernommen. Diese Angabe bezieht sich auf PuO Léslichere Plu-
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tonium-Formen werden meistens bereitwilliger vom Blut Ubernommen. Ein Teil

davon wird mit dem Urin ausgeschieden. Die beziiglich des Blutpfades wichtig-
sten Plutonium~akkumulierenden Bereiche sind Nieren, Leber, Knochen und Go-

naden.

Die z.Zt. typische Plutonium-Konzentration im Menschen betrdgt 3.1[f£Ci/75 kg].
Nach Einstellung einer Gleichgewichtskonzentration kann mit folgenden, auf
das Frischgewicht des Organs bezogenen Konzentrationsverh&ltnissen gerechnet
werden:

Lymphknoten : Lunge : Knochen : Leber : Nieren

1 . 4%103: 2%10° : 103 : 1073 .

Die mengenmdBigen Verhdltnisse des Plutoniums im K3rper ergeben ein anderes
Bild:

Knochen : Leber : Lunge : Gonaden

1 : 0.96 : 0.83 : 0.30 .

Aus dem Verhdltnis der Plutonium-Konzentration im GesamtkOrper und der Welt-
bevdlkerung zur gesamten auf der Erde freigesetzten Plutoniummenge von 0.3
bis 0.5[Mio Ci] kann abgeleitet werden, daB ca. der 10_17—te Teil des frei-

gesetzten Plutoniums vom Menschen aufgenommen wurde.



2.3. Transferdaten

Wir diskutieren jetzt die moéglichen Transfers zwischen den im vorhergehenden

Abschnitt definierten Boxen.

Atmosphire (1) und Boden (2)

Wir betrachten nur die in enger Wechselwirkung mit dem Boden stehende Atmos-
phdre in Bodenndhe. Fir diese Schicht wird angenommen, daB die Aerosolkonzen-—
tration durch die bodennahe Luftturbulenz relativ homogen durchmischt ist.
Dies bewirkt, daB die Plutonium-Konzentration dieses Teils der Atmosphére
durch die Resuspension auf einem relativ konstanten Niveau gehalten wird.

Die Verweilzeit von Plutonium in der betrachteten Luftschicht betré&gt nach
Jakubick et al. /2/ 4[Tage]. Die Transferkonstante zum Boden hat demzufolge
den Wert O.25[Tage-1]. Fiir die Wechselwirkung von Atmosphdre und Boden gilt

Pu~Inventar der Atmosphdre#Depositions—~Zeitkonstante =

= Pu-Inventar des Bodens*Resuspensions-Zeitkonstante.

Aus Arbeiten von Jakubick et al. /9/ ist das Verhdltnis der Inventare von
Atmosphdre und Boden bekannt, es liegt bei 10_10. Die Resuspensiornskonstante

hat daher den Wert 0.25*10_1OETage_1].

Der Mensch atmet t&glich 20[m3 Luft] ein, womit der den Depositionsvorgang
in einem bestimmten Umkreis beeinfluBt. Der Wert der Depositionsgeschwindig-
keit von Plutonium betrdgt nach Chamberlain und Chadwick /9/ etwa 432[E£§J'

Durch den Menschen wird ein Umkreis von

2
Inhalationsrate -1 m
Depositionsrate 0.4623%10 [Person]
beeinfluBt. Bei einer Bevdlkerungsdichte von ZSOEEEEEEEEEJ kommen bei einer
km

Atmosphire-~Boden-Transferkonstante von O.25[Tage_1]

250%0.25 = 62.5[*oonel]

km Tag

mit Plutonium aus der Atmosphdre in Kontakt. Sie entziehen der Atmosphdre das

Plutonium mit einer Transferkonstante wvon



- 10 -

4 1

(0.4629%10 1) % (0.625%10 %) = 0.289*10'5ETage' ]

3
Ehnlich ergibt sich fiir Rindvieh bei einer Atmungsrate von 13O[¥EEJ, daB ein

Umkreis von

_n .
130 Tag Rindvieh _ m
32 m = 0-3009 Ry avien
Tag

beeinfluBt wird; bei 219[Stilick Rindvieh pro km2] und einer Depositions-Trans-—

ferkonstante von O.25[Tage_1] ergibt sich
-6 -4 -1
(0.3009) % (54.75%10 ) = 0.1647%10 "[Tage "]

als Wert der Transferkonstanten, mit dem das Rindvieh der Atmosphdre das Plu-

tonium entzieht.

Die Ubertragung von Plutonium aus der Atmosphire auf die Pflanzen ist durch
das Produkt der Interzeption von Plutonium pro Zeiteinheit und Bewuchsdichte
bestimmt. Martin /11/ bestimmte den Interzeptionsfaktor der Vegetation zu
O.5*1O_3[m2/g]. Bei einer Plutonium-Verweilzeit in der Atmosphidre von 4[Tagen]
ergibt dies eine Interzeption von O.125*10_6[km2/kg Tag]. Die Bewuchsdichte
der landwirtschaftlich genutzten Fliche betrigt 0.466*106[kg/km2]. Daraus er-

gibt sich der Wert der Transferkonstante zu
-6 6 -1 -1
(0.125%10 )*(0.466%10 ) = 0.582%10 [Tage "1 .

Werden keine Unterschiede in der Bewuchsdichte angenommen, so ist die abge-
leitete Transferkonstante des Plutonium-Transfer fiir das Futter und fir

pflanzliche Lebensmittel glltig.

Organischer Boden (Wurzelzone) (3)
Die Plutonium-Akkumulation in diesem Teil des Bodens kommt zustande durch

- die im Vergleich zum anorganischen Boden unterschiedliche Bindung des

Plutonium an die organische Substanz,
- in der toten Biomasse mitgeschlepptes Plutonium, und

-~ menschliche und tierische Exkremente und Abfallwirtschaft (diese Akkumula-

tion wirkt allerdings nur bis zur Zersetzung der organischen Substanz).
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Aus den Messungen von Romney /12/ tber die zeitliche Anderung der Plutonium-
Aufnahme durch die Pflanzen kann errechnet werden, daB durch die Pflanzen-
wurzel ein Anteil von ca. 25 % von jedem 10_5—ten Teil des Plutonium—~Boden-—
inventars liber ein Jahr aufgenommen wird. Hieraus folgt eine Transferkonstan-
te von O.6849*10~8ETage_1]. Dieser Wert kann in erster Ndherung trotz bekann-
ter Schwankungen von Pflanze zu Pflanze flir Futter und fir pflanzliche mensch-

liche Nahrung verwendet werden.

Nach Zersetzen der organischen Substanz, in der sich das Plutonium akkumulier-
te, werden ca. 99 % des Plutonium-Inventars dem anorganischen Boden zugefihrt.
Es kann damit gerechnet werden, daB nicht mehr als ca. 1 % durch die entste-
henden organischen Ldsungen mobilisiert werden. Fir den Transfer ergibt sich
dann der Wert

0.99
* (k53+

-5 -1
5 o1 = 0.1356%10 "[Tage "] ,

kq3)

wobei k und k4 die Transferkonstanten vom Tierfutter und von der pflanzli-

53 3
chen Nahrung zum organischen Boden sind (siehe Figur 2).

Lebensmittel pflanzlicher Herkunft (pflanzliche Nahrung) (4)

Von den 1.871[kg Nahrungl, die der Mensch téglich zu sich nimmt, sind 59.3 %
pflanzlicher Herkunft. Die landwirtschaftliche Produktivitidt beim Anbau von
Getreide, Kartoffeln, Gemiise und Obst liegt bei 0.466*106Ekg/km2]. Bei dieser
Produktivitdt kann ein Mensch pro Tag von 2.381*10_6[km2] erndhrt werden.

Bei einer Bevdlkerungsdichte von 250[Personen/km2] ergibt sich ein Wert der

Transferkonstante der pflanzlichen Nahrung zum Menschen von
-6 -3 -1
2.381%10 %250 = 0.595%10 “[Tage "]

Wihrend der Vegetationsperiode erfolgt nach Bulman /13/ die Pu-Abtragung aus
der kontaminierten Pflanzenoberfldche mit einer Halbwertszeit von 15 bis 30
Tagen, wobei der hdhere Wert von Martin /13/ als realistischer betrachtet wird.
Die Transferkonstante von der Pflanzenoberfldche in den anorganischen Boden
hat den Wert

n2

_ -1, -1
35 = 0.231x10 [Tage "] .
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Den Plutonium-Transfer aus den Pflanzenresten in den organischen Boden be-

rechnen wir mit Hilfe folgender Bilanz:

Dem Menschen werden, wie im vorangehenden Abschnitt gezeigt, lediglich 10 %
des in den pflanzlichen Lebensmitteln enthaltenen Plutonium zugeftihrt. In den
organischen Boden gelangen daher 90 % des Plutoniums der pflanzlichen Lebens-
mittel. Die Transferkonstante dieses Transfers hat daher den Wert

0.9

— x(k

-1
o1 = 0.2084[Tage "] .

24VK74)

Tierfutter (5)

Aus dem Futter bzw. beim Weiden Ubernimmt das Rindvieh die volle Gras-Konta-
mination. Der Ablauf der Aufnahme 148t sich folgendermaBen abschidtzen: Jedes
Stlick Rindvieh bekommt 10[kg Gras/Tag]l. Bei einer Produktivitét von 105[kg
Gras pro km2] bedeutet dies 10-4[km2 abgegraste Weide pro Tag und Stlick Rind-
vieh]. Da auf 1[km2 Weide] 219 Stiick Rindvieh kommen, ist die Transferkonstan-
te Weide-Rindvieh-
-4 km2 Rindvieh -1 -1
10 %219 ————— = 0.219%10 "[Tage "] .

Tag Rindvieh km2

Flir die Abnahme der Gras-Oberfldchenkontamination kann ebenso wie bei den
pflanzlichen Lebensmitteln eine Transferkonstante von 0.231*10_1[Tage_1] an-
gesetzt werden. Der Unterschied zwischen Lebensmitteln pflanzlicher Herkunft
und Tierfutter besteht vor allem im Wert des Plutonium-Inventars, da von den
Tieren ein hbherer Anteil aufgenommen wird als von den Menschen. Es ist rea-
listisch anzunehmen, daB zwei Drittel des Plutonium-Inventars des Futters
aufgenommen wird. Daraus folgt flr den Rilcktransport des Plutonium aus dem
abgestorbenen Gras in den organischen Boden

Inventar Futter
Inventar Tier

*(k65+k )y =

25

_ 0.33 1

0.66

*(0.219*10"1+o.231*1o_ ) = o.225*1o”1[Tage_1] .
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Lebensmittel tierischer Herkunft (Tierische Nahrung) (6)

Wie schon im friiheren Abschnitt wird das Rindvieh als reprdsentativ fir land-
wirtschaftliche Tiere gewdhlt. Das aufgenommene Plutonium ist im Tier im we-
sentlichen auf Milch, Leber, Muskeln und Knochen verteilt. Der Plutonium-Pfad
zu diesen Organen flhrt durch den GI-Trakt oder liber die Lunge und wird vom

Blut verteilt.

Nach Martin et al. /14/ wird das Futter aus dem Kuhmagen mit einer Halbwerts-
zeit von 40[Stunden] ausgeschieden. Die Transferkonstante der Elimination des
verarbeiteten Futter aus der Kuh hat daher den Wert

An2
1.66

= O.4159[Tage—1] .

Dies ist gleichzeitig der Wert der Transferkonstante fiir den Teil des Pluto-
nium-Inventars, der nicht durch Lebensmittel tierischer Herkunft in den Men-

schen, sondern in den organischen Boden gelangt.

Der Mensch bekommt 40.7 % seiner Nahrung in Form von Lebensmitteln tierischer
Herkunft. Auf 300[kg Fleisch] und 9.5[kg Leber] pro Stiick Rindvieh bzw. 10 kg
Milch pro Kuh und Tag stellt dies 0.246*10_2[Stﬁck Rindvieh pro Tag und Person]

dar. Entsprechend den genannten Dichten von Personen und Stilick Rindvieh von

250[£§£§§EEEJ und 219[StuCk glndVlehJ lautet der Wert der Transferkonstante
km km
o.238*1o'2*§!13—g = o.272*1o_2[Tage"1] .
Mensch (7)

Die mittlere Aufenthaltsdauer der Nahrung im Menschen bis zur Ausscheidung
betridgt 0.75[Tage]. Fir den Transfer von Menschen in den organischen Boden

folgt daraus eine Transferkonstante von

&n?2
0.75

= O.924ETage_1]
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2.4. SchluBbemerkungen

Im betrachteten Okosystem wurde auf die Betrachtung der Plutonium-Migra-
tionspfade in einem dquatischen System verzichtet. Dies ist in erster N&he-

rung méglich, weil

- durch den Trinkwasserpfad dem Menschen bedeutend weniger Plutonium zuge-

fihrt wird als durch Inhalation und Nahrungsmittelaufnahme, und weil

- wie erwdhnt der Anteil der Fische an der Gesamtnahrung in Deutschland nur

1,5 % betréagt.

Dort, wo lokale Abweichungen vom durchschnittlichen Erndhrungsmuster existie-

ren, ist die Anwendung des vorgelegten Modelles nicht méglich.

Dariiber hinaus wird durch die Beschrédnkung der Betrachtung auf ein terre-
strisches Okosystem die Verteilung der Plutonium-Mengen eingeschrdnkt, und
es werden dadurch die Inventare verfdlscht. In einem weiteren Schritt ist al-

so eine erweiterte Betrachtung der Migrationspfade notwendig.

In Tabelle 2 sind die Transferkonstanten kij fir den Plutonium-Massen-
transfer von der j-ten zu der i-ten Box zusammengestellt. Dabei sind die Da-
ten unter Benutzung der im ndchsten Kapitel abzuleitenden Zusammenhdnge kon-
sistent gemacht worden. In Figur 2 ist das Boxen-Modell flir den Plutonium-

Massenkreislauf im regionalen Okosystem graphisch dargestellt.

——t
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Tab. 1: Tiefenverteilung von Plutonium in mitteleuropdischen B&den
(nach eigenen Angaben eines der Autoren (A.J.).
Entnahmestelle (Zuordnung s. unten!)
pu239, 240 2 3 4 5 6 ? 8 9 10 " g
1068q/km2

0 -4

o ] 8.5k 11.85 7.92 4,46 119 h.b6k 5,320

5 _: 1237 27.79 27.25 41,68 ?.hk 13.22 15.61 16.08 28.8 26.740 48.800 19.280
- 6.29 17.21 15.13 19,84 2.497 15.45 11,290
] w84 14,87 11.09 4,97 1,640 7.686 B.134

w0 1821 28.77 20,72 18.65 273 10.52 3.78 1.52 18.79 .989  5.449 5,789
1 1.61 4,95 3.13 1.27 .581  3.567 2.933

Tiefe ] R 2.47 2.85 .29 b 2,533 1,98

20— W 1082 1297 9:30 .85 1.33 .39 .16 129 218 2,221 .700
] .91 .46 .86 .07 236 2,047  .884

20 - 15,98 7.34 5,28 3.69 .68 .28 .50 .05 .28 2.352  1.793  .624
j bo 19 Ol <203 1,377 363
] .23 .21 .05 .126 .870  .169

¥ 1 e 2.7 2 190 .16 .05 .03 " 193 690 .th2
B .09 .06 .02 231 759 .095

30 ] 1.38 55 .91 9 W13 +10 .07 2.226 826 -
’ 10 119
i .21 .049

35 —ﬂ 1.11 .91 .91 .58 .18 o017

= ‘ 66.89 78,94 70,25 76.71 38.65 7?7.77 61.26 48.85 49,60 38,946 98,532 57.7

1; SCHOEMBERG, Obstwiese, Tonboden (Mineral.:

Kaolin, mixed layer Ton-

mineral); 2. SCHRAMBERG, Weide, Tonboden (Mineral.: Illit); 3. BOEHRINGEN,

Steinbruch, Tonboden (Mineral.:

Illit, Montmorillonit, Chlorit);

4. HOHEN-

BOHL/Stuttgart, Weide, Tonboden (Montmorillonit); 5. HEIDELBERG, Golfplatz,

Sandboden; 6. HEIDELBERG, Wiese, Lehmboden;

9. KRAUTZE, Wiese, Gley (5 cm Entnahmetiefe); 10. GORLEBEN, Wald, Podzol;
11. BRUKENDORF, Sandgrube, Braunerde; 12. TREBEL, Wald-Sandgrube, Ranker.

7. HEIDELBERG, Musterhof, Ton-
boden (Illit, Chlorit); 8. KRAUTZE, Wiese, Gley (2 cm Entnahmetiefe);
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Tab. 1: Fortsetzung!

Entnahmestelle (Zuordnung s. unten!)

Pu -~ 238 1 2 3 b 5 6 7 8 9 10 1 12
~106}3q/km2
o
em ] 456 541 415 140 0.0 239 177
] 431 +600 .897 .558 639 1.626  .671
5 377 1.1 1.06 1.312 024
4 ? 3 .218 P42 577 .557 1.02 .085 453 .358
] . 174 ol 459 .126 071 277 L201
10 .533 L7247 .608 .505 .098 +315 145 .059 430 034 .138 122
B 086 ALY .050 .034 .023 <153 .0oh7
Tiefe 4 076 128 .086 .010 .01b 061 .04
15— 549 217 L343 .266 .Ol3
B .027 .099 112 . 009 0.0 L0l -
A .015 .052 0.0 0.0 0.0 - .039
20 — .526 .096 +120 .116 0.0 .068 .092 .012 .084 L1114
- 0.0 .051 0.0
] 049 0.0 0.0
25  — ,093 067 . Obl .49 0.0,
4 0.0
g 0.0
30 - .038 .028 0.0 041 . 067
35 - 0.0 051 .099 .0l
=1V 2.116 2.306 2.279 2.33 1.63 3.211 2.833 1.493 1.509  1.017 3,102 1.662(

1; SCHOEMBERG, Obstwiese, Tonboden (Mineral.: Kaolin, mixed layer Ton-
mineral); 2. SCHRAMBERG, Weide, Tonboden (Mineral.: Illit); 3. BOEHRINGEN,
Steinbruch, Tonboden (Mineral.: Illit, Montmorillonit, Chlorit); 4. HOHEN-
BOHL/Stuttgart, Weide, Tonboden (Montmorillonit); 5. HEIDELBERG, Golfplatz,

Sandboden; 6. HEIDELBERG, Wiese, Lehmboden; 7. HEIDELBERG, Musterhof, Ton-
boden (Illit, Chlorit); 8. KRAUTZE, Wiese, Gley (2 cm Entnahmetiefe);

9. KRAUTZE, Wiese, Gley (5 cm Entnahmetiefe); 10. GORLEBEN, Wald, Podzol;
11. BRUKENDORF, Sandgrube, Braunerde; 12. TREBEL, Wald-Sandgrube, Ranker.
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Fig. 1: Anderung des Plutcnium-Pegels im Boden von Mitteleuropa.
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Atmosphidre (1)
8
k71
A
» %74 ka1 12 ko1
Mensch (7) -
P ko1 ke
k76
A ‘ {
Tierische k24
Nahrung (6) Pfl. Nahrung (4)
37 k65
Anorg.
k36 Tierfutter (5) kg, Ky3 Boden
‘ (2)
k25
K53 K3g

Org. Boden (Wurzelzone)

(3)

23

Fig. 2: Graphische Darstellung des Boxen-Modelles fir den Pu-Kreislauf in einem

regionalen Okosystem.
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Anorg. Boden
Pflanzl. Nahrung
Tierfutter
Tierische Nahrung

Mensch

Atmosphéare

Anorg. Boden
Pflanzl. Nahrung

Tierfutter

Anorg. Boden
Organischer Boden

Mensch

Anorg. Boden
Org. Boden

Tierische Nahrung

Organischer Boden

Mensch

Organischer Boden

von der j-ten zur i-ten Box.

21
41
51
61
71

L I N

>

12

o

23
k43
k53

=

24
k34
k74

25
k35
k65

36
k76

37

.25 [nge—l]
.58 E-1
.58 E~1
.17 E-4
.29 E-5

.25 E-10

.14 E-5
.68 E-8
.68 E-8

.23 E-1
.21
.59 BE-3

.23 E-1
.22 E-1
.22 B-1

.41 BE-1
.27 E-2

.90

Pu-~Massentransfer
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3. Mathematische Auswertung des Boxenmodelles

Die Analyse von Boxenmodellen flr Massenkreisldufe wurde schon an verschie-
denen Stellen ausfiihrlich dargestellt (siehe z.B. /15/). Wir fassen die fir
den Plutonium-Kreislauf wichtigsten Ergebnisse in diesem Kapitel zusammen

und ergidnzen sie um einige weitere Ergebnisse, die wir aufgrund spezieller

Eigenschaften des Pu-Kreislaufes bendtigen.

3.1. Differentialgleichungssystem flir ein n-Boxen-Modell

Wir betrachten das durch Figur 1 gegebene 7-~Boxenmodell fir den Pu—-Kreislauf.
Ganz allgemein lautet das ein n-Boxenmodell beschreibende lineare Differen-—

tialgleichungssystem wie folgt:

d . )
-—m, (t) = - ) k. 'm (t) + ~k,.'m, (t)
dt 1 j=1 j1 1 j=1 19 795
j#1 J#1
a n n .
S My () = - f kypmy(6) + j£1k2j‘mj(t) (3.1)
3#2 J#2
d ) ) |
—m (t) = - k, 'm (t) + k_.-m,(t)
dt n =1 jn n j=1 nj J
j#n j#2

Wenn wir den Vektor @(t):=(m1(t),...,mn(t))T und die Ubergangsmatrix

- . -
- Yk k k ...k
524 31 12 13 in
J#1 N
- Yk
ka1 .Z 32 ko3 - Ky
j=1
K := i th (3.2)
= - - k . . . '
k31 K32 .Z j3 X3n
j=1
J#3
n
knl kn2 kn3 - —.Z kjn
j=1
i#n ]
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definieren, lautet das Differentialgleichungssystem (3.1)
——m(t) = K'm(t) . (3.3)

Dieses Differentialgleichungssystem beschreibt einen massenerhaltenden Uber-

gang vom Zustand @(t) zum Zustand g(t'), t'>t: Aus (3.1) folgt

d
a;{ml(t) + mz(t) + ... + mn(t)) = 0 (3.4)
oder

ml(t') + mz(t') 4+ ... + mn(t') = ml(t) + mz(t) + c.. + mn(t) .

Diese Massenerhaltungseigenschaft wird mathematisch dadurch ausgedrickt, daB

sich die Spalten der Matrix K zu O addieren.

Relationen der Art (3.1) wurden zur Beschreibung von Diffusionsprozessen che-
mischen Reaktionen u.a. (siehe z.B. /16/, /17/) verwendet. In den meisten
dieser Fdlle ist es mdglich, eine Zntensive GrdBe (Konzentration, Partial-
druck, chemisches Potential) zu finden, d.h. eine generalisierte Kraft, die
im Gleichgewicht in allen Boxen den gleichen Wert annimmt. In unserem Fall
ist dies nicht mdéglich, da wir verschiedene Krdfte zu berlcksichtigen haben.
Daher sind die hier angegebenen Relationen als eine phdnomenologische Be-
schreibung des Pu-Kreislaufes anzusehen, bei der die Mhssenerhaltung das
einzige bertlcksichtigte physikalische Prinzip darstellt. Wir werden jedoch

sehen, daB dieses Prinzip weitreichende Konsequenzen hat.

3.2. Gleichgewichtszustéinde

Ein notwendiges Kriterium fir die Unabhdngigkeit des Gleichgewichtsvektors x
von den Anfangsbedingungen ist die eindeutige L&sbarkeit des linearen Glei-
chungssystems

5')_{ =0 ’ (3.5)

das entsprechend (3.1) die folgende explizite Form hat:



n
- .Z kjl'x1 + k12 x2 + . . . + kln'xn = 0
j=1
J#1
n
k21'x1-_2 P +ky x =0
j=1
j#2 (3.6)
n
knl-x1 + knz'x2 + e e . —jzlkjn-xn = 0
j#n

Hat die Matrix K den Rang n-1, so ist die LOsung x von (3.6) ein eindimen-

sionaler Unterraum des R". Normieren die Linge von x auf 1,
xl= 1 , (3.7)

so ist x eindeutig bestimmt.

Wenn wir zusdtzlich verlangen, daB bei t=» keine Box leer sein darf,

xi>o fir alle i=1,...,n ,

so muB K nach dem Frobenius'schen Satz /18/ Zrreduzibel sein. Flir irreduzi-
ble Matrizen ist der beste Algorithmus zur LOsung des Gleichungssystems (3.5)

ein modifiziertes GauB'sche Eleminationsverfahren,

Bei irreduziblen Matrizen kann jede Zeile von (3.6) als lineare Folge der
restlichen n-1 Zeilen betrachtet werden, daher wéhlen wir die letzte Zzeile.
Dieses Verfahren ist filir reduzible Matrizen nicht anwendbar, da die abhidngi-
ge Zeile vom System festgelegt ist /17/. Da reduzible Systeme fiir Material-
kreisldufe nur von prinzipiellen Interessen sind, schliefen wir sie aus den

folgenden Uberlegungen aus.

Bestimmung des Gleichgewichtsvektors x

Wir legen den GauB'schen Algorithmus fir stark zusammenhdngende System in
folgender Weise fest: Wir bringen die Matrix K auf die letzte Zeile auf
obere Dreiecksform. Die Irreduzibilit&t der Matrix K garantiert dann, daB

die erste Null in der Hauptdiagonale in der letzten Zeile auftaucht. Wegen
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nicht exakter Zahlendarstellung und Rundungsfehler entsteht hier keine exak-
te Null. Die sich so ergebende Pseudonull dient als PriifgrdBe flir die Glite

des Algorithmus.

Beim Riuckwartseinsetzen geben wir der Komponente xn den Zahlenwert 1, damit
wird die einparametrige LOsung zuerst fixiert. Wenn das Rilickwirtseinsetzen

abgelaufen ist, wird der Vektor x entsprechend (3.7) normiert.

Der GauB'sche Algorithmus bieten flir Matrizen vom Typ der Matrix K einen

grundsdtzlichen Vorteil: Wir werden beweisen, daB die Matrix K "Quasipivot-
eigenschaften" hat, d.h. daB das absolut grdf8te Element in der zu eliminie-
renden Spalte bereits in der Hauptdiagonale steht. Aus diesem Grunde kdnnen

wir auf die viel kompliziertere Pivotisierung verzichten.

Zur Vorbereitung der folgende

Satz 1

Nach Durchfiihrung eines GauB'schen Eliminationsschrittes hat die "gerinderte"
Matrix 5(1), d.h. die Matrix, die sich nach dem Eliminationsschritt durch
Weglassen von erster Zeile und Spalte ergibt, weiterhin die Eigenschaft, daB

die Spaltensumme null ist.

Bewetls

Die Matrix K hat vor dem Eliminationsschritt die durch (3.2) gegebene Ge-

stalt:
_ —
)

- Yk, k k e .. k
Lt 12 13 in
i#1 n

ko1 - Lk, Koz 0o Ky
i=1
i#2 n
k3 k3, ',Z Kig o« oo kg
i=1
i#3
n
kot kn2 ko3 ot '_X Kin
i=1
. i#n  _J



Mit den Grd&Ben

15 flir j>1 (3.9)

s i=2 I

iz 11

i#1
haben die Elemente der gednderten Matrix die Form /19/

eV

. % i 4>
13 kij + ki1 b1j fir 1i,j22 . (3.10)
Die Spaltensumme der aus den Elementen kiﬁ) bestehenden Matrix K(l),
(1) (1)
k22 cesonsoene k2n
5(1):= . . ’ (3.11)
k(l) cevessveoe k(l)
n2 nn
lautet
n (1) n n kl'
T ;= Yk + Yk oo o—=d fir alle 322 . (3.12)
IR By P | . il n
=2 i=2 i=2
)k,
. il
i=1
i#Al
Da die Spaltensummen von K null ist, folgt
)
‘k..=—k 7
i=2 ] 1
woraus mit (3.10) folgt
T (1)
} k,.' =0 fir alle 3§22 (3.13)
. ij
i=2
O

Natirlich gilt die Aussage auch fir alle weiteren Eliminationsschritte.
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Aus der speziellen Gestalt von (3.2) entnimmt man unter Bertlicksichtigung
von (3.10), daB nach einem Eliminationsschritt die AuBendiagonalelemente

nur mit positiven Gr&8en ergdnzt werden. Daraus folgt

k£§)20 fir alle i, mit i#5 . (3.14)

Diese Erkenntnis genligt zum Beweis des folgenden

Satz 2

Die Matrix K besitzt Quasipivoteigenschaften.

Beweis
(1)

Die sich bei einem Eliminationsschritt ergebende Matrix K hat dieselben
Eigenschaften wie K, d.h. die Nicht-Diagonalelemente sind nichtnegativ, die

Spaltensumme ist null. Daraus folgt, daB das dem Betrage nach gr6B8te Element
‘ (1)

in der ersten Spalte von K das Haupt-Diagonalelement ist.

a
Flr den Gleichgewichtsvektor x 1&Bt sich ein einfacher algebraischer Ausdruck
angeben:
Satz &

Der Gleichgewichtsvektor x von K ist durch die Hauptdiagoﬁale der 2zu K asso-
ziilerten Matrix gegeben. Er ist unabhdngig von einem gemeinsamen Faktor der

Hauptdiagonalelemente der Matrix.

Bewetls

Die assoziierte Matrix K, von K hat die Form

ka11 ka12 ot kaln
5 = . . . i (3.15)
t_kanl kan2 tt s kann

die Matrixelemente kaij von EA sind gegeben durch

g 1%, i
Koy = (177 ndet(®™) (3.16)
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wobel die Matrizen glj die entsprechenden (durch Streichen der i-ten Zeile

und der j-ten Spalte entstehenden) Minoren sind.

Wir werden anschlieBend zeigen, daB die assoziierte Matrix (3.15) spalten-

weise aus gleichen Elementen besteht:

ka11 ka22 e kann
K, = . . . . (3.17)
ka11 ka22 ot kann
- o

In diesem Fall wird das lineare Gleichungssystem (3.6) durch die GrdéBen ka

1i
befriedigt,
n
"i§1k11'ka11 *RipKagy FRi3Kazg t o R KN =0
i#1
n
K21 %a11 ’i£1k12'ka22 tky3kazz t oo F Ky Rann =0
i#2 ' , (3.18)
n
kn1.ka11 + kn2 ka22 + kn3.ka33 .. _lzlkin. ann o
i#n
da gilt
det(K) = 0 , (3.19)

denn: Bildet man die Determinante von K, so bildet man das innere Produkt
der i-ten Zeile von K mit der i-ten Zeile der assoziierten Matrix (3.15).

So entsteht aber die i-te Zeile des linearen Gleichungssystems (3.18).

Von den GréBen kaii ist mindestens eine von null verschieden, da wir voraus-
gesetzt haben, daB die Matrix K den Rang n-1 hat. Nach dem Satz von Frobenius

/18/ kann behauptet werden, daB alle Koii gréBer als null sind:

k_..>0 filir alle i . (3.20)
aii
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Wir weisen jetzt nach, da8 EA spaltenweise aus gleichen (Hauptdiagonal—)
Elementen besteht. Wir bilden alle Adjunkten in der i-ten Spalte von K und

notieren nur die Indizes von K in dieser Spalte:

1, i
R i_'J’ 1 es e coco s e
i-1, i J=0,1,...,i-1
K = (3.21)
s e s s e 0o e i ,i LI I BTN Y A A u=1,...,n—i .
....... ees dtu, 1 ...l
n , 1

Wenn die i-te Zeile und die i~te Spalte gestrichen und die Determinante be-
stimmt wird, erhalten wir kaii' die Determinante des i-ten Hauptminors von K.
Streichen wir jetzt die (i-j)-te Zeile von 5 und addieren alle restlichen
Zeilen zur i-ten auf, dann entsteht an der Stelle der i-ten Zeile die nega-

tive der (i-j)-ten Zeile, da die Summe aller Zeilen die Null-Zeile ist.

Wenn wir mit der i-ten Zeile j-1 Transpositionen nach oben durchfihren, ge-
langen die negativen Elemente der (i-j)~-ten Zeile genau an die (i-j)-te (ur-
spriingliche) Stelle. Die Struktur der ka'

. ist jetzt mit k ,, identisch,
i-j,4i aii
daher gilt

I S X E L DN G LS DR S ) _ i -
Ky (1ogys = D (-1) Kogg = Kggq FOr 3=0,1,...,i-1, (3.22)

da das erste Vorzeichenglied das Vorzeichen flir den algebraischen Adjunkten
ist und das zweite sich aus den j-1 Zeilentranspositionen, zuzlglich einer
Zeilenvorzeichenumkehr ergibt. Unterhalb der Hauptdiagonalen gilt

_ gy it(itn) . (n-1)41 _ n _ s
ka(i+u)i = (-1) (-1) kaii = kaii fir n=1,...,n-i (3.23)
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Konsistens der MeBdaten

Fir den Fall, daB sowohl fiir die Ubergangskoeffizienten kij als auch fir

die Gleichgewichtsinventare X, MeBdaten vorliegen, die aber nicht die Glei-
chungen (3.6) erfillen. ergibt sich das Problem, zu einem konsistenten, d.h.
die Gleichungen (3.6) erfilillenden Datensatz zu kommen. Dabei sollen im hier

interessierenden Fall nur die Ubergangskoeffizienten ver&ndert werden.
Wir diskutieren zuerst einen qualitativen Weg.

Mit den anfdnglich zur Verfiigung stehenden Schitzwerten der kij berechnen
wir den Gleichgewichtsvektor x. Weichen die Elemente dieses Vektors von den
anfdnglich geschédtzten bzw. gemessenen Inventaren ab, korrigieren wir die
Werte der kij nach "gesundem Menschenverstand" und wiederholen die Prozedur.
Fir dieses "Verfahren" wurde ein interaktives FORTRAN-Programm entwickelt,

das im Anhang wiedergegeben ist.

Da die Werte der Ubergangskoeffizientén sich um viele Zehnerpotenzen unter-
scheiden, existiert aufgrund der Ventilwirkung der Kinetik eine Entkopplung
im System. Dies bedeutet, daB Anderungen der Ubergangskoeffizienten auch nur
lokalisierte Anderungen der Inventare bewirken; diese "Gutmiitigkeit" des Sy-
stems erlaubt in der Tat eine erfolgreiche Anwendung des beschriebenen quali-

tativen Weges.
Wir skizzieren jetzt einen quantitativen Weg.
Der Satz 3 ermdglicht es, die Inventare explizite anzugeben:

k i,j=1...n)

1l
»

all(kij'
(3.24)

kann(kij' i,j=1...n) n

]
"

Diese expliziten Ausdriticke bestehen nach Frobenius /18/ aus positiven homoge-
nen Produkttermen und kénnen fir n<7 mit Hilfe der Rechner-Sprache REDUCE

ermittelt werden.

Wir betrachten nun die Gleichungen (3.24) als Nebenbedingungen und w&hlen

als Fehlerfunktional den Ausdruck
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o] 2
Foi= ) (kij)—kij) , (3.25)
i#]
wobei k;?) eine anfangliche Schéatzung der kij ist. Wir ermitteln die den

Nebenbedingungen (3.24) so, daB das Fehlerfunktional F minimiert wird:

! ,
F(kij, i,j=1...n) = min . (3.26)

Eine Diskussion bzw. Anwendung dieses quantitativen Weges erfolgte bisher

noch nicht.

3.3. Zeitverhalten des Systems

Die Losung des Differentialgleichungssystems

@ = Kem (3.27)
lautet in Vektorform
m = g:_:_g(g-t)'rg(o) ' (3.28)
wobei g(o) der Vektor der Anfangsbedingungen ist.

Die erste Ndherung von (3.28) fir &quidistante Zeitschritte t —to=1 lautet

1

me) = @D 0, w12, (3.29)

wobeidl (§+£)T bei entsprechender Skalierung von (3.27) eine stochastische Ma-

trix ist. Die Matrix

lim(K+I)" (3.30)
Vo
existiert und besteht bei irreduziblen Matrizen K spaltenweise aus dem

Gleichgewichtsvektor x.

Den zu (3.5) gehérenden Eigenvektor x mittels (3.30 zu bestimmen, ist &qui-
valent mit dem Miese'schen Potenzierungsverfahren. Bel diesem Verfahren wird

der maximale Eigenwert auspotenziert /20/.

Numerisch ist ein Eigenwert gegeniliber kleinen Anderungen der Koeffizienten

stabil, wenn der Links- und Rechtseigenvektor zu diesem Eigenwert nichtortho-
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gonal ist (Wilkinson /21/). Der betreffende Linkseigenvektor von K+I lau-
tet

x. = (Ll

der Rechtseigenvektor ist x. Daher kann gefolgert werden, daB der Eigenwert 1
numerisch stabil ist, da §L und X nichtorthogonal sind (sie befinden sich

beide im selben Orthanten).

Es tritt leider eine andere Art Instabilitdt auf: Die (gewdhnliche) FORTRAN-
Arithmetik rundet nicht, sondern schneidet. Ein einziger Potenzierungsschritt
genigt, um die Spaltensummennorm der Matrix unter 1 =zu drilicken. Im weiteren
potenziert sich die ganze Matrix zu null herunter. Abhilfe leistet hier nur

die Renormierung oder eine hShere Genauigkeit.

Fir Systeme, deren Ubergangsmatrix K nur reelle Eigenwerte hat, ist die Ge-
schwindigkeit, mit der das System von einem beliebigen Ausgangszustand in
den Gleichgewichtszustand ilbergeht, durch den betragsmaBfig kleinsten Eigen-—

wert bestimmt,

Fir Systeme, deren Ubergangsmatrix K komplexe Eigenwerte hat, l&Bt sich die
Geschwindigkeit des Ubergangs in den Gleichgewichtszustand nicht ausschlief-
lich durch den Eigenwert mit dem betragsmdBig kleinsten Realteil bestimmen,

da die komplexen Anteile zu nicht vernachlidssigbaren Oszilationen fihren.

Bei solchen Systemen definiert man ein Funktional mit streng monotonem Zeit-
verhalten (das sogenannte Ljapunov-Funktional), wobeli dieses Zeitverhalten
durch zwei Exponentialfunktionen eingegrenzt werden kann. Die Zeitkonstanten
dieser Exponentialfunktionen beschreiben dann das Zeitverhalten des Systems.
Wir gehen aus von dem folgenden

Satz 4 (EinschlieBungssatz /22/)

Sei

¥y =2y, Yy = X(to) (3.31)

ein lineares Differentialgleichungssystem, und

H := %(Ai-é ) (3.32)
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eine Hermitesche Matrix. Dann gilt

||Zou°expkt < ”z(t,zo)” < ”you'eprt ’ (3.33)

wobel

2 T
Helh ==y "y »

und A und A der kleinste und gréBte Eigenwert von A ist.

Aus diesem Satz entnehmen wir, daB y das gesuchte Funktional darstellt.
Eine Beziehung zwischen den Eigenwerten von H und den Realteilen der Eigen-

werte von A liefert der

Satz 5 (Bendixson /23/)

Die (reellen) Eigenwerte von H schlieBen die Realteile der komplexen Eigen-

werte von A ein:

A< ReEW(P=1) <A (3.34)

Spezielle Uberlegungen gelten, wenn der maximale Eigenwert von A null ist,
und damit die obere Schranke der Abschdtzung (3.33) durch den Satz von
Bendixon trivial ist. In diesem Fall geht man wie folgt vor: Aus der Tatsa-
che, daB die Matrix g den maximalen Eigenwert null hat, ergibt sich sofort

eine bekannte partikuldre L&sung des Differentialgleichungssystems

I Ne

=Hz. (3.35)

Daher kann man den Grad dieses Systems genau um 1 vermindern. Der maximale
Eigenwert der das reduzierte System beschreibenden Matrix im Rn-1 ist dann

der zweitgrdBte Eigenwert von H.

Die bisherigen Uberlegungen lassen sich nunmehr folgendermaBen auf unsere

Problemstellung Ubertragen. Dazu definieren wir die Matrix
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r r—
/:Tl o
7,
z s= (3.36)
o Vx
n
und mit Hilfe von Z die Matrix
1 P
Slre(r® k91 . (3.37)

Diese Matrix ist zu einer symmetrischen Matrix &hnlich, da sie die daflir not~-
wendigen und hinreichenden Kolmogoroff-Wegscheider'schen Bedingung /17/ er-
fdllt. Diese Bedingung besagt, daB die Matrix (3.37) durch Rechtsmultiplika-

tion mit 22 symmetrisiert wird, was in der Tat der Fall ist.

Wir symmetrisieren die Matrix (3.37) mittels einer Ahnlichkeitstransformation

wie folgt:

113
o '_|'_1,_~
=
+
=]
e
Ld
I

i
i\
H
A
H
+
=
~
H

I

(3.38)

Wir wenden nun die beiden oben genannten Sdtze auf die Matrix
-1
A :=T KT (3.39)

an, Dazu brauchen wir den folgenden

Hilfssatz

Die Matrix
SLe(r xr?) "]
hat null als einfachen Eigenwert. Der dazu gehdrige Eigenvektor ist der

Gleichgewichtsvektor x von K.
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Bewelis

Aus der expliziten Darstellung

n Xy Xy
-jzlkjl k21";{; e . . knl';n—
j#1
X n X
k=% - )k, <. 2
12 x © 32 n2 x
o 1 i=1
(1 “kz) " = 1#2
X X ?
k, +— ko— « v . - k.
in x1 x2 j=1 jn
j#n
s e

erkennen wir sofort, daB zum Eigenwert null der Matrix (2—2KT )

vektor x gehSrt. Somit folgt die Behauptung sofort aus

Kex = 0 und (T "KT') x =0 .

Aus diesem Hilfssatz folgt aufgrund der Tatsache, daB dhnliche Matrizen glei-

che Eigenwerte haben, daB die Matrix
‘K*T + (T “-K-T) )

ebenfalls den Eigenwert O besitzt. Entsprechend dem oben gesagten kann die
Abschdtzung des Zeitverhaltens unseres Systems mit dem zweitgr&Bten Eigen-
wert von H auf nichttriviale Weise vorgenommen werden, wenn die zum Eigen-

wert null gehdrige partikuldre LOsung eliminiert.
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4. Verifikation des Boxenmodelles filir den Plutonium-Kreislauf

In diesem Kapitel wenden wir die Ergebnisse des dritten Kapitels auf den
Plutonium-Kreislauf an. Vorher diskutieren wir jedoch Boxenmodelle fiir Kon-
zentration, die in der Literatur in verschiedenen Zusammenhdngen zu finden

sind.

4.1, Boxenmodelle fir Konzentrationen

Es 14Bt sich zeigen, daB das Differentialgleichungssystem (3.1) aus den
Prinzipien der Massenerhaltung und aus einem linearen Geschwindigkeitsan-
satz abgeleitet werden kann /17/. Vielfach wird das gleiche Gleichungssystem
ohne weitere Begriindung auch filir Konzentrationen cy angegeben, es lautet

dann, wenn wir die Ubergangskoeffizienten mit Tij bezeichnen, fir n Boxen 1)

R S
—_—= - T,,°C, + T,.°C
at =1 J1 1 413 3
J#1 j#1
. . (4.1)
o eyt ]
—_— - T. °C T .°C .
dt =1 jn n j=1 nj 3
j#n j#n
Aus (4.1) folgt natilirlich wieder
n
) & =0 (4.2)
i=1

oder, wenn wir integrieren,

1) In /24/ sind z.B. solche Gleichungen fiir Konzentrationen von Radionukli-

den ci[Ci/m3] angegeben, wobei der einen Massenschwund darstellende ra-

dicaktive Zerfall berlicksichtigt wurde.
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¢, = const , (4.3)
g 1

[ g k=]

i
d.h. die Summe der Konzentrationen ist zeitlich invariant, was physikalisch

nicht zu rechtfertigen ist.

Ein Weg, diese Schwierigkeit zu umgehen, besteht darin, den Boxen Volumina

zuzuordnen. Schreiben wir die Konzentrationen also in der Form

=]

i ,

Ci :='\;'_', l=1,...,n 2 (4.4)
i

wobel mi die Masse in dex i-ten Box und Vi ihr Volumen ist, so erhalten wir

aus dem Differentialgleichungssystem (3.1) fir die Massen m, das folgende

Differentialgleichungssystem filr die Konzentrationen c,:

ey - 3yl

&, = k.,c k,.° c

1 5=1 31 71 =1 15 v, 3
i#1 j#1

. ! . (4.5)
RO g

& = k, *c - k ,"==c., .

n =1 jn n j=1 nj Vn J
j#n j#n

Formal kénnen wir diese Gleichungen wie folgt ableiten: Wenn wir die Matrix

Z definieren durch

V1 0 . . 0
o Vv, ... o0
v := . . (4.6)
0 0 . e sV ’
| n

c = Z ‘m , (4.7)
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und wir erhalten, wie sich leicht zeigen 1&8t, flir ¢ das Gleichungssystem

- @

)ec (4.8)

1Qe
n<

d.h. wir erhalten das Gleichungssystem filir ¢ aus dem Gleichungssystem fir

m, indem wir die Ahnlichkeitstransformation
K+=>V "K'V

durchfihren. Man kann zeigen /17/, /25/, daB diese Bhnlichkeitstransforma-

tion nur dann einen (physikalischen) Sinn hat, wenn gilt:

— - . -
V1 0] « » o« O m1 O e s « O
\' 0 >
O 5 e o . m2 e s o« O
R . . . = const. ° . v * . ' (4.9)
o0
O O . . Vn o] (e} e e e mn
_ | L i
wobei
o 1] ']
mi ¢= lim mi ’ l=1,.-.,n ’

o

die Gleichgewichtsinventare sind, ist &dquivalent mit

o0
¢ := lim ci fir alle i=1,..., n .

£t
In Worten: Diese Bhnlichkeitstransformation hat nur dann einen physikalischen
Sinn, wenn die Bedingung, daB die Gleichgewichtsinventare m: proportional zu
den Volumina ist, gleichwertig damit ist, daB die Gleichgewichtskonzentratio-

nen alle gleich sind.

Diese Aussage ist von grundsdtzlicher Bedeutung, z.B. fiir Diffusionsmodelle,

bei denen Konzentrationen eine Interpretation besitzen sollten.

Es existieren andere Interpretationsmdglichkeiten flir das Gleichungssystem
(4.6). So kann z.B. bei der Tracer Analyse die spezifische Aktivitdt die
Rolle der Konzentrationen lbernehmen, da die spezifische Aktivitdt ebenso
wie die Konzentration eine intensive Gr68e ist, die das Bestreben hat, sich

auszugleichen, d.h. in jeder Box den gleichen Wert anzunehmen.
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Ein Kriterium dafiir, daB die Bedingung (4.9) erfiillt ist, wurde in /25/ an-

gegeben: Es besagt, daB die Matrix

=
<

+ I, (4.10)

wobei I die Einheitsmatrix ist, doppeltstochastisch ist, d.h., daB die Zei-
len~ und Spaltensummen dieser Matrix sich zu 1 addieren und daf alle Elemen-

te zwischen null und 1 liegen.

Die vorliegenden Uberlegungen wurden angestellt, weil die experimentellen
MeBdaten in Form von Ubergangskoeffizienten zwischen Konzentrationen darge-
stellt werden. Wir interpretieren dies so, daB wir die Koeffizienten auf Bo-
xen mit gleichen Volumina beziehen. Im folgenden werden wir, da wir den Kon-
zentrationsausgleich nicht als physikalisches Prinzip einbringen wollen,

ausschlieBlich das Massenmodell behandeln.

4.2, Numerische Ergebnisse

Wir haben die Ausgangsdaten entsprechend dem im 3. Kapitel genannten quali-
tativen Verfahren auf Konsistenz gepriift und mit geringen Anderungen konsi-
stent gemacht. Wie schon erwdhnt ist die Programmbeschreibung des Verfahrens

im Anhang wiedergegeben. Das Ergebnis wurde in Tabelle 1 wiedergegeben.

Die Matrix K ist in konsistenter Form ohne Hauptdiagonalelemente in Tabelle
3 angegeben. Die Endinventare sind in Tabelle 4 angegeben. Sie liegen im In-
tervall (1,10_12); die PriifgrbBe, d.h. die absolute Genauigkeit des GauB'
schen Verfahrens liegt bei 10—15. Dies bedeutet, daf das Verfahren gut kon-
ditioniert ist, da es gerade eben die Genauigkeit der Maschine (IBM 370)

nicht ﬁberséhreitet.

Bezlglich des Zeitverhaltens haben wir nur die erste N&herung des Anfangs-
wertproblems behandelt: Mit dem Mieses'schen Verfahren wurden die Potenzen
der Matrix K+I bestimmt, und es wurde daraus der Eigenvektorvg ermittelt.

Die Ubereinstimmung mit dem GauB'schen Verfahren ist als gut zu bezeichnen.

Auch aus der ersten Ndherung der Losung der Differentialgleichung (3.1) las-—

sen sich einige wichtige Schllisse ziehen; das ganze Systeme hat, wenn es von



1 2 3 4 5 6 7
1 .2500 .0000  .0000  .0000 L0000  .0000
E-10 E-00 E-00  E-00 E-00  E-00
2 .2500 .1400 .2300  .2300 .0000  .0000
E-00 E-05 E-01 E-01 E-00  E-00
3 .0000 .0000 .2100  .2200 .4100  .9200
E-00  E-00 E-00  E-O1 E-01  E-00
4 .5800 .0000 .6800 . 0000 L0000  .0000
E-O1 E-00 E-08 E-00 E-00  E-00
5 .5800 .0000 .6800 .0000 .0000  .0000
E-O1  E-00 E-08 E-00 E-00  E-00
6 .1700 .0000 .0000  .0000  .2200 .0000
E-04  E-00 E-00 E-00  E-01 E-00
7 .2900 .0000 L0000  .5900  .0000 .2700
E-05  E-00 E~00 E-03  E-00 E-02

Tabelle 3: Matrix K der in Tabelle 1 angegebenen Transferkoeffi-

zienten.
1 Atmosphere .683 E~10
2 Anorg. Boden .100 E+01
3 Org. Boden .321 E-05
4 Pflanzl. Nahrung .893 E-10
5 Tierfutter .594 E-10
6 Tierische Nahrung .299 E-10
7 Mensch .145 BE-12

Tabelle 4: Vektor der auf Gesamtinventar 1 normier-

ten Gleichgewichtsinventare.
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der Box “Boden" initialisiert wird, eine allgemeine Zeitkonstante von 80 Jah-
ren. Diese Zeitkonstante haben wir so definiert, daB alle Boxen ihren Gleich-

gewichtswert gréBenordnungsmédBig stabilisiert haben missen.

Die numerische LOsung des inhomogenen Systems mit Hilfe neuer Approximatio-
nen ("forced terms" oder "input function"™ /26/) erfordert bei der IBM-Ma-
schine vierfache Genauigkeit aus folgenden Griinden: Die interessanteste Box
"Mensch" gilt mit einem Relativinventar von 10-12 schon als schwach bestimmt.
Fliir diese Box garantiert das GauB'sche Verfahren nur zwei gliltige Stellen.
Dariliberhinaus ist es erforderlich, Modelle zu untersuchen, bei denen dieses
Inventar noch niedrigere Werte erreicht (10_11 bis 10_15). Die Control Data

Corporation bietet in der erforderlichen Genauigkeitsklasse bessere Routinen

als IBM.

Ein weiteres wesentliches Ergebnis der vorldufigen Untersuchung des Anfangs-
verfahrens ist das folgende: Wenn man die Box, deren Gleichgewichtswert sehr
klein ist, auf das Mehrfache dieses Gleichgewichtswertes Utberladt, pflanzt
sich diese Uberdosis durch das ganze System zwangsweise fort. Dies bedeutet
in unserem Fall konkret: Wenn die Box “"Atmosphdre" lberlastet wird, wird
zwangsweise die Box "Mensch" auch bis auf das 109~fache des Gleichgewichts-
wertes hochgeschaukelt. Dies ist selbstverstdndlich unméglich und deutet die
Grenzen des linearen Boxenmodelles an: Damit das lineare Boxenmodell gliltig
ist. dirfen die Boxen, die einen niedrigen Gleichgewichtswert haben, nicht
liberladen werden. Dies bedeutet in unserem Fall, dafB die Box "Atmosphidre"

nicht am Anfang das gesamte Plutonium-Inventar aufnehmen darf.

Flir die Auswertung des EinschlieBungssatzes von Bendixon miissen die Eigen-—
werte der Matrix %ﬂ(é+éT) bestimmt werden. Diese sind in Tabelle 5 angegeben.
Am meisten fallt auf, daB der zweitgroBte Eigenwert, der im EinschlieBungs-
satz die Rolle von A lUbernimmt, sehr nahe bei null liegt. Dadurch wird der
EinschlieBungssatz leider sehr unscharf. In unserem Fall besagt dieses Er-
gebnis, daB das Ljapunov'sche Funktional zwischen einem Tag und rund 800 Jah-
ren auf ein e-tel abklingt. Dieses Ergebnis ist typisch fiir steife Systeme,
d.h. Systeme mit extrem unterschiedlichen Ubergangskoeffizienten. Da das Sy-
stem linear ist, kann eine Spektralkontraktion vorgenommen werden, so daf

die Eigenwerte von K immer im Intervall —2<Aiso flir alle i liegen. Die Steif-

heit des Systems bedingt die Verteilung der Eigenwerte. Die unangenehmste Ei-
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genschaft steifer Systeme, daB némlich der LSsungsbeitrag des Eigenwertes A
bei entsprechenden Anfangsbedingungen zwar vernachldssigbar klein, anderer-
seits jedoch prinzipiell wichtig ist, z.B. fir die Gleichgewichtslage x,

tritt hier deutlich in Erscheinung.

Al = 1.000000
12 = 0.999998
AB = 0.965193
X4 = 0,957385
AS = 0.927772
A6 = 0.628827
A7 = 0.079510

Tabelle 5: Eigenwerte der Matrix, die der in Tabelle 3
wiedergegebenen Matrix entsprechend Formel
(3.38) zugeordnet ist. Das Eigenwertspektrum

wurde um eins nach rechts verschoben.

Die erwdhnte Gleichgewichtseinstellung von 80 Jahren hdngt mit den speziell
gewdhlten Anfangsbedingungen zusammen: Wird das System von der Box "Boden"
her initiiert, so wird der Eigenwert A wenig erregt, da die kleinste Trans-

ferrate die Resuspension ist (sie ergibt eine Zeitkonstante von 9-108a).
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Anhang von J. Ludewig

Kurze Beschreibung eines Programmsystems zur interaktiven

Berechnung von Inventar-Vektoren

1. Das Hauptprogramm

Sei M eine Markov'sche Ubergangsmatrix (alle Zeilensummen sind gleich 1) der
Gr6Be n*n. Der Inventar-Vektor ist definiert durch

(a) }_ST' = }—(T

=

n
(b) z x, = 1.

Aus (a) folgt

§T' = gT'g oder (MT‘E)'E =0

=

was vereinfacht geschrieben wird

() K'x=0

L falls i#j

,~1, falls i=j
3,470 J
%X kann also berechnet werden als LOsung des linearen Gleichungssystems (c),

die nach (b) normalisiert ist.

Diese Rechnung wird vom Programm ELIMINATION ausgefihrt. x wird auf dem Bild-

schirm ausgegeben. Als MaB der Rechenungenauigkeit wird der Wert von kn n
[4

nach der Elimination angezeigt; er sollte sehr dicht bei Null, dem theoreti-

schen Wert, liegen.

Die angezeigten Ergebnisse werden auBerdem in eine Datei geschrieben, so daB

sie dokumentiert werden kdénnen.



- 45 -

2. Eingabe der Ubergangsmatrix

Die Anderung und Eingabe groBer Matrizen (hier bis zur Ordnung n=10) ist

ohne spezielle Hilfsmittel umsténdlich und fehlertrdchtig. Um viele Versuche
mit unterschiedlichen Werten zu machen, wurde daher ein spezielles Eingabe-
programm realisiert. Es ist darauf abgestimmt, daB die Matrix unter SPF, dem
komfortabelsten verfigbaren Editor unseres GroBrechners, aufgebaut und modi-

fiziert wird.

Zundchst wurde eine Darstellung entworfen, die es erlaubt, die gesamte Matrix
auf dem Bildschirm (22 Zeilen von 72 Zeichen) zu zeigen. Jedes Element hat

die Form
.1234

E-12 .,

Da alle Spaltensummen gleich 1 gind, ist ein Element jeder Spalte redundant.
Daher wird die Hauptdiagonale nicht eingegeben. Sie isﬁ zur besseren Uber-

sicht durch 'xxx' markiert.

Die Subroutine MATIN liest eine Datei der beschriebenen Form, wie sie am Bei-~-
spiel fiur n=7 abgebildet ist, ein, prift die formale Korrektheit (Einhaltung
des Formats) und wandelt sie in ein normales FORTRAN-Feld. Ferner identifi-

ziert sie n, die Ordnung der Matrix.
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EDIT ~--- TS0535.EIN7.DATA =========c-==-=-=-ccoccmcoomconnmons COLUMNS 001 072
COMMAND INPUT ===> _ SCROLL ===> HALF
KIIHKK KHKIKKRKKKIIKKKKIKIIKKKKEIK TOP OF DATA KAAAKKIKKKKKKKKKIKKKKKIRKKKKKXKKKK
000100 1 2 3 4 5 6 7

000200 1 XXX .2500 .0000 .0000 .0000 .0000 .0000

000300 XXX E-10 E-00 E-00 E-00 E-00 E-00

000400 2 .2500 XXX .1400 .2300 .2300 .0000 .0000

000500 E-00 XXX E-05 E-01 E-01 E-00 E-00

000600 3 .0000 .0000 XXX .2100 .2200 .4100 .9200

000700 E-00 E-00 XXX E-01 E-01 E-01 E-00

000800 4 .5800 .0000 .6800 XXX .0000 .0000 .0000

000900 E-01 E-00 E-08 XXX E-00 E-00 E-00

001000 5 .5800 .0000 .6800 .0000 XXX .0000 .0000

001100 E-01 E-00 E-08 E-00 XXX E-00 E-00

001200 6 .1700 .0000 .0000 .0000 .2200 XXX . 0000 )
001300 E-04 E-00 E-00 E-00 E-O1 XXX  E-00

001400 7 .2900 .0000 .0000 .5900 .0000 .2700 XXX

001500 E-05 E-00 E-00 E-03 E-00 E-02 XXX

KAKKKK  KHRKKKKRKKRKKKKKRRKXRRKRAX BOTTOM OF DATA 9 7 9 S K 9 3 9K 3K 9K SR G 9K SR R R 0K 9O R K R K ok

SPF-Darstellung der Matrix auf dem Bildschirm.

3. Kommando-Prozeduren

Es stehen Kommando-Prozeduren zur Verfiligung, um

- eine neue Matrix der Ordnung n zu generieren (alle Elemente auBerhalb dexr

Hauptdiagonalen mit O vorbesetzt),

- das FORTRAN-Programm ELIMINATION mit seiner Subroutine MATIN zu starten,

Der Anwender braucht auBer geringen Kenntnissen von SPF nur die Aufrufe die-
ser beiden Prozeduren zu kennen (die jeweils einen HELP-Parameter haben, der

die Ausgabe einer Anleitung bewirkt).
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BERECHNUNG DES INVENTAR-VEKTORS

REAL*8 TRANS(10,10)
INTEGER N
LOGICAL OK

WRITE (23,5)
FORMAT(//' BERECHNUNG DES INVENTAR-VEKTORS'/)

CALL MATIN(N, TRANS, OK)
IF (OK) CALL ELIM(N, TRANS)

sTOP
END

SUBROUTINE MATIN(N, TRANS, OK)
INTEGER N

REAL*8 TRANS(10,10)

LOGICAL 0K

PROGRAMM ZUM EINLESEN EINER UEBERGANGSMATRIX
JOCHEN LUDEWIG IDT/KFK 79-12-12

PARAMETER:
N :  ECHTE ORDNUNG DER MATRIX TRANS
TRANS :  UEBERGANGSMATRIX (AUSGABE-PARAMETER)
MUSS MIT DER DIMENSION 10 X 10 DEKLARIERT SEIN
OK:  TRUE, WENN DIE EINGABE AKZEPTIERT IST

ACHTUNG, DIE DEKLARATIONEN VON N UND TRANS MUESSEN IN ALLEN
PROGRAMMEN UEBEREINSTIMMEN.

MATIN BENUTZT DIE FORTRAN-FILES 21, 22, 23 WIE FOLGT:

21 EINGABE-MATRIX (IM FORMAT WIE NULLMAT.DATA)

22 SCRATCH-FILE

23 AUSGABE (NUR FUER FEHLERMELDUNGEN)
DIE KOMMANDO-PROZEDUR LIESMAT.CLIST ALLOKIERT ALLE DREI FILES
AUTOMATISCH, FILE 23 AUF DAS TERMINAL. FILE 22 WIRD ANGELEGT
UNTER DEM NAMEN HILF.DATA. FILE 21 IST MATIN.DATA.
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MANT(10) UND EXP1(10), EXP2(10) ENTHALTEN MANTISSE UND EIN- ODER
IZWEISTELLIGE EXPONENTEN, DIE ZUSAMMEN EINE ZEILE DER UEBERGANGS-
MATRIX BILDEN.

DEZIMAL-PUNKT, BLANK UND BLANKE WERDEN ZUR PRUEFUNG DES FORMATS

VERWENDET UND MIT POINTO, BLANKO AND BLNKEO VERGLICHEN.

ZERO UND ZEREXP WERDEN BENOETIGT, UM DIE HAUPTDIAGONALE AUF NULL
ZU SETZEN. I UND J SIND DIE INDIZES FUER ZEILEN UND SPALTEN.

INTEGER*2 POINTO/' .'/, BLANKO/' '/, ZEREXP/'0'/,
POINT(10), BLANK(10), EXP1(10), EXP2(10),
I, J, DIM(10)

INTEGER*4 ZER0O/'0000'/, MANT(10)

REAL*8 BLNKEO/'  E-'/, BLANKE(10)

* %

REWIND 21
REWIND 22

SET TRANS TO ZERO.

D0 100 I=1,10
DO 100 J=1,10
TRANS(I,J)=.0
CONTINUE

UEBERSCHRIFT LESEN ZUR ERMITTLUNG DER ORDNUNG VON TRANS.
DIE UEBERSCHRIFT HAT DAS FORMAT

1 2 3 (BIS N)
READ (21,7) (DIM(I), I=1,10)
FORMAT(1017)
D08 1I=1,10
IF (DIM(I) .EQ. I) N=1
CONTINUE

HAUPTSCHLEIFE ZUM LESEN UND UMWANDELN DER MATRIX.
DO 120 I=1,N

DIE ZEILEN MIT DEN MANTISSEN HABEN DAS FORMAT
NN .1000 .2000 .9999 ..... (NN IST DIE ZEILENNUMMER IN SP.1)

READ (21,10) (POINT(J),MANT(J),BLANK(J), J=1,N)
FORMAT(2X,10(A2,A4,A1))

DIE ZEILEN MIT DEN EXPONENTEN HABEN DAS FORMAT
E-00 E-1 E-17 ..... (E UND MINUS SIND OBLIGATORISCH)

READ (21,20) (BLANKE(J),EXP1(J),EXP2(J), J=1,N)
FORMAT(2X,10(A5,A1,A1))
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HAUPT-DIAGONALE AUF NULL SETZEN.

MANT(I)=ZERO
EXP1(I)=ZEREXP
EXP2(1)=ZEREXP

STRUKTUR DER EINGELESENEN ZEILE PRUEFEN.

DO 110 J=1,N

IF (I .EQ. J) GOTO 110

IF (POINT(J) .NE. POINTO .OR.
* BLANK(J) .NE. BLANKO .OR.
* BLANKE(J) .NE. BLNKEO) GOTO 200

EINSTELLIGEN EXPONENTEN IN ZWEISTELLIGEN UMWANDELN

IF (EXP2(J) .NE. BLANKO) GOTO 110
EXP2(J) = EXP1(J)
EXP1(J) = ZEREXP

CONTINUE

DIE UMGEWANDELTE ZEILE WIRD IN EINEN SCRATCH-FILE GESCHRIEBEN;
MANTISSE UND EXPONENT STEHEN JETZT HINTEREINANDER, UM NACHFOLGEND
IM E-FORMAT EINLESEN ZU KOENNEN.

WRITE (22,30) (MANT(J) ,EXP1(J), EXP2(J), J=1,10)
FORMAT (10(A4,1H-,A1,Al1))

CONTINUE
ZEILENWEISES EINLESEN DES SCRATCH-FILES NACH TRANS

REWIND 22

DO 130 I=1,N

READ (22,40) (TRANS(I,J), J=1,N)
CONTINUE

FORMAT (10E7.4)

OK = .TRUE.
GOTO 999

FEHLERBEHANDLUNG

WRITE (23,50) I,J

FORMAT (/' **xx%*  fFEHIER IN ZEILE ',I2,', SPALTE ',I2,'  *Xkxx!)
OK = .FALSE.

RETURN

END
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SUBROUTINE ELIM (N, TRANS)

ELIMINATION FUER DIE UEBERGANGSMATRIX
REAL*8 TRANS(10,10), INV(10), SUM, INVIL
INTEGER N, NMIN1

NMINL = N-1

ELEMENTE IN DER HAUPTDIAG. BESETZEN MIT DER NEGATIVEN ZEILENSUMME

DO 20 I=1,N

SUM = .0

DO 10 J=1,N

SUM = SUM - TRANS(J,I)
CONTINUE

TRANS(I,I) = SUM
CONTINUE

UMWANDLUNG VON TRANS IN EINE OBERE DREIECKSMATRIX
DO 35 K = 1,NMIN1

IF (TRANS(K,K) .NE. .0) GOTO 25

DIESER ZWEIG WIRD NIEMALS DURCHLAUFEN, WENN DIE MATRIX KORREKT IST
WRITE (23,22)

FORMAT (/' RANG DER MATRIX IST KLEINER ALS N -1 '//)

GOTO 100

NBEGIN= K+1

DO 30 I = NBEGIN,N

DO 30 J = NBEGIN,N

TRANS(I,J) = TRANS(I,J) - TRANS(I,K)*TRANS(K,J)/TRANS(K,K)
DA DIE ELEMENTE AUSSERHALB DER HAUPTDIAGONALEN KLEIN SIND,
KOENNEN DIE DER HAUPTDIAGONALEN ALS PIVOTS GENOMMEN WERDEN.
CONTINUE

CONTINUE
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BERECHNUNG DES INVENTAR-VEKTORS VON HINTEN NACH VORN

INV(N) = 1.
1. IST EIN FREI GEWAEHLTER WERT.
SUM = .0
DO 50 MI = 1,NMIN1
INVIL = .0
IL=N-MI
D.H. IL = N-1, 1  (LAEUFT RUECKWAERTS)
ILPL1 = IL + 1

DO 45 L = ILPL1, N
INVIL = INVIL - TRANS(IL,L) * INV(L)
CONTINUE

INV(IL) = INVIL / TRANS(IL,IL)

SUM = SUM + INV(IL)

CONTINUE

NORMALISIEREN DES INVENTAR-VEKTORS AUF SUMME 1

Do 70 1=1,N
INV(I) = INV(I) / SUM

AUSGABE AUF DISPLAY ( = FILE 23 ) UND AUF FILE 22

REWIND 22

WRITE (23,80) (I, INV(I),I=1,N)

WRITE (22,80) (I, INV(I),I=1,N)

FORMAT (/' INVENTAR-VEKTOR',

® /! w" 10(/13,[)12.4)/)
WRITE (23,90) N,N,TRANS(N,N)

WRITE (22,90) N,N,TRANS(N,N)

90 FORMAT (' RECHEN-UNGENAUIGKEIT: TRANS(',I2,',',I2,') =', D12.4//)
WRITE (23,95)
95 FORMAT (' AUSGABE STEHT AUF FILE 22, EINGABE IST UNVERAENDERT')

100 RETURN
END





