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Inhaltsangabe

Schmale, von unten beheizte Hele-Shaw-Zellen wurden in jingster
Zeit mehrfach experimentell und éuch theoretisch untersucht.
Dabei wurden filir gewisse Bereiche uberkritischer Rayleigh-Zahlen
jewelils interessante Folgen verschiedener Stromungsmuster gefun-
den. In der vorliegenden Arbeit werden entsprechende numerische
-Untersudhungen flir eine Hele-Shaw-Zelle mit Breiten- zu-Hohen-
zu~Tiefenverhdltnis von 2:7:0,3, welche feste, adiabate verti-
kale Berandungen hat, mit Hilfe eines Rechenprogramms durchge-
fiihrt, das die Bewegungsgleichungen des Problems mittels eines
Differenzenverfahrens 18st. Durch einen parabolischen Ansatz

fiir die Abhdngigkeit der Strdmung von der z-Koordinate (Schmal—
ste Ausdehnung der Hele-Shaw-Zelle) erhdlt man eine 2-dimensio-
nale Form der Impulsgleichungen, in der sowohl viskoseials auch
quasipordse, d.h. den einzelnen Geschwindigkeitskomponenten pro-
portionale Reibungsterme auftreten. Es zeigt sich, daB die
gewdhlte Methode vorziiglich geeignet ist, die auftretenden tran-

sienten Naturkonvektionsvorgange zu berechnen.

Die Analyse der Symmetrieeigenschaften der berechneten L8sungen
liefert mit ertrdglichem rechnerischen Aufwand die LOsungsver-
zweigungen des Problems bis zu l6-fach liberkritischer Rayleigh-
Zahl.

Bemerkenswert ist, daf fiir einen bestimmten Rayleigh-Zahlbereich
zwel stabile Stromungsformen zu einer Rayleigh-~Zahl existieren,
eine stationdre und eine oszillierende periodische Stromung.

Die Abnahme der dimensionslosen Periodendauer der oszillieren-
den Bewegungen mit zunehmender Rayleigh-Zahl ergibt sich &hnlich
wie bei entsprechenden Experimenten. Insgesamt ist eine zumin-
dest qualitative Ubereinstimmung mit experimentellen Ergebnissen

vorhanden.



NUMERICAL INVESTIGATION OF NATURAL CONVECTION IN A HELE-SHAW GAP
’ HEATED FROM BELOW

" Abstract

Small vertical Hele-Shaw-cells heated from below have been
investigated recently by several experiments. The experimehts:
are revealing interesting sequences of various convection modes
of the fluid flow for certain regions of supercritical Rayleigh-
numbers Ra.

The present paper describes a numerical study of the natural
convection in a Hele-Shaw-cell; this cavity is of rectangular
shape with aspect ratios H/2d = 22.3 and A = H/L = 3.5. This

is accomplished by using a computer code which solves the
equations of the problem by a finite difference method. Intro-
ducing a parabolic approach for the dependence of the fluid flow
on the z-coordinate (direction of the smallest dimension of the
cavity), a twodimensional model of the problem is obtained with
either a viscous and also a quasiporous friction term in the
momentum equations. The computational method is shown to be
appropriate to calculate the occuring transient natural convec-=

tive flows.

The analysis of the properties of the symmetry of the calculated
solutions is yielding the bifurcations of the problem up to 16
times the critical Rayleigh number. For a certain region of Ra,
there are two different stable solutions for a given Ra, one

which is a stationary solution and another which is an oscillating
periodical one. The decrease of the dimensionless period of the
oscillatory solutions with increasing Ra is found to be in semi-
guantitative agreement with experimental findings. Altogether
there is an at least qualitative agreement with experimental

results.
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1) Einleitung

Experimentelle Untersuchungen von KOSTER und MULLER /11/, /12/
und KOSTER /10/ an Hele—Shaw—Zelleﬁ mit Hohen- zu Breitenver-
hdltnissen A > 1 haben gezeigt, daf flir einen bestimmten Bereich
Uberkritischer Rayleigh-Zahlen oszillierende Konvektionsformen
auftreten, wobei sich noch in Abh&ngigkeit von Ra (Rayleigh-Zahl)
verschiedene Strdmungsmuster ergeben. Ahnliche Untersuchungen
fir A = 2 sind von PUTIN und TKACHEVA /17/ beschrieben worden.

Um die Nachrechenbarkeit der experimentellen Ergebnisse von /10/
zu untersuchen und genaueren Aufschluf liber die zeitabhidngigen
Stromungsformen zu erhaltén, - im Experiment wurden hauptséchlich
die Temperaturfelder mit einem holografischen Interferometer ge-
messen-, wurde in mehreren kiirzlich erstellten Rechenprogrammen
zur Berechnung zweidimensionaler laminarer Naturkonvektion in
Rechtecksgeometrie eine Modifikation eingebaut und einige Ex-
perimente mit seitlich perfekt wdrmeleitenden Berandungen nach-
gerechnet. Die durchgefiihrte Programmd@nderung berilicksichtigte die
Reibung in der dritten Dimension in der Form, daR ein zusdtz-
licher, der Geschwindigkeit proportionaler Reibungsterm mitge-
nommen wurde. Bei sonstigen numerischen Untersuchungen fir
Hele-Shaw-Zellen oder fiir pordses Medium an breiteren Anordnungen
hat man diesen Reibungsterm wegeh seiner Dominanz als einzigen
mitgenommen. Eines der benutzten Programme namens LEITH stellte
sich als besonders geeignet zur Nachrechnung oszillierender
Fliissigkeitsbewegungen heraus. Diese Nachrechnungen fiir A = 3.5
ergaben in den wenigen gerechneten Beispielen eine gute zumin-

dest qualitative Ubereinstimmung zwischen Rechnung und Experiment.

Diese etwas iberraschende Ubereinstimmung war der AnlaB fiir eine
systematischere numerische Untersuchung des verwandten Problems,
bei dem die vertikalen Seiten als adiabat angehommen wurden.
Auch dieses Problem ist von KOSTER /10/ experimentell untersucht
worden und auch die von PUTIN und TKACHEVA /17/ beschriebenen
Experimente waren mit schlecht wdrmeleitenden seitlichen Be-

randungen durchgefilhrt worden, so daRf filir numerische Untersuchungen



eine Vergleichsmdglichkeit besteht.

Der schmale, von unten beheizte Hele-Shaw-Spalt stellt eine
relativ einfache und tibersichtliche Anordnung dar, an der sich
Verd@nderungen der Stromungsform untersuchen lassen. Man hofft,
aus dem Studium der Abfolge verschiedener Strdmungsmuster auch
Erkenntnisse iber den Ubergang zur Turbulenz gewinnen 2zu

konnen.

In den letzten Jahren wurde Naturkonvektion in rechtwinkligen
Behéltern, welché von unten beheizt werden, verstidrkt untersucht.
Eine Zusammenfassung der Ergebnisse dieser Untersuchungen wurde
1978 von CATTON /3/ gegeben. Ein spezieller Fall eines solchen
Behdlters, den wir uns in einem rechtwinkligen Koordinatensystem

durch die Ungleichungen
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gegeben denken (- Schwerkraft in Richtung der negativen Y-Achse-),
liegt vor, wenn Z viel kleiner als X und Y ist; man pflegt einen
solchen Behdlter Hele-Shaw-Z%elle zu nennen. Untersuchungen an
Hele-Shaw-Zellen werden schon l&nger vorgenommen, um bestimmte
zweidimensionale Stromungsformen sichtbar zu machen und auch,

um die Strdmung in por&dsen Medien zu simulieren.

Eine weitere Spezialisierung liegt vor, wenn X kleiner oder
wesentlich kleiner als Y ist. Diese Anordnung wird auch als
Hele-Shaw-Spalt (engl.: "Hele-Shaw-slot'") bezeichnet. Die erste
Untersuchung der Strdmung in einerhsolchen Anordnung erfolgte

in einer Arbeit von LYUBIMOV et al. /14/, in der auch schon eine
Abbildung einer typischen oszillierenden Stromungsform fiir solche

Behdltnisse wiedergegeben wird.

Die schon eingangs erwdhnten Arbeiten von KOSTER und'MULLER /11/,



KOSTER ./10/, und von TKACHEVA und PUTIN /17/ zeigten deutlicher,
‘daf im Hele-Shaw-Spalt mit sich veréﬂdernder Rayleigh-Zahl mehrere
verschiedene Stromungsmuster auftreten. Diese Anordnung, die nur
eine zweidimensionale Strémung zuliBt, eignet sich besonders gut
zum Studium von Losungsverzweigungen. Den zitierten Untersuchungen
gemeinsam ist ein bei einer kritischen Rayleigh-Zahl erfolgender
Ubergang vom Ruhezustand zu einem richtungsorientierten statio-
ndren Zustand, der in‘manchen Fdllen fiir steigendes Ra noch

einen anderen stationdren Strdmungszustand durchlduft, bevor dann
verschiedene oszillierende Strdmungen auftreten (siehe z.B. Abb. 1
und Abb. 2). In den Experimenten wird mehrfach die Existenz zweier
verschiedener stabiler Stromungsformen zu einer Rayleigh-Zahl,
eine stationdre und eine periodische Strdmung, fir gewisse Ray-
leigh—Zéhlbereiche dhnlich wie schon in den Untersuchungen von
HORNE und O'SULLIVAN /9/ fir pordses Medium gefﬁnden.

Fir stark Uberkritische Verhdltnisse (KOSTER : Ra etwa Faktor 9
iber dem Einsetzen der Oszillationen, gegeniiber Rac etwa Faktor.
20, - -PUTIN und TKACHEVA:etwa 20-fach liberkritisch) =zeigen die
Experimente Oszillationen rein stochastischer Natur. Bei etwa
40-fach iliberkritischer Rayleigh-Zahl fand KOSTER eine Stromungs-
form, die den Eindruck einer stationdren Viererrolle erweckt.
Aufgrund der schwachen, jedoch im Experiment deutlich sichtbaren
Stromungsschwankungen kann man vermuten, daf diese "Viererrolle"
als Grenzzyklus des Problems fiir groRfe Ra mit geringer Ausdehnung
anzusehen ist. Bekanntlich besteht unter bestimmten Voraussetzungen
eine formale Analogie zwischen den Gleichungen, welche die Stromung
in einer Hele-Shaw-Zelle beschreiben und den Gleichungen, welche
fir ein pordses Medium gelten. Zu diesen Voraussetzungen gehort,
'— daB die Trdgheitskrdfte in den Impulsgleichungen
vernachldssigt werden konnen.
- daB die Strodmung im portsen Stoff zweidimensional
ist, und
- daB die viskose Reibung in der Hele-Shaw-Zelle

vernachlédssigbar ist.



Da die hier untersuchten Hele-Shaw-Zellen schmal sind, ist die
‘letztgenannte Bedingung nicht erfiillt. Aus diesem Grunde sind
Vergleiche mit Ergebnissen fiir porse Medien nur beschradnkt zu-
ldssig. Unter der genannten Einschrinkung kann auch ein Vergleich
mit den Untersuchungen von CALTAGIRONE /2/ erfolgen, der die
zweidimensionalen Bewegungsgleichungen fiir pordses Medium in einem
Rechtecksbereich der HOhe H und Breite I. fiir verschiedene Werte

des Breiten- zu Hohenverh&dltnisses A und verschiedene Werte

der dort eingefiihrten Rayleigh-Zahl Ra* geldst hat. Die Werte

des untersuchten Parameters A variierten fiir Ra® = 50

von 0.4 bis 1.2, fiir Ra* = 2000 wurden Werte von A = 0.02 bis

0.25 betrachtet. Tradgheitskrdfte wurden nur in der Energie-
gleichung beriicksichtigt. Es zeigte sich hier, daB jeweils fir
festes A mit wachsendem Ra* zundchst stationdre Konvektion als
stabile Strdmungsform einsetzte, filir weiter steigendes Ra* traten
fluktuierende Konvektionsformen auf. Diese Ubergidnge zu fluktuieren-
der Konvektion traten fiir um so hdhere Werte von Ra* auf, je
schmaler die Zelle war. Bemerkenswert war auBerdem die Feststellung,
daR fiir festes Ra* die Nusselt-Zahl Nu® nicht monoton mit A an-

wuchs.

Zuvor schon war man in Experimenten, siehe /1/ und /4/, und in
theoretischen Untersuchungen /9/ bei pordsen Medien fir breitere
als die hier betrachteten Anordnungen auf fluktuierende Formen

von Konvektion gestoRen.



2) Physikalisches Modell

Die Gleichungen fiir die Str&mung eines Fluids in einer rechteckigen

Kavitidt, die in x-y-z-Koordinaten durch

O_<_xiL,
< < H,
-2 i A i Z

beschrieben werden kann und bei der

- die Boussinesg-Approximation verwendet wird, d.h. die Dichte
wird liberall konstant angesetzt aufer im Auftriebsterm, die
Ubrigen Stoffwerte seien konstant,

- die Dissipation in der Energiegleichung vernachlissigt wird,

lauten in dimensionsloser Form:

Y
%% + 17 - gradiz= pr { V24 - grad¢ + Ra - k - T}
aT > . 2
Tt- + u grad,T= VeT
. ->
divua = 0O
2 2 2 wAm. 173
Es ist V? = a” 4 2 — + d , Ra = Q@ AT-H_~p V% 4n
ox? dy? dz2 VK K

Einheitsvektor, der in Richtung der negativen y-Achse zeigt und

die Richtung der Schwerkraft angibt.

a'ist der Geschwindigkeitsvektor, T die Temperatur, t die Zeit.
v ist die kinematische Zdhigkeit, k die Temperaturleitzahl,

o der Volumenausdehnungskoeffizient, g die Gravitationskonstante,
¢ ist der durch die mittlere Dichte Po dividierte Druck. Man

ersieht aus der Darstellung, daB das Problem u.a. von den
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dimensionslosen Kennzahlen Ra, der Rayleigh-Zahl, und Pr, der
'Prandtl-Zahl, abhéngt. Es wird angenommen, daf alle Rander des
betrachteten Parallelepipeds fest sind.vWeiter sei T = T1 auf
y =0, T= Ty auf y = 1, die seitlichen Berandungen bei x = O
und x = L seien adiabat, die R&nder bei z = 3+ Z werden ebenfalls

als adiabat vorausgesetzt.

Flir eine in z-Richtung sehr diinne Kavitdt der Dicke 2 d (in
dimensionslosen Koordinaten(%%),‘d.h. 72 = d, wobei d << L und

d <« H, kann folgender Ansatz gemacht werden:

U(x,y.t)-v(z)
V(XIYI t) °1,U(Z)
O

u(x,y, z,t)

1l

vix,y, 2, t)

w
mit P (z) = %’{ 1 - (z -%)2}.

Setzt man diese Ansdtze in die Gleichungen und integriert

dieselben von z = —% bis =z = %, s0 erhdlt man nach Division
d
durch 2 " °
AU .3y 3y, _ 2 Hy 2 29
5t T vy (U o T V'a ) = Pr {VIU -3 (d) 16 S Ny }
v A% 20V, _ 2 Hy2 ¢
5E * Y(Uigy + V 8y) = Pr {vlv - 3. (PV - 3y * Ra T}
BT - -@—I— [ aT p—t 2
s t U t Vv 5y = VIT
oU , 9V
7 oy - °
2 2
! dx? dy?

Das hier auftretende ¢ (Druck durch mittlere Dichte) ist jetzt

ebenso liber z gemittelt wie T, das jetzt ebenfalls eine Mittelung



erfahren hat, Well B $2(z)dz von z = - g‘bis z = den Wert

24 H
'1,2 hat, nimmt y den Wert 1,2 an. Wegen des geringen Einflusses

fanfof

der Tragheitsglieder in den Impulsgleichungen wurden diese
Glieder zWar mitgenommen, jedoch y = 1 gesetzt. In den Impuls-
gleichungen hat man jetzt zwei Reibungsterme, einen viskosen
Reibungsterm der Form Pr - V2 U in der Gleichung fiir U, und
einen quasipordsen Relbungsterm - 3.Pr( HfU Bei fritheren theore-
tischen Untersuchungen an Hele-Shaw-Zellen oder pordsen Medien
mit weiterer horizontaler Ausdehnung hat man den quasipordsen
Reibungsterm seiner Dominanz wegen als einzigen Reibungsterm
berlicksichtigt. Weil die horizontale Ausdehnung in der vorliegeh—
den Untersuchung wesentlich geringer ist als die-vertikale und
weniger'als zehnmal die Dicke, wurde der viskose Reibungseinfluf

nicht vernachl&dssigt.

Man hat hier mit dem beschriebenen Ansatz zundchst die tatsdch-
liche Stromung ersetzt durch eine Stromung, die in z-Richtung

ein parabolisches Profil hat und danach durch eine von z unab-
hédngige Strodmung, die durch jede Strecke (x,V. —% <z< %)

gleichen Massendurchsatz wie die parabolische Stromung hat.

den

AuBerdem wurde angenommen, daB T nicht von Z abhdngt.

Die Mitberiicksichtigung viskoser Reibungsterme erlaubt es auch,
die Strémungsrandbedingungen besser zu formulieren (beide Kom-
ponenten der Strdmung = O am Rand) als bei rein pordsem Reibungs-
gesetz. Bel einer Ldsung der in diesem Abschnitt angegebenen
transienten Gleichungen muB von einem die Randbedingungen er-

fiillenden Anfangszustand ausgegangen werden.

Offensichtlich hdngt das betrachtete Problem von den vier di-
mensionslosen KenngrdRen Ra, Pr, A =§ und B =;%1ab. Von diesen
werden in der vorliegenden Untersuchﬁng die drei letztgenannten
festgehalten, Ra wird variiert. Insgesamt enthdlt das abge-
leitete Modell beziiglich der thermischen Randbedingungen zweil

Idealisierungen:



- 1) Der thermische EinfluB der Fenster, welche in einem
experimentellen Aufbau einer Hele-Shaw-Zelle vorhan-
den sein miissen, bleibt v8llig auBerhalb der Betrachtung.
2) Die‘édiabaten seitlichen Randbedingungen werden im Ex-

periment nur unvollkommen erfiillt.

Durch die Reduktion auf ein Modell, das nur zwei Raundimensionen
berlicksichtigt, wurde es m8glich, nicht nur reprédsentative
Rechnungen zu machen, sondern eine parametrische Unfersuchung

fiir einen grdBeren Bereich von Rayleigh-Zahlen durchzufiihren.
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Das Rechenprogramm LEITH, mit dessen Hilfe die numerische Unter-
suchung durchgefﬁhrt wurde, l1lost numerisch die zeitabhdngigen
Navier-Stokes-Gleichungen fiir laminare Naturkonvektion in zwei-
dimensionaler Rechtecksgeometrie (x-y), wobei von der Boussinesg-
Approximation Gebrauch gemacht wird. Die Problemldsung umfaft

die Behandlung zweier Diffusionsgleichungen, eine fiir den Wirme-
transport mit Temperaturleitféhigkeit kK, die andere flir Stoff-
ibertragung mit molekularer Diffusivitdt «'. Es wird angenommen,.
daf die Dichte p mit der Temperatur T und der Konzéntration C in
linearer Form zusammenhdngt: p = po-[l - a(T-—Tof—B(C-CO)]. von
dieser Moglichkeit, gleichzeitig zwei diffuse Prozesse mitein-
zuschlieBen, wurde in der vorliegenden Untersuchung kein Gebrauch

gemacht.

Das diskrete Maschengitter ist &hnlich dem der MAC-Methode, es
werden die primitiven Ver&nderlichen u, v, p, T (und C) verwendet.
Zur LOsung der diskreten Form der Druckgleichung wird der in /21/
beschriebene schnelle Poigsongleichungsldser PWSCRT in einer

doppelt genauen Version beniitzt.

Die Werte der Zustandsgrofen u, v, T und C zur Zeit t + At werden
aus den Werten dieser Grofen zum Zeitpunkt t unter Benilitzung der
Losung der Druckgleichung berechnet. Dazu wird eine sogenannte
"Zwischenschrittmethode" (engl. "fractional time-step") benutzt,
bei der der konvektive Transport in x-Richtung, der konvektive
Transport in y~Richtung und dann der Diffusionsterm getrennt in
Einzelschritten berechnet werden. Die Berechnung der konvektiven
Transportterme erfolgt mit der Methode von LEITH /13/.

Die Methode von LEITH zeichnet sich dadurch aus, daB bei ihr in
transienten Rechnungen die sogenannte "kiinstliche Viskositdt",
die vielfach bei anderen Approximationen eine stbrende Rolle
spielt, nicht auftritt /18/. Das gesamte Verfahren ist von der
Ordnung O(Ax?, Ay?, At?), wobei Ax die Maschenweite des diskreten

Gitters in x-Richtung ist, Ay entsprechend in y-Richtung.
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Fiir die vorliegende Untersuchung wurde im Rechenprogramm LEITH
‘ein zusdtzlicher, jeweils den Geschwindigkeitskomponenten propor-
tionaler Reibungsterm in die Impulsgleichungen und die aus diesén
abgeleitete Druckgleichung eingebaut, um die in Abschnitt 2 auf-
gestellten Gleichungen numerisch 18sen zu kdnnen. Es ist bekannt,
daB die numerische Stabilit#it einer Zwischenschrittmethode von
der Stabilitit der Einzelschritte abhingt. Die Stabilitit der
konvektiven Schritte ist gesichert, falls die maximalen Betrdédge
der Courantzahlen Cy und c¢_, |

x 7 E_ZEAE_ © Gy T X_K§AE !
ﬁber das gesamte Maschengitter kleiner als Eins bleiben. Die
Details dazu sind in ROACHE /19/ ausfiihrlich behandelt. Fiir einen
Zwischenschritt, der nur einen diffusiven Vorgang mit Diffusions-
konstante k¥ in zwei Dimensionen beriicksichtigt, wobei als diskrete
Approximation fiir eine zweite Ableitung der zentrale Differenz-
quotient zweiter Ordnung gewdhlt wird, hat man als Stabilitdts-

bedingung

* .
d'= z At < 1

X + Ay® — /2

was auch in der Form 1 - 2d’3 O geschrieben werden kann. Die
Aufnahme des zusdtzlichen Reibungstermes in die Impulsgleichungen,
formal als zusdtzlicher Absorptionsterm anzusehen, modifiziert

die Bedingung fir d; man erhidlt jetzt mit k* = v

! 2
1-2d-3v- @%ac>o0
als Stabilitdtsbedingung, eine etwas schdrfere Bedingung als
!
d < 1/2, welche jedoch durch ein geniligend klein gew&hltes At

immer zu erfillen ist.

Die Einhaltung dieser Stabilitdtsbedingungen wurde im Rechenprogramm

LEITH zu Beginn der Rechnung bzw. im Laufe der Rechnung kontrolliert.



‘Alle durchgefiihrten Rechnungen beniitzten das Rechenprogramm LEITH
und wurden bis auf einige nachfolgend beschriebene Ausnahmen mit
einem Maschennetz von 9 Intervallen in x-Richtung und 33 Inter-
vallen in y-Richtung durchgefiihrt. Flir hthere Rayleigh-Zahlen

ist diese Aufldsung nicht ganz ausreichend, da’'in diesen Fdllen

die Grenzschichten, hier im wesentlichen die Temperaturgrenzschichten,
nicht gentigend fein aufgeldst werden. Um diese Abhdngigkeit der
‘Rechnungen von der Feinheit der Ortlichen Diskretisierung zu priifen,
wurden fiir Ra = 0.7 - lo7 und Ra = 1.3 - 10 d. h. fir oszillierende
Strémungen zus&dtzlich Rechnungen mit 18 4 65 Punkten durchgefiihrt.
Graphische Darstellungen der zugehdrigen Stromungs- und Temperatur-
felder sind in den Abbilduﬁgen 19 und 20 zu finden. Sie zeigen
gualitativ, was den Charakter der Strdmungsform betrifft, gute
Ubereinstimmung mit den Ergebnissen, die mit dem groberen Maschen-
netz erzielt wurden. Fir Ra = 0.7 .- 1O7 weicht der Wert von Numin'
erhalten mit dem groberen Maschennetz, um 2 % vom Wert der

feineren Rechnung ab. Fir Numax betrdgt die Abweichung schon 8,5 %.

7

Fir die Rechnungen mit Ra = 1,3 « 10’ waren Nu Nu fir die

min’ max

beiden Maschennetze etwa 20 %, wobei das feinere Netz die grodReren
Werte ergab. Diese Abweichungen sind im Lichte bisher bekannter
Erfahrungen verstdndlich. Eine Faustregel besagt, siehe z.B. /15/,
p. 207 , dap fiir eine korrekte Berechnung von Nusselt-Zahlen bei
der Berechnung von Naturkonvektionsvorgdngen mittels Differenzver-
fahren mindestens drei Maschenpunkte in der interessierenden Grenz-
schicht liegen sollten. Dies wlirde im vorliegenden Falle bei

9 % 33 Punkten bis zu einer Nusselt-Zahl vom Wert 5, bei 18 # 65

Punkten bis Nu = 10 einen bis auf etwa 3 % korrekten Wert ergeben.

Die absoluten Werte der zuvor erwdhnten Rechnungen mit verschieden

feinen Maschennetzen sind in Tabelle 2 zusammengefafBt.
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4) ' Zur Stabilitit von Stromungsformen

Aussagen zur Stabilitdt von Stromungsformen beziehen sich i.a.
auf eingeschwungene Strdmungszustdnde, d.h. Zustdnde, die ein
System annimmt, wenn man es sehr lange sich selbst liberldit

und keine Anderungen an ihm vornimmt. Ein eingeschwungener Zu-
stand kann stationdr oder oszillatorisch sein. Ein solcher Zu-
stand wird stabil genannt, wenn kleine Stdrungen an diesem Zu-
stand mit der Zeit herausgeddmpft werden und der urspriinglich
vorhandene Zustand wieder eingenommen wird. Andernfalls heift der

Zustand instabil.

Wir gehen davon aus, dak wir zu einer fest vorgegebenen Rayleigh-
Zahl Ra einen eingeschwungenen Stromungszustand vorliegen haben.

Uns interessiert dann, ob die zu einer geringfligig gednderten
Rayleigh-Zahl Ra + ARa gehSrige eingeschwungene Stromungsform

den gleichen Strdmungstyp darstellt wie diejenige zu Ra. Der
Stréomungstyp sei gekennzeichnet durch die Anzahl der Wirbel, durch
Symmetrieeigenschaften dadurch, daB er stationdr oder oszillatorisch

ist usw.

Tritt fiir das ver&@nderte Ra + ARa eine neue Stromungsform auf,
so sagt man, die urspriingliche Stromungsform bei Ra sei instabil
geworden. Der Ubergang zu einer neuen Stromungsform kann sanft
oder sprunghaft erfolgen. Man pflegt diesen Sachverhalt, Ubergang
zu einer neuen Stromungsform bei einem gewissen Ra, im einfachen
Fall (sanfter Ubergang) mit dem Begriff der LOsungsverzweigung
zu umschreiben. Die das physikalische Problem beschreibenden
Gleichungen sind fiir fest vorgegebenes Ra, i.a. nicht eindeutig
10sbar, d.h. es gibt mehrere mathematisch existente L&sungen,
die physikalisch stabil sein k&nnen oder auch nicht. Variiert
man Ra, so stellen alle mathematisch existierenden Ldsungen
LOosungsidste dar, wobei diese Aste oder Teile dieser Aste stabil
oder instabil sein kOnnen. Um diesen Sachverhalt graphisch dar-
zustellen, trdgt man meist in einem Programm eine Amplitude g

der verschiedenen LoOsungsformen iber Ra auf. Liegt eine einfache
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Stromungsverzweigung vor, so schneiden sich zwei LOsungsdste

'in Ra = Ra¥, wobei jeweils auf einem solchen Ldsungsast ein Uber-
gang von stabilem zu instabilem Verhalten bzw. umgekehrt fiir zu-
nehmendes Ra in diesem Schnittpunkt erfolgt, die physikalisch
angenommene Ldsung geht bei Ra = Ra* vom einen zum anderen Ldsungs-
ast lber. Dieser Ubergang ist in Abb. 3a schematisch dargestellt.
Eine Verzweigung kann auch so erfolgen, daB ein Ldsungstyp (auf
einem Ast der Losung) instabil wird und durch zwei verschiedene
stabile LOsungen fiir grofere Ra abgeldst wird (Abb. 3b und 3e).
Eine stabile Losung kann auch mit wachsendem Ra instabil werden,
wenn ein insgesamt instabiler LOsungsast diesen Ast mit senkrechter
Tangente kreuzt (Abb. 3c)..

Losungsdste konnen auch so beschaffen sein, daR Hysteresiseffekte
auftreten. In der Prinzipskizze, in Abb. 3d, in der die stabilen
Teile des Losungsastes als durchgezogene Linie gezeichnet sind,
verbleibt man, wenn man von kleinen Ra-Werten herkommt, auf dem
uriteren, stabilen Ast so lange, bis man den Punkt mit senkrechter
Tangente erreicht hat und springt erst bei grtferen Ra auf den
oberen stabilen Ast. Entsprechend erfolgt der sprunghafte Ubergang
von der oberen auf den unteren stabilen Teil, wenn man von grolken

Ra kommt, im letztmdglichen Punkt.

Abweichungen von dem beschriebenen einfachen Schema hat man, wenn
es sich um einen Sprung zwischen verschiedenen LOsungsdsten handelt.
Dann fehlt der verbindende instabile Teil des LOsungsastes, der
Sprung braucht dann auch nicht in Punkten mit senkrechter Tangente
zu erfolgen. Es erscheint zumindest plausibel, daBR Hysteresis-
effekte in der Regel in Verbindung mit sprunghaften Ver&nderungen

der Stromungsform auftreten.

Die Skizze 3f) macht deutlich, daB ein sprunghafter Ubergang
in manchen Fdllen nach der einen oder anderen Seite erfolgen

kann.



- 14 -

Wir haben bisher zweil bekannte Stromungsverzweigungen nicht er-
wdhnt. (1) Der Ubergang vom Ruhezustand zu irgendeiner Stromungs-
form kennzeichnet aie erste Instabilit&8t eines Problems und damit .
eine Lésuhgsverzweigung (2). Der Ubergang von einer stationiren
Losungs, - falls eine solche vorhanden -, 2zu einer instationdren
mit grofer werdendem Ra kennzeichnet ebenfalls eine Verdnderung
der Stromungsform. Ausfihrliche Erl&duterungen der hier in sehr
knapper Form beschriebenen Grundideen der Stabilitdtstheorie

konnen z.B. der Monographie von' SATTINGER/20/ entnommen werden.

Im folgenden erldutern wir eine weitere, sehr simple Methode zur
Identifikation von LOsungsverzweigungen. Dabei handelt es sich um
die Analyse der Symmetrieeigenschaften der rechnerisch gefundenen

stabilen Ldsungen. Dies 1dB8t etwas genauer prdzisieren:

(3) Eine Verzweigung liegt vor, wenn fir steigendes oder fallendes
Ra eine Symmetrieeigenschaft neu auftritt oder verlorengeht.

Die Begriindung hier ist einfach: Stellt man z.B. die Stromfunktion
als doppelte Fourierreihe dar, sb 18Rt sich eine Symmetrieeigen-
schaft der Stromung als Bedingung filir die Koeffizienten dieser
Reihe formulieren, z.B. daf bestimmte Gruppen von Koeffizienten
verschwinden oder gewisse Linearkombinationen von Koeffizienten
Null werden. Da die Ldsungen und alle aus ihr abgeleiteten Grofen,
damit auch die Koeffizienten der Fourierreihe analytische Funktionen
von Ra im Sinne der Funktionentheorie sind, solange man nicht in
Verzweigungspunkte kommt, sind Anderungen der Symmetrie der
Stromung und damit der oben angesprochenen Bedingungen fiir die
Koeffizienten notwendigerweise mit Anderungen der Strdmungform

verkniipft.
Es bleibt nocht zu ergdnzen:

(4) Die Aussage von (3) gilt auch, wenn die Aussage fir das zeit-

liche Mittel einer Stromung gilt.

Die eben beschriebenen Kriterien zur Identifikation von LOsungs-
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Verzweigungeh werden an spdterer Stelle verwendet, da die Symmetrie
‘"der untersuchten Anordnung vermuten l1dRt, daR Ldsungen mit irgend-
welchen Symmetrieeigenschaften auftauchen werden. Diese Methode
zur Aufdeékung,von Lésungsverzweigungen'ist neuartig. Die bisher-
meist angewandte Methode ist die Frequenzanalyse, d.h. man hat
z.B. ein bestimmtes Temperatursignal liber der Zeit analysiert.
Neben den bekannten Verzweigungen, wié zuvor schon erwd@hnt, dem
Ubergang aus der Ruhelage zur stationidren Strdmung und dann dem
Uberganq von stationdrer zﬁrvinstationérer Sfrémung fand man im
transienten Bereich bei den bisher untersuchten Stromungen zuerst
eine oszillatorische Bewegung, die hauptsdchlich durch eine Fre-
guenz gekennzeichnet waren, Verdnderungen der oszillatorischen
Stromungsform flir hohere dimensionslose Kennzahlen waren verbunden
mit dem Auftreten weiterer Frequenzen, bis irgendwann, flir sehr
hohe Kennzéhlen, sogenannte stochastische Oszillationen auftraten,
denen nur noch ein allgemeines Rauschspektrum ohne ausgezeichnete

Frequenzen zuzuordnen war.
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5) Ergebnisse

Flir eine bestimmte Anzahl diskreter Rayleigh-Zahlen wurde bei fest
gewdhlten Werten von Pr = 38.46, A = 3.5 und B = 23.33 entweder
ein stationéref Zustand oder ein eingeschwungener transienter Zu-
stand berechnet. Dies erfolgte in der Weise, daf, ausgehend von
einem vorgegebenen Ausgangszustand, sblange transient gerechnet
wurde, bis keine merklichen:: Abweichungen vom eingeschwungenen

Zustand mehr vorhanden waren.

Als Anfangszustand wurde bei einigen Rechnungen der Ruhezustand
der Flissigkeit, verbunden mit einem linearen Temperaturprofil
ber der y-Koordinate, vorgegeben. In fast allen anderen Fdllen
wurde der Zustand vom Ende eines Rechenlaufs mit der gleichen oder
einer nicht stark abweichenden Rayleigh-Zahl Ra als Ausgangszu-
stand gewdhlt. Dieses Verfahren wurde einmal flir anwachsende und
einmal fiir abnehmende Ra durchgefiihrt und sollte eine Ann&herung
fiir ein kontinuierliches Fortschreiten auf einen LOsungsast

sein, solange die LOsungen in Abhd&ngigkeit von Ra auf diesem

Ast  stabil sind.

Zu einer gewissen Anzahl von Rayleigh-Zahlen ist das Rechenergeb-
nis in Abbildungen festgehalten. In den meisten Fdllen sind in der
Abbildung flir einen festen Wert von Ra Stromfunktion und Temperatur-
feld durch dguidistante Hohenlinien der betreffenden Funktion dar-
gestellt. Falls die Abbildung einen transienten Vorgang beschreibt,
beziehen sich die einzelnen Teilbilder auf dquidistante Zeit-
schritte. In zwei Fdllen, fir Ra = 6 - 106 und Ra = 107, wurden

auch H8henlinien der Wirbelfunktion und der beiden Geschwindigkeits-~
komponenten mit abgebildet, um einen Eindruck von den hier auf-
tretenden Bildmustern zu geben. Bei der Berechnung der Stromfunktion
traten wegen der Berechnung dieser Funktion aus den diskreten

Werten der Geschwindigkeitskomponenten gelegentlich kleinere
Rechenungenauigkeiten auf, die nur anndhernd symmetrische Strom-

linienbilder erzeugten, obwohl alle anderen gezeichneten Funktionen



(z.B. inversions-)symmetrisch sind. Man kann dies gerade bei
Ra = 6-106 leicht feststellen.

Als kritisché Rayleighzahl Ra ergab sich ein Wert, der gering—-
fligig kleiner ist als 106, die dazugehdrige Str&munasform war

eine stationdre Rolle (Strdmungsform b). Fiir grfHifer werdende Ra
o R 5.8-106

ren LOsungen zu niedrigerem Ra, ebenfalls stationdre Rollen. Dabei

ergeben sich bis zu Ra . startend jeweils mit stationd-
zeigte sich eine Ausrichtung der Rollen in eine Richtung derart,
daB sich die Rolle oben in der Zelle etwas nach der Seite neigte,
auf der die StrSmung nach unten ging. Wie aus Abbildung 4 zZu er-

sehen ist, nimmt diese Neigung mit steigendem Ra zu.

Neben den in Abbildung 4 gezeigten Rollen mit Drehbewegung im
Uhrzeigersinn kann jeweils v81llig gleichberechtigt auch die Strd-
mung mit umgekehrten Drehsinn auftreten, diese zweite L&sung stellt
die an der vertikalen Mittelachse gespiegelte erste LOsung dar.

Bei einex Erhdhung von Ra liber Ra, hinaus kann die thermische
Grenzschicht nicht mehr stabil bleiben, wie von HORNE und
CALTAGIRONE /8/ beschrieben, und es treten nichtrichtungsorientierte,
inversionssymmetrische, oszillierende StrSmungen (Strdmungsform d)
periodischen Charakters auf (Abbildungen 5-7,9). Mit Inversions-
symmetrie wird folgendes bezeichnet: Eine Drehung der Zelle von

180° um ihren Mittelpunkt érgibt eine mit der ursortinglich vorlie-
genden libereinstimmenden StrOmungsform. Das Muster von Str&mungsform
b tritt nach einer halben Periode in der an der mittleren vertikalen
Achse gespiegelten Form auf. Hier traten zu bestimmten Zeiten Stro-
mungsbilder auf, welche vier etwa gleichgroBfe Wirbel zeigen. Daher
wird diese StrSmungsform auch.Vierrollenoszillation genannt. Wie
auch aus Abb. 5 flir Ra = 6'106 zu ersehen ist, besteht der Hauot-
teil der Strdmungsbewegung darin, .eine groBfe, in eine diagonale

Lage ausgerichtete Rolle auszubilden. Diese grofie Rolle wird

dann allm8dhlich von zwei etwas kleineren Rollen eingeschniirt und
durch die Vereinigung der 2zwei Rollen zertrennt. Die beiden ver-
einigten Rollen bilden sich jetzt wieder als groBe Rolle liber die
Diagonalrichtung aus, wdhrend die Reste der vorigen Trennung aus
zwei kleinen Rollen bestehen, von denen wieder die Zerschniirung
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der'entstandénen groﬁeh Rolle ausgeht. Dieser beschriebene Vorgang
‘entspricht der halben Periode der betrachteten Bewegung. Dieser
Zustand blieb bei weiterer schrittweiser ErhShung von Ra erhalten
bis zu Ra = 10’. Abb. 8 zeigt die zeitliche Variation der Nusselt-
Zahl fiir Ra = 0.8 * 10/. Diese Darstellung verdeutlicht den Sige-
zahncharakter dieser Abhidngigkeit, bei der ein schnelles Ansteigen
zum maximalen Wert von Nu zu sehen ist, danach ein langsameres
Abnehmen zum Minimum von Nu. Qualitativ &hnliches Verhalten

zeigen Temperaturmessungen von KOSTER /10/ und auch von OLSON

und ROSENBERGER /16/ filir von unten beheizte, abgeschlossene zylin-
drische Kavitdten.

Bel Ra = 107 traten, siehe Abb. 9, zum ersten Male bei aufsteigen-
dem Ra Ablodsevorgdnge auf, bei denen sich warme bzw. kalte Fluid-
ballen aus einer in der Spaltmitte.auf— bzw. absteigenden Strdmung
abldsen und in der jeweiligen horizontalen Berandung abgebaut

werden.

Die in Abb. 10 gezeigte Strdmung fir Ra = 1.15 - 1O7 ist richtungs-
orientiert, d.h. die Bewegung ist nicht mehr im zeitlichen Mittel
symmetrisch zur senkrechten Behdltermittelachse. Aus dieser Dar-
stellung, die etwa eine Periode umfaBt, ist zu ersehen, daf wdhrend
der Periode zwei verschiedene Versuche unternommen werden, die
grofe Rolle umzuorientieren. Beide Versuche miflingen. Die im Be-
reich bis Ra = lO7 typische Zerschneidung der Hauptrolle durch

zwei anwachsende kleinere Rollen funktioniert hier nicht mehr.

- Der zeitabhdngige Verlauf der Nusselt-Zahl, Abb. 12, liber der Zeit
fir die Stromung zu Ra = 1.15 - 1O7 zeigt ebenfalls die Kompliziert-
heit dieser Stromung, die durch eine starke Variation der Nusselt-
Zahl gekennzeichnet ist.

Fiir Ra = 1.3 - 10’

sind die Versuche, die groﬁe Rolle umzuorien-
tieren, sehr dhnlich geworden, so da® man aus der Darstellung von
Nu iiber der Zeit, Abb. 13, nur noch einen geringen Unterschied
feststellen kann und geneigt ist, jeden Versuch der Umorientierung

als unabhdngige Periode anzusehen. Der Verlauf einer solchen
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Periode ist in Abb. 11 wiedergegeben.

Fir Ra = 1.45 - 107 ergibt sich eine nicht inversionssymmetrische
Strémung, die auch richtungsorientiert ist. Diese Strdmungsform
ist jedoch im zeitlichen Mittel inversionssymmetrisch, 2Abb. 14.

Die'Berechnung der eingeschwungenen Strdmung zu Ra = 1.45 - 1O7

war, ausgehend von einem Zustand der Losung zu Ra = 1.15 °* 107,
sehr langwierig und wurde zur Kontrolle noch einmal, ausgehend von

7

einem Zwischenzustand bei Ra = 1.6 * 107, befechnet, wobei sich

derselbe eingeschwungene Zustand ergab.

7 ergab sich} ausgehend von einem bestimmten

Fiir Ra.= 1.6 +« 10
Zeitpunkt der eingeschwungenen Losung z2u Ra = 1.3 - 1O7 die in

Abb. 15 dargestellte L8sung, welche wieder inversionssymmetrisch
ist. Eine Rechnung, ausgehend von der L&sung zu Ra = 1.45 - 107,
fihrte auf eine der vorigen dhnliche Strdmung, es gab jedoch immer
wieder SymmetriestOrungen, die abgebaut wurden, dann jedoch wieder
auftraten. Dieses wurde mit als Anlaf genommen, um bei der gewdhl-
ten Diskretisierung von 9 # 33 Maschenpunkten nicht zu hoheren |

Rayleigh-Zahlen zu gehen.

Verkleindert man nun wieder schrittweise die Rayleigh-Zahlen von
Ra = 1.6 - 1O7 ausgehend, so trifft man wieder alle oszillierenden
Losungen, die man schon vorher gefunden hat. Bei Ra = 0.58 - lO7

findet jedoch kein Riicksprung zu den stationdren Rollen statt.

- Ausgehend von der fiir Ra = 6 - 1O6 gefundenen Strémungsform d
ergaben sich durch schrittweises Verkleinern von Ra bis zu

knapp groker als Ra = 4 - 106 periodische Strdomungen, Ra = 4.2 ° 1O6
6 und 6 - lO6 handelte

es sich um Stromungsform d. Abbildung 16 zeigt das Bild der fiir

war noch periodisch. Zwischen Ra = 5 - 10

Ra = 0.5 - 107 gefundenen Stfbmung. Auf die Ndhe eines Verzweigungs-

punktes kann aus zeitweiligen Symmetriestdrungen des Temperatur-

6

feldes geschlossen werden. Fiir Ra < 5 * 10 wurde ein weiteres.

Muster, Str8mungsform c,sichtbar,welches durch zwei oszillierende
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Stockwerksrollen gekennéeichnet ist. Dieses Muster ist richtungs-
‘orientiert und nicht inversionssymmetrisch. Im zeitlichen Mittel
sind die Stockwerksrollen symmetrisch zur horizontalen Mittel-
achse, davman jeweils nach einer hélben'Periode das an jener
Achse gespiegelte Bild antrifft, wie man z.B. auch aus den

Abb. 17 fiir Ra.= 0.45 + 10’ und Abb. 18 fiir Ra = 0.42 - 10’ dar-
gestellten Stromung erkennt. Beili dieser Variante der Strdmung
besteht eine Wdrmeaustauschzone, in Abb. 17 jeweils am linken
Rand der Darstellung des Temperaturfeldes, in der die vertikale
Geschwindigkeitskomponente nahezu verschwindet und in der der
Wdrmetransport fast nur durch Wdrmeleitung erfolgt. Diese Zone
oszilliert um die waagrechte Mittelachse. Man kann in sehr
grober Form das Verschwinden dieser Stromungsform fir groBer
werdende Ra mit dem Instabilwerden dieser Zone zu erkldren ver-
suchen. '

7'finc‘iet man dann endlich, numerisch etwas auf-

Bei Ra = 0.4 - 10
wendig, fir kleiner werdende Ra, den Ubergang zu den station&dren
Rollen. Bei diesen Rollen bleibt es dann auch, wenn man Ra weiter-
verkleinert bis zu Rac. Die Nusseltzahlen aller berechneten Losungen
sind in Tabelle 1 zusammengefaft, eine grafische Darstellung der
gleichen Daten gibt Abbildung 23. Fir die oszillierenden Stromungen
werden maximale und minimale Nusselt-Zahlen angegeben. Im Rayleigh-
Zahlenbereich zwischen 4 °'1O6 und 5,8 - 106, in dem zu einem Ra
zwel stabile LOsungen existieren, eine stationdre und eine periodi-
sche L&sung, liegen die Nusselt-Zahlen der stationdren LOsung lber
den maximalen Nusselt-Zahlen der oszillierenden LOsungen. Dies

steht im Einklang mit einer Angabe bei HORNE und O'SULLIVAN /9/,

wo filir Konvektion in pordsem Medium, bei einem quadratischen Be-
hdlter mit freien seitlichen R&ndern, 2zu einer bestimmten Rayleigh-
Zahl sowohl stationdre Konvektion als auch oszillierendes Verhalten
auftreten kann. Die Nusselt-Zahl des stationdren Vorganges liegt

bei 7.8, der Mittelwert der Nusselt-Zahl fiir die oszillierende
Konvektion liegt bei 6.3, mit dem Maximum der Nusselt-Zahl Ulber

der Zeit bei einem Wert von 7.
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Die Differenz zwische'Numax und Numin,,in Abhangigkeit von7Ra be-~
trachtet, variiert betrdchtlich und hat fiir Ra = 1.15 - 10" den
grokten Wert. Die dimensionslosen Periodendauern sind in Tabelle 3
angegeben, in Abb. 24 gezeichnet.
Besonders interessant ist die Abbildung zu Ra = 0.58 ° 1O7L Abb. 21.
Der Wert von Ra liegt wohl sehr nahe einem Umschlagpunkt. Die
Stromungsform enthdlt Elemente von Strdmungsform b, von Strdmungs-
"form d und vielleicht auch von Strémungsformfl. Der‘Zeitabschitt
in dem nur ein Wirbel vorliegt, erinnert stark an Stromungsform b,
die stationdre Rolle. Ein zeitlich nachfolgender Bereich mit zwei
etwa gleichstarken Wirbeln.und einem zundchst kleinen dritten
Wirbel hat Ahnlichkeiten mit Stromungsform ¢, wdhrend danach ein
Dreiwirbelstrmungsbild auftritt, das etwas an die Viereroszillation
(Stromungsform d) erinnert, obwohl eine Kombination mit vier Wir-
beln nur andeutungsweise auftritt. Unzweifelhaft ist die Strdmung
jedoch
— periodisch wie 4 und C
- richtungsorientiert wie b und ¢
- nicht inversionssymmetrisch wie ¢
- auch so beschaffen, daf das an der horizontalen Mittel-
achse gespiegelte Stromungsbild nicht mit dem Muster
Ubereinstimmt, das nach einer Halbperiode auftritt.
Strémungsformen ¢  und d hatten noch diese Eigenschaft. -

Aﬁs‘dem letztgenénnten Grunde miissen die Extremwerte der Nusselt-
Zahlen getrennt filir oben und unten angegeben werden. Die Rechnung

ergab

min Nuunten = 3.00
max NUypnten = 7.60
min Nuoben = 3.70
max Nu = 7,03,

oben

Diese Werte wurden nicht in die Abbildung der Nusselt-Zahlen

ilber Ra aufgenommen.
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Die Strbmung'fﬁr Ra = 0.58 - 107 ist nicht eindeutig, sie ist
‘auch nicht im bisher betrachteten Sinne mehrdeutig, sie hangt
im Rahmen der physikalischen MOglichkeiten hauptsdchlich vom

Anfangszustand ab.

Geht man von einer stationdren Rolle aus, so erhdlt man als L&sung
eine stationdre Rolle, startet mit einer nichtrichtungsorientier-
ten Oszillation, so besitzt die gefundene L&sung auch diese Eigen-—
schaft, sie ist jedoch nicht, -ebenso wie dié in Abb. 21 beschriebe-
ne LOsung-, zur horizontalen Mittelachse im zeitlichen Mittel

symmetrisch !

Schreibt man die in Abschnitt 2 aufgestellten Bewegungsgleichungen

in Kurzform

kS

= G(U, Ra), . wobei in U alle abhidngigen Verdnder-

lichen zusammengefaft sind,

so ldapt 'sich aus den zuvor zusammengestellten Ergebnissen auf
Eigenwerte des Operators G schliefen; dies sind diskrete Werte
von Ra, bei denen eine Verzweigung der Lbsungen'voﬁ %%7=G(3,Ra)
in Abhdngigkeit von Ra erfolgt, wenn Ra einen solchen Wert durch-
liuft.

Die symmetrische Anordnung erlaubt zundchst den Schlup, daBf mit
einer LOsung U zu einem bestimmten Ra, welche eine bevorzugte
Bewegungsrichtung hat, auch eine gespiegelte LOsung u* eine von

a verschiedene L&sung zum gleichen Wert von Ra sein muf. Ein Uber-
gang von einer nicht richtungsorientierten Ldsung, wie es z.B.

die Ruhelage ist, zu einer richtungsorientierten L&sung wie der
stationdren Rolle fiir wachsendes Ra bzw. ein umgekehrter Ubergang,
kennzeichnet bei sanftem Ubergangsverhalten einen Verzweigungs-
punkt vom Typ, der in Abb. 3e als Prinzipskizze dargestellt

wurde. Als ersten Eigenwert findet man Ra1 = Rac, ein zweiter

6

Eigenwert Ra., trennt fiir abnehmendes Ra bei etwa 5 * 10  die

2
Viereroszillation (Stromungsform d) von der Zweieroszillation
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(Stromungsform c). Ra3,‘zwischen 107 und 1.15 -

lO7 liegend,
‘signalisiert den Ubergang von der nichtrichtungsorientierten
Viereroszillation zur richtungsorientierten Oszillation. Der
Verlust aér Inversionssymmetrie fiir allé Zeitpunkte in einem
Ra-Bereich um Ra = 1.45 ° 107 ist ebenfalls mit zwei Eigenwérten
verbunden, Ra4 und Ra5,.deren genaue zahlenméﬁige Lage nicht
bestimmt wurde. Keine Eigenwerte sind Ra' ‘und Ra''', bei denen je-
weils ein Uberspringen auf einen anderen Ldsungsast stattfindet,
Ra" hat ungefdhr den Wert 5.8 - 108
von der stationdren Rolle zur Viereroszillation bei aufsteigendem

und markiert.den Umschlag

Ra, Ra' ‘ist ungefdhr 4- 106 und bezeichnet den Wert, bei dem man
flir abnehmendes Ra von der., Zweieroszillation zur -stationdren Rolle

zurickspringt.

Das Ergebnis dieser Verzweigungsanalyse wurde in Abb. 22 ih eine
Art Verzweigungsdiagramm 2zusammengefalt. Dazu muf festgestellt

werden, daB diese Darstellung nur eine qualitative Aussage bein-
haltet; man kann auch nicht beweisen, daf man im untersuchten Be-
reich bis Ra = 1.6 - 10’
fach nicht gefunden hat.

nicht etwas vergessen, {iibersehen oder ein-

Die nach oben aufgetragene GroBe g stellt ein zeitliches Mittel

der Summe von 2zwei Abweichungen von Symmetrien dar und zwar von

- der Symmetrie zur vertikalen Mittelachse und

— Inversionssymmetrie.

Flir eine feste,zu Ra gehdrige Strdmung, die im zeitlichen Mittel
symmetrisch zur vertikalen Mittelachse und auBerdem inversions-

symmetrisch ist, hat g den Wert Null.

Demnach sind die Ruhelage (Strdmungsform a) und die nichtrichtungs-
orientierte Vierrollenoszillation durch g = O gekennzeichnet.
Die stationdren Rollen (Strdmungsform b) sind zwar inversionssymme-

trisch, jedoch nicht symmetrisch zur senkrechten Mittelachse. Die
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Stockwerksdoppelrollen (Stromungsform c) besitzen keine der ge-
forderten Symmetrien. Die richtungsorientierten Mehrrollenoszillation-
nen (Strémungsform e) besitzen eine der relevanten Symmetrien, sie

sind inversionssymmetrisch.

Die beiden Verzweigungen, die bei Ra = 1.45 - lO7 in einer Umgebung
dieser Rayleigh-Zahl den Verlust der flir alle Zeitwerte vorhanden-
en Inversionssymmetrie markieren, kommen in Abb. 22 nicht zum Aus-

druck.

Bekannte oder vermutete instabile Losung sind in ‘Abbildung 22 ge-
strichelt eingezeichnet. Die Ruhelage als instabile Losung fiir

Ra > RaC ist bekannt und wurde rechts vom ersten Verzweigungs-
punkt auf g = O beriicksichtigt. Man kann auch mit Rechenverfahren
stationdre Lésungen fiir Ra > 0.58 - 107 erzwingen,welche unphysi-
kalisch sind. Auf diese LOsungen wurde durch eine gestrichelte
Fortsetzung der Aste b und b' in der Abbildung hingewiesen. Man
konnte sich auch vorstellen, in Rechnungen durch Symmetriebédingungen
oder symmetrische Ans&dtze z.B. bei Variationsverfahren, weitere un-
physikalische, mathematisch existente Losungen zu bestimmen. Solche
denkbaren instabile Fortsetzungen vorhandener stabiler LOsungsdste.

wurden an mehreren Stellen in der Zeichnung noch angedeutet.

Man sollte die Abb. 22 als Hilfsmittel dafiir ansehen, die Ver-
zweigungen des hier betrachteten Systems verstdndlicher zu machen,
insbesondere die gemeinsame Existenz zweier stabiler LOsungen

fiir einen gewissen Rayleigh-Zahlbereich zu verdeutlichen.
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Die hier gefundenen Ergebnisse konnen verglichen werden mit Re-
sultaten, die man aus Experimenten gewonnen hat und mit Erkennt-
nissen, die aus theoretischen Untersuchungen verwandter Art be-

kannt sind.

Man kann davon ausgehen, daR die hier ermittelte kritische Rayleigh-
Zahl Rac x 106 korrekt ist. Eine Interpolatibn der Angaben von
CALTAGIRONE /2/ fithrt auf einen Wert von Ra_ = 0.98 - 106,‘eine;
Arbeit von FRICK und CLEVER®/6/ entnimmt man flir B = 23,33 und fiir
eine Wellenzahl von A' = AT mit A = 3,5 ein nur geringfligig liber

106 liegender Wert fiir die kritische Rayleigh-Zahl.

Eine Stabilitdtsanalyse fiir eine unendlich ausgedehnte, horizon-
tale Fliissigkeitsschicht in einer Hele-Shaw-Zelle, beschrieben
durch die Gleichungeh aus Abschnitt 2, mit freien Rdndern an der

Ober- und Unterseite, flihrt darauf, den Ausdruck

w22y 3 : 2 312y 2
Ra(>\') _ (mZ+A%) + 12 (5)2 . Am +>“ )
' Alz d }\!2

bzgl.vx zu minimieren. Setzt man hier wegen der endlichen Aus-
dehnung als Wellenzahl.x = A+, so findet man Rac = 0.94 ° 106.

Man kann hier auch unmittelbar entnehmen, daR die viskose Rei-

bung fir das Einsetzen der Konvektion keine wesentliche Rolle

(» 2 %) spielt. Wenn man als Kennzahl fiir das Einsetzen oszillieren-
der Konvektion RaOSC die Gr&Re Ra" w&hlt, erhdlt man fir das Ver-
hdltnis Raosc/Rac 5.8 ,. ein Wert, der verbliiffend nahe bei einem
von OLSON und ROSENBERGER /16/ gefundenen Wert fiir zylindrische

Kavitdten liegt.

Beim Vergleich mit Experimenten muf man sich dariiber im klaren
sein, daB die thermischen Randbedingungen der Rechnungen experi-
mentell nur ndherungsweise erfiillt sind. AuBerdem wird der ge-

samte thermische Einfluf der Glasfenster vernachldssigt. Schon
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die beiden ahgefﬁhrten Punkte lassen erwarten, daB eine quantita-
‘tive Ubereinstimmung zwischen Experiment und Rechnung nicht zu er-
warten ist. Dariiberhinaus gibt es noch Unstimmigkeitén, was die
Definition der Rayleigh-Zahl betrifft. In Anlehnung an die Defi-
nition der Rayleigh-Zahl fiir Naturkonvektion in pordsen Medien
war Ra = QQ%I;E_ e K eingefiihrt worden, mit Permeabilitd&t

K o \V
2 P
K = i%%L und Diffusionskonstante k¥ = p§c . In diese Definition
wurde mittlerweile, HARTLINE und LISTER T /7/, sowohl ein mit

den Stoffwerten der Glasfenster korrigierte Diffusionskonstante
als auch ein geometrischer Korrekturfaktor, der die Fenster mit-
beriicksichtigt, mitaufgenommen, um Experimente zur Bestimmung der
kritischen Rayleigh-Zahl mit der Theorie in Einkiang zu bringen.
Einebefriedigende Ubereinstimmung haben auch diese Verbessérungs—
vorschldge nicht in allen Fdllen gebracht. Zum anderen besteht
kein Einverstidndnis dariiber, was als Temperaturleitfdhigkeit zu
verwenden ist, insbesondere bei der Bestimmung einer dimensions-
losen Periodendauer. Angesichts dieser beiden nicht behobenen
Unstimmigkeit zwischen Theorie und Experiment bei der Bestimmung
schon allein der kritischeén Rayleigh-Zahl erscheint es im Augen-
blick nicht sinnvoll, entsprechende Dinge fiir mehr als schwach
iberkritische Verhdltnisse in Einklang bringen zu wollen.

Wir kSnnen demnach allenfalls semiquantitative Ubereinstimmung

erwarten.

Die quantitativen Abweichungen sind nun folgende:

1) Die Rayleigh-Zahlen RaC und RaOsc unterscheiden sich in Experi-
ment und Rechnung etwa um den Faktor 10.

2) Die auftretenden dimensionslosen Periodendauern unterscheiden
etwa um den Faktor 5. ‘

Diese Aﬁssagen beziehen sich dhnlich wie die folgenden Feststellun-

gen auf einen Vergleich der Rechnungen mit den Experimenten von

KOSTER /10/. Die Ubereinstimmung zwischen Rechnung und Experiment

bestand hauptsdchlich darin, daf jeweils flir sich ver&@ndernde

Rayleigh-Zahl bei festgehaltenen anderen Parametern eine dhnliche

Folge von Stromungsmustern auftrat. Dabei wurde nach dem Ruhe-

zustand fiir Ra > Ra , eine richtungsorientierte, stationdre Rolle
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angetroffen. Danach wurden im Experiment vorwiegend station&re
Zwei-Wirbel-Stromungen gefunden, die in der Rechnung fiir zunehmen-
des Ra nicht auftraten und erst flir abnehmende Ra als Oszillationen

zu Tage traten.

Die inversionssymmetrischen, nichtrichtungsorientierten Oszilla-
tionen waren allen Experimenten wie in der Rechnung zu sehen,
auch das Auftreten richtungsorientierter Oszillationen ist ex-
perimentell gesichert. Die nur im Mittel inversiongssymmetrische
Losung bei Ra = 1.45 - 107 ist in den Experimenten mit schlecht

wd8rmeleitenden Berandungen nicht gesehen worden.

Folgende Einzelpunkte wdren noch zu erwidhnen:

1) Die Abnahme der Periodendauer fiir die inversionssymmetrischen
Oszillationen nimmt in Rechnung und Experiment zundchst mit
Ra_2‘ab; | ,

2) Es gibt in der Rechnung fiir die adiabat berandeten Behdlter
einen Ra-Zwischenbereich, in dem die Perioden stark schwanken,

" dann aber wieder fiir groRere Ra nahezu ohne Schwankung sind.
Ein entsprechender Sachverhalt ist von KOSTER nur filir den Fall
perfekt wdrmeleitender Wdnde angegeben worden.

3) Es treten in Experiment und Rechnung Hysteresiseffekt auf.
Zwel verschiedene stabile Lodsungen hatten, wie schon erwd&hnt,
auch HORNE und O'SULLIVAN /9/ in ihren Untersuchungen gefun-
den, wobeli die eine Losung stationdr war, wdhrend die andere

Losung oszillierte.

Die qualitativen Ergebnisse der Versuche von PUTIN und TKACHEVA /17/
stimmen in vielerlei Hinsicht mit den hier gefundenen iiberein.

Auch dort tritt immer als erste Instabilitdt eine stationdre Rolle
auf, welche flir wachsendes Ra in eine oszillierende Doppelrolle
iberging, zuvor trat in einem Fall noch eine stationdre Doppelrolle

auf.

In jedem Falle wurden die stationdren Strdmungsformen von Zwei-
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WirbeleBewegungen,gdie.zunéchst stationdr wéren und dann filir etwas .
‘grofer werdende Ra anfingen, zu oszillieren abgeldst; der Ubergang
war jewells sanft. Das Auftreten der Vier-Wirbel-Oszillation mit
weiter anWachsendem Ra wird meist als sprunghaft bezeichnet; in
Verbindung damit findet der Ubergang zur Zwei-Wirbel-Oszillation

flir abnehmendes Ra bei. anderen Rayleigh-Zahlen statt. Dies steht
qualitativ im Einklang mit den Erkenntnissen der vorliegenden Ar-
beit. Die in /17/ beschriebenen Experimente wurden noch in Bereiche
groBerer Rayleigh-Zahlen fortgesetzt, wo stoéhastische Oszillationen
auftraten. Es ist wohl nicht sinnvbll, in diese Rayleigh-Zahlbereiche
mit einem numerischen Differenzenverfahren vorzudringen; der reéh—
nerische Aufwand wdre zu hoch. AuBerdem wiirde hier die Schwierig-
keit auftreten, daf unklar bliebe, ob Schwankungen der L&sungen

dem Einfluf wvon Rundungsfehler, dem Einfluf von Abschneidefehlern

in den numerischen Approximationen oder dem tatsdchlichen physika-

lischen Verhalten der Ldsungen zuzuschreiben sind.

Ein Vergleich der errechneten Nusselt-Zahlen mit den Werten, die
CALTAGIRONE /2/ flir rein pordses Medium berechnet hat, ergibt, daB
dort etwa eine Nusselt-Zahl Nu = 10 erreicht wird, bevor oszillier-
ende Strdmungen auftreten (Angaben fir 1/A = 0.25 und 0.3).



- 29 _

7) Zusammenfassunag

Es wurde ein Beispiel der Naturkonvektion in einem von unten be-
heizten, schmalen Hele-Shaw-Behilter mit festgehaltenen Ver-
hdltnissen von H8he zu Breite und HShe zu Dicke sowie fester
Prandt-Zahl flir einen Bereich von Rayleigh-Zahlen bis etwa 16-

fach liberkritisch gerechnet und versucht, alle physikalischen
Ldsungsiste zu erfassen. Durch Modellannahmen, z.B. die Annahme
eines Poiseuille-Profils fiir die Abhéngigkeif der Geschwindigkeiten
von der einen Ortskoordinate, wurde es moglich, fiir das Problem
eine 8rtlich zweidimensionale Beschreibung zu finden, in der in

den Impulsgieichungen viskose und quasipordse Reibungsterme auf-

treten.

Das benutzte Differenzenverfahren zur numerischen L&sung des zwei-
dimensionalen Problems war insbesondere im Stande, periodische

Vorgange sehr gut zu beschreiben.

Im Zuge der ‘experimentellen und numerischen Untersuchungen stellte
sich heraus, das der Hele-Shaw-Slot besonders geeignet ist, Ver-
dnderungen der Stromungsform an einem realen physikalischen Bei-

spiel zu studieren. Dies liegt daran,

- dah die Fliissigkeitsbewegung im wesentlichen

zweidimensional ist,

- daB es sich um eine relativ langsame (schleichende)

Bewegung handelt,

— und daB in einem Bereich bis etwa 20-~fach liberkritisch

‘mehrere Verdnderungen der Stroémungsform auftreten.

Durch eine Analyse der Symmetrieeigenschaften der durch Rechnung

gefundenen Ldsungen konnte auf die Lage der Verzweigungen des
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Problems in Abhdngigkeit von der sich dndernden Rayleigh-Zahl

‘geschlossen werden.

Neben den beiden ersten Instabilititen (Ubergang von der Ruhelage
zu stationdrer Konvektion und Auftreten bzw. Verschwinden oszillie-
render Konvektion) konnten in der vorliegenden Untersuchung durch
Rgchnung mittels der genannten Methodé fiinf weitere Instabilit&ten
aufgedeckt werden. Man hat hier im Gegensatz zu frither geduBerten
Einschdtzungen / 5 /, Section 653,.eine physikalische Anordnung,
bei der sich ein Bereich von sieben verschiedenen Strdmungsin-
stabilitdten durch numerische Rechnungen iiberdecken ldgt. Obwohl
es nicht moglich war, mit deanechnungen in den Bereich quasipe-
riodischer oder stochastischer Oszillationen vorzudringen, haben
sich schon im Bereich bis hin zu den periodischen Oszillationen

mehrere Verzweigungen nachweisen lassen.

Die Anregung zur vorliegenden Arbeit gaben die experimentellen
Untersuchungen, die von J.N. Koster und U. Miiller am Institut

fiir Reaktorbauelemente durchgefiihrt wurden. Die Diskussion dieser
Ergebnisse war vom gemeinsamen Interesse geprdgt, Experimente und
Modellvorstellungen besser in Einklang zu bringen. AuBerdem bedanke
ich mich flir viele fachliche Gesprdche mit den Herren Frick und

C. Dietsche. Bei der Durchfithrung der Rechnungen hat mich Fr. S.
Stiefel tatkriftig unterstiitzt, wofiir ich mich ebenfalls bedanken

mochte.
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Abbildung 1. Eine Periode einer oszillatorischen
Konvektionéstrémung bei Ra™ = 1.06 im Behilter
H/L = 3.5 mit gut widrmeleitenden Seitenwinden;
Zeitabstand zwischen den Interferogrammen

t = 5 sec, Experiment KOSTER (1980).

Abbildung 2. Charakteristische Zustdnde einer
oszillatorischen Bewegung flir H/L = 2 mit schlecht
wdrmeleitenden Seitenwdnden, Pr = 7, aus PUTIN

u. TKACHEVA (1979).
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Ras10°° : 1 1.5 2 4 5 5.5

Abbildung 4. Station8re Rollen (StrSmungsform b)
flir sechs verschiedene Rayleighzahlen. Dargestellt
sind jeweils die Stromfunktion (oben) und das

Temperaturfeld.
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Abbildung 15. Ra = 1.6:10", richtungsorientier
Oszillation
von oben nach unten die beiden Geschwindigkeits-
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bix | e 'Stabile LOsung
-——~— instabile Losung

Losungsverzweigungen uber Ra.

a - Ruhelage
b, b’ - Stationare Rolle
Oszillierende Stockwerksdoppelrolle

c,c' -
d - Oszillierende Viererrolle ohne Vorzugsrichtung
e, e - Oszillierende Viererrolle mit Vorzugsrichtung

Abbildung 22.
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Ra. 10-6

Berechnete Nusseltzahlen fur stationare Rollen (o), mini-

male(e) und maximale (o) Nusseltzahl fir oszillierende
‘Stromungen

Abbildung 23.
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Dimensionslose Periodendauer der Oszillationen
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TABELLE 1. Nusseltzahlen iiber Ra.

w7 Nugse}tzahl filir Nuﬁip fur Numax fur

Ra.10 stationdres Verhalten oszillierendes Verhalten
0.1 1.01

0.13 1.50

0.15 2.01

0.2 3.39

0.3 | ' - 5.03 -

0.4 : 5;91

0.42 ' 2.52 5.47
0.45 2.94 5.65
0.5 6.34 3.04 5.36
0.53 3.19 5.33
0.55 6.42 3.23 | 5.24
0.6 3.49 5.26
0.7 4.01 5.85
0.8 4.51 6.45
0.85 4,72 6.69
1.0 5.07 7.07
1.15 3.41 11.30
1.3 4,99 10.39
1.45 6.65 10.15
1.6 | 7.06 8.59




- 58 =

TABELLE 2.Vergleich groberes (9¢33 Punkte) und

feineres (1865 Punkte) Maschennetz

933 punkte 1865 Punkte .
Ra = O.7'1O7 Nu ., = 4.01 Nu . = 4,09
min min
Numax = 5,86 NumaX =-6.40
% = 0.0161 2* = 0.0219
Ra = 1.3-10'| Nu . = 4.99 Nu . = 6.27
min min
Nu__ = 10.4 Nu__ = 13.21
# ¥
7* = 0.00566 2" = 0.00656
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TABELLE 3: Dimensionslose Periodendauer

¢* fiir die oszillierenden Strémungen in

Abhdngigkeit von Ra.

Ra. 10" 100¢"*
0.42 2.98
0.45 2.47
0.5 4.34
0.53 3.36
0.55 2.88
0.6 2.24
0.7 1.61
0.85 1.17
1.0 0.98
1.3 0.57
1.6 0.29






