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Zusammenfassung:

Elastizitdtstheorie zur Brennstabmechanik von Reaktor-Brennstdben bei

schnellen Brennstab-Leistungsdnderungen

In dem vorliegenden Bericht wurden aus dem Hookeschen Gesetz mit einem
verhdltnismédBig umfangreichen, einmaligen mathematischen Aufwand einfache,
Ubersichtliche Gebrauchsformeln entwickelt, die es gestatten, die elasti-
schen Spannungen eines Reaktorbrennstabes als Folge einer schnellen Brenn-
stableistungsdnderung, insbesondere dann, wenn auftretende Schubspannungen

nicht mehr zu vernachldssigen sind, mihelos zu berechnen.

Abstract:

Theory of elasticity of nuclear fuel element mechanics, caused by rapid

change of the reactor-power

In this report simple formulas are developed from the Hooke's law by an
extensive expense of mathematics. They allow to calculate, in a convenient
manner, the stresses in a nuclear reactor fuel pin, caused by a rapid change

of the reactor power.
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1. Einleitung

Die Theorie der Reaktor-Brennstdbe hat es sich zur Aufgabe gemacht, die
"l.ebensgeschichte" eines Reaktor-Brennstabes wdhrend seines Betriebes unter
den verschiedensten Betriebsarten theoretisch nachzuvollziehen. Derartige
theoretische "Brennstabmodelle" wurden an verschiedenen Institutionen ent-
wickelt. Die Entwicklungen endeten alle in mehr oder weniger umfangreichen
digitalen Rechenprogrammen,mit denen das Verhalten eines Brennstabes wdhrend

seines Betriebes ndherungsweise berechnet werden kann.

Das wichtigste Teilgebiet und somit die Grundlage der Phyéik eines Reaktor-
Brennstabes ist die Elastizitdtstheorie. Neben der durch sie gegebenen Kennt-
nis liber die Belastbarkeit eines Brennelementes sind noch andere physikali-
sche Vorgdnge “wie z.B. das Brennstoff- und HiGllkriechen — Funktionen der
elastischen Spannungen. Ihr ist daher bei der Entwicklung einer Brennstab-

theorie besondere Aufmerksamkeit zu widmen.

Den verschiedenen Rechenprogrammen ist ohne Ausnahme bezlglich der ange-
wandten Elastizitdtstheorie ein nicht qnerheblicher Mangel gemeinsam, Bei
ihrer Entwicklung wurde zur Vereinfachung des Spannungs-Dehnungsproblems

die Ndherung der "Ebenen Dehnung" angewandt. Mit dieser Ndherung wird vor-
ausgesetzt, daB die Schnittebenen des belasteten Materials auch nach der
Verformung noch (ndherungsweise) eben sind.Auf einen Reaktor-Brennstab ange-
wandt, beschreibt diese N&dherung die Spannungs-Dehnungsverhdltnisse in dem-
selben ziemlich gut, solange sich die Brennstoffsdule noch nicht an die
Hille angelegt hat. In diesem Fall kann bei einer Leistungsdnderung zwischen
Brennstoffsdule und Hiille ungehindert eine Relativbewegung stattfinden. Da-
mit treten in diesem Belastungssystem keine Schubspannungen auf. Sie liefert
auch nach dem Anliegen des Brennstoffs an die Hiille noch brauchbare Ergeb-
nisse, wenn die Stableistung des Brennelements konstant bleibt‘oder wenn
eine Leistungsdnderung so langsam erfolgt, da8 die zwischen Brennstoffsiule
und Hille auftretende Schubspannung infolge Materialkriechens abgebaut wird
und demzufolge'so klein bleibt, daB sie keinen nennenswerten EinfluB auf das

System hat und damit vernachl&dssigt werden kann.

Nicht mehr angewandt werden kann die oben genannte Ndherung, wenn der Brenn-
stab nach dem Anliegen des Brennstoffs an die Hilille eine relativ steil an-—
steigende,z. B. rampenférmige Leistungserhdhung erfihrt und dadurch die
zwischen Brennstoffsiule und Hillle auftretende Schubspannung in die Gr&éBen-

ordnung der énderenSpannungen.kommtund somit nicht mehr vernachlédssigbar



ist. Nur das Fehlen von Schubspannungen erlaubt die Anwendung der

"Plane-Strain"-Naherung, wie sie noch genannt wird.

In den meisten Fédllen, in denen man den Betriebszustand eines Reaktor-
Brennelements rechnerisch erfassen will, reicht die obengenannte N&herung
zur Elastizitdtstheorie aus. Experimente und Erfahrungen an Kernkraftwerken
haben jedoch gezeigt, daB es manchmal gut wire, wenn man iliber den tatsich-
lichen (allgemeinen) Spannungszustand eines Brennelementes, welches schon
einige Zeit im Betrieb ist und bei dem sich demzufolge die Brennstoffsiule

infolge Brennstoffschwellens mindestens schon teilweise an die Hille ange-

legt hat, insbesondere bei relativ steilen Leistungsanstiegen /=. B. rampen
férmigen) besser Bescheid wiBte. Es soll daher hier versucht werden, die
elastischen Spannungs-Dehnungsbeziehungen fiir einen Reaktor-Brennstab, so
weit wie m&glich mathematisch exakt zu entwickeln. Ndherungen sollen erst
dann vorgenommen werden, wenn eine exakte Weiterentwicklung nicht mehr még-

lich ist.

Ziel ist es, durch eine einmalige, vielleicht aufwendigere mathematische

Rechenoperation méglichst einfache, lbersichtliche Gebrauchsformeln zu ent-
wickeln, aus denen der allgemeine mechanische Belastungszustand eines Reak-
tor-Brennstabes, insbesondere dann, wenn auftretende Schubspannungen nicht

mehr zu vernachldssigen sind, leicht gewonnen werden kann.

Es handelt sich damit hier vornehmlich nicht um Anwendungsrechnungen, sondern

um die Entwicklung von Grundlagen.

2. Modell des Betriebszustandes eines Reaktor-Brennstabes

Um ein Problem in Naturwissenschaft und Technik mathematisch behandeln zu

kénnen, ist es notwendig, zundchst von dem zu behandelnden Problem ein Modell

zu entwickeln, auf welches die mathematischen Methoden angewandt werden kdnnen.

Im wesentlichen handelt es sich bei der Entwicklung solcher Modelle um die
Festlegung der Anfangs— und Randwerte des Problems sowie um . die Vorgabe der
physikalischen Anderungen eines oder einiger Parameter. Berechnet werden

sollen dann die Auswirkungen dieser Parameterdnderungen auf das den bestimm-

ten Randwerten unterworfene System.

In unserem Fall ist das zu betrachtende System ein unter mechanischen und

thermischen Spannungen stehendes, mit konstanter Leistung betriebenes Reaktor-

Brennelement. Die physikalische Anderung ist eine veré&nderliche (rasch anstei-




gende) Stableistung. Betrachtet werden sollen die Spannungsinderungen im

Brennelement alsFolge der Leistungsdnderung.

Um Randwerte vorgeben zu kénnen, mit welchen die allgemeinen L&sungen des

Problems in die spéziellen lUberfihrt werden, muB der Ausgangsbetriebszustand

des Brennelements bekannt sein.

Bekanntlich durchlauft ein Brennelement wdhrend seiner Betriebszeit ein ganzes
Spektrum von Betriebszustdnden. Es ist daher unumgdnglich, einen Betriebszustand
zu definieren, bei weichem sich die Randwerte sowohl in ihren Gr&Ben als auch in
ihren wirksamen Flichen nicht mit der Zeit ver&ndern. Man ist daher von vornherein

gezwungen, einen ganz speziellen herauszugreifen.

Ein mit Sicherheit eintretender Betriebszustand eines Brennelements, der

eine méglichst genaue Kenntnis seines Spannungszustandes winschenswert erschei-
nen l&dBt, ist folgender: Ein Brennstab mit etwa sinusfdrmiger axialer Leistungs-—
verteilung wurde einige Zeit mit konstanter Leistung betrieben. Dadurch hat

sich die Brennstoffsédule innerhalb der heiBesten axialen Zone (um die Brenn-
stabmitte) infolge Brennstoffschwellens an die Hiille angelegt und ist mit ihr
(sehr wahrscheinlich) iiber eine bestimmte axiale Linge verklebt, wdhrend in

den unterhalb und oberhalb dieser "verklebten" Zone befindlichen Brennstab-
zonen zwischen Brennstoffsdule und Hille noch ein Rest-Gasspalt vorhanden ist.
Erfdhrt das in diesem Betriebszustand befindliche Brennelement nun eine steil
ansteigende (z.B. rampenférmige) Leistungserhdhung, so kann sich der oberhalb
der "verklebten" Zone befindliche Brennstoffsdulenabschnitt thermisch frei
‘ausdehnen und zwar sowohl in axialer als auch in radialer Richtung. Damit er-
fdhrt dieser Teil des Brennelements in diesem Fall keine wesentliche Belastungs-
dnderung gegeniiber dem stationdren Betriebszustand. Er soll daher hier auch

nicht betrachtet werden.

Der untere, hier betrachtete Brennelementabschnitt unterteilt sich von der
neuerlichen Belastung her in zwei Teilabschnitte. Diese Abschnitte sind: Die
untere axiale Zone, in der noch ein Rest-Gasspalt zwischen Brennstoffsiule und
Hille besteht, und die dariber befindliche axiale Zone, in der die Brennstoff-
sdule mit der Hiille fest verklebt ist. Erf&hrt die im unteren Abschnitt be-
findliche Brennstoffsiule eine Leistungserhdhung, so kann sie sich radial
ausdehnen, ohne auf die Hille einen Kontaktdruck auszuliben; in axialer Rich-
tung kann zwischen Brennstoffsiule und Hulle ungehindert eine Relativbewegung
stattfinden. Eine mechanische Wechselwirkung zwischen Brennstoffsdule und Hille
findet in diesem Abschnitt weder in radialer noch in axialer Richtung statt.

Mechanische Wechselwirkung infolge thermischer Ausdehnung der Brennstoffséule



gibt es hier nur auf den unteren Brennelementstopfen und auf die dariber be-
findliche angrenzende verklebte Zone. Zwischen beiden ist, wegen der sie
verbindenden Brennelementhlille, die in diesem Abschnitt befindliche Brennstoff-
sdule eingespannt., Erf&hrt die in der oberen verklebten Zone befindliche
Brennstoffsdule eine Leistungserhdhung, so iibt die neuerlich aufgeheizte S&ule
auf die sie umgebende Hiille in radialer Richtung einen Kontaktdruck,in axialer

Richtung eine Wandschubspannung aus.

Man erkennt schon hieraus, daf in den verschiedenen Axialzonen des Brennstabes
verschiedene Randbedingungen gtiltig sind; demzufolge werden auch die mathema-
tischen Ergebnisse der' Spannungsverteilungen in den einzelnen Zonen verschieden

sein.

Nach diesen Ausfihrungen l1dBRt sich der untere Brennstababschnitt in drei

verschiedene mechanische Belastungszonen unterteilen. Es sind dies:

I. Der untere Brennelementstopfen:
BEr wird im inneren Radialbereich von der sich in axialer Richtung
ausdehnenden Brennstoffsidule auf Druck, im duBeren Radialbereich

durch die mit ihm verschweiflte Hiille auf Zug beansprucht.

II. Der Brennstababschnitt, in dem Brennstoffsdule und Hille mitein-
ander verklebt sind:
Hier wird einmmal, durch den sich in axialer Richtung ausdehnenden,

in Zone III noch freistehenden Teil der Brennstoffsdule der

mit der Hulle verklebte Anteil auf Druck, die Hille auf Zug be-
ansprucht, Es sind dies dieselben Belastungsverhdltnisse wie beim
Stopfen. Zusdtzlich werden hier noch, wegen der thermischen Aus-
dehnung des sich in diesem Abschnitt befindlichen aufgeheizten
Brennstoffééulenanteils, Brennstoffsdule und Hille in axialer

und radialer Richtung belastet.

III. Der Brennelementabschnitt, in dem Brennstoffsdule und Hille noch
keinen Kontakt haben:
In diesem Abschnitt wird die Hiille bei einer Brennstoffaufheizung
auf Zug, die Brennstoffsdule auf Druck beansprucht. Zusdtzlich

wirkt hier noch der von beiden eingeschlossene Spaltgasdruck.

In Abb. 1 sind die drei beschriebenen Belastungszonen schematisch darge-

stellt.
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Schematische Darstellung der beschriebenen Belastungszonen

3. Allgemeingliltige Spannungs-Dehnungsbeziehungen

Die Verzerrungen

Hookesche Gesetz

a)

b)

c)

d)

Y

%[or —'v(ot +0) ] +ar

—[ct—v(or +oz):| + OT

['_crz - VO, +ot):| + QT

_2(14)
3z 0Or E rz

(Dehnungen) als Funktion der Spannungen sind durch das

gegeben. Es lautet (in Zylinderkoordinaten):

(3.1)

Hierbei bedeuten die Indices r, t und z die radiale, tangentiale und axiale

Richtung, Of, (o]

t

und Oz die Spannungen, Er' €

£ und ez die Dehnungen in die



entsprechenden Richtungen. Trz ist die Schubspannung. Da hier, wenn man von

der zugeordneten Schubspannung absieht, nur in axialer Richtung wirkende
Schubspannungen auftreten, werden bei ihnen im folgenden die Indices der Ein-
fachheit halber nicht mehr angeschrieben. Y ist der Gleitungswinkel (die durch
die Schubspannung hervorgerufene Winkeldeformation). E ist der Elastizit&dtsmodul,
VvV die Querkontraktionszahl. T ist das, im betrachteten Kérper (eventuell) vor-
handene Temperaturfeld. o ist die Warmeausdehnungszahl. u bezeichnet die Ra-
dialverschiebung und w die Axialverschiebung des unter Spannung stehenden

Materials.

Die Gln. (3.1) nach den Spannungen aufgeldst, ergeben:

- Ve _ _EaT
a) Op = (1+W) Eﬁ-+ (1-2v) ] (1-2v)
_ R Ve _ _EOQT
By 0 =T e, + (1-2v) ] (1-2v)
(3.2)
__E ve _ _EQT
) 9, =TT [Ez * =2v) ] (1-2V)
__E _ rdu 3w
d) T = 2(1+V) [ 5z T or ]
Hierbei ist:
e=g, +E +E (3.3)

Mit den Beziehungen zwischen den Dehnungskomponenten und den Verschiebungen

{in Zylinderkoordinaten):

_ du _u _ ow
€ =3¢ ' ST T €2 = 32 (3.4)

wird aus Gl. (3.3):

ou

o 3.5
™ ( )

u
£ = + — +
r

Fir ein Brennstabelement gelten die Gleichgewichtsbedingungen (in Zylinder-
koordinaten) :

Or — O
o0r RS t + oT

a) oxr r 3z =0
(3.6)
90z , 0T , T _
Y Sy twtr ©°




Die:Spannungsgleichungen (3.2), in die Gleichgewichtsbedingungen (3.6) unter
Beachtung der Vertrdglichkeitsbedingungen (3.4) und (3.5) eingesetzt, ergeben

fir die Verschiebungen folgende Differentialgleichungen

- flir die Radialverschiebung:

du _ 13%u _ d™u_u __ 1 e 2(1+v)a 9T
2 T Tt T 2T 3T T Ty o (1-2v) or (3.7
or o0z r
- fir die Axialverschiebung:
2 2 )
@_ﬂ_+ l.éﬂ.+ 9w _ 1 ki + 2(14+v)0 QZ (3.8)
3r2 r or 322 (1-2v) 23z (1-2v) dz :

Die Gln. (3.7) und (3.8) sind zwei lineare inhomogene partielle Differential-
gleichungen, ' in denen die Ableitungen der Dehnung (€) und der Temperatur (T)
als Stoérglieder auftreten. Um die Gleichungen 1ldsen zu kdénnen, miissen die

Funktionen €= €(r,2) und T = T(r,z) bekannt sein.

4. Das flir den Brennelementstopfen (Zone I) gliltige Belastungssystem

Im Brennelementstopfen wird bekanntlich kaum W&rme erzeugt, damit herrscht
in ihm iberall dieselbe Temperatur. Das bedeutet: Das in den Verschiebungs-
Differentialgleichungen (3.7) und (3.8) enthaltene Temperaturfeld ist kon-

stant bzw. die dort auftretenden Temperaturfeldableitungen sind Null.

Aus den genannten Gleichungen ergeben sich damit die hier gtiltigen tempe-

raturfeldfreien Verschiebungs-Differentialgleichungen

- fiir die Radilalverschiebung:

d’u , 1 9u , 37u u 1 o€
2t Tt T2 T 2T T 2w o (4.1)
or 9z r

1
—_— gt e e e = m ——— 4,
2 ( 2)



Un die Gln. (4.1) und (4.2) ldsen zu kénnen, muB, wie bereits bemerkt, die

Dehnung € = €(r,z) bekannt sein.

Den Laplace-Operator
32 13 . 92
A=ty %t 2
or 9z

auf Gl. (3.5) angewandt, ergibt fiir die Dehnung € folgende Differentialgleichung:

2€

Z

Q

|

%,
8r2

K[~
!l
Kim

Q
N

Gl. (4.3) stellt eine lineare homogene partielle Differentialgleichung dar.
Die allgemeine L&sung von Gl. (4.3) kann durch ein Separationsansatz gewonnen
werden.

Mit dem Produktansatz

e{r,z) = R(xr) Z(z) (4.4)

in Gl. (4.3) eingegangen ergibt, nach dem Trennen der Verdnderlichen:

2 2
1 d°R 1 OR 1 97z 2
(47 = - === = .
R ( 2 r Br) Z 2 K (4.5)
or dz
Hierbei ist (- K2) eine zundchst beliebige Konstante. (Beide Seiten von

Gl. (4.5) ko6nnen nur dann einander gleich sein, wenn sie gleich einer Kon-

stanten sind,)

Aus Gl. (4.5) ergeben sich die gewdhnlichen Differentialgleichungen

- fir die Radialfunktion:

d2R 1
dr r

- fir die Axialfunktion:




Gl. (4.6) ist eine Besselsche Differentialgleichung nullter Ordnung; ihre
allgemeine L&sung lautet:
= . 4,
R(x) ClJo(Kr) + C2N0(Kr) » (4.8)

Hierbei sind JO(Kr) und NO(Kr) die Besselfunktionen nullter Ordnung, erster

bzw. zweiter Art (Neumann'sche Funktion). C, und C, sind ebenfalls. zundchst

1 2
willkiirliche Konstanten.
Die allgemeine L&sung von Gl. (4.7) lautet:
Z(z) = p Sin (Kz) + g Cos (Kz) (4.9)

Hierbei sind p und q ebenfalls zundchst willkiirliche Konstanten.
Mit den Gln. (4.8) und (4.9) ergibt sich nach dem L&sungsansatz (4.4) als
allgemeine L&sung flir die Dehnung:

€(r,z) = [p Sin (kz) + g Cos (kz)] [ClJo(Kr) + C2NO(Kr)] (4.10)

Gl. (4.10) nach z und unter Beachtung der Differentiationsregel fir Zylinder-

funktionen Zm(Kr) (Linearkombinationen der Besselfunktionen)

dZm(Kr)

=K [~ Zm+1(Kr) + Zm(Kr)] (4.11)

m
dr (kr)
nach r differenziert(Ordnungszahl m = O) und in die Differentialgleichungen
fir die Verschiebungen (4.1) und (4.2) eingesetzt, ergibt

- fir die Differentialgleichung der Radialverschiebung:

(4.12)
2 2
9°u 1 du , 9°u u K .
>+ 7 5y + 5 5 = =20 [p sin (kz) + p Cos (Kz)][ClJi(Kr)+C2N1(Kr)]
or oz r
- fir die Differentialgleichung der Axialverschiebung:
(4.13)
2 2
07w 1 dw 2w K
— - = 4 = - :
3r2 t T o5y 322 1-29) [p Cos (Kz) + g Sin (KZ)][ClJO‘Kr)+CZNO(Kr)]

Die Gln. (4.12) und (4.13) stellen zwei lineare inhomogene partielle Differen-
tialgleichungen dar, in welchen Produkte aus Zylinderfunktionen (radial) und

hyperbolische Funktionen (axial) als Stdrfunktionen auftreten.



- 10 -

Nach der Theorie der Differentialgleichungen setzen sich die allgemeinen
Losungen von Differentialgleichungen mit Stdrgliedern aus der LOsung der
verkilrzten (homogenen) Gleichung plus einem partikularen Integral der un-

verklrzten (inhomogenen) Gleichung zusammen.

Die verkirzte Differentialgleichung der Radialverschiebung (4.12) lautet:

2 2

Ou , 1 o0u du u _
N N Y (4.14)
or 9z r

Zur Losung von Gl. (4.14) wird wiederum der Separationsansatz gemacht:

u(r,z) = R(r) 2(z) (4.15)

Mit diesem Ansatz in Gl. (4.14) eingegangen, ergibt nach Trennen der Ver&n-

derlichen die Gleichung:

2 2

1 ,9°R , 1 OR 1 197z _ 2

R 2ty 2Tz 277K (4.16)
or r dz

Hierbei ist (- K2) ebenfalls eine zunichst willkiirliche Konstante (die nicht
von vornherein mit der in Gl. (4.5) auftretenden identisch sein muB), Wie

sie wirklich aussehen muB3, ergibt sich sgpé&ter.

Aus Gl. (4.16) ergeben sich die gewdhnlichen Differentialgleichungen
- fir die Radialfunktion:

2 .
d R 1 dr 1
—-—2+-£_-'a';+(l< - 2)R—O (4.17)
dr r

- fiir die Axialfunktion:

- k% =0 (4.18)

Gl. (4.17) ist eine mit dem Parameter K behaftete Besselsche Differential-

gleichung erster Ordnung; ihre allgemeine LOsung lautet:

(Kr) + C_N, (Kr) (4.19)

R(r) = ClJ Ny

1

Hierbei sind Jl(Kr) und Nl(Kr) Besselfunktionen erster Ordnung, erster bzw.
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zweiter Art. C1 und C2 sind ebenfalls zundchst willklirliche Konstanten.

Sie sind nicht von vornherein mit den in Gl. (4.8) auftretenden identisch.
Eine Verwechslung von beiden ist, wie sich spdter herausstellen wird, kaum
méglich bzw., flir die Ergebnisse unerheblich. Daher muf3 zwischen ihnen nicht

unterschieden werden; d.h. die identische Bezeichnung kann beibehalten werden.

Gl. (4.18) ist mit Gl. (4.7) identisch, damit lautet ihre allgemeine Ldsung
(G1. (4.9)) entsprechend:

Z(z) = B, Sin (kz) + B

1 Cos (Kz) (4.20)

2

Hierbei sind B1 und B2 ebenfalls =zundchst willkirliche Konstanten.

Mit den Gln. (4.19) und (4.20) wird die LOsung der verkiirzten Radialverschie-
bungsgleichung (4.14) nach dem L&sungsansatz (4.15):

u(r,z) = [Blsin(Kz) + B Cos(Kz)][ClJl(Kr) + C2N1(Kr)] (4.21)

2

Die verkiirzte Differentialgleichung der Axialverschiebung (4.13) lautet:

2 2

Sw, Llow 3w _, (4.22)
2 r or 2

or 9z

Gl. (4.22) hat dieselbe Form wie die Differentialgleichung fir die Gesamtver-
zerrung (4.3); damit hat die allgemeine LOsung von Gl. (4.22) dieselbe Form
wie die der genannten Gleichung. Der Gl. (4.10) entsprechend lautet die all-

gemeine LOsung von Gl. (4.22):
w(r,z) = [P Sin(kz) + Q Cos(kz) ][ ClJo(Kr) + C2N0(Kr)] (4.23)

Hierbei sind P und Q ebenfalls zundchst willkirliche Konstanten. Die Konstan-
te K ist auch hier nicht mit den beiden vorausgegangenen, mit K bezeichneten
Konstanten von vornherein identisch. Ihr Wert wird sich im Laufe der weiteren

Rechnung ergeben.

Zur Losung der inhomogenen Radialverschiebungs-Differentialgleichung (4.12),
d.h. zur Bestimmung eines partikularen Integrals der unverkirzten Gleichung
wird ein der Ldsung der homogenen Gleichung (4.21) &hnlicher, aber von ihr
verschiedener Ansatz versucht, der die inhomogene Gleichung identisch befrie-

digt.
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Damit wird angesetzt:

ulr,z)= [BT Sin(kz) + Bg Cos(kz)] =z [ClJl(Kr) + C2N1(Kr)] (4.24)

Mit diesem L&sungsansatz in die inhomogene Differentialgleichung der Radial-

verschiebung (4.12) eingegangen, ergibt durch Koeffizientenvergleich flr die

Konstanten:
# - ____ 9 # - P
Bl = 20-2v) B T 2(t-2v) (4.25)

Die Gln. (4.25) in Gl. (4.24) eingesetzt, ergibt als partikulares Integral der
unverkiirzten Radialverschiebungsgleichung (4.12):
1 .
u(r,z) = TI-2v) [g sin(KXz) + p Cos(kz) 1z [ClJl(Kr) + C2N1(Kr)](4.26)
Zur Losung der inhomogenen Axialverschiebungs-Differentialgleichung (4.13)
wird ebenfalls ein der L&sung der homogenen Gleichung (4.23) &hnlicher, aber
von ihr unterschiedlicher Ansatz versucht, der die inhomogene Gleichung (4.13)

identisch befriedigt. Damit wird angesetzt:
w(r,z)= [P*Sin(Kz)+Q*Cos(Kz)]z[ClJo(Kr)+C2NO(Kr)]+ A £(z) (4.27)

Das axiale Glied A f(z) wurde hier noch zusdtzlich eingefiihrt, um die axialen
Lagerungsverhdltnisse am Stopfenende berilicksichtigen zu kénnen. A bedeutet hier

eine Konstante.

Mit dem L&sungsansatz (4.27) in die inhomogene Axialverschiebungs-Differential-
gleichung (4.13) eingegangen, ergibt durch Koeffizientenvergleich fiir die Kon-

stanten:

p* - _ P __ o _ 9 )
2(1-2v) ' Q 2(1-29) (4.28)
Die Gln. (4.28) in Gl. (4.27) eingesetzt, ergibt als partikulares Integral der

unverkirzten Axialverschiebungsgleichung (4.13):

1

w(r,z) = S o0y

[p Sin(Kz) + g Cos(Kz)]z[ClJo(Kr) + CZNO(Kr)] + A f(z)

(4.29)
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Aus den Lésungen der verkiirzten Gleichungen (4.21) und (4.23) und den parti-
kularen Integralen der unverkiirzten Gleichungen (4.26) und (4.29) lassen sich,
wie bereits bemerkt, die vollstdndigen LOsungen der inhomogenen Verschiebungs-
gleichungen additiv zusammensetzen, Die in Gl. (4.21) auftretenden Konstanten
B1 und B2 kénnen noch eliminiert werden. Mit den obengenannten Gleichungen
als Gesamtldsungen der Verschiebungsgleichungen (4.12) und (4.13) und der L&~
sung der Verzerrungsgleichung (4.10) in die Vertradglichkeitsbedingung (3.5)

eingegangen ergibt:

(3-4v)

T1-2v)c PSin(Kz)+qCos(kz)]

B,Sin(kz)+B _Cos!kz)= -[PCos (kz)+0Sin(kz)] +

1 2

Diesen Ausdruck in Gl. (4.21) eingesetzt und dieselbe mit Gl. (4.26) addiert,

ergibt als Gesamtldsung der inhomogenen Radialverschiebungsgleichung (4.12):

u(r,z)= {-[PCos(kz)+QSin(kz) ]+ 5%%5%%%; [pSin(Kz)+gCos(Kz) ]
+ “2"(-1'%'\7)- [gSin(Kz)+pCos(kz)] } [CJ, (Kr)+C N, (Kr)] (4.30)

Die Gln. (4.23) und (4.29) addiert, ergibt als Gesamtldsung der inhomogenen

Axjialverschiebungsgleichung (4.13):

w(r,z) ={[Psin(kz) + QCos(kz)] (4.31)
- -—-—-—-—-——2(1f2v) [ pSin(Kz) + gCos(kz)] } [ClJo(Kr) + C2N0(Kr)] +. A £(z)

Anmerkung:

Aus dem Einsetzen der Gin. (4.10), (4.21), (4.23), (4.26) und (4.29) in die
Vertrdglichkeitsbedingung (3.5) zur Elimination der Konstanten B1 und B2 ergab
sich, daB die in den Gln. (4.5), (4.16) und (4.23) auftretenden Konstanten K

identisch sein miissen.

Ableitung der Spannungen aus den Verschiebungen: Mit den Verschiebungsglei-
chungen (4.30) und (4.31) und der Verzerrungsgleichung (4.10) unter Beachtung

der Differentiationsregel fiir Zylinderfunktionen Zm(Kr)(4.11)

dZm(Kr)
dr

m
(Kr)

=klz _ (kr) - z_(Kr)] (4.32)

(mit m=1) in das temperaturfeldfreie (T = O) Spannungssystem (3.2) eingegangen,

ergibt
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- flir die Radialspannung:

E . 3-2 ,
= 1) {[-x(PCos (kz) +QSin(kz)) + Eﬁi:ag%-(pSLn(Kz) + gCos(kz) )

+ ‘Eﬁ%%%gb(qSin(Kz) + pCos(kz)) ] [C,J,(Kr) + CN, (kx)]

- (Ki) [ - K(PCos(Kz) + QSin(Kz)) + 5%%5%%%—(psin(Kz) + gCos(Kz))
K .
+ E?T%EGT'(qSin(Kz) + pCos(Kz))] [ClJl(Kr) + C2N1(Kr)] } (4.33)
- fir die Tangentialspannung:
0, (r,z2) —(1EV) { %- [- (PCos(kz) + QSin(kz) ) + ——o—¥)_ (Lsin(kz) + 4Cos (k2))

2(1-2v)k

z ]
* S{1oovy (@Sin(kz) + pCos(kz))] [C,J, (kr) + C,N, (kr)]

V .
+ YT:EGT'(pSLn(KZ) + gCos (Kz)) [ClJO(Kr) + C2N0(Kr)]} (4.34)
- fir die Axialspannung:
Oz(r,z) = (1Ev)'{ [K(PCos(kz) + QSin(kz)) - %-(pSin(Kz) + gCos(Kz))

— Kz _ ; 3 £(z)
" S(i-zv) (PCos(Kz) + gSin(kz))1 [C, 3 (k) + CN (kr)] +a 5—= }
(4.35)
- fir die Schubspannung:
T(r,2) = == {- k (PSin(Kz) + QCOS(Kz)) + e (pCos(Kz) + qSin(Kz))
! (1+v) (1=2v)
+ ETnggr (pSin(Kz) + gCos(kz))} [ClJl(Kr) + C2N1(Kr)] (4.36)

Mit den Verschiebungsgleichungen (4.30) und (4.31) und den daraus abgeleite-
ten Spannungsgleichungen (4.33), (4.34), (4.35) und (4.36) sind die Verschie-

bungen und Spannungen eines unter &uBeren Kraftwirkungen stehenden zylinder-
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f&rmigen Kbrpers in voller Allgemeinheit als Funktion des Ortes dargestellt.
Dabei ist es gleichgiiltig, ob es sich um einen Voll- oder Hohlzylinder han-

delt.

Die in den genannten Gleichungen auftretenden Konstanten P, Q, p, q, A, Cl’

C2 und K sind aus den fir den betreffenden K&rper gliltigen Verschiebungs-

bzw. Belastungsbedingungen zu bestimmen.
In dem hier vorliegenden Fall handelt es sich um die mechanische Belastung des

unteren Brennelementstopfens.

Randbedingungen:

Durch eine verhdltnismdBig rasche Leistungserhdhung, deren mechanische Aus-
wirkung auf einen Reaktorbrennstab hier untersucht werden soll, wird die Brenn-
stoffsdule in der axialen Brennstabzone,in der zwischen Brennstoff und Hille
ein Gasspalt besteht, wegen des schlechten WarmelGbergangs ziemlich aufgeheizt
und zwar solange, bis sich zwischen erzeugter und abflieBender Wirme ein ther-
modynamisches Gleichgewicht eingestellt hat. Der Stopfen wird, wie bereits
bemerkt, in dem Radialbereich der auf ihm stehenden Brennstoffsdule (r = O

bis ¥ = b) durch die axiale thermische Ausdehnung derselben auf Druck (- po)
und in dem mit der Hille verschweiBten Radialbereich (r = b bis r = a) auf

Zug (Pl) beansprucht.

Wenn man den Zentrierzapfen, der keinen groBen Einfluf auf die Spannungsver-
teilung im Stopfen besitzt, vernachlidssigt, kann er mit seinen eingeprégten
Spannungen als belasteter Vollzylinder angenommen werden. Schematisch ist er

durch Abb. 2 dargestellt.

z
P, | | Po P,
Hullbereich — |
<
1
/ SNVARYSETARN N S S A
a

Brennstoffsdulenbereich

Abb. 2 Schematische Darstellung des Brennelementstopfens
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Man kann annehmen, der Stopfen ist am unteren Ende unverschiebbar gelagert.
Das Eigengewicht des Brennstabes wird vernachldssigt. Der in radialer Rich-
tung wirkende Kilhlmitteldruck wird mit Null angenommen. Die Kihlmittelwand-

schubspannung wird als vernachldssigbar klein angesehen.

Damit und ~ nach Abb. 2 gelten fiir den belasteten Stopfen die Randbedingungen:

w(r,0) = 0O (4.37)
Or(a,z) =0 (4.38)
T{r,0) = 0O (4.39)
T(r,hl) =0 (4.40)
T(a,z) =0 (4.41)
o (x,0) =0 (4.42)
Oz(r’hl) = - pO (fir O £ r » b) (4.43)
Oz(r,hl) = P (fir b £ r € a) (4.44)

AuBer diesen Randbedingungen miissen sowohl flr die Verschiebungen als auch fir
die Spannungen fliir ¥ = O endliche Werte bestehen. Die Neumannschen Funktionen
No(Kr) und Nl(Kr) sind fir r = O nicht‘regular, sie kdénnen damit keine LOsung
des Problems sein. Damit muf in den Verschiebungsgleichungen (4.30) und (4.31)

und in den Spannungsgleichungen (4.33) bis (4.36) die Konstante 02 = 0 sein,

In den genannten Gleichungen werden die Produkte der Konstanten P, Q, P und
q multipliziert mit der Konstante C1 zu neuen Konstanten. Die alten Bezeich-

nungen werden aber beibehalten. Damit verschwindet 01 aus dem Gleichungssystem.

Die restlichen in den Gleichungen vorkommenden Konstanten sind aus den vor-
stehenden Randbedingungen zu bestimmen. Die Randbedingungen (4.38) und (4.41)
kénnen beide nur erfiillt werden, wenn in der Radialspannungsgleichung (4.33)
der mit J2(Kr) behaftete Term nicht mit einbezogen, d.h. weggelassen wird.
Dann ergibt sich mit Gl. (4.33) nach der Randbedingung (4.38) oder mit GI1.

(4.36) nach der Randbedingung (4.41) (mit C, = 0) die "Eigenwertgleichung":

2

Jl(K a) =0 (4.45)

Gleichung (4.45) ist eine transzendente Gleichung. Sie hat unendlich viele

Ldsungen (Kl’KZ’K o Knoo.)u Nach der Randbedingung (4.39) ist T(r,0) = O.

3
Da aber Cos (0) + O ist, missen nach Gl. (4.36) die Konstanten Q = p = O sein.

Mit den bereits gewonnenen Erkenntnissen nehmen die filir den unteren Stopfen

giltigen Verschiebungs- und Spannungsgleichungen folgende Form an:
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(4.46)
o .,(3—4v)‘qn 9.2
u(x,z) = nzl{ - PnCos(an) + E?T:E;TE; Cos(an) + ETT:E;T Sln(KnZ)} Jl(Knr)
0 . 9.2 ,
w(r,z) = nzl{ [PnSin(an) = 3(1-2v) Cos(an)]Jo(Knr) + An f(z)} (4.47)
o (3-4v)qg Kzg J, (K r)
! ' - ——n _.n_n_ . 1 n
Oy (x12) = gy oLy ([P~ Famayy JCos(ky2) - S5y Sink2)} (k1)
(4.48)
| o (3-4v) q Kzgqg J, (K r)
== - — D n_n_ . 1" n
O t12) = oy il HORGPn * rrmgey ) 00802 * gy SRty G
(4.49)
0 q K zq
E 1 . n n .
Oz(r,z) =TT nél{ L (KnPn -5 ) Cos(an) T Sln(an)] JO(Knr?
of (2)
+A 5, ) (4.50)
o (1-v) g Kzg
- {r - D g o n
Tire2) = gy G D Py oy sinikgE) + gy Costkg@ ) Iy (k)
(4.51)
Anmerkung:

In den Spannungsgleichungen (4.48) und (4.49) treten fir r = O die unbestimmten
Ausdricke g-auf. Zur Bestimmung dieser Spannungsgrenzwerte wird die l'Hospital-
sche Regel angewandt. Sie soll hier nicht gesondert angeschrieben werden.

Der Zusammenhang zwischen den Hypérbelfunktionen und der Exponentialfunktion

ist durch folgende Gleichungen gegeben:

. e|<z _ e—Kz eKz + e-Kz
Sin(kz) = —————Er———— ' Cos (Kz) =

(4.52)

Schon oberfl&chliche Abschitzungen zeigen, daB die nach Gl. (4.45) zu bestim-

menden Eigenwerte Kn mit den in Prage kommenden Brennstabradien a relativ grof
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sein werden. Damit gilt fiir die Axialargumente in der haupts&chlich interessie-

renden (hochbelasteten) Axialzone: (an)>> 0.

Damit ergibt sich aus den Gln. (4.52):
K =z

n
e

2

Sin(K z) = Cos{(k z) = (4.53)

n n
Damit gehen die Axialfunktionen des Spannungs-Gleichungssystems von den Hyper-—
belfunktionen in die Exponentialfunktion tiber. Es ist nun naheliegend, die in
Gl. (4.47) auftretende,noch unbekannte Funktion f(z) ebenfalls als Exponential-

funktion anzunehmen.

Damit und mit Gl. (4.53) in die Gln. (4.46) bis (4.51) eingegangen (den Faktor

1/2 in die Konstanten einbezogen), ergibt:

© K z q .
_ n n (3-4v)
u(r,z) = Ie {-p + STy L Kn +2] } 3 (kD) (4.54)
o an 2z qn
w(r,z) = néle { [Pn STyl ] JO(Knr) + An} (4.55)
K =z q - J,{K r)
_ E ‘ n - n _ 1 n
Or(r,z) =TTV n£1 e [KnPn ETT:EUT ( (3-4v) + an)] —TEZET— (4.56)
© K =z g J, (K r)
E n n 1" ' n
Ot(r,z) YTI;T n£1 e { I:_KnPn + 2(1-2v) ¢ (3-4v) + an)](Knr) }
(4.57)
E L) an 1 an
Oz(r't) (1+v) nél e {[KnPn N qn(§.+ 2(1-2v) ) 13 (Knr) + KnAn}
(4.58)
> an qn
T(r,2) 1) néle { - Ko+ ooy [ 2(1-v) + k 2] } J, (k1)
(4.59)

Wenn man beachtet, daB - wie bereits bemerkt - die axialen Argumente (an) im
Hauptbelastungsbereich relativ groB sind und die Belastungen, wie Abschit-
zungen zeigen, bei kleinen Argumenten (an),also bei kleinem z,nur noch unbe-

deutend sind, kénnen die Gln. (4.54) bis (4.59) noch etwas vereinfacht werden.
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Man kann dann flir sie schreiben:

b an . qn Z
u(r,z) = ngl e [- Pn + ETT:EGT] Jl(Knr) (4.60)
0 an qn z
w(r,z) = ngl e { [Pn - m)- 1 Jo(Knr) + An } (4.61)
L) K _z q z J, (K_r)
_ _E n n 1''n
O (£12) =TTy ok Kne [Pn - ooy ! (k1) (4.62)
o K 2 q z J, (K r)
_ __E n’ _ n 1 'n
Op(rrz) = Ty nf1 % (- P+ 5y ) (_7) } (4.63)
© K z qg z
E n n
oz(r,z) (1+Vv) nél |<n € { [Pn - ETT:EGTJ Fo(Knr) * An} (4.64)
q =z
©o K 2z T
E o N [P 4+ ———— 17, (K x) (4.65)
T(x,2) 1) ngl KAE n 2(1—2v) 1 ™n

Die restlichen drei Serien der in den vorstehenden Gleichungen noch unbekannten
Konstanten Pn' q, und An sind aus den noch verbliebenen Randbedingungen (4.40),
(4.42) und der fir den jeweils betreffenden Radialbereich giiltigen Randbedin-
gung (4.43) oder (4.44) zu bestimmen,
Aus den Spannungsgleichungen (4.62) bis (4.65) erkennt man, daB sich die Span-
nungen in axialer Richtung mit der Exponentialfunktion verdndern. Man kann
daher -von vornherein annehmen, daf sie mit dem Entfernen von der axialen Last-
angriffsfldche mit der Exponentialfunktion abnehmen. Wegen den zu erwartenden
groBen Eigenwerten Kn werden die Exponenten der Exponentialfunktionen mit wach-
sendem n dem Betrag nach rasch sehr groB. Damit werden die Glieder der in den
Gleichungen auftretenden Reihen schnell sehr klein, Man kann daher mit guter
Ndherung diese nach dem ersten Glied abbrechen. Damit entfdllt in den Gln.
(4.60) bis (4.65) das Summenzeichen sowie der Index n.
Gl. (4.65) liefert mit der Randbedingung (4.40) :

h

1
P ¢ (468
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Im folgenden sind die fiir den Brennstoffsiulenbereich giltigen GroBen mit dem
Index b, die fiir den Hilllbereich gliltigen mit dem Index c bezeichnet.

Mit Gl. (4.64) wird aus der Randbedingung (4.43):

K h h
sy KM !
P 5 = K & { [Pb. CRE) ] JO(K r) + B, } (4.67)

Mit Gl. (4.64) wird aus der Randbedingung (4.44):

K h g, .h
(1+V) 1 e 1
P p = K e (e, - 5azn) Joko +a ) (4.68)

Gl. (4.64) liefert mit der Randbedingung (4.42):
S (P J_(kzxr) +A) dF =0 _ (4.69)
0
(F)
Hierbei ist F die Querschnittsfliche.

Flir den Brennstoffsidulen-Radialbereich (r = O bis r = b) wird aus Gl. (4.69):

b b
Pb J JO(K r) dr + Ab. Jrdr =0 (4.70)
(0] (0]
Flir den HUll-Radialbereich (r = b bis r = a) wird aus G1, (4.69):
a a
p SJrJd(xkzr)ydr+a f[frdr =0 (4.71)
c. o 0 c 5

Fir das in den Gln. (4.70) und (4.71) auftretende Integral der Besselfunktion

gilt:
y r
JraJ («r) ar = = J,(Kk 1) (4.72)
5 © k1

Mit dem Integral (4.72) nach Einsetzen der Integrationsgrenzen in Gl. (4.70)
eingegangen, ergibt nach dem L&sen des zweiten Integrals:

2 Jl(K b)

Abw = - ——TE_ET_— Pb, (4.73)
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Mit dem Integral (4.72) nach Einsetzen der Integrationsgrenzen in Gl,

eingegangen, ergibt nach dem L&sen des zweiten Integrals:

2(a 3 (< a) - bJd, (kb))

A = - P
c . " (a2 _ b2) c

Unter Beachtung der Eigenwertgleichung (4.45) wird aus Gl. (4.74):

2b J1(K b)

A = P
c K (a2 _ b2) c

Mit Gl. (4.66) in Gl. (4.67) eingegangen ergibt damit:

-K h1
(1+)) e

By T 7P TE K

Mit Gl. (4.66) in Gl. (4.68) eingegangen ergibt damit:

-K h1
_ (1+v) e
c 1 E K

Mit Gl. (4.75 in Gl. (4.73) eingegangen ergibt:

-k h,
_ (14V) be
b -~ Po T E 2 3, (< b)

Mit Gl. (4.76) in Gl, (4.74a) eingegangen ergibt:

K h
(14v) (a2 = b2y e

1
= p .
c 1 E 2b J1(K b)

(4.71)

(4.74)

(4,.74a)

(4.73)

(4,76)

(4.77)

(4.78)
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Mit Gl. (4.77) wird aus Gl., (4.66):
-K h1
q - (1+v) - " (1=2v)b e :
b (o] E J, (K b) h
1 1
Mit Gl. (4.78) wird aus Gl, (4.66):
- h
¢ =p W (-2m@-op? e !
C 1 E h

b Jl(K b)

(4.,79)

(4.80)

Mit den Gln. (4.75%), (4.77) und (4.79) in die Spannungsgleichungen (4.62) bis

(4.65) eingegangen, ergibt fir den Radialbereich der Brennstoffsiule (r

=0

(4.81)

(4.82)

(4.83)

(4.84)

bis r = b) die Stopfenbelastungen (Spannungen) :
b J, (K - h, -
o (r.2) = EQ (k b) (1o 1( r) K ( 1 z)
r 2 Jl(K b) h1 (€ )
- h_
( . Py (K b) IR T Ji(K r) ] e ( 1 z)
Opfrez) =5 3, (K B) h, (K 1)
p (K b) =K (h,-2)
= 0 —_—— (- 2 - e 1
0 (xez) =3 {Jl(K By (1 h, ) Jolex) - 23 e
p (K b) -k (h,6-z)
0 z 1
T(r,2) = = L 5 B) (1 - h1) 3, (K r)le
Mit den Gln. (4.76), (4.78) und (4.80) in die Spannungsgleichungen (4.62) bis

(4.65) eingegangen, ergibt fir den Radialbereich der Hille (r =

die Stopfenbelastungen (Spannungen):

p K (a2—b2)
o _(r,z) = L —_— (1 -
r! 2 b Ji(K b)
p1 K (a2-b2)
Op(rrz) == Ea k) T

1

b bis r
2 Jl(K xr) ;K (hl—z)
h1 (er)
2 Jl(K r) : -K (hl—z)
h (K r) ©

= a)

(4.85)

(4.86)
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.P1 .K-(a?sz) 2 —K.(hl—z)

0 (re2z) = —= {m (1- q ) Ik T) + 2} e (4.87)
P, C K _(azebz) ” -K (hl-z)

T(r,z) = > - ETE??ETES-(l- EI) JI(K r)le (4.88)

Mit den Gln. (4.81) bis (4.88) wurde ein verhdltnismiBig einfacher Formalismus
entwickelt, der die Spannungsverteilung eines Brennelementstopfens beschreibt,
wenn er durch die auf ihm aufstehende Brennstoffsdule mit dem Druck (- po) und
dgrch die mit ihm verschweiBte HuUlle auf Zug (pl) belastet wird. Diese Belastung
entsteht durch die verhinderte axiale thermische Ausdehnung der aufgeheizten

Brennstoffsaule.

Aus den genannten Gleiqhungen erkennt man (durch Einsetzen der Randkoordinaten),
daB an der Stelle der axialen Maximalbelastung (z = hl) und am Rand des Brenn-
stabes (r = a) die Randbedingungen exakt erflllt sind. Das bedeutet: in der Um-
gebung der maximalen Belastung werden die Spannungsverhédltnisse durch den vor-
stehend entwickelten Formalismus genau beschrieben., Am unteren Ende des Stopfens
(z = 0) werden die Randbedingungen nicht ganz erfﬁllt.‘Es bleiben dort nach den
Formeln geringe Restbetrdge., Die wahren Werte miBten (nach den Randbedingungen)
Null sein. Da &er, wie aus den Gleichungen hervorgeht, die Spannungen mit der
Exponentialfunktion abnehmen, sind diese Restbetrdge minimal, so daf der Fehler
dort sehr klein bleibt. Interessant ist, daB die Spannungen mit der Exponential-
funktion abnehmen; d.h. duBere Belastungen - dergestalt wie sie hier gegeben
sind - erzeugen nur im unmittelbar angrenzenden Bereich des Kd&rpers nennenswerte
Spannungen. Sie klingen mit zunehmender Entfernung von der Angriffsfldche sehr

schnell ab.

5. Das Belastungssystem fir die Kontaktzone Brennstoff/Hille

Bei der Aufheizung der Brennstoffsdule erfdhrt diese Zone eine zweifache Be-
lastung. Einmal ist es die iuBere Belastung, die dadurch entsteht, daB der noch
freistehende Anteil der Brennstoffsiule (in Zone III) sich in axialer Richtung
auszudehnen versucht und dadurch im Radialbereich der Sdule auf das sich daruber

befindliche System drickt. Dadurch wird das betrachtete System im Radialbereich
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der Brennstoffsdule (r = 0 bis r = b) auf Druck, im Radialbereich der Hiille

(r = b bis r = a) auf Zug beansprucht. Es ist dies dieselbe Belastung, die

der schon betrachtete Stopfen erfihrt. Zum anderen wird diese Zone durch das
Temperaturfeld T belastet, welches durch den sich in ihr befindenden,ebenfalls

aufgeheizten Brennstoffsdulenanteil erzeugt wird.,

Zur mathematischen Behandlung dieses Systems sind die vollstédndigen Differen-

tialgleichungen der Verschiebungen (3.7) und (3.8) zu ldsen.

Da es sich bei den genannten Gleichungen um lineare Gleichungen handelt, k&n-
nen die Gesamtlbsungen aus Teilldsungen zusammengesetzt.werden. Demnach lassen
sich auch die Differentialgleichungen, aus denen sie hervorgegangen sind, auf-
spalten. Letztere lassen sich damit aufspalten in solche, die die Wirkungen
der &duBeren mechanischen Krédfte beschreiben und solche, die die thermischen

Wirkungen beschreiben.

5.1 Das mechanische Belastungssystem

Nach dem Prinzp der Gleichheit von actio und reactio sind die auf das
System wirkenden &duBeren Krdfte génau dieselben, wie die auf den Stopfen
wirkenden. Wenn man nun den Koordinatenursprung an das obere Ende der
verklebten Zone mit der positiven z-Richtung nach unten legt, gelten
genau die durch die Gln. (4.37) bis (4.44) gegebenen Randbedingungen.
Damit gelten auch hier die Spannungsgleichungen (4.81) bis (4.88). Nur
ist dort die Stopfenhdhe (hl) durch die Ldnge der verklebten  Zone (h2)
zu ersetzen, Der einzige Unterschied zwischen dem Stopfen und der hier
betrachteten Zone ist, daB in der letztgenannten Materialien mit verschie-
denen Elastizitdtsmodulen vorhanden sind. Da aber der Elastizitdtsmodul
in den genannten Gleichungen nicht mehr vorhanden ist, gelten diese hier
uneingeschrdnkt. Damit ist das von den mechanischen Kraftwirkungen her-
vorgerufene Belastungssystem mathematisch durch die Gleichungen (4.81)

bis (4.88) beschrieben,

5.2 Das thermische Belastungssystem

Wegen des kleinen Verhdltnisses von Brennstabradius zu Brennstablénge
und wegen des in der betrachteten Zone bestehenden kleinen axialen Tem-
peraturgradienten kann der WarmefluB in axialer Richtung vernachlédssigt

werden. Damit wird das in den Verschiebungs-Differentialgleichungen (3.7)
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und (3.8) auftretende Temperaturfeld, wenn man es zundchst als stationdr

annimmt, T = T(r) (ndherungsweise) eine reine Radialfunktion.

Man kann nun, wegen der Linearitdt der das System beschreibenden Diffe-
rentialgleichungen die Wirkungen des Temperaturfeldes (a) in ein reines
schubspannungsfreies Radialsystem und (b) in ein schubspannungsbehaftetes
System zerlegen. — letzteres entsteht durch die unterschiedlichen Warme-
ausdehnungszahlen von Brennstoff- und Hillmaterial —und beide getrennt

behandeln.

a) Das schubspannungsfreie System:

Wegen T = T(r) werden die "thermischen" Spannungen und die Radialverschie-
bung u = u(xr) reine Radialfunktionen, Wegen‘dem Fehlen der Schubspannung
(T = 0) wird, nach Gl. (3.2d), die Axialverschiebung w = w(z) eine reine
Axialfunktion,

Es wird damit:

9T _ ou _ Ow _ '
. 0, e 0, o 0 , (5.1)

Die Vertridglichkeitsbedingung (3.5) nach r differenziert und, unter Be-
achtung von Gl. (5.1) in die Radialverschiebungs-Differentialgleichung

(3.7) eingesetzt, ergibt fur dieselbe:

d®u 1 du_u _ (+vg dr (5.2)
dr2 r dr r2 (1-v) dar

Die Vertriglichkeitsbedingung (3.5) nach z differenziert und, unter Be-
achtung von Gl. (5.1) in die Axialverschiebungs-Differentialgleichung

(3.8) eingesetzt, ergibt filir dieselbe;

- =0 (5.3)

Gl. (5.2) laBt sich folgendermaBen schreiben:

1 dur)
d (r dr ) -~ (1+y)g 4T
dr T (1=v) dr

(5.4)
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Gl. (5.4) zweimal integriert, ergibt fiir die Radialverschiebung:

.C

_(+va 1 2
u(r) 1)y = SrT(r) dr + C,x + = (5.5)

Hierbei sind Cy und ¢, zundchst beliebige Konstanten,

Gl. (5.3) zweimal integriert, ergibt filir die Axialverschiebung:

w(z) = Ajz + A, (5.6)

Hierbei sind A1 und A2 ebenfalls zundchst willkiirliche Konstanten. A2 kann
im weiteren als Null gesetzt werden, da sie nur eine Transversalverschie-

bung des gesamten Systems bedeutet.

Mit den Gln. (5.5) und (5.6) in die Vertraglichkeitsbedingung (3.5) einge-

gangen, ergibt:

= Ae ny Lo +a (5.7)

e(r) = 11%) 1 1

Mit den Gln. (5.5), (5.6)- und (5.7), unter Beachtung von Gl. (3.4) in die

Spannungsgleichungen (3.2) eingegangen, ergibt flir die Spannungen:

(C1+\) A1) c, a
) 0p(0) =B Uiy~ TTwe? T (Towgz T ar )
(C,+VA,) C
_ 1 1 2 o _ 1
{p) O.(r) =E ooy T2 ~ o [ T® > J rT(r) arl }
(1—\))Al+2\)c1 o
°) 0 () = Bl—gsyy - oy T ) (5.8)

\

Die in den Gln. (5.8) hergeleiteten Spannungen gelten sowohl fir den Brenn-
stoffzylinder als auch fir die Hllle; je nachdem welche Temperaturverteilung
verwendet wird.

Die in den Gln. (5.8) auftretenden Konstanten sind aus den Randbedingungen

Zu bestimmen.

Am AuBenrand des Brennstabes (r = a) ist die Radialspannung Null., In der

Kontaktflédche Brennstoff-Hiille (r = b) sind die Radialspannungen von Hille
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und Brennstoffséule gleich (gleich dem Kontaktdruck); auBerdem sind dort
die Radialverschiebungen derselben gleich. Ferner haben die Spannungen in der
Brennstoffsdule fiir r = O endliche Werte. An den Enden des Systems treten

hier keine Belastungen auf.

Damit gelten hier die Randbedingungen:

Grc(a) = 0 (5.9)

9., = g, (b) | (5.10)

uc(b) = ub(b) (5.11)

o, (0)

xb $ (5.12)

Op (O

b

6 Ozb rdr =0 (5.13)

a

fo,, rdr=0 (5.14)
ZzC

In den Randbedingungen (5.9) bis (5.14) und im folgenden bezeichnen die Indices
¢ die HGlle und b den Brennstoff.

Un die Konstanten in Gl. (5.8) mit den vorstehenden Randbedingungen bestimmen
zu kénnen, muB die Temperaturverteilung in Brennstoffsdule und Hllle bekannt

sein.

Das Temperaturfeld T = T(r,t) im Brennstoffzylinder und der Hille: Die Tempe-

raturverteilung im Brennstab ist durch folgende Warmeleitungsgleichung gege-

ben:
2 2 2
_15_(.@_.'}2‘_ +l §E+—%L§_+u)+%=%% (5.15)
pc Ty, roar 2 302 oz P

Hierbei ist k/pc die Temperaturleitfdhigkeit, k die Warmeleitfdhigkeit, p die
Dichte, c die spezifische Wirme und q die Warmequelldichte.

82 a2
Wegen T = T(r) wird Q—E- = E—E- = 0.

302 %
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Damit wird aus Gl. (5.15):

X @r,ler, .4 . & (5.16)

l

Gl. (5.16) gilt sowohl fir die Brennstoffsiule als auch flir die Hiille. Fir

letztere ist, da in ihr kaum Widrme erzeugt wird, g = O zu setzen.

Im allgemeinen ist die Warmeleitfdhigkeit k eine Funktion der Temperatur.

In dem hier zu erwartenden Temperaturbereich nimmt sie mit zunehmender Tempe-
ratur ab. Gleichzeitig nimmt aber auch die Dichte p ab. Damit kann man hier
mit guter Ndherung die Temperaturleitfdhigkeit als konstant annehmen. Da

Gl. (5.16) linear ist, 1l&Rt sich die Temperatur aufspalten in einen statio-
ndren Anteil TS = Ts(r) und einen instationdren Anteil Ti = Ti(r,t) und

die Gesamttemperatur additiv aus beiden Anteilen zusammensetzen. Damit gilt:
T(r,t) = Ts(r) + Ti(r,t) (5.17)

Mit Gl. (5.17) in Gl. (5.16) eingegangen und dieselbe zerlegt, ergibt
- fiir den stationdren Anteil (wenn die Warmequelldichte g zundchst als
konstant angenommen wird) :

2

x d TS 1 d TS
— > + - ) +—C-L=o (5.18)
pc dr r dr pc

- fir den instationdren Anteil:

i = 1 L ) = L (5.19)

pc ] r2 r 9r 2 t

Lésen der fir die Brennstoffsiule gliltigen stationdren Wédrmeleitungsgleichung:

Gl. (5.18) etwas umgeformt lautet:

am
d (r = )
= -3 4 (5.20

dr kb

Gl. (5.20) zweimal integriert, ergibt fiir die Brennstoffsdulentemperatur:

. 2
-3 I
Tbs(r) kb 7 + c1b nr + c2b (5.21)
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In Gl. (5.21) muB die Integrationskonstante C = O sein, weil die Temperatur

1b

fir r = O einen endlichen Wert besitzen muB. Die . Integrationskonstante C2b ist

aus einer Randbedingung zu bestimmen.

Lésen der fiir die Brennstabhiille gliltige stationdren Warmeleitungsgleichung:
In der Brennstabhiille wird kaum Wirme erzeugt. Damit ergibt sich aus Gl. (5.18)

(mit g = 0) die fir die Hiille gliltige stationdre Wirmeleitungsgleichung:

2

a T.o 1 arT

—== = €% - o (5.22)
2 r dr

dr :

Die allgemeine L&sung von Gl. (5.22) lautet:

T (r) =C fnr +C (5.23)
cs 1c 2c

Hierbei bedeuten C1c und C2C Integrationskonstanten; sie sind aus den Randbe-

dingungen zu bestimmen.

Randbedingungen:

Setzt man die Kihlmitteleintrittstemperatur der Einfachheit halber Null und
vernachldssigt die Kihlmittelaufheizung, dann gilt fiir den Warmeiibergang Hillle-
Kihlmittel (r = a) die Randbedingung:

drT \

= = -8 T_(a) . (5.24)

kc dr
r=a

Hierbei ist B die Wiarmeilibergangszahl Hiille-Kiihlmittel.

In der Grenzfliche Brennstoff-Hilille (r=b) wird keine Warme gespeichert; dies

fihrt auf die Randbedingung:

d Tc d Tb
k : = K (5.25)
¢ dr r=b b dr r=b

Obwohl in diesem hier betrachteten Brennstababschnitt die Brennstoffsiulenober-
fliche an der Hillinnenwand anliegt, sind in der Berlhrungsfldche (r=b) die Tem-—

peraturen von Brennstoff und Hille nicht gleich. Damit gilt die Randbedingung:
T (b) = T _(b) - AT (5.26)

- AT ist der Temperatursprung in der Grenzschicht.

Mit den allgemeinen Temperaturgleichungen (5.21) und (5.23) in die Randbedingungen

(5.24), (5.25) und (5.26) eingegangen, ergibt (mit C1b= 0) fiur die Konstanten:
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k
kg
S © i U Al €
lc 2k ! 2¢c B 2 k
C C
qb2 1 1 1 " a
= = — - 2 + A
S =3 [(2kb+aB)+kc2n(b)] T

Mit diesen Ausdriicken .in die Temperaturgleichungen (5.21) und (5.23) einge-

gangen, ergibt filir ‘die stationdren Temperaturverteilungen

- in der Brennstoffsiule:

q (b2 - r2) b2 kc a
Tbs(r) 3 [-—?;75:-— + E;' ( gt n (Eﬁ Y] + AT (5.27)

- in der Brennstabhiille:

q b2 kc
Tcs(r) - 2 kc L a B

+ %n (%) ] (5.28)

Lésen der instationdren Warmeleitungsgleichung (5.19):

Da die Gl., (5.19) linear ist, kann ihre allgemeine L&sung durch einen Produkt-

ansatz gewonnen werden. Es wird gesetzt:
Ti(r,t) = §(r) Y(t) (5.29)

Mit diesem Lésungsansatz in Gl. (5.19) eingegangen, ergibt nach Trennen der

Veradnderlichen:
_1_(32¢+1§91)_0_cli! - -2 (5.30)
', 27 kT k¥ s T )

Hierbei ist (- Xz) eine zundchst willkirliche Konstante.

Aus Gl. (5.30) ergeben sich die gewdhnlichen Differentialgleichungen

- fir die Radialfunktion:

2
4 0,1 3 3240 (5.31)
dr2 r dr

- fir die Zeitfunktion:
d‘i‘+k'}\2
dt pc

Y =0 (5.32)
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Gl. (5.31) ist eine Besselsche Differentialgleichung nullter Ordnung; ihre
allgemeine Losung lautet:

¢(r) = ¢, (Ar) + C,N_(Ar) (5.33)

2

Hierbei sind C1 und C2 zundchst willklirliche Konstanten. JO(Ar) und No(kr)

sind Besselfunktionen nullter Oxrdnung erster bzw. zweiter Art.
Die allgemeine L&sung von Gl. (5.32) lautet:
k)2

- Xt

=e F°
¥(t) =e (5.34)

Mit den Gln. (5.33) und (5.34) wird nach dem L&sungsansatz (5.29) das allgemeine

Integral der instationdren Warmeleitungsgleichung (5.19):

pPc
T. t) = +
$(re8) = L€, 3,(Ar) + C N, (Ar)]e (5.35)
Gl. (5.35) gilt sowohl filir die Brennstoffsdule als auch fiir die Hlille, Jje nach-
dem welche Temperaturleitfdhigkeit (k/pc) in der Exponentialfunktion verwen-
det wird., Flr den Brennstoffbereich muB die Konstante C2=O sein, da - wie be-
reits friher erwdhnt - die Neumannsche Funktion No(kr) flir r=0 nicht endlich

ist.

Die durch die Gln. (5.24), (5.25) und (5.26) gegebenen Randbedingungen gelten
auch flir die instationdren Temperaturen von Brennstoffsdule und Hille, d.h.
sie kénnen zur Bestimmung der in Gl. (5.35) auftretenden Konstanten herange-

zogen werden.

Die instationdren Temperaturen von Brennstoff und Hille aus Gl. (5.35) sind,
der Randbedingung (5.26) entsprechend, dann einander gleich, wenn die in den
Exponentialfunktionen auftretenden Zeitkonstanten und die Ortsfunktionen in

der Berihrungsgrenzschicht (r=b)} einander gleich sind. {Den instationdren

Temperatursprungzuwachs nicht berucksichtigt.) Damit gilt:

(£ = (£ (5.36)
kA b kA c
und (mit C2b = 0)
ccho(Acb) = cleo(Abb) (5.37)
Aus Gl. (5.37) folgt: C = 0,

2c
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Mit Gl. (5.35), unter Beachtung von C__=0 in die Randbedingung (5.24) einge-

2c
gangen, ergibt mit der Differentiationsregel fir Zylinderfunktionen (4.11)
die ‘Eigenwertgleichung ':
AJ (Aa) = Ji-J (A a) | (5.38)
cl ¢ 0O ¢

k
c

Gl. (5.38) ist eine transzendente Gleichung; sie hat unendlich viele L&sungen

(Xcl, Acz, .

und den bekannten Materialdaten lassen sich aus Gl. (5.36) die fur die Brenn-

ch). Mit diesen, fir die Hille gililtigen Eigenwerten- ch

stoffsdule gliltigen Eigenwerte Abn berechnen.

Mit den gewonnenen Erkenntnissen nehmen die instationdren Temperaturgleichungen

(5.35) folgende Formen an

- fir die Brennstoffsdule: kAz
n
o - pc )b t
= e .
Tib(r,t) ni1 Cbn JO(Abnr) (5.39)
- fiir die Hille: 'kxi
oo ~( 5o )e
T, (r,t) = nzl C.n JO(Acnr) . e (5.40)

Die in den Gln. (5.39) und (5.40) noch verbliebenen Konstanten Cn sind aus An-

fangsbedingungen zu bestimmen.

Entsprechend der Aufspaltung der Widrmeleitungsgleichung (5.16) in einen statio-
nidren und einen instationdren Anteil lassen sich die vollstdndigen Ldsungen,
Gl. (5.17) entsprechend, additiv aus stationdrer und instationdrer Ldésung 2zu-

sammensetzen.

Damit wird aus den Gln. (5.27) und (5.39) die Temperaturverteilung in der

Brennstoffsdule:

kA2

2 2 2 k o -( ). t

~qplb-x) b ¢, .2 pc ‘b

Tb(r,t) > L " + = ( oF + n(b) Yl + L Cbn JO(Kbnr) + AT
N ) C n=1
(5.41)
Aus den Gln. (5.28) und (5.40) die Temperaturverteilung in der Hille:
kA2
"Q‘bz "kc - > ~ pcn)ct

T = — —_— e -

clr,t) = =4/ + &n (r) 1+ z C . Jo()\cnr) (5.42)

2kc oB

n=1
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Mit den Gln. (5.41) und (5.42)‘ist der Temperaturverlauf in Brennstoffsdule
und Hille gegeben, wenn die Warmequelldichte zum Zeitpunkt t=0O ruckartig
entweder von Null auf q oder von einer vorausgegangenen stationdren Warme-
quelldichte um g auf eine neue stationdre Warmequelldichte erhéht wird. Man
erkennt aus den Gleichungen, daB der zeitliche Temperaturanstieg der Leistungs-
erhShung nur verzdgert folgt. Wie rasch er erfolgt, hdngt von den in den Ver-
zdgerungsgliedern enthaltenen Zeitkonstanten pc/kAi ab. Theoretisch l&uft die
Temperatur, den Gleichungen entsprechend, erst flir t - ®© in den stationdren

Zustand ein.

Bestimmung der Amplitudenfaktoren Cn der Besselfunktionen:
Zum Zeitpunkt t=0 wird die Temperatur im Brennstab mit Null angenommen.

Damit wird aus den Gln. (5.41) und (5.42):

B T T (5.43)
2" 2k k o T % = bn 90 Mpnt) .
b c n=1
q b2 kc ®
- 3*;-'[ o + (Ana-nr)l= nil e Jo(chr) (5.44)
C

Die Multiplikation der Gln. (5.43) und (5.44) mit r Jo(Amr) und Integration

liber die fir sie guiltigen Grundgebiete, ergibt:

g b (b2-r2)r b2 kc a b
-=[ f—/———= g A nNdr+—(—=+ N> )SrI (A r) dr] =
2 o 2 kb O bm kc o b o O  bm
[e] b .
= I Cbn S r JO(Xbmr) Jo(kbnr) dr (5.45)
n=1 0
q b2 kc a a
- {( 38 +%na) fr Jo(Acmr) dr - f(4n r)r JO(Acmr) dr ] =
o] b : b
0 a
= nzl Ccn i r JO(Acmr) Jo(kcnr) dr (5.46)

Die Integrale der rechten Seite der Gln. (5.45) und (5.46) sind durch Gl.(5.47a)

gegeben. Aus ihr ergibt sich die Orthogonalrelation der Besselfunktionen.
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r O fir m # n
S r JO(Kmr) Jo(Knr) dr = r2/2 J2(K r) firm=n (5.47a)
0 1 n
Flir die Integration der Besselfunktionen gilt allgemein:
r n rm
S r J ,(Ax) dr = =— J (Ar) (m>O0) (5.47)
m-1 A m
(0]
Daraus wird (mit m = 1):
r _—
S rJ (Ar) dr = = J, (Ar) (5.48)
o} 0 AL

Fir das unter anderem auf der linken Seite der Gl. (5.45) auftretende Integral

ist:

2 d(r J,(Ar))
xr 1
A or -

r3 JO(Ar) dr =

dr ’ (5.49)

O =K
O K

Partielle Integration von Gl. (5.49) liefert, unter Beachtung von Gl. (5.47):

‘ 3 r3 2 r2
Jr J (Axr) dr = — J, (Ar) - J. (Ar) (5.50)
o o A 1 N 2

Flr Besselfunktionen héherer Ordnung gilt die Rekursionsformel:

_ 2m _
Jﬁ+1(lr) = D) Jm(Ar) Jm_l(kr) (5.51)

Mit m=1 wird aus Gl. (5.51)

2
JZ(Ar) = TXET Jl(lr) - Jo(kr)

Damit in Gl. (5.50) eingegangen, ergibt:

r 2
3 _2xr" Ar 2
(.f)'r J,(Ar) dr = v {a ) + (5 v ) 3, ()} (5.52)

Kombiniert man Gl. (5.52) mit Gl. (5.48), so erhdlt man fur das erste Integral
der rechten Seite von Gl. (5.45):

b 2
2_2 _4b 2D :

S (-x%r 3 (A ¥) dr = = T (A b) - =5 J (A D) (5.53)

o A Mom

Mit den Integralen (5.48), (5.53) und (5.47a) in Gl. (5.45) eingegangen, ergibt
fir die Amplitudenfaktoren der Besselfunktionen im Brennstoffzylinder-Radial-

bereich (r = O bis r = b):
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. . . J (A _.b) . k
bn =~ A d Q(IA 7 ¢ 21k L 24 - >\2 Jo(Anbb)] * %—[-a_;- + 2“(%)]}
- bn 1 bn b A"b - "bn 1 "bn c

(5.54)
Die Kombination der auf der linken Seite von Gl. (5.46) stehenden Integrale,

ergibt nach partieller Integration, unter Beachtung der Gln. (4.11) und (5.48):

k a a
c
[(—§-+ n a) br Jo(kcmr) dr - ir n r JO(Xcmr) dr] =
kc b a 1
aB A (a Jl(xcma) - b Jl(xcmb) - X_—'QH(E? - —5—-(J0(Acma) N JO(Acmb) )
cm cm Acm

(5.55)
Mit Gl. (5.55) und dervOrthogonalrelation (5.47a) (mit den Grenzen a und b) und
den hier giiltigen Eigenwerten Acn in Gl. (5.46) eingegangen, ergibt fiir die

Bmplitudenfaktoren der Besselfunktionen im Hill-Radialbereich (r = b bis r = a):

. q X ‘ k_(a Jl_()\cna)-b Jl(Acnb) b e
cn 2.2 2 b
kc ch(a Jl(kcna)-b Jl(kcnb) a R
1
i (JO(Acna) - Jo(Acnb) y } (5.56)

cn

Wie bereits bemerkt, ist mit den Gln. (5.41) und (5.42) der Temperaturverlauf
in Brennstoffsé&dule und Hiille gegeben, wenn die Warmequelldichte zum Zeitpunkt
t=0 ruckartig um den.kbnstanten Wert g erhdht wird. Durch die in den genannten
Gleichungen enthaltenen instationdren Temperaturanteile wird der Temperatur-

anstieg zeitlich verzdgert.

Es interessiert hier aber nicht nur dieser Anfahrvorgang ', sondern auch die
Auswirkungen beliebiger, zum beliebigen Zeitpunkt einsetzende Anderungen

der Warmequelldichte.

Mit den Zeitkonstanten

o = —99-2-— (5.57)
kA2

lassen sich die Brennstofftemperatur (Gl.. (5.41)) und die Hiilltemperatur
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(Gl. (5.42)) unter Beachtung der Gln. (5.54) und (5.56) folgendermaBen

schreiben:
__t
T (r,t) o * )
b _ _ bn
N " Xp (£ 8) = {¢b(r) + nil Cpp JoPppt) e } (5.58)
.t
Tc(rlt) ® $* OCI‘I
e Xo(xet) ={ ¢_(x) + nil C., Tohor)e } (5.59)

Die durch das Verh&dltnis vom zeitlichen Verlauf der AusgangsgrdBe (hier die
Temperatur T) zur Eingangs- oder StérgrdBe (hier die Warmequelldichte q) ge-
gebene Zeitfunktion ¥ (r,t) bezeichnet man als ﬁbergangsfunktion des Systems.
(Die hier noch auftretende radiale Abhdngigkeit spielt dabei keine Rolle.) Die

Stérfunktion q ist hierbei eine "Sprung"-Funktion.

Damit gilt, nach den Gln. (5.58) bzw. (5.59) filr den Temperaturverlauf:
T(r,t) = q X(r,t) (5.60)

Gl. (5.60) gibt, wie bereits bemerkt, den Temperaturverlauf, wenn die Warme-
quelldichte zum Zeitpunkt t=0 von Null sprunghaft auf den konstanten Wert g
erhéht wird. Setzt nun der Leistungssprung q nicht wie bei diesem Anfahr-
vorgang zum Zeitpunkt t=0, sondern zu irgendeinem anderen Zeitpunkt t=T ein,

so ist der Temperaturverlauf (Gl. (5.60) entsprechend) gegeben durch:
T(r,t) = q X(r, (t-T) ) v (5.61)

Betrdgt nun die Dauer eines zum Zeitpunkt t =T einsetzenden Leistungssprungs
der GroRe q die Zeit dT, dann ist die durch diesen Leistungsimpuls erzeugte
infinitesimale Temperaturdnderung oder,was dasselbe ist, der Linearzuwachs der

Temperatur durch das totale Differential gegeben.

Damit ist die vom Leistungsimpuls g dT hervorgerufene Temperaturdnderung (aus

Gl. (5.61)):

ar(r,t) = q x(r, (t-1)) dt (5.62)
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Hierbei ist i die zeitliche Ableitung der Ubergangsfunktion.

Aus derartigen Leistungsimpﬁlsen kann man . jeden beliebigen zeitlichen Ver-
lauf einer Leistungsfunktion zusammensetzen. Jeder Impuls setzt zu einem
Zeitpunkt t=T ein und hat den Betrag g=q(T).

Zu jedem Leistungsimpuls gehdért daher (nach Gl. (5.62)) ein zeitlicher Ver-

lauf der Temperatur von:
dT(r,t) = q(t) X (r,(t=1) dt (5.63)

Wegen der Linearitdt des Systems {iberlagern sich die von den einzelnen Impul-
sen herriihrenden Anteile von T(r,t), so daB man den wirklichen Wert von
T(r,t) in irgendeinem Zeitpunkt t erh&lt, wenn man die Wirkung aller Leistungs-

impulse von T=To bis T=t summiert.
Diese Summation ausgefihrt, ergibt fir den zeitlichen Temperaturverlauf:

t
T(r,t) = [ q(1) X (r,(t-1) ) dt (5.64)
TO
7Um den zeitlichen Verlauf der Temperatur nach Gl., (5.64) berechnen zu kdénnen,
muB der zeitliche Verlauf der Wirmequelldichte q(T) bzw. g(t) und die Uber-

gangsfunktion y bzw. deren zeitliche Ableitung i bekannt sein.

Die Ubergangsfunktionen X(r,t) fir die Brennstoff- und Hiilltemperatur sind
mit den Gln. (5.58) bzw. (5.59) gegeben, wobei die stationidren Radialfunk-
tionen ¢b(r) und ¢c(r) den Gln. (5.41) bzw. (5.42), die Konstanten C: den
Gln. (5.54) bzw. (5.56) zu entnehmen sind.

Bus Gl. (5.58) oder (5.59) ergibt sich die,sowohl fiir die Brennstoffséiule
als auch fiir die Hilille gliltige Form der Ubergangsfunktion (wenn man dort

noch fiir t = (t-1)setzt) zu:

w _ o ftom)
- — 3& en
X(xst-1)) = [ ¢(x) + L C7 JO(Anr)e ] (5.65)
n=1
Gl. (5.65) nach der Zeit abgeleitet, ergibt:
e} C* - -.1:-‘_ ‘ _T_-
(r,(t-1)) = % -=a (A re On On
X (x, (t-T)) = 5= I, (1) e (5.66)
n=1 n

Der instationére Leistungsverlauf eines Kernreaktors und damit eines Brenn-

elementes ist fast immer eine mehr oder weniger steil ansteigende Leistungs-
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rampe. Damit ist:
q(t) =g t (5.67)

Hierbei ist § der (konstante) Leistungsanstieg.

Aus der Leistungsgleichung (5.67) wird fiir die zum Zeitpunkt t = TO einsetzende

Brennstableistung:
q(T) = éT , (5.68)

Zu bemerken ist, daB es siéh bei der durch Gl. (5.68) gegebenen Leistung nur
um die instationdre handelt. Die vor dem Zeitpunkt t = TO (eventuell) bestehende

stationdre Leistung spielt hier keine Rolle.

Mit den Gln. (5.66) und 15.68) in Gl. (5.64) eingegangen, ergibt fir den zeit-

lichen Temperaturverlauf:

o ¥ 5t g;
T(r,t) = I - e—nJo()\nr)e n o[ ogre°® ar (5.69)
n=1 n T

(6]
Das in Gl. (5.69) auftretende Integral geldst, ergibt damit aus der genannten
Gleichung den instationidren Temperaturverlauf flir Brennstoffsdule und Hiille
(je nachdem welche Zeitkonstanten On und welche Eigenwerte An verwendet werden)

bei rampenférmigem Brennstableistungsverlauf zu: (t—f )
0

fo] T @
- o o . L _ - (92 _ n
T(r,t) = L cn Jo(xnr) q en [(O 1) ( 5 1)e ] (5.70)

n=1 n n

(t‘To)/O

Flir groBe t wird ( To/On-l) D << (t/0,-1); damit wird dann aus Gl.

(5.70) fir den instationdren Temperaturverlauf im Brennstab:

[o o]

N _ ¥ . _
T(r,t) = cn JO(Anr) g (t On) , (5.71)

n=1
In Abb. 3 ist der durch die Gln. (5.70) und (5.71) gegebene Temperaturverlauf
aufgezeichnet. Der nichtlineare Anfangsverlauf ist durch die in Gl. (5.70) ent-
haltenen, zu Beginn der Leistungsrampe maBgeblichen Verzdgerungsglieder gege-
ben. Sind diese mit grdBer werdender Zeit weitgehend abgeklungen, verlauft
die Temperatur, wie aus Gl. (5.71) ersichtlich ist, mit ZOn verzodgert parallel

zum Temperaturverlauf,der vorhanden sein wiirde, wenn es keine Verzdgerung
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~ gébe, d.h. sie verlduft dann parallel zum Leistungsanstieg.

T unverzogert
verzogert
_— - t
Abh. 3 Temperaturverlauf beim Leistungsanstieg

Aus den vorstehenden instationdren Temperaturbetrachtungen ergab sich, daB
Temperaturé&nderungen als Folge von Leistungsédnderungen ein Verzdgerungssystem
erster Ordnung darstellen. Hierbei ist die sich sprunghaft &ndernde Leistung
die Storfunktion, die als Folge daraus sich &ndernde Temperatur die Antwort-
funktion. Beide sind durch die. die Zeitkonstanten enthaltende Ubergangs-
funktion miteinander verkniipft. Andert sich die Leistung sprunghaft auf einen
neuen Wert, so léduft die Temperatur,den in der Ubergangsfunktion enthaltenen
Zeitkonstanten entsprechend1méhf oder weniger schnell in den neuen Gleichge-
wichtszustand ein., Dieser Fall ist z.B. im Anfahrvorgang gegeben. Mathe-
matisch ist er durch die Gln. (5.58) (fﬁr die Brennstoffsdule) und (5.59)

(fir die Hillle) gegeben.

Liegt ein beliebiger zeitlicher Verlauf der Leistungsdnderung vor, so wird
die sich daraus ergebende Temperaturdnderung als Wirkung der Summe kleiner
(infinitesimaler) sprunghafter Leistungsimpulse dargestellt, wobei die ein-
zelnen Impulse und die daraus resultierenden Temperaturénderungen wiederum
durch die die Zeitkonstanten enthaltende Ubergangsfunktion bzw. deren zeit-
liche Ableitung miteinander verknipft sind. Mathematisch ist dieser Fall fiur
eine rampfenférmige Leistungsdnderung durch die Gln. (5.70) bzw. (5.71) ge-

geben,

Rechnungen haben ergeben, daB mit den infrage kommenden Brennstabradien ‘a ,

den Warmeilibergangszahlen £ und den Warmeleitfdhigkeiten des Hillmaterials kC
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der nach Gl. (5.38) berechnete kleinste Eigenwert Acl =~ 3,8/cm sein wird.

Die mit diesem Eigenwert und den mdglichen Hillmaterialkonstanten nach Gl.
(5.57) berechnete grd8te (mafBgebliche) Zeitkonstante betrdgt ecl =~ 1,1 sec,
Das bedeutet: Die in den Temperaturgleichungen (5.41) und (5.42)vauftreten—
den instationdren Terme fallen bei Temperaturberechnungen mit sprungfdrmigem
Brennstableistungsanstieg nur dann ins Gewicht, wenn die interessierenden
Zeiten in der GrdBenordnung der oben berechneten Zeitkonstanten Ocl liegen
oder kleiner sind, Flir Zeiten, die wesentlich gréBer sind als die oben be~
rechnete Zeitkonstante, sind die in den genannten Temperaturgleichungen auf-
tretenden . inststiondren Terme weitgehend abgeklungen; es herrschen dann prak-
tisch stationdre Verhdltnisse. Wenn dies filir eine sprunghafte Knderung der
Leistung gilt, dann gilt es erst recht flir eine mit der Zeit verdnderliche,

da sich die instationdren Abklingzeiten und die Leistungsdnderungszeiten

zum Teil kompensieren; d.h. wahrend sich die Leistung noch é&ndert, klingen
die instationdren Terme schon ab, Fiir eine rampenf6rmige Leistungsdnderung
sind damit die instationdren Temperaturterme sicher weitgehend abgeklungen,
wenn flir die Rampenanstiegszeit gilt: AtR >> Ocl' Das bedeutet: Fir diese
Fdlle kann man bezlglich des Temperaturverlaufes im Brennelement quasistatio-
ndr rechnen., Die Temperaturédnderung foigt der Leistungsdnderung dann praktisch

unver zdgert,

Im allgemeinen spielen Leistungsrampen mit einer Rampendauer von AtR é 1 sec,
wenn tberhaupt, nur eine untergeordnete Rolle. Es sollen daher hier nur Aus-
wirkungen von Leistungsrampen betrachtet werden, deren Anstiegszeit AtR grofB
ist gegen die oben angegebene. Damit kdnnen hier die in den Temperaturgleichun-
gen (5.41) und (5.42) auftretenden instationidren Temperaturterme von vornhe-
rein ve;nachl&ssigt werden. Die Temperaturverteilungen in Brennstoffsdule und
Hille sind damit hier durch die stationdren Verteilungen gegeben, obwohl die
Brennstableistung variabel ist. Es ist damit der quasistationdre Fall gegeben.
Mit den nun damit gliltigen Temperaturgleichungen (5.27) und (5.28) koénnen die
in den Spannungsgleichungen (5.8) auftretenden Konstanten nach den Randbedin-

gungen (5.9) bis (5.14) bestimmt werden,

Fiihrt man diese Rechnungen aus und setzt die erhaltenen Konstanten in die

Spannungsgleichungen (5.8) ein, so erhdlt man mit v = 1/3 und dexr Abkilirzung

2 Ec 2 Ec
z=a (2+E—)+b (1—-E—) (5.72)

b b
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flir die thermischen Spannungen in der Brennstoffsdule:

2 a
3E 2 E k b° n(d)
b gb 2 c 2.2 c i b
6. (r) =— == {2 = [@D)[a (—F+>- —— )
rb 2 4k z Eb c aB 2 (a2—b2)
k, L a k. 2
- OLb(Z]?" + ;—B+ n ('1')') 11 - b 4k (5.73)
b b
3E 2 E k b” &n (=)
b b 2 c 2 .2 c 1
o, () === = {2 = [@%-bp°) [0, (H+5-—5—— )
tb 2 4k, "z E caB’2 2,2
k k kc 1 r2
- Q (—+ - + Rn(—) )1 1 - - (- } (5.74)
b4k 3 % 2k, 2,2
3E 2 k 2
b g ,_cl_xr_
0 () = oy ab{ K 5 bz)} (5.75)

fir die thermischen Spannungen in der Brennstabhiille:

2 a
3E 2 2 k b“ n () k
b 2b c 1 b c 1
o () === -{{o [(1-29 [(5+2) -—T- (< +D]
rc 2. 4kc c z aB 2 (a2—b2) aB 2
2b2 kc kc a a2 a
o = [4k + Y + Q,n(B-):l 11 ——-2) - o Qn(;) } (5.76)

b r

2 a
c z ag (a”-b")
2 k 3 2

2b c _c

a a
o [Zfb- Y +5Ln(g)]}(1+;—2—)

2k kc 1 a2
- — 4 = - a_ a
| [aB + (aB + 2) (1 r2) + 3 Rn(r)] } (5.77)
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2 a,
3 E 2 b7 An(>) ‘
_ c ab b _ a
ozc(r) == T % {1 >3 2,Q,n(r) } (5.78)
c . (a”=b")

Die Gln. (5.73) bis (5.78) liefern die Spannungen in Brennstoffsdule und
Hille als Folge einer Leistungserhdhung um den Betrag ¢, wobei die Brenn-
stoffsdule bereits vor der Leistungserhdéhung mit der Hille Kontakt hat. Fir
den Leistungsanstieg ist es hierbei nicht notwendig, daB er streng rampenfor-
mig erfolgt. Wesentlich ist nur, daB die Anstiegszeit groB ist (»> 1 sec),

damit die quasistationdre Rechnung erlaubt ist.

Obwohl die mit den Gln. (5.73) bis (5.78) gegebenen Spannungen streng genom-
men nur filir Leistungsédnderungszeiten AtR >> =1 sec gelten, lassen sie auch
Abschédtzungen fir Anderungszeiten AtR.<ﬁ 1 sec zu. Aus den Temperaturglei-
chungen (5.41) und (5.42) erkennt man, daB die Temperaturen bei sprunghaftem
Leistungsanstieg mit der zuvor berechneten, hier maBgeblichen Zeitkonstanten
elc =~ 1,1 sec nach dieser Zeit bereits auf etwa 66 % des stationdren Endwertes
angestiegen sind. Dasselbe gilt auch fir die, durch die Gln. (5.73) bis (5.78)
gegebenen Spannungen, da diese von den Temperaturen hervorgerufen werden.

Zwischenwerte zwischen sprunghaftem Leistungsanstieg und langsamerem lassen

sich leicht durch Interpolation erhalten.

b) Belastungen durch die Schubspannung als Folge der axialen Warmedehnung

Wie bereits erwdhnt, versucht die Kontaktfliche Brennstoff-Hille {(r=b, Tc(b)=
Tb(b)—AT) sich bei einer Aufheizung der Brennstoffsiule wegen der unterschied-
lichen Warmeausdehnungszahlen von Brennstoff- und Hiillmaterial unterschiedlich
(in axialer Richtung) auszudehnen, Da aber Brennstoffsiule und Hille als fest
verbunden angenommen wird, sind beide in ihrer freien Ausdehnung behindert,
Dadurch entsteht in der Kontaktfl&che einev thermische Schubspannung. Sie
belastet die Brennstabhille zu den im vorangegangen Abschnitt berechneten

thermischen Spannungen noch zusédtzlich.

Die am System angreifende Belastung ist die schon erwéhnte, in der Kontakt-
fliche Brennstoff-Hiille (r=b) entstehende ‘thermische Schubspannung. Sie
wirkt in axialer Richtung. Wegen der in diesem Brennstababschnitt (anndhernd)
gleichméBigen axialen Temperaturverteilung ist die axiale Wdrmedehnung eben-

falls (anndhernd) eine gleichméﬁige. Damit ist sie eine reine Radialfunktion.
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RBs gilt damit:

9w
EZ = 5;-— A1 f(r) (5.79)

Hierbei ist f(r) eine zunidchst unbekannte Funktion und A1 eine zundchst be-
liebige Konstante.

Die Integration von Gl. (5.79) ergibt:

w(r,z) = A, f(r) *z + A

1 5 (5.80)

A2 ist eine Integrationskonstante; sie kann Null gesetzt werden, da sie nur
eine Transversalverschiebung des ganzen Systems bedeutet.

Da hier nur axiale Belastung auftritt, ist die Axialverzerrung mit der Gesamt-
verzerrung identisch. Die Radialverschiebung ist daher u=0.

Damit wird aus der Verzerrungsgleichung (3.5):
e =g = ¥ (5.81)

Aus Gl. (5.81) ergibt sich, unter Beachtung von Gl. (5.79):

e _ %% _
oz oz

Damit in Gl. (3.8) eingegangen, ergibt (mit T=0) flir die Axialverschiebung

die Differentialgleichung:

2

oW 1 ow
—_—— = — = 0 (5.82)
ar2 r o

Die Integration von Gl. (5.82) liefert:

w(r,z) = Af £(z) &n r + AZ (5.83)

#
2

verschiebung des Systems bedeutet.

Die Integrationskonstante A. kann Null gesetzt werden, da sie nur eine Axial-

Durch Vergleich der beiden Gleichungen (5.80) und (5.83) ergibt sich: f(r) =

fn r und f(z) = z. Damit ist die Axialverschiebung gegeben durch:

w(r,z) A,z 4n ¢ (5.84)

1
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Gl. (5.84) nach r differenziert, ergibt:

ow _ 1 (5.85)
or r

Mit Gl. (5.85) in Gl. (3.2d) eingegangen, ergibt (mit u=0) fir die thermische

Schubspannung:

e Az
- E__ 1, 5.86
2l ¢ ™ ( )

Die Konstante 51 wurde in Gl. (5.86) zusdtzlich eingefiihrt, um letztere an die

duBere Randbedingung anpassen zu kénnen. Am &duBeren Rand (r=a) gilt:
T(a,z) = O (5.87)

Mit Gl. (5.86) in die Randbedingung (5.87) eingegangen, ergibt:

Az E A, 2
- E 1 . R 1 1 1
= - T—— ———, d = —— _ e -
A1 ST1e0) = Damit wird T STEET) (r a) (5.88)

Am inneren Rand (r=b) gilt die Bedingung:

T(b,z) = TO (5.89)

Damit wird aus Gl. (5.88):

2(14+v) ‘a=b
A =
1 Ez ¢ ab ) TO

Diesen Ausdruck in Gl. (5.88) eingesetzt, ergibt fir die thermische Schub-

spannung:
(ab) 11
' 0(ap 3 | (5.90)

Gl. (5.90) liefert die radiale Schubspannungsverteilung in der Brennstabhiille,
die beim Aufheizen des Brennstabes als Folge der unterschiedlichen Widrmeaus-
dehnungszahlen von Hllllmaterial und Brennstoff in dem Axialbereich des Brenn-
stabes entsteht, in dem sich der Brennstoff bereits vor dem Aufheizen an die

Hille angelegt hat,

Berechnung-von T :
0—-

Ist die von einer Warmequelldichteerhdhung Agq hervorgerufene Temperaturerhdhung
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in der Grenzschicht Hulle-Brennstoff ATG‘(zu berechnen nach Gl. (5.27) oder
(5.28), fur r=b) dann gilt

- fir die Gleitung der gestauchten Brennstoffs&ulengrenzschicht:

T

0
= - — .91
Yp =% AT g (5.91)
b
- flir die Gleitung der gestreckten Hiillgrenzschicht:
TO
= + — .92
Yo = % ATG G, (5.92)

In den Gln. (5.91) und (5.92) sind Gb und Gc die Schubmoduln des Brennstoffs

bzw. des Hiillmaterials. Sie sind gegeben durch:

Eb Ec
% = T+ ' S = 2 (5.93)

Die Gln. (5.91) und (5.92) gleichgesetzt und nach TO aufgeldst, ergibt, unter

Beachtung von Gl. (5.93) filr die Grenzschichtsschubspannung:

Eb Ec

G 2(1+V)(Eb+Ec)

o b ac) AT (5.94)

Damit ist das Spannungsproblem in der Brennstabzone II (Zone, in der

Brennstoff und Hille verklebt sind) geldst.

6. Das Belastungssystem fiir die kontaktfreie Axialzone

Fiir diese Zone III ist, wie aus der Uberschrift hervorgeht, charakteristisch,
daB zwischen Brennstoffsiule und Brennstabhiille kein Kontakt besteht. Zwi-
schen ihnen befindet sich noch ein Gasspalt. Bei einer Brennstabaufheizung
kénnen zwischen Brennstoffs&dule und Hille ungehindert Relativbewegungen
stattfinden. Damit tritt hier das Problem der Schubspannungen nicht auf.

An &duBeren Belastungen treten in axialer Richtung Krdfte auf, die dadurch
entstehen, daB die zwischen Stopfen (Zone I) und Qerklebter Zone (Zone II)

eingespannte freistehende Brennstoffsdule bei der Aufheizung an der axia-

len Ausdehnung gehindert wird. Hierbei wird die Hiille auf Zug, die Brennstoff-
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sdule auf Druck beansprucht.

Da hier, wie bereits bemerkt, keine Schubspannungen auftreten, gelten.hier
zur Berechnung der Ubrigen Spannungen ebenfalls die Gln. (5.8), aber mit
anderen Konstanten versehen als im vorangegangenen Kapitel. Zur Berechnung
der in den genannten Gleichungen auftretenden, hier giiltigen Konstanten

sind die Randbedingung der Radialverschiebungsgleichung von Hillinnen- und
BrennstoffauBenrand (Gl. (5.11)) und die Randbedignungen der Axialbelastun-
gen von Hille und Brennstoffsdule (Gl. (5.13) und Gl. (5.14)) durch hier
gliltige zu ersetzen. Die restlichen beiden, ndmlich die Gln. (5.9) und (5.12),

bleiben erhalten, da sie auch hier gliltig sind.

Anstelle der Randbedingung (5.11) tritt:
Orb(b) = Orc(b) = = pg (6.1)

Anstelle der Randbedingungen (5.13) und (5.14) treten hier:

N
=
~
Q
K
o
N
I
1
=

(6.2)

21 foo rdr = K (6.3)

Hierbei ist pg der im Spalt zwischen Brennstoffsdule und Hulle wirksame Spalt-
gasdruck. K ist die am Systemende angreifende Kraft. Sie entsteht, wie bereits
bemerkt, durch die verhinderte axiale thermische Ausdehnung der aufgeheizten
Brennstoffsdule. Neben den hier angegebenen Anderungen der mechanischen
Randbedingungen &ndern sich auch die thermischen Randbedingungen der zur
Berechnung der in den Spannungsgleichungen (5.8) auftretenden Temperaturfel-
der verwendeten Warmeleitungsgleichungen von Brennstoffsdule und Hille, Zwar
gelten auch hier die Gln. (5.21) und (5.23) aber mit anderen Konstanten C

1
und C,.. Wegen des hier zwischen Brennstoff und Hiille vorhandenen Gasspaltes

ist dzr Wiarmestrom, insbesondere bei raschen Leistungsédnderungen, kein konti-
nuierlicher mehr. Damit gilt die Randbedingung (5.25) héchstens nur noch
ndherungsweise. )

In der Schwierigkeit der Bestimmung des numerischen Wertes des Temperatursprungs
liegt das eigentliche Problem der mechanischen Behandlung dieses Abschnitts. Eine
Menge Betrachtungen sind zu dem Problem des Warmedurchgangs im Gasspalt Brenn-

stoff-Hille schon angestellt worden. Ohne irgendwelche Rechnungen auszufihren,



kann man sagen, daf bei einer Stableistungserhdhung die Brennstabhiille infolge
des erhdhten Temperaturgradienten nur wenig mehr belastet wird als sie vom
vorausgehenden stationdren Betrieb her belastet ist, da der Warmelibergang im
Gasspalt sicher wesentlich langsamer erfolgt als die Ableitung der Wirme in
der gut leitenden Hiille. Eine mechanische Belastung in radialer Richtung

gibt es nicht, da nach Voraussetzung ein Gasspalt zwischen Brennstoff und

Hlille existiert.

Die wesentliche Belastung dieses Systems in Zone IIwird, insbesondere bei
den hier in Frage kommenden Leistungsanstiegen, durch die an den Enden des-
selben angreifende Kraft K verursacht, die ihrerseits durch die behinderte
Axialausdehnung der aufgeheizten Brennstoffsdule entsteht., Sie allein soll

hier berilcksichtigt werden.

Ist die bei der Brennstoffsdulenaufheizung entstehende Kraft K, so gilt
- fiir die Hiillbelastung:
K
Ozc =5 (6.4)
c
- fir die Brennstoffsdulenbelastung:

o’ E ] (6.5)

zb

Wl%

b

Hierbei sind Fc und Fb der Hlll- bzw. der Brennstoffsdulenquerschnitt.

Berechnung der Axialkraft K:

Wird die Brennstoffsiule im freistehenden Axialbereich (h3) um ATb aufgeheizt,

so betrdgt die axiale Dehnung der gestauchten Saule:

Ah
3b K
—2= =g AT - (6.6)
h, b b E_F

Wird die Brennstabhille in demselben Axialbereich (h3) um ATc aufgeheizt, so

betrdgt die axiale Dehnung der gestreckten Hiille:
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(6.7)

= 0o _ AT +'“K
" Y¢ "¢ E F
3 c ¢

Da beide Dehnungen gleich sein miissen, erh&lt man durch Gleichsetzen der

Gln. (6.6) und (6.7) und Aufldsen nach der Kraft dieselbe zu:

‘Eb'Fb '.EC.Fc
Eb Fb+EC Fc

(6.8)

K = (ab ATb - o ATC)

Nun ist bei einer Leistungserhdhung der Wirmedurchgang durch den Gasspalt

zwischen Brennstoffsiule und Hiille viel schlechter als die Ableitung der

Warme in der gut leitenden Hiille. Man kann hier daher die Aufheizung der Hille

ATc als Folge einer Leistungserhdhung vernachldssigen. Mit ATC = O wird damit

aus Gl. (6.8):

E_F *E F
cC C

K =a, AT (6.8a)

b F, +E

Eb b c Fc

Mit dem in den vorangegangenen Kapiteln hergeleiteten Formalismus kdnnen nun

die Belastungen eines Brennstabes, dessen Ausgangszustand durch das Modell in
Abb. 1 gegeben ist, fiir den Fall eines schnellen Brennstab-Leistungsanstieges

berechnet werden.

7. Numerische Rechnungen

Im folgenden sollen nun mit dem in den vorausgegangenen Kapiteln hergelei-
teten Formalismus die mechanischen Belastungen eines typischen Leichtwasser-

reaktor-Brennstabes berechnet werden.

Die Betriebsbedingungen sind folgende: Der besagte Brennstab befindet sich
seit einiger Zeit im Reaktor und wurde wdhrend dieser Zeit mit einer statio-
nidren Stableistung betrieben. Die Brennstoffsdule hat sich hierbei in der
heiBesten Axialzone auf einer Lange von hy an die Hiille angelegt und ist mit
ihr fest verklebt. Die Stableistung wird rampenfdrmig so erhoéht, daB der
Maximalwert des Leistungszuwachses AN = 50 W/cm betrdgt. Der Einfachheit hal-
ber wird die sinusférmige Leistungsverteilung durch eine trapezfdrmige angend-
hert. Damit wird sie in der hochbelasteten Brennstabzone ndherungsweise eine
gleichmdBige. In der Zone des noch freistehendeh Brennstoffzylinders steigt

sie ndherungsweise linear an.
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Materialkonstanten:

B =2,5 2.w' (Warmelbergangszahl Brennstab-Kihlmittel)
cm grd '

ab = 1,2'10_5 1/grd (Warmeausdehnungszahl des Brennstoffs)

O, = 0,6'10—5 1/gxd (Warmeausdehnungszahl des Hiillmaterials)

k, = 0,03 'cTn"gw?E (Warmeleitfihigkeit des Brennstoffs)

k, = 0,15 an—-‘;i;a- (Wirmeleitfahigkeit des Hillmaterials)

Eb = 1,5-106 kp/cm2 (Elastizitdtsmodul des Brennstoffs)

EC = 1,0*106 kp/cm2 (Elastizitdtsmodul des Hillmaterials)

pb = 10,5 gr/cm3 (Dichte des Brennstoffs)

pc = 6,5 gr/cm3 (Dichte des HlUllmaterials)

Cy = 0,343 Wsec/gr grd (spezifische Warme des Brennstoffs)

c, = 0,359 Wsec/gr grd (spezifische Warme des Hlllmaterials)

a = 0,55 cm (BrennstabauBenradius)

b =0,5cn (Brennstoffsaulenradius)

Umn die als Folge einer &uBeren Kraftwirkung auftretende Belastung des Stopfens
(Zone I) und des Axialabschnitts,in dem Brennstoff und Hiille miteinander ver-
klebt sind (Zone II),nach den Gln. (4.81) bis (4.88) berechnen. zu kénnen,
missen die in den genannten Gleichungen auftretenden axialen Randspannungen

po und p1 bekannt sein. Diese werden von der kraftwirkung erzeugt, die dadurch
entsteht, daB der zwischen beiden Zonen I und II eingespannte, noch frei-
séehende Anteil der Brennstoffsdule beim Aufheizen in seiner axialen Aus-
dehnung gehindert wird. Um die Kraft K, aus der die genannten Randspannungen
zu berechnen sind, nach Gl. (6.8a), bestimmen zu kénnen, muB die als Folge

einer Leistuhgserhéhung entstehende Brennstoffs&ulenaufheizung AT_ bekannt sein.

b
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Die Temperaturerh8hung der Brennstoffsdule als Folge einer Leistungserhdhung
setzt sich aus zwei Anteilen zusammen, ndmlich der TemperaturerhShung im Brenn-
stoff und der ErhShung des Temperatursprungs im Gasspalt zwischen Brennstoff-

sdule und Hiille,

Die ErhShung des Temperatursprungs im Gasspalt ist n&herungsweise gegeben
durch:

oo L AN
AT, =7 TTbn (7.1)

Hierbei ist h die Wérmedurchgangszahl.‘

Bei einem, dem linearen axialen Leistungsanstieg entsprechenden linearen
Temperaturanstieg ist die Brennstoffaufheizung ndherungsweise durch folgende

Gleichung gegeben:

AN

41 kb

AT =§ (7.2)

b

Die in Gl. (7.1) auftretende Warmedurchgangszahl h ist nicht genau bekannt.

Es wird hier folgende verwendet: h = 0,5 W/cngrd (zahlenwert fir Gasspalt).

Mit dieser Warmedurchgangszahl, dem mittleren Radius des Gasspaltes und der

vorstehend angenommenen LeistungserhShung wird nach Gl. (7.1) die Erh&hung

des Temperatursprungs im Gasspalt ATs = 16 grd.

Mit der vorgegebenen LeistungserhShung wird nach Gl. (7.2) die Brennstoffauf-

heizung: ATb = 66 grd.

Damit betrdgt die mittlere Temperaturerhdhung des noch freistehenden Brenn-
stoffsédulenanteils als Folge der gegebenen LeistungserhShung AT = ATs + ATb =
49 grd. Mit dieser TemperaturerhShung ergibt sich nach Gl. (6.8a) eine auf
Stopfen und verklebte Zone als Folge des zwischen beiden eingespannten noch

freistehenden Brennstoffsiulenanteils eine wirksame Axialkraft von K = 138,0 kp.

Mit dem verwendeten Brennstoffsiulen- und Hiillquerschnitt ergeben sich damit

die axialen Randspannungen zu:

PO = 177 kp/cmz, pl =860 kp/cmz,

Nach der Eigenwertgleichung (4.45) ergibt sich mit a = 0,55 cm der erste

(maBgebliche) mechanische Eigenwert zu:

K = 6,9/cm.
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Mit der in diesem Beispiel angenommenen Erhohung der Stableistung ergibt
sich (nach Gl. (5.27) eine TemperaturerhShung der Berihrungsgrenzschicht
von ATG = 9 grd. Hier wurde der Temperatursprung AT (wegen des Kontaktes)
mit der Warmedurchgangszahl h = 2 W/cngrd berechnet, Damit ergibt sich
(nach Gl. (5.94)) fir die thermische Grenzschichtschubspannung

Tg = 0,6 kp/mmz.

In Abb. 4 sind die mit den Gl. (4.81) und (4.88) berechneten Stopfenbelastun-

gen (Zone I) aufgezeichnet. Die Stopfenlédnge wurde hierbei mit h1 = 2 cm an-

genommen. Ein &hnlicher Spannungsverlauf ergibt sich auch in Zone II (in der
Brennstoff und Hiille verklebt sind) als Folge der &duBeren Belastung, hervor-
gerufen durch die verhinderte Brennstoffsdulenausdehnung der Zone III, da auch
hier der oben genannte Formalismus gilt. Man erkennt - was aus dem Formalismus
schon ersichtlich ist -, daB die Spannungen mit dem Entfernen von der Lastan-

griffsfldche sehr rasch abnehmen.

Brennstoff P% °|
r lem) Iz :
0 01 0,2 0,3 0,4 05 0,55
+0 ' ; \ ] h
o =-0,75
£
E
a
= —
"
o
0,15
- 0,25 1
og,(rz=14) etinz =14
o0, (rz=16) at(rz =1,6)
adgpyirz=18) atlr,z=18)

Abb. 4: Spannungsverteilung im Stopfen (Zone I) als Folge der Belastung

durch die aufstehende Brennstoffsédule (gegeben durch die Gleichungen

(4.81) bis (4.88))

In Abb. 5 sind die mit den Gln. (5.73) bis (5.78) berechneten Spannungen aufge-

zeichnet. Es sind dies die Spannungen, die in der Zone II (Brennstoff-Hlille-



- 52 -

Kontaktzone) entstehen, wenn die Warmequelldichte q in dem innerhalb
dieser Zone befindlichen Brennstoffsidulenanteil um den in diesem Beispiel
angenommenen Betrag erhSht wird. Hierbei ist, wie aus den Herleitungen der
Formeln hervorgeht,vorausgesetzt, daB der Brennstoff mit der Hiille vor der
LeistungserhShung Kontakt hat. Aus dem Diagramm erkennt man, daB bezuglich
der Belastbarkeit eines Brennelementes als Folge einer raschen Leistungs-

erhdhung die Hilltangentialspannung die mafgebliche Spannung ist.

204 |
10+
Tic
~
E Otb
_e Oz¢
e *0 t :
) 057055
b a
N
|
P
=
I
-20- Brennstoff |

Abb. 5: Thermische Spannungen in der Kontaktzone Brennstoff/Hille

(gegeben durch die Gleichungen (5.73) bis (5.78) )

In Abb., 6 ist die mit Gl. (5.90) berechnete, in der Hiille wirksame thermische
Schubspannung aufgezeichnet. Sie entsteht in dem Axialbereich, in dem Brenn-
stoffsdule und Hille verklebt sind (Zone II),als Folge der unterschiedlichen

Widrmeausdehnungszahlen von Brennstoff und Hillmaterial.,

Die Spannungen in Zone III (Zone,in der die Brennéfoffséule mit der Hille
keinen Kontakt hat) als Folge des in ihr befindlichen, bei der Aufheizung in
seiner axialen Ausdehnung behinderten Brennstoffs&dulenanteils sind durch die
schon berechneten axialen Randspannungen (-PO) fliir die Brennstoffsaule und

P1 fir die Hille gegeben.
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0.6 1

Ty, [kp/mm?2]

0,50 0,55
(b) r [cm] (a)

Abb. 6: Schubspannung in der Hille als Folge der thermischen Axialdehnung

der Brennstoffsiule (Brennstabzone II)

8. Diskussion der Ergebnisse

Vergleicht man die als Folge .der in dem Beispiel angenommenen Leistungserhé-
hungen entstandenen Brennelementspannungen, so erkennt man aus Abb. 4, daB

die durch die verhinderte axiale Brennstoffsdulenausdehnung entstehenden Stop-
fenspannungen verhdltnism&Big klein sind. Dasselbe gilt auch fir die durch
diese Belastung in der verklebten Zone II entstehenden Spannungen. Selbst
wenn die nicht genau bekannte Wadrmedurchgangszahl Brennstoff-Hlille h hier zu
optimistisch angenommen worden wdre, wirden bei einem schlechteren Warmedurch-
gang und damit bei einer nach Gl. (6.8a) -berechneten hdheren Axialkraft die
von dieser Kraft verursachten Spannungen immer noch klein bleiben. Damit
spielt diese Belastung bei einer Leistungserhéhung nur eine untergeordnete

Rolle.

Ebenfalls klein ist die in Abb. 6 dargestellte Schubspannung, welche als Diffe-
renz der unterschiedlichen Warmeausdehnungszahlen von Brennstoff- und Hillma-
terial entsteht . Die hier relativ kleine Schubspannung erkldrt sich einmal

aus der groBen Kontaktfldche zwischen Brennstoffsiule und Hille und zum anderen
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dadurch, daB bei den in Frage kommenden Leistungserh8hungen die Kon-

taktfldchentemperatur nicht allzu hoch ansteigt.

Die bezliglich der Belastbarkeit eines Brennelementes als Folge einer Lei-
stungsénderung interessierenden Spannungen sind damit durch Abb. 5 gegeben.
Betrachtet man hier die Hilillspannungen,auf die es in diesem Fall nur an-
kommt , so erkennt man, daB die Tangentialspannung mit Abstand am grdBten
ist. Dies fihrt zu dem Schluf: Wenn man die Belastbarkeit eines Brennele-
mentes als Folge einer Leisturgsd@nderung kennen lernen will, genligt es,

die Hulltangentialspannung nach Gl. (5.77) zu berechnen. Erhdlt man mit der
vorgegebenen Leistungserhdhunc einen fiir die Hilltangentialspannung zuldssi-
gen Wert, braucht man alle Ubrigen hier entwickelten Spannungsgleichungen

zu weiteren Berechnungen nicht. heranziehen, da sie alle wesentlich kleinere

Werte liefern.

Anmerkung:

Testrechnungen wurden mit den :n diesem Bericht entwickelten Formeln an einem
Leichtwasser-Brennstab durchge:fihrt. Anwendungsrechnungen kénnen mit ihnen so-
wohl fir Leichtwasser-Brennstidbe als auch fiir Schnellbriiter-Brennstdbe ausge-

fihrt werden. Hierzu sind die ;eweils gililtigen Materialdaten und Stababmessun-
gen in die allgemein gliltigen I'ormeln einzusetzen.
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