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Zusammenfassung

Exakte Losungen der Ratengleichungen fiir verschwindenden und nichtverschwin-
denden Rekombinationskoeffizienten o werden im Detail studiert.

Es wird ein allgemeiner Existenz- und Eindeutigkeitsbeweis der Losungen fiir
beliebige Quell- und Senkenstirken fiir o # 0 angegeben.

Exact solutions of rate equations for the calculation of super-
saturations of defects and growth rates for voids

Abstract

Exact solutions of the rate equations are discussed in detail for vanishing

and nonvanishing recombination coefficient a.

The existence and uniqueness of the solutions are shown for arbitrary sources
and sinks and for o # O.
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1. Einleitung

Die Bestrahlung von Metallen mit energiereichen Teilchen fiihrt zur Erzeu-
gung von Zwischengitteratomen und Leerstellen, die im Festkdrper diffun-
dieren konnen. Dieser DiffusionsprozeR ist ein Materietransport innerhalb
des Metalls und ist u.a. abhingig von der Temperatur, dem Gittertyp, den
G1tterfeh1ern, der M1krostruktur (Gefiige) und den auBen angelegten mechani-
schen Spannungen. Nach dem heutigen Stand der Mode]]bi]dung ist man noch
weit davon eﬁtfernt' eine umfassende analytische Beschreibung oder gar
Vorhersage der komplizierten Diffusionsvorgange geben zu kdnnen. In den
letzten Jahren ist es allerdings gelungen, Teilaspekte der Strahlenschadi-
gung von Metallen genauer zu untersuchen und durch geeignete Modelle zu
beschreiben. Einer der erfolgreichsten Wege zum Verstindnis des Schwellens
von stationdr bestrahlten Werkstoffen (z.B. Strukturmaterialien von Kern-
reaktoren) ist die Ratentheorie, wie sie von Brailsford, Bullough et al.
/1,2/ entwickelt wurde:

Die beiden Hypothesen der Theorie lauten:

i) die individuellen Leerstellen- und Zwischengitteratome
bestimmen weitgehendst das Diffusionsgeschehen

i1) es gilt der Erhaltungssatz der Masse

Man beschreibt deshalb die primiren Gitterfehler (Punktdefekte), d.h. die
Leerstellen und Zwischengitteratome, durch Konzentrationen cy (vacancy)

und c. (interstitial) und erhdalt auf Grund der Massenbilanz Diffusionsglei-
chungen. Beriicksichtigt man die jeweiligen Quell- und Senkenterme fiir Cy

und C;» sowie die Wechselwirkung mit einem duBeren Potential U(Y),,so er-
gibt sich das folgende System gekoppelter partieller Differentialgleichungen:

9% = Qv (D, qrad ey + LDy Cyguadk W) + K, — ko Dycy — X Cy
=cLLv(DLWcL+/33LCL%GALL)+ K, — ke D, — %ty
(1.15)

Die Notation ist im Anhang A erldutert. Da im stationdren Fall die Verlust-
rate von Leerstellen gleich der Verlustrate von Zwischengitteratomen an den
Jeweiligen Senken ist, erhdlt man fiir bekannte Quell- und Senkenterme die
Schwellrate %% /2/:

(1.1a)

2 2 (P)
D, ¢ — R decr — K, , (1.2)

9-[{-‘»
[N




-2 -

wobei cy und C, aus den Ratengleichungen (1.1) zu bestimmen sind.

Experimentelle Vorhersagen mit Hilfe der Ratentheorie sind relativ schwierig,
da nicht alle Parameter hinreichend genau bekannt sind (z.B. Senkenstarken).

Eine Erweiterung dieser Theorie zur Beschreibung der Strahlenschdaden von
nicht stationar bestrahlten Werkstoffen wurde von Ghoniem, Kulcinski et al.
/3/ ausgearbeitet, worauf wir hier nicht eingehen konnen,

Dieser Primarbericht soll zum mathematischen Verstandnis der Ratengleichun-
gen (1.1) beitragen. Wir beschrdnken uns durchweg auf den Fall U = 0. In
Kap. 2 geben wir zundchst einen allgemeinen Existenz- und Eindeutigkeitsbe-
weis der Losungen der Ratengleichungen fiir orts- und zeitabhdngige Quell-
und Senkenstdrken. In Kap. 3 diskutieren wir sodann spezielle Losungen fiir
verschwindende und nicht verschwindende Rekombinationskoeffizienten.
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2, Existenz- und Eindeutigkeitssatz

In diesem Kapitel geben wir einen allgemeinen Beweis, daB dje Ratengleichun-
gen (1.1) unter den folgenden Annahmen eine eindeutige Ldsung besitzen:

i)  das duBere Potential U(X) ist identisch null
ii) die Diffusionskoeffizienten DV und Di sind Ortlich und
- zeitlich konstant

ii1) es werden nur Frenkelpaare erzeugt, Ky = Ky = K(X,t)
iv) die Senkenterme sind orts- und zeitabhdngig, @ = lg(f,t)
Die GIn (1.1) lauten somit
Dy _ 2
7372\/— -DV Acy + K =k, Dvc‘v‘_ RRSASVIR (2.1a)
Jdc — W _— 2.1b
2t =D Acy + K — K, Docy « Cy Cy . ( )

Wir benutzen nunStandardmethoden aus der Theorie der partiellen Differen-
tialgleichungen, um die Existenz und Eindeutigkeit der Ldsungen von (2.1)
zu zeigen /4,5/. Insbesondere verallgemeinern wir einen Beweis, der in /6/
flir einfachere Systeme gegeben ist.

Wir diskutieren die GIn (2.1) in d Raumdimensionen, d = 1,2,3. Zundchst fas-
sen wir cV(Y,t) und ci(Y,t) in eine vektorwertige Funktion zusammen:

N W, (Xt ) MEEIN
Wxit) = . = . (2.2)
' ' QL(xlt) Cbtxlt)

und schreiben die Gln (2.1) in der folgenden Form:

[/"‘»T Afu=f(a) . e
O R
.
Hierbei bezeichnet |l die 2x2 Einheitsmatrix, und F(u
finiert als

) ist durch (2.1) de-

2
= K= Ry Dyly — o tyuy

w) =
- o) K= & Dy oug — o U,y : (2:4)

—><1 +2 -+
Seien v ) und u( ) zwei beliebige vektorwertige Funktionen, so erfillt F

die Lipschitzbedingung

“ Ef(zg?’)'— ﬁr(irg)) “ ¢ )\ “ TN @

(2.5)
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Zum Beweis beginnen wir mit der linken Seite von (2.5) und erhalten durch
verschiedene Abschatzungen

| F L) —F ()]
«) LA) LA)“

() —
2 gﬂk{?(hv,h?) T P W T oy

A A A

= A R, ko) | O T+ ax o (k- ) = W=l )

I

(ot mupl,80) TTO-T0)
Xt - (2.6)

wobei wir benutzt haben, daB

0

¢ Cy, ¢/ (2.7a)

und ‘

04 C, & A4 (2.7b)
gilt.
Die Abschdtzungskonstante x aus (2.5) ergibt sich somit zu

N o= b+ ouP(hv, k) . (2.8)

Xt

Zur Zeit t = o sei die Anfangsbedingung fiir U vorgegeben:

L0y =), (2.9)

wobe1 ?(;) eine beschrdnkte Funktion in R ist. Flr die Anwendung ist

?(;) i.a. durch

th
C

\Z{' _ v (2.10)
; O
gegeben.

Wir suchen nun die Fundamentallssungen von (2.3). Dazu fiihren wir den fol-
genden linearen Differentialoperator L ein,

=105 %)
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und definieren zwei Funktionen Gsd?(f,t):
)

| d
W oo A x"
S ( e ) I v LUNNE

0(t) bezeichnet wie iiblich die Stufenfunktion. Fir t 2 o gilt die Normierung

+ 00
d (k) —
gckx Gy . () =4, (2.13)
. L
- ©0O ' :
Schreiben wir G&j?(?,t) in der folgenden Matrixform,
d) =
Gy (K1) 0
) . )
G Xt )= 0 Gt , (2.14)

so ist G(d)(i,t) die Fundamentalldsung von (2.3) in d Raumdimensionen, d.h.
es gilt

&)
i) L Gc (Xt) = S(’x’,t)/! (2.15)
1) G—.(&)k?',’*:) = <S ()7)/“ fir t »o_ . (2.16)

Die Losung des 11neéren Problems

- (0) _
| L 0°(xt) = 0 (2.17)
mit &0y = F(?) (2.18)

148t sich mit Hilfe der Fundamentalldsung als Faltungsintegral schreiben:
+0o @ -
»{(0) —» 4 > .7 (e ‘
ARty = gage X-{,¢) (5 . (2.19)

Wir haben nun alle Hilfsmittel bereitgestellt, um eine Folge {U(i)}ielN
definieren zu kbnnen,'die gegen die exakte Losung der Ratengleichungen °
(2.1) konvergiert:

t +oa ' .
~(l+4) (i
e t)—u(xtwrg gd.gG'(Xj‘t’C F ’(gt]
0. -0
‘ L=1042 ...

(2.20)




Es gilt:

i) -a(L+A) L_-.(O) F-[ Lu)] [ Lt)] (2.21a)

i1) ““*”gx 0) = {—(X) o (2.21b)
Som1t erfiillt U(1+1)
fangsbedingung (2.9).

flir alle 1eawo die Ratengleichungen (2.1) und die An-

Wir zeigen nun die Konvergenz der Folge. Dazu beweisen wir, daB die "maxi-
male" Differenz zwischen zwei aufeinanderfolgenden Elementen der Folge fiir
groBe i gegen Null strebt. Wir definieren

(Led) (it (i),
M) = liesup | W () = WUE (2.22)
Tet
L= 0,4,2,.
und erhalten mit Hilfe der Lipschitzbedingung (2.5)
(i+1)

-t °
M (t)e ?xgcbc MPxy . (2.23)
0

Benutzt man die Cauchy—Schwarz'sche Ungleichung und erneut die Lipschitzbe-
dingung (2.5), so kann man jedes M(1) nach oben abschdtzen:

MY ) 4 A%)—- M, (2.24)

wobei wir M durch

M= Lim A\Le( IFL T°’(>'<",'tﬂ||)||{@)||) (2.25)
té¢t
definiert haben. Im Limes i~ erhalten wir aus (2.24)
L
() | 4
M () & ”H) M—o0,  ©m

d.h. die Folge (2.20) konvergiert gegen einen Grenzwert u(x,t),der die Ra-
tengleichungen exakt erfiillt:

< +oa
it J =(0) = (d)—- — pong -
Xty = 00K t) +gd-"c fe6 G-f o) FIW ] . e

0O o0




Zum Sch1uB beweisen wir, daB der Limes eindeutig ist. Seien W und V zwei
verschiedene Losungen von (2.27), dann gilt

oy

(Kt) — VX )

£t  too , (2.28)
= S (ot 60T [ FLRE 0] - FIveten |
0 =e° > > > >
Flhrt man die "maximale" Differenz zwischen u(x,t) und v(x,t) ein,
NGE) 2 = Line sup | WK, ) — VK0 (2.29)
vet
so erhdlt man mit Hilfe der Lipschitzbedingung (2.5)
t
N(L) ¢ chh: Nex) . (2.30)
0
Hieraus folgt sofort
N&Y= O . (2.31)
Somit gilt
WX t) = VXt (2.32)

d.h. die Losung der Ratengleichungen ist eindeutig.

Insgesamt haben wir damit gezeigt, daB die Ratengleichungen (2.1) eine ein-
deutige Losung besitzen, die durch den Grenzwert der Folge (2.20) gegeben
ist.

In Kap. 3 diskutieren wir spezielle Losungen der Ratengleichungen, die man
entweder auf direktem Weg durch Losen der Differentialgleichungen oder durch
Ausfiihren des Limes der Folge (2.20) erhalten kann.
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3. Spezielle LOosungen der Ratengleichungen

3.1 Losungen fiir o = o

3.1.1 Allgemeine Losung der parabolischen Differentialgleichung

In diesem Abschnitt diskutieren wir die Ratengleichungen (1.1) fiir verschwin-
dendes HuBeres Potential U(X) und vernachldssigen den Rekombinationskoeffi-
zienten o. Fiir viele Anwendungen ist die Approximation

4

oL 0 (3.1)

im Hochtemperaturbereich zu1ﬁssig. In diesem Fall entkoppeln die beiden
Differentialgleichungen (1.1) und wir erhalten die folgende partielle Dif-
ferentialgleichung vom parabolischen Typ:

?D((:: -'-‘d.LV(D?\‘m;LC)‘I'K—h&BCJ (3.2)

d 4-1,2,3

und mit S dessen Rand, der eine stiickweise glatte Fldche darstellen soll,

mit ?eG. Wir bezeichnen mit G stets ein beschranktes Gebiet im R

Zur Vervollstandigung von (3.2) bendtigen wir die dazugehdrigen Rand- und
Anfangswerte, die durch die folgenden Gleichungen vorgegeben sind:

i) Randwerte fiir t > o:

(3.3)
(a; ¢ + a, grad c)']S =0
11) Anfangswerte:
C (X 1Y = {0 (3.4)

> t=04
mit xeG.

Wir setzen stets "hinreichend schone Eigenschaften" voraus, d.h. es soll

gelten
i)  Ddec'G) , kKec(G),
DX)>0 wd  K(X) » O fir XeG
i1) a, € CCS) ,  a,ed(s) , (3.5)
a,(X)¥0 , a0 mit

AX) +a,(X) > 0 ar X €S,
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Im folgenden diskutieren wir Losungen von (3.2) mit den Rand- und Anfangs-
werten (3.3) und (3.4), die man durch Separation der Variablen (Fourier'sche
Methode) erhdlt. Diese Standardmethode ist aus der Theorie der partiellen
Differentialgleichungen bekannt /5/. In diesem Abschnitt folgen wir insbe-

sondere dem Buch von Wladimirow /7/.

Zundchst definiert man den folgenden Tinearen Differentialoperator L,
) g
L:= "d-u\/:D%,mcL+ RD, (3.6)

wodurch sich die G1. (3.2) auf die folgende Form reduziert:

D
vk Le + K . (3.7)

L ist ein hermitescher, positiver Operator, dessen diskretes Eigenwertspek-
trum mit Hilfe der Randbedingung (3.3) berechnet werden kann:

Ly, () = N 4, G, (3.8)
L=042...

Hierbei bezeichnen {wl}léﬂﬂ die orthonormierten Eigenfunktionen von L und

{ AL}KEJN die dazugehtrigen Eigenwerte. Flr die gesuchte Konzentration
C(Y,t) maéht man nun den folgenden Separationsansatz:
e s -
Cix,t) = 2, L)y, (x) . (3.9)
2=0

Die zundchst unbekannten Funktionen {T&(t)}tem ergeben sich aus dem Cauchy
Anfangswertproblem (3.4). Lost man dazu die 61.°2(3.9) nach Tp(t) auf, so
erhdlt man unter Benutzung der Orthonormalitdt der { wL}KE!N

: 0

—_ — — 3.10
) = (o e®e 4 ), 340

| G L=043,...
Flir t - 0, kann Tz(t) mit Hilfe der Anfangsbedingung (3.4) berechnet werden:

: . 4 — i
Ty o) = S‘*" e, 0) VY ix) (3.11)
G. .

d et —
= (&% D) 4,00
G L= OI,{'Q,I...
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Zur Vereinfachung der folgenden Formeln definieren wir

a, (t) 1= T, (o) (3.12)
und
d -3
B, (t) = chx K (X t) Y X) (3.13)
G L=0,42,...
Bei vorgegebenen f(X) und K(X,t) sind {ak}f/eIN und {bR}QeW bekannten

GroBen. Man setzt nun den Produktansatz (3.9) Onter BerUcksightigung der
Definitionen (3.12) und (3.13) in die urspriingliche Differentialgleichung
(3.2) ein und erhdlt

T ) + N\ T, L) = &Lt (3.14)
L=0,42,...

Die Integration dieser gewthlichen Differentialgleichung Tiefert schlieB-
lich die gesuchten Funktionen Tg(t):

..xl
—E(‘c) =a, e
Setzt man nun {Tﬁ(t)}Qe‘N aus (3.15) in den Separationsansatz (3.9) ein,
so erhdalt man die a11geme9ne Losung der Differentialgleichung (3.2), die
den Rand- und Anfangswerten (3.3) und (3.4) geniigt:

£ _
L S«Lx fe, () e,—x"kt ) . (3.15)

S - ; - - - 3.16
c(?,t) = Z {a}_e_ Aot + de ,GLLt) e At )}'\{;—gx) ( )
2=0 0

Die Schwierigkeit dieser Methode besteht i.a. im Ldsen des Eigenwertprob-
Tems (3.8). In einigen Fdllen ist es jedoch mdglich, die Eigenwertgleichung
(3.8) direkt zu 1dsen oder aber auf eine bekannte Differentialgleichung
zuriickzufiihren. Im folgenden Abschnitt geben wir dazu Beispiele an.
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3.1.2 Ortsabhangige Senkenverteilung

In diesem Abschnitt diskutieren wir eine Anwendung der allgemeinen Lésung
(3.16) fiir den folgenden Spezialfall:

i) eine Raumdimension, d = 1
ii) K und D sind konstant (3.17)

TR R+ R {4 - o ek 1]

Die Ortsabhdngigkeit der Senkenstarke in (3.17) ist in Abb. 1 dargestellt
und tritt im Zusammenhang mit der Diskussion des Schwellens von martensiti-
schen Werkstoffen unter Neutronenbestrahlung auf /8/. Unter Beriicksichti-
gung der speziellen Senkenverteilung (3.17) nimmt die Differentialgleichung
(3.2) die folgende Form an:

3 -
2 -5 5 ok - Rgde - de (-] s

Formuliert man getreu dem obigen Schema das dazugehdrige Eigenwertproblem,
so erhalt man

3

d Ve °’ -2 - -

L + El+k.b:.s cosh (yix X)) \{/L = 0 (3.19)
2,'_" 0/4,'?/’-«-'

Hierbei haben wir die folgende Notation verwendet:
] Ao 2 2
E,Q'-: _:D— - hIL - hib:.s {0 (3.20)

L=041...

Zur Vereinfachung der Differentia1g1e1chung (3.19) fuhren wir die Transfor-

mation

f = tanh(y(x-%,)) (3.21)
durch. Benutzt man ferner die Definitionen
k
Dis
s(s+4) 1= ——M (3.22)
Xa

und

i

A
o V= EL ; (3.23)

M
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so 1aBt sich (3.19) auf die Standardform der zugeordneten Legendre Differen-
tialgleichung zuriickfiihren:

d v d LM (3.24)
Ei—[M § ) TLH%] +[sts+4) 4_59,] Y, = 0
L=1042,...

Die Losungen dieser Gleichung sind bekannt und nur unter der Bedingung
S pmo= L ) L= 042 .. (3.25)

fr | x| » «» endlich /9/. Wir fordern deshalb, daB u eine natilirliche Zahl
ist, was keine wesentliche Einschrédnkung unseres physikalischen Problems
darstellt. (Die Form der Senkenverteilung wird unwesentlich verdndert).

Zu vorgegebenen { gibt es auf Grund der Bedingung (3.25) nur endlich viele
Eigenwerte Eﬁ,

a, 2
R4 (S"’L)/

E; (3.26)
L=o, Hd, e, ‘Qrw\a,x

Die dazugehorigen Eigenfunktionen sind die zugeordneten Legendre Funktionen,

die sich durch die Kugelfldchenfunktionen ¥,y @usdrlicken Tassen:

"I’Ld) =>/s,s-x(’3{/ 0), (3.27)

mit R’;O’Al’li"'/‘e’max

COS(& L= i (3.28)

und seIN.

Wir haben z.B.s = 3 gewdhlt und erhalten mit der Anfangsbedingung c(x,0) = h

das folgende Ergebnis:

2 b -
X, t) =), {al My ——t—-(/t et )} ‘i’L(twh(x’(x-Xo))) (3.29)
z‘:

0

5 {bﬂ};=b , {2 ¥¥  ergeben sich aus (3.12), (3.13) und

- 5 2
Die GroBen {aﬂ}t= 2’ =0

(3.20) zu

o




a, = o
aZ = e ;‘l \/ %{'::r C'th (3.30)
R 35
bo - 3 4 K
b= 0 (3.31)
W /.24
bz - ;3. .43’ K
2
o = D Ry, + Ry - 9yt
3 3 )
M= L P (3.32)
3
)\zzb{g’ms“"zil..—‘ XJ& )
(3.33)

. . / A v
mit x\' = -—4—2'—- h’DLS

Die Eigenfunktionen {wz}i=0 sind die Kugelflachenfunktionen Y31, Y32, Y33
und Tauten explizit:

- w Vo (- )

Yol) =

Y =4y A (187

B =- V(-0 08, e
mit g := .’cmh{y(x—xo)l= cos N . (3.35)

Will man die Losung (3.29) numerisch auswerten, so muB man wegen der gros-
sen Absolutbetrdge von kzDis und k%L die Differentialgleichung (3.19) vor-
her geeignet skalieren. In Abb. 2 haben wir eine auf 1 normierte Losungs-
kurve cy wiedergegeben. Man beobachtet minimale Werte von C,» WO die Sen-
kenstadrke am hochsten ist. Ein dhnliches Verhalten erhdlt man fiir Ci» Was
im Einklang mit anderen Rechnungen steht /10/. Zur Diskussion dieser Ergeb-

nisse verweisen wir auf /8/.

Im folgenden Abschnitt geben wir eine zweite, einfachere Anwendung der all-

gemeinen Losung (3.16).
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3.1.3 Freie Oberflachen

Zur weiteren Diskussion der allgemeinen Losung (3.16) untersuchen wir nun den
Fall, daB

i) d =1 ist (nur eine Raumdimension)
ii) die Senkenstdrke und die Defekterzeugungsrate ortsunabhangig sind
1ii) bei x = o und x = Xo eine freie Oberflache vorliegt.

Zur Erlduterung verweisen wir auf die Abb. 3. Die Differentialgleichung
(3.2) hat nun die einfache Form

oY 2
2 =) sa v K - KDe (3.36)

Die Randbedingung (3.3) sei

= 0
LX) o / (3.37)
X = X
und die Anfangsbedingung (3.4) sei durch
c(x,0) = Cih (3.38)

gegeben. Die beiden Oberflachen werden hierbei wie absolute Senken betrach-
tet. Die Eigenwertgleichung (3.8) lautet

’ = 3.39
Ly oo = N\ v, (3.39)

| £,= O, A,l/..o
wobei L in diesem Beispiel durch

£ 4wy (3.40)
s E e -+ \ *
L D d_x:,
definiert ist. Die Differentialgleichung (3.39) 1dBt sich durch den Ansatz

Y, 00 = A, et (g X+ 8,) (3.41)

L=0413,...
leicht integrieren. Man erhdlt

2 . WL
WL(X) = —;; Aw\( X, X) (3.42)
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und

—_— 3
=D{Q+ ——“—;?’5——-&, (3.43)

ﬂ = 0,42,

Die Bestimmung der GroRen {ak}zeJN und {bl}l |N nach (3.11), (3.12) und
(3.13) liefert

0 fir ¢ gerade
a, = (3.44)

Cen L ¥ X, fiir ¢ ungerade

bzw.

fir ¢ gerade (3 45)

R e
WA 0 flir 2 ungerade

Die gesamte LOsung (3.16), die den Rand- und Anfangswerten (3.37) und
(3.38) geniigt, 18Rt sich somit schreiben als

& - t
Cix,t) = Z { }\uM un— __)\i‘.'-ii‘. )e >\u+4 §
{=0 L+ A YR+ A (3 46)
2T A TaL+4)
xo /5\4'“(' Xo X)
mit A

- Y L
Ay 44 Cen L%, R+ A

i

) A__ 4
bLl-M ) K W LU X, LA+ A

>\u+4 H= D{ k . 347
Bei der numerischen Auswertung von (3.46) muB die Reihe bei einem endlichen
Wert ﬁmax abgebrochen werden. In den Abb. 4-6 haben wir einige Beispiele
flir verschiedene zmax zusammengestellt. In diesem Fall ergeben sich erst
flr Kmax ~ 200 physikalisch sinnvolle Ldsungen.

Die folgenden Abschnitte sind speziellen Losungen der Differentialgleichung
(3.2) gewidmet, die man durch verschiedene Orts- und/oder Zeitabhingigkei-

ten der Parameter erhilt.
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3,1.4 igt—abhéngige Defekterzeugungsrate

t-abhdngige Senkenverteilung

In diesem Abschnitt betrachten wir die Differentialgleichung (3.2) mit den

folgenden Bedingungen:

i) der Diffusionskoeffizient D ist konstant
ii) die Defekterzeugungsrate ist eine Funktion von X und t,

K = K(X,t)
iii) die Senkenstdrke ist t-abhidngig,
2= 2 | (3.48)

Die Differentialgleichung (3.2) lautet somit

e _ b
%{DAC+K—=h.’Dc- (3.49)

Als Anfangsbedingung fiir ¢ wahlen wir
e
c(X,0) = Cep = Ronst. (3.50)

In diesem Fall 18Rt sich die in Kap. 2 geschilderte Vorgehensweise erheblich
verkiirzen und man erhdlt die allgemeine Losung von (3.49) als Faltungsinte-
gral Uber die Greensfunktion (2.12): Zum Beweis transformieren wir zundchst

c(X,t):
\

= i L2
c(x,t) = Cth'+ Q(x,t)kpr—gwﬁka)D) . (3.51)
0
Die Differentialgleichung (3.49) reduziert sich dadurch auf die Form
0D C ~s ) 2
:D—;=DAC+(K—}<DCH\) exp(+%dth(%)b) i (3.52)

V611ig analog zu den Ausfiihrungen im Kap. 2 kann man nun zuerst die Funda-
mentallosung G(X,t,d) suchen und dann die Folge (2.20) konstruieren. Da
die Funktion F unabhingig von ¢ ist, sind alle Elemente der Folge (2.20)

identisch und man erhdlt

t  xoo - .

€k ey = Qv fatg{ KI(§,0) - Rtendegs |-
R z .. (3.53)
'WP(Sko(Q)D)‘G(X"i/t"t/d)
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Die Greensfunktion G(?,t,d) in d Raumdimensionen lautet nach (2.12)

d &
G(Xt,d) 2(7—;\[_??—3 nx‘D( 41)1: ) o(t) | (3.54)

Beriicksichtigt man schlieRlich (3.51), so schreibt sich die gesuchte Kon-
. >
zentration c(x,t) als

t T e .
LU L) = cyy + wep( - Sck*c'bfu'):b)- gdﬂ: _(dflgi K, ¢)—
° ‘°° (3.55)

hk’C)DCH\?& an( Sclvlhw))) Gx-( tor, d)

Flir t - o, geht c(?,t) in die geforderte Anfangsbedingung (3.50) iiber. Die
Ldsung c(?,t) gehdrt zu einer Klasse von Funktionen, die fiir t < o verschwin-
den und in allen Zeitstreifen o < t < t, beschrédnkt sind. Wie aus der Theo-

rie der Warmeleitungsgleichung bekannt ist /7,11/, gilt

fK(Ce)-ReoDd ey | -

CXt) | & Cyp +toaup
th —

£ Yoo,
otvtt 'prﬂgdnkkq)3>l

fir t > o,

Die Auswertung der Formel (3.55) fir konstante Defekterzeugungsrate und kon-
stante Senkensthrke ergibt die zeitabhingige Ldsung

K K=RDeey SRt
clt) = 5 { 55 b op(-RDt) (3.57)

fir £ > 0. In Abb. 7 geben wir den schematischen Kurvenverlauf wieder. Ins-

besondere erhilt man fir t -~ o,

clt—0,) = Cip (3.58)

und fiir t » «
c(t———b-oo) = —K—— . (3.59)
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3.1.5 x-abhidngige: Diffusionskoeffizient

Als letztes Beispiel im Kap. 3.1 betrachten wir den Fall, daB der Diffusi-
onskoeffizient ortsabhdngig ist. Die allgemeine Losung ergibt sich nach

dem im Abschnitt 3.1.1 geschilderten Verfahren. Hier untersuchen wir nur
den stationdren Fall in einer Raumdimension mit konstanter Defekterzeugungs-
rate und mit konstanter Senkenstirke, d.h.

i) d = 1 (eine Raumdimension)
ii) D = D(x) wird als bekannt vorausgesetzt
iii) K und kZ sind konstant. (3.60)

Die so vereinfachte Differentialgleichung (3.2) lautet somit

0=—§;—(D-‘ffg) +K = KDe . (3.61)

Eine Anfangsbedingung muB diesmal nicht beriicksichtigt werden, wohl aber
eine Randbedingung. Hierzu fordern wir

i) C(X=0) = Cyy, (3.62)
i) de - 0 (3.63)
dX |yoy ]

Physikalisch gesehen geben wir bei x = o eine freie Oberfliche vor, wihrend
wir bei x = Xo verlangen, daB sich die Konzentration ¢ nicht mehr (wesent-

Tich) &ndern sol1. Die Integration von (3.61) ist sehr einfach und man er-

halt nach kurzer Rechnung

K M X Ao
TR e s £
C(X) = R = Y %
>\46A 0 >‘le’ %o
. )\xo-‘-)‘bx
{Cth“‘ —4—%2 D } A e (3.64)
+
Ny Xo
)\Ae)\dxo — l>\o’e’9:

. A D +\/ 2\
mit Ny =TT 3 T (55=) + &k . (3.65)
Wie UibTich bezeichnet D' die Ableitung von D(x).

Im folgenden Kapitel untersuchen wir einfache analytische Ldsungen der
Ratengleichungen (1.1), die den Rekombinationskoeffizienten a enthalten.
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3.2 Ldsungen fiir o # o

Die exakte Losung der Ratengleichungen (1.1) fiir beliebige Quell- und Sen-
kenterme und fiir nichtverschwindenden Rekombinationskoeffizienten o ist
durch die Folge (2.20) gegeben. Leider ist es bisher in nur geringem Umfan-
ge gelungen, auch "geschlossene L&sungen" von (1.1) zu finden. Wir geben
nachstehend drei Beispiele. '

3.2.1 Reine Rekombination

Wir betrachten zunichst den einfachen Fall, daB sich die Ratengleichungen
auf das folgende System gewohnlicher Differentialgleichungen reduzieren:

JL~JLm~ = K — o cc
v 3.66
| v ( )

d ¢; - — A CC (3.67)
Ao = K —ace, |

Die Defekterzeugungsrate K ist dabei fiir Leerstellen und Zwischengitter-
atome gleich, lediglich die Anfangsbedingungen sollen sich unterscheiden:

i) ¢, (L=0) = Cth (3.68)
i) ¢, (t=0) = 0 . (3:69)

Dieses Beispiel beschreibt die Situation, daB Leerstellen und Zwischengit-
teratome in gleicher Anzahl erzeugt werden und nur durch Rekombination dem
System verloren gehen. Bildet man nun die Differenz der Gln (3.66) und
(3.67), so erhdlt man unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingungen (3.68)
und (3.69)

¢, = ¢ + C. . (3.70)

Dies in G1. (3.66) eingesetzt, filhrt auf eine Riccati~-Differentialgleichung,

die geldst werden kann. Wir erhalten

1
Cle) = Cp ¥ METRTAN y (3.71)

e ¥ Jcp+ Ch
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. th th '
mit € tm— Cy + \/( Cy )2' + _5._. > 0
P b b) (3.72)
th
und A te- 3cp + Cy (3.73)

cpl2cp +cth)

Der Kurvenverlauf von (3.71) ist in Abb. 7 schematisch dargestellt. Insbeson-
dere ergibt sich flir t » «

clt— o) = ¢ +cq (3.74)
und ,
CL('t-—b 0o ) = ¢ : (3.75)
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3.2.2 Das stationdre Problem

Wir suchen nun nach Losungen der allgemeinen stationdren Ratengleichungen,

wobei alle Parameter als konstant angesehen werden. Filhrt man flir die Leer-
stellen und Zwischengitteratome verschiedene Defekterzeugungsraten ein, K,
bzw. Ki? so erhdlt man das folgende nichtlineare G]eichungssystgm:

2
0 =‘Kv~kvbvc\/ - % CC, (3.76)
v _ . 3.77
0= KL*hL});CL A CyCy . ( )
Lost man (3.77) nach Cy auf Qnd setzt dies in (3.76) ein, so ergibt sich
eine quadratische Gleichung fiir Cy Entsprechendes erhdlt man fiir Cy Daraus
erhdlt man die asymptotischen Werte von Cy und c, im Limes t -+ o
__ R \/ﬁj&_ v ‘
¢y = -\ () + g, (3.78)
P. \f_&»_’« ' | 3.79
¢ =~ +V ) + 9. (3.79)

Zur Vereinfachung der Formeln haben wir die folgenden Abkiirzungen benutzt:

« LK Kol + R D B Dy

L= 3.80
R . o ht.Dv ( )
W TR, (3.81)
poi= B (v i) (3.82)
q, = cllv(v > () . (3.83)

Zum AbschTuB dieses Berichtes geben wir im folgenden Abschnitt eine Losung
der Ratengleichungen fiir den Fall an, daB man

C, ™~ Cy (3.84)

setzen kann. Dies ist physikalisch sicher nur in Ausnahmefdllen gerecht-
fertigt.
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3.2.3 Proportionalitit zwischen c_ und C.

Wir betrachten den Spezialfall, daR c

v und Cy proportional zueinander sind.
Vernachldssigt man samtliche Ortsabhidngigkeiten, so erhdlt man fiir konstante

Parameter die folgende Differentia1g]eichung vom Typ Riccati:

D¢ _ e 3 2
e - K- RDc A C

(3.85)

Hierbei bezeichnet A die Proportionalititskonstante zwischen c

v und C;. Unter
Beachtung der Anfangsbedingung

clt=0) = ¢y, (3.86)

kann die Riccati-Dgl nach den iiblichen Verfahren /12/ gelost werden, und
man erhdlt nach etwas ladngerer Rechnung

clt) = w + vit)

t .
B A

(P+lug) (Cep—u)
V(it) := ‘ : (ptauq )t
; {P""Q’“‘L*'%(Cth_u') e "‘L(Cu,'“)
p = ‘;)D\ (3.87)
q = « |

Fiir t > o, ist die Anfangsbedingung (3.86) erfiillt, wihrend c(t) fir t -
gegen den asymptopischen Wert

C(t—> o0) = u (3.88)

strebt. Den prinzipiellen Kurvenverlauf kann man aus Abb. 7 ablesen.
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4. Ergebnisse

In diesem Bericht haben wir gezeigt, daB die Ratengleichungen wie sie von
Bullough et al. fiir stationdre Bestrahlungsphidnomene aufgestellt wurden,
eine eindeutige Losung besitzen, die durch den Grenzwert einer Folge gegeben
ist. Wir haben einen konstruktiven Beweis vorgefiihrt.

Vernachldssigt man den Rekombinationsterm, so entkoppeln die beiden Raten-
gleichungen und man erhdlt zwei partielle Differentialgleichungen vom para-
bolischen Typ. Die allgemeine Losungsmethode dieser Differenti§1g1e1chungen

wurde erldutert und an mehreren Beispielen demonstriert.

Zum SchluB haben wir einige "geschlossene Losungen" der Ratengleichungen
aufgelistet,
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Anhang A: Parameter der Theorie

Im folgenden geben wir eine kurze Zusammenstellung der wichtigsten Standard-
definitionen und Formeln /13/: '

Bezeichnungen:
Indices fiir vacancies, interstitials: V,i
Diffusionskoeffizienten: Dv,i [em2/s]
Defekterzeugungsrate: . Kv,i [dpa/s]
Defekterzeugungsrate von vacancies |
durch Emission aus den Poren: Kv(p) [dpa/s]
Senkenstarke: kzv’1 [1/cm2]
Rekombinationskoeffizient: o [1/s]
Wanderungsenergie: Emv’1 [eV]
Bildungsenergie: | Efv’i [eV]
Temperatur: T [K]
Radius der Interstitial Loops: RIL Lcm]
Dichte der Interstitial Loops: oIL [1/cm’]
Dichte der Versetzungen: | PDis [cm/cm3]
Biasfaktoren: Zv,i [1]
Kiirzeste Gitterkonstante: a [cm]
Atomradius: ro [cm]
Atomvolumen: Q [cm3]
Relative Atommasse: CHR [11
Rekombinationsradius: o [cm]
Debye-Temperatur: ] [K]
Sprungfrequenz: Vi [1/s]
Kaskadenfaktor: | . € [1]
Burger's Vektor: b Tem]

Thermische Gleichgewichtskonzentrationen: CETi [1]
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Universelle Konstanten:

Planck'sches Nikkungsquantum: il

Boltzmannkonstante: kB
Atomare Masseneinheit: ‘ AME

Zusammenstellung der Formeln:

6)

B:= 1

R
Atommasse:
M= 301 AME

| Diffusionskoeffizienten:

) _aEVsi
Dy,i =Dy ¢ exp(-BE;"")
o . _ 2 v,
Dy, it = 9y, Vy,i @ &xP(S,7)
9y i Geometriefaktor

Flir bcc~, fcc-Gitter und kubische Kristalle ist

9,i~ L

~ Sprungfrequenzen:

i) Seeger-Mehrer Modell:

Ev,i
%. m fcc-Gitter

Vv . = A
V,1 1 /2 EI\]/;-' .
6

=

ii1) Debye-Modell:

kp
v Vi T 7qR

1

\Y

Defekterzeugungsrate_(vacancies):

KV = (1'8) Ki

Senkenstarken: N

2 _ 2(%)
kv,i - SZ: kv,i
L=A

[erg sl
[erg/K]
[g]
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Die Summe lauft dabei lber a]Te im Metall betrachteten Senken, z.B. Poren

ks(?), Interstitial Loops ks(iu), Vacancy Loops k3(¥L)

2(N) 2(GB)
werke kv,i » Korngrenzen kv,i

, Versetzungsnetz-
, etc. Die wichtigsten Senken neben den Poren
sind die Versetzungen und die Interstitial Loops:

i) Versetzungen (Dislocations):

2(Dis) _ .

k v,i " Zv,i  PDis (A.11)
i1) Interstitial Loops:

2(IL) _

Kvyi 0= Zy,i em Ry ep (A.12)

7) Rekombinationskoeffizient:

Hierbei werden i.a. zwei Modelle fiir das Rekombinationsvolumen betrach-

tet:
. 41rY‘o .
i) = (0 +D,) 3 (A.13)
mit 27 r 3 & 1000 (A.14)
K
_ 4y 3
und @ = T g (A.15)
i) o = (0, + D) (2 (A.16)
i v/ ‘b
8) Thermische Gleichgewichtskonzentrationen:
v
CSh = exp (S¥/kB) exp (-8E¢) (A.17)

ey | (A.18)
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Abbildungen:

Abb.

Abb .,

Abb.

Abb.

Abb.

Abb.

Abb.

Ortsabhdangige Senkenstdrke der Form

K2(x) = A[l- 1 1 +8

cosh? Y (x—xo)

Analytische Losung fiir ortsabhdngige Sehnkenstarke
(normierte Funktionen).
2

Kurve 1: Cy ; Kurve 2: K

'System mit zwei freien Oberfldchen (hier bei x = o und

2

= 0.8) und mit konstanter Senkenstdrke (k= = 0.3)

(in willklirlichen Einheiten)

Analytische Losung fiir oy (normiert)

Qmax = 30 . t=1s

Analytische Losung fiir ¢, (normiert)

(
Loay = 100, 1s

I <

Analytische Losung fiir ¢, (normiert)

(
=200 |, 1s

H <

ﬂmax

Analytische Losungen der Form
c(t) = A - [A-B] &7

bzw.
1
BeYt + E
(schematischer Kurvenverlauf fiir c(~) > c(0))

' c(t) = A+




- 31 -

J

1 | N |

1

L

-
-

Yo

S
O R)SUINUDS

-,
-

1.0

(1@

-
-

Abb. 1

X—Werte




(71

—1.0

o

o

Lot e
o

o

- L0

a (2) mnwE P)SUOUSS

Abb. 2

X—Werte




- 33 -

-,
~d

@)
o
931 p)suUaULS .

0.0

0.5 1.0

X—Werte

0.0

Abb.




|
"
=~
]
m\l..\u_yl..l‘[‘_-.iv!l l—. - I}L. _F _ = | =, L _.
o Yo <
< o

aoﬂmbaoNc%Em:ﬁmE@q

0.5
X—Werte

1.0

-
-

Abb. 4




- 35 =

o
A

noﬁmﬁaoNc%MQm:Bmqu

-
-

1.0

0.5
X—Werte

o
-

Abb. 5




C - 36 -

| K(l_p N SR TON WO B

- , e

0T} e} URZUOIUP[[9)SI99T

-
-

1.0

0.9
X—Werte

o
-

Abb. 6




- 37 -

! { l

~/_/_r |

O
i

S
L
'\

-
UO0T}BI}UIZUOY]

-
-

1.0

0.5
{—Werte

o
-,

Abb. 7






