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Zusammenfassung

Dieser Bericht enthdlt eine Reihe von Einzelarbeiten, in denen versucht
wird, ein stochastisches Modell filir die Abgasreinigungsstrecke PASSAT

zu entwerfen. Dies geschieht, um vorhersagen zu konnen, mit welchen Men-
gen an radioaktivem Jod in welchen Zeiten die Umwelt belastet wird.

Eine derartige Aussage konnen wir kurzfristig nur lber eine Theorie er-
halten, da es bei dem heutigen hohen Stand der Sicherheitstechnik Jahr-
zehnte dauern wiirde, bis wir diese liber Messungen bekommen wiirden.

Aufgrund unserer Systemanalyse gehen wir davon aus, daB in PASSAT im
Mittel ungefdhr einmal in zehn Jahren ein Storfall von zehn Stunden
Dauer stattfindet, in dem mehr radioaktives Jod freigesetzt wird als

im Normalbetrieb.

Zundchst entwickelten wir ein allgemeines stochastisches Modell. Sehr
bald erwies es sich aber als zweckmdBig, dieses fir den ersten und be-
liebig viele Storfdlle unterschiedlich zu detaillieren.

So entstanden einerseits die "Kurzzeit"-Modelle fir den ersten Storfall
und die "Langzeit"-Modelle fiir einen beliebig vorgegebenen Zeitraum (0,t).

Prinzipiell Tassen sich filir die Freisetzung in PASSAT sowohl simulative

als auch analytische Modelle konstruieren. Im Laufe dey Untersuchungen
stellte sich jedoch heraus, daB flir konkrete Zahlenangaben analytische
Modelle praktikabler sind als Monte-=Carlo-Simulationen. D.h. abey nicht,

daB wir bei Problemstellungen dieser Art ganz auf die Monte-Carlo-Simulation
verzichten sollten. In unserem Fall hat die Monte-Carlo-Simulation es erst
ermoglicht, die urspriinglichen Ansdtze so zu vereinfachen, daB aufwendige
analytische Rechnungen vermieden wurden.

Die "Kurzzeit"-Modelle lassen sich mit einer einzigen Wahrscheinlichkeits-
verteilung charakterisieren, der Verteilung P{C1§.z} der im ersten Storfall
freigesetzten Schadstoffmenge C1. Diese ergibt sich aus einer Transforma-
tion (T., i=1,2,...,k) » C1 der zufdlligen Lebensdauern Ti der relevanten

;
Komponenten von PASSAT.




Fiir die "Langzeit"-Modelle, die im Prinzip die "Kurzzeit"-Modelle ent-
halten, miissen jedoch Familien von Verteilungen {P{C(t)<z}, te R}, d.h.
stochastische Prozesse betrachtet werden. Dabei ist C(t) die im Zeit-
intervall (0,t) angesammelte Menge von Schadstoff.

Allen hier vorgestellten "Langzeit"-Modellen der PASSAT Tliegen Markoff-
Erneuerungsprozesse mit Kostenfunktionen zugrunde, bei denen die Frej-
setzung die Rolle von Kosten ibernimmt. Dabei muBte die in der Literatur
vorhandene Theorie von linearen auf monotone Kostenfunktionen erweitert
und ein numerisches Verfahren entwickelt werden, um konkrete Zahlenwerte

Zu erhalten.

Das neue numerische Verfahren besteht auf bestmdglichen zahlentheore-
tischen und mehrdimensionalen Integrationsmethoden, mit denen die auf-
tretenden zweidimensionalen Laplace-Stieltjes Transformierten invertiert

werden.




Stochastic Short-=term and Long-term Models Describing
Radiocactive Todine Release from the PASSAT Offgas Cleaning
Facility

Abstract

This report comprises a number of individual research
activities aimed at conceiving a stochastic model of the
PASSAT offgas cleaning facility with a view to predicting
which amounts of radioactive iodine will burden the environ-

ment at which times.

Such a statement can be obtained in the short run via a
theory only because, given the advanced status of safety
engineering, it would take several decades to make available

the respective measured values.

Based on our systems analysis we assume that in PASSAT on
the average one accident of ten hours duration will occur
approximately once in a decade in which more radioactive

iodine will be released than in normal operation.

In a first step we developed a general stochastic model.
However, it appeared useful very early in this effort to
work out different degrees of detail for the first and any

number of accidents.

In this way the "short-term" models were elaborated for the
first accident and the "long-term" models for any period of

time determined in advance (0,t).

In principle, both simulative and analytical models can be
composed to describe the release from PASSAT. However, it
became evident in the course of the studies that analytical

models can be more conveniently handled than Monte Carlo



simulations if concrete numbers are in hand. But this does
not mean that we should completely do without Monte Carlo
simulatins to solve this type of problems. In our case it
was actually the Monte Carlo simulation which enabled us

to simplify the original setups in such a way that expensive

analytical calculations were avoided.

The "short-term" models can be characterized by a single
probability distribution, the distribution P{C1§z} of the
amount. of pollutants C1 released in the first accident. It
is the result of a transformation (Ti, i = 1,2,....,k)—>C1
of the stochastic lifetimes Ti of the relevant PASSAT

components.

Regarding the "long-term" models which, in principle, include
the "short-term" models, families of distributions

{p{C(t) <z}, te R}, i.e., stochastic processes, must be con-
sidered. C(t) is the amount of pollutant accumulated in the

time interval (O,t).

All "long-term" models of PASSAT presented here are based
on Markoff renewal processes with cost functions in which
the release adopts the role of costs. The theory proposed
in the literature had to be extended from linear to monot-
onous cost functions and a numerical technique had to be

developed in order to obtain concrete numerical values.

The new numerical method consists of best possible number-
theoretical and multi-dimensional integration methods by
which the two-dimensional Laplace-Stieltjes transforms

obtained can be inverted.
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ZUR STOCHASTISCHEN MODELLIERUNG DES ERSTEN STORFALLS IN DER ABGAS-
REINIGUNGSSTRECKE EINER WIEDERAUFARBEITUNGSANLAGE (WAA)

Heinz Wenzelburger, Karlsruhe

1. Einfiihrung

Ausgangspunkt filir diesen Beitrag war die Frage, wie in der Abgasreini-
gungsstrecke einer WAA unerwilinscht freigesetzte Mengen an radioaktivem

Jod vorhergesagt werden k&nnen.

Bereits eine oberfldchliche Systemanalyse der Karlsruher Versuchsan-
lage PASSAT ergab, daB dies nur iiber ein stochastisches Modell m&glich
ist. Denn die in der PASSAT freigesetzten Schadstoffmengen hidngen
nicht nur von deterministischen, sondern ganz wesentlich auch von
stochastischen Vorgingen ab. Dabei wirkt sich auf die Modellierung
erschwerend aus, daB in der PASSAT die Freisetzung von Jod eine

nichtlineare Funktion der Zeit ist.

Flir die Praxis ist nicht nur wichtig, wie sich die Anlage kurzfristigqg,
sondern auch wie sie sich mittel- und langfristig verhilt. Dabei inte-
ressiert beim Kurzzeitverhalten im wesentlichen die Verteilung

P(C1 < ZlAk} der im sog. ersten Stdrfall freigesetzten Schadstoff-
enge CT’ wenn dieser vom Tyo Ak ist; beim Langzeitverhalten dage-
dgen die Verteilung P{C(t) < z} der im beliebig vorgegebenen Zeit-

intervall (0, t) freigesetzten kumulativen Schadstoffmenge C(t).

Wir behandeln hier lediglich das Kurzzeitverhalten der PASSAT, d.h.
eine filir den ersten Stdrfall typische Verteilung P{C1 < Z{Ak}, die
Wir simulativ bestimmen. Fragen, die mit dem theoretisch sehr viel
schwierigeren Langzeitverhalten der PASSAT zusammenhédngen, werden

in /3/ auf der Basis von Markoff-Erneuerungsprozessen diskutiert.

2. Freisetzungsfunktion C, des Storfalls EH, vor EH,

Das Abgas, das in einer WAA im Aufléser flir die Brennstdbe entsteht,
enthdlt sowohl gasfdrmige radioaktive Spaltprodukte als auch radio-
aktive Tropfchen- und Feststoffaerosole. Wegen ihrer Radiotoxizitit

miissen diese Stoffe'aus dem Abgas soweit als m&glich entfernt werden.

Fir dijie Jodreinigung geniigt es, das in Abb. 1 gezeigte vereinfachte
FlieBschema der PASSAT zugrunde zu legen /2/.

und EH. auf ein

In diesem wir der Abgasstrom liber zwei Erhitzer EH )

1




Eingangs- Erhitzer EH1 Erhitzer EH2 Jodfilter Ausgangs-
Haossenstrom Jod W3 (W4) Massenstrom Jod

- Solltemp. Solltemp. Durchldssigk eit
) i = > ‘ ~
‘&0] E] 88 [: @of138°c d= dlb }P)

Taupunkt ) =300

Jodfilter geleitet, das umso weniger Jod adsorbiert, je geringer

Abb. 1

dessen Restbett-Tiefe und je grdler die relative Feuchte des Abgases
ist. Die relative Feuchte nimmt zu, wenn mindestens einer der beiden
Erhitzer ausfdllt und dadurch die Temperatur des Abgases im Jodfilter
unter ihren Sollwert sinkt. Der Erhitzer EH1 ist redundant. Er ge-
hért zur Aerosol- und nicht zur Jodriickhaltung und wurde in unser

System einbezogen, weil er den Erhitzer EH, bis zu einem gewissen

2
Grad zu ersetzen vermadg.

Unter den im FlieBschema der Abb. 1 denkbaren Storfdllen kann im
Storfall "EH. zeitlich vor EH

2 1
sten Jod freigesetzt werden. Dies tritt immer dann ein, wenn innerhalb

ausgefallen" (= Ereignis A21) am mei- {
!;
der Reparaturdauer des Erhitzers EH2 (Solltemperatur 130°C) von rund |
8 Stunden auch noch der Erhitzer EH1 (Solltemperatur 80°C) ausfdllt.
In dieser Situation kann die Temperatur des Abgases unter dessen

Taupunkt absinken und alle Feuchtigkeit im Jodfilter kondensieren.

Der Erhitzer EH2 ist so in seiner Wirmekapazitdt ausgelegt, daB die
Temperatur des Abgases im Jodfilter kaum unter ihren Sollwert sinkt,
wenn der Erhitzer EH1 allein ausfdllt. Darum wird im Storfall EH1 vor

EH, (= Ereignis A im Mittel etwas weniger Jod als im Stdrfall

12
A21 freigesetzt.

Wir guantifizieren nun die bisher vorwiegend qualitativen Betrach-
tungen, ohne auf alle Details einzugehen. Bei den wichtigsten Gro&Ben
geben wir in Klammern ungefdhre Zahlenwerte an.
Sei ja(t) [kg/Std] der im Abgas enthaltene Massenstrom an radioakti-
vem Jod, wenn dieser zum Zeitpunkt t auf das Jodfilter trifft und sei
ferner d(t) die Durchlédssigkeit (0 < d < 1) des Jodfilters zum Zeit-
punkt t. Dann wird im Jodfilter der Eingangsmassenstrom ja(t) (1,6.10—2
kg/Std) an radioaktivem Jod auf den Ausgangsmassenstrom

Jp ) = d(t) .3 (t) [kg/Std] (1)
reduziert. (Im Normalbetrieb ist je nach Betriebsstrategie
1077 < 3@ < 1073 1),
Nach Ausweis der Experimente hidngt die Durchldssigkeit 4 = d(b(t),%(t))

des Jodfilters von dessen Beladung b(t) mit Jod und der relativen




Feuchte ¢(t) des Abgases am Ort des Jodfilters ab. Sie ist um so groé-
Ber, je grdBer die Beladung des Filters bzw. je grd3er die relative
Feuchte des Abgases ist. In Abb. 2 ist ein Fit flir die experimentell
gemessene Durchlidssigkeits"fldche" dargestellt, wobei anstelle der

Beladung b(t) die Bettiefe (="Rest"-Bettiefe!)

hit) = hy,  (1-b(t)/8) [cm ]’ 0 <h <hpay (2)
(hmax = 60 cm, apparative Konstante) aufgetragen ist.

LOG.D(H,PHI) = HD*(PHI-1)*(A+B*(PHI-1))

2.5 0

HD

1L.0GD

-10.53 A

A = 3751, B = 2.185
DURCHLAESSIGKEITSFLAECHE Abb. 2

Die im Filter von dessen Inbetriebnahme an absorbierte Menge an Jod

(= Beladung) ist eine lineare Funktion in der Zeit ¢t
b(t) = bo+b1t [kg] ’ 0 < t < Te- (3)

Das Filter wird ausgewechselt, wenn dessen maximal zulissige Beladung

8 = bgtbyt. (b, = 0; b, = 1,6:107% kg/std ; = 752 'std , Standzeit
des Filters) erreicht ist.

TE




Die relative Feuchte ¢(t) ist eine Funktion‘der (Celsius)-Temperatur

0(t) des Abgases (0, = 30°C, O ., = 130°C )
1 0 < @k
¢ (o) = fir . (4)
[p(Ok)/p(O)] O, <0 < 0 .
wobei 0, die Temperatur der vollstdndigen Xondensation des im Abgas

k
enthaltenen Wasserdampfes und p(0) der Sdttigungsdruck des Wasser-

dampfes bei der Temperatur 0 ist. In dem fiir die Anlage relevanten

Temperaturbereich 9 <0 < Omax approximieren wir den Sdttigungsdruck §
des Wasserdampfes mit der Formel von Clausius/Clapeyron, was

ln p(e) = - 5,07-10° / T + 13,62, T := 273,15 + 0 (5) |
ergibt.
Im bestimmungsgemdBen Betrieb ist die Temperatur des Abgases konstant,
d.h. o(t) = Onax: Im Stdrfall A,, ist dagegen o6(t) eine Funktion, die
stlickweise aus drei Exponentialfunktionen @i(t) mit verschiedenen

Zeitkonstanten zusammengesetzt ist. Dies wird in Abb. 3 illustriert.
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Man beachte, daB in diesem Beispiel EH, bei t=0 und EH, bei t=y aus-

- . 2 1

£f411t und die Anlage bei t = tth2+pl wieder angefahren wird, nachdem

beide Erhitzer repariert sind. AuBerdem ist zu ersehen, wie in diesem

S .o : ez
tdrfall der Ausgangsmassenstrom J, (t) von einem minimalen (= 2,1°10 ?

kg/Std ) auf einen maximalen Wert (= ja(t) = 1,6-10_2 kg/std) ansteigt

und wieder abfillt.




Die im ersten Stdrfall vom Typ A21 freigesetzte Schadstoffmenge <4
(Freisetzungsfunktion) erhalten wir, wenn wir den Ausgangsmassenstrom

jb(t) vom Stérfallbeginn zur Zeit t=x bis zum Stdrfallende t=x+Ax

integrieren
X+AX Ax
c, =/ jb(t)-dt = f d(b(x+t),e(t))»ja(x+t)-dt . (6)
x o

Das Stérfallende t=x+Ax definieren wir als den Zeitpunkt, in dem der
Ausgangsmassenstrom jb(t) nahezu den Wert erreicht hat, den er im

Normalbetrieb besitzt.

Es ist nicht schwer zu sehen, daB cy = c1(x,y) bzw. c, = c1(h,y), wWOo=
bei h(x) = hmax 1=(x mod rf)/rf] die Bettiefe des Jodfilters zum Zeit-
punkt x des Ausfalls des Erhitzers EH2 ist. In Abb. 4 ist ein Aus-

schnitt aus der Funktion c1(h,y) dargestellt. Dazu wurde in (6) nume-

risch integriert.

FREISETZUNGS-FUNKTION

€L CH.Y)

H = BETTIEFE DES JODFILTERS
Y = ZertLicHeR ABSTAND EHZ2vor EHT AusceraALLEN

Abb. 4




Die Parameter x (bzw. h) und y sind die einzigen zufdlligen Variablen
in der Freisetzungsfunktion. Sie hdngen lediglich von den Lebensdauern
Ti der Erhitzer EHi (i=1,2) ab. Die Bettiefe h bleibt in <, determi-

nistisch, wenn wir jeweils zu Stdrfallbeginn das Filter wechseln.

Um deutlich zu kennzeibhnen, daB <4 mit x (bzw.- h) und y auch zufdllig
wird, schreiben wir anstelle von c1=c1(x,y) den Ausdruck C1=C1(X,Y) ge=-
mdB der oft gebrauchten Konvention, fiir alle deterministischen Variab-

len kleine und alle zufdlligen Variablen groBe Buchstaben zu benutzen.

2. Die Verteilung P{C, < z | A,,} im ersten Storfall

Alle unsere probabilistischen Folgerungen basieren, anders als bei der
Freisetzungsfunktion auf einer einzigen Beziehung, der gemeinsamen

Lebensdauerdichte der beiden Erhitzer

tdty, t, < T, < ty*rdty} = £, o (b, t)) dt,-dt,

P{t, < T '
1 2 2 15

1 1 < ¢

1

= Al-exp(-A1t1)-dt1°A2~exp(—A2t2)-dt2 . (7)

Da in der Freisetzungsfunktion C1(X,Y) die zufdlligen Variablen X und
Y vorkommen, wobei nun allgemeiner X den Eintritt des Stdrfalls A12
oder A21 markiere, transformieren wir zundchst (T1,T2) + (X,Y) mit

X = min (T1,T2), Y = T1—T2. Das ergibt nach einiger Rechnung die Dichte

P{x < X < x+dx, y < Y < y+dy}

fl

fXY(x,y)-dx-dy

= P{x < X < x+dx} -P{y < Y < y+dy} (8)
mit
P{x < X < x+dx}= (A1+X3) cexp-(A1+X,)x+dx, 0 < x < o (9)
-1 exp(+i,y) -dy —o< y < 0 |
P[y < Y < y+dY}= [1/)\1+1/)\2] o . ’ (10)

exp(=A1y) -dy 0 <y < =

Nach einem Satz von Ferguson /1/, p 1204 ist, damit X und Y wie in (8)
stochastisch unabhingig sind, notwendig und hinreichend, daB 'I‘1 und T2
Exponentialdichten haben. Ansonsten sind X und Y stochastisch abhé&ngig.

!

Um die Transformation (X,Y) - C,(X,Y) analytisch durchzufiihren, ist

einiger Rechenaufwand notwendig. Wir k&nnen jedoch die k-ten Momente

von C1 angeben, ohne die Dichte fC (z) .dz explizit benutzen zu miissen. |
1
+o K
/ <, (x,y)-fXY(x,y)-dx-dy . (11)
e] Y:-oo

Es ist
E(c1k) = 1 ZKog

8

(z) «dz =
1 X

i~ 8

C

9]
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Abb. 5
In der Dichte (8) sind noch sowohl der Stérfall A12 als auch der Stor-
fall A5, enthalten! Sie lassen sich wie folgt "separieren":
k k k
E(C = o o
(C;™) = Pla,,} E(C, A, ,) + PLA,, }-E(C 7 Ayy) (12)
Dabei ist
P{A12} = A1/ (A1+A2), P{A12} + P{A21} =1 (13)
und
k o ° x ‘
E(C,™[A,) = ! [t xey) sy (x,y| Ay, ndxedy C(14)
X=0 y=-®
mit 0 < X < =, -~ <y < 0

fXY(X,Y|A12)“dX°dy = (A1+Xz) cexp=(A1+X) XAy cexp(+Xr,y) »dx-dy (15)

und analog dazu E(C1k|A21)-

Verwenden wir in fXY(X’Y|A21) anstelle der Lebensdauer T, des Erhitzers

EH, die Bettiefe H des Jodfilters zum Zeitpunkt X=T, des Ausfalls von

2




EH2, so 148t sich wegen H = hmax[1—(x mod rf)/rf] zeigen, daB
Tg ‘ Te .
T s (A1+A2) rexp o ‘(A1+X2)'(hmax‘h)
_ ‘'max max dh« e_kly-dy
fHY(h’YlAm).dh'dy - exp Tf(xl+xz) -1 ! !
0 i h i hmax’ O i Y < ® e (16)

Wir kOnnen tber fXY(X’Y|A21) oder besser noch lber fHY(h,yIA21) die
Verteilung P{C1 < z|A21} bzw. deren Mittelwert und Streuung simulieren.

Dazu sind wegen (16) 2Zufallszahlen (p,q) aus einer Gleichverteilung

(0,1) gemas
h = h - =_q~£E§§m «1n [1— (1-e +Tf(AI+X2))] (17)
P max Tf(k1+kz) p
R e (dem=A1P2 ]
yq = " 1n [1 ge (1-e )
zu transformieren. Jedes Paar (hp,yq) fihrt zu einer Realisation

-6 -1

std ', i=1,2

/ y 03 -
C1(herq) von C1(H,Y). Flr tp =~ 10 Std und Ay R 10

ist H mit guter Nidherung gleichverteilt.

Abb. 5 zeigt eine Simulation der bedingten Verteilung P{C1 < z|A}
mit A = {0 < Y < py}, d.h. der innerhalb der Reparaturzeit p, von EH2

freigesetzten Schadstoffmenge C Die Verteilung P{C1 < z|A} ist sig-

7°
nifikant nicht unimodal.

In bestimmungsgem&Ben Betrieb ist die mittlere Freisetzungsrate von
9 (3,4-10"6) kg/Std, wenn das Filter bei

h = 10 (2,5) cm ausgewechselt wird. Im Stdrfall A, der nach (10) nur

radiocaktivem Jod £= 2,110

mit einer Wahrscheinlichkeit von P{0 < Y < p,} = (A2/(A1+X2)) - (1-exp
(-X102))~8,4-107°

eine mittlere Freisetzungsrate von na8,6.10

eintritt, schédtzen wir aus der obigen Simulation
3 kg/std.
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Anhange

Vorbemerkung zu den Betriebs- und Wartungsstrategien

Welche Menge an radioaktivem Jod in PASSAT freigesetzt werden
kann, hidngt ganz wesentlich von der gewdhlten Betriebs- und

Wartungsstrategie ab.

SO0 gibt es z. B. eine Art der Aufldsung filir die Brennstdbe,
bei der die Erzeugung von Jod eine deutliche Spitze erreicht
(Batchbetrieb) und eine andere, bei der sie nahezu konstant

bleibt (Sidurezudosierung).

AuBerdem kann die Aufldsung zeitlich kontinuierlich oder mit
(regelmidBigen) Unterbrechungen erfolgen, wobei wdhrend den

Unterbrechungen kein radioaktives Jod erzeugt wird.

Wir legen in dieser Arbeit eine Betriebs- und Wartungsstrategie
zugrunde, bei der die freigesetzte Menge an radioaktivem Jod
an der oberen Grenze liegt: kontinuierliche Aufldsung und tur-

nusgemdBer Filterwechsel.
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Anhang 1

Zur relativen Feuchte des Abgasstroms in der PASSAT

1.1 Definition der Feuchte

Die relative Feuchte ¢ des Abgasstroms in der PASSAT wird im
wesentlichen dadurch bestimmt, daB dieser ein Wasserdampf-
Luftgemisch ist. Daher gilt flir dessen relative Feuchte, wenn
wir die in der Meteorologie ilibliche Definition benutzen und mit
pD(O) den Partialdruck und mit pg(e) den S&dttigungsdruck des

Wasserdampfes bei der Temperatur 0 bezeichnen
D
() = p°(0) / pale) . (A1-1)
Ist nun unter den gegebenen thermodynamischen Bedingungen
D _ D _ D o -
p (6) = p (eg) = pgloy) = konst. , (A1-2)

wobei OK die Temperatur des Gemisches ist, bei der alle

Feuchtigkeit kondensiert ist, so tritt anstelle von (A1-1)

D D -
$(0) = pgloy) / pgle) ,  op <0 <0 (A1-3)
Natlirlich ist die relative Feuchte ¢(0) nur in einem Tempera-

turbereich definiert, in dem Wasserdampf vorhanden ist.

Flir unsere Zwecke geniigt es, den S&dttigungsdruck des Wasser-

dampfes gemdB der Beziehung von Clausius/Clapeyron
D _ 3 .
in ps(O) = 13,62 = 5,07-107/(273,1+0) (A1-4)

zu approximieren, wobei wir die Koeffizienten 13,62 und 5,07°1O3

Uber einen L.-Fit aus den betreffenden Zahlenwerten in einer

2
Wasserdampftafel ermittelt haben.




1.2 Herleitung der Beziehung pD(@) = konst.

Sei bei der Temperatur des Taupunkts Ok der Gesamtdruck des
Gemisches po(eK) und seien pL(OK), pD(eK) die betreffenden
Partialdrucke der Luft (O2 und N2) und des H20~Dampfes, dann

gilt nach dem Dalton'schen Gesetz

= oD L -
Po(0g) = P (0p)+p(0,) . (A1-5)
Erwdrmen wir nun den Abgasstrom bei konstantem Druck pO(OK),
so ist
D L _ _
P, (0) = pr(e)+p () = p (L) . (A1-6)

Da beide Komponenten dem idealen Gasgesetz gehorchen, d.h.

pD(O)~V = mD-RD—T
(A1-7)
pL(e)-v = moRY.T
und dasselbe Volumen V haben, erhalten wir
D D_D
pL(e) = mLRL = konst. , (A1-8)
P (0) m R
also
D
(o) _ P % (A1-9)
L L °
p(0) p (eK)
Aus (A1-6) und (A1-9) folgt
I
p(0.,)
D
P (6) = p_(0)-p"(0) = p_(0,)- ——— - p’(0) ,
P (0g)
oder
D p, (0,) P, (0)
po(0) = o K = pPo,) - °o X . (A1-10)

1+ p" (o) /p” (o) p”(6,) + U (0y)

Dabei wird im letzten Ausdruck wegen (A1-5) der zweite Faktor

gleich 1, mithin
P” (o) = p (o) . (A1-11)

SchlieBlich gilt per def. pD(eK) = pg(@K), womit (A-2) bewiesen ist.




Anhang 2

Herleitung der Dichte fXY(x,y) G1(8)

Die Dichte fXY(x,y) folgt aus der gemeinsamen Lebensdauerdichte

fT1T (t1,t5)

2
b4 T1—T2) transformieren.

Fall T1—T2 < 0 : EH1 vor EH2

Wahlen wir
u = t t

so erhalten wir mit der Jakobischen Determinante

Ju ou
3t1 Btz 1 0]
J = = = -1
<
v Vv 1T -1
at1 at2

den Anteil

£y (@rV) cdu-dv = g | - fT1T2(u,u—V)-du-dv
~A,u —Az(u"V)
= A, € A, € «du-dv
1. 2
A =(A,*+A5)u +A,V
_ 1 1 2 2 .
U [”1“2) e du] [A‘Z © dv] ‘
1 2
O<u<cw, =w<y<0
der Gesamtdichte (u=x, v=y).
Fall T1—T2 > 0 : EH2 vor EHI

Der andere Anteil ergibt sich aus

u = t t, = uty

der beiden Erhitzer, wenn wir (T1,T2) + (X = min(T1,T2),

(A2-1)

(A2-2)

(A2-3)

(A2-4)
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Es ist
[ o i '. e o
fUV(u,v) du-+dv |J>, fT1T2(u+v,u) du-dv
= Alenxl(u+v)-Aze‘xzu-du-dv
Ao (A1+)5) e—(K1+X2)u,du vy e MVegy . (A2-5)
Ar+Ao
O<u<e, O0<v<m

Aus (A2-3) und (A2-5) folgt unmittelbar, wenn wir lber die ent-

sprechenden Bereiche von u und v integrieren

P{A;,} = P{EH1 vor EH2} =i1/(h1+X2)
(A2-6)
P{A,,} = P{EH2 vor EH1} =x2/(A1+X2)
Daher k&nnen wir die Dichte fXY(x,y) gemd B
oy (X,y) sdx-dy = P{A12}-fXY(x,y2|A12)-dx-dyz
(A2-7)
+ P{A,, ) fXY(x,y1lA21)-dx'dy1
zerlegen, wobei mit Ai=A1+Ad2
=AX +A
fXY(x,yzlA12) = e edxerse 2yz-dy2 (A2-8)
0<x<e, ~® <y, <0
und
. - “AX o “AiYa, | -
fXY(x,y1|A21) = e dx+re dy . (A2-9)
O<x<m, O<y1<00

Zu setzen ist.
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Anhang 3

Herleitung der Dichte fHY(h,y‘A21) Gl(16)

Wenn wir nicht zu Stdrfallbeginn das Jodfilter wechseln, hdngt die
Freisetzung im ersten Stdrfall auch von der Restbett-Tiefe h des
Jodfilters ab. Dabei ist die Restbett-Tiefe h nach G1(2) und (3)
Funktion des Eintrittzeitpunkts x des ersten Stdrfalls. Es gilt

insbesondere wihrend der Standzeit Tf des "ersten" Jodfilters

h(x) = h___[1- 5m], O<x<t, (A3-1)

max[ Tf

und daher ganz allgemein widhrend der Standzeit eines "beliebigen"
Jodfilters _r. X
X [ ]o’ff}

Tg
h(x) = h 1-
max T £

; 0<xX<om (A3~=2)

[x] ganzer anteil von x, z.B. [2,71] = 2.

Die gesuchte Dichte fHY(h’YlA21) erhalten wir nunmehr aus der Wahr-
scheinlichkeit (vgl. A2-9)

Eyy (X/¥|Ay ) sdx+dy = ) e Mo e MY iax Ay, A i= Ar+A, (A3-3)

und der zweidimensionalen Variablentransformation

X
X"[?;J'Tf
(X,Y) » H = h - — |, Z=Y (A3-4)

max 1

T

£

Wegen der zahlentheoretischen Funktion [~] ist diese Transformation
ein wenig knifflig. Sie 1&dBt sich jedoch leicht bewerkstelligen,

wenn wir den folgenden Satz aus /4/ verwenden:

Satz

t

Sei die Verteilung FXY(x,y) absolut stetig (keine Punkt- oder
Linien—-"Massen") mit der Dichte fXY(x,y) und

U

¢ (X,Y)
(A3-5)

Y ¥ (X,Y)

i
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eine Variablentransformation mit den Jakobischen Determinante

3¢ 3¢

IX Y%
J(X/Y) = r

8y av

9X Yy

dann haben wir, um die transformierte Dichte fUV(u,v) berechnen

zu kdnnen, alle Lbsunéen (xi,yi), i=1,2,... des Gleichungssystems
u = ¢ (x,y)
A (A3~6)
v = ¥ (x,V)

zu ermitteln. Kennen wir diese, so ist

n f, (x.,vy.)
XY “i"41
£, (u,v) = 2 , (A3~7)
uv i=1 1T xgeyy) ]
wobei n endlich oder (abzihlbar) unendlich sein kann.
Hat (A3-5) fir ein Paar (xo,yo) keine reelle L&sung, so ist dort
fUV(u,v) =0 O (A3-8)
In unserem Fall lauten die Transformationsgleichungen (u=h, v=z)
X -t
x-[?EJ'Tf
h = hma ® 1- —
X Tg
z =y
oder dquivalent dazu
X—k-rf
b= hmax. {1_ '—T_f——__} ’ k=0,1,2,..., (A3-9)
Z =y

wobei k Jje nach dem Wert von x zu wdhlen ist.




Es ist unmittelbar zu sehen, daB (A3-9) durch die Wertepaare

h
Xk Tg [(k+1) ~ g ) ]
ma y Kk =0,1,2,... (A3-10)

y = z

befriedigt wird. Diese ergeben unabhdngig von k fiir die Jakobische

Determinante
max 0
T h
I(x,,y) = £ = - Dax . (A3=11)
f
0 1
k =20,1,2,

Daher erhalten wir fiir die gesuchte Dichte

fXY[Tf[(k+1) ¥ hh ], y|A21)

fyy (vylBy ) = g - o

Te © h ,
 h z A-exp[— ATf[(k+1)— ]]~A1exp-xly
max k=0 max
AT o -AT VK
rie MY exp | +ATg -1 ) [e f]
max max k=0
+ah Aet
ot T ey .= £ -
Tah re P =g ' (A3-12)
max max
e -1
O<h_<_hmax ’ O<y<m

Dabei ist zu beachten, daB8 in (A3-12) die Restbett-Tiefe H rickwidrts
lauft.

Aus (A3-12) ist unmittelbar zu entnehmen, daB die Zufallsveridnder-
lichen H (Restbett-Tiefe) und Y (Eintrittszeitpunkt des Busfalls

von EH1) stochastisch unabhidngig sind. D.h.

fHY(h,y|A21)-dh-dy = fH(h|A21)°dh-fY(y|A21)~dy (A3-13)

mit
a.eah
fH(hlA21)'dh = h dh , O<hihmax, (A3-14)

max
e -1
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fylylag)-ay = e ay Ocy<e . (a3-15)

Fihren wir nun anstelle der rickwidrtslaufenden Restbett-Tiefe H

die vorwartslaufende (verbrauchte) Bett-Tiefe

H =h -H
max

ein, so missen wir iberall, wo die Dichte fH(h|A21) auftritt,

diese durch die Dichte

a, B ae—ah 0<B<h (A3-16)
fﬁ(h|A21) - ol ' “NBnax
1-e @
ersetzen.
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ABSTRACT

We present a stochastic model of PASSAT for the first failure.
From the known failure modes the power supply causes the strongest
release of radioactive iodine. We calculate the probability distribu-
tion of this release for a typical operation- and maintenance strategy.
Due to the extreme conditions under which an increased release takes
place, this distribution is far away from a normal one.

t. INTRODUCTION -

In the dissolver offgas cleaning unit PASSAT there is essentially one
reason for all failures which renders an increased release of radioactive
iodine: too much relative humidity of the offgas. This can be explained as
follows. The offgas is cleaned from radioactive iodine by using a filter.
This filter adsorbs iodine with Ag-impregnated silicagel by means of chemi-
§orption at a working temperature of 130°C. If a failure in the PASSAT facil-
1ty causes the offgas to cool down, there will be an increased release of
iodine because of growing relative humidity. In particular the iodine filter
will be completely permeable if the temperature of the offgas is below its
dew point which is, in the present design, about 30°C.

IHPUT MASS FLOW HEATER HI HEATER H2 TOOIHE FILTER QUTPUT MASS FLOW
18BIKE W (We) . 10DIHE

REGULAR TEMP. REGULAR TEMP. PERMEABILITY
Jgy=00°¢ gy = B0°C =1 d=d (D)

DEW POINT 0, =30°

Fig1

We are modelling a system with two heaters (cf. fig. 1) which adjust
the temperature of the offgas as required by the HEPA and iodine filters.
- Concerning iodine adsorption the heater H1 is redundant. A failure with in-
creased release of iodine only happens if both heaters fail within the period
in which a charge of fuel elements is dissolved, a process which cannot be
lmmedlately stopped for technological reasons.

1y Prepared for International Meeting Fuel Reprocessing and Waste Management,

August 26-29, 1984 / Jackson, Wyoming (USA)




There are three causes for failure of both heaters in the critical time
period: failure of heater H{1 preceding failure of H2 (= mode 1), failure of
heater H2 preceding failure of H! (= mode 2) and failure of power supply
(= mode 3) corresponding to a simultaneous failure of both heaters. Since in
the failure modes 1 and 2 the sequence and the time difference of the fail-
ures are essential, they cannot be represented by means of a structure func-
tion as usually done by fault tree analysis. In a more detailed analysis, we
would have to consider 3! failure modes of the type 123, 132, ..., etc.,
whereas e.g. 132 denotes failure of heater Hi preceding failure of power
supply preceding failure of heater H2.

Now we give a crude estimation of which one of the failure modes causes
the strongest release of radiocactive iodine. We assume that the lifetimes of
the two heaters H1 and H2 (indices 1,2) and of the power supply (index 3)
are exponentially distributed and are mutually statistically 1ndependent
Let their failure rates be \; = XA, (=10°° [hr 1]) and x3 (=10 6[hr ﬂ ).

Then the probability for the failure mode i, provided it is already known
that a failure occurred, 1is Ai /(1 +ha4Xq), 1=1,2,3.

Besides this probability, there is a second one which affects modes 1
and 2 : the probability for a failure of both heaters within the period
p = 8[hrs ] of dissolving. Since the exponential distribution is memoryless
this probability is (1-exp-A,+p), if heater H1 has failed first, and simi-
larly for mode 2. Therefore under the condition that a failure occurred, the
probability for failure mode 3 is A3/(A1+A;+Xx3) = 4.8+10 % and the proba-
bility for failure mode 1 is (Ay1/(A1+Az+X3)) *(1—exp-Aap) = AyAap/(A1+X2+)3)

= 3.81+10 °. This means that the probability for the occurrence of mode 3 is
about three orders of magnitude higher than for modes 1 and 2 respectively.

Since the release in mode | or 2 is at most one order of magnitude
higher than in mode 3, mainly failure mode 3 contributes to the average
amount of released radioactive iodine, whereas mode 1 and 2 may be neglected,

Until now we discussed a stochastic model for the release in the first
failure. In practice it is also important to know the release in an arbi-
trary chosen time interval (0,t). However, such an analysis is much more com-
plicated since we have to evaluate not only a few probability distributions
of the type

P{C1 < z} , whereas C1 := release in the first failure,
but a family of probability distributions (= stochastic process)

{P{c(t) < z}, te R}, whereas C(t) := cumulated release in the time inter-
val (0,t).?
In this paper we restrict our analysis to the first failure, presenting an
analytical model for a typical operation and maintenance strategy.

2. DETERMINISTIC PART OF THE MODEL

PASSAT is designed to reduce the input mass flow J (t) [kg/hr] of iodine
impinging on the iodine filter at time t to the output mass flow

jp(6) = d(e)-j (t) 0 < d(t) <1 . (2-1)




Thereby the permeability of the iodine filter d(t) = d(¢(t),b(t)) depends

on two parameters: the relative humidity ¢(t) of the offgas and the charge
b(t) of the iodine filter. The degree of permeability is proportional to the
charge of the filter as well as to the relative humidity. The filter will be
replaced if its maximum permissible charge is reached. We remark that a cer-
tain operation strategy can be selected in which the charge of the iodine
filter is immaterial in case of failure.

Under regular operation conditions the permeability of the iodine filter
is nearly constant, whereas d(t) = d < 1077 . However, the experimental data
for d(t) are so uncertain that the 95% confidence region includes one order
of magnitude.

In case of failure we can use a step function to describe the behaviour
of the permeability near the dew point of the offgas. When the temperature
of the offgas reaches its dew point, the permeability jumps from d to 1.

A close system analysis showed that in the given scenario the step function
provides a good approximation for the permeability. In fact, using the step
function there is a maximum difference of 57 in the accumulated release of
iodine during a failure.

This model of PASSAT is based on an operation strategy for the repro-
cessing .plant in which one charge of fuel elements is processed within
T = 24 hours. A working cycle (0,71) consists of a period (O,Ta), T, = 8 hrg ,
in which the fuel elements are dissolved in nitric acid and of“a period
(Ta,T) in which the uran and plutonium are extracted from the fuel elements.

We assume that radioactive iodine is only produced during the period
(0,1 ) of dissolving. In the period of dissolving nitric acid will be added
from time to time in order to keep the mass flow of iodine j = 0.129/8
[ kg/hr] as constant as possible. Hence in a working cycle wé have the fol-
lowing input mass flow of radioactive iodine:

ja(t) = for : . (2-2)

1"

-1 Failure mode 3 "power supply failed first"

If the power supply fails within a working cycle at time x, the temper-
ature O(t) of the offgas at the iodine filter drops according to measure-

ments in a pilot facility as follows:
u+v 0 < t i X
o(t) = for , (2-3)
’ utveexp(-k«(t-x)) X <t <1

with u = 24[°C], v =106[°c], « = 0.51 [ he ] . ?

Release only takes place, if x is in the period (O,Ta) of dissolving, whereas
according to (2-3) a certain time




i OK—U
o o —_ = oem — == R 2_
t¢(0) : tK X - ln[ S ] 5.631 [ hrs ] (2-4)
passes, until the temperature of the offgas is below its dew point O, = 30°C

and full release abruptly starts. Hence increased release only takes place
in a certain time interval (O,ym) during the period (O,Ta) of dissolving,

whereas-ym = Ta—t¢(0) = 2.369 [ hrs ] .

We now select a repair strategy which gives us an upper bound of the
release of radioactive iodine and also is mathematically convenient.

Repair strategy

(1) Failure mode "power supply failed first" in (0,7t ) will not be
discovered before an increased release has started.

(11) Repair will last at least until the end of the period (O,ra) of dis-
solving and at most until the end of period (Ta,T) of processing.

In failure mode 3 this repair strategy with the assumptions made above will
yield the accumulated amount of radioactive iodine (cost function)

(E'Jo) . t+(0) + Jo(ym—x) 0 < x < ym
c(x) = (d‘JO) . (Ta—x) for yo <X ST, (2-5)
0 T <x <1
a =

with the mean permeability d at regular operation in (O,Ta).

Due to (2-5) for a failure not only an increased but also a regular release
is taken into account. Thus in (2-5) for 0 < x <V the term (d~jo)-t¢(0) =

(d+jo) (Ta—ym) represents the regular part and .the term jo(ym—x) the in-
creased part of the release in (O,Ta). Since (a-jo)°t¢(0) << jo(ym—x) we

take for the following considerations only the larger term.

2.2 Failure modes "heater Hi failed first", i=1,2

The system analysis of this class of failure modes is more complicated than
of the class "power supply failed first'. Evidently here the sequence of
failures is important. I.e. we have to consider the failure modes 123, 132,
213 and 231, which can be merged to obtain 12 and 21. Note that failure
mode 123 reduces to 12 with failure rates A; and X, since a failure of the
power supply is without consequences for the defect heaters. Similarly, the
failure mode 132 reduces to 12 with failure rates X; and A3, since the fai-
lure of the power supply has the same consequence as a failure of heater H2.
Using the selected repair strategy we may neglect these failure modes as al-
ready shown in the introduction.

3. STOCHASTIC PART OF THE MODEL

The following theory is based on the joint density for the lifetimes of
the two heaters and the power supply for which we assume

T T 9 3 1§p1+dt1,...,t3<T3§_t3+dt3}

f 1 2T3(t1,t2,t3)'dt1-dt odt, := P{t1<T
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= Al-eXP('Al-t1)-dt1-Az'exp(—kz-tz)-dtz-A3-exp(—A3~t3)dt3, (3-1)

o= 7.001078 [heT "], ap = 7.541078 [ne'], a5 = 6.85-1077 [ar7').

I.e. the life times T, and T2 of the two heaters Hi and H2 and the life time

1
T3 of the power supply are exponentially distributed and are mutually statis-

tically independent.

3.1 Conditional distribution for time X "power supply failed first"
The beginning of a first failure on the full time scale (0,») is at

U = Min (T1,T2,T2), (3-2)
where any of the three failure modes is possible. The probability distribu-
tion for U follows from

P{U>t} = P[T1>t, T.>t, T3>t} = exp(-Ait) cexp(=iyt)cexp(-Ast), (3-3)

2
yielding

P{0<U<u} = 1-exp(-A-u), O<u<e (3-4)

with A = Xy+Aa+As.

Since the reprocessing plant is processed periodically we are not interested
1n the density of time U in (0,») but in that of the corresponding time X
1n a working period (0,t). For the event {0<X<x} it is immaterial in which
working period the first failure begins. This yields
P{0<X<x} = & P{kr<U<krt+x} (3-5)
k=0

and from (3-4) we obtain

P{0<ij} = 5 (e—ko(k'T)_e—A-(k-T+x)
k=0
o -Aex
- [1—e—x X] 5 (e_AT]k ol © , O<x<T. (3-6)
=Aet -
k=0 1-e
Using (3-1) the distribution (3-6) may be decomposed according to
3
P{O<X<x} = I P{X=T, }-P{X<x|X=T,}, (3-7)
n — k
k=1
e
whereas P{X=Tk} EESTS VTSR k=1,2,3
(3-8)
1_e—X'x
and P{X§x|X=Tk} = ~——:X—¥', 0<X§I

Since (3-1) is symmetric the three conditional distributions P[X§x|X=Tk} all

look the same.




The densities of P{X§ﬁ|X=Tk} are rgespectively

._.}\ox
= = g = = .—-——-——-—A.e ° = -
fX(x|X—Tk) dx = P{x<X§x+deX—Tk} o dx, k=1,2,3. (3-9)

i-e
3.2 Calculation of the probabilities P{X=Tk}, k=1,2,3
It is obvious that
P{x=T3} = P(T3<T1 2<T1}, (3-10)

<T2} can be calculated from

<T2} + P{T3<T

where e.g. P{T3<T1

<u+du, v<T1—T3§y+dv, w<T2—T1§y+dw}

O<u<e, O<y<eo , O<w<e

P{u<T3

This probability follows from the joint density (3-1) by means of a variable
tranformation (T1,T2,T3) + (U = T3, vV = T1-T3, W= Tz—T1) i.e.

u=t = u+
3 t1 ut+v

VELTh L= &
3

utvw R (3-11)

I

I
.
1
*

t,-t t

2751 u

w

where the Jacobian 1is J = {.
We obtain
P{u<T

Sutdu, v<T ~T,<vtdv, w<T,-T <w+dw}

1 2

(utv,u+v+w,u) oducdvedw

3
MR:

n

T1T2T3

e_xl(u+v)-Az-e_AZ(U+V+W)-A3°e_A3u duedyedy

}\1'
As Al -A =A2W

e e u. L] _Alzv
A th,ths A1ths Ae dueijse

*dvedze . dw, (3-12)

A = Aitha+As, Aig:= Ar+As.

Hence - - o
PAT,<T,<T,} = J [ f |J|-fT pp. (v, utvhe,u) sducdvede
u=0 V=0 W=0 17273
S NS | (3-13)

Ap+Aa+As Ar+Az

and if we interchange the indices 1 and 2

P{T <T_ <7, } = _ A3 b2, 3-14
3720 Artda4r, ° A1 A2 ' ( )

Finally we have foK k=3 and similarly for k = 1,2

- -k -
P{X—Tk} "N, k=1,2,3 . (3-15)




3.3 Conditional distribution of the released amount C of radioactive iodine
for failure mode 3

In this section we derive the conditional distribution of the amount
C released during a failure of power supply using the special repair strate-
gy discussed in 2.1. Considering this case, C depends only on a single random
variable X, which is the beginning of failure mode 3 in (0,t). Hence we
obtain our conditional distribution from the density (3-9) via a variable
transformation X + C(X) according to (2-5).

There are three regions which contribute to the distribution
P{ijprHB}, H3 = {power supply failed first} = {X = T3}:

i) Contribution from region 0<x§ym

c(x) = jo°(ym—X) in 0<X§ym yields for the eyent
{0<c(®)ze} = {0<js(y -X)<e} = {y -c/j <Xy },

hence by (3-9)-

y
m
P{O<C(X)jp|O<ijm} = f .y £, (x[Hy) - dx
Tm™ 3o
e")\‘ym +>\uc/jo
) T’T[ “]  Osesio Yy - (3-16)

ii) Contribution from region Y KT,

In the same way C(X) = g«(ra—x), E = &«jo in ym<X§¢a yields for the

event

{0<C(x)<c} = {0<€(Ta—X)§p} = {Ta—c/EjX<Ta},
hence by (3-9)

T

P{O<C(x)§p‘y <XiTa} = 2 fX(XIHB)odX
m T ~cfE
a
“het
_e T wnec/s
= 7:;:}:& e —1] 5 0<C§£(Ta—ym) . (3-17)

iii) Contibution from region T 9%<T

In this region, the processing period, no pollutant will be released
because of C(X) = 0 in T,<X<t. Its corresponding probability (atom!) is




~AeT -AT
a

T
_ . - e -e
P{C(X) = 0|Ta<x5y} = P(C = O[Hy} = { fx(x|H3) dx N

* (3-18)
a3
The distribution P{OfﬂfleB} we are looking for, is in the regions
Ofpjg(ra“ym) and g(ra—ym)<c§Jo-ym analytically different. To the region
Oﬁpfg(ra—ym) contributes not only the atom from region (iii) but also

the probabilities from region i) and ii) because of £(t -y )< j °y . From
. . . . . a’m o ’m
this we obtain the distribution

¢y := P{0<C<c|H, )} =

-A-Ta{: +Aec/E —A°(T—Ta)] —A~ym [ +)\-c/jO ]
e e —-e -e e =1

1 (3-19)

—.A.T
[ =y —A~r] Aty [ *Aeel], ]
e -e + e e -1

1-e
for inig(ra—ym) and E-(Ta—ym)<c§Jo°ym respectively.

Since A+a << 1 (a = ym,r,c/jo), (3-19) may be approximated by (& := a'jo)

T
(1- ?3) + %-(1+d) % , O<c<g« (T -y )
P{osC<c|H,)} = (3-20)
. T
a
(1- ;’) +

1

c .
[(Ta—ym) + 3;:], £ (Ta—ym)<C§Jo Vo v
It is easy to calculate the first two moments of the distribution (3-20) with

their approximations following from YTa and d<<t:

1 ‘a = Ym) 2 Ym)? .
oty - 2[5 (-2 P

a
N Zm ‘[%‘5o'ym] | (3-21)
sty - [ ] o
a a
~ Z“‘ . [% (jo~ym>2] (3-22)

Finally (3-21) and (3-22) yield

-
y y y
sl oty <[4 2o 11 22 | o




The given approximations for the first two moments may be derived from
the following obvious considerations. Since the failure rates A, (i=1,2,3)
are very small, the beginning of a failure at time X in (0,t) is almost uni-
formly distributed. We therefore conclude that the probability for an in-
creased release is y /1 because it only can take place in the time interval
(0,y ). This yields Phe first factor in (3-21) and (3-22) respectively.
Assuming that an increased release C is uniformly distributed in (O,jo°ym)

the first two moments about the point zero are the second factor in (3-21)
and (3-22) respectively.

3.4 Unconditional distribution of the released amount C of radioactive
iodine for the first failure

If all three failure modes contribute a comparable amount to a release,
the unconditional distribution of the release C in the first failure is of
the following form:

3 A

G(c) := P{0<C<c} =

k=1
Since in our scenario the amount of the release of the failure modes | and 2
is much smaller than that of failure mode 3 we put it exactly to zero. This
trick allows us to replace the terms for k = 1,2 by

k G(k)(c)

T, 0 (3-24)

°

% ¢ Moy + %2— ¢ ey = 1- %i A i= Apthaths (3-25)
which is a part of the atom of the distribution G(c) at the point ¢ = 0 :
T
G(0) = P{C =0} = {- 22 2 (3-26)

We calculate the absolutely continuous part of G(c) from (3-20):

-, dz
\ (1+d) T 0<z<E(t -y )
P{z<C<z+dz} = X%¥- . (3-27)
dz .
j; E(Tél_ym)<z§'303‘ym

Hence G(c) has as mean value and standard deviation:

_ 4 1 X _
E(C) + D(C) = [1 + \/—3 v 1 ]
) ;3 ) Tm [ ; j0°y“l] ’ (3-28)

4. NUMERICAL RESULTS FOR THE FIRST FAILURE

< 3

All numerical results have been calculated using the following
constants:

period of working t = 24 hrs] , period of dissolving Ty = 8 [hrs] , period




of increased release Yoy = 2.37 [hrs] , input mass flow of iodine j0=1,61-10"2

[ kg/hr] , permeability of the iodine filter during regular operation

d = 5.4-10—3é failure rates Ay = 7.0010 ¢ hr™?* 1(heatgr Ht),

Az = 7.5+10°°% [hr Y] (heater H2), Ay = 6.8510° 7 [hr™!] (power supply).

4.1 Conditional distribution of the released amount of radioactive iodine for

Hy (= "power supply failed first'')

Maximum amount of released iodine
3.82:107 (kg ] .

Mean value and standard deviation
E(C|H3) * D(C)|H3) = 1.89~10'3_i 6.67-10 (ke ] -

Confidence regions of the distribution (3-20)
P{0<C<3.00-1071%} = 0.681, P{0<C<4.90+10 °}
P{0<C<1.89-107% } = 0.950, P{0<C<3.44107 %}

I

0.900,
0.990.

4.2 Unconditional distribution of the released amount of radioactive iodine
for the first failure
Probability for no release T
A3 a

p{C = 0} = 1- T 0.985 ’
T

Mean value and standard deviation

E(C) + D(C) = 8.50-10 % + 1.469+10  [kg] .
Confidence regions of the distribution (3-26/7)

P{0<C<2.35-10°}
P{0<C<1.24+107%}

0.990, P{0<C<4.91-10°}
0.997, P{0<C<2.97-10 2}

0.996,
0.999.

]

1}
]

The above distributions come very close to step functions and are clearly
far away from normal distributions. Therefore it is not possible to charac-
terize them sufficiently by their means and standard deviations. Using con-
fidence regions this difficulty will not arise. Moreover, it is not feasible
to handle this kind of distribution by simulation techniques.
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Ein Erneuerungsprozess mit deterministischer

Abfolge der Zustdnde

Peter Zinterhof

In der klassischen Erneuerungstheorie werden Systeme untersucht, die einen
einzigen Zustand haben und dessen Dauer eine zufillige Variable ist.

Hier interessiert vorwiegend die Anzahl der Erneuerungen in einem
vorgegebenen %eitintervall [0,t]. Diese Anzahl von Erneuerungen in

einem vorgegebenen Zeitbereich'ist ebenfalls eine Zufallsverdnderliche.
Die Erneuerungszeitpunkte liefern einen PunktprozeB, der im Falle unab-
h8ngig identisch exponential verteilter Lebensdauern ein Poissonprozef
ist. Falls das System zwei Zust&nde annehmen kann, die man z.B. mit

"up” and "down" bezeichnet, spricht man im Falle der Unabhdngigkeit

der aufeinanderfolgenden sich abwechselnden Betriebsdauern ("up") und
Ausfallsdauern ("down") von einem alternierenden ErneuerungsprozeB.

Bei einem alternierenden ProzeB interessiert etwa die Wahrscheinlichkeit
k(t), daB der ProzeB sich zum Zeitpunkt t im Zustand "up” befindet.

Diese zeitabhdngige Wahrscheinlichkeit k(t) heiBt Bereitschaftskoeffizient.
Die kumulative Betriebsdauer ("up-time") im Zeitintervall [o0,t] ist
ebenfalls eine im Zentrum des Interesses stehende Zufallsvariable.

Selbst unter sehr einfachen Annahmen iiber die Verteilung der Betriebs-
und Ausfallsdauern ist die Bestimmung derpVerteilung der kumulativen
Betriebsdauern nicht einfach. Diese Verteilung ist selbst im Falle, daB
die Verweilzeitverteilungen in den einzélnen Zustinden elementare Funktionen
sind, sehr oft nicht mehr durch elementare Funktionen ausdriickbar.

Die alternierenden Erneuerungsprozesse haben ungeachtet ihrer grofen
theoretischen und praktischen_éedeutung den Nachteil, daf man mit ihnen
nur Systeme beschreiben kann, die zwei Zustinde annehmen k&Snnen. Fiir

viele praktische Zwecke ist folgendes Modell niitzlich:
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Das System nimmt hdéchstens abz&hlbar viele Zustdnde an und die Ver-
weildauern in den einzelnen Zustdnden sind voneinander unabhéngig.
Dariiber hinaus ist die Abfolge der Zustidnde in diesem Modell als
deterministisch angenommen. Ein solches Modell eignet sich z.B. im
Gegensatz zu den alternierenden Erneuerungsprozessen sehr qut,

um Alterungsprozesse, Einbrennvorgfnge, Systemverbesserungen nach

Reparaturen, u.a.m. zu beschreiben, da sich die Verweilzeitverteilungen

epochenweise &dndern kénnen, solange nur die deterministische Abfolge

der Zustinde erhalten bleibt. Wir bezeichnen wegen der deterministischen

Abfolge der Zusténde die hdchstens abzdhlbar vielen auftretenden Zu-
stdnde mit n = 1,2,3,4,.....Die zufdllige Vefweilzeit des Prozesses
im n-ten Zustand bezeichnen wir mit T Seien die Verteilungs-

(n)

funktionen D (t) von T als bekannt vorausgesetzt:

(n)(t), n = 1]2;3;.---

P{Tnf_t}-:D
Wir nehmen weiters an, daB im n-ten Zustand des Systems Kosten ent-
stehen. Diese Kosten (Freisetzungen) hingen vom Zustand n ab und
werden aus physikalisch einsichtigen Griinden als monoton wachsend
in der Zeit des Zustandes n betrachtet. Wir bezeichnen diese zeitab-
h&ngigen und zustandsabhidngigen Kosten mit Kn(t), n=1,2,....

Die Situation wird in (2) veranschaulicht:

Y

(1)

(2)




Da die Verweildauer des Systems im n-ten Zustand eine Zufallsvariable

L ist, ist der Vektor (Tn, Kn(tn)) ein zufdlliger Vektor in der Ebene.

Dieser Zufallsvektor hat die Besonderheit, daB alle seine Realisierungen
auf der Kurve (t, Kh(t))’ t > o, liegen. Er ist also auf die Menge

{(t, Kn(t)), t > o} konzentriert. Diese Punktmenge der Ebene hat jedoch
das ebene MaB Null. Dies bedeutet, daB das VerteilungsmaB des Zufalls-
vektors (Tn, Kn(Tn)) auf eine zweidimensionale Lebesguesche Nullmenge

konzentriert ist. Das VerteilungsmaB des Vektors (tn, Kn(rn)) sei mit

A(n) (n)(t,y) ist also im

Sprachgebrauch der Mafitheorie ein singullres MaB. A(n)(t,y) 1aRt sich

(n)

(t,y) = P{tn <ty Kn(t) < y} bezeichnet. A
jedoch unter Kenntnis der Verteilung D (t) und der Kostenfunktion

Kn(t) leicht bestimmen:
2™ (e,y) = D™ mince, k7T ) (3)

Hier bedeutet K;1 (y) die Umkehrfunktion von Kn(t). Da Kn(t) nicht stetig
zu sein braucht, wird wie Ublich festgelegt, daB K;1 (y) in sinngemiBer
Weise konstant ist, wo Kn(t) einen Sprung macht, und daf K;1 (y) einen
Sprung macht, wo Kn(t) konstant ist. Geneueres findet man bei Renyi [3],
insbesondere im Kapitel IV, p 146. Fir den Begriff des singuliren MaRes:
#ei der Leser auf das Buch von Halmos [2] verwiesen. Wir geben noch den.

Begriff der Faltung von zweidimensionalen Wahrscheinlichkeitsverteilungen:

t y
A(t,y) ** B(t,y) =S S A(t-t, y-n) dB(t,n) (4)
o o

Das Integral in (4) ist als zweidimensionales Stieltjesintegral zu
verstehen. Wir betrachten nun wieder den Zufallsprozess, der in der
Abfolge der Zustinde 1,2,3,4,...., besteht und bei dem in der zuf&lligen

Verweildauer Tn Kosten Kn(Tn) anfallen.




Wir sehen hier zundchst bewuBt, von einer "Bedeutung" der Zusténde
etwa als Betriebs- oder Ausfallszustinde ab. Nur soviel: Ist identisch
in t

(n)

D (t) = p™

(t)

fir n = m (modulo 2), hat man offensichtlich einen klassischen Er-
neuerungsprozef vor sich. Eine wesentliche Annahme ist die, daB in

jedem Zustand n gemif Kn(t) freigesetzt wird, und dies nicht nur in

den Endpunkten der Verweildauer im n~ten Zustand (n = 1,2,3,...), sondern

im ganzen Zeitbereich. (5) verdeutlicht die Situation:

A
/. |
/ A
l' ]
. ) :
X K a

17 : (5)

- :

\ 22 N :

NS ’

R x\ >\ N ¥ !

Tl W T3

c(t) t

Wir interessieren uns fiir die Verteilung der kumulativen Freisetzungsmenge
C(t) im Zeitbereich von O bis t, unter:der naheliegenden Voraugsetzung,

daB die Reihe Ty T, b T et T, tees fast sicher divergiert. t fallt
(n)

fast sicher ins Innere einer Zustandsdauer T falls die D (t) nicht

entartet sind, was wir annehmen wollen. Es gilt also fast sicher

t <1, oder T, +...+ Tn <t <=T

eos . 6
1 ] toeet T+ T (6)

1 n+1




Lie kumulative Freisetzungsmenge schreibt sich also als

K (£) = C(t)  fir t <, (7)

oder als

K1(T1) + Kz(‘tz) $oood Kn(‘tn) + Kn+1(t-(11+...+ ‘tn)) (8)

fir v, +...4 T ft<x . DemgemdB gilt fir das

tooot T + T
1 n n

1 +1

interessierende Ereignis {C(t) <y} :

e . .
{cte) <y} = {t < Tg0 Ky (E) Sy} U le [ty oot i SE< T+l kT 4T 0
. n= i
Ko (1) 4ot Kn("n) AR PR CE L fn))"'s vy} (9)

nti

Diese Vereinigung von Ereignissen ist disjunkt.

Ky +Ky¥Ky+K —
&
&
&
. , S Y)
clt) -
, K4(t (Tﬁ"f; +'r3))
K . (10)
K
2 / K, (%,)
Kl Kl (Tt)
T ‘ T Ty - . T
1 2 , 3 . 4

t= (T4 4T, +14)

Die Realisierung des Prozesses T .,.,tn,.e. gehdrt genau dann zum

12520
Ereignis {c(t) < y}, wenn der zweidimensionale Prozef
(v ,K ' i

7° 1(T‘1)) + (TZ,KZ(TZ)) Fooot (fn,Kn(Tn)) 4... das Rechteck mit den
Eckpunkten (0,0), (0,y), (t,y), (t,0) l&ngs der Ordinate von (t,0) nach

(t,y) verlast.
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Fir die Berechnung von P{C(t)_§ y} betrachten wir

(n) ‘
A7 (e,y) = P{r <€, K (r) <y} (11)

A(n)(t,y) ist auf y = Kn(t) konzentriert. Wir setzen weiter

(1) (2)

Aty = 8 eyyne 4P e,yrnn Lo 2™ e,y (12)

Dann gilt fir n = 1,2,3,...

} ; | : ., Cl)<y) =
P{Tl+1:2+...+'rnst<11+...+rn+tn+1. (t) <y}

_— <y}=
P{Tf“ +...+1nSt<1‘ +"°+Tn+Tn+1'K1(T1)+"'+Kn(Tn)+Kn+1'(t (11+...+rn)) y}

2 i

' : - ' - ) L3 ) }=
p{'11+r Fooobt SECT LT T .,xl(rln.’.‘.ﬂ(n(rn) Sy-K_.4(t (Tt otT))

2 +1

P(An).

(13)

. ) +
Sei noch max (O,y—KM1 (t-(t1 toaot 1'n))) = (y—KnH(t—(r,‘ +...+.'rn)))

gesetzt.

Dann gilt

. .
£ (YK, (£-£))

PA) = [ i>(e;<~f1+...+Tnsg+a5,n<x1w1)+...+xn(=rn) $n + dn,
: 5:0 n:O
4
t (Y-K!‘H‘l (t-£)) (n+1) .

Tg>t-E) = é | {) (1-p (t-g)) d A (E,n) =

t ty-x_ . (te-en’t
= [ (1-p™D gy T Dy A_( QE,dm) .

o o - n

(14)

Der Integrationsbereich wird in (15) veranschaulicht:




— 35 —

0,y (t,y)
ty—K(t-g ¥

Y

(15)

(0,0) '  ﬁt,o)

Es gilt noch

1-p" ' (v) fir K () <y

, K () <y} = . (16)

P(A ) = P{t < T,
© : o fir K, (£) >y

Wenn wir mit AO(E,n) das auf (0;0) konzentrierte Wahrschéinlichkeitsmaf

verstehen, so gilt

t ty-k  (e-ent ‘
pa) = [ (-0 ey a a_g,n) an
o o ©

Also gilt unter den Modellannahmen schlieBlich

' © ¢t (y-k_ (t-EN?
Plce) <y} = % f nHl g (1-0™(egna a &) - (18

n=0 E=o n=0

Der Vorteil von Formel (1B) ist u.a. in folgenden Punkten zu sehen:

1) Viele klassische Ergebnisse iiber Verweilzeiten sind erhalten.

- 2) Bei der stochastischen Modellierung vieler praktische; systeme durchléuft
das System eine oft endliche Zahl von Zust#&nden deren Abfolge deterministisch
ist, aber deren Dauer gemdB einer Verteilung oder einer Anzahl von zustands-
abhd&ngigen Verteilungen zuf8llig ist. Hier braucht man nicht die wesentlich
kompliziertere Theorie der Semimarkoff-Prozesse, sondern kann mit den
Methoden, die zur Formel (i18) fiihrten die Eigenheiten‘des speziellen Modells

oft einfacher und besser und durchsichtiger modellieren.




3) Es fallt auf, daB die Formel (18) formal als Verteilung des Integrals
tiber einen Pfad in einem sehr allgemeinen Semimarkoff-Prozef elementar,
d.h. bzw.ohne Verwendung der Laplace-Stieltjes-Transformation, darstellt.

(18) kann also grundsatzlich zur elementaren Behandlung von Semimarkoff-

Prozessen herangezogen werden.

Literaturverzeichnis:

"[1] cinLar Erhan:  Introduction to Stochastic Processes.

Prentice-Hall, Inc., Englewood Cliffs, New Jersey, (1975)

(2] HALMOS Paul R,: Measure Theory. D. van Nostrand Company, Inc,

Princeton, New Jersy, (1950)

[3] RENYI a.: Wahrscheinlichkeitsrechnung: Mit einem Anhang {iber
Informationstheorie. VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften,

Berlin, (1973)




THE FORMULA OF TAKACS FOR THE DOWN-TIME IN AN ALTERNATING RENEWAL PROCESS
AS A SPECIAL CASE IN ZINTERHOF'S GENERALIZATION 1)

Heinz Wenzelburger

O. INTRODUCTION

We consider a system which changes after the nth sojourn time T, from
state n to state n+1 where the costs Kn(Tn) are associated with Tn’ The
. costs Kn(t) are assumed to be monotone increasing implying that the de-
rivatives Kg(t) = d Kn(t)/dt exist almost everywhere. We further assume
that the system has at most a countable number of states which may be
occupied in an arbitrary but deterministic sequence. The sojourn time
distribution D(k) = P {Tk < t} of the kth sojourn time Tk can be iden-
tical to that one of the k'th sojourn time Tk,(k#k').

Referring to cumulative costs C(t) for such systems, P. Zinterhof (1983)

proved the following

Theorem

Let D(n)(t) be stochastically independent and non-degenerate distributions
of the nth sojourn time T, in a renewal process, where the states succeed
deterministically and the corresponding cost functionals Kn(Tn) are mono-
tone increasing. Then the distribution of the cumulative costs C(t) in

the time interval (O,t] is given by

P {C(t) sz} =) P(A), (1)
n=o0o

where
1-p") () K, (t) s 2

P(AO) =P {t < Ty K1(t) 5 z}) ={ for - (2)
o K1(t) >z

and

1) Prepared for DSOR, Karlsruhe 1983 as " Derivation of the distribution
of the cumulative linear costs in an alternating renewal process from the

!
Corresponding distribution with monotone costs in a generalized one "




£ v, (w)
pay = [0 eew) [T o) @, @, n= 12,0 @)
o o
In particular
vn(u) = max (o, z—Kn+1 (t=u)),
n n
b (t,z) : =P {iZ1Ti < t;j£1Kj(TJ) < z}
= A(1) (t,z) =u A(z) (t,z) #%...%% A(n) (t,z), (4)
and
(n) .o _ n(n) -1
A (ty2) : =P {T <t, K (T ) <z} =D (min(t,K_"(z))), (5)
t
. o
bp0e2) ¢ = 0 M e,z e 4P ien) = [0 a0 (emu, xy )
o)
e d D(Z)(u) ‘ with t_ = min (t K-1(z)) (6)
o r82 - &

In the special case of an élternating renewal process where two states
(e.g. system intact, failed) change deterministically and the costs are

proportional to time, i.e. we have

p' Mt = Fo), & (8) = ex,

p'#(6) =att), K, () =nt, £ < (7)
and
(t) = D(n)(t), Km(t) = Kn(t) for n = m (modulo 2) ,

the above theorem reduces to the following corollary (see Takacs (1957),
Wenzelburger (1983)) if we assume that the process is starting at t = o

in state 1 (system intact):

Corollary
P {C(t) £ z; £ KL n} =j£o [Fj(T) = Fj+1 (T)] Gj(K)l (8)
41 = F*Fj; Gj+1 G*GJ, F1 : = F, G1 : = G

o}
<
A
o
o
=
A
o




- a-b
Et £z < nt; «(a,b) & = :_ga; t(a,b) { = :—E ; ‘ |
k{a,b) + 1(a,b) = a; k : = k(t,2); t ¢ = 1(t,2) -

The distribution in the corollary possesses the single atom
P {C(t) = Et; £ < n} = 1-F(t). In case £ > n (see Wenzelburger (1983))
this atom moves from the left to the right border of the distribution.

The purpose of this paper is to show that in fact the corollary follows
from the theorem. We prove this assertion in two steps. In the first

step (I) we calculate the probabilities PI(An) g = P(An) under the spe-
cial assumptions (7) using the method of n-dimensional geometry (Kendall
(1961)) . Summation of these probabilities leads to a new proof of the
formular (8) of Takécs. In the second step (II) we calculate the same
quantities PII(An) : = P(An) using the theorem of Zinterhof thus proving
Pr(A)) =P (A). |

Moreover it has been shown with the calculation of PII(An) how the dis-
tribution of the cumulative costs can be obtained from Zinterhof's result,

if the monotone cost functional is explicitly given .

1. CALCULATION OF THE PROBABILITIES PI(An)

Consider a realization of our renewal process and an arbitrary time t

which is in the n+1 st sojourn time T 41 (0= 102,004)

Staile | State n ~A
: // 7 ate |ne
ke~ 1] e—Tn —le—Tn+l

If this time is in the first sojourn time T the cumulative costs are
Colt) = Ry (t), o st <T, (1)

otherwise
n+1

n n n
C,(t) =] K (T;) + Kn“(tji T z T, st <l T, . (2)
i=1 i=1 i=1 i=1

From these expressions we obtain with the special assumptions (0-7)

Co(t) = tt, ost<Ty (3)
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m
nt + (g-n) ) T,y_qr N = 2m-1 t in down-state
i=1

Cn(t)= m m = 1,2,..- (4)
gt + (n-g) ) T,ys 0 = 2m t in up-state
i=1

Let be

AO = {t < S1, K1(t) £ z}

An = {Sn s t < Sn+1’ Cn(t) £z}, n=1,2,... {(5)

n

where S, =i;1Ti, nz 1 and S, = o, then {Ayr Kk =0,1,2,...)

is a decomposition of the event {C(t) < z} into a complete system of
mutually exclusive events Ak’ This decomposition is quite general.
Defining the following random sums with odd (uneven) and even indices for

the sojourn times Tn respectively

m
E : = z T

Tyiqr Ep 1,2,... (6)
i=1

2ir M T

(=
Il
=t
]
O
c
|
| o~ 3

i=1
and applying the special assumptions (0-7), this system of events reduces
to

(k = ::ét; T 2 = gfgz => g + 1t = t)
A = {t < Ujr &t s z}
Apn-1 = {Um +E 4 S t< Um +E 4+ Ty TS Um}
A2m = {Um + Em g t < Um + Em + T2m+1, Em s «x} (7)

m= 1,2,...

All random variables in the events A 1 and A2m respectively are mutual-

ly stochastically independent, sincez?Ti} is an independent sequence of
random variables. Note that some of the following conclusions are based
on this fact.

From the probabilities P(A2m) and P(A

2m+1) in

P{C(t) sz) =) [P(h,) +Pay q)] (8)
m=o0

we consider only the P(AZm—1) in some detail, the P(AZm) can be

calculated similarly.
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1.1 Probabilities Py (RAyp—q)

We will not discuss the problem in full generality (Stieltjes measures)
but assume all distributions of Ti (i =1,2,...) as absolutely con-
tinuous. We note that the distributions of the random variables Um and

E, €an be represented as convolutions

P{U £ x})=F % F &,.,.% F(x) Fm(x)

m
m= 1,2,.. (9)

i

G # G #...% G(x)

Il

P {Em < x) Gm(x)

and that the random variable Tom has the distribution P{Tzn‘s x} = G(x).

Therefor we may transform the random variables in P{AZm_1} according to

u=u u = u
m m

Vo= e or -1 =V (10)

W= em—1+t2m Eom = WV

respectively with a Jacobian

B(Um,emm1,t2m)

J o= a(u, v,w) =1.

The original domain of integration (cf. especially Eq. (7))

o< u+vst<u-tw;

T
0O £ u< w 02V <ow 0% wW<K o (11)

is transformed via

v £ t-u < w; T £ u;
O £ u; O£ vV; O£ wW< = (12)
into
T S usgt; 0V teu; tmu<w< o, (13)
Thus we have for the "density" to obtain P{A2m~1}
f(um’em—1’t2m) du cde _;°-dt, : = fm(um)*gm_1(em_1)°g(t2m)“
dum°dem_1~dt2m = 1ef (u)eg _4(v)eg(w=v)-du-dv-dw | (14)
giving £ bty e

PI(A2m=1) =J J J fm(u)ogm“1(v)eg(wmv)'duodV°dw"
u=t v=0 w=t-u

t t-u
= J J fm(u)-gm_1(y) [1=-G((t=u)=v)] du-dv

u=t V=0
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. .
_rt ‘
= fm(u)-Gm_1(t-u) du - fm(u) Gm(t—u) du . ‘(15)
U= u=rt
Substituting u' =

t-u in the integral Eq.(15), bearing in mind
k + 1 =+t, we finally get

K
P (By 1) = J [Gm(u)—Gm_1(u)] QuFm(t—u), m=1,2,... (16)
o

In the special case m = 1 we put

Go(u) : = o0 for u £ o

and Go(u) ¢ =1 for u > o

thus

K
PI(A1) = [ [1-G(u)] f(t-u) du =

t
= J f(u) [1-G(t-u)] du. (17)
o T

1.2 Probabilities PI(AZm)

With the same method as in paragraph 1.1 we obtain

K
o

In order that PI(AO) = 1=-F(t) is contained in (18), we define Fo(u):= o
for u <o and Fo(u) =1

for'u > o. Then we have
dFo(u) = 0, u 2

2 o3 dGo(u) = §(u)edu, n 2o , (19)
where §(u)

is Dirac's delta function. We finally get

K
PI(Ao) = J [1=-F(t-u)] &6(u)du = 1-F(t) . (20)
O .

1.3 A new proof of the formula of Takacs

Summing up the probabilities from Egs. (16) and (18) we have

P{C(t) < z} =]

K ‘
o [ [[Fm(t-u) 'dGm(lJl) + Gm_‘_1 (u) .dFm-H (t-u) ]
(e}

[Fpyq (£-0) +dG (W) + Gy (w) ~aF, g (t-w) ] |

(21)
Due to

d[Fm+1(t-u)-Gm(u)] = Fm+1(t—u)~dGm(u) + Gm(u)-dFm+1(t—u) (22)

the second term of Eq.(21) is a total differential. Adding an "appropri-
ate" =zerousing our definition of Fo and Go’ the first term is a total




differential too:
o)

; [Fm(t—u)-dGm(u) + Gm+1(u)-dFm+1(t—u)] + Go(u)-dgdif!u)

m=o0

=] d [F, (t-u)-c (u)]. (23)
m=o0

Hence
K

P {C(t) s z} = d[Fj+1(t—u) Gj(u)]]

o~ 8

. [ JKd[Fj(t—u)-Gj(u)]— i

J o

= (24)
3

which is the formula of Takacs (cf. corollary Eq.(0-8)).

ffe~18

. [Fj(t~K)~Fj+1(th)] Gj(K)

2. CALCULATING THE PROBABILITIES P(An) ACCORDING TO ZINTERHOF'S THEOREM

2.1 Overview

Before going into details we sketch how Zinterhof's theorem may be used

to get the probabilities P(An). First we need the measures An(u,v),

hi
which are K*(U,V) v/n
_ —w) . v-nx
by = | etummede 00+ [ e (52 a6 0, (1)
(@] K" (U.,V)
where
_ F n = 2m
K*(U,V) : = X_Eu ; © 2 o= m for m=1,2,...
Fm+1 n = 2m+1

1f we observe the special assumptions (0-7). Note that the special cases

n = o,1(cf. Egs.(21),(25)) are not included in Eq.(1). But see paragraph
2.4 .

By means of the measures An(u,v) we can perform the integration with re-

spect to the variable v in the double-integral (0-3). The result is

,vn(u) Vn(u)azAn(u,v) BAn(u,v) Vn(u)
J A _(Bu,dv) = du- —_— dv = du ¢ —————
n ‘ du° v ou |
V=0 V=0 o)
Xn
au m
o)
where
H for n = y = 1’2, o o
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From Eq.(2) we obtain P(An), n=2,3,... via the integration with respect

to the variable u, proving PII(An) = PI(An)’

2.2 The Measures An(u,v)

Using the method of n-dimensional geometry (Kendall(1961)) we can calcu-
late the measures A2m(u,v), m= 2,3,... similar to the measure Az(u,v)

and the measures A2m+1(u,v) similar to the measure A3(u,v). In the

special case Az(u'v)
we proceed in the following manner. According to Eq.(0-4) we have

/¢ t Az(t,z) = P{T1‘+ T, s t; £T, + nT, < z}. (3)

We obtain this probability integrating
the density f(t1)-g(t2) over the domain
(cross-hatched polygon in Fig.2)

af'l"") =1

St o+t <t ;
S £ty + oty < z (4)
0O = t1 < w; 0 &£ t2 < o
t t z/n  (z-nt,) /¢
Az(t,z) = J I f(t1)-g(t2) dt1-dt2 + | f(t1)'
t2=o t1=o t2=K“hZ) t1=o
k(t,z) Z‘/n Z=nX
~g(t2) dt1dt2 = J F(t-x)-4dG(x) + I F(—Eﬂ—) dG (x) (5)
o} k(t,z)
giving 4, (u,v) if we replace t by u and z by v.
General cases A2m(u,v) and A2m+1(u,v)
For T 2m 2m
bop(trz) = P{] T, S t; ] K, (T;) s z} (6)
i=1 i=1
' m m
we have, denoting by U : =.Z T,y_q and by E_ : ='Z T,y
i=1 i=1
Ty + Ty +oot T, =t g = u, +E, =t z
,£T1+nT2 +...+nT2m = Z EUm+ nEm = gz (7)

So in Eq.(5) the integration domain Eq.(4) is to be replaced by

(8)

A
A
8

osu +te st ; 0 £ u_ < g
o £ + < '
Eum ne, s z
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and the density f(t1)cg(t2) by fm(um)~gm(em). Hence it follows

(cf. ay(u,v)) k(u,v) v/n
By (0,v) = j F_(u=x) +dG_ (x) +I Fo (g9 G (x)
o k(u,v)
m=1,2,.00

(9)

and similarly A2m+1(u,v), now integrating the density fm+1(um+1)ogm(em)

over the domain

©oswu 4 te St % 0 S u g < i
< ¢ ' co
O £ Eu + nem o s em <

A
A

A

m-+1

2.3 Inside and outside integrals

(10)

To calculate the inside integral in Eqg. (0-3) we partially differentiate

the measure An(u,v) with respect to u,giving

%
BAn(upv) ) JK 36 (1-x) e )
ou ' au m
o
[ * * = uKa-
e s bumk) g (F) - B (IS g (Y, (1)
where K% s = k(u,v).
aAn(u,v)
Taking —55 — between the "limits" o and vn(u), we get
v _(u) v._(u)
n A (u,v) 'n X
_ . n S n 3¢ (u-x)
An(du,dv) = du T | = du [J o dGm(x)
V=0 o o
vV _=nx
- £ - - B Dy o 12
S 9k [4lumxg) = ¢ (R o] (12)
Thereby we used
k({u,z-g(t-u)) = (z-£(t-u)=-fu)/(n-g) = « = 2m
X o= for (13)
n  (k(u,z-n(t-u)) = (z-n(t-u)=-tu)/(n=€) = u-t n = 2m+]
and
k(u,0) = = ;%E u < o, since n=t > o, £ > o, and dGm(x) = o for x < o.
Due to
V_-nx u-K n = 2m
_noon = g for s, m = 1,2,, (14)
2 T n = 2m+1

the expression (12) reduces to

v, (w) X
A _(du,dv) = du I 39 {u=x) dac_ (x) .
n Ju m
V=0 o

From the outside integrals in

(15)
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t K BFm(u—x) ,
PI (A2m) = J [1-F(t-u) ] 3 J = dGm(x) du (16)
u=0 X=0
t =T SF (u-x)
PII(A2m+1) = J [1-G(t-u) ] 3 J m+1 dGm(x) du (17)
u=0 X=0
m=1,2,...

we treat only the case n = 2m in some detail.
Changing the order of integration in the double-integral Eg.(16) (allowed

since the integration limits are fixed) and noting fm(u—x) = o for u < x
we have
K t : '
PII(AZm) = .I J [1-F(t-u) ] fm(u=x)=gm(x) dx du. (18)
X=0 u=x

Now by substituting x = v', u = u' + v', the old domain of integration is

transformed into a new one according to

u' s t=v'
<=> ; (19)

o
A

X S u gt visu' + vt £t

0O S X 5« o s v < Kk o s V' 5«
giving
kK t=v!
PII(AZm) J J [1-F(t-u'-v')] £ (u')+g (v') du' dav
vi=0 u'=o0
t=-v'
K
= J [F (t=v') = I ([t=v']-u')f_(u') du ] (v') dv
v'=0 u'=o
K
= J [Fm(t—u) - Fm+1(t—u)] dqu(u), m= 1,2,... (20)
o

A comparison of the last Eq. with Eq.(1-18) shows that PII(AZm) = PI(AZm)

form=1,2,...

2. i
4 Special cases Prr(B))y Prp(By)
According to our special assumptions (o-7) the inequality &t < z sn t

holds for all An if C(t) £ z and t 2 o. Hence always K1(t) = tt £ z and

P{t < T1} = 1-F(t). (21)

PII(AO) = P{t < Tyi Ky(t) = z}

To calculate the probability PII(A1) we need the measure

A1(t,z) A(1)(t,z) = P{T1 < t3 K1(T1) < z)

il

P(T1 S t,ET, S z} = F(t)-UO(Z“Et) + F(z/a)-Uo(Et—z).(22)
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where
O X < O

U (x) = for »
© 1 X >0

Obviously it is not sufficient to put for the step function Uo(x) a

simple "one" . Only then with UO there is

90, 00V) gy = U (v-Eu)-dF(u) + o for u > o, (23)
Ju ©
implying ”— B
n (t-u)
ASRLY 5 A, (u,v) q ,
J A1(du,dv) = du [ —————~—~—'] = Uo(zmnt + (n=g)u)-dF (u)
V=0 au [e]
o o<uc<=*
= U (u~-t)-dF(u) = for ; (24)
© ar (u) T<u <t »
from which finally follows
t K
PII(A1) = ( [1-G(t-u)]-dF (u) = J LG(u)—1]-duF(t—u). (25)
T o
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Markoff-Erneuerungsprozesse mit allgemeinen Kostenfunktionen

(Definition, Bestimmung der Kostenverteilunqsfunktion)’

Peter Zinterhof

Bei der stochastischen Analyse von vermaschten Filtersystemen und der Er-

stellung von adéquatenlmathematischen Modellen sind Methoden aus der Theorie der
Markoff-Erneuerungsprozesse heranzuziehen. Die 2zur Verfdgung stehende Literatur
reicht jedoch bei weitem nicht aus, um die praktisch vorkommenden Systeme adaquat
zu modellieren, da in‘der Praxis sehr komplizierte Kostenfgnktionen nicht linearer
Bauvart fir die einzelnen Zustinde, derer das System fdhig ist, vorkommen. Es ist
daher ndtig, die Theorie der Markoff-Erneuerungsprozesse (MEP) auf den Fall auszu-
dehnen, daB die Kostenfunktionen (Emissionsfunktionen) in sehr allgemeiner (nicht

linearer) Art von den Verweildauern in den Zustinden abhingen. Aus methodischen

und auch praktischen Grinden wird in zwei Schritten vorgegangen.

1..Es wird ein Markoff-ErneuerungsprozeB betrachtet, sodaB in jedem seiner Zustédnde
Kosten anfallen, die monoton wachsend von der Dauer des Zustandes abhdngen. Die

Verteilung der Kosten, die bis zum Zeitpunkt t anfallen, wird berechnet.

2. Wegen der Eigenheiten der zu modellierenden Abgasreinigungsstrecken treten
Systemzustidnde auf, bei denen die Kosten (Emissionen) zusdtzlich von zufdl-
ligen GroBen abhéngen. Eiﬁe addquate Beschreibung-des Sachverhaltes erfordert
die Betfachtung von Markov-Erneuerungsprozessen mit zufdlligen Kostenfunk-
tionen und die Bestimmung der entsprechenden Verteilungsfunktionen. 2) er-
weitert offensichtlich 1). Die zusitzliche Behandiung der spezielleren
Situation 1) (die ja flr sich schon sehr weit geht) ist auch aus algorith-

mischen Grinden ndtzlich und erleichtert das Verstdndnis von 2).

Um sich auf das wesentliche konzentrieren zu kénnen, setzen wir die Termino-
logie von ginlar ([8 ] Kap. 10) und McLean-Neuts [ 34 ] und Pyke [[51] voraus

und betrachten einen Markoff-ErneuerungsprozeB mit m Zustdnden.




{ _ 1
l(Jn,Xn),n—O,I,Z,. o .J

(1)
und setzen
{ —kXleJ 1j} Q4 (%) (2)
n=1,2,3,...; j,k=1,...,m
0 (*+ ) Jk,i ik (3)

Falls sich nun der Markov-ErneuerungsprozefB die Zeitdauer t im Zustand I

befindet, mSgen in dieser Zeit Kosten (Emissionen) von
' 4
K, (t) (4)

entstehen, wobei Ki (t) sinnvollerweise als nicht negativ und monoton
Qachsend in t zu betrachten ist. Da nach (2) die Verweilzeitverteilungen
(Belegungen) noch vom nichsten Zustand abhdngen, kann man, falls gewinscht
oder einfach aus formalen Symmetriegrinden,die Kostenfunktionen nicht nur
vom momentanen Zustand I, sondern auch vom nichsten mdéglichen Zustand j

abhangen lassen:

5
Kij (t) . (5)
Seien nun I(t) die Gesamtkosten, die in [O,t] auflaufen. I(t) ist eine
Zufallsvariable, deren Verteilung bestimmt werden soll. Sei R(y:t) die
Verteilung von I(t):

R(y:t)=P{I(t) < y} (6)




Seien ao, a1’°°°' an Zustinde des Markov-Erneuerungsprozesses, also tsak5n,

k=1,...,n. Sei (do,...,an) ein Pfad mit n Schritten und

die Menge aller Pfade mit n Ubergdngen und Anfangszustand Jo=j und Endzu-
stand Jn=k. Sel Ijk (n:t) die Einschrinkung des Funktionals I(t) auf den
Bereich Sjk(n). Dann gilt

I k(n:t)=Kja1('ro) + Kalaz(rl) Foeee F K (E=(T .o 4T n-1?? (8)

auf dem Pfad (a 1Qye ..,an), ao =j,an=k. In diesem Médell entstehen also zu
jedem Zeitpunkt Kosten (Emissionen); die letzte Kostenfunktion ist bei den
bisherigen Ausnahmen unbestimmt, da ja der Zustand x,.der auf den letzten

Zustand k des Pfades folgt, unbestimmt ist. In vielen praktischen Aufgaben
wird jedoch die Kostenfunktion K

ap

nicht von einem prasumptiven Zustand B abhingen, was die weiteren Uberlequngen

(t) nur vom gegenwdrtigen Zustand und

etwas vereinfacht. Wir fihren wegen der praktischen Zielsetzungen die Uber-
legungen in diesem Sinne weiter und setzen noch

H(x)—Z (x) (9)

]k
Hj(x) ist offenbar die Wahrscheinlichkeit, daB innerhalb der Zeit x eine
Zustandsinderung auftreten wird. Im Rahmen der MEP ist es nicht ausge-
schlossen, daf sofort wieder derselbe Zustand angenommen wird. Pfade (j,j)
kénnen also mit positiver Wahrscheinlichkeit auftréten, oder was équivalent

ist, Q (x) ist nicht notwendigerweise identisch Null. Dles ist eine wesentliche

Abweichung gegeniber klassischen Erneuerungsprozessen mit zwei Zustanden.




Zu (8) gehédrt auf Sjk(n) eine Massenbelegung
Rjk(y,n:t) =p {Jn=k,Ijk(n:t)Sy | JO=J,I(O)=O}. (10)

Sei A(do,To; di,rl; OpsTyie.-7 @ ,T ) das Ereignis, daB das System (der MEP)

zuerst in ao die Dauer To’ dann in &

1 die Dauer T, usw. verweilt, um schlieBlich

fir die Dauer T in O_ 2zZu verweilen. Seli weiters A(Q ,T J...,0 T ;O
n n ( o’ "o’ ‘“n-1’ "'n-1’"n’

Tnkfﬁfro+...+rn_1)) das Ereignis, daB das System (der MEP)} die Zustande

o

°,...,an mit den Dauern To""'Tn annimmt, wobei allerdings der Zustand

an zum Zeitpunkt & andauert. Wir betrachten nun das Ereignis
B(j,k.n,t,y) = A(ao,ro;...;an_

; 2 t- cen =J
17Ty O Ty 2 (T ket ) | o =37)

1
n { cit) = Kj(Td) + Kd (T1)+...+Kq (Tn—l) + Kk(t-(To+...+Tn_1)) Sy J, (11)

1 n=1

daB ndmlich der n-te Zustand an=k Uber den Zeitpunkt t hinausreicht und die
Gesamtkosten C(t) < y sind auf dem Pfad (ao,,..,an) unter der Bedingung,

ao=j. Also gilt nach (8)

{ Cc(t)<y } n Sjk(n) = { Ijk(n:t)Sg }:L}B(j,k,n,t,g) (12)
: Sjk(n)

Fir eine feste Zustandsabfolde ao=j,a1,...,an_1,an=k gilt

p T, Feoot < < =
{ fo T The1 t<ro+ (LIPS c(t) g'}

-1

p T +T ,+teoot SELST +.0 0w S
{ oty Tn_l t To +rn_1+rn, KGO(TO)+ an«l(T

IA

g=Kan (t—(T1+"'+Tn—1)) }

(13)

Hier wurde also vorausgesetzt, daB die Kosten, die in einem Zustand entstehen,

nur vom Zustand selbst und seiner betrachteten Dauer abhdngen, also z. B.




nicht von den Vorzustadnden oder nachfolgenden Zustdnden abhdngen. GemaB (14)
der Arbeit "Ein Erneuerungsprozef mit deterministischer Abfolge der Zust&nde"

(siehe Kapitel 3 dieses Berichts) gilt wegen der Unabhéidngigkeit der Ty, T1,

FC gt oot e : =
P { Tt Theg S E < TO+ MLTRPR L c(t) sy }

b gk Ty-K o (6-€))"

&
n n

p { £ < TO+,_,+Tn_1 < E+dE, n < K(X (’t‘o)+...-f-1((x (‘rn_l) S n+dn,

E=0 %H=0 | o n-1
: +
t (ymKQ (t-€))
- .
T, > t-t } = ( I“Han(t"il) An_{df;,dn) (14)
E=0 n=0

und

Anml(dg,dn) = p { £ < TO+T %.a«+rnm1 < E+dE,n < Kq (TQ)+..¢+K (Tn

o

! o n~-1I

< n+dn } (15)

Zur ndheren Bestimmung der Anml notieren wir gemdf (2)

P (TO <&, J

1]
R
B
<y
il
Q
it
.
N
I
Lo
-~
il
N

1

P (t, SE, T, = J,= o) =9 (€) (16)
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Pt  SEd =a =k|J  =o )= Qan_lk(g)
Ssind I <€ o,B £ m Zustdnde des MEP und sei
(a,8) _ _ o bV
A (Eln) - P {Tn",l S El K(X(Tn-l) S nl Jﬂ - B I Jn_1 (o } (17)

die bedingte zweidimensionale Verteilung des Verweilzeit-Kosten-Vektors des
betrachteten MEP. Dann gilt wegen ('3) aus Kapitel 3  (bzw. in ganz analoger
SchluBweise) und wegen (16) und wegen der Monotonie der Kostenfunktionen und

der Massenbelegungen

A(G’B)(E,n) = P { Jg,=B, 1 _, & Ty S K;I(n) | J 4 = } =
, ~1 -1
min (&K, (n)) . £ K (n)
= dQG,B(x) = min ( dQG,B(x)’ 'an,B(X)) =
o o (o)
_ . -1
= Qa,ﬁ(mln(E,Ka (n)) (18)

Dies ist also die Stelle, an der konkrete Daten in das Modell einfliefen,
ndmlich konkrete Verweilzeitaussagen und Kosten-(Emissions-—)-Daten und
~Funktionen. Dann gilt fdr (15) unter Ausnitzung der Unabhéngigkeitsvor-

aussetzungen und der zweidimensionalen Faltung

An_I(E,n) = An_l(ao,...,an_l,e,n) =P { T FT Fe e 4T SE

1

(GO,GI) (o zaz)
Kd (To)+"'+Kd (Tn_l) <7 } = A (E,n)#%A (E,n)*%. ..

o n-1

(a o) | (19)

ce. it A T (e, n)
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Dies schreibt sich unter Verwendung von (18) unter Benidtzung der letzten

Formel auch:

- -1 '
o o (IACEC ())we L kx QL  (min €KL (M) L (20)

[0}
o’ 1 o n-1°"n n

Wir rufen wieder die Zustandsabfolge ao=j,a1,,..,an_1,an=k in Erinnerung.

Dann gilt fir diesen Pfad nach (14) und (19)

P { T beeetT, S E <‘To+;..+Tn, C(t) sy } =
£ (yK (t-£))" .
(3,00 (o,,0,) (O _yo¥)
(1-H, (t-E)) (A ®% 0 Kk, HHEA )
E:O n:o
° (dg,dn) (21)

unq fir die Verteilung R,, (y,n:t) von Ijk (n:t) (definiert in (8) und (10)):

jk
£ (yK (£-€))"
(j,al) (dllaz)
Rjk(g’n:t) = 2 (1—Hk(t—€)) (A #%A £, ..
Sjk(n)
E=0  n=0
(an=1'k)

oo ®RA ) (dt,dn) . : (22)

Durch Vertauschen von Summe und Integral folgt sofort

£ (y-K t-g))”
: . (j'al) (an_Ilk)
Rip(y,n:t) = (1-H, (t=E)) () A % L X%D )e
-k
. S.k(n)
£=0 n=0 J

°(dE,dn) . | | (23)




Wir betrachten gesandert den Ausdruck

(j,ax) (& ,a,) (a _.,k)
Z A 1" 12 #x,, wxp O ! =:A(.n) . (24)
ik
Fihren wir fir Matrizen (A4,,) wnd (B,,) van Funktionen van zweli Ver-
- Jk" mxm Jk" mxm

&nderlichen in naheliegender Weise ein Faltungsprodukt ein

m 4
= 25
(Ajk)mxm**(Bjk)mxm (E;IAjﬂ**BKk)mxm’ _ (25)

“

so ist offenbar unter sinngemdBer Verwendung von Faltungspotenzen van

Matrizen

I (26)

(A Jk" mxm

Jjk

md (23) vereinfacht sich zu

' +
£ (y=K, (t-E))

(n)

Rjk(y,n:t) = E (I-Hk(t-ﬁ)) Ajk (dg,dn) (27)

£=0 n=0

Da die Pfadmengen Sjk(n) bei verschiedenen n disjunkte Ereignisse darstellen,

gilt nach (6),(8),(10)

Ry (vet) = gzo R (yonit) =
¢ (g—xk(t-g))+

(n)
jk

Il

(1-H (t-E)) (] A

n=o

(dg,dn)) . (28)

E=0 n=0

Dies ist bereits ein wichtiges Ergelnis, das wegen der allgemeinen Voraus-

setzungen der blofien Monotonie der Kostenfunktioen wesentlich dber McLean-
Neuts [34 ] und die Ergelmisse bei ¢inlar [ 9] dber Funktionale auf Semi-

|

|

markovprozessen hinausgeht. Erst in dieser Allgemeinheit lassen sich viele 4
|



— 57 —

Fragen iber das Verhalten von Barrvierensystemen, speziell in Abgasreinigungs-

strecken adidguat formulieren und auch beantworten.

Wie bei McLean - Neuts gilt natirlich weiter

m
R ., 3 = . : . {29)
R, (yst) I§=1Rjk(y t)
o
R 2 = . R . (y: (30)
(y:t) 3};:1 a (yst)

Hier ist (ai,aam,am) die nfangsverteilung der Zustédnde. Damit ist das erste
Ziel, die Vertellung der Kosten (29),(30), die bis zum Zeitpunkt t erwachsen,
zu bestimmen , unter der allgemeinen Voraussetzung monotoner Kostenfunktionen
(d. h. positiver Raten) auf allgemeinen MEP elementar,{(d. h. ome Verwendung

ven Funktionaltransformationen) erreicht.
Die Matrix von Massenbelegungen in der Ebene

G ™) ixeen (31)

=0 Jk. “mxm

ist geméB (26) eine “"geometrische" Reihe ven #%-Faltungspotenzen van Matrizen
von MaBen und muB traditionellerweise als "Emeuermgsfmktim" des Prozesses
bezeichnet werden. Um zu einer gewolnten Ermeuerungsgleichung zu gelangen, be-

zeichnen wir mit

mxm (Ujk mxm . ' (32)

die Matrix von Massenbelegungen Ujk(E,n) mit




Ujr(Eom) = 85 (33)
Fir j=k ist also Ujk(E,n) die Verteilungsfunktion des auf £=n=o konzen-
trierten WahrscheinlichkeitsmaBes, fir jzk ist die Gesamtmasse gleich Null.
u ist natldrlich auch als "nullte'" Faltungspotenz von X(£,n) zu sehen.

mxm

Wegen der Reihendarstellung (3!) gilt

X (EmIRR(B ) e X () (34)
Dies ist eine Integralgleichung fir matrizenwertige Funktionen vom Faltungs-
typ auf der Basis von Stieltjes-Integralen. Wenngleich also die Wahrheit
in diesem praktisch wichtigen Fall nicht gerade auf trivial formulierbare
Resultate fihrt, muB doch gesagt werden, daB in vielen praktischen Fallen
die konkrete Auswerﬁung praktisch mdglich erscheint, da ja gute Verfahren
fﬁr Integralgleichungen vorhanden sind und sich praktisch oft Vereinfach-
ungen ergeben, da die Matrizen oft schwach besetzt sein werden. Auch re-

(x)

duziert die Existenz von Dichten der Ubergangswahrscheinlichkeiten ij
und die Stetigkeit der Kostenfunktionen die Stieltjes-Integrale auf gewdhn-

liche Integrale.

Man kann natiirlich delayed-processes und den stationdren Fall auch auf diese
Weise behandeln, wie Uber haupt die Einfihrung monotoner Kostenfunktionen
eine Unzahl von Anwendungen in der Theorie und Praxis der Zufallsprozesse

erlaubt.

Wir wollen diesen Aspekt zunichst hier nicht weiter verfolgen, sondern die
Resultate mit Hilfe der zweidimensionalen Laplace-Stieltjes-Transformation
fir den Fall von m=2 Zustinden hinschreiben. Fir eine beliebige Anzahl m

von Zustdnden gilt nach (34) unter Anwendung der Laplace-Stieltjes-Transfor-

mation




X o (A =X 35)
X(u,v) (Ajk)mxm + Iﬁxm X(u,v) (35)

Daraus folgt sofort

X - - (3 -1 36
Xu,v) = (Imxm (Ajk)mxm) (36)

Fir m=2 ist

1 22 21
—N * _N - ~F Lacd - 1 _A
(1 All) (1 A22) A A A

X(u,v) = (37)
Durch Ricktransformation von (37) 13Bt sich X(E,n) bestimmen, daB sich
nach (28) exrgibt:
+
t (y-K, (t-€))
: = : - - ,, (dE,d (38)
Rjk(y.t) [ (1 Hk(t £)) X}k( £,dn)
E=

(0] n=0

Weiters gilt nach (29) fir m=2

£ (y-k (t-£))"

Rj(g:t) = le + Rj2 = (I—Hl(t—E)) le(dE,dn) +
£ (y-K,(t-£))"
H_(t- : 39
+ ! (1-H,(t-E)) Xﬁz(dE,dn) (39)
£€=0 n=0

Die Verteilung der Gesamtkosten R(y:t) bestimmt sich gemdB (30).

Bevor wir den in der Einleitung angekindigten zweiten Teil behandeln, sind
einige Ausfihrungen zur Motivation angebracht. Bei der Modellierung einer Ab-
gasreinigungsstrecke mit zwei Filtern erscheint es zweckmdBig, folgende System-

zustdnde zu betrachten, wobei wir hier einige physikalisch-technisch relevanten




Merkmale, die sich aber leicht berlicksichtigen lassen, vernachlassigen:

1. Beide Filter FI und F2 sind intakt: Zustand 2Z{
2, F1 fallt vor F2 aus: Zustand 2Z2
3. F2 f&allt vor FI aus: Zustand Z3
(40)
4, F1 £311t aus, F2 bleibt intakt: Zustand Z5

5. F2 £311lt aus, Fl1 bleibt intakt: Zustand Z4

6. FI und F2 fallen gleichzeitig aus: Zustand Z6

Aus technischen Grinden -ist die Schadstoffemission (Kostenfunktion) abhdn-
gig von der Zustandsdauer und nicht linear, in der Praxis sogar recht kom-
pliziert , aber hinreichend genau beschreibbar. Dazu kommt noch, dafB bei

den Zustdnden 22 und 23 der zeitliche Abstand der beiden Ausfallsereignisse,
der selbst eine Zufallsvariable ist, einen wesentlichen EinfluB auf die
Gestalt der Kosten-(Emissions-)-funktion hat. Da§ bedeutet, daf man nicht

nar die Zeitdauer der Einzelzustdnde des Markov-Erneuerungsprozesses, sondern
auch die Kosten selbst bei gegebener Dauer T des Zustandes als zufallig an-
sehen muB. Bisher hatten wir stets eine zufdllige Dauer T eines Zustandes

und eine deterministische Kostenfunktion K(t), sodaB sich der zufidllige

Vektor (t,K(t)) im ersten Quadranten gemiB
P {r <& K(t) S0 } = A(E,n) (41)

verteilt, wobei das VerteilungsmaB A(£,n) wegen der deterministischen

Kostenfunktion K(t) auf den Graphen y=K(t) konzentriert war.

y = K(t) (42)




Bereits fir die Zustidnde Z2 und Z3 ist diese Annahme inadéquat, da ja die
Kosten (Emissionen) yom zufdlligen zeitlichen Abstand der beiden Anfalls-
ereignisse abhingen, dieser zusdtzliche zufidllige EinfluB jedoch wahr-

scheinlichkeitstheoretisch aus den technisch-physikalischen Gegebenheiten

bestimmbar ist. Es ist daher (41) zu ersetzen durch

P {T <& K<n } = AE, M), (43)

wobei. ﬂun A(E,n) eine zundchst beliebige Verteilung des Vektors (T,K) im
ersten Quadrgnten bedeutet und T die Dauer des Zustandes und K die HOhe
seiner Kosten bedeutet. So einfach diese notwendige Verallgemeinerung auch
ist, verursacht sie dennoch bei der Bestimmung der Verteilungsfunktion der
Schadstoffemission des Zeitintervalles [0,t] Schwierigkeiten, sodaB wir

zu einer oft angewendeten und oft auch sachlich nétigen Modifikation des
Modells greifen: Es werde fiir dieses Modell angenommen, daB die Schadstoff-
emission jeweils am Ende eines Zustandes vor sich geht. Sei also in diesem
Sinn I(t) die Emission bis zum Zeitpunkt ¢, Ijk(n:t) die Einschréankung des

Funktionals auf die Pfadmenge Sjk(n) gemdB (7) und (8), wobei gilt wie (7)
Sjk(n) = { (O(O,oxl,,..,an) [ (cxo=j, 0(n=k }, (44)

wahrend (8) zu modifizieren ist:

I. ’: = 0w
_yk(“ t) Ky * Ky +eoot K, . (45)
o 1 n-1
Sei wieder analog zu (10) aber mit anderer Bedeutung von Ijk(n:t)
« = = o < = i = 1
Rjk(g,n.t) =p { Jn k, Ijk(n t) y | J, = 3. I(0) OJ (46)

und A4 (o ; S e en - : :
ol T Qe Tys PO T2t (To+...+Tn_1)) das Ereignis, daB der MEP




die Zustinde ao,...,an fir die Dauer TO,...,Tn annimmt, wobeli zum Zeitpunkt
t der Zustand dn noch andauert. Wir betrachten nun in dhnlicher Weise zu (11)

das Ereignis

j = ; : ; 2 t- Fowa
B(j,k,n,t,y) A(GO,TO,-.-,dn_l,rn_l,an,rn 2 t-(t +Tn_1) |

ao=_7,an= k)n{C(t)=Kj+Ka Fooot KG Sy} (47)
1 n-1
Also gilt in diesem Modell
c(t) £y pnsS, (n) =9I, (n:t) sy =2U B(j.k,n,t,y) (48)
jk
Fir eine feste Zustandsfolge ao = j’al"'f’an—l’an = k gilt
< N < =
P { T FT e 4T S £ < T F Tyt C(t) =y }
(49)
+T ,Fooot < oot R < 1
d { To' “n-1 t< Tt Tn-1""n’ Kao+Ka1+ Kan—l J J

Un nun die Wahrscheinlichkeiten (49) zu berechnen, definieren wir den
folgenden verallgemeinerten Semimarkovkern analog zu (16) und (17), jedoch
wesentlich allgemeiner
&,
A(0B)

(¢,n) =P { T <g K Sn, J =8]|4d =« } (50)

n-1

flr n = 1,2,..., 0O £ E,n <+, 1 <¢,B €m

Der Unterschied gegeniiber (17) ist darin zu sehen, daB der Kern (17) aus
dem klassischen Semimarkovkern (I6) und den Kostenfunktionen Ka(t) herge-

(d;B)(E,n) als Kern,

leitet wurde, wdhrend im verallgemeinerten Kern (50) A
in dem alle Modelleigenschaften (wie Verweildauern, zufdllige Emissionen etc.)

enthalten sind, vorgegeben ist.




Aus (40) gewinnen wir jedoch den eingebetteten klassischen Semimarkov-

Prozefl zuridck durch

nei S & Ky < 4=, J =B | o = o } =

QaB(E) =P { T

= A(G'B) (E,+=), (51)

sodaB auch hier analog zu (9)
m
H (x) = ] Qo (*) : (52)
B=1
die WahrscheinLichkeit dafir ist, daB der ProzeB innerhalb der Zeit x vom
gegenwdrtigen Zustand & aus eine Zustandsinderung erfidhrt, wobei das un-
mittelbare Wiederauftreten von o im Modell zundchst nicht ausgeschlossen

ist.

Wir kommen nun zur Berechnung der Wahrscheinlichkeiten der B(j,k,n,t,y)

in Analogie zu (21) langs eines Pfades (ao = j’al"°"an—1’k)

t y .
P(B(j,k,n,t,y)) = P { £<TO+...+Tn_1 < EHdE,n < KG +~,.+chn 1<
° -
£=0 n=0
£ n+dn, T, t-g,an =k } = (53)
t y
: , (o, ,a,) (a k)
2 o
- (1= (t=)) (AT % e 1 Pk enn P g, an)
£=0 n=0

In Anologie zu (22) gilt

A
Rjk(y,n:t) = p { Ijk(n:t) <y } = p { c(t) s vy, Sjk(n) } =
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P { u B(j.,k,n, t,y) } =
Sjk(n)
t y

(j,2,) (&, ,a ) (a . ,k)
= z (1-H, (t=£)) (A Paxa 1 2 kx. exp P ! ) (dg,dn)
S.k(n)
3 £=0 n=0 (54)

Wir verwenden sinngemiB (24),(25),(26),(27) und erhalten analog

t

A (n)

R (y,n:t) = (1=t (£=6)) b5, (48, dn) (55)

£=0 n=0

Es ist ndétig, auf zwei Dinge hinzuweisen:

Z) haben in (5 ) wegen (43) eine viel allgemeinere Bedeutung als

(n) (GIB)
Jk

i. Die A(
J

die entsprechenden A aus (27), die aus den spezielleren A aus (18)

hervorgingen.

2. Der Integrationsbereich (55) ist wegen des gegeniber (27) gednderten
Modells im allgemeinen grdfer als dort, sodaB wegen (27,(55)

A
£ : 56
Rjk(y,n.t) < Rjk(y,n.t) . (56)

gilt. Diese Abschdtzung ist auch anschaulich klar, da ja infolge der
Modellannahmen, die (27} zugrunde liegen, auch in unvollendeten Zustands-
perioden Kosten (Emissionen) entstehen, wahrend das Modell, welches auf

(55) fﬁhré, davon ausgeht, daB nur in beendeten Zustdnden Kosten (Emissicnen)
auftreten. Daher kann die Wahrscheinlichkeit (27) wegen der genannten
Zusatzeigenschaft des Modelles in (27) nicht gréBer sein als die Wahrschein-

lichkeit (55), wo diese Bedingung eben nicht auftritt.

Entsprechend zu (28) ergibt sich
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A @ A
Rjk(g.:t) = 121=o Ry lysnit) =
t y
= | (1-H, (t-E)) (§ 2™ cag,an))
j_ ' ik .dn (57)
n=0
£=0 n=
und weiter entsprechend zu (29),(30)
Yi A A
R, (y:t) = R, (y:t) (58)
k=1 K J
Ii‘l A s A
a, R,(y:t) = R(y:t) (59)
Gy 1T
A

fir die letztlich gewinschte Verteilung R(y:t) des Kostenfunktionals I(t)

im vorliegenden Modell.

Flir die Ausweitung dieses Modelles ist als groBtes Teilproblem die Be-
rechnung der unendlichen Reihe von Faltungspotenzen von Verteilungen aus
(57) durchzufihren. Ganz offensichtlich genigt diese Rgihe der Integral-
gleichung (44) bzw. nach zweidimensionaler Laplace—Tr;nsformation dem
linearen Gleichungssystem im Laplace-Bereich (45). Auf eine Wiederholung
von Details kann wegen der groBen Analogie verzichtet werden. Es soll nur
bemerkt werden, daB die auftretenden Matrizen von Funktionen, sel es im
Laplace- oder Originalbereicﬁ, im allgemeinen dinn besetzt sind, da ja das
Modell von der physikalisch-technischen Motivation her so beschaffen ist,
daB in vielen praktischen Anwendungen die Stdérfédlle so definiert sein werden,
daB auf jeden Stérfall fast sicher der bestimmungsgemiBe Betriebszustand

folgt, das System also in einem sehr Sstarken Sinne regenerativ ist!

Zum AbschluB soll noch gezeigt werden, wie man den Fall behandeln kann, daB
in jedem Zeitpunkt der Lebensdauer eines Zustandes Kosten (Emissionen) ent-

stehen, wobei die Kosten in nicht deterministischer Weise von der laufenden

Zeit des Zustandes abhdngen. Im ersten Modell dieses Exposées war ja ange-
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nommen worden, daB die Kosten in deterministischer Weise von der laufenden
Zelt des Zustandes abhingen und die Verweildauern selbst einem Semimarkov-
prozeB gentgen. Im zweiten Modell sind die Voraussetzungen Gber die Verteilung
der Verweilzeiten und die Verteilung der Kosten sehr viel milder, es wird ja,
abgesehen vom Vorliegen eines MEP, nur die Kenntnis der gemeinsamen Verteilung
der zufdlligen Verweilzeiten und der Kosten vorausgesetzt. Um Aussagen Gber
die Verteilung der im Intervall [0,t] entstehenden Kosten unter Berlcksichti-
gung auch des zum Zeitpunkt t nicht abgeschlossenen Zustandes zu erhalten,
missen gegenliber dem Modell 2. dieser Darstellung zusdtzliche Informationen
einflieBen, die jedoch allgemeiner sein missen, als die des Modelles [., da
ja, wie gesagt, in vielen interessanten Fillen die Kosten bzw. Kostenraten
nicht deterministisch von der laufenden Zeit des jeweils aktuellen Zustandes
abhidngen. Um konkret zu werden, sei der MEP in [0,t] im Zustand &, < & < m,
und seien Ka(t) die Gesamtkosten, die bis t aufgelaufen sind, wobeli zugelas-
sen ist, daB Ka(t) fir jedes t 2 O eine Zufallsvariable ist, die allerdings
mit wachsendem t wachsend sein wird. Im Unterschied zu Modell J. und Formel
(i7) und Modell 2. und dort Formel (50) bezeichnen wir flir die Modellierung
des beschriebenen MEP

2B e n ey = p { Tog SE K J(t) S, J =B |J = 0} (60)

In diesen verallgemeinerten Kern gehen also neben den Gblichen Semimarkov-
Eigenschaften auch die Verteilungen der Kosten in Abhidngigkeit von der lau-
fenden Zeit t des Zustandes O ein. Zur Illustration sei bemerkt: Fir ¢t 2 Tt
fallen in einer vorliegenden Realisierung des Zustandes O natlrlich keine
zusdtzlichen Kosten an, da ja diese Realisierung o fir t 2 Tn_1 als beendet
anzusehen ist. Deshalb geht im Modell I. fiir t » « die Massenbelegung (60)

in (17) Gber und in Modell 2. geht fir t + » G0O’) in ( 50) tber.

Wir betrachten nun wieder den Pfad (ao’al"""an—l'an)’ ao = 7, an = k, analog

zu (7) und das Kostenfunktional nach (8)




t) = - oot
I (nst) x3(10)+...+xan_1(rn_1) + K (E=(T + T-g)? (61
In den Kern (60) ist ein MEP nach 2. eingebettet gemiB
(o
QGB(X) \ ’B)(x,w,t), (62)
sodaB auch analog zu (9)
m
H.,(x) = e's ' (63
() E=1 Q4 (x) (63)

definiert ist. Weiters betrachten wir die Ereignisse (I1!) und (12). In
Analogie zu (9) bzw. (63) bendtigen wir die Wahrscheinlichkeit

p { Tn > t-E, Ka (t-£) < y-n, J beliebig Jn = an } (64)

n

n+1

Offensichtlich gilt

- - < o o = &
P { T, > t-E, Kan(t £) < y-n, J_,, bel | g, o= }

p { T, S t-£, Kan(t—g) < y-n, J_,, bel. | J, = o =

p { Kan(t—E) < y-n, J, bel. | 0 = x } =

m (ar’k)

= z A"

(«°,y-n, t-§) (65)

Daraus folgt f£4r (64) mit (60)

- s < - o = =
P { T, > t-E, Kan(t £) s y-n, J_ . bel | o « }

m (anlk) (o, k)

=1 (b (=,y-n, t-£) = & " (t-E,y-n,t-E)) (66)
k=1

(66) ist die sinngemdBe Verallgemeinerung fir I-Hj(x) nach (63) unter Ein-

beziehung der zeitabhingigen zufdlligen Kosten.

Mit diesen Hilfsmitteln kdénnen wir die Verteilung der Kostenfunktionale be-

stimmen. Analog zu (I13) haben wir

o oot + Foeot
+ Tn Ty Ka (ro) K

o

(Tn—l) *
o n=-1

n=1 - -1

IR OE <t <
p { TO TI T t TO,TI




+ Kd (t—(T1+°°'+Tn)) Sy } =

I
y t
P { Tn > =&, K@n(t—ﬁ) < y=-n, Jn+1 bel. ‘ Jh = dn } o
n=0 &=0
(67)
. 3 Fouod < E+ < Feus < !
P { E <t beeedt o S EHE, <K (T ) Koo (T, ) S nHdn i

o n-J
Die erste Wahrscheinlichkeit nach dem Integralzeichen wurde in (66) bestimmt.
Fiir die zweite Wahrscheinlichkeit nach dem Integralzeichen gilt auch wegen
der Bemerkung nach (60)
(a,B)
P{TGSE, KG(TCX) =n, B I G}=A ROE,n,™) (68)

und also analog zu (19)

{ £ < ro+ +Tn-1 < E+dE, n < Ka (To)+ +K

[e) o(n—l
(o_,a) (a,,o) (a___,a_ )
(o O g nepxxa P2 g ey nns s P72 P e 0y (dE,dn)
' (69)
Mit (66) und (69) ergibt sich aus (.67) mit a = . o = k
P { TO+T1+..Q%THGI <t < To+11+...+rn, Ka (TO)+.«~+KG (Tn_l) +
o n—1
+ Ko(n(t--('ro+...l+’rn_1))' Sy } =
y
m (a L) (o, £)
() (A (®,y-n, t=£) = A (t-£,y-n,t=£)) o
L=1
N=0 E=0
(&, ) (. ,0,) (a0 )
1 -
ca % Vg nepea U g meprea T 6, 0,00) (dE,dn) (70)

Dies ist die Verteilung des Kostenfunktionals Ij k(n:t) nach (8) in dem
4

wesentlich allgemeineren Modell mit zufdlligen zeitabhdngigen Kosten und

zwar langs des speziellen Pfades (ao = 7, aj,,..,an = k). Weiters ergibt

sich analog zu (23), aber natlirlich wesentlich allgemeiner, far Rjk:




(k,2) A(k,ﬂ)

R (y,nst) = (E_ A (»,y-n, -E) - (t=E,y=n,t=E)) *

(i, x,) (a, ,0,) (a__ k) ,
. 3 T Py S T P T T P A
Sjk(”)

*(dg,dn) =

(7,0,) (“1’“ )

m
o (5 A% g 60K, g, ) wen (t, g, =) %%d (t,y,) 6%
Sjk(n)'£=1

(Gn_ll%) X
H . HRA (t,y,~) (71)

Rjk(y,n:t) ist also als Faltungsprodukt fir dieseﬁ allgemeinen MEP dar-
gestellt. Man muB hier in (71) gemdB €0 ) sorgfdltig die Stelle der Argu-
mente t,y,~ berlcksichtigen. DaB in der Formel (23) aﬁ entsprechender Stelle
eine unvollstidndige Falﬁung iber einen Teilbereich des Rechtecks [0,t] x
[O,y] ist, rihrt natirlich daher, daB das entsprechende MaB auf einen Teil-
bereich wegen der in diesem Modell verwendeten speziellen Voraussetzungen

Uber die Kostenfunktionen konzentriert ist.

Allgemeiner als in (28), aber mit analogen Uberlegungen gilt mit (71)

oo

©
Rowie) =) R wmie) = § (3 a® oy ey a0 ey,
JE n=o n=o0 K=1
(3,0, CI (o« k)
**E (A (try/m)**A (t,y,=) %%, %%A f (t/y/m))
S, (
(7 . (72)

Wir dbernehmen die Bezeichnung (24) und die zugrundeliegenden Faltungspotenzen

von Matrizen und erhalten sinngemiB

(n)

Jk (t,y,»)

(73)

L) m :
R (y:t) = § () L Y T S
J n=o K:l




Analog zu (29) und (30) haben wir natdrlich auch hier

m
Rj(g:t) = £=1 Rjk(y:t) (74)
i
R(y:t) = a, R,(y:t) (75)
Geg 37T '

fir die gewlnschten Verteilungen des Kostenfunktionals.

Die in (73) auftretende "geometrische" Reihe von Faltungspotenzen ("Er-
neuverungsfunktion") wird man mit der Methode der Integralgleichungen vom
Faltungstyp bzw. mit Laplace-Transformation behandeln. Da dies schon vor-
her sinngemaB unter spezielleren Modellannahmen gezeigt wurde, genligt hier
der Hinweis. Ein Grofiteil der hier gemachten Feststellungen ist wesentlich
allgemeiner, als bei Pyke (51 1, [52 Janisimowl( 21, Pyke und
Schaufele [50 ]. Da das Kostenfunktional wegen der Anﬁahme eines eingebetteten
MEP sich als Summe gewisser Zufallsvariablen, die u. a. und .zustandsweise
identisch verteilt sind, darstellen 1&Bt, ist eine asymptotische Normal-
verteilung der Kosten mit ¢+~ zu erwarten. Der Beweis wird hier nicht er-
bracht, da er sehr kompliziert zu sein scheint. In der Praxis wird man die
Momente wohl besser aus den Verteilungen (73), (74), (7%) numerisch be-
rechnen. Falls die Anzahl der Zustinde m groB ist, werden natﬁrlich die
Matrizenoperationen und die Integralgleichungen aufwendiger. In den Fallen
jedoch, die zur Formulierung der hier dargestellten Methoden motivierten,

(J k)

sind die auftretenden Matrizen (A (x,y,t))mxm dlinn besetzt, da ja nur

wenige Zustdnde ineinander Ubergehen kdnnen.

Viele technische Systeme von groBem Interesse kennen einen bestimmungsge-
mdBen Zustand ! und nicht bestimmungsgemiBe Zustande 2,3,...,m, sodaB jeder
nicht bestimmungsgemdBe Zustand B, 2 < B < m, fast sicher in ! lbergeht

und nur I in einem nichtbestimmungsgemdBen Zustand B ilbergeht. Die




zugehdrige Matrix A (der Kern des Prozesses) hat dann die einfache Bauart,

/°

A(z'l) (X,y:t)

|
SN E 22 AP

8@ 1) g

\

(X:y,t),---zﬂ

\

(x,y,t)

/’ (76)

die sich natiirlich wesentlich leichter als eine voll besetzte Matrix be-

handeln 1&Bt. Der spontane und in der klassichen Erneuerungstheorie sich

aufdridngende Versuch, den eingebetteten zweistufigen Erneuerungsprozef

r
("Betrieb" = 1, "Stérung" = i 2)000,m } ) zu betrachten, liefert Aussagen

Gber Verweilzeiten, Verfigbarkeiten, etc., aber keine so prazisen Bus-

sagen Uber Kostenverteilungen. Der Weg ist natirlich gut und gangbar, wenn

man vereinfachen muB oder sehr rasch Ergebnisse leichterer Art braucht. In

diesem Falle hat man denjenigen zweidimensionalen Kern zu betrachten, der sich

auf die beiden Zustandsklassen

3]
It

%]
It

bezieht:

A(B’S)

{ Betriebszustdnde }

{ Stérfdlle }

(x,y,t) =P { Ta—1 S Xr Kg(t) Sy, I

(77)

S Jn-l = B }




A(S'B)

(X,y,t):P{T S X, Ks(t)Sg, Jn=B|J =S} (78)

n-1
In diesem Falle lassen sich die zweidimensionalen Matrizen leicht hand-
haben und man kommt wegen der leichten expliziten formalen Invertierbar-
keit von 2 x 2 Matrizen zu Gbersichtlichen Formeln expliziter Gestalt, wie
s;a aus der klassischen Theorie der altefnierenden Prozesse geldufig sind.
Die hier resultierenden Formeln sind natiirlich wesentlich allgemeiner als
die klassischen reinen Verweilzeitverteilungen. Die aus dem Ansatz. a7),
(78) mit m=2 flieBenden Formeln haben den Typ (39), sollen jedoch hier nicht

bis ins Detail verfolgt werden.

Wir wollen die Betrachtungen mit einer grundsdtzlichen Bemerkung tGber Semi-
markovprozesse abschlieBen. Alle Resultate Uber Semimarkovprozesse hangen
ganz wesentlich von der Annahme der stochastischen Unabhédngigkeit der zu-
kinftigen Zustéﬁde von den vergangenen Zustdnden ab, wie ja sehr gut be-
kannt ist. Diese Voraussetzung gibt dann auch die Mdglichkeit, die Kosten-
verteilungen durch #%-geometrische Reihen darzustellen. Die Unabhidngigkeit
von Ereignissen ist eine starke Voraussetzung (die in der Praxis sehr haufig

erfillt ist), die auch klar definiert ist.

P (AnB) =P (A) =« P (B) (79)
Die Abhingigkeit, wo eben

P (AnB) =P (A) P (B) (80)
ist, 1&Bt naturgemiB ein viel breiteres Band an M&églichkeiten, diese zu
quantifizieren,zu. Falls nun in einem ProzeB (mit endlich vielen Zustdnden
etwa) die Abfolge der Zustdnde nicht markov’sch ist, also die Zukunft des

Prozesses von der Vergangenheit und nicht nur von der Gegenwart abhhingt,

wird das Gebiet der Semimarkovprozesse wesentlich verlassen. Vom rein
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mathematischen Standpunkt bietet dies Gberhaupt keine Probleme, auch in diesem
Falle die Verteilung der Kostenfunktionale zu bestimmen, falls nur die ent-
sprechenden gemeinsamen Verteilungen bekannt sind, also die Abhdngigkeiten
bekannt sind. Falls diese nicht bekannt sind, hért sich natirlich jede Be-
rechnung auf, da ja dann die nétigen Informationen Gberhaupt fehlen. Beim
Verlassen des Semimarkov-Modells muf man natirlich im allgemeinen gefaBt
sein, keine klassischen asymptotischen Aussagen mehr zu erhalten. Das Pro-
blem der nicht semimarkov-Modelle liegt also nicht sosehr auf der mathema-
tischen Seite, sondern auf der Seite der Empirié, namlich die entsprechepden
Ausgangsverteilungen aus den Systemeigenschaften zu gewinnen. Falls diesv
einigermaBen zufriedenstellend gelingt und die Abhdngigkeiten im System
ausreichend prazisiert sind, ist die Erstellung eines exakten mathematischen

Modelles kein Problemn.
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§1 VORWORT

Die am KFK durchgefuehrien Systemanalysen reigten, dass ana-
lytische Freisetzungsmodelle fuer PASSAT mit den Hilfsmitteln
und im Bereich der Markov~-Erneuverungsprozesse mit monotonen
Kostenfunktionen zu erstellen sind (siehe (661, [681),

Das Freisetzungsverhalten von PASSAT wird durch das

Verhalten im bestimmungsgemaessen Zustand und in den nicht-
bestimmungsgemaessen Zustaenden der Anlage hestimmt. Die
Verweilzeitverteilungen und die Freisetzungsfunktionen (Kosten-—
funktionen) werden zusammen mit den Uebergangswahrschein—
lichkeiten der Zustaende bei PASSAT wesentlich durch das
stochastische Ausfallsverhalten der Erhitzersysteme und das
daraus resultierende Verhalten der Filter determiniert. In
L7231, [731, €741, [76) wurden auf der Basis der am KFK
durchgefuehrten Systemanalysen und auf Anregung durch das

KFK eine Reihe von analytischen Modellen unterschiedlichen
Detailierungsgrades fuer das Freisetzung;verhaiten von

PASSAT vorgestellt. Alle diese Modelle sind im Gebiet der
Markov—Erneverungs—-Prozesse (M. E.P.) mit monotonen Kosten-
funktionen angesiedelt. Dass die Kostenfunktionen (bei PASSAT:
Freisetzungsfunktionen) monoton wachsend sind, bedarf aus
physikalischen Gruenden keiner naeheren Ausfuehrung.
Markov-Erneuerungsprozesse sind Zufallsprozesse mit (hier)
endlich vielen Zustaenden: wo die Verweilzeitverteilungen

in den einzelnen Zustaenden nicht davon abhaengen, wann

und zum wievielten Mal der Zustand angenommen wird und wo




die Uebergangswahrscheinlichkeiten der Zustaende nicht von
der frueheren Abfolge der Zustaende abhaengt{ Fuer eine
genaue Definition der M.E.Pi siehe Cinlar [B). In Zinterhof
[761 wurde eine Reihe von Verallgemeinerungen angegehen, die
es zum Beispiel ermoeglichen, Alterungsvorgaenge oder gegen-—
teilige Phaenomene, wie die Ueberwindung von Kinderkrank-
heiten, modellmaessig zu erfassen, was ja im klaséischen

M. E.P. zunaechst nicht der Fall ist.

Havuptziel dieser nicht—simulativén Modellierung ist die
analytische Bestimmung der Verteilungsfunktion der im Intevr—
vall [0,t) freigesetzten Stoffmenge in Abhaengigkeit vom
Startzustand bei t=0, Falls bei ¢t=0 ein Stoerfall vorliegt,
wird fuver kleine t die Freisetzungsverteilung in [0, t3 durch
diesen (ersten) Stoerfall dominiert. Dieser erste Stoerfall
ist bekanntlich von grosser Bedeutung und er ist auch in

die allgeneine Theorie eingebettet. Nichtsdestoweniger
bedarf er ausfuehrlicher systemanalytischer Betvachtungen,
die am KFK durchgefuehrt wurden. Die ausgearbeitete
analytische Theorie zielt darueber hinaus auf das Langzeit—
verhalten von PASSAT ab und ist nicht auf diese Anlage
beschraenkt,

Im Folgenden sollen die verwendeten mathematischen Yor-
stellungen unter Vermeidung komplizievter Formalismen
erlaevtert werden:

Der Prozess habe m Zustaende 1, 2, 3,..., m Sei

Qik(t), i,k = 1....)m




die Wahrscheinlichkeit, dass die Verweilzeit des Prozesses
im Zustand i hoechstens t betraegt und der naechste Zu-
stand der Zustand k ist. Diese Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen Gik(t) enthalten also die Verweilzeitverteilungen
in den Zustaenden und die Uebergangswahvrscheinlichkeiten
Man fasst nun die Qikﬂﬂ zu einer Matrix Q(t) = ( Qik)lnx m
zusammen. Q(t) heisst der (Markov-Evneuverungs—)HKern des
Prozesses und ist aus der Systemanalyse vorgegeben.

In jedem Zustand i wirkt eine Kostenfunktion K, (). Von

besonderem Interesse fuer das Studium des Prozesses ist

die ' Unktion
= Q +Q (t) 4+ ceso?t . (t)
H.(t) .1(t) -2 le

Hi(t) ist offenbar die Wahvrscheinlichkeit dafuver, dass
innerhalb der Zeitspanne der Laenge t vom Zustand i aus
eine Zustandsaenderung erfolgt. Die Groesse 1- Hi(t), die
Wahvrscheinlichkeit dafuer, dass innerhalb t keine Aende-
rung des Zustandes i erfolgt, hat allgemeine Bedevtung fuer
die M. E.P. und eine spezielle Bedeutung fuer die Berech—
nung der gesuchten Verteilung der Freisetzungen (Kosten)
im Intervall [O,t]. Wir bezeichnen diese Verteilungs—
funktion mit R(y:t). Sie gibt die Wahrscheinlichkeit da-
fuer an, dass im Zeitintervall [0, t) die im Ablauf des
Zufallsprozesses freigesetzte Stoffmenge den Wert y nicht
veberschreitet.

Fuer die Berechnung von'R(g:t) muessen alle moeglichen
Zustandsabfolgen in [0, t] beruecksichtigt werden. Dafuer
wivd zunaechst R (y:t) bestimmt. Rjk(q:t) ist die Wahr-

scheinlichkeit dafuer, dass ausgehend vom Zustandsbheginn




des Zustandes | bei t=0 der Prozess nach einer endlichen
Anzahl von Zustandsuebergaengen sich zum Zeitpunkt € im
Zustand k befindet und die bis dahin freigesetzte Stoff-

menge den Wert y nicht veberschreitet. Die Groesse

R

j(y:t) = Rj1(y:t) + Rjzfy:t) Feonot ijfy:t)

gibt dann die Wahrscheinlichkeit dafuer an, dass sich aus-—
gehend vom Zustand i bei t=0 der Prozess zum Zeitpunkt t
nach beliebig endlich vielen Zustandsuebergaengen in einem
beliebigen Zustand befindet und die bis dahin freigesetzte
Stoffmenge den Wert y nicht uveberschreitet. Die Verwandt-
schaft von Hj(t) und Rj(q:t) ist offenkundig. Ist (aj. a,

- am) dielAnFangsverteilung der Zustaende bei t=0, so
ist

R(y:t) = a1R1(y:t) tevast amRm(y:t)

die gesuchte Verteilung. In der Praxis wivrd der Vektor der

Anfangsverteilung (at, a,r ... am) sehr haeufig genau

2
eine Eins und sonst lauter Mullen enthalten, da man in
der Praxis oft von einem festen Zustand j bei t=0 aus-—
gehean wird.

In Kenntnis des analytischen Ausdvuckes fuer die gesuchte

Verteilung R{y: ¢) lassen sich die Momente der Verteilung

und das asymptotische Verhalten studieren. {
Wir kommen nun nach der uveberblicksweisen Darstellung der
analytischen Modellierungsverfahren zum Hauptziel des

Berichtes, dem numerischen Verfahren zur Berechnung der
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Freisetzungsverteilung R(y:t). Die numerische Berechnung
von R(y: t) fuehrt auf die Loesung eines m—dimensionalen
Systems von Integralgleichungen, wobei die Integrationen
zweidiménsionale Stieltjesintegrationen vam Faltungstyp
sind. Das Problem wird duvch Laplace-8tieltjestransfor-
mation in ein aequivalentes Problem der Loesung eines
m—dimensionalen linearen Gleichungssystems fuer die gesuchten
Laplace-Stielt jestransformierten vebergefuehrt. Die

Loesung des algebraischen Gleichungssystems ist numerisch
wenig problematisch. Die Hauptarbeit ist bei der numerischen
Inversion der zweidimensioralen Laplace-Stieltjestransfor-—
mation, Diese wird durch die Tatsache wesentlich er—
leichtert, dass die Laplacetransformierten von Vertgilungs-
funktionen analytische Funktionen (hier biholomorphe
Funktionen) sind, obwohl die entsprechenden Verteilungs—
funktionen selbst in einfachen Faellen nicht einmal absolut
stetig zu sein brauchen. Die bekannten Methoden zur
numerischen Laplace—Inversion sind eindimensional und

machen von hier nicht erfuellten Glattheitevoraussetzungen
Gebrauch. Die hier vorgeschlagene Methode wertet das zwei-
dimensionale Umkehrintegral nach einer konformen Abbildung
der Integrationsvariablen auf den Einheitskreis (Dizylinder)
durch zahlentheoretische Integrationsmethoden aus. Diese
zahlentheoretischen Methoden liefern bereits im hier vor—
liegenden zuweidimensionalen Fall (und auch in hoeherdimen-
sionalen Faellen) der Kaonvergenzgeschwindigkeit nach best-
moegliche Verfahren, die bereits im vorliegenden Fall
wesentlich besser sind als die klassischen Integrations—

methoden, Die in diesem Bericht verwendeten Stuvetzistellen




fver die auftretenden zweidimensionalen Integrationen
beruhen auf zahlentheoretischen Eigenschaften der Fibonacci-
zahlen 0,1,1,2,3,5,8,..., #n-)+f(n-2),...,» und sind im
Zweidimensionalen optimal. Analoge Verfahren fuer den
hoeherdimensionalen Fall sind bekannt. Diese Integrations-
verfahren haben noch den Vorzug, leicht codierpar U sein

Es liegen umfangreéiche und guenstige numerische Erfahrungen
fuer die bei PASSAT technisch relevanten Markov-Erneuverungs-
prozesse und fuer allgemeinere Prozesse vor, sodass die
numerischen Verfahren eine weit veber PASSAT hinausgehende

Anwendbarkeit besitzen.




§ 2 ZUSAMMENF ASSUNG UND ZIELE

Es wurden folgende Ziele gesteckt:

1)

Entwicklung von Methodéen zur numerischen Auswertung der
bereits erstellten Markoff-Erneverungsmodelle mit monotonen
Kostenfunktionen fuer PASSAT. Die Methode soll es ermoeglichen,
in einem Modell mit mindestens drei Zustaenden zu einem
beliebigen Zeitpunkt t die Wahrscheinlichkeitsverteilung der
Freiggsetzten kumulativen Schadstoffmenge oder zumindest deren
Mittelwert und Streuvung zu berechnen.

2)

Ausarbeitung der asymptotischen Vevteilung der kumulativen
Freisetzungsmenge fuer die obigen M E. P, (=Mavkov-Erneuerungs-
prozess) mit der Bewertbtung der Geschwindigkeit der Konvergenz
gegen die Grenzverteilung.

3

Algorithmische Beschreibung der evarbeiteten Verfahren zur
Evrleichterung der Erstellung eines Codes

4)

Didaktische Aufarbeitung der bisher erreichten Resultate.
Diese Zusammenfassung soll zeigen, wie die gesteckten Ziele
erreicht wurden und dass die entwickelten Methoden wesentlich weiter
reichen als zunaechst abgesehen werden konnte.

Wir fassen zunaechst die Methoden zu 1) zusammmen:

ad 1)

Die gesuchte Verteilung der bis zum Zeitpunkt t




anfallenden Kosten (Freisetzungen in Passat) ist durch

R(y:t) = p{c(t)g vy} (1)

gegeben. C(t) sind die kumulativen Kosten im Intervall [O, t1.

Es gilt
m
R(y:t) = % aj Rj(y:t) (2)
J=1 :
m
Rily:t) = .
j y:t) ,kfi Rjk(y.t) 3)
t y-k (t-gn? o
R, (y:t) = f Vi @ . (n)
K (1-H, (t-€)) ¥ (4)
J £=o n=o k 3 n=o A‘k (dgp dn)

Zugrundegelegt wurde ein Markov—Erneverungsprozess (M E. P.)
mit m Zustaenden (m beliebig endlich). Eingangsgroessen sind
a) die Anzahl m der Zustaende

b) die Kostenfunktionen Ki(t),in den Zustaenden. 1gigm

c) der Kern des M. E.P.

(Qik(t))m xm o(t)

Der Kern Q beschreibt die Verweil:zeitverteilungen in den
einzelnen Zustaenden zusammen mit den Uebergangswahr;
scheinlichkeiten.

d) die Anfangsverteilung der Wahrscheinlichkeiten fuer das
Eintreten der einzelnen Zustaende

avecos am)

(31 s azl




Diese Groessen muessen im Rahmen einer Systemanalyse bestimmt

x(™ .
werden. Die Funktionen &y und He bestimmen

sich definitionsmaessig folgendermassen daraus:

m
(t) = ¢ . (5)
Hk 55 QJk(t)

. -1
Die Funktionen A;E) definieren wir als die Elemente der n—-ten
: ' N Ll o
- =
Stieltjes Faltungspotenz A von Alx,y) (Ajkbhy)%1x m

Das Problem der Bestimmung der Verteilung R(y:t}

reduziert sich auf die Berechnung der Matrizenreihe

wwp (WD)

Durch Laplace-Stieltjes-Transformation des Problems erhaelt man im

Laplace-Bereich die Loesung

X = A (E-p)~! , (B = By )0 W (8)

-

Durch numerische Ruecktransformation von X nach den
Methoden des § 5, § 6 erhaelt man X, sodass die Bestimmung von

Rjk(y:t) auf einfache numerische Integrationsprozesse
zurueckgéfuehrt ist.

Es muss hier festgehalten werden, dass bei der bisherigen Analyse des




Bystems PASSAT sich die Matrix ;ﬂhv) der Laplace-Transformierten
der Kosten-Verweilzeitverteilungen als elementar in dem

Sinne, dass alle auftretenden Funktionen aus rationalen Funktionen
und Exponentialfunktionen zusammengesetzt sind, erwiesen haben

Die entwickelten zahlentheoretischen Verfahren lassen beliebig
viele Zustaende zu. Die Genauvigkeit der Laplace~Umkehrformel haengt
nicht von der Anzahl dér Zustaende ab. Fuer groessere Anzahlen von
Zustaenden spielt der Rechenzeitaufwand fuer die Inversion der

m x m Matrizen nach (8) eine Rolle., Dieser Aufwand betrifft allerdings
nicht die zahlentheoretische Umkehrformel an sich. Praktische
Grenzen werden also von der Anzahl der Zustaende wegen der grossen
Anzahl von Matrizen—Inversionen gesetzt. Im Bereich von etwa

fuenf Zustaenden sind die Matrixoperationen unproblematisch, sodass
fuer diese Zustandsanzahlen faktisch keine Einschraeﬁkungen

entstehen.

Da nun aus dem analytischen Modell die Verteilung R (y:t)
numerisch hestimmbar ist, ist es leicht moeglich, die Momente von

R (y:t) numerisch zu bestimmen:

M (t) =n S y" (1 R(y:e))ay
[+]

Das Integral ist stets ein eigentliches Integral, da die in
[O, 1 freigesetzte Menge wegen der stueckweisen
Linearitaet der Kostenfunktion eine ven t linear abhaengige

Groesse nicht uveberschreiten kann. So sind also R (y:t)

(9)




und saemtliche Momente fuer beliebige Zeitpunkte t und beliebige

Anzahlen m devr Zustaende bestimmbar

ad 2)
In § 4 wird Festgesfellt, dass die Verteilung R (y: &) fuer
€ > o asymptotisch normal verteilt ist.
Fuer die Bewertung der Konvergenzgeschwindigkeit sind grund-
saetzliche Informationen veber den Prozess noetig. Aus
den konkreten Informationen der Systemanalyse der PASSAT folgt, dass
im Falle der PASSAT eine exponentielle Konvergenz vorliegt. In
§ 4 wurde auch eine allgemeinere Quantifizierung der Konvergenzrate

vargenommen,

ad 3)

Der Bericht enthaelt saemtliche Rechenvorschriften

mit Ein— und Ausgabe-Groessen. Inshesondere werden die

neuv entwickelten zahlentheoretischen Verfahren methodisch
ausfuehvrlich dargestellt und auch die Stuetzknoten und
Hilfsfunktionen explizit angegeben. Es wurden auch veber die
formulierten Aufgaben hinaus umfangreiche numerische Tests
durchgefuehrt und zwar fuer Verteilungen, die aufgrund der

Systemanalyse der PASSAT relevant sind

Der § 5 enthaelt eine Reihe von Erfahrungen und Erfahrungen

ueber die numerischen Prozesse.
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ad 4)

Der Bevricht ist auf eine didaktische Aufbereitung des Materials
hin ausgerichtet. Insonderheit enthaelt der § 3 eine breite
Darstellung der relevanten Aussagen ueber'FunktionaltransFormation

von zweidimensionalen Verteilungen, wie sie hier benoetigt werden
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§3 DIE ZWEIDIMENSIONALE LAPLACE-STIELTJES-TRANSFORMATION
IM BEREICH DER M E.P.

Die klassische Laplace-Transformation (Doetsch L[1R21)

£ (s) = f e %% (1) at (10)
o]

ist wohlbekannt und hat eine Reihe von wichtigen Anwendungen in der Stochastik

und in den Ingenieurwissenschaften. Sie ist jedoch nicht ausreichend, um die

bei den M. E.P. mit Kostenfunktionen auftretenden Probleme zu loesen, da hier
die gemeinsame Verteilung von Kosten und Lebensdavern von Zustaenden eingeht
Selbst im stochastisch sehr einfachen Fall, dass die Lebensdavern exponentiell
verteilt, also absolut stetig sind, und die Kostenfunktionen linear, also

mathematisch uveberaus einfach sind, ist die gemeinsame Verteilung bei weitem

nicht absolut stetig. Es gilt sogar bei dieser absolut stetigen Verteiluna,
dass fast veberall im Lebesgue’schen Sinne die Ableitungen existieren und diese

Null sind,. Man kann also bereits in diesem sehr einfachen und praktisch haeufig

auftretenden Fall nicht auf zweidimensionale Stielt jes—Integrale verzichten
Sind F(x,y) und G(x,y) die Verteilungsfunktionen rweier unabhaengiger
Zufallsvektoren im ersten Quadranten, so ist

(1)

HOt,y) = F(x,y)**G(x,y) = F(x-E,y-n) 4AG(E,n)

0 X
0 %<

die durch die zweidimensionale Stieltjes-Faltung erklaerte Verteilungsfunktion




der Summe der beiden unabhaengigen Zufallsvektoren, Im Falle der

Absolutstetigkeit der Verteilungen existieren die Dichten

3°r ‘ 8“¢

fx,y)= ) glx,y) = (12)
: Bxay ‘ 8xay
und die Verteilung H(x,y) hat die Dichte
Xy
hix,y) = i g f(x-E,y-n) g(E,n)dEdn = £(x,y)**q(x,y) (13)

Jedenfalls ist die Faltung kommutativ., Eines der wirksamsten Hilfsmittel der
Stochastik sind die charskteristischen Funktionen von Zufallsvariablen,
Betrachten wir zuerst den eindimensionalen Fall. Hat eine Zufallsvariable die

Verteilungsfunktion F{(x), so heisst ihre Fouriertransformierte

.._o:
9op(t) = 5 &l gp(y) (14)

charakteristische Funktion. Es gilt: Der Faltung von Verteilungen entspricht

die Multiplikation der charaktevistischen Funktionen:

vF(t) - 9g(t) = Ppug(t) (15)

Da in unserem Falle die Lebensdaver und die Kosten nicht negativ sind, ist

dF (x)=0 fuer x<0.

Wir drehen nun die t—-Ebene um den Winkel -u/ 2 und erhalten fuer nicht

negative Zufallsvariablen die Laplace-Stieltjes—Transformierte mit den neven

Variablen t statt x und s statt it:

L

LS(F(t)) = f e‘tde(t) = E(s) e

o




Falls die Verteilung F(x) absolut stetig ist, evhaelt man mit £(t) = F'(t)

LS(F(t)) = £ &% f(e)at = £(e) an
(o]

Auch hier gilt natuerlich der Faltungssatz

LS(F*G) = LS(F) . LS(G) (18)

Durch partielle Integration laesst sich die Laplace-Stieltjes— Transformation

auf eine gewoehnliche Laplace-Transformation zurueckfuehren:

-gt

dF(t) = a 8

e %% F(t)ar - F(o) (19)

038
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Erwaehnenswert ist in diesem Zusammenhang der Differentiationssatz:

st 8 (20)

e  Fr(t)at = s S 5% F(r)ae - F(0)
[e]

0 38

Der Zusammenhang mit (1%) ist offensichtlich. Fuer die gebraeuchlichen
Techniken veber lLaplace~Transformierte sei auf die Lehrbuchliteratur verwiesen
(Doetsch [1113,0121). An dieser Stelle ist insbesonders zu erwaehnen, dass die
bei den M E.P, der PASSAT auftretenden Verteilungen so beschaffen sind, dass
die Laplace-Stieltjestransformation explizit als analytische Ausdruecke

berechenbar sind. Das numerische Problem, das sich bei der Verwendung der
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Fourier— oder Laplace—Transformatioen stellt, ist das Umkehrproblem:

Ist eine Lap1ace~5tieltjes—TransFopmierte gegeben, so ist die entsprechende
Verteilungsfunktion zu bestimmen. Es sei vorangestellt, dass
Verteilungsfﬁnktionen stets von endlicher.Variation sind (Natanson [411). Ist
f(s) die Laplace-Stieltjes~Transformierte von F(t), dann ist £(s5) analytisch in
Re(s) ) X und ist V. P. (Valeur Principal, Valor principalis) der Cauchy’sche

Hauptwert, so gilt fuer x 2 X und & >0

F(tY) + F(LT) 1 s=x+i® ts
N T VP e ) - f(s)ds (21)
2 2ni B=X-i®

Fuer ¢ <€ O verschwindet der Hauptwert. [121, [131

Es ist klar, dass die Auswertung dieses Hauptwertes nicht gerade ein einfaches
numerisches Prohlem darstellt. Die Situvation wird noch erschwert dadurch, dass
die Probleme tatsaechlich nicht eindimensional sondern zweidimensional sind. Um

die Dinge formal nicht bis zum "Aeussersten” zu treiben, wollen wir zunaechst

voraussetzen, dass die zweidimensionale Verteilung F(H,tz) stetig ist. Das
hedeuvtet natuerlich noch lange nicht, dass F(%,tz) absolut stetig und
also das unbestimmte Integral ihrer Dichte ist. Sei nun f(sﬂsz) die
Laplace-Stielt jes-Transformierte von F(H,tz)

f(s1.92) = exp(-—s1t1 (22)

038
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Re(s1)2x?, Re(sz)ax;

Jnd sei f(sl’sz) in f regulaer. Dann

, ) > x2 >0
gilt die Umkehrformel fuer X, 2 ¥, > 05 X5 2%

1 5. =X, 4+i® 8s;=x_+i®
1.1 2,2 f(s, ,s.) (23)
. = o ————32757
Flt,3t,) = — f.m . ix e exp(s t +s,t ) ds, ds,
(2%xi) 81=X1—l 27%2 8.8,

Wenngleich diese Formel, die sich von den Umkehrformeln der gewaehnlichen
Laplace-Transformation unterscheidet, formal nicht gerade einfach ist, ist sie
dennoch die Ausgangsbasis fuer rasch konvergente numerische Prozesse,

Es ist an dieser Stelle angebracht, etwas veber die zugrunde liegenden
heuristischen Ideen zu sagen: Der Integrationsbereich ist als kartesisches
Produkt zweier Gerader nicht kompakt. Es ist das Ziel, den Integrationsbereich
unter Erhaltung des Integrals auf einen kompakten Bereich zu transformieren und
zwar moeglichst so, dass die transformierten Integranden und Differentiale auf

periodische Funktionen fuehren.

Die Methode besteht nun darin, dass man die Halbehenen Re(sﬂ >0,

Re(sz)z 0 . durch eine gebrochen—lineare Transformation auf die

Einheitskreisscheiben abbildet [2813:

W, = (s1—1)/(s1+1) J W= (52-1)/(52+1) (24)




Wegen der Kreisverwandtschaft dieser Abbildungen geht die Gevrade

91= X;*iy, und die Gerade 8,= X+, in den Kreis
W, = x1/(1+x1) + exp (—i<v1')/(1+x1). W= xz/(1+x2) + exp (-ig,)/(14x,) (25)
veber. Wenn vy,,¥, von - bis +* laeuft, durchlaufen 94, 9, die volle
Periode von o bis 2% und die Differentiale transformieren sich durch
= - i 1 - )
8172 = %19 - (14x, ,,) sin v.,/z/( co8 9, /o (26)
ds1/2 = (i. (1+x1/2)/(1 - cos v1/2))- dv1/2 (27)

Dadurch ist die Periodisierung des Problems gelungen. Auf die resultierenden
Integrale periodischer Funktionen von zwei Veraenderlichen koennen sehr
schlagkraeftige Verfahren der Zahlentheorie angewendet werden., Diese Verfahren
sind in §5, §6 ausfuehrlicher beschrieben. Die Verfahren beruhen auf
tieferliegenden Saetzen der Kettenbrueche, der Diophantischen Gleichungen und
Ungleichungen und der Theorie der algebraischen und tramsiendenten Zahlen

Erste numerische Experimente rechtfertigen die verwendeten Methoden sehr gut.




§ 4 DIE MOMENTE DER KOSTENVERTEILUNG UND DAS ASYMPTOTISCHE
VERHAL TEN DER KOSTENVERTEILUNG

Sei wieder R(y:t) = P{C(t) € y> die Verteilungsfunktion devr im Zeitintervall
LO, £1 anfallenden kumulativen Kosten C(t) des zugrunde gelegten
(Markov-~Erneuverungs—)Prozesses. Es sei der Kuerze halber auf die
Reihendarstellung (2 - 4) fuer R (y:t) vevwiesen. Zur Berechnung der n—ten
Momente von R (y:t) sei auf folgenden allgemeinen Sachverhalt hingewiesen:
Sei F(x) die Verteilungsfunktion einer nicht negativen Zufallsveraenderlichen
Falls das n-te Moment existiert, gilt die Ueberlegung

» t
M= f x® ar(x) = - tim S x" d(1-F(x)) = \
n [s) =2 o

t
= lim [x"O-FG) Y = f (1P 0)nx™ "ax] =

tdpeo o o]
—n S U-Fe)x" Tax (28)
o

Inshesondere erhaelt man fuer die ersten beiden Momente der Kostenverteilung

R(y: &)
M= S (1-R(y:t))dy (29)
[&]
y
M2= 2 Jy(i-R(y:t))dy (30)

[¢]



Es ist zu beachten, dass die Momente von R{y: &) natuerlich vom Zeitintervall

L0, %1, alseo von t, abhaengen. Die zunaechst uneigentlichen Integrale (29)
(30) fuer die Momente sind in den praktisch oft auftretenden Faellen des
Vorliegens deterministische Kostenfunktionen der einzelnen Zustaende im

allgemeinen eigentliche Integrale, da in diesen Faellen fuer ein Y(§) < =

PLC(&) > y()> > o ist. Ohne zusaetzliche Informationen uveber die

und

auch

Kostenfunktionale und die Gestalt der Verweildauververteilungen lassen sich wegen

der Allgemeinheit des vorliegenden Modells naturgemaess keine Aussagen ueber das

asymptotische Verhalten des Prozesses fuer ¢t =3 =« machen. Unter

realistischen Annahmen veber die Freisetzungsfunktionen und

Lebensdaververteilungen in der PASSAT kann man jedoch einige grundsaetzliche

Aussagen uveber die Asymptotik machen:

Zunaechst sei ein Markov-Erneuevungskern (siehe 32), wie er aus den Annahmen

vueber das stochastische Verhalten der Erhitzer folgt, beschrieben. Fuer die

Terminologie sei auf Pyke [531 verwiesen

Dev Prozess habe m Zustaende, der Kern werde mit

Q(t)= (31)

beschrieben.

9, (=Pl <x = kg =il

Die Systemanalyse der PASSAT zeigt, dass Qikhd eine mathematische recht




angenehme Struktur hati QHJX) hat im wesentlichen jeweils eine

veréchobene Exponentialverteilung

Fuer

(0)
o Is) : 0 § x < Xk (32)
P Pik =-X (x—x(o) : 2 x(o)
) ik
kike ik ik
Die Kostenfunktionale in den einzelnen Zustaenden werden zunaechst als
stueckweise lineare Funktionen der Lebensdauern der Zustaende angenommen.
den Kern Alx,y) gemaess ( 33 ) (vergl. Zinterhof [761, p 65, Gl (50))}
A11(x,y) ceessona secsccs .A1n(x,y)
Alx,y) = (33)
An1(x,y) secosscnne cevaosos Ann(x,y)
gilt dann analog fuer den Uebergang von Zustand i nach Zustand k
= L3 _ (34)
By xoy) = Ple, < x, Kt ) <y, 3 =i | J =k}
Aik (x,4y) strebt wegen (32) exponentiell gegen Pix fuer t-de . Man
sieht fuer die zweidimensionale Laplace-Stieltjes-Transformierte von
A (x,y) sofort ein, dass
ik
- © o ' A .
A, (u,v) = - = —_—2r —ux®
ik ! g g exp(-(xutyv)) dAik(x'y) Pik (1+u+Kiv) exp( uxik) (35)
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Da an dieser Stelle das Interesse an der Asymptotik besteht, nehmen wir unter

Berufung auf die Verschiebungssaetze fuer die Laplace-Transformation alle
MY o
ik

wie schon mehrfach erlaevtert wurde, das System von Integralgleichungen

an. Zur Bestimmung der gewuenschten VerteilungsFuhktion muss man,

.X=A+A**X (36)

loesen, also im Bildbereich der zweidimensionalen Laplace-Transformation: das

Gléichungssgstem

X =844 .x (37)
loesen:

£ =A. (B-p)"" (38)
Die Matrix (E = Alu,v)) ist aus wahvrscheinlichkeitstheoretischen Gruenden
fuer Re(u) 3 o 4 Re(v) > o immer invertierbar, da ja (- a,v))"" die

zweidimensionale Laplace-Transformierte einer Matrix von Massebelegungen ist.

Da die Aik(u,v) gemaess (35) vom Typ ( (14-u+l<iv)_1 ) sind, ist Xik(U;V)

eine vationale Funktion in eben diesen Groessen:

A

o 1 (39)
Xik™ f (140K v)al
il
‘Also haben die dazugehoerigen Originalfunktionen xikbhy) " ebenfalls
exponentiellen Charakter. Dieser Sachverhalt laesst sich etwas auvfwendiger auch

im Originalbereich verhleibend nachweisen, da die Faltung von Erlangverteilungen

(die Ja Faltungspotenzen von Exponentialverteilungen sind) ebenfalls eine
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Linearkombination von Erlangverteilungen ergibt. Wir verwenden nun die Formeln

(63), (b64), (465) aus der Arbeit (Zinterhof [761 p 68/7)

"Markoff-Erneverungsprozesse mit allgemeinen Kostenfunktionen”

Dort wurden die

( )
2B Gy, 0 = P {1 < x,K (t) < y,d =B | 34" ol (40)

eingefuehrt. Es gilt nach (&3), (44), (465) dieser Arbeit

m
R(y:t) = £ a, R_.(y:t) (41)
R
j
m
R.(y:t) = £ R, (y:t) :
3 y . ik y (42)
™ (k,1) (x,1) ' (43)
R, (y:t) = I (A P e, y,e) =0 T e,y ) YRy, (E,y)
J 1=1 ik

Nun wurde gerade gezeiqgt, dass die Xik (t.y) ein exponentielles Verhalten fuer

t > o avfweisen. Da der Kern des betrachteten M E.P. aus

Exponentialfunktionen aufgebaut ist, konvergiert die Differenz Al=,y,t)- A (t,y,t)

fuer t—> o ehenfalls exponentiell fuer Jjedes y. Also konvergiert

unter den vorausgesetzten Modellannahmen die Familie von Verteilungsfunktionen

Rly:t) = p {c(t) g y} (44)

fuer jedes y und t— @ exponentiell, Diese Aussage ist wichtig und
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nuetzlich., Analoges gilt fuer die Momente M1(t) und M2 (t): Es ist
bekannt (MclLean - Neuts [341), dass bei konstanten Kostenraten in M E.P. die
kumulativen Kosten fuer t —» » normal verteilt sind. Die Formel fuer die

asymptotischen Groessen ist naturgemaess kompliziert und sagt nichts uveber die

Konvergenzgeschwindigkeit aus. Die Kernaussage bei McLean — Neuts ist
Jedenfalls: Es existieren die Limiten
lim M1(t)/t =M (45)
t —>w 1
lim Mz(t)/tz - M (46)
t —w 2
Und R(y:t) ist fuer t-—3> o asymptotisch normalverteilt mit den Momenten
M1(t)~t - Mo M,(t) - t2. M, . Unsere zusaetzliche quantitative
Aussage ist die folgende:
° a.t
M1(t) = f (1-R(y:t))dy = Mot o+ oft.e " "7) (47)
o
° ’ (48)
My(e) = 2 £ y(1-Rey:t))dy = Myot” + o(cPe™ ")
(o]

Dies gilt wegen des in ¢t exponentiellen Verhaltens von R. Dabei ist d die
kleinste im M, E.P. auftretenden Ausfallsrate. Es ist als praktisch
avssichtslos zu bhezeichnen, rasch einigermassen scharfe Konstanten fuer die
O-Abschaetzungen abzuleiten. In dev Praxis empfiehlt es sich viel mehr,

M1(t) fuer einige groessere t—Werte zu bestimmen bis M1Hﬂ /t hinreichend
stationaer ist.

Aus der Abschaetzung (47) ist ersichtlich, dass dies bei etwa
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t ~ lne/d eintreten wird, wenn man M bis auf einen Fehler der

Groessenovdnung £ approximieren will,
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§s ZAHLENTHEDRETISCHE METHODEN ZUR NUMERIK VON M. E.P.

Wir legen zur Beschreibung der Verfahren und fuer die Festlegung des Prozesses

zunaechst gemaess (34) dieses Berichtes den verallgemeinerten M E. P, mit dem

Kern
A<u'B)(E t) = p {< €E, K(t) gn, =28 l J = a} (49)
naEl= n-1 ' Ta X Tn n=-1
a,B 21, c.cce s0y M
fest. Dev M. E.P. hat also m Zustaende, und es entstehen im Zustand o big

zum Zeitpunkt t des Zustandes zufaellige Kosten Km(t), die zusammen mit demr
l.ebensdaver Tt des Zustandes <1 ’ gemaess A““B) verteilt sind.

Es gilt fuer die Verteilungsfunktion R(y:t) der kumulativen Kosten C(t),

R(y:t) = P {c(t) € vy} (50)
m
R(y:t) = T a, R (y:t) (51)
. s
=1
. m
R.(y:t) = Z R,, (y:t) (52)
und
© m (53)
Ry tyit) = 2 (3 P ey,0 - A% ey ,0)) e
J n=o l=1

(n)
ek Ajk'(t,y,m)
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die Anfangsverteilung der Zustaende ist. Hier bezeichnen

wobei u1........,um

die A“”(E,n t) die Elemente der n—ten Faltungspoten:z der m x m
ik !

Matrix

A" E ) = (Af:’(s.n,t)>m Y
J

Die zweidimensionale Faltung zweier Matrizen A und B von Verteilungsfunktionen

schreibt sich als

m
(55)

wobei
Y (56)
Aj1<x.y)**Blk(X.y) = g i Ajy (€,n)B | (x-E,y-n)dEdn
ist. Wir wollen nun unser Augenmerk auf die Ldesung von Systemen von

##—Integralgleichungen vom Faltungstyp konzentrieren. Eine Inspektion der

obigen Formel von Rjkhnt) + (93) (54) zeigt, dass die Matvrix x(y:t) =

=(RﬁJy=th xm 4der gesuchten Verteilungen Rjk“”t) einem System von

##—Integralgleichungen vam Typ

Y = E 4 xtoh (57)




— 107 —

genuegt, Offensichtlich ist die Reihe (53) fuer die Rﬂéy=t) A gerade die
Komponente (J, k) der Neumann’schen Reihe des Problems (57). Das klassische
eindimensionale und univariate Analogon im Sinne der Riemann—Integrale zum

Bystem X = A+ X ** A ist

t
x(£) = h(t) + S x(t-) 6(v)ax (58)
(o]
mit bekannten Funktionen h{%) und & (%). Diese Integralgleichungen treten z.
B. bei der Berechnung der Bereitschattskoeffizienten von alternierenden

Prozessen aut. Die zusaetzlichen Erschwernisse bei der Loesung von

X =A<+ x**A gind 1) Die Integrationen sind zweidimensionale
StieltJesintegratiunen_2) Das Problem ist m-dimensional, wobei in der Praxis oft
m > 2 ist. Bei der Loesung der eindimensionalen klassischen Volterragleichung

x =h +x %6 verwendet man oft mit Erfolg die
Laplace-Transformation. Eines deyr dabei auftretenden Probleme ist, dass die

Ruecktranformation der Loesung

%(8) = h/(1-8) — x(t)

oft nur mehr numerisch gelingt. Es ist in vielen Faellen moeglich, die

lLaplace—Transformierte der Loesung des Systems

X = A 3 y %wp

zu hestimmen, sodass sich das numerisch anspruchsvollere Problem der numerischen
Ruecktransformation der zweidimensionalen Laplace~Transformierten ergiht.
Die Laplace-Transformierte x{(u,v) im Sinne der zweidimensionalen

Laplace-Stieltjes-Transformation der Loesung X (xsy) erhaelt man offenbar aus

A (59)
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durch
X = 8.(E-A)"" (60)
Aus dem Element ;jk(u’V) der Matrix X (u,v) erhaelt man durch formale
Ruecktransformation mit dem komplexen Umkehrintegral das Element Xjk (x:,4)
des Originalbereiches:
1 U=u +i® y=y tje
xjk(x,y) = — . f r° (A1)

exp (xupyv) X |
(2xi)2u=uo-im V=V wj® P y Jk<u'V) du dv
o

Setzen wir u=ofnx1, V=Oiﬂjz ’ 01, 02 fix, so evhaelt man
formal:
e T, =
X, (x,y) = 352153+i—1321— J S exp(i(t x +1.y)) x. (o +it, , oyt 112) dr, dr, (62)
ik (2x )2 o 1 e 171772 jko1T
1 2

Auf die Konvergenzfragen kann hier nicht eingegangen werden, es muss auf die

Literatur und hier besonders auf die Monographien von Doetsch (12) verwiesen

werden. Das uneigentliche Doppelintegral ¢ 62) fuer xjkbhy) ist nun numerisch
auszvwerten, wobei man sich die Funktionswerte Xjkhhv) auvs der
Gleichung ;= Z(E_ZYJ beschafft. Wir betrachten nun den

Naeherungsausdruck

T T -
Ijk(T,x,y) = £ é exp(i(xt1+y12)) xjk(61+it1, 52+112) dt, dr, (63)
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Offensichtlich gilt

. & . :
Kyeoy) = bin TPV o
ik T—> ®  (2r) Ik

Die numerische Auswertung von Doppelintegralen ist mit konventionellen Methoden
oft schwievrig und langwierfg

Wir verwenden deshalb zahlenthearetische Methoden, die gegenueber klassischen
Integrationsmethoden eine Reihe von Vorteilen haben

Ein wesentlicher Vorteil ist, dass die Konvergenzgeschwindigkeit im wesentlichen
dimensionsunabhaengig ist. Vor der Anwendung dieser Methoden muss das Prinzip
dargestellt werden:

Betvrachten wir zunaechst das Problem der numerischen Integration von
Periodischen Funktionen von zwei Veraenderlichen mit der einfachen Methode des

arithmetischen Mittels:

N

P 1 (k) (k)
S S f(x1,x2)dx1dx2 = — I f(x1 » X, )y - RN ‘ (65)
o o N k=1 ‘

Es zeigt sich, dass bei guter Wahl der Stuetzstellen

<

: x(N),X(N)]

); seoc sy ( 1 2

(x:1),

die Evgebnisse wesentlich besser als mit klassischen Methoden sind, und dass das
Firmden guter Integrationsknoten auf nicht triviale zahlentheoretische Probleme
fuehrt. Setzen wir voraus, dass £ eine absolute konvergente Fourierreihe

besitzt

A

f(x1,x )= X f(m1,m2) exp (2ni(m1x Hm,x,)) (66)

1
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(N) (N)
X )

x(1) x(1h. ( » X, vor. Dann

Geben wir nun die Stuetzstellen (1 » X, conevenens » Oy

gilt mit der bekannten /-Konvention, die den Summationsindex (0,0) auslaesst:

. @ a N
1
RN(f) = x! f(m1,m2) - I exp(Zni(mix:k)+m x(k))) (67)
m, ,m, =-—o N k=1 272
1772
Es ist unmittelbar einzusehen:
i) RN(f) wird umso kleinevr sein, je kleiner die
Fourierkoeffizienten f sind und J)e rascher die
f verschwinden, je glatter also f(xrxz) ist.
2) Ry(f)  haengt ganz wesentlich ab vom Verhalten der
trigonometrischen Summen:
1 N (k) (k) (68)
8§ =— I exp (2ri(m x, + m,X ))
N N ket 171 272 .

Das Verhalten von trigonometrischen Summer wird in der analytischen

Zahlenthearie studiert. Wir geben ohne Beweise (Korobow [301 p 23), die

groesstenteils auvufwendig sind, einige Abschaetzungen an, wobei wir voraussetzen,

dass £ e Ej(C) ist, d.h.
- C
£ (m m)l< ——'—”'“‘-_—o(‘ (69)
I 1™ ||(m1,m25||
Hier ist ”“Hrmz)“ = ﬁfﬁg' m=max (1, [m[) . f(x,%,) st 7.B. aus der Klasse
E;(C) wenn die Ableitungen bis zur Ordnung o existieren und
durch ¢ beschraenkt sind.

1) Betroachten wir die Fibonacci—~Folge

f=1 f‘—‘: sovoe e =
o=ty fi=ty v Fer™ oty
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Setzen wir a= £ _4» N=f_

Die Tabelle gibt die ersten 39 Fibonacci-Zahlen an:

n o £ n + n £ n £

3 361 0B SE SR 44 L2223 202123 o+ 3t 3t 3 3333 .******%****%*
1 1 11 89 21 10946 31 1346269
2 1 12 144 22 17711 32 2178309
3 2 13 233 23 28657 33 3524578
4 3 14 377 24 46368 34 5702887
5 5 15 610 25 75025 as 9227465
6 8 16 987 26 121393 36 14930352
7 13 17 1597 27 196418 37 24157817
8 21 i8 2584 28 317811 38 39088169
9 34 19 4181 29 514229 39 63245986
10 55 20 6765 30 832040

Fuer die Quadraturmethode

gilt

_ log N. &
RN-O “—7T—))

(70)
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dJas Evgebnis ist nicht mehr wesentlich zu verbessern, da es stets

2in £ (x,,x,) € E‘;(c) gibt mit (Korobow [301, p 45)
R (£ ) > S
N
(o) Na
2) Seien 0,= exp(r)), 8,=exp(r,), r #r,, r, ;é.o rational.

Dann gilt fuer die Quadraturmethode

1 A (D
S J £x,,%,) dx,dx, =5 I PN,k (ke , k6,) - Ry
o o k=1
mit den durch
N N.t
(z 29t =z 3 p(t) 2k
k=1 k=1 Mok
(t)
definierten Gewichten PN,k die Abschaetzung

R(£) =0 (N e > 0.

Diese Abschaetzung gilt veberhaupt fuer fast alle Vektoren

(61ﬁ3) Dies sollte allerdings nicht sofort dazu verleiten, von

den veblichen Kongruenzgeneratoren erzeugte Zufallszahlen zvu
verwenden, da es theoretische und vor allem praktische Befunde gibt,
dass diese Zufallszahlen wesentlich schlechter funktionieren als
etwa die Fibonacci-Gitter oder die Gitter (me’1, ne™, ciiiieinny onl)

modulo 1! Dies laesst sich bevreits im eindimensionalen Fall numerisch

zeigen. Die Knoten fuer die Integration werden umso besser sein,

(1)

(72)

(73)

(74)
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je regelmaessiger die Knoten im Integrationsbereich verteilt

sind, je naeher also die empirische Verteilungsfunktion den

Knoten der Gleichverteilung ist. Die aus der Probabilistik gut
bekannte Kolmogoroff-Distanz der empirischen Verteilungsfunktion der

Knoten und der Gleichverteilung heisst in der Zahlentheorie

Diskrepanz Dy ¢

N

.
D, = sup I ¢
: I=[a,b], N k=1 Lasb] %) = (b a)] (75)

DN ist ein uebliches Mass fuer die Guete der Gleichverteilung
einer Folge (Kuipers — Niederveiter [321). Die Tabelle gibt

fuer die eindimensionale Folge xk=1/2NHk—ﬂ/N,k—1“..”, N,

die Folge xk=)<(J§4)/2 die hestmoeglich vom Typ k.©,

K= 1,2, vuuns m’ist. und fuer eine Folge Xk aus einem
Standardkongruenzgenerator. Die faktische Berechnung der Dy
ist fuer groessere N recht aufwendig, zur Illustration reicht

Jedoch der eindimensionale Fall bei maessigen N aus. Im

mehrdimensioalen Fall verschaerft sich die Situation drastisch

Tabelle DN fuer die Folgen k/N, Random und k. ©

N=TB1 TB 2 1B 3 ‘ TB 4
3303 3E 3¢ $E 3R I3 K 33 3 3 H A 3 R H R
= .25 . 56118 . 38197

4 . 129 . 46987 . 23607
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8 . 0625 . 19545 . 11803
16 . 03125 . 178035 . 062306
az . 015625 . 14055 . 0444
64 | . 0078125 . 065183 ' . 028975
iz2e . 0039063 . 03556 . 014374
256 . 0019531 . 03171 . 0065617
512 ?. 7656E~4 . 026432 . 00346043
1024 4. 8828E-4 . 034123 . 0018453
2048 2. 4414E-4 . 013278 . 0010019
4096 1. 2207E-4 . 010319 6. 0073E-4
8192 6. 1035E-5 . 0087536 3. 6457E-4 |
16384 3. 0518E-5 . 0083839 1. 5326E-4 L
E

TB1: Anzahl N der Folgenglieder
TBA: DNFuer die beste Folge 1/2N + (k—1)/N, k=1,...,N
TB2: DNFuer einen ueblichen Zufallsgenerator

TB3: DNFuer die Folge {k 03}, k=1,...,N

0=(VE -1)/2

Fuer die numerische Inversion deyr Laplace—~Transformation

benoetigen wir jedoch Verfahren, die fuer im allgemeiﬁen nicht
periodische Funktionen wirksam sind und auf [-T,Tix[-T,T] aperieren
Die lineare Transformation von [0,1} <> [~T,T1 sei

ausgefuehrt, sodass‘nur mehr das schwierigere Problem der
Periodisierung des Integranden unter Beihehalfung des Wertes deé
Integrals bleibt,

Das Problem besteht im wesentlichen darin, bei der Periodisierung
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nicht nur das Integral zu erhalten, sondern auch die Ableitungen
zu periodisieren, um hoehere Glattheit zu evreichen.
Das Problem der vollen Periodisierung ist als geloest zu bhetrachten.

Wir geben drei der nuetzlichsten Verfahren (Korabow [30] p. 52) an:

1) Offensichtlich gilt im eindimensionalen Fall in [0;1]

1 1
Sfax = f L)+ 00
o) [e) 2

Diese Transformation leistet eine Periodisierung von f{(x)

Die analoge zweidimensionale Transformation ist in [0,12x{0,1]

1
f(x1.X2) iy (f(x1,x2) + f(x1, 1—x2) + f(1—x1,x2) + f(1—x1, 1-x2)) (76)

2) Sei

¢ (%) = Binz'%“x, ¢t (x) = % sin #x

Wir betrachten die Periodisierungsvorschrift

£Ux_,%.) = f(gin2 .2 x , 2
172 (sin® 5 Xp» 8int 5 x,) sinmx, rsinnx,. % n
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Die Peviodisierungen 1) und 2) bervecksichtigen die
Glattheit o =2
0ft soll jedoch fuer eine raschere Konvergenz der
Quadraturprozesse eine vorhandene hoehere Glattheit o
ausgenuvetzt werden. Wir geben dafuer eine Methode

3) Diese Methode benuetzt Eigenschaften der

Euler‘schen Beta-Integrale , Sei

20-2, & a1
¢ (x) = (2a-1) (“*7%) s [e(1-£)1% 'at
o [ |

)
Man prueft leicht nach, dass
(n) (n)
$,(0) =0, ¢ (1) =1, ¢, (D=9, (1) =0 fir n=1,2,
ist. Die dazu gehoerige Periodisierungstrans#ormation ist dann

2a-1 a-1
£0x,4x,) = £( ()0 () (20=1) (0T Drgx, (1-x, ) (1-x,) ]

Fuer die Praxis ausreichend sind meist

X
¢1(X)=fdt=x
[o]
X 2 3
¢ (x) = 6. e(1-v)dt = 3x“-2x%
2
[e]
x 4 5
¢3(x) = 30 f [t(1—t)]2dt = 10x3 - 15% 4+ 6x
o .
6 _ Hox!

" 5
3 4
b x) =7 (3) I [e(1-t)17dt = 35x - B4x™ + 70x
o
Die allgemeine Struktur dieser Periodisierungsverfahren ist also

1 1 1
S f(x1,x2)dx1dx2 =S f £(4(x,), ¢(x2))¢'(x1)¢'(x2)dx1dx2
o o o

0 ==

coey Q-1

(78)

(79)

(80)

(81)

(82)

(83)
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Fuer die numerische Inversion der Laplace-Transformation haben wir aber

Integrale vom Typ

T T .
fT ng(11, t,) drdr, = I, (84)

avszuwerten, wobei g (TV 12) nicht periodisch zu sein braucht. Um das

Integrationsgebiet [-T, TIxC-T,T1 in [0, 11xC0, 11 veberzufuehren, ist die
Transformation in (84)
= 2 T(x1- 0.5) = 2 Tx1 - T, d1:1=2’1‘.dx1
(85)
T,= 2 T(x, - 0.5) = 2 Txy- T, dr,=2T dx,
noetig:
21 ! 1 1 (86)
I, =47 S J g2T(x =5 ), 2T(x,~ 5 )) dx dx,
o o
Wir verwenden nun eine dieser Periodisierungen x —s ¢(x) und erhalten
.21 N x), 1 k), 1 (k) (k) 2 k°N (87)
Ip=4T1T § . gl(2 T(¢(x1 )= 3 2 Tlp(x, " )= 5 ) )¢ (x, Y (x2 J+0(T” )
Wir erhalten fuer die gesuchten Funktionen Xjkbhy) aus Gl (62) den
Naeherungsausdruck
exp(xo + yo,) HeT =T - (89
DD ettt | S——— — 3 Iy : d..
xjk(T,x,y) (2;; 2 . { . { . exp(l(xt1+ yrz))xjk(c1+ itg, o+ 102)dt1 f,
1770 27T
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und nach Anwendung der Quadraturmethode ( 87 ) fuer I, die folgende Methode

zur numerischen Ruecktransformation der Laplace-Transformierten

1N . S N T ¢ I O
xjk(T,x,y) = (—:—)2 exp(xc1+y02) ¥ .z oXP [1{x2’r(¢(t1 ) 2) +y2T (¢ T, >

k=1
(90)
' (x)
- , k), 1 . )y dyyy e (e ) g e )
. xjk(o1+12'l‘(¢(t1 )= 3) 02+12T(¢(12 ) 2))) LA ¢ (v,
Eingangsgroessen sind:
1) Die L-Transformierte wird an N Stellen der Ebene benoetigt
2) Diese Stellen (W sy )y ceeenes (“k'vk)“"“(uN’vN) werden durch
. (1) 1 (2) 1
Uk— 2 T(‘l’k -3 ) Vk= 2 T(Tk -5 ) (91)

aus einer entsprechenden zahlentheovretischen Folge

(1) (2)

(Tk ‘Tk )p k=1p a.c--.’N

erhalten, Geeignet sind hier z. B. die Fibonacci Folgen

3) Die Wahl der Intervallaenge 2T. Hier sind generelle Aussagen schuwer
moeglich, da die optimale Wahl von T vom speziellen funktionentheoretischen

-~

Verhalten der biholomorphen Funktion Xjk (u,v) abhaengt. Dieses Verhalten

haengt von der Gestalt der Eingangsverteilung ab. Die Wahl von T ist auch bei
den klassischen Verfahren der numerischen Inversion der eindimensionalen
Laplace—~ Transformation ein wesentlicher Punkt, der aus der konkreten

Fragestellung heraus entschieden werden muss.
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4) VYon Bedeutung ist auch die Wahl der periodisierenden Funktionen . Da
die Laplace-Transformierten im Inneren des Definitionsgebiet biholomorph sind,
koennen grundsaetzlich die Ableitungen beliebig hoher Ordnung o periodisiert
werden und zwar durch alleinige Wahl einer geeigneten Periocdisierungsfunktion

¢(1) + die nur von a und nicht vaon der Laplaée—TransFormation
abhaengt, Es ist nicht ocekonomisch, die Ordnung o der Periodisierung zvu
hoch zu treiben, da der numerische Aufwand mit o waechst, wie auch die

Konstanten in den entsprechenden O-Abschaetzungen wachsen werden.

Die numerischen Experimente zeigten, dass dieses Verfahren eine den angegehenen
Abschaetzungen entsprechende Konvergenz besitzt, Ein Nachteil dieses Verfahreans
und auch des entsprechenden eindimensionalen klassischen Verfahren ist es, dass
man sich bei der Ruecktransformation auf die Funktionswerte eines kompakten

Teilbeveiches (bei uns [~T, T1xL~-T,T1) der Ebene beschraenkt

Wir verringern den durch diese Einschraenkung entstehenden Informationsverlust

durch folgenden funktionentheoretischen Kunstgriff:

Die gebrochen lineare Abbildung w=(z~1)/(z+1) bildet die rechte Halbebene der
z-Ebene auf den Einheitskreis Jw] <1 ab. Die Umkehrabbildung dazu ist
ersichtlich die Funktion z=(i+w)/(1~w). Die gebrochen linearen Abbildungen sind
kreisverwandt. Das Bild der Geraden z=x+iy unter der Abbildung w=(z—-1)}/(z+1)
ist der Kreis der w-Ehene (siehe [281). ‘

. X, 1 _-ie (93)
%' Y T xa T A

Dabei wird beim Durchlaufen von y 1 =2 4gy <+ @ die WKreisperipherie

o < ¢ & 2x durchlavfen und wir erhalten in natuverlicher Weise die

Parametrisierung der Geraden

z=x+iy,—°’<)’<‘°

ain o (94)
z =% -1 U+x)Tja;5
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Weiters gilt

(14x)
= e 95
d? i 1-cosy (35)
Bezeichnen wir nun mit V. P. den Hauptwert eines Integrals (Yaleur Principal).

0 transformiert sich die eindimensionale kamplexe Umkehrformel nach Doetsch

L1231, p 170, 191 gemaess:

) zxtle
£(t) = V.P. CTT J  exp(z.t) F(z) dz =
Z=X~-i®
2x sing sing (1+x)
V.P. o -i sine )y, sing =~ A1x) -
e T i exp(t(x 1(1+X)1-cos¢ )). F(x 1(1+X)1—cos¢ T=oo8 ¥
! sin2ne in2 (1+x)
. . sin2ng X
= t(x- _BINCRY )y, -
J exp(t(x-i(1+x) T-ooszrg ) F(x-i(14x) T-cos2ny | T-coszng 0P (96)

o]

Das zweidimensionale Analogon schreibt sich demgemaess

1 Z, =X +i® 2z _=x_+ie

171
= D dz. =
£t .t,) I _i o z}_x e exp(z t +z,t,) F(z,,z,) dz,dz,
S I R R
1 1
= i i exp(t1(x1—1(1+x1)ctgn¢?+t2(x2—i(1+x2)ctgn¢£). (1+x1)(1+x2)o

. i i » do, dy
F(x1~1(1+x1)cbgn¢1,x2—1(1+x2)ctgnQ2) 1

sin n¢1sin "o,

(97)

Diese auf einer natuerlichen konformen Abbildung beruvhende Umkehrformel hat den

Varzug, dass der Integrationshereich beschraenkt ist und der Integrand
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periodisch ist, Man sieht auch vrasch folgendes ein: Wenn F(ﬂ,zz) die

Laplace 2-transformierte eines Markov-Erneverungsproblems ist, wo die

Ausgangsverteilungen verschobene Faltungspotenzen von Exponentialver—

teilungen oder Mischungen davon sind, gilt

-2 .
Flz,,z,) = o<<(1+|'z1!) (1+|z2|)) ) (98)

oder oft sogar eine analoge Abschaetzung fuer die Ableitungen von F(z“zz).

Dies zieht augenscheinlich entsprechende Glattheitsbedingungen fuer den

Integranden in (97) nach sich, da ja,» was die Differenzierbarkeit betrifft, der

einzige kritische Punkt der Punkt ¢ =o bzw. g = 2% ist, der wegen der

Transformationsformel

z=x-1i(1+x)ctgny ,
(99)

ogo9 s

den Punkten Y= bzw. Y=+ entspricht. Und dort verhaelt

sich F(a,zz) hinreichend differenzierbar aufgrund der Voraussetzungen veber

den M. E. P, Die nun folgende numerische Auswertung des Umkehrintegrals hat

gegenueber der Approximation ( 90 ) den grossen Vorteil, dass die gesamte

Information, die in dev Laplace-Transformation steckt ausgenutzt werden kann

Unm diese Information auch in Konvergenzgeschwindigkeit umzusetzen, muss noch

bedacht werden: Der Integrand in ( 97. ) hat sich zwavr als periodisch und

stetig in Py 9, heravsgestellt, zumindest bei den ueblichen Kernen von

Markoff-Erneverungsprozessen. Auch existieren bei¢1= 0y 9,7 O .= 1,¢2= 1 unter

diesen Voraussetzungen die einseitigen Ableitungen. Diese muessen bekanntlich

trotz der Periodizitaet der Funktion selbst nicht periodisch sein, was das

Konvergenzverhalten der Quadraturprozesse empfindlich stoeren kann, Es ist
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daher zweckmaessig, ein Periodisierungsverfahren $(*) der passenden Ordnung

& z2u verwenden: Es gilt dann wegen ¢ 83 ) in abgekuerzter Schreibweise

1
flt,,t,) = S oS et ,t,,x, X550 50,)de, de, =
o o

-

11 \ d (100)
=/ _f(;(\;1 ,tz,x1 ,x2.¢(11).¢(T2)>¢-(11)¢ (Tz)drl T,

o o

Dabei ist der transformierte Integrand
G(t1 ,tz'x1’x2,¢('[1),¢(T2))¢'(T2)¢'(T2) (101)
bis zuvr Ableitung der Ordnung o-l periodisch und hat somit eine rasch
konvergierende Fourierreihe. Diese Tatsache, dass
G(t.' 't21X1 v)(2p¢'(‘[1),¢a(‘rz))¢'(-t1 )‘1’"(’2)

aus E;(C“ﬂ’tzﬂﬁ’xz)) ist, fuehrt zu rasch' konvergenten Quadraturverfahren,

wie anfangs ausgefuehrt wurde. Es ist leicht zu ueberlegen, dass die

mn

Konstantec(ﬁ,tzpq,xz)von N unabhaengig und in kompakten Bereichen o gt <T, <

o <Xy < xiS Yi‘<°‘beschraenkt ist. Es ergibt sich somit z. B. fuer die

a.k
N

Fibonacci—-Knoten (%, ) die ausgezeichnete Abschaefzung

N
kK, ak, . ko a.k (102)
BG(t5t,,%, %, ) s W) 4 (P (S + Ry

1

flt ,t,)) =<
)

17172 N k=1

mit

kN (103)
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Die klassischen Verfahren liefern selbst im eindimensionalen Falle im besten

Fall der oaptimalen Wahl der Methode im guenstigen Fall

Ry" o(Jﬁa) (104)

Die meisten Verfahren erreichen dieses Optimum jedoch nicht. Die klassischen

Verfahren, angewendet auf die rweidimensionale Ruecktransformation liefern
nichts besseres als

R=0 (.1 ) (105)

Dies ist naturgemaess viel schlechter als die zahlentheoretische Methode ist.
Numerische Experimente erhaerten diesen theorvetischen Befund. Damit ist es
maeglich, in sehr vielen praktisch relevanten Faellen, wo naemlich die Kerne von

Exponentialverteilungen herruehren, die dazugehoerigen Integralgleichungssysteme

des M.E.P. vom ##-Faltungstyptyp

X o= A+ YA (106)
durch numerische Inversion der Lapléce—TransFormation
X =8 . ()" (107)

numerisch zu loesen. Es ist dabei allerdings klar, dass die Anzahl der Zustaends

wegen der groesseven Anzahl van Inversionen von m x m Matrizen eine grosse Rolle

spielt, was den Rechenzeitverbrauch betrifft. Nun beschreibt die Loesung ¥

unmittelbar die Verteilung der Kosten im M E. P, oder X gestattet, diese

Verteilung durch Quadraturen zu hestimmen. Dag bedeutet also, dass die

an einem willkverlichen gegebenen Sat:z

gewuenschte Verteilung R(y:t)

+
von Stuetzstellen y,,yz,.._.,yn YiE:R numerisch berechnet werden
kann. Die Berechnung der Momente der Ordnung o ist dann numerisch kein

Problem.
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§ & NUMERISCHE ERFAHRUNGEN

Die im KFK durchgefuehrten Systemanalysen (Wenzelbuvrger [6B1) zeigten, dass die

Zweidimensionalen Verweilzeit-Freisetzungsverteilungs—Funktionen in den fuer die
computergestuetzte Modelliérung der PASSAT relevanten Faellen nicht absolut
stetig sind. Dies hat die Konsequenz, dass das zu loesende
Integralgleichungssystem vom zweidimensionalen Stieltjes—-Faltungstyp lauter
singulaere Masse enthaelt und daher nicht auf ein gewoehnliches
Integralgleichungssytem zurueckgefuehrt werden kann. Die zahlentheoretischen
Prozesse aus § 9 konvergieren fuer beliebige Masse, also auch fuer singulaere
Dieser Umstand muss besonders hervorgehoben werden, da die herkoemmlichen
Verfahren auf glatte, absolut stetige, Verteilungen und Prozesse zugeschnitten
sind. Es sind also auch Spruenge (Dirac'sche Deltas) grundsaetzlich zugelassen
Die Konvergenzgeschwindigkeit leidet natuerlich unter eventuell vorhandenen
Unstetigkeiten der Verteilung etwas. Die numerische Loesung des Problems der
Bestimmung der Freisetzungsverteilungsfunktion gliedert sich in drei Probleme:
1) Die Laplace-Transformation der Ausgangsverteilungen des Kernes mit
Freisetzungsfunktionen (Kostenfunktionen)

2) Das Invertieren von vielen Matrizen

3) Die numerische Ruecktransformation der Laplace-Stieltjes— Transformierten
einer Massenverteilung.

Das Problem 1) ist aufgrund der vorliegenden Systemanalysen als geloest zu
betrachten, da die Verweilzeit~ und Kostenverteilungen des Prozesses hinreichend
genau analytisch modellierbar sind und die‘Laplacetransfcrmierten
Elementartranszendente sind. Das Problem 2) ist grundsaetzlich ein
Standardproblem der Matrizennumerik. Pie Inversion dey Matrix (E__;)

erfordert fuer kleine Werte der Argumente der Laplace-Transformierten
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~

; =(Ajk%lx m besondere Umsicht und Einsicht in die zugrundeliegenden
mathematischen Prozesse. Jedenfalls sind diese Prozesse auf der genannten Basis
sicher beherrschhar, Das Problem 3) erfordert die groesste Aufmerksamkeit.
Wenngleich die Abschaetzungen des §5, § & sehr erFalgversprechend sind, ist es
dennoch noetig, umfangreiche numerische Experimente zu machen. Es wurde der
eindimensionale Fall mit Hilfe der Methode der konformen Abbildung numerisch
ausfuehrlich studiert. Wir geben in diesem eindimensionalen Fall die Resultate
fuer das Mass d(i~exp(—t)) an, Die Verteilungsfunktion ist F(t)= i-exp(~t) fuer
t > O und es ist F(t)= O fuer ¢t < O. Die numerische Wirksamkeit der Methode
zeigt sich auch bei grossen t—werten‘und bei negativen t-Werten, da man Jja im
ersten Fall "fast asymptotische Aussagen® gewinnen moechte, etwa in t-Bereichen.
die um eine Groessenordnung oder mehr uveber dem Erwartungswert liegen. Im
zrweiten Fall sehr kleiner negativer t—~Werte muss der numerische
Inversionsprozess sichevr die Tatsache, dass fuer t € O F(t)= 0O ist)wiedergeben
Um die Probleme zu beleuchten, sei daran erinnert, dass die Dichte F’(t) bei t=0
unstetig ist und einen Sprung der Hoehe 1 macht.

Die gewaehlte Verteilung F(t) = i-exp(-t) fuer ¢ > O und F(t) = 0 fuer t < O
ist eine klassische Verteilung, die nach Anwendung von Verschiebungssaetzen auch
bei den Lebensdaververteilungen der Erhitzer vorkaommt. Es wurden numerische
Experimente zur Inversion der Laplace-Stieltjes—Transformation. im Bereich
[-T,T1, T=10 gemacht. T=10 ist dev 10fache Erwartungswert der Verteilung und es
ist F(10)=9. 999955, E~-1. Verwendet wurde kein Periodisierungsverfahren fuer
die Ableitungen. Fuer die Integration auf dem zweidimensionalen Torus wurde die
15te Fibonacci Zahl N=610 und a=377 verwendet. Die Rechenzeit war bemerkenswert
kurz, Da die response—time unterhalb der Minutengrenze lag, wurde auf eine
genave Bestimmung der Rechenzeit verzichtet. Die folgende Tabelle zeigt einige

Resultate. Der Fehler ist nur selten bei 3 %, sonst durchwegs wesentlich

kleinev.
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Tabelle: N=610

t Fehler

0.1 H 0. 0063
0.5 H 0. 0044
1.0 { 0.010t%
1.8 H 0. 0085
2.0 H 7. 215E-5
2.9 H 0. 00724
3.0 ! 0. 01
3.5 H 0. 0065
4.0 { 8. 5E-5
4.5 i 0. 0094
5.0 ! 0. 0031
5.5 ! 0. 0057
6.0 ! 0. 0041
6.5 H 0. 0027
7.0 H 0. 023
7.5 { 0. 026
8.0 ! 0. 0011
B. 5 { 0. 0062
2.0 t 0. 0050
10. 0 { 0. 0105




— 128 —

t Abs. Fehler
-0. 1 ! 7. 892E-5
-0, 5 ! 1. 698E-4
-i. 0 { 8. 23e—-4
-1.5 ! -0. 001002
-2.0 ! -2, 315E-5
-2. 9 ! 8. 719E-4
-3.0 ! 0. 00145
-3. 5 !

-4.0 ! -2. O45E~4
-4.5 ! -0. 00104
-5. 0 ! -9. 238E-5
-10. 0 ! 0. 00113

Diese numerischen Ergebnisse sind sehr befriedigend und enthalten
keine Ausreisser. Zu erwarten war ja eine Groessenordnung des

Fehlers von schlechtenfalls 1/N. Dies stimmt fuer das verwendete

M=610 mit den numerischen Befunden ueberein. Mit Periodisierungsverfahren

wird die Situtation noch besser. Zur weiteren Illustration

sei festgehalten:

Fuer N=4676% und t=10 ist der vel. Fehler = 0,00017

Fuer dasselbe N=6765 und t=—-10 ist der absolute Fehler

2. 24E-4. Die theoretisch vorhergesagte Kanvergenzgeschwindigkeit
von O0(1/N) (ohne Periodisierungsverfahren) trifft also hier

zZu,
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Im zweidimensionalen Fall wurde die Methode der
Euvuler—~Fibonacci-Gitter aue die Integration im Bereich

[-20, 201 x £-20, 201 gemaess (90) angewendet.

Fuer N=64765, der 20ten Fibonacci-Zahl, und a=4181, der 1%9ten
Fibonacci-Zahl ergibt sich ein Fehler im Prozentbereich.

Auffaellig ist auch hier die Uebereinstimmung mit den

theoretischen Vorhersagen eines Fehlers von der Ordnung

In N/N=0. 0130037. Bei diesen Experimenten im zweidimensionalen
Bereich wurde die einfachere Methode (90) verwendet. Bei

der Verwendung der theoretisch wesentlich besseren Methode

(102) sind numerisch auch wesentlich guenstigere Resultate

zu erwarten. Testfunktion war die Laplace-Btieltjes —Transformierte
der zweidimensionalen Exponentialverteilung F(x,yl= ft-exp(~(x+y))
Mit der Methode der konformen Abbildung wurden ebenfalls numerische
Tests durchgefuehrt. Bei einer Periodisierung der Ordnung 2
wurde F(11.12) =1 - exp(—(11+12)) als

Inverse ihrer Laplace-Stieltjes—-Transformierten fuer 'ﬂ=10
T,=10  alse im Bereich der zehnfachen Erwartung dieser
Verteilung, mit einem Fehler von nur 2 % hestimmt. Fuer negative
T1 oder T2 arbeitet die Methode auch im Zweidimensionalen
mit einem Fehler der Groessenordnung 1.E-5. Dies ist umso
bemerkenswerter, als die Dichte der Verteilung fuer T1=0

ader T,=0 unstetig ist. Verwendet wurde als
Integrationsgitter das Gitter zur 19ten Fibonacci-Zahl,
Bemerkenswert ist die Tatsache, dass bei diesen numerischen
Tests die Ordnung a=1 ueberraschénderweise gleich

gute Ergebnisse lieferte wie a=2 Jedenfalls

erweist sich die Methode als wirksam fuer die Numerik der M. E.P.
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§7 ZUSAMMENSTELILUNG DER MASSGEBLICHEN RECHENVORSCHRIFTEN
NEBST BEWEISEN UND LITERATURHINWEISEN

In diesem § werden die fuer die praktische Implementierung des
Verfahrens massgeblichen RéchenvorschriFten ausfuehrlich dargestellt
und breit begruendet. Das numerische Verfahren zerfaellt
in drei Teile, wie bereits festgestellt wurde
1) Die Laplace-Stieltjes—Transformation des Erneuverungskernes
2) Die Summation der Meumannschen Reihe im Laplace-Bereich
3) Die numerische Inversion der Laplacetransformation mit Bestimmung
der Freisetzungsverteilungsfunktion.
Diese drei Punkte werden zusammen mit den mathematischen Hintergruenden
und den Literaturzitaten gemeinsam abgehandelt, da die
Codierung der Verfahren auf diese leise sehr erleichtert wird
ad 1) Ausgangsbasis ist der Markov-Erneuerungskern des Prozesses
= <x,d=% |9a_ =1}

Qik(x) = P(Tn_T\ » Iy n-1 (108)
Die Kostenfunktionen in den einzelnen Zustaenden, Ky (t), haengen
deterministisch von der Zeit des Zustandes ab. Fuer die gemeinsame

Verteilung der Lebensdaver und der Kosten gilt daher

Aik(t,y) =P {rn_1 £t Ki(Tn_1) <y, J =k | Th1= i} =
~1 : < K, (t)
Qik(Ki (y)) ys
= , 1109)
v ty > K (t)

Qx
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Die Masseverteilung 8, (tsy) ist also auf y=K,(t)
konzentriert und deshalb gilt fuer die zweidimensionale

Laplace-Btieltjes -Transformation einer solchen Masseverteilung

© © © -
(J)’ ;fexp(-(ut+vy)) Aik(dt,dy) = ;r exp(—(ut+Ki(t)v)ink(t) =4, (u,v) (110)

Dies ist also die Rechenvorschrift, um aus dem Element @, (t)

des Markov-Erneuerungskernes und der Kostenfunktion Ki(t)

die gemeinsame Verteilung &;, und vor allem mit Hilfe der
eindimensionalen Laplace-Stieltjes-Transformation die zweidimensionale
Laplace-Stieltjes-Transformierte Zikh“V)ZU erhalten.

Dabei ist fuer die praktische Arbeit festzustellen:

adl) Eindimensionale Laplace~Stieltjes -Transformationen lassen sich
stets auf eindimensionale Laplace-Transformationen zuruveck-

fuehren (siehe Doetsch [15) p &7 £+).

Der Beweis beruht im wesentlichen auf partieller Integration

des eindimensionalen Laplace-Stieltjes—Integrales und soll hier
nicht wiederholt werden, da er leicht zugaenglich ist. Zum

hesseren Verstaendnis des Prinzipes machen wir jedoch die

Rechnung fuer den fuer PASSAT wichtigen exemplarischen Fall

einer exponentiellen Lebensdauververteilung und linearer Kasten:

Sei Q(t) = 1-exp(-At) die Lebensdaververteilung eines |

|

Zustandes und sei y=K.t die Kostenfunktion, Dann ist i
o(t) absolut stetig mit der Dichte q(t) = rexp(-At) -

Es ist dann offensichtlich nach elementarer Rechnung

Alu,v) = S expl=(u.t4K.t.v)) dO(t) = J exp(~(utK.v)EIA exp(-At)dt = A/(A+utK.v) (111)
o [o]
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Diese Rechnung beruht auf der gewoehnlichen eindimensionalen
Laplace-Transformation., Wir fuehren nun die Rechnung ein zweites
Mal durch, um die Rueckfuehrung der Laplace-Stieltjesi—Transformation

auf eine Laplace-Transformation praktisch zu demonstrieren:

Sei wieder Q(t) =1 - exp(-At), K(t) = K.t . Es ist
Qo) = o . Dann gilt mit partieller Stieltjes-Integration:
@0 N ®
J exp(~(u+Kv)t)dQ(t) = exp(—(u+Kv)t)Q(t)|o -
o]

- J o(t) dlexp(-(u+kv)t)) = Q(0) + (u+kv) S Q(t) exp(-(u+kv)t)dt =
(o) o

L]

(u+kv) S (1-exp(-At))exp(-(u+kv)t) dt =
o

= (uskv) [1/(urKv) = 1/(04+u4Kv) ] = A/ (A+u+Kv)

Damit ist diese Technik der Rueckfuehrung auf ein gewoehnliches
Laplace ~Integral erlaeuvtert., Diese Technik ist ersichtlich vor
allem dann sehr wertvoll, wenn o(t) * Atome hat!

Da dieses Beispiel fuer PASSAT besondere Bedeutung hat, seien
noch zwei Tatsachen festgehalten: Die Methode laesst sich
unmittelbar auf die bei PASSAT auftretenden stueckweise
linearen Kostenfunktionen anwenden. Zweitens treten in der
Praxis und auch bei PASSAT (Exponential—)Verteilungen mit
einer Zeitverschiebung im Ausmass a auf. Hier muss dann der
Vérschiebungssatz (Doetsch "Anleitung" Cil], p 35)

angewendet werden und es folgt unmittelbar

Alu,v) = exp(-a(u+kK.v)}) . X/ {(A+u+K.v)

(112)

(113)
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Diesevr Algorithmus gilt natuerliech auch fuer stueckweise lineare

Kostenfunktionen und auch fuev beliebige monotone Kostenfunktionen

Fuer die praktische Arbeit mit Laplace— und Laplace~-Stieltjes-
Transformationen sei ausdruecklich auf die Werke von Doetsch und
Oberhettinger—Badii ~ (siehe Literaturverzeichnis) hingewiesen,
wo die noetigen Dinge lehrbuchartig dargestellg sind und sich
auch umfangreiche Tabellen finden. Damit sind die massgeblichen
Rechenvorschriften beschrieben und zitiert, um i) besonders fuer

PASSAT zu bewaeltigen

ad2) Die Rechenvorschriften zur Summation der Neumann’schen Reihe
im Laplace-Bereich wevrden beschriehben wie folgt: Es liege der

gemaess 1) erhaltene zweidimensionale Kern

At =
y) (Aik(t,y))m < m (114)

und auch der Laplace-Stieltjes ~transformierte Kern

Z = A '
(u,v) (Aik(u,v))m X m (115)

var. Zuv Bestimmung der Verteilung der kummulativen Kosten bis
zum Zeitpunkt t. p{c(t) < vy} , ist die Reihe von zweidimensionalen

Faltungspotenzen

toeenn . (116)

zu summieren (siehe Zinterhof [761). Dies fuehrt im Laplace-

Bereich auf die Summation der Reihe

- o -
x(u,v) = & A(u,v) (117)

n=1




— 1356 —

Konvergenzbereich und Analytizitaetsbereich ist mindestens der
Bereich Re(u) > 0, Re(v) > 0. Die Funktionentheorie der Laplace-
Transformierten ist ausfuehrlich bei Doetgch ("Handbuch" [131)
und Voelker-Doetsch [&65] dargestellt. Fuer die weiteren Be-
rechnungen muss ;hhv) an einer beliebigen Stelle (u,v) des
Bereiches Re(u) > O, Re(v) > 0 zur Verfuegung stehen

Die Rechenvorschrift dafuer ist die folgende: Sei E die

Einheitsmatrix. Dann ist:

X,V = AGY,) L (E- Ala,v))”! (118)

Der Beweis fuer die Invertierbarkeit von g - A(u,v) in Re(u) > 0O, Re(v) > O

ist einfach:

(+*n _ (119)

konvergiert als Neumann’sche des Zufallsprozesses und genuegt

dem System von Integralgleichungen

X ** A+ A =¥ (120)

und die Loesung ist eindeutig. Also ist im Laplace-Befeich

(121)

> 3
>
+
=
]
>

eindeutig als lineares Gleichungssystem loesbar fuer Re(u) » 0, Rel(v) > O.

Was zu reigen war. Auf das numerische Invertieren von Matrizen

bravcht nicht eingegangen zu werden, da es fuer die hier
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benoetigten Dimensionen (=Zustandszahlen) von etwa m=5 softwaremaessig
unproblematisch ist. Da das Invertieren von Matrizen in

den veblichen Paketen fuer Technik und Naturwissenschaften als
Routine und éogar in vielen Sprachen beveits als Befehl vorhanden

ist, ist die angegebene Rechenvorschrift im Sinne der

Informatik als Algorithmus wohl definiert

ad 3) Wir geben nun die Rechenvorschriften fuer die numerische
Inversion der Laplace-Transformierten. in 2) wurde die
Rechenvorschrift zur Bestimmung von ;hhv) + Re(u) > O, Re(v) >0

festgelegt. Zur Bestimmung von  X(t,y) verwenden wir die

folgende zweidimensionale Version der Umkehyformel:

( ) 1 z1=x1+im z,=x +ie ;(z z.)
x(t,y) = —o—u2 J S exp(tz, +yz ) A-=122pl
L i~ PrEye) e 9495 (122)

Klassischer Bestand dazu findet sich bei Doetsch, was die
L.aplace—~Transformation betrifft und in sehr schoener Darstellung

bei Renyi (L553), dort allevdings fuer die uveberaus nahe verwandte
Fourier—Transformation im Kapitel uveber charakteristische

Funktionen. Die Terme 1/Z1 und l/ZZ ruvehren daher, dass grob gesprochen,
die Laplace-Stieltjes-Transformierte die gewoehnliche
Laplace-Transformierte der "formalen Ableitung" ist und das

Driginal dev Funktion und nicht das der Ableitung dieser Funktion

zu berechnen ist, Es ist wichtig darauf hinzuweisen, dass X, > 0, Xy > 0
beliebig ist. Fuer eine gute Konvergenz der numerischen Prozesse

wird uveber X X, noch zu verfuegen sein. Wie schon in § 5 dargestellt.

vird die Transformation

. , (123)
z, =%, - i (1+x1) ctg ¢1/2
. p (124)
z, =%, - i (1+x2) ctg @2/2
(14x,)
dz1 - 1 d91 (125)
2 sin2 w1/2
(14x,)
. 2 (126)
dzz = eeet—— dQZ

2 sin2 w,/z




— 137 —

ausgefuehrt und @, = 2% 9,5, ¢, ~ 28 9, durchgefuehrt.

Diese Variablentransformationen fuehren unmittelbar zur Formel

11 "

x(t,y)= S S expltz, (9 )+yz,(0,)) X2, 094052, (@) X14x, ) (14x,)de, dy, (127)
o o z1(¢1).22(Q2).4(sinn¢1.sinnoz)

Der Integrand ist in den beiden Variablen @4 und %2 periodisch
mit der Periode 1, abev bei O und 1 im Allgemeinen nicht

definiert. Wir bezeichnen nun der Kuerze halber den Integranden

in (127) mit GW1»¢2) . Es gilt offenbar
. -e 1-e
_ Iim . (128)
X(t,y) = . S S G(tp1,q32)dtp1d¢2
€ €
Es wird ausdruecklich festgehalten, dass G(Wp¢2) im Inneren
des Einheitsquadrates analytisch, also beliebig oft diFFerenzierbar)
also 5tetig,.also in jedem kompakten Teilvechteck des Inneren
des Einheitsquadrates eigentlich Riemann—integrierbar ist. Wir
schraenken nun die Funktion G(Qp¢2) ave [e, 1-€] xle, 1-€1 ain
und fuehren nach Korobow [301 p. 60 £#f. die Periodisievung devr
Ordnung o>l durch:
Rechenvorschrift: Sei
- X - (129)
o 0 = (20 - 1) T [e1-0) 1% Tae
2002 o
4t (x) = (20 = 1) ! [x(1..x)]°"1 (130)

2a-2




— 138 —

Bemerkung: In der Praxis ist meist o £ 4 avsveichend.
Rechenvorschrift: Setze

Cg=e+ (1=Ze)¢a(r1)

9= + (1—Ze)¢2(12)

d¢1= (1-2€)¢;(T1)dt1

d¢2= (1—22)@&(12)d12

Diese Transformation liefert eine volle Periodisierung des
Integrationsproblems im 8inne von Korobow [301 p. 52 ff, wobei

im gegenstaendlichen Fall wegen der Analytizitaet des

Integranden « beliebig sein kann. Durch die Variablentransformation

der vollen Periodisierung (bei Korobow werden
weitere Methoden diskutiert) transformiert sich das Problem
wie folgt:
Rechenvorschrift:
1-8 1-e

£ i G(v1.¢2) de,d9, = X (Byy) =

1
= (1-2¢)? L aler(1-20)g, (20 o4 (1-20)8 (204 (5 g (7,)av,dT,

Bemerkung: Der Integrand auf der rechten Seite von (1395

ist aus der Klasse Eg im Sinne von Korobow [301 p. 29 ff

und Hua-Wang [25] p. 113 f¢.

(131)

(132)

(133)

(134)

(135)
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Rechenvorschrift: Sei f°= 0, f1=1,...., szfk-1+fk-2’,““' k> 2, N=fk, a:fk_1

Sei {x) Bruchteil von x.

Dann gilt der _Satz (Bahvalov [31): Ist fhﬁ,xz)e E;un

so ist
11 , N .
IS f(x,x daxdx =~ 31 £({K}, @k k N
P e LS55+ o5gem) (136)
Satz (Korobow [301 p. 49): Ist f(x1,x2) € g‘; und p 21
s0 gilt:
101 1 n n Kk 1 1
JoJfleuxy)dx dny= =) (I Ty 0 )+ 00 (137)
o) (o] : n n

Bemerkung: Die beiden Prozeduren (13&) und (137) sind im Grad
ihrer praktischen Eignung z.B. abhaengig davon, ob der Prozessor
z. B. avrvay— oder schleifenorientiert ist, wieviel reales

oder virtuelles Memory zur Verfuegung ist.

Es resultieren die Rechenvorschriften:

1)

(e ) (ax ) (1202 N ®), k), ;(z:k),z,(,k))
M) (e = ¥ X - 3 explfz, '+ nz A ey -
m) = ! 2 P 2 YR
X (€,n N k=1 1 . -
(138)
6(k)w1(k>,q’:k))
: x5_. (k)2

4(sin g, 'sin e,
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mit
k) k
q,: =+ (1-2)¢ () (139)
(k) .
9, =€+ (1-25)4,“(—‘3;1—’5) (140)
k
z:k) =Xy - i(1+x1)ctg w: ) (141)
(k) _ ) (k)
zZ, =%, - 1(1+x2)ctgmp2 (142)
1n
2 n
X(N)‘(Em) =(1i.’f1_)_(,1.i.’.‘.2)_(_1.:§_)_ 3 exp(gz(k)+ nz:l)).
€ 2 1
n k,l=t1
o, (k) (1) (x,1), (k) (1)
Z4 < 25 4 (sin mp1(k). sin wél))z (143)
it ol + (1_ze>¢u(-‘§) (144)
1
oMo ek (o204 (D (145)
2 i a N
20 - i0x Jetg mp(k) (146)
1 1 1 1
z;l)= X,- i(1+x2)ctg mp1(1) (147"
(k, 1),k L
677 = 4y ()4, W (148)

1)Bemerkung: '

Die Methode I liefert einen Quadraturfehler 0(1nuN/Na) .

Die Methode II liefert einen solchen der Ovrdnung o(1/n%) N

2) Bemerkung:

x " .
1 50, X, >0 sind so zu waehlen, dass die Variation im Sinne

von Hardy und Krause (Hua-Wang [251, p. 99 £#) des Integranden
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klein bleibt. Die Wahl x _ 1/, x, ~1/n hat sich praktisch

1 2
meist als nuetzlich erwiesen., Diese Wahl ist durch das Verhalten
der partiellen Ableitungen von exp'wz1*'n22) motiviert.

3) Bemerkung:

Methode I stellt X (E:n)  dar als

N ‘

k (k)
Xé“lg,n) =kz1 exp.{Ez: - nz, oy (149)
wo die Py von g und , unabhaengig sind. Methode II liefert
analog

(N) n n (k)
( = (1)
Xe (Eon) o i I L (150)

mit von E wund n unabhaengigen Gewichten Py 3.

4) Bemerkung:

Wegen der Analytizitaet des Integranden sind alle seine Ableitungen
Jeweils auf kompakten Teilen der (g,n) .— Ebene beschraenkt. Also
konvergieren die xéNNE»n) und xénhg,n) gleichmaessig auf
kompakten Teilen der (E,n) —=Ehene

5) Bemerkung:

Die Umkehrformel und die verwendeten numerischen Quadraturmethoden
sind lineare Operatoren auf den entsprechendeﬁ Funktionenraeumen
Dies bedeutet, dass die Umkehrformel in ihrer exakten Fassung und
auch die numerischen Naeherungsprozesse fuver polymorphe Sprachkonzepte
(objekt— oder array—orientierte Prozessoren) besonders geeignet sind
und den heute interessanten inFormatischén Konzepten entgegen kommen.
Fuer eine Uebersicht dazu sei auf Harland (231 verwiesen. Die
praktische Implementierung der Verfahren durch den Auvtor des

Berichtes macht von dieser array-orientierten Struktur des Verfahrens
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ausgiebigen Gebrauch,

4) Bemerkung:

Fuer die Anwendung der dargestellten Verfahren ist eine geeignete
Wahl der Groesse ¢ wichtig. Diese Frage Baengt eng mit dem Verhalten
van Laplace-Stielt)jes-Transformierten im Unendlichen zusammen. Eng
verwandt damit ist der Ideenkreis um das fLemma von Riemann—Lebesgue
fuer die Fourier—~ und Laplace-Transformation. Klassischer Bestand
dazu findet sich bei Doetsch bei einigen Gelegenheiten, insbesondere
im Doetsch "Handbuch I" (L1531, p 162 +#4).

Die Fragen sind jedoch keinesfalls abgeschlossen und sind in der

modernen harmonischen Analyse von grossem Interesse. Hier sei nur
avf die rezente Arbeit von Lyons (331 verwiesen, wo auch die grosse
Bedeutung der Gleichverteilung (Weyl-Verteilung) von Folgen, also
die zahlentheoretischen Methoden, klar ersichtlich ist. Es ist auch
klar, dass "universelle" Aussagen veber die Wahl von € nicht
moeglich sind, und dass auch scharfe Aussagen auf Funktionenklassen
technisch aufwendig sind. Fuer die Bedienung von Codes sind solche
tiefliegende theoretische Aussagen aber wohl auch nicht noetig, es
genuegen viel mehr ;asch einsehbare Aussagen veher den Einfluss der
Wahl von € in (128) auf die Genauvigkeit des Resultates

Cemaess (123) haben wir

z =x - i(l4x)ctg ng i (151)

Die Wahl von €& in (12B8) ist also gleichbedeutend mit der Wahl von
T = (14x) ctg ne . Wir betrachten als wichtigsten Fall den

Fall linearer Kosten und exponentiell verteilter Lebensdauern.

Ist K die Kostenrate und X die entsprechende Ausfallsrate, so gilt

(112):

Alu,v) = A/ (A+utkv) (152)
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Sei = i = i
ei U= X Hy,, ve x4y,
Es gilt

1 > x1}1w x2+}m exp(tut+yv) x(u,v) dudv =

(2ri) X, i X —io u.v
1 27t
i x1}iT xz}iT exp(tu+yv) x(u,v) du dV+RT (153)
= 1D u.v

x1—1T x2—1T

Wir schaetzen nun RT als Funktion von T ab:

Es gilt in  Re(w) > 0, Re(v) > 0

o
X = £ A" = 0((1+y1+y2)_1) (154)
n=1
wobei die O-Kanstante von xvxz.K;l ‘abhaengt.
Also ist
1
R =0 ,
T g 4y ) ey, ) (ay 4y ) dy,dy,) (155)
wobei B = ((Y1’Y2)' max (|Y1|v |Y2|) > T} ist und

die O-Konstante zusaetzlich noch von ¢, y abhaengt. Eine

elementare Rechnung zeigt:

T )??l?q_})l%wy vy - ° ‘lnﬂ;T)) . (156)
1 2 172
Also gilt fuer T =
o © e (157)
Wenn wir den Fehler R gemaess der Formel (157), 2z =X~ i (14x) otg @

(151) auf ¢ beziehen wollen, erhalten wir wegen ©Ctg e ~1/e
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die Abschaetzung

Re =O(€|1n€|) (158)

Es faellt sofort auf, dass die Abschaetzung nicht auf den Fall
exponentiell verteilter Zeiten und linearer Kosten beschraenkt
ist, sondern, dass die wesentliche Voraussetzung, im asymptotischen

Verhalten von ¥ (siehe (154)) steckt. Bei der praktischen Verwendung

der Algorithmen war _ € . 1072 guenstig.

v

Wir schreiten nun fart in der Beschreibung der Algorithmen:

Gemaess Formel (4) ist

e (y-k(e-gn? oo
1= S 7 (4-H (£-E) )X (dE,an)

E=o n=o0

avuszuwevrten. Zur Verfuegung steht H(E) nach (5). Der Kern @
von PASSAT besteht aus Exponentialverteilungen mit oder ohne
Time—~lLag und linearen Kombinationen davon. X(dE,dn)

steht exakt nicht zur Verfuegung, jedoch stehen Naeherungen

x {dE,dn) zur Verfuegung gemaess (138) oder- (143):

N
(k) (k) (x) (k) (160)
xe(dE,dn) = kZ1 exp(Ez1 + nz, ) 2, 2, pkdgdn

beziehungsweise alternativ:

n (k)
k
xe(dE,dn) = I exp(Ez:k) + nzék)) z: ) Z,  Py,1 dgdn (ren)

k,1=1

Wir erhalten nun fuer I aus (159) unmittelbar den Naeherungsausdruck

E=t n=ly-k(t-£)" (k) (k) (162)

(k) z(k) (1—H(t—E))exp(E,’z1 + nz, ) dkdn

1 2 Px

N
I = z z
k=1 E=0 n=o

€
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beziehungsweise alternativ:

n t  (y-klt-en?t
I = % z(k) z(l) p J S : (1=-H(t-E)) exp(Ez(k) +nz(l)) dEdn (163)
& et ! 2 kil ] s 1 2

Die beiden Formeln (162).und (163) sind Rechenvorschriften des
Ve;Fahrens und Bestandteil des Algorithmus. Die Integrale in (162)

und (143) koennen mit Standardverfahren eindimensionaler Art

numerisch auvsgewertet werden. Diese Reduktion auf eine eindimensionale
Integration ist moeglich, da der Integrand nur von der
Integrationsvariablen £ abhaengt. Wegen der oben erwaehnten Besonderheit
des Kernes Q@ von PASSAT, die vielen technischen Anlagen zukommt,
koennen die Integrale in (162) und (163) elementar und analytisch aus-
gewertet werden, was eine weitere bedeutende Rechenzeitevrsparnis
bedeuvtet:

Da der Kern Q aus Exponentialverteilungen mit Zeitverschiebung

linear kombiniert ist, genuegt es zur Erleichterung der Erstellung

eines Codes: Integrale des Types

£ (y-g(t-EN"
g= [ fy exp(a(t-£)) exp(EZ1 + nzz) dgdn (164)

E=o0 n=o0

analytisch avszuwerten. IE ist dann aus Integralen vom Typ J
sdditiv zusammengesetzt. Es gilt nach dem Satz von Fubini, der
aus einem beliebigen Lehrbuch der modernen Integralrechnung

bezogen werden kann, die Rechenvorschrift:

t (y-x(t-gN*
Jg=f exp(a(t—E))exp(Ez1). i exp(nzz) dndg =
E:O n=°
t + dag
= [ exp(a(t—E))exp(Ez1)(exp((y—k(t-E)) zz)—I) ;; (1659

E=o0
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Wiv setzen der Kuerze halber z= max (0, t—y/K) und erhalten sofort:

J = 3521321 (exp((y—kt)zz). 1 (exp((—a+kzz+z1)t) -
2 (aa+kz2+z1)

1

(AL A - - - (166)
(-a+z1) (exp(( a+z1)t) exp (( a+z1)z))»

-~ exp((-atkz +z1)z) -

2

Diese Darstellung von J durch elementare Funktionen hat also

zur Folge, dass unter Annahme der oben genannten Modellvorstellungen
fuver den Kern Q die in (162) auftretenden Integrale elementar analytisch
auvswertbar sind, sodass Ie selbst ein analytischer Ausdruck ist.

Somit ergibt sich fuer die Naecherung Re(yﬂﬂ zu R(y:t) gemaess (1),

(2), (3), (4) der Ausdruck

m m
. _ I z
Re(y.t) = 32123 ket (1-Hk(t))(y.GE.Kjt) +
(167)
t  (y-K (t-E))
4 g (k) (k) S r 3 (1-H (t-E))exp(Ez(k)+ nz(k)) dEdn
pkz1 z2 E=o o k 1 1
k=1 n
bzw. fuer das Verfahren (163) alternativ
m m
R (y:t) = I as4 % (1-H, (t))(y.GE.K_ t) +
€ =1 J =1 k j
(168)
n t  (y-k (t-En?t
(k)_(1) y
+ I p z Ny f 7 3 _ - (k) ()
k,1=1 kil 1 2 =0 o (1 Hk(t E))exp(gz1 + nz, ) dEdn

Dabei ist m die Anzahl der Zustaende und (a;,....., a ) die
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Anfangsverteilung der Zustaende. Wenn der Zustand 1 der
bestimmungsgemaesse Zustand ist, werden die Berechnungen meist
fuer (a1“...” am) = (1,0,..., 0) durchgefuehrt werden. Die in den
Formeln (167 ) bzw. (168 ) auftretenden Integrale sind nach den oben
geeigneten VYorschriften auszuwerten, sodass die Rechenverschriften
vollstaendig wiedergegeben sind und eine Codievrung leicht moeglich
ist. Also ist der gesamte Rechenablauf in seinen am Beginn dieses

§ festgelegten Schrittes vollstaendig dargestellt,
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§ 8 LITERATURFUHRER

Die Arbeit beriihrt im wesentlichen die Gebiete Wahrscheinlichkeitstheorie,
stochastische Prozesse, Zéhlentheorie (Zahlentheoretische Methoden in der
Numerik) und Funktionaltransformationen.

Der kleine Literaturfiihrer gibt einfiihrende Werke in die von der Arbeit
beriihrten Gebiete an: '

1. Fir die Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheqrie und weiterfihrende
Fragen sind folgende Bilicher empfehlenswert:

1) A. Renyi: Wahrscheinlichkeitsrechnung (Mit einem Anhang {ber Informations-
theorie). '

2) Feller I. und II.: An Introduction to Probability Theory and Its

Application.

3) Papoulis: Probability, Random Variables and Stochastic Processes.

Fir die Stochastischen Prozesse ist die Lektiire von Doob sicher empfehlens-
wert. Wesentliche‘und leicht erreichbare Modellvorstellungen sind bei

Erhan Cinlar: Introduction to stochastic processes, zu finden. Das Buch ist
auch sehr gut zu lesen. Als Einfdhrung in die Zahlentheorie ist nach wie

vor das beriihmte Werk von Hardy und Wright: BAn Introduction to the Theory of
Numbers sehr zu empfehlen.

Flir die zahlentheoretischen Methoden in der numerischen Mathematik ist in
erster Linie das Buch von N.M. Korobow: Anwendung zahlentheoretischer Methoden
auf Probleme der Numerischen Mathematik, empfehlenswert, welches allerdings
leider nur auf russisch vorhanden ist.

Weiters zu empfehlen sind die Blicher von Hua Loo Keng und Wang Yuan:
Applications of Number Theory to Numerical Analysis, und Kuipers - Niederreiter:
Uniform Distribution of Sequences.

Interesse verdient auch der Ergebnisband von S.K. Zaremba: Application of
Number Theory to Numerical Analysis.

Fir Funktionaltransformation sind die beriihmten Standardwerke von Doetsch

und Co-Autoren mafgeblich: Die Zweidimensionale Laplace-Transformation,
Einfilhrung in Theorie und Anwendung der Lablace-Transformation, Anleitung zum
praktischen Gebrauch der Laplace-Transformation und der Z-Transformation,

- Handbuch der Laplace-Transformation I, Handbuch der Laplace-Transformation II,
Handbuch der Laplace-Transformation III, wo auch ausfiihrliche Verfahrensvor-

schriften und Tabellen vorhanden sind.
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Wichtig sind auch die Bicher von Widder: The Laplace-Transform und An
Introduction to Transform Theory, F. Oberhettinger und R.P. Soni: Tables

of Laplace-Transforms und Formulas and Theorems for the Special Functions

of Mathematical Physics.

Die gesamten Werke sind eine sehr gute Basis flir das Verstdndnis der Methoden,

es ist aber sicherlich nicht ndtig, die genannten Standardwerke aus selbstindigen
Fachgebieten in Vollst&ndigkeit heranzuziehen. Die genannte Literatur wurde vor
allem im Hinblick auf ihre Lesbarkeit (auch auszugsweise Lesbarkeit) ausgewdhlt

und die Liste erhebt keinen Anspruch auf Vollst&ndigkeit.
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EINIGE KONKRETE ANALYTISCHE MARKOFF-ERNEUERUNGSMODELLE FUR DIE LANG-
FRISTIGE FREISETZUNG VON RADIOAKTIVEM JOD IN DER ABGASREINIGUNGSSTRECKE
EINER WIEDERAUFARBEITUNGSANLAGE (WAA)

Heinz Wenzelburger, Karlsruhe

1. Einfihrung

In dem hier behandelten stochastischen Modell fiir die Abgasreinigungs-
strecke PASSAT /1/ besteht ein Arbeitszyklus der Wiederaufarbeitungs-
anlage aus einer Aufldserperiode von 8 Stunden und einer Verarbeitungs-
periode von 16 Stunden. In der Aufl8serperiode wird eine Charge von
Brennstdben in Salpetersdure aufgeldst und daraus in der Verarbeitungs-
periode Uran und Plutonium extrahiert.

Nur wenn in der AuflOseperiode ein Stdrfall eintritt, in der beide Br-
hitzer von PASSAT ausfallen, kann mehr radioaktives Jod als im Normal-
betrieb freigesetzt werden. Ein derartiger St8rfall kann folgende Ur-
sachen haben:

(1) Erhitzer EH1 fdllt vor EH2 aus {(Defekt in den Erhitzersystemen),
(2) Erhitzer EH2 fdllt vor EH1 aus (Defekt in den Erhitzersystemen),
(3) beide Erhitzer fallen gleichzeitig aus (Defekt im Netz).

Wir beschridnken uns hier auf Modelle mit m=3 Zustdnden und dem Zustands-
diagramm —

1 Stdrfall EH1 vor EH2

groBe Freisetzung

S

i\

Normal- 0
betrieb

2 Stbrfall EH2 vor EHI
geringe ~ grofle Freisetzung

Freisetzung

Dabei interessieren wir uns weniger dafiir, wie und wieviel radioaktivyes
Jod in einem einzelnen Stdrfall ("Kurzzeit"-Modell) freigesetzt wird,
als was diesbesziiglich in mehr als einem St&rfall geschieht ("Langzeit"-
Modell) .

Formal haben wir hierzu die Familie der Verteilungsfunktionen

{P{C(t) < z}, te IR} zu ermitteln, wobei C(t) die im Zeitintervall (0,t)

kumulativ freigesetzte Menge an radioaktivem Jod bezeichnet.
Folgende Schritte sind notwendig, wenn wir solche Verteilungen unter der

Annahme eines Markoff-Erneuerungsprozesses (=MEP) mit monotoner Kosten-

funktion (Kosten = Freisetzung) konstruieren wollen:
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a) Berechnung des gewdhnlichen (Semi-Markoff-)Kerns mit m=3 Zustinden

Qe (x) = P(T 4 < x, I = kIJn—1 =3}, 0 < j,k < m=-1 . (1)

Dabei haben die Zufallsvariablen Tn—] (Verweilzeitdauer im Zustand j)

und Jn (Zustand nach dem (n-1)ten Ubergang) die {ibliche Bedeutung.

-1
b) Berechnung des verallgemeinerten Kern nach P. Zinterhof /1/

By (Xry) = PIT 4 < x, Co(x) <y, Iy = klg,_q = 3}, 0 <3,k < m-1.

(2)

Im Kern (2) wird vorausgesetzt, daB sich der MEP im Zeitintervall (0,x)
im Zustand j befindet, und darin die zufdllige kumulative Freisetzung
Cj(x) betrdgt. (C(t) ist fiir den gesamten Prozess, Cj(x) aber nur fiir
den Zustand j definiert!).
Flir y+» geht der verallgemeinerte (2) in den gewdhnlichen Kern (1) lber.
c) Numerische Inversion der verallgemeinerten Erneuerungsfunktion

Startet die Anlage im Normalbetrieb (Zustand j=0), lautet die gesuchte
Verteilung fiir die kumulative Freisetzung C(t) zum Zeitpunkt t (siehe

/1/)

P{C(t) < z} = kzo Rok(z:t) . (3)
Hier ist
t %k y
. M = - - e X d ’
Rjk(z t) xio yio [1 Hk(t x)] Xjk(dx Y). )
wobei z, = Max (O,Z-Kk(t—x))

Weiter gibt im Ausdruck (4)

(5
le(x) )
die Wahrscheinlichkeit dafiir an, daB im Zeitintervall (0,x) eine Zu-

standsdnderung eintritt und

x(x,y) = = (Ajk mxm (X7 ¥) (e)
kann als verallgemeinerte Erneuerungsfunktion angesehen werden, in der

liber die zweidimensionalen Faltungspotenzen

m-1
Agﬁ)(x;y) = I Aé?'1) L Alk(x'Y) (7)

1=0

summiert wird.
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Die in x(x,y) auftretende "geometrische Reihe" von Faltungspotenzen
kann i.a. nur numerisch ausgewertet werden. Wir verwenden hierzu ein
von P. Zinterhof stammendes Verfahren /1/, bei dem mit Hilfe von zah-
len theoretischen Methoden die betreffende zweidimensionale Laplace-

Stieltjes Transformierte LS[X(x,y)] numerisch invertiert wird.

2. GewShnlicher Semi-Markoffkern der Modelle

Folgende Voraussetzungen, die sich aus der Systemanalyse flir die PASSAT

ergeben, vereinfachen unser Modell ganz erheblich:

(i) Nahezu jedes Ende eines Arbeitszyklus ist flir den stochastischen

Prozess der Freisetzung ein Regenerationspunkt.

(ii) Das Verhdltnis der maximalen Dauer 1 eines Stdrfalls zu der mitt-
leren Dauer (Aj;+i,) * reguldren Betriebs ist von der GrdfBenordnung
1:3000 (v = 24[std] Dauer eines Arbeitszyklus, Ny 7-107%[std™* ]

Ausfallraten der Erhitzer).

Annahme (i) rechtfertigt einen MEP mit einem verallgemeinerten Kern (2)
und Annahme (ii) erlaubt uns, die Verwetlzeit in einem Stérfall n&he-

rungsweise Null zu setzen.

Dexr Kern unserer Modelle

( 0 pol.Fo1(X) poZ'FOZ(X)

(x) 0 0 ' (8)

Q(x) = l1-F1O

1-F20(x) 0 0

dessen Struktur aus dem Zustandsdiagramm folgt, enthdlt daher fiir den
Ubergang von Normalbetrieb zum St8rfall EH1 vor EH2 bzw. EH2 vor EH]

die Verweilzeitverteilungen

FO1(X) = F ,(x) = 1-e roA1i=AtAe 0 « x < = (9)

o2
und fiir die Riickkehr zum Normalbetrieb die Verweilzeitverteilungen
(Stufenfunktion)
Fio(x) = F, (x) = U, (x) = (10)

1 x >0

1o

Die Verweilzeitverteilungen Foi(y) sowie die nichttrivialen Werte

Poji = Ai/(x1+A2), i=1,2 der in Q(x) eingebetteten Markoffkette ergeben
sich aus der gemeinsamen Lebensdauerverteilung P{T1 < t1, T, < tz}

= (1—exp—A1t1)-(1—exp—xzt2) der beiden Erhitzer.
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3. Verallgemeinerter Semi-Markoffkern der Modelle

Wir betrachten ein Modell mit einer deterministischen und mit einer

stochastischen Kostenfunktion (Kosten = Freisetzung).

3.1 Monotone deterministische Kostenfunktion

Fiir eine monotone Kostenfunktion cﬁ(t) im Zustand j, die nur von der
zufdlligen Verweilzeitdauer Tn=1 abhdngt, gilt (Spezialfall von (2),
siehe /1/) ‘

Ajk(X,y) = P{Tn_1 i Xy Cj(Tn_']) _<_ Y Jn = lin—1 - J}

il

. -1
. \ 11
ij(Mln(x,cJ (v)) (11)

bzw. fir deren Laplace-Stieltjes Transformation

-(ux+vcj(X))

Epetarm) o= 18 [, ] = e a Qg () (12)

Daher erhalten wir mit der linearen Kostenfunktion co(x) = ge«x flir den
Normalbetrieb (g=a°jo Freisetzungsrate, d mittlere Durchlissigkeit, i,
Massenstrom des radioaktiven Jods) die Matrixelemente

oo

Xok(u,v) = pok~£e (ux+vex) dr S k=1,2 (13)

ok ¥} = Pox® Trgyan

und mit den konstanten Kostenfunktionen cj(x) = my, j=1,2 fir die
beiden St&rfille die Matrixelemente
n o - (ux+vm.) o = (ux+vm.) —mjv
Fiolav) = s e Tau (x) = /e I s(x) dx = e .(14)
o o

Ob in unserer Anlage die Brennstibe kontinuierlich oder periodisch auf-
geldst werden, geht nach den Voraussetzungen in Abschnitt 2. nur in
die Freisetzungsrate £ bei Normalbetrieb ein (& (period.) = g (kontin.) /3).

3.2 Stochastische Kostenfunktion

Ist die Kostenfunktion Cj im Zustand j stochastisch und statistisch

unabhdngig von der Verweildauer Tn—1’ so tritt anstelle von (11) die

Beziehung
By (xry) = PT 4 < x ; Cy 2 ¥r Iy = lin_1 = 5}
= . ° . ’ 5
ij(x) Gj(y), (15)
wobei Gj(y) 1= P{Cj < y} die Verteilung der im Zustand j freigesetzen

Menge Cj an radiocaktivem Jod ist.




— 165 —

Wie eine eingehende Analyse des "ersten" Stodrfalls ergibt, sind diese
Verteilungen nahezu Stufenfunktionen. Dies riihrt daher, daB nur sehr
selten eine erhShte Menge an radioaktivem Jod freigesetzt wird und
dies nur in einem kleinen Zeitabschnitt (0,ym) eines Arbeitszyklus
(0,71). Die Verteilungen Gj(y) bestehen ndherungsweise sowohl 'im Stor-
fall EH1 vor EH2 (j=1) als auch im St8rfall EH2 vor EH1 (j=2) aus einem
Atom fir Cj=0

Gj(O) = P{Cj=0} = 1-ej, ej<<1 (16)
und dem absolut stetigen Teil
95v)dy = (e,/ Gy M) -dy ,  J=1.2 . (7

Die entsprechenden Elemente des allgemeinen Kerns lauten daher im

Laplace-Stieltjes Bereich

3oy .
© o'm _ €. J Y. v
A, (u,v) = £ e %au (x)or e VY.dc. (y) = o3 & [1—e e m ]
10 o © o J Jo¥m Vv
‘ (18)
j=1,2
(y_ = 2,37 [std ]; =5 86~10"7° €, = 1 70-10”6)
m r H 51 ] 7 2 [;

4. Erneuerungsfunktion des Prozesses

Nach (8) und (11) hat in unseren Modellen der verallgemeinerte Kern K
die Struktur

X = [ ] . (19)

Daher lautet die Laplace-Stieltjes Transformierte %(u,v) der zwehdrigen

o0 o
coU

a
0
0

verallgemeinerten Erneuerungsfunktion

1 ‘ ab b
Y=, (% R N 1-bd b (20)
X = 4 T3y37 By ) g3 = T-ac-bd |°© ¢
14 ad 1-ac
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5. Einige numerische Ergebnisse

Wir geben drei typische Beispiele mit einer deterministischen Kostenfunk-
tion, fiir die die Eingangsdaten aus der Systemanalyse von PASSAT ent-
nommen sind. Die Ergebnisse (Diagramme) stammen aus einem Rechenprogramm,
das von P. Zinterhof in "SPEAK EASY" geschrieben wurde.

In den Diagrammen aller drei Serien ist der jeweils k-te Sprung dem
(k-=1)ten Stérfall zuzuordnen (k=1,2,...). Der erste Sprung gehdSrt zum
Normalbetrieb (=0ter St&rfall). Bei diesem werden £-t [kg]radioaktives
Jod im Zeitintervall (0,t) freigesetzt.

Wegen der Verweilzeit Null im St&rfall und A1 ®= A, tritt in den Diagram-
men der ersten beiden Serien der k-te Sprung in guter N&herung bei der

Wahrscheinlichkeit

- k g
PIN(t) k) = e "Eogp L8 yg q,2,...
jzo I
auf (Poissonprozess, N(t) = Anzahl der Stdrfdlle in (0,t)).
Serie 1
-10
Normalbetrieb periodisch: Freisetzungsrate & = 2,91.10 1 [kg/Std] .

w

Storfdlle (maximale Freisetzung): my = m, = ,8-10—2 [kg] . Ausfall-
raten der Erhitzer Ay = 7,0-107° [std™'], a, = 7,5:107° [sta™'] .
Mittlere Freisetzung bis zum ersten Stdrfall E{ E-Min(T1,T2) }=
2-10'5[kg]. Bei t=0,5 Jahren wird im Normalbetrieb £t = 1,27-107° [ kg ]
radioaktives Jod freigesetzt. Da aber in einem Stérfall 3,8-10 2 [kg]
freigesetzt wird (!), ist in den Diagrammen mit t>8 Jahren der erste

I

Sprung nicht mehr zu erkennen.
Wahrscheinlichkeiten fiir den 0 bis k-ten St8rfall fiir einige Zeitinter-
valle (0,t):

t = 0,5 Jahre
gt = 1,27-107° [kg]

k-ter Stdrfall l 0 : 1 | 2
P{N(t) < k} } 0,938’ O,998~ 1-4+107°>
t = 8,0 Jahre
£t = 2,04:107° [kq]
k=ter Storfall b 0 I 1 ' ’2 l 3 l 4 ’ 5

P{N(t) < k} I 0,362[ 0,730, 0,917| 0,980’ 0,996[ 0,999
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t = 32,0 Jahre
£t = 8,16-107° [kg]
k-ter St6rfall ‘ 0 1 2 3 ‘ 4 ‘ 5
P{N(t) < k} ‘ 0,017{ 0,087{ 0,229 0,421‘ 0,616‘ 0,775
6 7 8 9
0,883} 0,945} 0,977 0,991
Serie 2

Normalbetrieb periodisch: Freisetzungsrate § = 2,91~1O_13 [kg/Std] '
Storfdlle (Mittelwerte der Verteilung): m, = 1,12-10—8[kg] ;oM =
3,33-10_8 [kg], A, wie in Serie 1. Mittlere Freisetzung bis zum ersten
stérfall E{E-Min(T1,T§)E = 2.10"% [kg] . Bei t=8 Jahren wird in Nor-
malbetrieb g£-t=2,04-10 - [kg],im Stérfall aber nun 1,12:10"

3,33-10_8 [kg] radioaktives Jod freigesetzt. Daher ist in den Diagram-

men mit t<128 Jahren der erste Sprung erkennbar.

bzw.

Die Wahrscheinlichkeiten fiir den 0 bis k-ten Stdrfall sind dieselben

wie in Serie 1.

Serie 3
Alle Parameter wie in Serie 2’jedoch Freisetzungsrate g-= 2,91-10_10[kg]

Damit sind die Beitridge aus den Stdrfidllen mit w 1078 [kg] gegen den Bei-
trag aus der mittleren Freisetzung bis zum ersten Stdrfall

E% g-Min(T1,T2)$ = 2-10—5 [kg] zu vernachldssigen. In den Diagrammen
ist daher nur der erste Sprung (Normalbetrieb) bei &t [kg] erkennbar.

Literatur

/1/ Zinterhof, P.
Markoff-Erneuerungsprocesse mit allgemeinen Kostenfunktionen, dieser

Bericht.
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