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Transiente Dreiphasen Dreikomponenten Strömung 

Teil 1: Formulierung des Differentialgleichungssystems 

Zusammenfassung 

Ausgehend von den Erhaltungsgesetzen wurde die nichtkonservative Form eines 
System~aus 18 quasilinearen partiellen Differentialgleichungen, die eine Drei
phasen, Dreikomponenten Strömunq beschreibt, entwickeit. Dabei wurde die Strö
mung mit drei Geschwindigkeitsfeldern beschrieben. Jedes Strömtlngsfeld bestehet 
aus einer inerten und einer nichtinerten Komponente. Vollständiges thermodynami
sches und mechanisches Nichtgleichgewicht zwischen den Feldern wurde modelliert. 
Es wurden die einfachst-möglichen Konzentrations- und Entropiegleichungen ohne 
vereinfachende Annahmen erhalten. Dabei wurde die nefinition der Machzahl, der 
kritischen Massenstromdichte und damit die lokale Kritikalitätsbedingung erhal
ten. 

Transient Three-Phases Three-Component Flow 

Part 1:Formulation of the System of Differential Equations 

Abstract 

Starting from the conservation prinziples a nonkonservative form of a system of 
18 quasilinear partial differential equations describing the three-phase three
component flow is obtained. The flow is described using the three-velocity field 
approach. Each of the flow-fields consists of one inert and one noninert component. 
Full thermodynamical and mechanical nonequilibrium between the fields is modelled. 
The simplest possible concentration and entropy equations are obtained, without 
any simplif)'ing assumptions. Also the definition of the Mach number, the criti-
cal mass flow rate, and the criticality condition for this physical system is ob
tained. 
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Nomenklatur 

A Querschnitt 
a Schallgeschwindigkeit 
cp spezifische Wärme bei konstantem Druck 
d totales Differential 
e spezifische innere Energie 

FR Reibungskraft 
fR Reibungskraft pro Volumeneinheit des Gemisches 
G Massenstromdichte 
G* kritische Massenstromdichte 
g Gravitationskonstante 
h spezifische Enthalpie 
M Mach-Zahl 
m Massenstrom 
p Druck 
Q thermische Leistung 
q11 in die Strömung eingeführte thermische Leistung pro Volumeneinheit 

des Gemisches (der Strömung) 
R mit Index - Gaskonstante 
R ohne Index - Reibungsdruckabfall pro Längeneinheit des Kanals 

S Schlupf 
s spezifische Entropie 
T absolute Temperatur 
U Vektor der abhängigen Variablen 

v spezifisches Volumen 
V Geschwindigkeit - Vektor 
u,v,w x,y,z Komponenten des Vektors V 
x,y,z Koordinaten 
x Massenstromanteil 
xi Massenstromanteil der inerten Komponente des Geschwindigkeitfeldes i 

Griechische Buchstaben 

d Volumenanteil 
A endliche Differenz 
~ Isentropenexponent 



A Wärmeleitfähigkeit 
}.... Ei genwert 
y zeitliche Massenänderung pro Volumeneinheit des Gemisches 

q Dichte, ohne Index - homogene Dichte 
1:' Zeit 

~ Winkel zwischen -g und V 
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1. Einleitung 

Viele Prozesse in unserer Umwelt sowie in der Technik stellen transiente Mehr
phasen Mehrkomponenten Strömungen dar. Es sei erinnert an Umströmung von sich 
bewegenden Objekten im Regen oder Schnee und umgekehrt, Druckwellenausbreitung 
in regnender Atmosphäre, staubförmige Industrieabfälle in der Atmosphäre, Kon
zentrationausbreitung der Borsäure in wassergekUhlten Kernreaktoren, Transport 
von Korrosionsprodukten in technologischen Einrichtungen, Prozesse bei Unfällen 
in Kernreaktoren z.B. Brennstoffpartikeltransport durch Wasser- Wasserdampf
Luftströmungen in den Kreisläufen als auch im Containment~ Diffusion von Suspen
sionen durch poröse Membranen (z.B. Gewebe) u.s.w. Mit der ständig anwachsenden 
Leistung der Computer bietet sich auch die Möglichkeit zur immer vollständige
ren mathematischen Modeliierung von Strömungen solcher Art. Dies bedeutet aber 
nicht nur eine extensive Erweiterung derzeitiger Modellvorstellungen, sondern 
auch das Suchen neuer Wege zur einfachen Beschreibung komplizierter Strömungs
strukturen. Ein solcher Versuch ist in der hier vorliegenden Studie unternommen 
worden. 

2. Formulierung des Dg·l .-Systems 

2.1 Qualitative Eigenschaften der zu beschreibenden Strömung 

In diesem Abschnitt werden kurz die qualitativen Eigenschaften der zu beschrei
benden Strömung erläutert. 

l~it- bett~achten eine transiente (t~), dreidimensiona'le (x,y,z) Strömung, fließend 
innerhalb eines porösen Mediums. Die Porosität des Mediums (v in der Umgebung 
eines Punktes (x,y,z) 

wird als der Anteil von Ax4yAz, der von der Strömung durchflossen wird, defi
nier't. Die Durchlässigkeit in der Richtung x (,<ist der Anteil der Fläche AyAz, 
der von der Strömun0 dttrchflossen wird. Analog wird die Durchlässigkeit in den 
rest'l ichen Richtungen ry' ~z definiert. 

Die Strömun9 besteht aus drei vev-schiedenen Phasen - Gas, FlUssiakeit und feste 
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Phase. Die Gasphase besteht aus Dampf und nichtkondensierendem Gas. Die Flüssig
keit und der Dampf sind aus dem gleichen chemischen Stoff. Die feste Phase ist 
ein anderer chemischen Stoff. Phasenumwandlungen sind nur zwischen Flüssigkeit 
und Dampf zu erwarten. Die nichtkondensierende Gaskomponente und die feste Phase 
werden weiter als inerte Komponenten bezeichnet, 

Die StrHmung besteht aus drei Geschwindigkeitsfeldern. Das erste Feld besteht 
nur aus Gas, das zweite aus Flüssigkeit und fest~Phase und das dritte besteht 
auch aus Flilssigkeit und fester Phase. Jedes der drei Felder besitzt eine Ge
schwindigkeit, die sich von der Geschwindigkeit der anderen Felder unterscheidet 
(Inhomogenität). 

Die drei Geschwindigkeitsfelder besitzen unterschiedliche Temperaturen (thermo
dynamisches Nichtgleichgewicht), aber unterlieqen dem gleichen Systemdruck. 

Innerhalb jedes einzelnen Feldes herrscht die gleiche Temperatur (thermisches 
Gleichgewicht innerhalb des Feldes) und die gleiche örtliche Geschwindigkeit 
sowohl für die flüssige als auch für die feste Phase (Homogenität oder mechani
sches Gleichgewicht innerhalb des Feldes). 

Für die Gasphase ist der Dalton'sche Satz gültig. Die nichtkondensierende Kom
ponente wird als ideales Gas betrachtet. 

Die bis jetzt aufgezählten Eigenschaften der zu beschreibenden Strömung sind in 
der Tabelle 1 zusammengefaßt. Tabelle 2 enthält die Erläuterung der weiter ver
wendeten Indizes. Zu beachten ist, daß auch eine Massenzu- bzw. -abfuhr von bzw. 
nach außen berücksichtigt wird. Die drei Feldgeschwindigkeiten der Quelle bzw. 
der Senke müssen nicht unbedingt mit den Geschwindigkeiten der drei Felder iden
tisch sein. 

Mit anderen Worten,Gegenstand unserer weiteren Betrachtung ist eine 
- transiente 

- dreidimensionale 
- dreiphasen 
- dreikomponenten 
- nichthomogene (drei Geschwindigkeitsfelder) 
- Nichtgleichgewichtsströmung in einem 
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- porösen Medium. 

Tabelle 1 

Geometrie 
- drei dimensional (x,y,z) 
- poröses Medium ( Poros 1 tät K v, Durch 1 äss i gkeit tx, ty, ~x) 

~Ge~m~i~s~c~h------------~~--~~~~~~-~~~--~-~~~~~·~~~~~~~-~--·~~ 
- transient 
- drei Phasen 
- drei Komponenten 

- drei Geschwindigkeitsfelder 

- thermodynamisches Nichtgleichgewicht 

(1:) 

(Gas, Flüssigkeit, feste Phase) 
(nichtkondensierendes Gas, Dampf-Flü
ssigkeit, feste PhRse) 

(Vl-Gas' V2-(flüssi1+fest)' v3-(flüssig+ 
fest)) 

(Tl-Gas' T2-(flüssig+fest)' 13-(flUssig+ 
fest)) 

1 __ -~g~l~e~ic~h~e~r_S~y~s~t~em_d_r_u_c_k ____________ ~~(~p~)------------------------------~~-
Geschwindigkeitsfeld 
- homogen 

- thermisches Gleichgewicht 

- für das Gasgemisch ~ilt der Satz 
von Dalton 

- die nichtkondensierende Gaskomponente 
ist ein ideales Gas 

(Vl-Gas=Voampf~vnichtkondensierend) 

/V2-(flüssig+fest)=V2-flüssig=V2-festl 

/)1 3- ( fl Uss i g+fest) =V 3-fl Uss i g =V 3-fes t7 

(Tl-Gas=Toampf=Tnichtkondensierend) 

fT ( 1 .. . f t ) = T 2 f 1 .. . = T 2 f t 7 2- f USSlg+ es. - USSlrJ - es 

/T3-(flüssig+fest)=T3-flüssig"'T3-fest! 

(p=po-Damof+pl-nichtkondensierend) 
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Tabelle 2 Indizes 
i I Geschwindigkeitsfeld 

~-~ G Gas 
~ F flüssig + fest (z.B. Film) 
~ T flüssig + fest (z.B. Tröpfchen) 

- -~-' 

iN inerte Komponente des Geschwindigkeitsfeldes 
Hl :;;; L nichtkondensierendes Gas im Gasgemisch (z.B. Luft als ein einziges 

Gas betrachtet) 
2N ; FB feste Phase B (z.B. Borsäure) im Geschwindigkeitsfeld 2 (F) 
3N :; TB feste Phase B ( z. B. Borsäure) im Geschwindigkeitsfeld 3 (T) 
Flüssigkeit + Dampf 
D Dampf 
FF Flüssigkeit im Geschwindigkeitsfeld 2 ( F) 
TF Flüssigkeit im Geschwindigkeitsfeld 3 (T) 
Richtung der durch Stoffübergang transportierten Masse zwischen zwei Geschwindig-
keitsfe 1 dern 

von zu 
DF (GF) D (G) F Kondensation 
DT (GT) D (G) T 
FD (FG) F D (G) Verdampfung 
TD (TG) T D (G) 
FT F T Entrainment 
TF T F Deposition 
Richtung der Massenquellen bzw. Senken (A ; Außen, VA.#V.) 

1 1 
von zu von zu von zu von zu 

AL A L LA L A AD A D DA D A 
AFB A FB FßA Fß A AFF A FF FFA FF A 
ATB A TB TBA Tß A ATF A TF TFA TF A 
Richtung des Impulstransportes (l~ ; Wand) 

von ZU von zu 
WG t~ G GT G T 
\·JF ~! F GF G F 

FT F T 
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2.2 Derzeitiger Stand 

Die Aufgabe, mehrdimensionale Zweiphasenströmungen mathematisch zu simulieren, 
wurde und wird von mehreren Autoren in verschiedenen Varianten behandelt. Das 
Ziel dieses Abschnittes ist,kurz diese Entwicklung darzustellen. Dabei soll die 
Frage beantwortet werden : ist ein anwendungsreifes theoretisches Modell, das 
die Dreiphasen, Dreikomponenten Strömung beschreibt, vorhanden? An dieser Stelle 
wird nicht die Problematik der konstitutiven ~leichungen sowie der numerischen 
Integration diskutiert. Es ist nicht beabsichtigt, eine Obersicht der Entwick
lungsprozeduren der Erhaltungssätze z.B. verschiedene Arten von Mittelung 
u.s.w darzustellen (dazu sei der Leser auf weitere Literaturquellen z.B. /32-
47/ hingewiesen).Die zu den diskutierten Modellenzugehörigen Dgl .-Systeme wur
den im Anhang 1 zusammengestellt. 

Die Entw~klung von Einphasen Modellen: Harlow-Amsden /2/ (1968), Hirt /3/ (1968), 
Amsden-Harlow /4/ (SMAC 1970), Harlow - 1\msden /5/ (1971), Kobayashi - Namatha-
me /18/ (1975) /bzw. Takeuchi /24/ (MULTIFLEX 1979)/, Coloutman u.a. /10/ 
(SOLA-ICE 1976), Sha u.a. /16/ (COMMIX-1 1979), Chen u.a. /26/ (BODYFIT-lFE 1980), 
Hall /31/ (DUVAL 1982), Gay-Gloski /23/ (GFLOW 1983) u.a. waren eine Vorausset
zung für die Entstehung von mehrdimensionalen Zweiphasenströmungsmodellen. 

~leichgewichtsmodelle für Einkomponenten-Strömungen wurden von Hall-Parsehing 
/27/ (DUVAL 1981, homogen), Vander Vorst- Stuhmiller /22/ (SWIRL 1981, nicht
homogen, (r,z,~)), Bottoni u.a. /17/ (COMMIX2-SM 1984) u.a. entwickelt. 

Auf der Basis des Drift-Flux Modells (5 Gleichungen) wurden 1979 von Hirt u.a. 
/12/ das ProgrammSOLA-DF und von Mössinger /28/ das Program DRIX-20 entwickelt. 
Dabei wurde die Gasphase im Sättigungszustand angenommen. Die Geschwindigkeits 
differenzwurde durch eine zusätzliche Differentialgleichung berechnet. Mössin
ger berücksichtigte zusätzlich die "turbulente Zähigkeit". 

1974 entwickelten Amsden und Harlow ihr erstes Modell KACHINA /6/ fUr eine 
Strömung bestehend aus zwei Geschwindigkeitsfeldern. In jedem Feld wurden zwei 
Komponenten)Gas und FlüssigkeitJvorausgesetzt 1 und es wurde ein thermodynamisches 
Nichtgleichgewicht zwischen den Feldemzugelassen. Eine Weiterentwicklung die
ses Programs wurde 1976 von Rivard- Torrey /11/ (K-FIX) veröffentlicht. Dabei ist 
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nur je eine Komponente der beiden Geschwindigkeitsfelder berücksichtigt und 
der Transport an der Phasentrennfläche implizit behandelt. In beiden Programmen 
wurden separierte Impulsgleichungen verwendet. Die weitere Entwicklung dieser 
Modelle stellen die Computer Programme TRAC-Pl Liles u.a. /19/ (1978) bzw. TRAC
PD2 Liles u.a. /20/ (1981) und THERMIT-2 Kelly-Kao-Kazimi /21/ (1981) dar. Cha
rakteristisch für diese Generation von drei Codes ist die Kopplung von Fluiddy
namik und Strukturwärme in der Spaltzone eines wassergekühlten Kernreaktors. 
Dabei wurde in THERMIT-2 der turbulente räumliche Transport, zum Unterschied 
von TRAC>mitberücksichtigt. Alle bis jetzt diskutierten Modelle sind für Ein
komponenten Systeme.Eine Weiterentwicklung dieser Code-Familie wurde (1980) 
durch Thurgood u.a. /29/ - COBRA-TF berichtet. Es wurde ein drittes Geschwindig
keitsfeld eingeführt,um die Struktur der Strömung besser zu beschreiben. Dabei 
wurde thermisches Gleichgewicht zwischen den zwei Flüssigkeitsfeldern angeno
mmen. Das Programm wurde als dreidimensionaler Modul von TRAC -PD2 (COBRA/TRAC) 
verwendet. Eine weitere Vervollkommnung des Modells von COBRA-TF wurde durch 
Berücksichtigung der nichtkondensierbaren Gaskomponente /30/ in COBRA-NC (1984) 
durchgeführt, wobei turbulente Diffusion und Wärmeleitung in den drei Geschwin
digkeitsfeldernberücksichtigt wurde. 

Fünf Geschwindigkeitsfelder wurden von Senglaub u.a. /25/ in einem stark verein
fachten (ohne Impulsgleichungen. inkompressibel) Driftfluxmodell (CONTAIN 1982) 
verwendet. 

Kolev /50-58/ (1977-1984) stellte eine Familie von Strömungsmodellen auf, wobei 
im Gasfeld eine nichtkondensierende Komponente berücksichtigt wurde. Zwei- bzw. 
Dreikomponentensysteme wurden mit bis zu drei bzw. zwei Geschwindigkeitsfeldern 
behandelt. 

Aus dem oben dargestellten folgt: Es existiert zur Zeit kein anwendungsreifes 
dreidimensionales Modell einer Dreiphasen, Dreikomoonenten Strömung (im Sinne 
von Kap.2.1) , beschrieben durch drei Geschwindigkeitsfelder. 
Ein Kennzeichen aller Modelle /12,28,6,11,19,20/ ist die Verwendung der Massen
und Energie~1leichungen in konservativer Form, und Vernachlässigung der Leistung 
einer Reihe von Kräften in der Energiegleichung, die in der Impulsgleichung exi
stieren. Im folgenden wird gezeigt, daß eben die Berücksichtigung dieser Glieder 
zur wesentlichen Vereinfachung der Energiegleichungen (Entropieform) führt. 
Damit wird die erhaltene Darstellung viel einfacher eben bei Berücksichtigung 
mehrerer physikalischer Effekte. 
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2.3 Einführung 

Die Beschreibung der Mehrphasen- Mehrkomponentenströmungen ist relativ kompli
ziert. Um das Verständnis des weiter dargestellten Stoffes zu erleichtern, wird 
als Einführung die Herleitung des Differentialgleichunassystems, das eine homo
gene Strömung beschreibt, angegeben. Nicht weil diese Herleitung unbekannt ist, 
sondern weil die Grundgedanken bei der Entwicklung insbesondere der einfachsten 
Form (mit der Entropiegleichung anstatt der Energiegleichung) auch für Mehrpha
sen- Mehrkomponentenströnungen die gleichen sind. 

Im Koordinatensystem (x,y,z) fließt ein homogenes Medium. In einem beliebigen 
Punkt (x,y,z) besitzt dieses Medium eine Geschwindigkeit V mit drei Komponenten 
(u,v,w) in den drei Richtungen (x,y,z). Wir abstrahieren von der in Abb.2.3.1 
dargestellten Strömung ein infinitesimales Kontrollvolumen so, daß seine Abmess
ungen (ax,~y,Az) viel größer als die molekulare freie Weglänge des Fluids sind. 
Die Änderung der Masse gA.XJ:.Yb.Z innerhalb (äxäyAz) mit rler Zeit wird nur durch 
die Differenz der ein- bzw. ausfließenden Massenströme in den drei Richtungen 
verursacht: w V 

IH 
Abb.2.3.1 

t 1;: ' ~Ax--vAY 

0 
aT(9AXÄYAZ)+(guayaz)x+AX/2-(quayaz)x-ax/2 

+(qVAX4Z)y+by/ 2-(9VAX4Z)y-Ay/ 2 

+(9WAYAX)Z+AZ/ 2-(9WAYAX)Z-AZ/ 2 = 0 

Die Bilanz kann pro Volumeneinheit der Strömung geschrieben werden d.h. dividiert 
durch AXIl.YrA2:. Henn wir gl eichzeitig den Grenzübergang 1 imAxAyl!z~ 0 durchführen, 
erhalten wir die Massenerhaltungsgleichung der Strömung in kartesischen Koordina
ten 

(~+V(qV)=O) 
Weiter verwenden wir das Prinzip der Erhaltung des Impulses der Strömung. Der Im
puls gV pro Volumeneinheit der Strömung ist eine Vektorgröße mit drei Komponenten 
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(qu,qv,gw) in den drei Richtungen (x,y,z). Deswegen erfolgt die Bilanzierung für 
jede Richtung. Analog wie beim Massenerhaltungsprinzip ist hier die zeitliche 
Änderung der Impulskomponente in Richtung x quAx~yAz von den in den drei Rich
tungen ein- bzw. ausfließenden Massenströmenund damit verbundenen Impulsströmen 
beeinflußt. Dazu kommt die Kraft, die durch die Druckdifferenz in Richtung (x) 
entsteht, die x-Komponente der Schwerkraft und die X-Komponente der Reibungskraft 

fx. 

a 
äT(qUAXAy~z)+{(quAyAz)~X+AX/ 2-{(9UAYAZ)4}X-AX/ 2 

+[{qV.AZ4X)tÜ y+Ay/ 2-{(qvtJ.ZAX)u) y-öy/ 2 

+{(qWAX~y)4JZ+AZ/ 2-{(qwAXAy)u}Z-.4Z/ 2 
+(pAZAY)X+AX/2-(pAZAy)X-AX/2 

+9AXdy6zgX+AX4YAZfx=0 

Wir dividieren wiederum durch AXAYAZ und führen den Grenzübergang limAX4yAz~o 
durch. Damit erhalten wir die sogenannte konservative Form der Impulsgleichung 
in x-Ri chtung 

~T(9u)+~(9u.u)+~(9v.u)+~(9w.u)+~+qgx+fx=O 
Die nichtkonservative Form erhält man nach einer Differenzierung 

uf~+~ ( qu)+~( qv)+~( gw)]+9(~+u~+v~+w~)+~+qgx +f x=O 

=0 

Durch Vergleich mit der Kontinuitätsgleichung sieht man, daß der Ausdruck in der 
eckigen Klammern gleich Mull ist. Damit erhalten wir die X-Komponente der nicht
konservativen Impulsgleichung. Analog werden auch die restlichen y,z-Komponenten 
erhalten: 

au au ou au ~ 
q(~+u3X+vay+wgz)+ox+9gx+fx=O 

av öv av öv Qp 
9(or+uax+vay+waz)+öY+qgY+fy=o 

ow aw aw öw 'Q.p 
q(~+uax+vay+wäi)+az+qgz+fz=O 

Die Energiegleichung gewinnt man, in dem man die zeitliche ~nderung der totalen 
Strömungsenergie 9E=9[e+~(u 2+v 2+w2 l]ßXAYAZ mit der konvektiven Energieänderung, 
verursacht durch die ein- bzw. ausfließenden Massensträme, bilanziert. Dazu kommt 
die vom Druck verursachte Leistungsänderung (pAyAz.u. paxAz.v, pAxAy.w) in den 
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drei Richtungen, die Leistung der Schwerkraft, der Reibungskraft und die von 
außen in die Strömung zugeführte Wärmeleistung ~1 AXAyAz 

0 
Öt(gEAXAyaz)+(qu~yAz.E)X+AX/ 2-(quAyAz.E)X-AX/ 2 

+(qVAZ~X.E)y+Ay/ 2-(qVAZAX.E)y-~y/ 2 
+(9WAXAy.E)Z+AZ/ 2-(qWAXAy.E)Z-AZ/ 2 

+(pAyAz.u)x+Ax/2-(pAyAz.u)x-Ax/2 

+(p4X6Z,V)y+Ay/ 2-(pAX6Z.V)y-Ay/2 

+(pAXAy.W)Z+AZ/2-(pAXAy.w)z-Az/2 

+~xAy~z(fxu+fyv+fzw)+~xAyAzg(gxu+gyv+gzw)=AXAyAz~· 

vJi r di vidieren wiederum durch IJ.XIJYI!Z und führen den Grenzübergang 1 imAx.4y.4z~ 0 

durch: 

~T{gfe+~(u 2+v2+w2 )J}+gx{qu[e+~(u 2+v2+w2 )l} 

~tqv[e+~(u 2+v 2+w2 )JJ 

~z~ qw[e+~( u2
+i+w

2 
)} J 

+~x(pu)+~(pv)+~(pw)+(fx+qgx)u+(fy+qgy)v+(fz+qgz)w=ct' 
Unter Berücksichtigung des Zusammenhanges 
h=e+p/q 
erhält man 
o a a a ~ äT(qh)+ax(gu.h)+ay(qv.h)+oz(9w.h)-ai+ 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 
~ (ou +v +w )+~ ( u +v +w )/' (ov u +v +w )+a (o\IJ u +v +w 
Ö\ 1 2 ax qu. 2 äY J • 2 äZ ~ . 2 

+(fx+ggx)u+(fy+qgy)v+(fz+qgz)w=~· 

Nach einer geeigneten Differenzierung und dem Vergleich mit der Massengleichung 
erhält man die sogenannte nichtkonservative Form der Energiegleichung 

u2+v 2+w2 Q9 a a a oh oh öh oh öo 
(h+ 2 )far+ax{gu)+ay(qv)+äi(gw)J+g{aT+uax+voy+waz)-ät 

=0 

+u[q(~+u~+v~+loJ~)+f x +qg,J+v[q(~+u~+v~+w~)+f Y +99/ 

-~ -~ ax ay 
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Ein weiterer Vergleich mit den Impulsgleichungen liefert die äußerst einfache 
Form der Energiegleichung: 

o(oh+UOh+VÖh+Woh)-{Qp+Ucrp+vfu?+wQp)=;,.u 
1 Cfr lfX öy äZ ot ax ay az 11 

Unter der Berücksichtigung der Gibbs'sche Definition der Entrooie 
Tds=dh-dplq 
erhalten wir die Entropiegleichung der Strömung 

as+ os+väs+ OS_~ at u(}x äy w(fz-9T 

Damit läßt sich wiederum die Massengleichung durch die Zustandsgleichung 

dq=~~ds (2.3.1) 
a uS 

weiter vereinfachen. Damit erhalten wir die endgültige Form des Systems: 

Qp+uQQ+vQp+w2P+oa2(öu+ov+ow)=-a2~if: 
01: ax a_y az J ox ay az a s · 9 r 

~+u~u+v~u+w~+!Qr>=-g -f I 9 
uT vX vZ oz 90X X X 

gv tu~+vgx+w~+lClP=-g -f lq ux uy uz 9~ y y 

ow+ ow+ öw+ öw+lQ2__ -f I (2.3.2) 
Ü'f uax VOy Woz Cj(fZ- 9z Z g 

8s+ 8s+vos+w8s_gr 
0t u(fx ()y oz-9T 

Angenommen ist die homogene Strömung einer Gleichgewichtszweiphasenströmung. Das 
System bleibt ungeändert, wobei die folgenden Gleichun~en für die substantiellen 
Ableitungen zu verwenden sind 

a-2=qL-~-+1-d +v;:-v:[dqudS\( 1-ct) .~·1 l 
lquau2 ~ s -s dP q dp l (2.3.3) 

Q.Q 2v"-v' ( os) p =-g S""=ST (2.3.4) 

Dieses quasilineare hyperbolische Differentialgleichungssystem stellt die ein
fachste mathematische Beschreibung der homogenen Strömung dar. 

Fassen wir die wichtigstenSchritte dieses Abschnittes zusammen: 
-Aufstellung der Massen-,Impuls- und Energiegleichung in konservativer Form; 
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-Nach einer geeigneten Differenzierunq der Impuls- und Energiegleichung und 
dem Vergleich mit der Massenerhaltungs0leichung Gewinnung der nichtkonservati
ven Form der Impuls- und Energie9leichungen; 

- Nach einer geeigneten Differenzierung der Energiegleichung, Vergleich mit der 
Impulsgleichung und Verwenden der Entropiedefinitionsgleichung Gewinnung der 
Entropiegleichung; 

- Nach einer geeigneten Differenzierung der Massengleichung unter Verwendung 
der Zustandsgleichung g=q(p,s) in Differentialform und Vergleich mit der 
Entropiegleichung Vereinfachung der Massengleichung. 

Genau dieselben Schritte werden in den nächsten Kapiteln bei der Aufstellung 
des allgemeinen Modells einer Dreiphasen- Dreikomponenten-Strömung durchgeführt. 



- 12 -

2.4 Einige Definitionen 

Die Auswahl des Vektors der abhängigen Variablen, die die Strömung beschreiben, 
kann die mathematische Darstellung sehr einfach, aber auch sehr kompliziert ma
chen. Da das physikalische System relativ kompliziert ist, sind wir bemüht, die 
einfachste mathematische Beschreibung zu erhalten ohne Verlust an physikalischer 
Information. Dazu ist folgender Vektor geeignet: 

T * U =[x.N,s.,V.=(u.,v.,w.),ct.,p] 
1t 1 1 1 1 1 1 

i=l,2,3 i=1,3 
Für die Summe der Volumenanteile jedem Geschwindigkeitsfeld gilt: 

dl +ct2+d3= 1 

dct1 +dd2+d03=0 

(2.4.1) 

(2.4.2) 

(2.4.3) 

Nur die Geschwindigkeiten der drei Felder sind Vektoren v1 mit den Komponenten 
in der drei Richtungen (x,y,z) (ui ,v1 ,wi). 
x7~ stellt die Massenkonzentration der inerten Komponenten iN innerhalb des 
Feldes i dar 

x-x _ aiN9iN 
HJ- a.o. 

P1 

Da für die Gasphase der Satz von Dalton gilt, d.h. 

dutdl 

vereinfacht sich die Definition für x7N zu 

wobei 

ist. 

Für die Massenkonzentration der festen Phase haben wir 

it" A * dFB9FB l/9F-l/9FF x -x - -~~~~ 
2N- Fg- dF9F- 1/9FB-l/9FF 

~ _'lf> drs9rs 1 1qr- 1h~TF x =x = =~~~~ 

3rJ TB dr9r 1/ 9rB -1/ 9rF 

Dabei sind die Dichten des Gemisches q2,3 (9F,T) wie folgt definiert 

(2.4.4) 

(2.4.5) 

(2.4.6) 

(2.4.7) 

(2.4.8) 



q2;qF=(dFB9FB+dFF9FF)/dF 

g3~9T=(dfBqTB+dTF9TF)/dT 

oder 
'lt '11-

1 XFB 1-XFB 
- =-+--
~F gFB 9FF 

olf- 1 * 1 XTB -xTB 
- =-+--
9T qTB 9TF 

- 13 -

(2.4.9) 

(2.4.1o) 

(2.4.11) 

(2.4.12) 

Wenn man die Massenkonzentration der festen Phase, die Dichten der beiden Kompo-
nenten und den Volumenanteil des Feldes kennt, läßt sich der Volumenanteil 

der feste Phase leicht berechnen zu 

;{. 9; 
q.N=d.x.N-

1 1 1 qiN 
i=2,3 (2.4.13) 

t•Ji r sehen, eine Änderung von x~ N im BerP.i eh 0 ~ x~N~ 1 hat eine Änderung von 

d;N im Bereich O~diN~a1 zur Folge. 

2.5 Die Zustandsgleichungen 

Die Zustandsgleichungen werden in der Form 
n . =n . ( p, s . , x":") 1 1 11 1 1 

verwendet. Die Differentialform der Zustandsgleichungen ist 

d aqi öq; -~~ 
dq. =~!I\-s::- ds .+- dx. 

1 ~ os. 1 ~ * l a. 1 uX. 
1 1 

(2.5.1) 

(2.5.2) 

Die Herleitung der Zustandsgleichungen ist im Anhang 2 angegeben. Tabelle 3 
enthält nur die Ergebnisse der Herleitung. Die Ableitungen für das dritte Ge
schwindigkeitsfeld erhält man indem T anstatt F als Index genommen wird. Es soll 

erwähnt werden, daß alle Größen in Tabelle 3 Funktionen von (xiN'T;,p) und nicht 
direkt Funktionen von (xrN,si,p) sind. Das erweist sich als notwendig, da die 
Annahme "Temperaturgl ei chheit i nnerha 1 b des Geschwi ndi gkeitsfel des" gilt. 
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Tabelle 3 Substantielle Ableitungen 

y 

X~ =0 

(öY/op)r x# 
G' l 

0 

1 

0 

Öh 
2 Ö a FF 1 

( 1 -H , 9F ( 9FF 9FF9FFäi) - ) q -x ,_ ~ -~ 
F Fß' 0 2 op oTF 9Fc F 

JFF p 

( öqF/ ox"F·B) p,sF 
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2.6 Das Differentialgleichungssystem, das die Strömung beschreibt 

In diesem Abschnitt wird das Dgl.-System, das die Strömung beschreibt, hergelei
tet. 

Als Ausgangspunkt der weiteren Betrachtungen verwenden wir die Massenerhaltungs

gleichungen (kurz Massengleichungen) für jede inerte Komponente, die Massen-) 

Impuls- und Energieerhaltungsgleichungen für jedes heschwindigkeitsfeld - Tabelle 
4. Zu beachten sind die folgenden Besonderheiten: 

1) Es wird die Leistung jeder in den Impulsgleichun9en berücksichtigten Kraft 

auch in der Energiegleichung mitberUcksichtigt. Das ist eine Erken11triis aus 

der Einführung, da nur auf diese Weise die Entropiegleichungen zu erhalten 
sind. 

2) Im Gegensatz zu der homogenen Strömung wird in der Energiegleichung die Lei

stung der mechanischen Kompression p~Ödi/a~ mitberücksichtigt. Bei der homo
genen Strömung ist dieser Term gleich Null, da die Geometrie des Strömungska

nals keine Funktion der Zeit war. Hier kann ein Geschwindi~keitsfeld expan

dieren auf Kosten des umgebenden Feldes. 
Die konservative Form der Erhaltungsgleichungen ist in Tabelle 4 und die Quell
terme der Energiegleichungen in Tabelle 5 angegeben. 

Nach eine Reihe von Transformationen, angegeben im Anhang 3-S,kommen wir zur 
folgendennichtkonservativen Form des Dgl.-Systems- Tabelle 6. Tabellen 7 bis 

10 erläutern die Bedeutung der in den rechten Seiten der Gleichun~en auftreten

den Glieder. 

Somit haben wir die einfachst möqliche mathematische Darstellung dieses relativ 
komplizierten physikalischen Systems. Wir erkennen jetzt die Bede11tung der Aus

wahl der Massenkonzentrationen der inerten Komponenten und der Entropien des 

Gemisches als abhängige Variablen,um eine einfache mathematische Darstellung zu 
erzi e 1 en. 

Von dieser allgemeinen Form des Dgl.-Systems können eine Reihe von Modellen für 

Grenzfälle hergeleitet werden: z.B. für fehlende Phasen, Komnonenten oder Ge

schwind·iqkeitsfelder, für 2 orler 1 dimensionale Strömunqen, fiir freie Strömungen 
Y=O u.s.w. Damit werden auch eine Reihe der derzeitiq existierenden Modelle verall-

gemeinert. Darin ist eben die Bedeutung dieses Systems zu sehen. 
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Tabelle 4 
Die Erhaltungsgleichungen für die Dreiphasen Dreikomponenten Strömung 
Die Erhaltung der Masse der inerten Komponente 

~(d;N9iNrv)+~(d;NqiNuitx)+gY(d;NqiNvi(y)+gz(diN9iNwitz)=f;Nrv 
i=1,2,3 

Die Erhaltung der ~asse des Geschwindigkeitsfeldes 
a a a a 
{h( d; 9; OV )\fx ( d; 9; U; ~X )+~zy( c(iqi V i h'y) +erz ( d; q; VI;~ z) 'jl; '(V 

i=1,2,3 

Die Erhaltung des Impulses 
x-Ri chtung 
a v- a a v a v 
5":: ( d. o. u . o ) + ~ ( d. 9 . u .. u . )( ) +r. ( d. o . v .. u . o ) + !llz ( d.. o. w .. u . oz. ) ut 1 11 1 V uX 1 1 1 1 X uy 1 )1 1 1 Y u _ 1 11 1 1 

+ol; ~x~+~v( d; 9;9x +fix)=~ v(PA i uAi -yiAu iA+f'2i u2-yi 2ui~3i u3-Jli 3u i) 
y-Richtung 
a a a a v ~(ct.q.v.g )+0-(d.q.u .. v.~ )+:r(d.o.v .. v.Q )+r-(d.o.w .. v.o ) 
0'1;" 1 1 1 V X 1 1 1 1 X uy 1 )1 1 1 y uz 1 )1 1 1 Z 

+d. ~ 212+( ( d.o .g +f. )=( ( uA. vA .-u .Av 'A+u 2. v2-11. 
2
v .+u3. v3-y. 3v.) 

1 yßy V ll1 y lY V J 1 1 Fl 1 r 1 Tl 1 J 1 1 1 

z-Richtung 

~(d;q;w;(v)+~(d;q;u;.w;'tx)+~(d;q;v;.w;(y)+~(d;9;W;.w;Yz) 

+d;(z~+~v(d;qigz+f;z)=(v(JlAiwAi-YiAwiA+P2iw2J1 i2w;+Y3iw3-Yi3wi) 
i=1,2,3 

Die Erhaltung der Gasenergie 

~{ctGqL Lel +~(u~+V~+w~)]~v}+~{ctGqL uG[eL +~(u~+v~+w~)Jtx} 

+}y{ ct8qL vr,[eL +i(u~+v~+w~)]~y}+~z { clGqL wG[eL +~( u~+va+w~)} ~z} 

+~t { 0G9D[eD+!( ua+v~+w~)] ( v}+~{ dGqDuG[eD+~( u~+va+w~)J rx} 

a { 1 2 2 2 v } a { 1 2 2 2 " } +ay dGqDvG[eD+2(uG+vG+wG)7oy +oz dGqDwG[eo+2(uG+vG+wG)] 0z 

8dG a a a 
TP tvat +fix ( %PUG '(X )+ay( <ir,pvG '(y) +~ ( dr,PWG~z) 

+dGqG( gx uG+gyv G+gzwG )t,, +( f GxuG+f Gy vG+f GzwG )tv=qG 



- 17 -

Die Erha 1 tung der "Filmenergi e" 

~~{dFB9FB[eFB+~(u~+v~+w~)}~v}+~{dFB9FBuF(eFB+~(u~+v~+w~)]~x} 
+~{dFBqFBvF{eFB+~( u~+v~+w~)} ty}+~ {ctFB9FBwF[eFB+~( u~+v~+w~)}tz} 

+~{dFF9FF[eFF+~(u~+v~+w~)}~v}+~x{dFF9FFuF[eFF+!(u~+v~+w~)Jrx} 

+}y{ ~F9FFvF[eFF+~( u~+v~+w~)} ty}+~z {dFFqFFwF[eFF+~( u~+v~+w~)} (z} 

3~ a v a v a v 
+p~VÖ't' +ax ( c{FpuFo X )+ay( dFpvFo y)+az ( dFpWF4 z) 

+dFgF(gxuF+gyvF+gzwF)Öv+(fFxuF+fFyvF+fFzwF)tv=q~ 
Die Erhaltung der Energie des "Tröpfchenfeldes" 

~{dTB9TB[eTB+~(u~+v~+w~)J(v}+~{dTBqTBuT[eTB+!(u~+v~+w~llox} 
0{ 1 2 2 2 v}a{ 1 2 2 2 V} +äY UrßqTBvT[eTB+2(uT+vT+wT)7°y +az dTBqTBwT[eTB+2(uT+VT+wT)Joz 

~t{ dTFqTF[eTF+~( u~+vi+w~)] ~ v }+~ { d.rF9TFuT[eTF+~( ui+vi+wi)} ~x} 
+~{ctTFqTFvT[eTF+~( u~+v~+wi)J~y}+~{ dTF9TFwT{eTF+~(ui+v~+wi)} ~} 

actr a a a 
+p 0vaT +ax ( d.rruT(x) +ay( drpvTty) +m ( d,-pwT(z) 

+aTgT(gxuT+gyvT+gzwT)ov+(fTxuT+fTyvT+fTzwT)ov=qr 
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Tabelle 5 Die Quellterme in den Energiegleichungen 

Gas 

q~=tvlqG+JlAL LhAL +!(uÄG+vÄG+wÄc)l-fLA/hL +~(u~A+v~A+w~A)] 
1 2 2 2 1 1 2 2 2 

+~AD[hAD+2(uAG+vAG+wAG)l-foA/hn+2(hD+2(uGA+vGA+wGA)] 

" 1 2 2 2 1 2 2 2 
+pFG[h +2( uF+vF+wF )] 1GF/ho+2( uG+v r,+wG )} 

II 1 2 2 2 1 2 2 2 ~ 
+J-ITG[h +2( ~ +vT +WT )1-JlGT[ho+z( uG+v G+wG )1 ~ 

11 Fi lm11 

q;=tvlqF+fAFB[hAFB+~(uÄF+vÄF+wÄF)l-fFBA[hFB+!(u~A+v~A+w~A)] 
* [h 1222 * 1222 

+xTBfTF TB+2( uT+vT+wT )J -xFBfFT[hFB+2( uF+vF+1vF)] 

1 2 2 2 1 2 2 2 
~AFF[hAFF+z(uAF+vAF+wAF)]~FFA[hFF+2(uFA+vFA+wFA)) 

[ 1222, t1222 
-pFG hH+2( uF+vF+wF)];fGF[h +2( uG+vG+wG)J 

* 1222 * 1222/ 
+( 1-xTB )fTFlhrF+2( uT+vT+wT )1- ( 1-xFB ).fnlhFF+2( uF+vF+wF)] \ 

11 Tröpfchen 11 

* y l ;I II [h 1 ( 2 2 2 )] [h 1 ( 2 2 2 )] qT= 0v '-~T+.J1ATB ATB+2 uAT+v AT+wAT -pTBA TB+2 uTA+vTA+wTA 

* 1222 * 1222 
-xTB~TF[hTB+2(uT+vT+wT))+xFB~FT[hFB+2(uF+vF+wF)} 

1 2 2 2 1 2 2 2 
+.fJATF[hATF+2( uAT+v AT+wAT)l-fTFA[hTF+2( uTA+vTA +~<!TA)] 

1222 11222 
-JlTG[hTF+2( uT+vT+wT )] +JIGT[h +2( uG+v G+wr)l 

* 1222 * 1222 ~ 
- ( l-xTB )flTF[hTF+z( uT+VT+wT)] +( 1-XFB)fFT[hFF+2( uF+vF+wF)} ~ 



- 19 -

Tabelle 6 Die nichtkonservative Form des Dgl.-Systems 

Vektor der abhängigen Variahlen 

3 3 
1 ""' d; 2""' d; II i 

9a ~= L.i ~ ~P =ga L...i-2 
. 1 o. a. . 1o. a. 
1= 11 1 1= 11 1 

~ 89; 8q; *' ~ Dd.= u.-d.(l5":"""Ds.+-Dx.) /o. 
1 J 1 1 OS . 1 a * 1 . J 1 

1 x. 
1 

2 3 1 U aq . ög. • ~ 
Dp=ga I:- f . . -((.(~Os .+~Dx.) o. 1 1 uS. 1 a 1 · 1 }1 1 X. 

1 = 1 

T >i-
U =(x.N,s.,V.,d..,p) 

1 1 1 1 
i=1,2,3 

i=1,2,3 

3 
2 cJ.w. 
L 1 1 w =9a -

0 2 . 1 0. Cl • 
1 = J 1 1 
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T abe le 7 . Q 11 . d D1e ue terme 1n en Massen- b zw. K 1 . h onzentrat1onsg e1c ungen }I~ 0) 

f; N:;flL =.JJ AL -fLA * 
Po=YAo-foA+fFo-foF+fro-~oT 

ox* ;-ox* /L -xlYG 
1 L dGqG 

P1 ;;JlG=JlAL -pLA +JJAo-JloA +JJFo-floF+Jlro-flor 

- 'II- * 
J12N=flFs=Jl AFB-J.lFBA +xTB~TF-xFBPFT * 

YFF=JlAFF-JlFFA -pFo+J.loF+( 1 -x~ß )flTF- ( 1 -x~B) .Pn 
*- * j.JFB -XFsJlF 

Dx 2=DxFB= 
dF9F 

JJ2 :;}'F "'Jl AFB -pFBA +y /\FF-JlFF A-jJFD +JloF+PTF-JlFT 

- * 1f J-13rt'fTB = Jl 1\ Tß-JlrßA +xFRf-1 FT-xTBPTF * 
frF'"flATF-pTFA -J-lro -lJ!or+( 1-xFB )JlFT- ( l-x~B )fFT 0 *-o * Jlrs-xrsJ.lr 

x3= xrs=· 
orqr 

J13 :;fiT =yATB -fiT BA +p ATF-.J.ITFA -pTo+JJnr+Jln-JJTF 

Jl= I: Yi 

Tabelle 8 Die Quel'lterme in den Impulsgleichunf)en (nichtkonservativ) 

-

z1z =ZGz =J.IAG (wAG-wG)-JlGA (wGA -wG) +pFG (wF-wG) +f1TG (wT-wG) 

flx;fGx=fwGx+fGTx+fGFx f2x=fWFx-fGFx+fFTx f3x=-fGTx-fFTx 

f =f =f +f +f f ~f f +f f f f 1y Gy WGy GTy GFy 2y- \·!Fy- GFy FTy 3y=- GTy- GTy 

f 1/f Gz=f WGy +f GTz +f GFz f 2z=f~IFz -f GFz +f FTz f 3z=-f GTz -f GTz 
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Tabelle 9 Die Que.llterme in den Energiegleichungen (nichtkonservativ) 

qG=qG+~AL(hAL-hL)+pAD(hAo-ho) 

1 2 2 2 
+.JlAG2[(uAG-uG) +(vAG-vr:;) +(wAG-wG)] 

1 2 2 2 
-yGA2[(uGA-uG) +(vGA-vG) +(wGA-wG) 1 

l •l 1 2 2 2;l 
+JIFG h .-ho+2[(uF-uG) +(vF- vG) +(wF-wG) ~ 

+J'TG l h'' -ho+~[{ uT-uG) 2 +( vT-v r,l 2 +( wT-wG) ~! 

qF=qF+JIAFB(hAFB-hFB)+JIAFF(hAFF-hFF) 

1
1- ( ) * 1 2 2 2]1 +pTF xTB hTB-hFB +( 1-xB)(hTF-hFF)+2[(uT-uF) +(vT-vF) +(wT-wF) 

1 2 2 2 
+JIAF2[{uAF-uF) +(vAF-vF) +(wAF-v1F)] 

1 2 2 2 
-JlFA2[(uFA-uF) +(vFA-vF) +(wFA-wF) 1 

+fGFlh'-hFF+~(uG-uF)2+(vG-vF)2+(wG-wF)2]1 

Tabe 11 e 10 Die Que11terme in den Entropi egl ei chungen 

~ qG+ T G ( 5 L- 5 o){JJL -x~pG) 
Ds1=DsG= d T 

G9G G 

DslDsF= 
qF+TF( 5 FB- 5 FF)(pFB-x~~F) 

dFqFTF 

- qT+TT( 5TB- 5TF)(}JTB-x~~T) 
Ds3=DsT= q T 

TqT T 
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3. Die Mach-Zahl 

Die Mach-Zahl der Dreiphasen- Dreikomponenten Strömung erhalten wir, indem der 
stationäre, eindimensionale (z) Teil des nichtkonservativen Gleichungssystems 
nach den Ortsableitungen aufgelöst wird. Als Ergebnis erhalten wir das in der 
Tabelle 11 dargestellte System von gewöhnlichen Differentialgleichungen. Aus 
dem Nenner der Druckgradientgleichung erhält man die Definition der Mach-Zahl. 
Daraus ergibt sich die Definition der Bedingun~ zur Entstehung der kritischen 
Dreiphasen- Dreikomponenten Strömung 
M ----->1 

Im kritischen Querschnitt konvergiert der Druckgradient bzw. die Geschwindig
keitsgradienten gegen - oo bzw. + oo. 
Tabelle 11 Das stationäre eindimensionale Dgl.-System. Mach-Zahldefinition. 

( z' (v"' ~) 
dx*: 

d
---.J =Dx~ /w. z , 1 

ds. 
1 

d-=Ds .;w. z 1 1 

-2 2""' d; 
M =qa LA2 

o.w . 
.11 1 

1=1,2,3 

i=2,3 
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4. Die kritische Massenstromdichte 

Die mathematische Modellierung der Relativgeschwindigkeit zwischen den Feldern 
kann auf verschiedenen Hegen erfolgen. Einer davon ist die Verwendung der sepa

rierten Impulsgleichungen wie in Kap.2 gezeigt wurde. Dieses Verfahren benötigt 
empirische Informationen zur Bestimmung der Strömungstruktur und für jedes 
Strömungsbild, konkrete empirische Informationen für die zwischen den einzelnen 

Feldernselbst sowie zwischen der \!land und den Feldern wirkenden Kräfte. 
Ein anderer ~leg ist die Verwendung empirischer Informationen in der Form der 
Schlupf- bzw. Driftfluxgleichungen unter der Annahme, daß die unter stationären 
Bedingungen erhaltenen Korrelationen auch im transienten Zustand 9ültio sind. 
Seide Wege sind nicht vollkommen. Für den letzten lieqt zur Zeit eine breitere 
Datenbasis vor, im Gegensatz zu dem ersten, so daß er zuverlässiger ist. Außerdem 
ist man in der Lage, aus dem stationären Teil des eindimensionalen Systems die 
kritische Massenstromdichte zu berechnen. 

Das Anliegen dieses Abschnittes ist die Aufstellung eines eindimensionalen Mo
dells ausgehend von bekannter empirischer Information für den Schlupf. Abschlie
ßend wird aus dem stationären Teil des Systems die lokale kritische Massen
stromdichte berechnet. Die lokale kritische Massenstromdichte spielt eine wichti
ge Rolle bei der Modellierung von Dekompressionsprozessen in technologischen 
Einrichtungen. Sie liefert auch die nötige Information für eine mögliche Rand
bedingung auch bei mehrdimensionalen Analysen. 

Zunächst führen wir einige Definitionen ein. 

Wir definieren den Schlupf Si als 

wl 
S.=-

1 w. 
1 

Daraus folgt, daß 
s1=1 

ist. Den Massenstromanteil des Feldes i definieren wir als 
m. cf..q.w. 
1111 "" 

X i =m = G ( .w X i = 1 ) 
z 

wobei 

G = "'d·9·W· z.w,,, 

(4.1) 

( 4. 2) 

( 4. 3) 

(4.4) 
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die Massenstromdichte des Gemisches ist. Aus den Definitionen folgt für den 

Volumenanteil 
x.v.S. 

d..= 1 1 1 
1 

""x.v.S. 
L..J111 

oder 
d.=x.v.S./vs 

1 1 1 1 

wobei 

(v.=l/n.) 
1 11 

(4.5) 

(4.6) 

vs=""x.v.s. (4.7) 
'L..J111 

ist. Damit können die Feldgeschwindigkeiten folgenderweise ausgedrückt werden 
w.=G v5;s. (4.8) 

1 z 1 

Mit Hilfe dieser Definitionen lassen sich aus den nichtkonservativen Massenglei-
chungen der Geschwindigkeitsfelder, deren Summe und der Impulsgleichung des Ge
misches 

'( ~(d.o.)+~(d..o.w.( )=u.i i=l,3 
Vot' 1)1 oz 1)1 1 Z J 1 V 

(4.9) 

a a v 0 vlJr ( L di g; )+öl O'z I: di gi W;) =ov L ]1; (4.10) 

a a v 2 v fu> y ~ 
Xvcrt"( L:ct;q;wi )+az( 0z L d;9;W; )+ozaz +ov( 9z ~ <:t;9;+f z )= 

0 V L (JA; w Ai -f i A w i A) (4.11) 

folgende vier Gleichungen gewinnen (Xv~Y2 ). 

o x.S. 18 
.~L ( -

1
-

1 
) +-y -a ( x . G t ) =u . 

Ot' V S o z Z 1 Z Z J 1 
i=1,3 (4.12) 

a f1 1 a 11 
o:t( v s) +r;_az ( Gzp z) =y (4.13) 

aGz 1 a 2 ( §E 
~+~zaz(Gzvr z)+öz+q0z+fz=fzy (4.14) 

wobei 
x. 

f =L:-1 
0 s. 

1 

(4.15,16) 

f1 
9=L: d·9·=- fl= I: s,.x,. 

1 1 vs 
(4.17,18) 

f z~ = L (fA Ai w 1\ i Jl i A w i A) (4.19) 
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Als Vektor der abhängigen Variablen wählen wir 

UT={Gz,p,xl'x3,s1 ,x~ (1=1,2,3)] 

Weiter machen wir von folgender Annahme Gebrauch 
Si=Si(U,Geometrie)~quasikonstant in (A~,Az) 

(4.20) 

(4.21) 

Mit dieser Annahme und den Zustandsgleichunaen lassen sich die vier Dgl.-en 
in nichtkonservativer Form schreiben- siehe Tabelle 12 (dabei wurden die 
z-Indizes weggelassen und die äußeren Quellterme vernachlässigt). Dieses System 
ist sehr geeignet für die numerische Integration. Man kann die Entropie- und 
die Konzentrationsgleichungen getrennt integrieren und mit den erhaltenen Ergeb
nissen die rechten Seiten der ersten zwei Gleichungen berechnen. Weiterhin kann 
das System nur aus den ersten vier Gleichungen mit üblichen Verfahren integriert 
werden. Dieses Vorgehen spart Speicherplatz. 

Die Definition der kritischen Massenstromdichte erhalten wir aus dem stationären 
Teil des Systems, aufgelöst nach den Ortsableitungen - siehe Tabelle 13. Aus 
der Druckgradientgleichung erhalten wir die lokale Kritikalitätsbedingung konsi
stent mit der Annahme 11 quasikonstanten Schlupfes 11

• 



- 26 -

Tabelle 12 Das transiente eindimensionale Dgl.-System ( 11 quasikonstanten Schlupf 11
) 

ilG ilG G
2 

il 2[ SF-J ilxG 2[ SF-SJ ilxT (k+2Gvloz+(1-G*2)~+G fo{vG-SFvF)+vs--s;.- gz+G fo{STvT-SFvF)+vs SFST fu= t * ~S;x; ilq;ils; ilq;ilxj J • 18~ -z ... G v1 r -:-f 0 ---y (55"'. öz +ä* az) ; t '7az 
q. 1 X. , 1 

il * 2 [ 1-SF ßxG ST-SF ilxT f 18GJ 
~+f oG ( 9 -vG+SFvF)a:t+(-9- -sTvT+SFvF)ch· +~~ = 

2[f, ~ ~' x, ilq, Bs, ilo, ilx~ ~ * l. f'2jl I( I I 'I l -f G -G + - -r+--) o 2 2 os . 't' a -~~ a t' · q qi , x1 

[ xG(l-SF)JilxG xG(ST-SF)ilxT ilxG f 1-1 ilG f 1-1 . • 
1- f 1 eh- f 1 ~ +Gvsrz +vs--r'! xGoz=vs (yG-flxGG 6 ) 

[ xT(ST-SF)J8xT xT{l-SF)8xG Gv58xT f 1-sT aG v5 f 1-sT lf 
1- f öt - f ct-t+s'OZ +vs-rxTaz=s (fT--f-xTG ) 

1 1 T 1 T 1 

as. Gv
5
as. 

1 1 
Cfi"' +s:az =Ds; 

1 

a * "~~-x. Gv
5

ox. 
1 1 1(-

a+srz=Dx. l: . z 1 
1 

Tabelle 13 Das stationäre eindimensionale Dgl .-System. 

dichte. 

1 ~
S.x. 

1 1 
(3*2=f 0 (12" 

1 

Kritische Massenstrom-
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Anhang 1 

Harlow- Amsden /2/ (1968) ICE, Donor-cell 

~+gx(qu)+gy(gv)=O r=a 2(q-q0 )+(x-1)9e 

0 0 0 2 00 
a~(qv)+ox(9uv)+ay(9v )+äY=O 

gr(qE)~x(quE)+~Y(gvE)+gy(pv)=O 

Hirt /3/ (1968) Donor-cell 

~+~(qu)=O 
a a 2 öt(qu)+ax(gu +p+q)=O 

a 1 2 a 1 2 
0fq(e+2u )]+0x[qu(e+2u )+u{p+q)]=O 

Amsden-Harlow /4/ SMAC (1970) 

1 a m av - a ( r u) +0- =0 rm r z 

au 1 a m 2 a Qp a au 8v at +-=-mär( r u )+oz ( uv) =-or +gr +~ äz ( az -ör) 
r 

av 1 a ( m ai 8n }> a ! m ou ov 
'.5::' +- ;r r u v ) + ~ =- ::J.: +q - - r r ( ~ -r )] 
U'l:' rmur UZ ÖZ Z rnlur UZ ur 

( au -d.ox.gäx 

0 

d=const [~) 

m=O Cartesian 
m= 1 Cyl i nder 
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Cloutman u.a. /10/ SLOA-ICE (1976) 

qg+q_ (ou)+Q_(ov)+~u=O Br ax ) ay ) X 

öv ov öv o(-+u-+v- )=og 
1 Br ax Cly 1 y 

Sha u.a. /16/ COMMIX-1 (1979) 

o o a a 
(Jot-( 9 '(V )+lfx ( qu \ )+ay( 9v ~)+~Z ( qwr; )=O 

~ =1 x~r Cylinder 

~ =0 x;x Cartesian 

a a a a r qp 
Cfi-( qu rv)+ax ( qu. u 'fx )+ay( qu. v 1y)+az( qu • w z )+ Yvax +q ~9x +f x 

+ g X ( f XX (X ) + ~ ( ~ XY ry) +~ ( f X Z (Z) 

t.( qh (V)+~ ( quh fX )+~y( qvh ~y)+~z( qwh ~ )- rJ% 
=( ("t ~u+f crv+'F ow+"f Q_u+t ov+f ow+T' ou+'t av+f 8w) 

V XXOX XYOX XZfJX X.YOY yy'dy yzoy XZOZ yzoz ZZÖZ 

+lil. ( '{ kor)+Q__ ( r kcrr)+Q.. (r kar) '+r ., .. 
OX X ÖX Öy y oy ÖZ Z ßz 'J Vq 
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Chen u.a. /26/ BODYFIT-1FE (1980) 

an 0 
~+- (qV. )=0 eh oxj J 

8 8 a ao-; j 
o~(qV;)+ax.(9V;Vj)=-~.+ox. +ggi i=1,2,3 

J 1 J 

~(qh)+~ (qhV.)-fu?=aa (V.u . . )-~+og.u.+ct 
o't" ox. J 8r X. 1 1 J uX. > 1 1 

J J J 

av. av. 2 av. 
o- =u(-1+__])--u_Jo 
; j J ax . ax. 3, ox . i j 

J 1 J 
(5ij - Kronecker delta function) 

Gay R.R., D.M. Gloski /23/ GFL01:1 (1983) 

\7. V=O V=rV 

Vander Vorst - Stuhmiller /22/ SWIR (1981) 

aa a't +\7. ( dV G)=O 

~~{ r[duG+ ( 1-d) uFJ} +gzr dvG+( 1-d.) vF]=O 

oVG 2 
dGqG ( o 't" +V G.VV G)+<;iGYp=dGJ-lG17 V G+f FG+f WG 

avF 2 
dFqF(oT +VF.V'VF)+dF~p=dFfFV VF+fGF+fHF 

hG=h 11 (p), hF=h 1 (p) 

Bottoni u.a. /17/ COMMIX2-S~ (1984) 

~+\7. ( qV) =0 

a 
ar( qV) +V. ( qV. V) +\7. [x ( 1-x) gV r' V yl +'Vp=v. (v vV) +9g+f 

~ ( qh)+v. ( gVh )+V. [x ( 1-x )g( h11 -h 1 ) V;=~~ +V ,v p+/~d( 1-d) ( q11 -q 1 ) V/ .Vp-~.q+Cf'1 
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Hirt u.a. /12/ SOLA-DF (1979), ~össinger /28/ DRIX-20 (1979) 

~;+~x(9uA)+~y(9vA)]=O 
09G 1 a 9G9F o 0G~F 
a't" +Ä ax!(qGu+-q-ur)Jil+ay[(9Gv+9vr)]=pG 

a 1 a - 2 9G9F 2 a qGqc:- ao 
al:"(qu)+A axL(qu +-9-ur).IY+ay{(quv+9 urvr)/j] =-ax+9!Jx+fx 

8 1 8 9GqF o 2 9r,9F 2 ao 
ä'r(9v)+Ä Cfx[{quv+purvr)AJ+ayf(9v +-q- vr)~7 =-ay+qgy+fy 

a- , _ . ) 1a f r: 9G9F I , 7A} 1a ( r: 9r,9F I , lA} 
(h~9e +Äa"X\L9ue+-9- teG-eFJUr' +Äay\Lqve+g teG-eFJVr = 

-~(q_{fu+ qGqF ( !_ _!_ )u lA}+~{lv+ 9G
9f (1 - 1- )v 1A})+K{u2+v2)+q 

A öx 9 9G 9F r Öy 9 9G 9F r r r 

Amsden - Harlow /6/ KACHINA (1974) 
a 
at( 0GG~GG)+V.(dGGqGGVG)=fGV-fGK 
a 
ä~(dGT9GT)+V.(dGTqGTVG)=fGK-pGV 
a 
ät(~G9FG)+V. (dr-G~FGVF)jlFVJlFK 
a 
a~(°FT~FT)+V.(~T9FTVF)=~FK-fFV 

Verdampfung ; V 

Kondensation; K 

Tröpfchen ;; T 

Gas ; G 

a 
o~(dGqGVG)+V.(dG9GVG:VG)=VFfv-VGfK-~Vp+fG+UG~Ga+K(VF-VG) 

a 
a-~(dF9FVF)+V.(ofqFVF.VF)=VG~K-VFpV-dFVp+fF+Of9Fa+K{VG-VF) 

ae 
dGqG( (h'G+V G .VeG)=qGV-qGK+q'G+R(T F-T G) +K( V F-V G) 

2
+ V. ( kGo'G'1T G) +qGf 

-o V. [ dG V G + ( 1-clr,) V FJ 

oe 
~9F(a-f+VF.VeF)=qFK-qFV+qF+R(T G-T F )+V. [kF( l-a'(}JT F] +qFf 



Rivard- Torrey /11/ K-FIX (1976) 

a 
ffl-( ctG9G )+V· ( dGqGvG FJlv-flK 

a 
or(dF9F)+V. (dF9FVF)=JJK-pV 
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0 äi(dGqGVG)+V.(dG9GVG.VG)=-dGVo+K(VF-VG)+fvVF-fKVG+V.(aGuG) 

a Cf-r( 0,:.9FVF )+17. ( dFgFV F' VF )=-dFVp+K(V G-VF )+fKV G-J'vV F+ V. ( ~u F) 

a od'l 1 2 
o:r(dGqGeG)+I7. (d.GqGeGVG)=-p[ß'r +V. (dGVG)J+[K+{fv+fK)~(VG-VF) + 

( pv-fJK) hG+R(T F-T r,) +o'GuG. (VV r:) +V. kG~VT G 

a a~ 
Bt"(dFgFeF)+V.(dFqFeFVF)=-p[ClT +V. (o'FVF)]-

(fv-fK) hF+R(T G-T F )+dFu F. (VV F )+V. kFoFVT F 

Liles u.a. TRAC-P1 (1978), TRAC-PD2 (1981) 

~+ 'i/. [d9G V G+( 1-d.) qFV F]=O 

a 
ot"( d9G)+V. ( dqG V G)=}'G 

8 V G c . 1 )l G c.,G ar +V G. V V G =- d~ V r I V r I ~-9 V p- ctg (V G-V G; ) - to;v G I V G I +g 
)G G G )r, 

8VF ci 1 uG cWF 
ÖT +VF.VVF=(1-d)9FVrJVrl-9fVp+(1-d)9F(VF-VF;)-(1-ct)gFVF IVF~g 

g'l.fct98e8+( 1-d.) 9Fepl+ V. [d9G V GeG+( 1-d)9FV FeF]=-p V. [ ctV G+( 1-d) V pl +qWG+q~JF 

~(dqGeG)+V.(d9GVGeG)=-p}~-pV.(dVG)+qEG+qiG+fGhG 

Kelly-Kao-Kazimi /21/ THERMIT-2 (1981) 

8 
or(d9G)+V.(dqGVG)=fG-~G)turb 

~[( 1-d)9F]+\1. [( l-d)9FV pl=j~F-.fJF) turb 

avG 
d~Got' +dqGVG. VVG+c(Vp=-f\~G-f iG+dqGg-f G) turb 

avF 
( 1-d) 9Föt" +( 1-d) 9F V F SV F+( 1-ct)V'p=- f ~JF-f i F+( 1-d) 9Fg-f F' turb 
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Kelly-Kao-Kazimi /21/ THERMIT-2 (1981) Fortsetzung 

~'L ( dqGeG) +V. ( d9GeG V G) +pV. ( dV G)+p~~=q~JG+Cfi G-q'G) turb 

~[( 1-d)oFeF]+V.[( 1-d)oFeFVF] +pV. [( 1-d)V pH~~=q~1F-q'iF-q'F, turb 

Thurgood M.J. COBRA-NC (1984) 

8 
8-r ( dGqD)+V' ( dGqD V G) =fo +V. dGqG t: D 'IV G 

a 
d-t(dGql)+V. (<\Jql VG)=jJL +V.d.G9GE DVVG 

a 
o~(dFqF)+V.(dFqFVF)=fF-fFT 

gt(dT9F)+V.(drqFVT)=~T~FT 
ö 
oT(dG9GVG)+V.(ctG9GvG.vG)=-dGVp+dGqGg+fG+JuG+fwG+V.(aG~G) 

a 
&r(dF9FVF)+V. (dF~FVF. VF)=-~Ilp+~qFa+fF+ff'F+f~IF+V'. (~~F) 

a 
aT(ar9Fvr)+V.(ot9Fvr.vr)=-arvp+arqFg+fr+~r 

~T( dGqGhG) +V. ( dGqG V Ghr) +dr,~=qGp +q iG+qvJG-V cir,kG~T K-qturb 

a ~ Bt /( °F+cfT) 9Fhpl +V'· ( °FqFV FhF )+V. ( ~9FVThF )+( l-dG) at-=q ( F +T )j.l +q; (F + T) +qW( F + T) 

-\1. dFkFVT F 
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Anhang 2 

Das Ziel dieses Anhan~es ist)die Herleitung der Zustandsgleichungen für Gemi

sche darzustellen. 

'* Wir starten mit der Annahme, daß p,x1,T 1 bekannt sind. 

- Die Gasphase 

Um den Partialdruck der nichtkondensierenden Komponente zu finden,brauchen wir 
ein Iterationsverfahren. Als erste Näherung verwenden wir die Annahme, daß der 
Dampf auch ein ideales Gas ist. 

1-x..,. 
L 

Po= R p 
tf L 

1-xL(1-RD) 

PL =p-pD 

Den verbessertenWert erhalten wir aus der Gleichung 
..,. 

XL 
PL = --14 RL T G 9o (Po' T G) 

1-xL 

unter Verwendung des Newton'sche Iterationsverfahrens. 
~ 

n-1 XL 
p-pD -----;.. RL T G9D( Po • T r,) 

1 1-xl J ) n n-
Po=Po --------~-----a-------

-1-~ R T ( 90 ) 1-l L G opo r G 
L 

Für den trivialen Fall xl_=l haben wir pL=p und p0=0. Falls wir den partialen Druck 
der nichtkondensierenden Komponente wissen, ist es leicht die Dichte zu berechnen 

9L =pL/(RL TG) 

Damit ist der Zustand der nichtkonrlensierende Gaskomponente berechnet. 

Der Zustand des Dampfes wird durch folgende "primitive" ZustandsgleichunC)en 
berechnet: 

oder 
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wobei 

a9o öqd 
(~)TG=op0(pD,TG) 

Jetzt können wir die Gasdichte berechnen 

qG=qL+gD 

Weiter suchen wir nach der substantiellen Ableitung der Gasdichte bezUglieh p, 

TG und x~. Die Gasdichte kann aus folgendemGleichungssystem 

(1-x~)qG=go(pO,TG) 
-14 

pL=xlgGRLTG 

Po=p-pL 

berechnet werden. Sie ist eine implizite Funktion von (p,TG,x~). v/ir differenzie

ren die drei Gleichun~en 

* OQD äqD 
(1-xL)dqG=opDdoD+oTGdTG+qGdxL 

.1( ~ " 

dpl=xlqGRLdTG+xLRLTGdgG+qGRLTGdxl 

dp0=dp-dpL 

eliminieren dpl und dp0 und lösen nach doG auf 

09o 09o 1f 
39o 09o u. 

Zd9G=apDdp+(aTG-xL9GRLopD)dTG+qG(1-RLTGÖpD)dxl 

Wenn wir diese Gleichung mit folgender Gleichung vergleichen 

oqG öqG oqG * 
dqG=(~p )T xi!-dp+(ar:)p x*dTr,+(--;-)p T dxl 

u G ' L G ' L .l oxl ' G A2-l 

erhalten wir die Ableitungen von 98,angegeben in Tabelle 3. Durch diese Glei
chung ersetzen wir d9G in der Gleichung dpl= •... Die neu erhaltenen Gleichung 

vergleichen vli r mit der Form 

apL opL apL ~ 
dpl=(ap )T x""dp+(~T) *dTG+(-) T dxl A2-2 

G, l u G p ,XL J ox'~~ 0 ' G 
L 

So erhalten wir die substantiellen Ableitungen von ol ange9eben in der Tabelle 3. 
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Für die Entropie des Gasgemisches läßt sich schreiben 
11 .II 

sG=xlsL+(1-xL)s0 
oder in Differentialform 

dsG=x~dsL+(1-x~)ds 0+(sL-s 0 )dx~ 
oder 

* 9LTGdsL+9DTGds 0=TG9G[dsG-(sL-sD)dx~. 
Henn wir qLTGdsL und q0TGds 0 mit den rechten Seiten der Entropiedefinitionsglei

chungen 

qLTGdsL=qL dhL-dpL 

q0TGds 0=q0dh0-dp0 

ersetzen, erhalten wir: 

9LdhL+90dh0-dp=TGqG[dsG-(sL-sD)dx~J A2-3 

Diese Gleichung gestattet uns die Gasmischungsenergiegleichung direkt in Entropie
form zu transformieren. Wenn wir weiter die Enthalpiedifferentiale durch die ka

lorischen Gleichungen ersetzen 

dhl =cpl dT G 

oh0 oh0 
dho=(ap;)TGdpD+(aTG)PodTG 

die Gleichungen dp0=dp-dpl und dpl= ... verwenden und substituieren 

- it "' oho örL 
cpG=xL cpl +( 1-xl) ( crD-<fr). ·crr:) 

D G 

ohG- 'II oh0 öpL 
rp = ( 1-xL ) äPö ( 1-ar ) 

~ 

BsG- 1-xl öh0 opl 
-=s -s ----
ox~ L D Tr, ·apo'ax~ 

erha 1 ten wi 1~ 

ÖhG 
T o --1 T os 

dT = _Q_ ds _,:Gap do-_Q __Gdx»-
G crG G gGcpG . cpGÖx~ L 

A2-4 

i( 

Diese Gleichung gestattet uns bei bekannten (dsG,dp,dxL)' erhalten aus der nume-
rischen Integration des nichtkonservativen Dgl.-Systems die Temperaturänderung 

dTG zu berechnen. 
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Die Zustandsgleichung des Gasgemisches in Differentialform erhalten wi~ nachdem 
mit Hilfe der letzten Gleichung dTG aus der Gl.A2-l ersetzt wird und die so er
haltene Gleichung in folgender Form geschrieben wird: 

d a9r, oqG * 
dq=~!l\(-a) ;odsG+(-) dxl A2-5 

G ~ sG p,xl 1 ox~ p,.sG 

- Das homogene Gemisch FlUssigkeit-feste Phase 

Die Herleitung der Zustandsgleichungen in Oifferenti a lform wird nur fUr das zwei
te Geschwindigkeitsfeld i=2 (F) durchgefUhrt. FUr das dritte Feld ist die Her
leitung vollkommen identisch, wobei i=2 (F) durch i=3 (G) zu ersetzen ist. 

\~ir können fUr die spezifische Entropie des Gemisches schreiben 
* * sF=xFBsFB+(l-xFB)sFF 

oder in Differentialform 

dsF=x;BdsFB+(l-x~B)dsFF+(sFB-sFF)dxFB 
oder 

9FBqFBTFd 5Fs+9FF9FFTFdsFF=qF9FTF{dsF-(sFB-sFF)dxFBJ 

Wir ersetzen die Terme 9FBTFdsFB und 9FFTFdsFF durch die rechten Seiten der Entro
piedefinitionsgleichungen 

qFßTFdsFB=gFßdhFB-dp 

9FFTFdsFF=qFFdhFF-dp 

Damit erhalten wir 

dfs9FsdhFB+OfF9FFrlhFF-dFdp=dFqFTF[dsF-(sFB-sFF)dx~B] A2-6 

Diese Gleichung hilft uns, die Energieqleichungen des Gemisches in Entropieform 
zu transformieren. 
Wenn wir weiter die Enthalpiedifferentiale durch die kalorischen Gleichungen 
ersetzen 

dhFB=cpFßdTF 

ohFF 
dhFF=cpFdT F+äj)" dp 

und substituieren 
* "* cpF=xFBcpFB+(l-xFB)cpFF 



ohF ~ ÖhFF 
op =( 1-xFB)op-

asF 
---:; =sFB-sFF 
öxFB 

erhalten wir 
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J 

1 

A2-7 

t( 

Diese Gleichuno gestattet uns bei bekannten (dsF,dp,dxF8),erhalten aus der nume-
rischen Integration des nichtkonservativen Dgl.-Systems die Temperaturänderung 
dTF zu berechnen. 

Die substantiellen Ableitungen der Dichte 9F erhalten wir wie folgt: Wir differen
zieren die Gleichung 

~ 1 # 
1 xFB -xFß 
-=-+--
qF qFß 9FF 

bei 9FB=const 
2 

* qF 2 1 1 ~ 
dqF=( 1-xFB)2 d9FF+9F(- -q )dxFB 

9FF 9FF FB 

ersetzen dgFF durch die Zustandsgleichunq der Flüssi0keit 

9F("9FF( P 'T F) 

in Differentialform 
09FF 09FF 

dgFF=(ap )TF dp+(öTF )pdTF 

und in der neuerhalten~n Gleichung 

2 a 2 a 
~ qF 9FF ~ 9F 9FF 2 1 1 lf 

dqFF=( l-xFB)2 ·ap dp+( l-xFB)2 'aT dT F+gF(~ -- )dxFB 
9FF 9FF F 9FF 9FB 

A2-8 

ersetzen wir das Temperaturdifferential dTF durch die schon erhaltene Gleichung 
dTF= .... Das Ergebnis schreiben wir in der Form 

iP öqF 09F ~ 
dqF=a2+([SF)p,x;BdsF+(a;; )p,sFBdxFß 

F FB 
A2-9 

Daraus werden die substantiellen Dichteableitungen angegeben Tabelle 3 erhalten. 
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Anhang 3 

Das Ziel dieses Anhanges ist, die Herleitung der Kozentrationsgleichungen der 
inerten Komponente eines Geschwindigkeitsfeldes darzustellen. 
Wir differenzieren die Massengleichungen der inerten Komponenten bzw. der Fel
der folgenderweise 

a a a a 
'Y :s-(d.Nq.N)+u.'Y a- (d.Nq.N)+v."f r(d·N9'N)+w.'Y r(d.Nn.r,) VOT 1 1 1 X X 1 1 1 yuy 11 1 1 ZuZ 1 ")1 1 

~ d ö 
+d; Nqi N/ ~( 'Y X U; )+ey('Y y V i) +az ( YzWi )J=jl iN rv 

" a ( ~· _ , . _ 1 a , ~. ~ ) + "' a ( d _ , . _ .... a ( , _ ) 
'var a;Y;J.,.U; xdx~a;~; v;'yey i~iJ.,.Wilzoz a;c?i 

a a a +d.q.fs-(Y u.)+>s:·(Y v.)+~(Y ~'J.)}"'u.( 
1 1 uX X 1 uy y 1 uz z 1 r 1 V 

Nach einer Division beider Gleichungen durch a1NqiN 
Subtraktion der so erhaltenen Gleichungen und unter 

~ diNqiN 
x.=~ 

1 ot. n. 
Pl 

und des Zusammenhanges 

d(diN9·N) d(d.q.) 1 ct.~lq'N 
---'-,~- 1 1 :::---- d( ,, 1 ) 

CX;N9iN di~i ( ol;r~9;r~) d;q; 
d.n. 

l J l 

erhalten wir 
ax~ y ox~ y ox~ l( öx~ 

* dx. 
1 

=~ x. 
1 

1 Xl ~1 Zl o~~-
~+U·y;-'!r.:'""X +v.". ~+w.y-!'-"'=(u.N-x.u.)/(d.n.) 
ur levux lavuy lvvuz Jl• 1Jl P1 

Anhang 4 

bzw. a.n., nachfolgender 
1 ") 1 

der Verwendung der Definition 

In diesem Anhang soll kurz die Herleitung der Entropiegleichungen erläutert wer
den. Die Schritte bei der Herleitung sind identisch mit denen, die in der EinfUh
rung erläutert wurden. 
Zunächst werden die konservativen Energiegleichungen geeignet diffP.renziert und 
mit der konservativen Form der r~assengleichun<)en verglichen. Daraus ergibt sich 
die erste Vereinfachung. Weiter werden die nichtkonservativen Impulsgleichungen 
mit der jeweiligen Komponente des Geschwindigkeitsvektors multipliziert und von 
der so erhaltenen Energiegleichungen subtrahiert. Das Ergebnis ist: 
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- .2..e rxq_p r yap l'"zap -
dF(o~ +UFO. ox+vFf ay+WG( Oz)-qF 

V V V 
Die Gleichung für das dritte Feld ist analog zu der Gleichung des zweiten. 
Unter der Verwendung der im Anhang 2 erhaltenen Gleichungen A2-3 und A2-6 ver
einfachensich die obigen Gleichungen zu: 

8sG o}}sG !YasG 1 zosG_ _ 3x~ (xöx~ !,yoxr y zaxl _ 
dG9GTG[O't' +Ur,v ox +vGv Öy +WGY oz (sl sf))(o'l: +Ur,v 5x +VGy ()v +WGv Öz )}-qG 

J ~'v 'v v 11 V v J 'v 1 

r:Jx* 
L 

OSF ri~SF r 8sF r ZOSF ox;B ~)hFB sox~ß '( zöx~B 
°FqFTFfä; +uF))Jx +vF~oy +wFyvaz -(sFB-sFF)(crt" +uFfvSX +vFyvoy. +wFivfu )J=qF 

DxFB 

Ein weiterer Vergleich mit den Konzentrationsqleichunqen vereinfacht die oberen 
Gleichungen weiter. Damiterhalten wir die end~ültige Form der EntropiegleichungenJ 
angegeben in der Tabelle 6. 

Anhang 5 

Das Ziel dieses Anhanges ist die Herleitunq der Druckfeldgleichung kurz zu erläu
tern. 
Wir gehen von den Massengleichungen der drei Felder aus: Nach einer Differenzie
rung und nachfolgender Verwendunq der Zustands-, Entropie- und Konzentrations
gleichungen erhalten wir 

Bd; di Q.E YxQr fyQ_p tzap 1 a ö o or +-2(ch· +u iY ox +V i~ ·avy+W; V oz) +y-[ Ox ( q'iuirx )+0\y( di V; ry)+Oz( diwirz )]=Da'; 
o.a. 'v vv· 0 V 'v -
11 l 

Unter der Berücksichtigung, daß die Summe aller ddi gleich Null ist, ergibt sich 
nach der Addition der oberen drei Gleichun~en die in der Tabelle 6 angegebene 
Druckgleichung. 




