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Bruchmechanische Kriterien flir die instabile RiBausbreitung

bei Wegregelung

Die Ausbreitung von Rissen in Bauteilen kann entweder unter Kraft— oder Weg-
regelung erfolgen. Bei Wegregelung erfolgt im allgemeinen zundchst eine sta-
bile RiBausbreitung bei abnehmender Belastung, die bei einer kritischen Kraft
in eine instabile RiBausbreitung iibergeht. Das Einsetzen der instabilen
RiBausbreitung ist abhidngig vom Werkstoff, der RiR- und Bauteilgeometrie und
der Steifigkeit bzw. Compliance des Belastungssystems. In diesem Bericht
werden allgemeine Kriterien filir den Zusammenhang zwischen Compliance

und RiBgr6Be abgeleitet. Insbesondere werden die Beziehungen der linear-
elastischen Bruchmechanik fiir flache und ansteigende RiBwiderstandskurven,
die GesetzmdBigkeiten der plastischen Instabilitdt und die Methoden des J-

Integralverfahrens behandelt.

Criteria for unstable crack extension under displacement control

Cracks in components can extend under load or displacement control. Under
displacement control usually the cracks extend first stable under decreasing
load and afterwards unstably. The critical load for the onset of unstable
cracks extension is dependent on the material, the geometry of the crack and
of the component and on the compliance of the loading system. In this report
general criteria for the relation between compliance and cracks size are
developed. In particular the relations for linear—elastic fracture mechanics
for flat and rising crack growth resistance curves, the plastic instability

criterion and the J-integral methods are discussed.
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1. Einleitung

Wird eine Probe oder ein Bauteil mit RiB verformt, so setzt bei einer be-
stimmten Belastung RiBverlingerung ein. Diese Verlidngerung des Risses kann
sofort instabil erfolgen, wobei die RiRgeschwindigkeit groR isf, und Uber-
schiissige Energie zur Verfligung steht, die sich nach dem vollstdndigen Bruch
als kinetische Energie der Bruchstiicke bemerkbar macht. Dieser instabilen
RiBverlidngerung kann eine stabile vorausgehen, die dadurch charakterisiert

ist, daB sie durch Entlasten jederzeit wieder gestoppt werden kann.

Die Belastung, bei der instabile RiBverlingerung einsetzt, hdngt vom Werk-
stoff, von der Bauteil-= und RiRgeometrie, von der Steifigkeit des Belastungs~-
systems und von der Art der Belastung ab. In dieser Arbeit wird die durch
Abb. 1 schematisch dargestellte Konfiguration betrachtet. Sie besteht aus
einer Probe bzw. einem Bauteil, an der die Kraft F angreift. Das Belastungs-
system wird durch eine Feder symbolisiert. Dabei ist es gleichgiiltig, ob ein
Teil des Bauteils zum Belastungssystem zugerechnet wird. Alle nachfolgenden
Uberlegungen konnen auf Belastungsfdlle mit mehreren Einzelbelastungen iiber-
tragen werden. Nicht alle Systeme lassen sich auf das in Abb. 1 dargeétellte
Schema zurtickfithren. In Abschnitt 2.3 wird ein etwas komplizierteres System

behandelt.

Die Gesamtverschiebung des Kraftangriffspunktes Ag setzt sich zusammen aus
der Verlingerung der Probe bzw. des Bauteils A und der Verlingerung der Be-
lastungseinrichtung AM' Die Probenverliangerung kann wiederum aufgeteilt wer-
den in einen Anteil AO, den eine Probe ohne RiR haben wlirde und in einen

Anteil AR, der durch den RiR hervorgerufen wird

= &= £ BN (101)
Bg = B H by = by By v by
Es kann sinnvoll sein, Ao und AM zu einer GroRe Ay, zusammenzufassen:
B = byo * By (1.2)

Bei der Art der Belastung wird zwischen Wegregelung und Kraftregelung unter-

schieden. Wird ein weggesteuerter Versuch durchgefithrt und die Kraft in Ab-
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hidngigkeit von der Probenverlingerung A gemessen, so kann ein stabiler Ver-
lauf, wie er in Abb. 2 dargestellt ist, gemessen werden, wobei die Kraft nach
Uberschreiten eines Maximums abf#llt. Dieser stabile F-A=Verlauf ist unabhdn-
gig von der Steifigkeit der Belastungseinrichtung. Bei Krafregelung, wie sie
z.Bs bei einem Beh#dlter unter Innendruckbelastung vorliegt, tritt instabile
RiBverlidngerung bei Erreichen der maximalen Kraft auf. Bei Wegregelung kann
ebenfalls instabile RiBverlidngerung auftreten. Die Kraft bzw. die Probenver-
lidngerung, bei der dies auftritt, hidngt aber im Gegensatz zur Instabilitit
bei Kraftregelung von der Steifigkeit des Belastungsterms ab. In diesem
Bericht werden Zusammenhinge zwischen der Steifigkeit des Belastungssystems
und der kritischen Belastung beim Auftreten instabiler RiBausbreitung herge-

leitet.

2. Linear—elastische Bruchmechanik

4

Es wird angenommen, dal sich die Belastungsvorrichtung elastisch verh&dlt und

durch die Compliance Cy beschrieben wird:

i
F

C =
M (2.1)
Auch Aj und Ap nehmen proportional zur Kraft zu und somit ist
’ = = +
AG (c0 + CR + CM) F (CMo CR)F (2.2)

Co» Oy und Cy, sind unabhdngig von der RiRlénge, wdhrend Cp von der RiBlidnge

0,
abhidngt.
Es wird nun eine Probe der Dicke B und der Breite W betrachtet und die bezo-

gene RiRldnge

(2.3)

=le

eingefiihrt. Der Zusammenhang zwischen Kraft F und Spannungsintensitidtsfaktor
K 15Rt sich darstellen durch

K = ¥ Y<o>, (2.4)

BVW




wobei Y<a> eine von der Probenform abhingige Funktion der RiRlinge ist. Fir

den Zusammenhang zwischen Cr und o gilt dann

2 2
C., = = f Y do (2.5)
(o]

2.1 Flache RiRBwiderstandskurve
2.1.1 FEAG—Kurve

Es wird ein Werkstoff betrachtet, bei dem der RiBwiderstand wdhrend der RiR-

verldngerung konstant ist (Abb. 3):

R = Gygp = Gy, = const (2.6)
oder

Kig = K. = const C(2.7)

Dann folgt fiir die Kraft F wihrend der RiRausbreitung aus Gl. (2.4)

Ky BV/W
F = & (2.8)

Y<o.>

Aus Gl. (2.2) folgt fiir die Gesamtverlidngerung

o K. B/W

2 2 Ic

AL = |c +¢ET3-IYdoc————— (2.9)
o} Y

Gl. (2.8) und (2.9) liefern durch Eliminierung der RiBlinge o einen Zusammen-
hang zwischen der Kraft F und der Gesamtverl'aingerungAG mit der Compliance

als Parameter.
2.1.2 Instabilitdt bei Wegregelung

Die Bedingung fiir instabile RiRausbreitung bei Wegregelung kann auf verschie-

dene Weise formuliert werden:




a) Instabile RiRverlidngerung tritt auf, wenn eine Zunahme der RiBlidnge zu

einer Abnahme der Gesamtverldngerung fiihrt:

dAG (2.10)

da <0

Aus Gl. (2.9) folgt dann

3 «
c* > |-L - ] v2ao (2.11)
Mo 1
v o

Dabei ist Cﬁo_die dimensionslose Compliance, die definiert ist als

Chio= EBCy ( )
Gl. (2.11) liefert einen Zusammenhang zwischen der RiBldnge ¢ und der kriti=-

schen Compliance fiir das Auftreten instabiler RiRausbreitung.

Fiir eine Zugprobe mit InnenriB ist der CﬁbmumZusammenhang in Abb. 4 aufget
ragen. Die Y<{o>~Funktion ist im Anhang 1 wiedergegeben. Mit zunehmender
RiBldnge nimmt die notwendige Compliance, um instabile RiBausbreitung zu
erhalten, zundchst zu, und nach Uberschreiten eines Maximums wieder ab. In
Abb. 5 sind Kraft-Verlidngerungs-Diagramme filir eine RiRldnge von o = 0.1
fiir drei verschiedene Compliance-Werte eingetragen. Dabei wurde die dimen-

sionslose Kraft

T (2.13)

und die dimensionslose Verlangerung

A E
Ag S R (2.14)

KIC/W

verwendet.,

Fur die kritische Compliance nach Gl. (2.11) Cﬁo = 0,0232 fdl1lt die Kraft

bei Erreichen von K;. senkrecht ab. Die Verléngerunglﬁc nimmt dann aber




b)

wieder zu. Fiir kleinere Compliance-Werte findet durchweg stabile RiRBaus-
breitung unter zunehmender Verlingerung statt, widhrend bei Cﬁb > 0.0232
die Verlingerung zundchst zuriickgeht. Da es sich aber um Wegregelung han-
delt, fd11t die Kraft plétzlich ab = der Ril3 breitet sich instabil aus.
Unter Vernachldssigung der kinetischen Energie, die bei der instabilen
RiBausbreitung entsteht, wird die RiBausbreitung wieder stabil, bei der in

Abb. 5 eingezeichneten Kraft F:t.

Die Instabilititsbedingung kann auch aus einer Energiebilanz abgeleitet
werden. Danach setzt instabile RiBverldngerung ein, wenn die widhrend der
RiBverlidngerung frei werdende elastische Energie gridRBer als die fiir die
RiBausbreitung notwendige Energie ist. Dabei kann = da die RiBausbreitung
spontan erfolgen soll = die Gesamtverlidngerung nicht zunehmen und somit
die duBere Kraft keine Arbeit leisten. Die Instabilitidtsbedingung lautet

daher

1 el
"B da  Crev (2.15)
wobei
K
G, = 1 (2.16)
C E'

ist. Das negative Vorzeichen in Gl. (2.15) bedeutet, daR eine Abnahme der
elastisch gespeicherten Energie einen positiven Beitrag fiir die RiBverlidn—

gerung liefert. Mit

1 1.2 (2.17)
Ut =7 FAg =5 F (Gy * Cp)
ergibt sich
du
_ 1 el _ dF 1 52 dC 2.18)
B da F (CMo * CR) da * 2 F da ¢

Aus Gl. (2.8) folgt

dF _ Ic

da M Y2

K. BY' (2.19)




Gl. (2.8), (2.15), (2.16), (2.18), (2.19) fithren schlieRBlich zu der be-
reits abgeleiteten Gl. (2.11).

c) Als weitere Instabilit#tsbedingung kann geschrieben werden

46, (2.20)
Rl > = °
(da A 0, GI GIc

G

Dies bedeutet, daR bel einer Zunahme der RiRlidnge bei konstant gehaltener
Gesamtverlidngerung die Energiefreisetzungsrate = d.h. die zur RiBverlinge-

rung zur Verfiigung stehende Energie = zunimmt. Aus

2 2 .2
K 2 2 A Y
G =_I_= F Y = G (2‘2]‘)
I 2 2 2
E' E'B™ W E'B” W(CM_+ C_)
o R
folgt
2
dG _ AG 2Y Y 4 Y4 _ (2.22)
@ =T 72 7 3 =0
a '
AG E'B" W (CMo + CR) (CMO + CR) EB

und somit wiederum Gl. (2.11).

In Abb. 6 ist die auf Gy, bezogene Energiefreisetzungsrate fiir konstante
Verlidngerung Ag gegen die RiBldnge filir eine Compliance von C&O = 0.1 auf-
getragen. Fir Ag = 0.327 beriihrt die Kurve die RiRBwiderstandskurve

(G/GIC = 1) bei o= 0.22. Damit RiBverlingerung bei gréBeren oder kleine-
ren RiBlangen einsetzt, muB AG weiter erhdht werden. Bei Ag = 0.4 setzt
z.B. RiBverlidngerung bei einer RiRldnge von o = 0.09 ein. Der RiR springt
instabil bis zu 0 = 0.42 (wieder unter Vernachldssigung von kinetischer

Energie).
2.2 Ansteigende RiBwiderstandskurve

Bei einem Werkstoff mit ansteigender RiBwiderstandskurve nimmt Gyg bzw.

Kyg mit zunehmender RiBverldngerung Aa zu:

— 1 == —1 —
Kip /GIR E f <Aa> = f <a a>




Anstelle der Gl. (2.8)

und (2.9) tritt jetzt

K. BYW
Y
o K_. BYW
2 2 IR
= — et 2024
Do Cvo * TR £ Y° do & ( )

Gl. (2.23) und (2.24) beschreiben impliziert die F-A;— Kurve mit Cyo und der

AnfangsriRliange G, alé'Parameter.

Das Einsetzen instabiler RiBverlingerung kann wieder durch drei unterschied-

lich formulierte Instabilit#dtsbedingungen ermittelt werden:

a)

da <0 (2.25)

Aus Gl. (2.24) folgt

s v a 5
ch > sy~ | v 226
¥ - WYy | IR o
K da
IR

Die kritische Compliance ist jetzt nicht mehr eine eindeutige Funktion der

RiRBldnge o, sondern auch von der AnfangsriRlidnge Qe

b)

el _ _1R _ (2.27)

c) Anstelle der Gl. (2.20) tritt jetzt




G, =6G (2.28)

Beide Gleichungen fiihren wiederum zu der durch Gl. (2.26) dargestellten

Instabilitdtsbedingung.

Als Beispiel ist in Abb. 7 fiir eine Zugprobe mit InnenriB Cgo gegen 0, mit

0, als Parameter aufgetragen. Fiir die RiRwiderstandskurve wurde der Verlauf

K. = A(a* + Aa)0+106 (2.29)
IR
_ a0 106 o ao)o“°6
mit o* = 0.00216

angenommen. Von Bedeutung ist dabei nur der ausgezogene Kurventeil. Der ge-
strichelte Teil gibt die RiRBldnge wieder, bei der nach dem Auftreten der
instabilen RiBverldngerung nochmals eine senkrechte Tangente der F—AG—Kurve
auftritt (s. Abb. 9). Fiir 0, = 0.2 ist die Compliance-Kurve noch einmal in
Abb. 8 dargestellt. Zwischen dy, = 0.2 und o = 0.24 ist keine Instabilitit
mdglich, da in diesem Bereich die Kraft wdhrend der RiBverlingerung noch
ansteigt. Ist Cgo kleiner als 0.42, dann ist die RiBverlingerung stabil bis

zu O von etwa 0.85, bei der Instabilitdt auftritt.
In Abb. 9 sind fir o, = 0.2 Kraft-Verldngerungskurven fiir drei verschiedene

Compliance-Werte aufgetragen. Die dimensionslosen Werte sind dabei definiert

als

(2.30)

F-X-...
A B w0.606
A AGE
G 0.606

AW (2.3




Auch hier wird deutlich, daR die Kraft beim Einsetzen der stabilen RiBverlin-
gerung Ff'und die maximale Kraft F;éx unabhingig von der Compliance ist. Beil
Cﬁo = 0.2 tritt erst bei etwa 0 = 0.9 Instabilitidt auf, wdhrend bei Cﬁb =
0.5 kurz nach Uberschreiten der maximalen Kraft instabile RiRverlidngerung

einsetzt.
2.3 Kompliziertere Anordnungen

In diesem Abschnitt werden zwei kompliziertere Anordnungen besprochen, wobei

eine flache RiBwiderstandskurve angenommen wurde.

In Abb. 10a ist der Fall dargestellt, daR der Probe bzw. dem Bauteil eine
zweite Komponente parallel geschaltet ist. Diese Komponente besitzt die Com-
pliance Cyi- Die Gesamtkraft F teilt sich in die Kréfte F; und F, auf

Die Gesamtverschiebung A; ist flir beide Komponenten gleich und somit

(2.33)
(QMo * CR) Fr=Cn By
Somit ist
F, =F it (2.34)
! Cu1 * Cyo * Cr :
o * Cr (2.35)
F, = F
i * Cvo T SR
Aus
KIC ( )
A,=(C, +C)F = (C, +C.) 2,36
G

folgt die gleiche Instabilitdtsbeziehung - Gl. (2.11) = wie bei Abschnitt
2.1.2. Dies bedeutet, daR die parallelgeschaltete Komponente das Instabili-




tdtsverhalten bel Wegregelung nicht beeinfluBt.

Ein zweites Beispiel ist in Abb. 10b dargestellt. Zu der parallelgeschalteten
Komponente tritt noch eine weitere in Reihe mit der Compliance Cymp. Fiir die

Gesamtverlidngerung gilt

[t}
~
(@]

Cr2
=[O + Cp* g Gy * Oy * O] T,
M1
C C K. BYW
M2 M2 Ic
_ M2 M2y | _Ic 2.37
Co * Cyy (Cyp + Cyo? * Cg (1 # Gy Y (2.37)

Die Instabilitdtsbedingung dA;/da = 0 fithrt zu

C,. - C 3
c +- M2 ML, 2 | Y2y (2.38)

Mo ¢ 4+o¢ EB | Y'

3. Allgemeine Beziehungen fiir elastisch—plastisches

Werkstoffverhalten
3.1 Generelles

Bei elastisch-plastischem Werkstoffverhalten kann die Verldngerung der Probe
bzw. des Bauteils in einen elastischen und einen plastischen Anteil aufge-

teilt werden

A=Ae1 +Ap1=AO+AR+AP1 (3.1)




— 11—

Fiir die Gesamtverlidngerung gilt entsprechend

AG = AM v AMo * AR * Apl

Dabei ist Ao wie bisher die elastische Verformung der Probe ohne RiRB. Der
plastische Anteil in Abh#ngigkeit von der Belastung kann experimentell ermit-

telt werden aus der Beziehung

A=A -A_ =A - (C

‘ 3.2
pl G el G * CR) F ( )

Mo

Wird wdhrend des Versuches mehrmals entlastet, so ergibt sich die Zunahme der
plastischen Verlidngerung aus der bleibenden Verlidngerung beim Entlasten
(siehe Abb. 11).

Im folgenden wird angenommen, daR die plastische Verlidngerung alleine auf den
RiE zuriickzufithren ist, d.h. ein Bauteil ohne RiR wiirde sich nur elastisch

verformen.

Wird fir einé Probe mit vorgegebener AnfangsriRlidnge a, ein Belastungsversuch
durchgefiihrt und die RiBverlingerung gemessen, dann kdnnen folgende Zusammen-—
hénge ermittelt werden, die unabhingig von der Compliance des Belastungs-

systems sind:

Aus diesen Zusammenhingen kann ohne die Anwendung irgend einer elasto-plasti-
schen bruchmechanischen Vorstellung die kritische Compliance fiir instabile

RiBausbreitung ermittelt werden.
Aus

A = (C

(3.3)
G ~|~CR)F+AP

Mo 1




Und dA
—_— <
da 0
ergibt sich
2 F Y2 dApl
* W *EB da ? 2
¢ > -2 /Y da
3.4
Mo IQ—F- ’ (3.4)
da

Die rechte Seite dieser Beziehung ist eine Funktion der RiBldnge bzw. der

RiBverldngerung, die neben Y <0> die GrdRen

dF dApl

da ’ da

F,

enthdlt, deren Abhidngigkeit von der RiBverlingerung einem Referenzversuch
entnommen werden miissen. Somit kann mit Hilfe von Gl. (3.4) aus einem stabi-
len Versuch die kritische Compliance fiir Instabilitdt fiir die gleiche An=-
fangsriBldnge vorausgesagt werden, ohne dalk irgend eine elasto-plastische
bruchmechanische Theorie notwendig ist. Flir eine Voraussage fﬁ} andere RiR~
ldngen oder andere Geometrien ist die Anwendung einer elasto-plastischen

bruchmechanischen Theorie erforderlich.

Ist die Zunahme des plastischen Anteils der Verlidngerung grold gegeniiber der
Anderung des elastischen, durch die RiRverl#dngerung hervorgerufenen Anteils,

dann kann Gl. (3.4) zu

dA

1
C;ZO >E B —ag— (3.5)

vereinfacht werden.
3.2 Energiebetrachtung

Die Energiebilanz bei der RiRausbreitung wird zunichst fiir den linear—elasti-
schen Fall anhand der Abb. 12 erlHutert. Im Falle einer stabilen RiRverldnge=
rung nimmt wdhrend einer infinitesimalen RiBverlingerug von a auf a + da die

Gesamtverldngerung von Ay auf A, + dAg zu und die Kraft von F auf F + dF ab.




Die Arbeit der HuBeren Kraft ist durch die Fldche ABCD (344) gegeben:

1

dA = F dAG + 5

d F da, N (3.6)

Die vom System Probe/Einspannung freigesetzte elastische Energie ist durch

die Fldche OAD-OBC (142=2-3 = 1-3) gegeben:

=1 -1
dU = 5 FA, = & (F + dF) (A, + dA)

1 1 1
7 ¢~ 78 5 dF dAG (3i7)

(3.8)

Dies entspricht der Fliche OABO (1+4), die somit die wihrend der RiRverlidnge-

rung um da verbrauchte Energie darstellt. Da wihrend der stabilen RiRausbrei=-

tung Gy = Gyg ist, entspricht diese Fldche auch der Energiefreisetzungsrate
GI'
Fiir den elasto-plastischen Fall sind die Verh#dltnisse in Abb. 13 dargestellt.
Es ist dabei Ag1 und Apl gegen die Kraft aufgetragen. Der plastische An—

teil Apl nimmt immer zu. Der elastische Anteil Ael kann bei abnehmender Kraft

abhéngig von der Compliance zu- oder abnehmen (Abb. 13a bzw. 13b).

Die Arbeit der #HuReren Krifte ist gegeben durch die Flichen ABCD + A'B'C'D',
wobei in Abb. 13a die Fliche ABCD positiv und in Abb. 13b negativ ist:

dA = F dA . + ]

: 1
o1 t7 AF b +F A, 45 dF dB, | (3.9

i)
2

[

F dAG + - dF dAG



— 14—

Die frei werdende elastische Energie entspricht der Fldche OAD-OBC (gestri-
chelt in Abb. 13b). Wird diese Energie mit =dU,; bezeichnet (Ug; ist die in

der Probe gespeicherte Energie), dann ist

1
A dF - —
el 5 dF dAel (3.10)

Die fiir die RiRBausbreitung notwendige Energie setzt sich.zusammen aus einem
"elastischen' Anteil, der durch die Fliche OABO gegeben ist und einem plasti=-
schen Anteil, der durch die Fliche A'B'C'D' gegeben ist. Der elastische An-
telil entspricht der bei einer elastischen Rechnung sich ergebenden
Energiefreisetzungsrate und wird mit GIR,el bezeichnet. Entsprechend wird der

plastische Anteil mit GIR,pl bezeichnet:

1 905
GIR,pl =7 Tda | (3.11)

Die Energiebilanz lautet somit

(3.12)
dA = du,, = GIR,el * GIR,pl
Beim Einsetzen der instabilen RiBverlidngerung ist dAG = 0 oder
- - (3.13)
dApl dAel

Da die Arbeit der #duBeren Kraft dann gleich Null ist, liefert die elastisch

frei werdende Energie den notwendigen elastischen Anteil GIR,el und den plasti-

schen Anteil GIR,pl'

Die Instabilitdtsbedingung 1#Bt sich schreiben als

du du
el N

pl (3.14)
da G

+
da IR, el

b | -
| —




—_15 —

. pl |
Mit U, = [ FdA |
pl pl
o
du 1 dA
_—L = F o —-—E—l
da da
c i F2Y2
IR,el B! B2w
_ 1 1 2
Uel T2 F Ael ) F (CMo * CR)
ergibt sich
dc dA 2.2
-5 . 9 _1 2 TR pl ., F°Y
F da (CMo * CR) 2 F da F da + E' BW (3.15)

und somit die bereits anders abgeleitete Gl. (3.4)
4. Plastische Grenzlast

Bei zdhem Werkstoffverhalten kann die RiBausbreitung niherungsweise durch
einfache Beziehungen der plastischen Grenzlast beschrieben werden. Der Zusam=-
menhang zwischen der kritischen Belastung und der RiBlinge wird dabei aus der
Bedingung des Kridfte— und Momentumgleichgewichts erhalten, wobei im ange-
rissenen Querschnitt eine konstante FlieBspannung(jf angenommen wird. Fir
diese wird im allgemeinen der Mittelwert zwischen Streckgrenze und Zugfestig-

keit angesetzt.

Flir ein zweidimensionales Problem, d.h. eine Platte der Dicke B und der
Breite W mit einem RiB der Linge a, ist die plastische Grenzlast gegeben

durch

Fop=BWo, « z<0 | (4.1)

wobei Z eine werkstoffunabhingige Funktion der relativen RiRlidnge ¢ ist.



Instabilitdtsvoraussagen kdnnen unter folgenden Voraussetzungen gemacht wer-

den:

1. Wihrend der stabilen RiRverlingerung ist Gl. (4.1) erfiillt, d.h. die Kraft

verdndert sich entsprechend der fiir das Bauteil giiltigen Funktion Z <0.>.

2. Die plastische Energie ist eine Funktion der RiRverlidngerung, die unabhin-

gig von der AnriRlinge a, ist:

= B. <a = >
Upl B-g <a a,

Diese Funktion kann aus einem Versuch mit einer beliebigen AnfangsriBlidnge

erhalten werden.

A
Aus pl (4.2)
U =[TFadA
pl pl
o
folgt
d a
da d ol a (4.3)
Mit Gl. (4.1) ergibt sich
dApl _ g
da WZOf
und
o
H
Cﬁ > 2Zy E g 5 - 2 f dea (4.5)
° A WZ - Z'cf ) :

5. J-Integral-Verfahren
5.1 Allgemeine Beziehungen
Bei der Beschreibung des RiRausbreitungsverhaltens mit dem J-Integral tritt

anstelle des Spannungsintensitidtsfaktors als RiBbelastungsgroRe Jis die

manchmal auch als JIappl bezeichnet wird. Das materialspezifische Verhalten




wird durch den Verlauf der JIR—Aa—Kurve beschrieben (Abb. 14). RiRBausbreitung

setzt ein, wenn Jp = Jy4 ist, wdhrend der weiteren RiBausbreitung wird J1r

zunehmen. Auf das Problem der Abhingigkeit der JIR—Aa-Kurve von der Bela-
stungsart (Zug—- oder Biegung) und der Proben— bzw. BauteilgrdBe soll hier
nicht eingegangen werden. Die Instabilititsbedingung kann bei Verwendung der

J-Integralmethode geschrieben werden als

aJ dJ
Iappl IR _
da F da Tappl IR

fir Kraftregelung

BJIaggl dJIR _
( ) ’ JIappl = JiRr (5.2)
da AG da °

flir Wegregelung.

Fiir die weitere Betrachtung wird zunichst ein Zusammenhang zwischen
(BJIappl/Eh)AG und (BJIappl/aa)F hergeleitet. Im folgenden wird zur Vereinfa-
chung anstelle von JIappl lediglich J geschrieben. Zunichst wird die Gesamt-

verlidngerung AG betrachtet, fiir die geschrieben werden kann

Ay =A<Fa>+ CF, (5.3)

wobei die Verlingerung der Probe als eine eindeutige Funktion von der Kraft F
und der RiBldnge a angenommen wird. Eine inkrementelle Anderung von a und F

ergibt dann

BAG BAG
(-,()?-)Fda + (—B—F——)a dF (5.4)

dA

]

oA oA
(-&-)Fda + (—B—F—)a dF + CM dF

Fir RiRausbreitung bei A; = const ist somit




-1

ar, _ _ 94 9A 5.5

& - e +¢y (5.5)
AG F a

Eine inkrementelle Anderung von a und F fiihrt zur einer Anderung von J:

dJ = cgg) da + (%% dF (5.6)

F a

Erfolgt die Anderung bei konstanter Gesamtverlingerung AG, dann ist

. _ 33 39J, OF
@, TGt G & (5.7)
AG F a AG

Unter Verwendung von Gl. (5.5) ergibt sich

;0 9J oA 0J 0A
G, < G2 G, 9P |GP * (5.8)
c - a a

Wie spidter gezeigt wird, gilt

1,8A oJ
E'g;) = C§F) (5.9)
F a

Gl. (5.8) kann dann geschrieben werden als

-1

2
34
& v c ]
[ oF, M (5.10)

aJ. 0J 0J
&7 = &) - B
da A da ¥ oF

c a

Wird A entsprechend Gl. (3.1) aufgeteilt, dann ist




oA

oA =
@+ oy = Cy + B

oF M Mo
a

R (5.11)

Aus Gl. (5.2), (5.8) und (5.9) folgt fiir die kritische Compliance bei Insta-
bilitit

0J
Tappl 9A
( )a (Ba)F oA

- oF _ ply _
‘Mo (BJIappl) g . % (5.12)
da 'F da

B (EEEEBBL)Z A
c - oF_'a - 2 -¢ (5.13)
Mo 9J dJ oF ‘a R

( appl) _ 1R

%9a 'F da

Fiir spitere Betrachtungen werden noch einige Beziehungen fiir das J-Integral

angegeben. Es ist

U 1,30 (5.14)
J = = (= = e e (e °
(BA)A B (Ba A®

wobei U die Flache unter der Kraft—-Verlidngerungskurve ist. Anstelle von

Gl. (5.14) kann auch geschrieben werden (Abb. 15)

QO —t
O — >

(gg) dA (5.15)

=) —
o
of —




Durch Differentiation des ersten Integrals ergibt sich Gl. (5.9).

5.2 JIappl <{F,a> nach EPRI~Handbook

Von Shih, Kumar und German wurden fiir verschiedene Probenformen J<F,a> und
A<F,a> in Abhingigkeit vom Verfestigungsverhalten berechnet und die Ergebnis=
se in Tabellenform zusammengestellt /1/. Die Berechnungen erfolgten fiir den
vollplastischen Zustand. Fiir den Ubergangsbereich von anfidnglich elastischem
Verhalten bei zunehmender Belastung wird eine modifizierte plastische Zonen=-

korrektur vorgeschlagen.

Das Verfestigungsverhalten wird durch

o, (5.16)

dargestellt. Dabei isto , die FlieBgrenze.

Wird J nach Gl. (5.15) geschrieben als

[ B8 | F aAel [ B o8 1 (5.17)
J=5 /(= dF=§f( ) dF+§f(———R—) dF
0 9da ¥ 0 2da P 0o oJa dF
=J 0t Jpl

dann kann das J-Integral in einen elastischen und in einen plastischen Anteil
aufgeteilt werden. Nach Shih et al /2/ kann der plastische Anteil fiir den

vollplastischen Zustand dargestellt werden als

= — F n+l (5.18)
Jp1 A €, % W(l-a) h1 < d,n > 'GFZ)




Dabei istg;o =<30/E die zur FlieRgrenze gehdrige elastische Dehnung, Fi, die
Kraft bei der bei ideal-plastischem Werkstoffverhalten mit o, als FlieBgrenze
der vollplastische Zustand erreicht wird. h;<o, n> ist eine tabellierte
Funktion der RiRlidnge o und des Verfestigungsexponenten n.

Flir die plastische Verldngerung A gilt

pl

< o,n > c%—)“ (5.19)

A =
pl A Eo W o h3 N

h3 ist eine ebenfalls tabellierte Funktion von o und n. Unter Vernachlaséigung

von A,y bzw. J,q folgt aus Gl. (5.9):

BW  h h,' F' (5.20)
i () (d-a) = 1 + 0= - on =
L 3 3 L

o]
0
F

Die Beziehungen h; und hy sind also voneinander abhéngig, Der elastische An-

teil Jo1 ist gleich der Energiefreisetzungsrate Gy und somit

g =FX (5.21)

mit Jpl nach Gl. (5.18) und Jo1 mach Gl. (5.21) verwendet und nicht der etwas
komplizierter darzustellende tibergang mit der plastischen Zonenkorrektur. Es

gelten die folgenden Beziehungen:



8J 2
( gappl) = zgY + A 80 OO W(l=a) hl(n"'])(g_)n ']—‘ (5.22)
F
, DBUE FOFL
9 L appl 2F2yY" g 2t [ by’
( PPy = 55— tAe 0 (&) hy [(1-a)— - 1 (5.23)
da - B"WE FL hl
]
- (1=a) (n+1) — ¢
FL J
oA n-1
_ply F_ L1
( 55 )a Ae aWh, n(FL) F (5.24)

Die Kraft F wird in die Gl. (5.22) = (5.23) als Funktion von JIR,pl einge-
b
setzt, die sich aus Gl. (5.18) ergibt:

1
( JIR,pl ) n+]
L A €, 00 W(l-a) h’

(5.25)

Die kritische Compliance filir Instabilitit ergibt sich aus den Gl. (5.13) und
(5022) - (5-25) zu




2 in

neq

[A G, W(1=d)ha] 7 B (n-a] F.° - Jre.pe

Mo
JIR p‘ hﬂ 4 olJ.ER LYY, ‘- _n_?-_ =z .
W l—h—,“m-l +4] 7‘1] Jo tTTwiE ]_Telm[Af,,G Wlt-d)h,)” e
[ 2(1 n) 4
by e N+A
. {4"* ELBLWL(V”")L' Ii,pl [A { G \,\/(4 o{)h ]
v )
LYLEL o 2 }
T EwW B na1) IRl | A ¢, W(t-od ) h,] ™7
(5.26)
A-n _n_-_:y
~DAg o Wh, [A&G, Wlt-d] h,] 7" J ™
g Te, pt
¢ L
e o
AR

Dabei wurden die elastischen Anteile in J und A mit beriicksichtigt. Kdnnen

sie vernachlissigt werden, dann reduziert sich Gl. (5.26) zu

in

2 =
n+d '3 A n+
[A¢,G, w(i-d)h,] " B(n) 3 'Jre.plq

1 —(V‘H/I) JJ&

| (5.26a)
F )
h, A-d F da

!

jIR ,Pl [ ha

W

Ma=

Diese Beziehung wird auch aus der allgemeinen Gleichung (3.4) erhalten. Der
in dieser Beziehung enthaltene Ausdruck dF/da, d.h. die Anderung der Kraft
mit der RiRverlidngerung, ist abhingig von der Probenform und von der Jyp— a-

Kurve. Er ergibt sich aus Gl. (5.22) zu




— 24 —

1 '
dF =i[JIR, pl _Inﬂ (ll R A O dJIR, pl
da W LAEOOOW(]—oc)h1 } {Fi n+l 'Jpl da
LR (5.27)
“w Tl |
! J

5.3 J-Integral—-Analyse nach Ernst et al. /3/

Zur Ermittlung der JIR—Aa—Kurve aus einer F~A-Kurve wurde von Ernst et al
eine Methode vorgeschlagen. Es wird dabei von folgenden Annahmen ausgegan-

gen:

l. Die Kraft ist eine eindeutige Funktion von der RiBlinge a und der plasti-

schen Verldngerung Apl’ die unabhdngig von der AusgangsriBlénge a  ist.

2. Es wird dariiberhinaus angenommen, daB sich diese Abhdngigkeit darstellen

18Bt als
F = h<a> -g(Apl>, (5.28)

wobei h nur eine Funktion von a und g nur eine Funktion von Apl ist. Diese
Separation ist nicht allgemein erfiillt. Sie gilt vor allem flir groRe Risse

bei Biegebelastung,

Aus Gl. (5.15) folgt

(5.29)
= -1 rE

pl




Mit
OF _ h' (5.30)
Ga A =hg < Apl T F

pl
folgt

A

3 ht pl h'

= oem e < = e e
ol 5 g g < by > dh, = ¥ d Ay (5.31)

fir a = const, d.h. solange keine RiBverlingerung stattfindet, ergibt sich

Jpl aus der Fliche unter der FmApl—Kurve, wenn h<a> bekannt ist.

Tritt RiBverlangerung auf, dann ergibt sich eine differentielle Anderung von

Jpl zu
aJpl aJpl
dJ = (= )
pl = ©3a )A da + (33 1) dh
pl Pt a
h'' vg .
B f gdApl da ‘—B— ClApl
h'! h'
h' Jp]_ da El’_l FdApl
(5.32)
=y Jplda + BFdApl
mit
h' h'’
B = - 'E}—l und Y = E—r—




Aus Gl. (5.32) folgt eine Prozedur zur Ermittlung von Jyp in Abhingigkeit von

der RiBverlingerung durch stufenweise Addition von AJpl entsprechend

[3 3 + - )
L+l J;' « In( h' <i+1> /h' <i> ) +

B <i+1>+f8 <i>U i,i+1
2 pl (5.33)

i,i+]
Dabei ist Jpl’ der Zuwachs von Jpl zwischen zwel Verformungsschritten i
i,i+1

und i+1 und Upl die entsprechende Zunahme der plastischen Verformungs—

energie.

Fiir Instabilit#dtsbetrachtungen unter Verwendung von Gl. (5.13) sind folgende

GroBen von Bedeutung:

aJ oA

(Bh =g P2 (5.34)
a a
3J A
ply _ pl
(557 =Y Ior T B P57y (5.35)

Zwischen,(aApl/Ba)F und (BApl/BF)a kann ein Zusammenhang hergeleitet werden.
Aus G1l. (5.28) folgt

Apl = g_] < F/h > (5.36)
BApl .

(3 )F == (g1)' ;5 *h' (5.37)
oA (5.38)

( agl) = (g=1 )" %




und somit
A oA oA
1 h'
EREEE s R S8
a a

Aus Gl. (5.12) folgt dann fiir die kritische Compliance unter Vernachlissigung

des elastischen Anteils von J:

BBZFZ ((EA_P_l )2
c = oF “a _ (BApl) (5.40)
Mo 5 5 aApl 2 4l oF ’a

YJIR,pl+B d (( oF )a) P

Diese Gleichung ist fiir die Voraussage einer kritischen Compliance nur an-
wendbar, wenn F und (BApl/aF)a als Funktion von a bekannt sind. Dies ist der
Fall, wenn die Funktion g<Apl>, die vom Verfestigungsverhalten des Materials
und von der Geometrie des Bauteils abhingt, und h<a> bekannt ist. Gl. (5.28)
und (5.38) liefern dann die gewlinschten Gr6Ren. Da in der Literatur keine
Angaben {iber g<Apl> zu finden sind, ist eine direkte Anwendung von Gl. (5.40)

nicht mdglich.
Die von Gl. (5.28) geforderte Separation der Abhingigkeit der Kraft von der

RiBlédnge und der plastischen Verlingerung wird von dem in Abschnitt 5.2 be-

schriebenen Ansatz des EPRI-Handbooks erfiillt. Aus. Gl. (5.19) folgt

1
A n

F=F pl (5.41)
L |Ae Wa-h,<0,n>
0 3
Mit
FL = OO BW Z < ¢o > (5.42)
ergibt sich o, BW Z<a> Apl 1/n (5.43)
F = 1/n [ W

|A e/ o hyl
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Z<o» ist eine von der Bauteilgeometrie abhingige Funktion der relativen RiR-

ldnge. Es kann somit geschrieben werden

)= (&Y .o B (5.44)

h(a) Z (5.45)
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Anhang: Probe mit InnenriB

Fiir eine Probe der Breite 2W mit Innenrif der Linge 2a ist

2
- 1-0.50, + 0.3260

1
Y=__
2 Y1 = qa

Y' = ol 573 {1—1.5@ + 2.630° - l.304u31

4ovo(1=a) X
o
szda = —-%[6.682276 In (1-0)-0.93338(1-a)
(0]

+0.40638(1-0)% = 0.220 253(1-0)°
+0.051345(1—0L)4 - 0.021255(1—0L)5
+0.717163]
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Abb. 2 Kraft-Verlingerungskurve
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Abb. 3 Flache RiBwiderstandskurve
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Abb. 4 Kritische Compliance bei Weg-
regelung (Zugprobe mit Innenrif
flache RiBwiderstandskurve)
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Abb. 5 Kraft-Verlingerungskurve fiir Zugproben
mit Innenrif (o = 0,1,flache RiBwider-

standskurve)
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Abb. 6 Energiefreisetzungsrate filir konstante Ge-
samtverlingerung (Zugprobe mit InnenriR, C§ = 0,1)
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Abb. 7 Kritische Compliance .bei Wegregelung
(Zugprobe mit InnenriB, ansteigende
RiBwiderstandskurve)
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Abb. 8 Kritische Compliance bei Wegregelung
(Zugprobe mit InnenriB, ansteigende
RiBwiderstandskurve, o, = 0.2)
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Abb. 9 Kraft-Verlidngerungskurven fiir
Zugprobe mit Innenrif (o = 0,2,
ansteigende RiRwiderstandskurve)

Abb. 10 Kompliziertere Belastungs-
anordnungen
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Abb. 12 Energiebetrachtung bei linear-elastischem
Verhalten
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Abb. 13 Energiebetrachtung bei elasto-plastischem

Verhalten
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Abb. 14 JIR—Aa—Kurve und JIappl
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