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Zusammenfassung

Diese Arbeit gibt einen Uberblick tber Zweischritt-Verfahren fir die zwei-
dimensionalen Eulergleichungen, den Gleichungen der kompressiblen
Stromungsmechanik. Die Zweischritt-Verfahren sind Verfahren zweiter
Ordnung in glatten Bereichen einer Stromung und approximieren StoBwellen
Uber ein oder zwei Gitterintervalle chne Auftreten von Wellen, Es werden
numerische Ergebnisse fir eine zylindrische StoBwelle, fur eine Kelvin-
Helmbholtz Instabilitidt und fir ein StoBwellenfokusierungs-Problem gezeigt.

The Numerical Calculation of Two-Dimensional Fluid Flow with Strong
Shocks

Abstract

This paper presents a survey of two-step schemes for the two-dimensional Euler
equations of compressible gas dynamics. The two-step schemes are second-order
accurate on smooth parts of the flow and capture shock waves within one or two
interior grid zones without generating spurious oscillations. The numerical
results for a converging cylindrical shock wave, a Kelvin-Helmholtz instability,

and a shock focussing problem are presented.
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1. Einleitung

In den letzten Jahren wurde eine Reihe neuer Verfahren fiir nichtlineare hyper-
bolische Probleme entwickelt, deren Losungen Unstetigkeiten enthalten kénnen.
Ein wichtiges Anwendungsgebiet dieser Verfahren sind die Gleichungen der
kompressiblen Stromungsmechanik, die Eulergleichungen. Diese werden abge-
leitet aus den Erhaltungssétzen fiir Masse, Impuls und Energie. Die auftretenden
Unstetigkeiten sind hier StoBwellen und Kontaktunstetigkeiten. Die betrachte-
ten Verfahren sind sogenannte "Shock-Capturing” Verfahren, welches bedeutet,
dafl Unstetigkeiten nicht gesondert behandelt werden, sondern das numerische
Verfahren dariber hinweg lauft und automatisch eine sinnvolle Approximation
der Unstetigkeiten liefert. Dies gestattet in einfacher Weise, auch komplizierte
StoBwellen-Strukturen zu erfassen und zu berechnen. Wir wollen hier im folgen-
den die Bauart solcher Verfahren beschreiben, speziell im Falle der Gleichungen
fir zweidimensionale kompressible Stromungen, und einige numerische Ergeb-
nisse zeigen. Wir werden uns beschrinken auf die Zustandsgleichungen des
idealen Gases. Die numerischen Verfahren werden formuliert auf kartesischen
Gittern mit konstanten Schritﬁweiten.‘Erweiterungen auf allgemeinere
Zustandsgleichungen und Gitter werden in einer folgenden Arbeit beschrieben.

Die erste und wohlbekannte Methode, welche ein Shock-Capturing méglich
machte, war die Methode der kiinstlichen Viskositat (siehe /31/). Dabei wird zu
einem Differenzenverfahren ein kiinstlicher Viskositiatsterm hinzugefiigt. Dieser
bewirkt eine gewisse Regularisierung des Problems; Unstetigkeiten werden
ersetzt durch schmale viskose Uberginge. Das Differenzenverfahren wird
iblicherweise abgeleitet aus einer Taylorentwicklung und ist mindestens 2.-ter
Ordnung. Mit der Regularisierung des Problems ist natiirlich ein gewisser In-
formationsverlust verbunden. Insbesondere fir starke StoBwellen treten ver-
schiedene Probleme bei dieser Methode auf: unphysikalischer Temperaturansteig
an Kontaktunstetigkeiten und Winden, restriktivere Bedingungen an die Wahl
der Schrittweiten, die Wahl des Viskosititsterms ist vom Problem abhéngig.

Die Verfahren, welche im folgenden beschrieben werden, besitzen ein anderes
Konstruktionsprinzip. Ausgangspunkt ist hier ein "Upwind-Verfahren”, bei
welchem die Richtung der Differenzenbildung nicht global festgelegt ist, sondern
lokal je nach Richtung der Wellenbewegung gewéhlt wird. Diese Verfahren sind
sehr robust, jedoch Verfahren erster Ordnung und besitzen zur Berechnung
praktischer Probleme eine zu starke numerische Dissipation. Diese numerische




Dampfung 148t sich reduzieren durch gewisse Korrekturterme; man erhélt Ver-
fahren, welche in glatten Bereichen der Stromung mindestens 2.-ter Ordnung
sind, iber Unstetigkeiten hinweg aber die gewtlinschten Eigenschaften der Up-
wind-Verfahren erhalten. Von Harten /13/ wurde fiir diese Klasse von Verfahren
der Begriff "High Resolution Schemes” eingefiihrt. Diese Verfahren hoherer
Genauigkeit lassen sich durch die folgenden Eigenschaften charakterisieren:

1. Verfahren in Erhaltungsform,

2. scharfe diskrete Stowellen ohne Oszillationen,

3. mindestens 2.-ter Ordnung in glatten Bereichen,

4. keine kinstliche Viskositit.

Theoretische Aussagen und Kriterien fiir die Konstruktion dieser Verfahren
lassen sich bislang nur im skalaren Fall oder fiir Systeme mit konstanten
Koeffizienten angeben. Die in diesen Fallen theoretisch abgesicherten Verfahren

lassen sich jedoch geeignet auf nichtlineare Systeme ausdehnen.

Wir werden zunéchst grundlegende Begriffe und Bezeichnungen im Falle einer
skalaren Erhaltungsgleichung einfithren. Wir betrachten das Anfangswertpro-
blem fiir eine eindimensionale skalare Erhaltungsgleichung

(1.1) ut+/(u)x =0 inRX R: , ulx,0) = gx), xeR.

Der FluB f(u) sei dabei zweimal stetig differenzierbar. Im allgemeinen existiert
keine stetige Losung u = u(x,t) von (1.1); man muf} unstetige Losungen betrach-
ten (siehe /18/). Zur Approximation unstetiger Losungen benétigt man ein

Verfahren in Erhaltungsform

(12) n+l _ n n n _ =
U,i “uLWAgl"‘i‘_gl—%’)‘_ ‘

Hier und im folgenden verwenden wir die iiblichen Abkirzungen und

Bezeichnungen:

(1.3) X, = idx, ieZ t, = nAt, neN;

" Ax bezeichnet dabei die Raumschrittweite, At die Zeitschrittweite, mit A wird das
Schrittweitenverhéltnis bezeichnet. Der Wert uj stellt eine Approximation des

Mittelwertes von u im Gitterintervall




1
—E(x +xl+1)

(1.4) [ -

dar. Die Funktion g wird als der numerische FluB bezeichnet und ist eine
Funktion von 2k (k= 1) Elementen:

(15) noo_ n n noo_ n n
8ivy =8W ooty 8y =8W o u )

Um zu garantieren, daB das Niher ungsver fahrelll (;l 2) eine sinnvolle Appro-
ximation von (1.1) darstellt, muBl der numerische'gewisse Stetigkeitsvoraus-
setzungen erfiillen und eine Naherung des physikalischen Flusses sein. Es
gentigt, daB er zumindest lipschitzstétig und konsistent mit dem physikalischen
FluB f(u) ist:

(1.8) glu,...,u)=flu),

das heiBt fiir rdumlich konstante Funktionen stimmen beide iiberein. Als
Anfangswerte fiir das numerische Verfahren werden die Mittelwerte

(1.7) ut = -A% ] qtds

vorgeschrieben. Das nach (1.2), (1.7) definierte Naherungsverfahren besitzt die
Erhaltungsform und wird abgeleitet aus der integralen Formulierung der Erhal-
tungsgleichung (1.1) (/18/). Diese Form garantiert, dafl die Ausbreitungsge-
schwindigkeit der Unstetigkeiten richtig wiedergegeben werden. In praktischen
Fallen oder den numerischen Rechnungen wird man natirlich ein endliches
Gebiet vorliegen haben und man muf} an den Réndern geeignete Randbedingun-
gen vorschreiben, Der Einfachheit halber und weil das reine Anfangswert-
problem fiir eine hyperbolische Gleichung das natiirliche wohldefinierte Problem
ist, formuliert man Ndherungsverfahren tiblicherweise fiir Anfangswertpro-
bleme, Die sinnvolle Vorgabe von Randwerten 148t sich gesondert behandeln.

Eine wesentliche Rolle in der Theorie der Approximation der skalaren Erhal-
tungsgleichung (1.1) spielen die Upwind-Verfahren erster Ordnung, welche die
Differenzenbildung in Abhéngigkeit der Richtung der Wellenbewegung auswih-
len. Diese Verfahren sind 3-Punkt Verfahren (k=1). Sie erhalten die Monotonie-
eigenschaften der physikalisch relevanten Lésung:




a 1. esentstehen keine neuen Extrema,
.8)
2. die Absolutwerte der Extrema wachsen nicht an.

Aus diesen Eigenschaften folgt insbesondere die Stabilitdt der Verfahren beziig-
lich der L*-Norm und der Totalvariation und besitzen alle giinstigen Eigenschaf-
ten zur Approximation von StoBwellen. Insbesondere kann man die Konvergenz
der Ndherungslosungen zeigen, wobei eine diskrete Entropiebedingung garan-
tiert, daf} die Grenzfunktion gerade die physikalisch relevante Losung darstellt.
Eine Ubersicht tiber diese Verfahren fiir eine skalare Erhaltungsgleichung findet
sich zum Beispiel in /19/,/29/, /25/.

Die Upwind-Verfahren sind jedoch héchstens erster Ordnung und besitzen eine
starke numerische Dampfung. In den letzten Jahren wurden verschiedene
Methoden entwickelt, diese Dampfung zu reduzieren. Bei den Verfahren mit
FluBlimitern wird zu dem numerischen FluB} des Upwind-Verfahrens ein anti-
diffusiver Fluf} addiert. Um die gtinstigen Eigenschaften der Upwind-Verfahren
an Unstetigkeiten zu erhalten, wird der antidiffusive Flul begrenzt durch eine
FluBlimiterfunktion. Dieses Konzept geht auf eine Arbeit von Boris und Book /2/
zuruck. Eine andere Art, ein Verfahren hoherer Genauigkeit zu erhalten, wurde
von van Leer /21/ durch das MUSCL Verfahren gegeben. Eine Verallgemeine-
rung dieses Vorgehens sind Zweischritt-Verfahren, welche im folgenden ndher
beschrieben werden. Eine Ubersicht iiber diese Methoden fiir den skalaren Fall
findet sich in /24/, /27/. Die entstehenden Verfahren sind 2.-ter Ordnung
beztglich der L.1-Norm, erhalten aber tiber Unstetigkeiten hinweg die gtnstigen

Eigenschaften der Upwind-Verfahren.

Die skalaren eindimensionalen Konstruktionsprinzipien lassen sich geeignet auf
die zwei- oder dreidimensionalen Gleichungen der kompressiblen Stromungs-
mechanik ausdehnen. Dies wird im folgenden ausgefiihrt. Zundchst werden in
Abschnitt 2 die zweidimensionalen Eulergleichungen in Erhaltungsform formu-
liert und grundlegende Eigenschaften der numerischen Approximation beschrie-
ben. Abschnitt 3 gibt dann einen Uberblick tiber die verschiedenen Upwind-
Verfahren. In Abschnitt 4 werden diese Upwind-Verfahren als Baustein in einem
Verfahren hoherer Genauigkeit benutzt. Abschnitt 5 zeigt, wie Quellterme in das
numerische Verfahren eingebaut werden kénnen. Abschnitt 6 beschreibt die
Formulierung geeigneter Randbedingungen. Numerische Beispiele werden
danach in Abschnitt 7 behandelt. Abschnitt 8 enthalt unsere Schlufi-
bemerkungen.




2. Zweidimensionale Eulergleichungen, numerische Approximation

Wir betrachten die zweidimensionalen Gleichungen der kompressiblen

Stromungsmechanik,

(2.1) U, +F,O), +F0) =0

mit
p pu pv
pu pu2+p puv

U = , FiU) = , Fo(U) = .

pv puv pv2+p
e u(e +p) v(e+p)

Dabei bezeichnet p die Dichte, u,v die Geschwindigkeitskomponenten in x- bzw.
y-Richtung, e die Energiedichte. Der Druck p steht tber die Zustandsgleichung in
funktionalem Zusammenhang mit den ibrigen Variablen. Fiir die folgenden
Betrachtungen ist dieser Zusammenhang stets durch die Zustandsgleichung des

idealen Gases

1
(2.2) b= (y—l)(e - p(u2+u.‘z)>

gegeben (y Adiabatenexponent). Das System (2.1) von Erhaltungsgleichungen
steht fiir die Erhaltung der Masse, des Impulses und der Energie und wird ubli-

cherweise als Eulergleichungen bezeichnet.

Wir wollen im folgenden noch einige Eigenschaften und Beziehungen, welche wir
spdter benotigen auflisten. Das System (2.1) ist hyperbolisch; d.h. die Jakobi-
matrizen der physikalischen Flisse

(2.3) . dF,(U) . dF (1)
du '’ dU

besitzen je vier reelle Eigenwerte und ein vollstindiges System von Rechts-
eigenvektoren, Die Eigenwerte von A sind der GréBe nach geordnet

(2.4) (al,az,a a

g 4) = (u-¢,u,u,u+c),



die von B

2.5 —
(2.5) (bl’bz’bs’b4) = (v-¢,v,0,v+0),

wobei ¢ die lokale Schallgeschwindigkeit

(26 ¢ =Vplp

bezeichnet. Mit H bezeichnen wir die Enthalpie

2 2,.,2
+
2D - 2——” = (e+plp.

Die Rechtseigenvektoren der Jakobimatrix A lauten

1 1 0 1
u-c u 0 u+c
(28) (r1,r2,r3,r4) = ’
v v 1 v
H-uc Hu2+0v2) v H+ uc
die von B
1 0 1 1
u 1 u u
(2.9) (r1,ro,r3,ra) =
v-¢ 0 v vte

H-ve u Hv2+u2) H-ve

Eine einfache Ausdehnung eindimensionaler numerischer Verfahren auf 2 oder
mehr Dimensionen 148t sich mit Hilfe eines Dimensionen-Splitting Verfahrens,
oft auch Zwischenschrittmethode genannt, durchfithren. Dazu werden die zwei-

dimensionalen Gleichungen zerlegt in zwei eindimensionalen Gleichungen

(2.10) U, +F,@Q), =0,

(2.11) U+ FU), =0,




wobei die erste die Ableitungen in x-Richtung enthélt, die zweite die in
y-Richtung. Ein zweidimensionales Niherungsverfahren entsteht nun dadurch,
daf in jedem Zeitschritt zun4chst in x-Richtung und danach in y-Richtung inte-
griert wird. Wendet man auf (2.10) und (2.11) ein Verfahren in Erhaltungsform
an, so erhilt man das folgende Schema

(2-12) ' n+% _ rrn n n _ _A_t_
Uy "= U= M8 8oy ) M= Ax '

(213) Un+1 — Un+% Y (hn+-’,~ _ hn+-§- > A = _A_f_
L Lj Y\ iyt W=¥)""y Ay’

wobei die numerischen Fliisse g und h lipschitzstetig und konsistent mit den

physikalischen Fliissen sein miissen:

‘ gl,..., 0 =F ()
(2.14) !

hU,..., U0 =F,U)

Der Wert Uli‘ j stellt eine Approximation des Mittelwerts der Losung U zur Zeit t,
im Gitter-Rechteck

2.15) ‘ -
@19 Ry ["‘i—%’xw%) X [yjh%’yﬂ%)

dar. Die Bezeichnungen sind wie in (1.4) gewahlt. Als Anfangswerte werden die

Mittelwerte in den Gitterintervallen

(2.16) U°. = 1 [ Ulx,y,0) dxdy
W |RLJ| R, .
i

vorgegeben., Wir wollen hier wie iiblich zunéchst ein reines Anfangswertproblem
betrachten. Die fiir die numerischen Rechnungen notwendige Einschrinkung des
Rechengebiets und die damit verbundene Frage nach geeigneten Randbedingun-

gen wird in Abschnitt 6 behandelt.

Splitting Methoden wurden fiir strémungsmechanische Probleme von Godunov
/10/ eingefiihrt. Meist wird das Splitting Verfahren von Strang /37/ benutzt, bei
dem nach jedem x- und y-Schritt die Reihenfolge im folgenden Zeitintervall um-
gekehrt wird: xyyx. Diese Version erhilt die 2.-te Ordnung in der Zeitapproxima-




tion, falls die eindimensionalen Verfahren 2.-ter Ordnung sind. Fiir die Kon-
struktion mehrdimensionaler Shock-Capturing Verfahren haben sich diese
Splitting Methoden als sehr effektiv erwiesen (siehe /39/).

Die in jedem einzelnen Schritt des Splitting Verfahrens auftretenden eindimen-
sionalen Probleme (2.10), (2.11) sind nichtlineare hyperbolische Systeme beste-
hend aus 4 Gleichungen. Sie besitzen eine dhnliche Struktur wie die eindimen-
sionalen Eulergleichungen. Die zusatzliche Gleichung, welche in (2.10) auftritt
(3.-Gleichung), beschreibt lediglich den Transport der Impulskomponente pv in x-
Richtung mit der Geschwindigkeit u. In (2.11) beschreibt die zuséatzliche Glei-
chung (2.-te Gleichung) den Transport von pu in y-Richtung mit der Geschwin-
digkeit v. So lassen sich Upwind-Verfahren oder Verfahren héherer Genauigkeit
fir die eindimensionalen Eulergleichungen in einfacher Weise auf (2.10), (2.11)

tibertragen.




3. Upwind-Verfahren

Wihrend fir eine skalare Erhaltungsgleichung die Definition eines Upwind-
Verfahrens tiber die Monotonieeigenschaften (1.8) in recht einfacher Art und
Weise gegeben ist, wird dies bei Systemen schwieriger. Da Systeme mehrere ver-
schiedene Charakteristiken besitzen, welche in verschiedene Richtungen orien-
tiert sein kénnen, bedeutet der Begriff Upwind-Verfahren gerade, daB die ver-
schiedenen Einfliisse entsprechend ihrer Richtung in das Naherungsverfahren
eingebaut werden. Eine Definition eines Upwind-Verfahrens wurde fiir Systeme
von Harten, Lax, van Leer /14/ gegeben. Man unterscheidet zwei Klassen von
Verfahren, die Godunov-Typ Verfahren und die FluBvektor-Splitting Verfahren.
Dabei wird von den Godunov-Typ Verfahren die FluBdifferenz am Rande eines
Gitterintervalls in die Anteile nach rechts und links zerlegt und geeignet
approximiert. Man nennt diese Verfahren deshalb auch FluBdifferenzen-
Splitting Verfahren, Der wesentliche Baustein dieser Verfahren ist die exakte
oder ndherungsweise Losung eines Riemannproblems. Die zweite Gruppe zerlegt
direkt den FluB in die Anteile nach links und rechts. Im folgenden werden die
wichtigsten Vertreter jeder Gruppe, angewandt auf die Systeme (2.10) (2.11),
beschrieben. Wihrend im skalaren Fall eine recht umfangreiche mathematische
Theorie zur Verfiigung steht, gibt es fiir Systeme bisher sehr wenige theoretische
Ergebnisse. Man ist im wesentlichen darauf angewiesen, die Verfahren fiir den
skalaren Fall und fir Systeme mit konstanten Koeffizienten theoretisch abzu-
sichern und sie addquat auf nichtlineare Systeme zu {ibertragen.

3.1 Godunovs und Godunov-Typ Verfahren

A. Godunovs Methode

Eine Moglichkeit, Upwind-Verfahren zu konstruieren basiert auf dem physika-
lischen Bild von Godunov. Er benutzt die exakte Losung des Riemannproblems
zur Konstruktion eines Niherungsverfahrens, Mit Riemannproblem wird ein
Cauchyproblem mit stiickweise konstanten Anfangswerten




U+ fU) =0
(3.1.1)
wy;  flirx<0
U(x,0) =
wy  fiirx>0

bezeichnet. Die Losung hingt nur von den Zustidnden w),w, und dem Verhiltnis
x/t ab: U = U(x/t; wi,wy). Sie besteht aus konstanten Zustidnden, welche getrennt
sind durch einfache Wellen, das heifit StoBwellen, Kontaktunstetigkeiten und
Verdiunnungswellen. Es gilt

(3.1.2a) Ulx/t; wyw,) = wy firx/t < ap(wy,w,)

(3.2.2b) Ulx/t; wiw,) = w, fiirx/t = ay(wy,wr)

wobeil a, und ay die minimalen und maximalen Ausbreitungsgeschwindigkeiten

sind.

Godunov erhielt sein Differenzenschema, indem er numerische Approximationen
betrachtete die zu den diskreten Zeiten t,, stiickweise konstante Funktionen sind:

V(x,tn) = V;l Ar xaIJ. = (j—%)Ax,(j—F%)Ax).

Um die numerische Approximation auf der nichsten Zeitschicht ty+1 = tn + At
zu erhalten, wird zunéchst exakt das Anfangswertproblem

(3.1.3) U+ fU), =0, Ulx,ty) = Vix,ty)

furtn = t = ty 41 geldst. Up(x,t) sei die Lésung dieses Anfangswertproblems.




— 11—
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Figur3.1.1

Jede Unstetigkeit in V(x,t,) ergibt lokal ein Riemannproblem. Solange

AA" < A=
max

H

DN |
z &

wobei

n  _ noyrn nyrn
Amax = max |am(VJ.,Vj+1)|,|aM(VJ.,Vj+1)|

die grofte Ausbreitungsgeschwindigkeit auf der Zeitschicht ty, ist, gibt es wegen
(3.1.2) keine Wechselwirkungen zwischen benachbarten Riemannproblemen und
Un(x,t) kann durch die lokalen Riemannprobleme ausgedrickt werden:

3.1.4 T (el U VL TR )
( ) Un(x,t) - U( t—tn ’ Vj’Vj+1

firjAx <x < (+ 1A%, th = t = th+1.

Godunov erhielt eine stiickweise konstante Approximation V(x,t, + 1) auf der
nédchsten Zeitschicht, indem er Up(x,t, + 1) mittelte:

(3.1.5) prtl o L [ U (et +Adde.
J Ax J; nn
J

(3.1.5) kann durch die lokalen Riemannprobleme ausgedriickt werden




IAx
1 2
(3.1.6) yrtl= — J U(x/At;V;.'_l,V;.l)dx

0
- yvh oyt
+ [—%Ax U(x/At,Vj,VjH)dx .

Dies kénnen wir mittels der Integralform der Erhaltungssétze umschreiben zu

(317) n+1: n_ { n _ n
Vj Vj A /(Vj““%:) ﬂVj—%) ’
mit
n — . n n
Vj+% = U(0; Vj’Vj+1)‘

Dies zeigt, daB (3.1.6) in Erhaltungsform (1.2) ist, mit dem numerischen Fluf}

(3.1.8) g(V,W) = AU0;V, W)

Um die Lésung von (3.1.3) durch (3.1.4) zu beschreiben, hatten wir angenommen,

daB die lokalen Riemannprobleme nicht miteinander wechselwirken, d. h.

At

(3.1.9) : VT -
' max 2 Ax

Die durch (3.1.7) gegebene Beschreibung bleibt jedoch richtig, solange die
Wellen, die von (j-1)Ax ausgehen, (j+3)Ax nicht erreichen; das heiflt solange fiir

die Losung des Cauchyproblems (3.1.3) gilt:

(3.1.10) U (G-DAx, = konst, furt Stst .
Es gentgt daher
(3.1.11) AT <1

max

zu fordern (CFL-Bedingung).

Um den numerischen Fluf} (3.1.8) des Godunov Verfahrens zu berechnen, muf} ‘
das Riemannproblem (3.1.1) gelést werden. Fiir die eindimensionalen Euler-
gleichungen und die Systeme (2.10, 2.11) 148t sich dies exakt in Form eines Fix-
punktproblems ausfiithren (/10/). Eine ausfiihrliche Herleitung eines iterativen
Algorithmus zur Lésung dieses Fixpunktpoblems findet sich in /9/; weitere

Losungsmethoden in /3/, /5/.




Einige der wichtigen Eigenschaften des Godunov Verfahrens kénnen wir wie

folgt zusammenfassen:

(a) Das Riemannproblem macht Godunovs Methode zu einem Upwind
Verfahren. Das richtige Abhingigkeitsgebiet der hyperbolischen
Gleichungen wird bertcksichtigt.

(b) StoBwellen werden auf einem festen Gitter nahezu optimal und
ohne "gitterabhingige” Parameter wiedergegeben.

(c) Physikalische Effekte wie z. B, ein Vakuum kénnen vorhergesagt

werden.

Kin groBer Nachteil dieser Methode ist jedoch der hohe Rechenaufwand, um das
nichtlineare Riemannproblem exakt zu losen. Ebenso ist es schwierig, allge-
meinere Zustandsgleichungen zu behandeln (siehe /5/). Das hat zu verschiedenen
Versuchen gefiihrt, das Riemannproblem geeignet zu approximieren, Diesen
Approximationen des Riemannproblems ("Riemann-Loser”) ist gemeinsam die
Erhaltungseigenschaft, welche im folgenden, Harten, Lax und van Leer /14/

folgend, kurz beschrieben wird.

B. Godunov-Typ Verfahren

Wegen der Mittelung (3.1.5) wird bei der Definition des Godunov Verfahrens
nicht die volle Information der Lésungen der Riemannprobleme (3.1.4) benotigt.
Es ist daher moglich, die exakte Losung des Riemannproblems U(x/t; wi,wy)
durch eine Niherungslosung W(x/t; wi,wy) zu ersetzen. Die Ndherung kann eine
wesentlich einfachere Struktur besitzen, solange nicht grundlegende Eigen-
schaften der Erhaltungssitze verletzt sind.

Wir fordern, dafl das Integral der approximativen Lésung W gleich dem Integral
der exakten Lésung U des Riemannproblems (3.1.1) ist. Fiir das Integral der
exakten Losung erhalten wir aus der Integralform der Erhaltungsgleichungen




— 14 —

Ax
[ Ul/Af w),w )dx = §Ax(w +w ) — Alfw ) — flw)))

—3Ax

fir tAx > At Apax .

Entsprechend fordern wir die Konsistenz mit der Integralform des Erhaltungs-

satzes

HAx
(3.1.12) ‘ [ W/At w),w )dx = 3Ax(w +w ) — Alfw ) — fw))

—1Ax

fur —%‘AX = At Bmax .

wobei By ax die grofite Ausbreitungsgeschwindigkeit der approximativen Losung

des Riemannproblems ist, d. h.

w] fir x <-|Bmpax|t
Wx/t; wy, wy) =
wr fir x> [Bpaglt .

Benutzen wir die Approximation W fiir das Riemannproblem, so kénnen wir ein
Godunov-Typ Schema entsprechend zu (3.1.6) definieren

1 iAx 1 0
(3.1.13) yrlo J We/AL V. |V )dx + — ] W/AL V.,V . dx.
i T ax J=v Ax | _jax st

Mit Hilfe der Gleichung (3.1.12) kénnen wir (3.1.13) in Erhaltungsform
umschreiben

(3.1.14) vl oy At - g"
J J 4

i+

)

L
2

mit dem numerischen Fluf}

0
(3.1.15) B _ L[ _ 1 A«
iy —-g(VJ.,VJ.H) —/‘(Vj) Y e W(x/At; Vj,Vj+1)dx+ > A7 VJ.
= AV ! FA:CW( /ALY .V )d 1axy
VDT |, WAV Vde = o Vi




Im folgenden wollen wir zwei sehr niitzliche Approximationen des Riemann-

problems etwas genauer betrachten.

C. Der Riemannproblem-Léser von Roe

Roe /32/ approximierte die Losung des Riemannproblems (3.1.1) durch die exakte
Losung der folgenden linearen hyperbolischen Gleichung mit konstanten

Koeffizienten
W, + Ay W, =0
(3.1.16)
wy firx <0
W(x,0) =
w, flirx >0,

Dabei ist A, = A(wy,) die Jakobimatrix df/dU an der Stelle wi,. Der Wert wi, ist
ein spezieller Mittelwert von wi,w, und ist so gewihlt, da A}, die folgenden

Eigenschaften besitzt:

(3.1.172) fw) - fw)=A (w-w)
(3.1.17b) Ay pirw >,
(3.1.17¢) Ay, besitzt reelle Eigenwerte und ein voll-

stdndiges System von Eigenvektoren {r;}

Die erste Bedingung stellt eine Art Mittelwertseigenschaft dar; sie garantiert
gerade die Erhaltungsform des Niherungsverfahrens. Bedingung zwei ist nichts
weiter als eine Konsistenzbedingung, wiahrend drei garantiert, daf3 (3.1.16)

eindeutig losbar ist.

Fir das System von Erhaltungsgleichungen (2.10) bzw. (2.11) besteht die Losung
des Anfangswertproblems (3.1.16) aus vier konstanten Zustdnden wy, k=0,...,3,
getrennt durch 3 charakteristische Kurven x = ay(wy)t (sieche Figur 3.2).




x=aglw, )t /
\

Figur 3.2: Losung des Riemannproblems (3.1.16)

Fir die Losung W gilt

wy fuir x <ajt

wy fir apt <x <agt
(3.1.18) W = W(x/t; w,w,) =
wo flir asgt <x < ayt

wy flir x > ayt

Die Zustinde wi ergeben sich zu

wy = wy + alrl

(3.1.19)  wp =w; + alrl + a2r2 + 3r3

wy = wy + alrl + a2r2 + a3r3 + a4rd

wobei die ak, k=1,...,4, die Koeffizienten der Darstellung von wi-w, beziiglich der

Basis bestehend aus den Eigenvektoren rk von Ay, sind:
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4
(3.1.20) wl -w = Z akrk
k=1

Aus der Mittelwertseigenschaft (3.1.17a) folgt, daB an den Kurven x =ag(wip)t,
k=1,...,4, die Sprungbedingungen (Rankine-Hugoniot Bedingungen) der Glei-
chung (3.1.16) erfiillt sind. Daher ist die Approximation (3.1.18), (3.1.19) des
Riemannproblems eine integrale Losung der linearisierten Erhaltungsgleichung
(3.1.16) und somit konsistent mit der Integralform des Erhaltungssatzes.

Den numerischen Fluf} des zugehorigen Godunov-Typ Verfahrens erhalten wir
durch Einsetzen der Losung W aus (3.1.18),(3.1.19) in (3.1.15). Eine kleine
Umformung ergibt

4
. 1 1
(3.1.21) s = 1 (R + ) - 1 3 loylatt.

Ubrig bleibt jetzt noch die Angabe des Mittelwertes wy fiir die Systeme (2.10),
(2.11), so daB (3.1.17) erfiillt ist. Dies 148t sich am einfachsten ausfihren durch
Angabe des Mittelwertes fiir die Geschwindigkeiten, der Enthalpie und der
Schallgeschwindigkeit:

~ \/pl ul+\/pr u,

(3.1.22a) _ _ !
r \/pl +Vp,

u

B \/pl ul+\/pr v,

(3.1.22b) I B
tr \/pl+\/pr

o _\/pl Hl+\/err'
br \/-p_l—l—\/pr

1
2 _ 1 9 2
Clr - (Y— 1) le - 2 (u[r + Ulr)

Die Eigenwerte ax(w);), die Eigenvektoren rk(wy,) ergeben sich dann durch
Einsetzen in (2.4), (2.8) bzw. (2.5), (2.9). Die Berechnung der Koeffizienten ak
wird in Anhang B gegeben.




Wenn in der Stromung kein Vakuum (p>0) auftritt, dann erhilt das Godunov-
Typ Verfahren (3.1.14) mit dem numerischen Fluf} (3.1.21) die Vorteile des
Godunov Verfahrens. Roe's Riemann-Léser ist jedoch weniger kompliziert, kann

explizit berechnet werden und ist numerisch effektiver /9/.

In der numerischen Lésung des Godunov-Typ Verfahrens von Roe kénnen
unphysikalische Unstetigkeiten (sogenannte Verdinnungsstofe) auftreten, falls
einer der Eigenwerte a1 oder ag null wird. Dies kann dadurch vermieden werden,
daBl wir in (3.1.21) |aj| und |a4| durch Q(a;) bzw. Q(a4) mit

(x2/(de)) +e fiir x <2e
(3.1.25) Q) = (e=0.1)

Jx/ fiir |x/=2e

ersetzen (/15/,/13/,/9/).

D. Riemannproblem-Léser von Harten, Lax und van Leer

Ein sehr einfacher und iiberraschend effektiver Riemann-Léser wurde theore-
tisch von Harten, Lax und van Leer in /14/ diskutiert. Diese Approximation
extrahiert die Information uber die Signalgeschwindigkeiten aus dem exakten
Riemannproblem und besteht aus drei konstanten Zustanden

wy fur x<b,t

(3.1.26) W(x,t; wpwy) = { W fiir byt <x <bpgt

w; fiirx >bpgt

Die Werte by, und by sind numerische Approximationen der minimalen und
maximalen Signalgeschwindigkeiten (3.1.2). Der mittlere Zustand w wird so
definiert, daB der Riemann-Léser die Konsistenzbedingung (3.1.12) erfullt, d. h.

waR - bme /(wr) - /(wL)

(3.1.27) w =
bM - bm bM - bm




Den numerischen Fluf} des zugehérigen Godunov-Typ Verfahrens erhalten wir
durch Einsetzen dieser Losung in (3.1.15). Eine kleine Rechnung ergibt

(3.1.28) g0, = A ) - a., fiw) + a,c w —a),
Ay =%y, ™% Yy~

wobei wir deﬁniert haben

(3.1.29a) a_=min0,b )

(3.1.29b) 0, = mas(0,b,,).

Harten, Lax und van Leer lieBen offen, wie die Approximationen der Signal-
geschwindigkeiten zu berechnen sind. Dieser Aspekt wurde ausfiihrlich in /7/
diskutiert. Es wurde gezeigt, daB die Approximationen

(3.1.304a) b =u, —c, und

(3.1.30b) by =, —c,

wobei ujy und cjr durch die Roe-Mittelwerte (3.1.22) definiert sind, zu einem sehr
effektiven numerischen Algorithmus fithren. Fir StoBwellen von moderater
Starke kéonnen wir auch die Mittelwerte der minimalen und maximalen

charakteristischen Geschwindigkeiten

(3.1.31a) b == (utu —(ete)
m 2 l T l T
(3.1.31b) b= g b )

fur die Signalgeschwindigkeiten wihlen. Um das Godunov-Typ Verfahren mit
dem numerischen Fluf (3.1.28), (3.1.31) auch zur Berechnung starker StoBwellen
benutzen zu kénnen, ist es jedoch notwendig, zusétzlich Dissipation einzufithren
/1. Dieses Godunov-Typ Verfahren diirfte von Interesse fiir die Berechnung von

Gasstromungen mit allgemeinen Zustandsgleichungen sein.

Das Godunov-Typ Verfahren (3.1.14) mit dem numerischen FluB (3.1.28) liefert
Uberraschend gute Ergebnisse, im Hinblick auf die grobe Approximation (3.1.26)
des Riemannproblems. Die Vorteile des Godunov Verfahrens werden erhalten.




Insbesondere werden Stowellen in beiden Verfahren nahezu gleich approxi-
miert. Kontaktunstetigkeiten werden jedoch etwas mehr verschmiert, als das

beim Godunov Verfahren der Fall ist.

Der Riemann-Léser (3.1.26) mit den Signalgeschwindigkeiten (3.1.30) oder
(3.1.31) reduziert wesentlich die Programm-Komplexitat und die Rechenzeit.
Siehe /7/ fur einen Vergleich mit dem Godonov und dem Roe Verfahren.

Bemerkung: In der numerischen Lésung des Harten, Lax, van Leer Verfahrens
(3.1.28) mit der Berechnung der Signalgeschwindigkeiten (3.1.30) oder (3.1.31)
kénnen wie beim Roe Verfahren unphysikalische Unstetigkeiten auftreten. Dies
kann durch die Modifikation

(3.1.32a) b, = min®s,, > ()

(3.1.32b) 5

1
v max(bM, 5 (u,l+cl))

der Signalgeschwindigkeiten vermieden werden. Diese Modifikation dndert

nichts an der Auflésung der StoBwellen.

3.2 FluBvektor-Splitting Verfahren
Wir wollen zunéchst wieder ein beliebiges System von Erhaltungsgleichungen

(3.2.1) U+ AD), =0

betrachten. Bei den FluBvektor-Splitting Verfahren wird der physikalische Fluf
f(U) zerlegt in einen FluB nach rechts f*(U) und einen nach links f (U):

(3.2.2) ) = @O + )

Die zu f*(U) gehérende Jakobimatrix df *(U)/dU besitzt positive Eigenwerte,

df (U)/dU negative. Der numerische FluB g eines FluBvektor-Splitting Ver-
fahrens lautet dann am rechten Rand des i-ten Gitterintervals

—_ + -
(3.2.3) gU, U, )=f"WU)+fWU,, ).




Interpretiert man das zugehoérige Verfahren in Erhaltungsform als Differenzen-
verfahren, so bedeutet dies, dal} der Anteil nach rechts mittels linksseitigen
Differenzen, der Anteil nach links mittels rechtsseitigen Differenzen approxi-

miert wird:

(8.2.4) ot = ur AW W)W, - W),

4

Die Aufspaltung (3.2.2) von f(U) besitzt die folgenden Eigenschaften: Besitzt
df(U)/dU nur positive Eigenwerte so gilt f+(U) = f(U), {(U) = 0 und ganz analog
im Falle negativer Eigenwerte { (U) = f(U), f*(U) = 0.

Fir die Eulergleichungen wurden FluBvektor-Splitting Verfahren von Steger
und Warming /37/ und van Leer /20/ angegeben. Dabei baisert das Verfahren von
Steger und Warming auf der Eigenschaft, dal der FluBl der Eulergleichungen
eine homogene Funktion von Grad 1 ist; das heif}t es gilt fur jedes beliebige acR

(3.2.5) ‘ falU) = afil}.
Nach dem Theorem von Euler gilt dann fir f(U) die Darstellung

(3.2.6) AUY = AU, A = dfU)dU .

Betrachten wir zunichst den x-Schritt im Splitting-Algorithmus fiir die Euler-
gleichungen. Die Jakobimatrix A =d¥F{(U)/dU 148t sich diagonalisieren

(3.2.7) A-RlAR-l

wobei A = diag(ay,...,a4) und R die Matrix (2.8) mit den Rechtseigenvektoren zu
A ist. Die einzelnen Eigenwerte aj von A lassen sich nun leicht aufspalten in

einen positiven und einen negativen Teil, etwa durch

(3.2.8) a = ai+ + alf = max(O,ai) + min(O,aL.).

Die Jakobimatrix A 148t sich damit in eine Matrix mit positiven Eigenwerten

und eine Matrix mit negativen Eigenwerten zerlegen:

(3.2.9) A=A"+A" =RA*R™'+RAR™!
mit

), AT =diagla],. .. ,a;)

A" = diagla/,. .. a,




Problem 2.10 (x-Richtung)

Ff,l é% (2(y=1)a§ + aﬁ + a,)
Ff,z Fi,l u o+ [az—a;) %%
F1,3 Fia Y
- L (agad) S () it
Tabelle 3.2.1 FluBvektor-Splitting nach Steger-Warming flir das

F§’1 (2(y~1)a2 + ai + aZ) ;
2,2 Fa1 ¥
F§’3 FE’l vV o+ (a4-a1) %%
o oy S ) S (efeal) oy
Tabelle 3.2.2 FluBvektor-Splitting nach Steger-Warming flir das

Problem (2.11) (y-Richtung)




Machzahl M F1uB nach rechts FTuB nach links
M > 1 Fl = Fy F7 =0
g = 5 m)? ZREEE XSk
Flo = Fi,1 &/ Fro = P11 G/
-1 <M<1 FI,B = F;,l v FI’3 = Fi,l v
Fla = 1,20 " g P Fla = Fro G g FrL g
( 2(v"-1)
mit C1 = (y=1)u+2c mit Cy = (y-1)u-2c
M < -1 Fl =0 Fo= Fy

Tabelle 3.2.3 FluBvektor-Splitting nach van

(x=Richtung)

Leer flr das Problem (2.10)

Machzahl M FluB nach rechts FTuB nach Tinks
+ __
+  _ pC ? = _ _PC 2
Fo,1 = 7 (M) Fal g (1-M)
O - -
Fa,2 = Fa1 U Fo,2 = Fo0 U
A <M<1|FE L =F ¢y Fo . =F. . ¢C/
2,3 2,1 1Y 3,2 2,1 1Y
+ + L+ - - -
F = F C. —X 4 F = F C +=F, u
2,47 72,371, 27 02| T4 T T3, (2077 T2
mit C1 = (y=1)v+2c mit C1 = (y-1)v-2c
.l,. P
M < -1 Fy= 0 Fo = Fy

Tabelle 3.2.4 FluBvektor-Splitting nach van

(y-Richtung)

Leer fiir das Problem (2.11)
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Fur ein Verfahren in Erhaltungsform benétigt man nun die zu den Matrizen,
A+ A gehérenden Flisse. Diese ergeben sich aus der Beziehung (3.2.6):

(3.2.10) F;'(U):A+U, Fr()=A"U

Die Aufspaltung der Eigenwerte in einen positiven und negativen Teil ist nicht
eindeutig bestimmt. Es 148t sich eine ganze Klasse von FluBvektor-Splitting
Verfahren angeben (siehe /36/). Der zu dieser Aufspaltung gehdrende numerische
FluB ist nicht stetig differenzierbar; er besitzt Unstetigkeiten an den Nulldurch-
gangen der Eigenwerte. Daraus resultieren an solchen Schallpunkten kleine

Springe in den numerischen Ergebnissen.

Ganz analog ergeben sich die Fliisse nach rechts und links fir den FluB Fo(U) in
y-Richtung. Die Ergebnisse sind dargestellt in Tabelle 3.2.1 und Tabelle 3.2.2;
dabei ist a®y, ... ,a*4 eine beliebige Aufspaltung der Eigenwerte ay, ... ,a4.

Das Flufivektor-Splitting Verfahren von van Leer /20/ macht keinen Gebrauch
von der Homogenitit des FluBes. Wir betrachten zunéchst die Gleichung in
x-Richtung. Die Fliisse nach rechts und links werden konstruiert als Polynome
F1*(My), abhingig von der Machzahl My = u/c. Diese Polynome miissen ver-
schiedenen Bedingungen gentigen, etwa F1*(U) = F1(U) fiir M= 1 und F{(U) =
F1(U) fir M= -1, Die Flisse nach rechts und links im x- und y-Schritt sind in
Tabelle 3.2.3 und 3.2.4 zusammengefaft.




4, Zweischritt-Verfahren

In/21/ gab van Leer mit dem MUSCL Schema eine Moglichkeit an, wie man die
Konsistenzordnung des Godunov-Verfahrens erhéhen kann. Anstatt einer stick-
weisen konstanten Verteilung der Ndherungswerte fiihrte van Leer eine stiick-
weise lineare Verteilung ein. Damit muf an jedem Rand eines Gitterintervalls,
die Eulergleichungen mit solchen stiickweise linearen Anfangswerten gelost
werden. Dieses Problem wird oft das verallgemeinerte Riemannproblem genannt.
In /21/ wurde dieses Problem dann ndherungsweise gelést. Eine Verallgemeine-
rung dieses Schemas stellen die Zweischritt-Verfahren dar, welche im folgenden

beschrieben werden.

Zunachst betrachten wir wieder das allgemeine eindimensionale System von
Erhaltungsgleichungen (3.2.1). Im ersten Schritt wird eine stiickweise lineare

Verteilung der Naherung in jedem Gitterintervall eingefihrt:

(4.1) U = U™+ (e—x)S" , x

X, ,, X%

i—%7 Ti+d

Der Wert S, gibt gerade die Steigung im i-ten Gitterintervall zum Zeitpunkt t,
an. Auf geeignete Berechnungen dieser Steigungen kommen wir noch zurick.

Diese stickweise lineare Verteilung definiert an den Eckpunkten der Gitter-

intervalle die Randwerte

(4.2) ur o=+ 2Fgn
it i o9 T

Diese Randwerte werden um einen halben Zeitschritt nach tn + 1 transportiert:

(4.3) ntd A .
Uiy = Ul - 9 RUT) = RUZD )
Danach wird ein Upwind-Verfahren angewandt:
(4.4) urtl=yr - )\(h’.”% - hf”f%)
i i L+% I—%
mit

n+iy _ n+d pra+i n+% _ n+% n+¥
hi+% _h<Ui+ Uivn- ) hiZy =M UGy UiZ7 )



Das Schema in dieser Form wurde in /19/ von van Leer angegeben. In glatten
Bereichen 1463t sich (4.2) - (4.4) aus der Zweischritt-Tavlorentwicklung zweiter

Ordnung in Zeitrichtung

At
Ulet+300 = Uk, + — U (w0) + ot

Uls,t+ A0 = U, + At U (x,t+ 300 + oA

ableiten. Mit Hilfe der Erhaltungsgleichung lassen sich die Zeitableitungen in
Raumableitungen umschreiben und man erhalt

A
Ulx,t+ 108 = Ulx,t) — ?t AUG,0)_ + O(At?)
(4.5)
Ule,t+ At = U, ) = At UG, t+ A8+ O(AL%).

Obige Zweischritt-Taylorentwicklung liegt auch dem Zweischritt Lax-Wendroff
Verfahren von Richtmyer /31/ zugrunde, wobei die in (4.5) auftretenden Raum-
ableitungen mittels zentraler Differenzen approximiert werden. Die globale Fest-
legung der Richtung der Differenzenbildung bedingt dann, dafl etwa bei einer
Stromung von rechts nach links, falsche Information von links in die numerische
Losung eingebaut wird, welche an Unstetigkeiten oder starken Gradienten zu
Oszillationen und nichtlinearen Instabilitidten (negative Dichte) fiihrt. In (4.2) -
(4.4) wird dies anders gemacht. Der erste Schritt in der Taylorentwicklung
entspricht (4.2), (4.3). Fir die Steigung S 148t sich die notwendige Bedingung

(4.6) SI=U (x,t )+ O(Ax)

fir die 2.-te Ordnung in Raumrichtung aus (4.5) ableiten. Diese ist auch hin-
reichend, falls die Terme in O(Ax) stetig sind. Im 2.-ten Schritt wird dann durch
das Upwind-Verfahren automatisch die richtige Richtung der Differenzenbildung
herausgesucht. Dabei 148t sich im Rahmen des Zweischritt-Algorithmus jedes
beiliebige Upwind-Verfahren benutzen.

Neben (4.6) muf} die Steigung natiirlich noch mehrere Bedingungen erfillen, um
nicht die glinstigen Eigenschaften des Upwind-Verfahrens zu zerstoren, So sollte
die stiickweise lineare Darstellung der Niherung die Eigenschaften der exakten
Losung reproduzieren. Dies hei3t insbesondere, daB etwa, angewandt auf eine
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skalare Erhaltungsgleichung, die Monotonie-Eigenschaften (1.8) erhalten
bleiben sollten. Man benétigt somit eine Interpolation, die fiir eine monotone
Funktion eine monotone Niherung liefert und etwa die Totalvariation der
Néherungslosung nicht erhéht. Aus solchen Bedingungen lassen sich im
skalaren Fall Kriterien fiir die Wahl der Steigungen ableiten. Eine Ubersicht
tiber diese Kriterien im skalaren Fall findet sich in /27/, /23/. Eine einfache
geeignete Berechnung der Steigung ist zum Beispiel gegeben durch Anwendung
der Minmod-Funktion

a fiirla| <|b|, ab>0,

(4.7) minmod(a,b) = b fiir|a|>|b|, ab>0,

0 firab=0,

auf den linksseitigen und rechtsseitigen Differenzenquotienten. Hierbei wird
somit der betragskleinere Wert der Steigungen nach rechts und links genommen,
an Extrema wird die Steigung Null vorgeschrieben. Diese Wahl garantiert dann
insbesondere, daB keine neuen Extrema entstehen und die Absolutwerte der
bestehenden Extrema nicht anwachsen. Eine weitere geeignete Steigungs-

berechnung ist die Funktion

b+cHa+b
(4.8) avela.b) = (a2 “Na 2)’

? = 0(Ax),
a®+b%+2¢

vorgeschlagen von van Albada et al. /1/. Diese Mittelwertsfunktion strebt gegen
den betragskleineren Wert, ist jedoch ungleich Null an lokalen Extrema und
kann diese leicht erhohen. Weitere Berechnungen von Steigungen sind in
Anhang A aufgefiihrt.

Ein wesentlicher Gesichtspunkt ist nun natiirlich, wie diese Steigungsberech-
nung, entwickelt fiir eine skalare Erhaltungsgleichung, geeignet auf Systeme
tibertragen werden kann. Fir die Systeme (2.10), (2.11) ist es natiirlich denkbar,
diese Steigungen etwa mittels der Minmod-Funktion in den konservativen
Variablen U oder auch in den primitiven Variablen p,u,v,p zu berechnen. Im
MUSCL-Schema fiir die eindimensionale Eulergleichungen wurden die primiti-
ven Variablen benutzt. Es zeigt sich an numerischen Rechnungen, daf3 beide
Varianten recht dhnliche Ergebnisse liefern. Es ist bei beiden nicht méglich, die
skalare Theorie der Steigungsberechnung voll auf Systeme zu tibertragen; so




ergeben die "optimalen” Steigungen, welche im skalaren Fall die besten Approxi-
mationen der Unstetigkeiten liefern, hier oft Wellen an den Unstetigkeiten. Die
Steigungen (4.7), (4.8) lassen sich jedoch ohne Schwierigkeiten anwenden.

Bei den oben genannten Verallgemeinerungen der skalaren Theorie geht im
wesentlichen die Struktur der Eulergleichungen nicht ein. Eine bessere Uber-
tragung der skalaren Theorie auf Systeme 148t sich durch die Verwendung
charakteristischer Variablen erzielen, Wir verwenden hier eine formale Verall-
gemeinerung von skalaren Verfahren auf die Eulergleichungen, wie sie von Roe
/32/ und Huang /17/ vorgeschlagen wurde. Diese Verallgemeinerung besteht auf
einer lokalen Linearisierung des nichtlinearen Systems, die es moglich macht,
ein lokales System von chrakteristischen Feldern zu definieren. Die skalaren
Methoden werden dann skalar in diesen Feldern angewandt. Damit gelingt es,
‘die Eigenschaften der skalaren Verfahren weitgehend auf Systeme zu tiber-

tragen.

Wir betrachten zunidchst wieder das allgemeine eindimensionale System von
Erhaltungsgleichungen (3.2.1), welches aus 4 Gleichungen bestehen soll. Den
Zeitindex unterdriicken wir. Wir definieren in jedem Gitterintervall ein
Erwartungswert Uj, etwa durch

4.9 U = X
(4.9) U,=W, +20,+U,_ )4,

1

Die einfachste Moglichkeit ist hier natiirlich, U; = Uj zu setzen. Mit r¥,
bezeichnen wir den k-ten Rechtseigenvektor der Jakobimatrix A(U;) =
df(U;)/dU;. Danach entwickeln wir die rechts- und linksseitigen Differenzen-
quotienten beziglich des Systems dieser Rechtseigenvektoren

4
1 _ E Tk
Z;(UiJrl_Ui)_ Z ar;
(4.10) k=1

1

4
_ k Tk
RUimli )= Zl by i

Die ak,Bk bezeichnen hier die Komponenten beziiglich des k-ten charakteristi-
schen Feldes und sind ein MaB fiir die Anderung der ErhaltungsgroBe in Rich-
tung des k-ten Rechtseigenvektors. Man erhilt damit ein Vektor von Steigungen
S = (S1,582,83 S4)T fiir den ersten Schritt des Zweischritt-Verfahrens (4.2), indem




man die Steigungsberechnungen aus der skalaren Theorie in jedem Feld

anwendet
4
(4.11) S = > gkt
' k=1 P
mit
(4.12) Sk = skk phy.

Wendet man zum Beispiel in jedem chrakteristischen Feld die minmod-Funktion

an, erhéilt man

4
(4.13) S, = > minmod(a® ) rk .
k=1

Man muf} natiirlich nicht in jedem charakteristischen Feld diesselbe Steigungs-
berechung Si‘ anwenden. Insbhesondere, da das 2.-te und 3.-te charakteristische
Feld linear entartet ist, bietet sich an, hier gerade Steigungen zu benutzen,
welche sich fiir lineare Gleichungen als besonders effektiv erwiesen. Die Kon-
struktion der Zweischritt-Verfahren fiir die eindimensionalen Eulergleichungen
sind in /24/ beschrieben; hier ist auch ein Vergleich der Effektivitit verschie-
dener Steigungsberechnungen an Hand numerischer Testprobleme enthalten.
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5. Stromungen mit Quelltermen

Kompressible Stromungen mit Quellen und Senken lassen sich beschreiben,
indem man in den Eulergleichungen Quellterme auf der rechten Seite einfugt:

(5.1 U, + IO + Fz(U)y = Glx,y,t,U)

F1,F9 bezeichne hier wieder die physikalischen Flifle und U den Vektor der
ErhaltungsgroBen wie in (2.1.1). Die Inhomogenitit G =(G1,...,G4)T ist eine
Funktion von x,y,t und U. Eine einfache numerische Behandlung dieser Terme
14B3t sich im Rahmen des Dimensionen-Splittings ausfithren. Statt dem Splitting
Schema (2.10) - (2.11) erhalt man

(5.2) U,+F,@), =0,
(5.3) U, + Fy), =0,
(5.4) Ut = GQlx,y,t,U).

In jedem Zeitschritt wird dann zunéchst in x-Richtung, in y-Richtung und danach
das Problem (5.4) gelést. In (5.4) treten nur Zeitableitungen auf, so daf fir die
numerische Approximation jedes Niaherungsverfahren fiir gew6hnliche Differen-
tialgleichungen in Frage kommt. Es sollte natiirlich dieselbe Ordnung beziiglich
der Zeitapproximation besitzen wie die Naherungsverfahren fiir (5.2), (5.3) - in
unserem Fall also 2.-ter Ordnung. Fihrt man das Splitting von Strang /37/ aus,

wird im nichsten Zeitschritt die Reihenfolge umgekehrt.
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6. Randbedingungen

Bei hyperbolischen Problemen hingt die Anzahl der vorzugebenden Rand-
bedingungen von dem Verlauf der Charakteristiken ab. Es kénnen im wesent-
lichen nur so viel Randbedingungen vorgegeben werden, wie Charakteristiken in
das Rechengebiet hineinlaufen. Dies entspricht nattirlich auch den physikali-
schen Erfordernissen. Fiir nichtlineare hyperbolische Differentialgleichungen,
bei denen die Steigungen der Charakteristiken l6sungsabhéngig sind, kann sich
zudem die Situation am Rand wahrend der Rechnung dndern. Im Vergleich zu
Verfahren mit zentralen Differenzen, bei denen zusétzlich zu den physikalischen
noch gewisse "numerische Randbedingungen” hinzugenommen werden missen, -
ist die Situation bei den Upwind-Verfahren giinstiger.

Im allgemeinen bietet es sich programmtechnisch an, zusétzlich zu den inneren
Gitterintervallen noch Randintervalle, in denen die Randwerte spezifiziert
werden, einzufiihren. Wir méchten hier im folgenden die Vorgabe der Randwerte
im x-Schritt beschreiben; der y-Schritt 148t sich analog behandeln. Der einfachste
Fall ist, falls am Rand ein Uberschallgebiet liegt, das heift fiir unser System
(2.10) gilt u>c und alle Eigenwerte sind positiv. Am linken Rand hat man
dadurch eine Uberschall-Strémung vorliegen, und es miissen alle physikalischen
GroBen dort spezifiziert werden. Bei einer Uberschall-Ausstromung am rechten
Rand darfhingegen nichts angegeben werden; hat man zusétzlich zu den inneren
Gitterintervallen Iy,...,In Randintervalle Iy, In 4+ 1 eingefithrt, so 148t sich dies in
einfacher Weise durch die Zuweisung pN + 1 =pN, UN+1 = UN, YN +1 = VN,

PN +1=pN bewerkstelligen. Werden in diesem Fall gewisse Werte vorgegeben, so
wird dies jedoch auch keine grofien Schwierigkeiten mit sich bringen, da das
Upwind-Verfahren diese nicht in die Lésung mit einbaut. Es wird lediglich eine
Unstetigkeit am Rand entstehen, welche sich nicht ausbreitet.

Etwas schwieriger sieht die Situation aus, ist der Rand des Rechengebiets in
einem Unterschallgebiet. Betrachten wir zunédchst ein lineares hyperbolisches

System,

(6.1) U +AU =0,

wobei A eine nxn Matrix und U ein n-Vektor ist. Da (6.1) hyperbolisch ist, konnen

wir A auf Diagonalgestalt bringen:




Al 0
(6.2) RIAR = A =

0 A2
Dabei enthalte Al = diag(ay,...,am) die nicht positiven Eigenwerte a1 = ... = ap
und A2 = diag(am +1,...,an) die positiven ap+1= ... = apn. Wir kénnen nun die

charakteristischen Variablen einfithren V = R-1U und erhalten mit V=(V1,V2)T
(6.3) viealv =o
t x

(6.4) Vf i szI =0.

- Am linken Rand laufen n-m Charakteristiken in das Rechengebiet ein; es kénnen
also n-m Randwerte vorgeschrieben werden. Die iibrigen "Randbedingungen”
stecken in den hinauslaufenden Charakteristiken; das System (6.3) liefert die
zugehorigen Gleichungen. Die Bedingung (6.3) werden meist Vertraglichkeits-

bedingungen genannt.

Eine dhnliche Betrachtung 148t sich auch fiir das nichtlineare System (2.10)
durchfithren, Multiplizieren wir (2.10) mit den Linkseigenvektoren lj, die zu den
nicht positiven Eigenwerten gehéren, so erhalten wir die folgenden Vertrdglich-

keitsbedingungen

(6.5) LU, + lJ'.(U)Fl(U)x =0

fir alle j mit a;=0. Um die Vertraglichkeitsbedingungen im numerischen
Verfahren anwenden zu kénnen, missen wir (6.5) um einen geeigneten Zustand
U linearisieren. Giinstig ist dann als Randwerte gerade Werte vorzuschreiben,
welche mit den Riemann-Invarianten eng zusammenhingen. Eine solche
Moglichkeit ist in Tabelle 6.1 aufgefiihrt (vergl. /11/).

In vielen Fillen fithren jedoch auch einfachere Vorgaben zu guten Ergebnissen.
Bei der Unterschall-Einstréomung, bei der 3 Charakteristiken in das Gebiet hin-
einlaufen und eine heraus, ist eine solche Méglichkeit die Vorgabe von p,pu,pv,
der Druck p oder e wird extrapoliert; bei der Unterschall-Ausstromung
umgekehrt, Eine gute Ubersicht tiber Randbedingungen fiir hyperbolische
Gleichungen liefert der Artikel /11/ von Gustafson.
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Vorgabe Extrapolation
Uberschall Einstromung p,pu,pv,e -
Ausstromung - p,pu,pv,e
Unterschall Einstromung - pcu-p
c2p-p -
pv =
pcu+p -
Ausstromung pcu-p -
- c2p-p
- pv
- pcu-+p

Tabelle 6.1 Randbedingungen

Eine weitere Randbedingung, welche in vielen Anwendungen auftritt, ist die der
festen Wand. Hierbei ist an der Wand ein Anfangs-Randwertproblem zu lésen,
welches sich aber leicht auf ein Anfangswertproblem zuriickfihren 148t. Hat man
zusétzliche Gitterintervalle am Rand eingefiihrt, so fithren die Symmetrie-

bedingungen pg=p1, poug=- p1u1, povo=p1V1, eo=e1 zum Ziel.

Oft muB auf Grund der Effizienz das Rechengebiet eingeschriankt werden; es wird
nur der interessante Teil des physikalischen Vorgangs betrachtet. Dabei sind
meist Randbedingungen der folgenden Art gesucht: Wellen diirfen das Rechen-
gebiet verlassen, ohne daB Reflektionen auftreten, meist absorbierende Rand-
bedingungen genannt. Fiir die Eulergleichungen wurden solche Bedingungen
von Hedstrom /16/ abgeleitet. Diese Bedingungen basieren darauf, daf} die Infor-
mationen, welche entlang der herauslaufenden Charakteristiken transportiert
werden, keine Anderungen der in das Rechengebiet hineinlaufenden Informa-
tionen mit sich bringen. Die Ableitung dU/at 148t sich somit darstellen mit Hilfe
der Eigenvektoren, welche zu hinauslaufenden Charakterstiken (Eigenwerte

ai,...am) gehoren:

(6.6) au i kk
— = a‘r
a

Dary,...,tm,lm +1,...,ln eine Basis des Phasenraums bilden, ist (6.6) 4quivalent zu
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oU
(6.7) ! — =0, JZ m+1,...,n

J oot
Die Bedingungen (6.7) sind Hedstrom's absorbierende Randbedingungen; zusam-
men mit den Vertriaglichkeitsbedingungen (6.5) liefern sie die gewtnschten
Informationen. Beschrankt ist diese Betrachtung darauf, daf keine Stowellen
das Rechengebiet verlassen. Verlaft ein StoB mit der Stiarke ¢ das Rechengebiet,
so induzieren obige absorbierende Randbedingungen eine Reflektion in der Grife
O(e3). Natirlich werden auch keine Effekte auBerhalb des Réchengebiets bertck-
sichtigt; wie das sich Uberholen zweier hinauslaufender Wellen, welches zu einer

in das Rechengebiet laufenden Welle fithren kann.

Die hier beschriebenen Randbedingungen sind beziiglich Genauigkeit 1.-ter
Ordnung. Sie lassen sich jedoch - mit Ausnahme der nichtreflektierenden Rand-
bedingungen - in einfacher Weise auch als Bedingungen 2.-ter Ordnung formu-
lieren. Dazu werden fiir das numerische Verfahren zusitzlich zu den Werten in
den Rand-Gitterintervallen noch geeignet Steigungen vorgegeben. Eine andere
Moéglichkeit ist, ein weiterer Ring von Rand-Gitterintervallen hinzufigen und
dort ebenso Werte in Analogie zu den Bedingungen 1.-ter Ordnung zu spezifi-
zieren, Die Steigungen werden dann vom numerischen Verfahren daraus berech-
net. Absorbierende Randbedingungen 2.-ter Ordnung machen gréBere Miihe; fiir
die zweidimensionalen Eulergleichungen wurden solche Bedingungen von
Mietzner /22/ abgeleitet.




7. Numerische Beispiele

Da die hier betrachteten Verfahren explizit sind, miissen sie einer Schrittweiten-
bedingung (CFL-Bedingung) geniigen, welche garantiert, daB der numerische
Abhéngigkeitsbereich den physikalischen Abhangigkeitsbereich iiberdeckt. Im
Falle der zweidimensionalen Eulergleichungen fiihrt dies fiir das numerische

Verfahren auf eine Bedingung der Form

+ v+

mit 0 <1. Auf Grund der Effizienz sollte o dabei natirlich moglichst nahe bei 1
gewdhlt werden. In unseren numerischen Berechnungen wurde die Zeitschritt-
weite in jedem Zeitschritt adaptiv nach der Formel (7.1) berechnet. Das
Maximum auf der rechten Seite wird natiirlich mit den ”alten” Werten berechnet
und so sollte o zur Sicherheit nicht zu dicht bei 1 gewéhlt werden; die folgenden

Berechnungen wurden mit 0 =0.8 ausgefiihrt,

7.1 Zylindrische StoBwellen

Wir betrachten Anfangswerte fiir die zweidimensionalen Eulergleichungen in

der folgenden Form

(pipitti,pvi,e)T fiirx2+y2<r,2
(7.1.1) Ulx,y,0) =
(PasPalla,PaVare)T fiir x2+y2>ry2 .

Dabei setzen wir voraus, daB das Problem sich am Anfang in Ruhe befindet:

(7.12) u.=u =0, v.=v =0.

12 a i a

Ist die Dichte und Energie innerhalb des Kreises kleiner, so entsteht eine
StoBwelle, welche sich auf das Zentrum x, =0,y, =0 zubewegt. Dieser Vorgang
stellt eine Implosion dar; die StoBwelle kollabiert im Zentrum und wird danach
nach auBen reflektiert. Das Problem bleibt dabei natiirlich zylindersymmetrisch,

das r-t Diagramm ist in Figur 7.1.1 skizziert.




Zeit t &

Stofiwelle

Verdiinnungs-
welle

o

Radius r

Fig.7.1.1 Radius-Zeit Diagramm einer zylindrischen Stoflwelle

Fuhrt man zylindrische Koordinaten ein, so 148t sich das zylindersymmetrische

Problem reduzieren auf das eindimensionale Problem

(7.1.3)

mit

?

F(U) =

u,+ ‘F(U)r = G(r,0)

pu
pu?+p

u(e+p)

’

-pulr
G(r,U) = -pu/r

-ule+p)ir

Dabei bezeichnet hier r die Raumkoordinate, u die Geschwindigkeit in radialer
Richtung. Der Einflufl der Geometrie steckt in der rechten Seite, welche fiir r=0
singuldr wird. Die Anfangswerte fir das "eindimensionale” Problem (7.1.3)

lauten




(piuie)T fiirr<r,
(7.1.4) U(r,0) =

(Parta,ea)T fiirr>rg
mituj = uy = 0.

Die numerische Lésung des Problems (7.1.3), (7.1.4) macht an der Gitter-
singularitit r =0 natiirlich Schwierigkeiten. Man kann diese Singularitit
umgehen, indem man in r =0 geeignete Randbedingungen - abgeleitet aus
Symmetriebetrachtungen - stellt. Auf diese Weise 148t sich auch die Reflektion
der zylindrischen Stowelle numerisch berechnen (siehe /35/). Diese Methode ist
jedoch nahe r =0 empfindlich. Fiir sehr kleine Schrittweiten erhielten wir bei der
Reflektion Oszillationen. Auflerhalb r =0 sind die so erzielten Ergebnisse natur-
lich ein guter Vergleich fiir die der zweidimensionalen Rechnungen. Bei zwei-
dimensionalen Rechnungen auf einem kartesischen Gitter hat man natiirlich
keine Probleme im Zentrum der zylindrischen StoBwelle; hier liegt die Schwierig-
keit darin, die Zylindersymmetrie des Problems numerisch gut zu approximieren.
Insbesondere ist der Kollaps einer zylindrischen Stof3welle ein instabiler Vorgang
/38/, welches natiirlich auch die numerischen Ergebnisse zeigen missen.

Wesentlich bei der Erhaltung der Zylindersymmetrie des Problems ist die
Approximation der Anfangswerte. Voéllig ungeeignet ist, als Anfangswerte

Uinnen fur xLZ + yj2 < r02
(7.1.5) UOlJ =

Uaupen sonst

vorzuschreiben. Diese liefert eine zu "eckige” Approximation des Kreises und
erhélt nicht die integrale Erhaltungseigenschaft. Sinnvolle diskrete Anfangs-
werte miissen nach (2.16) als Mittelwerte berechnet werden. Die Integration in /
(2.16) ist in unserem Falle natirlich etwas aufwendig, und wie fihrten diese nur
approximativ mit der Rechtecksregel aus. Dabei benutzten wir in jedem Gitter-
intervall 4 oder 16 Teilintervalle. Als Diskretisierung benutzten wir fiir das
Rechengebiet 100X 100 Gitterpunkte. Die folgenden numerischen Ergebnisse
wurden mit pi=pi=1, pa=pa=4,1r,=0.25 und y = 1.4 erzielt. Die Bilder 7.1.2
zeigen zunichst die Anfangswerte fiir die Dichte p und den Druck p: die Ge-
schwindigkeiten sind Null. Das Bild 7.1.3 zeigt dann den Vorgang zur Zeit
t=0.0745, die StoBwelle lauft auf das Zentrum zu, gefolgt von der Kontakt-




unstetigkeit, die Verdinnungswelle lauft nach auflen. Es zeigt sich, daf3 die
Radialsymmetrie des Problems sehr gut erfaf3t wird. Bei der Dichte treten ganz
leichte Wellen hinter der Kontaktunstetigkeit auf. Bei Kollaps der Stoflwelle -
etwa zur Zeit t=0.1490 (Figur 7.1.4) - ist die Zylindersymmetrie etwas starker
gestort; es bildet sich ein sternformiger FuBl der StoBwelle beim Kollaps. Danach
wird die StoBwelle wieder reflektiert, nimmt wieder eine zylindersymmetrische
Form an und holt bei t =0.2235 die Kontaktunstetigkeit ein (Figur 7.1.5). Die
Ergebnisse stimmen sehr gut tiberein mit den Ergebnissen aus den
“eindimensionalen zylindersymmetrischen” Rechnungen. Die Instabilitat der
StoBwelle in der Néahe des Kollapses kann mit den eindimensionalen Rechnungen
natirlich nicht erfaBBt werden. Ganz dhnliche Effekte in der Ndhe des Kollapses
sind auch in den experimentellen Ergebnissen von Takayama et al. /38/ zu sehen.

Das hier benutzte Verfahren baisert auf dem Flufvektor-Splitting Verfahren von
van Leer und einer Steigungsberechnung in den charakteristischen Gréflen
mittels (A.2) in Anhang A. Dabei wurde k =1.5 aufden nichtlinearen, k=1.8 auf
den linear entarteten charakteristischen Feldern benutzt. Ganz dhnliche Ergeb-

" nisse liefern aber auch andere Upwind-Verfahren mit obiger Berechnung der
Steigungen. In Figur 7.1.6 sind Ergebnisse fiir den Kollaps mit dem Harten, Lax,
Leer Upwind-Verfahren dargestellt. Die Stowellen werden bei beiden Verfahren
innerhalb von zwei Gitterintervallen, die Kontaktunstetigkeiten innerhalb von

drei Gitterintervallen aufgelést.

Zum Vergleich mit dem reinen Upwind-Verfahren und den Zweischritt-
Verfahren zeigt Figur 7.1.7 Ergebnisse des FluBvektor-Splitting Verfahrens von
van Leer. Die Unstetigkeiten sind hier ganz deutlich mehr verschmiert, die
Maxima beim Kollaps deutlich geringer. In 7.1.8, 7.1.9 sind Ergebnisse mit
obigen Zweischritt-Verfahren gezeigt, wenn die Anfangswerte nach (7.1.4)
vorgeschrieben werden. Diese eckige Approximation induziert starke Wellen,
besonders hinter der Kontaktunstetigkeit. Die Storungen beeinflussen jedoch
nicht sehr stark das Verhalten beim Kollaps und bei der Reflektion.

Das nachste Bild zeigt Ergebnisse bei Verfeinerung der Schrittweite: in beiden
Raumrichtungen wurde die Schrittweite halbiert. Dabei wurde ein Viertel der
zylindrischen StoBwelle herausgegriffen und der tbrige Teil mittels Rand-
bedingungen simuliert; dieses Viertel wurde dann mit Hilfe der 100X 100 Gitter-
punkte diskretisiert. Die dabei erzielten Ergebnisse stimmen sehr gut mit den

Ergebnissen auf dem groberen Gitter tiberein.
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Fig. 7.1.2 Anfangswerte flir Dichte und Druck
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Fig. 7.1.3 Dichte und Druck zur Zeit t = 0.0745
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Fig. 7.1.4 Dichte und Druck zur Zeit t = 0.1490



— 42 —

z
>
Z X
W
N
o —
o OF
[e) (e

TTTIILE
2I777 777 IT Ll Y 1T bk o 2L
y: e
2 e A
LA T, 440 o e %
5L L 1A AL 2197 2L LI T L T
S N e RN Y G S R T LI A
Ry e g A Oy g AN e
o N ROV Y g 4L e A e
G g XS4 g ISR 5, ARy 0/ A5, 7
22755 0L I, N AR g g A o
2 A AL LA A L A R 7 A
ST A 242, A
A A 2z R
LA AL L2179 ALY A 4.2 5
R A A T TR LT 7L, L A
b N I N e 0 0 A
a,i,h',,l.,,, NN TR A e A LA
A e e e o S
2257 e = R
s P s L T
S e e e S A
.;;;;g;xm%a%%zﬁ'wzz%%ﬁ%i%f
Lo e e % s
%2 S E SR A e
5% SR i oY %5 Y
2 STy SR
57 S REIRITL TG L T, S,
555 Tt e R
25 N A e L
& s 'I e ﬁ&%..ﬁﬁnz%%ﬁ%’
SR B e e 2 S 3‘3’.’:’.‘:-§:’.ﬂ'€’.‘.€,’~;’;".’%’¢,’4’¢:’j§‘4‘?’
22502587 LLor b e s 2 R o S RIS
O R A 27T AN S e ey s A e s 72 i
GEALL AL e e TS AL e AN c...z',-n-...,.,....:; e
) B R A i i e AR 2552557 1222k e
SN AR e B O R e ;
R 2 e s e N S ey e
Ve A R S S ',Zu."upn,',ﬂ,‘wlgo% ey Oy A
e e AR AN '.I"un'."','l,«.'.' R e e s AR
E N N N T o & B e s ANy e L e S G S
S O N e e A NS R 2L SRR DETLIIGN 2SI, A s
(PRI TARELL T, e A N LY Y N Y G A s A & v s
AR A L AL AL LB 2 T A\ S Tl RGN N e by R R
e A 2 N b N e b e e sy
S e A NN B W e S e e g Y aas Sa
ZOBLRALAL e A /,.“- CEsasaed KTl e e e
R e S A NN ] o A LA A R T 2025
A e R et A ] e e e
T e N S e o i # A r A ] ] ” LT 7 7SR L e Z
B ol I St by Lo e e [ ] {1 NN AN A & R
A ey o o o M A B T ] Ll AT A s I
225025 a....,,,,,,,,,’;,,,r,,t,,t 7 AT T T L7 A5 s,
%2R e o S e A L 77 77771 L0 R e L
S s A L 1 e X 8 e g e
42 e e o e s A I LI IR L L 1T A, N LLAL T
425 A Ny o R A A i A L gy o
L5 R N e A I e e e e
(A TT BT G L L L L Ty 8 8 Nk S
R o o G o S AT I S e s aig. S AR L L A At
A S L L B, ALLAL LY O e
TeL e et Ll .’1'..-;1:’,',.,:1:1,1,,111 4 A s 5 e s as o
RS e e R i i 00, e L b oy e T e e
Tt 2o s iRt L, %‘%ﬁnﬂﬂ%ﬁn’u{"’%’ ""%.“s‘z"
22,55 7277 77

LT
s, 7
sy o e
S AT
LILIIsE

N S LA
SRR TEsE 2o 0Tt

oL L LT
S A

R s
2%
e G T

T e 2

Dichte

MAX = 6. 844

77777 s
2 :5’5';1"111 v 5 ” g
7 7 i
v55%547 i
575 Hoh I I T2 2T
R, .ﬂ%’;’,’;’z’...#%’:,w,',:’}, s
227 222 272 Z 202, rars §
FA e
G AR T T T T 120 b L o
L0225 LR T A G ST, o Al o 4 A
Yy o R O A i R L
e Y s IS v sy
,:,'5'1}'!.',',,’,’,’,:,‘5":,' AL A
XL R %, 5z ey, 7.2
ALl T LT Y T, 7271 e
ZZ05 L2Z7TTS o s i
ﬁ'-,:'-z:.;.'-'.'.',z'}z'.z'.":""'}.'
552 75%% A
R R !
g e A A 1
e w ey s LTS S i
O AN b O e 0
&5 e, o GES Rt o 2
G i e e e A s !
'.Fﬂ%ﬁ%ﬁ%&%;zﬂfékzﬁfl’""%’: ks P |
e 7 e a Lt |
e e L A N s
G A LYy SHLE LT IL oL E e a s Gl r bk
e e L N e e 25\ R o i S
e e S e s e S A s o s
i A N S NS 2%
S S R R LT AN e S e S
e e A o T A S N\ T v
4 S e L L L e \\Woeiiersat s iesizes e
477 e A i e e BRLL L2 20 o O Ao el N e LR,
T 7% ,'.....u,.,,,,”.”u,,,'o, S ¥, TS B LR L L e S A
& L L S R A s e S A e e e e
£2% .g:..nn,z'....u,,'.@u,»;, ga,z',;-,n,,-,;,;-;',,,«,;ﬁ' O S o o
P e TR E R IR L 155 L R e R
o A o e A AN AR A B i b R
422 e L s w2 e s oLt LE T
N A A A It e A L e A
T A TR LS e S T
O e 8 R 577 s G R B LI L I e ol
S R o A e | e A A = S
S e e S e s O s R L e i
e e A Z |
42 'i"l. e A o o o 2L Tl A & N v
e et e i R e 2R A |
'u.'."o'"'"uan",‘.',,ﬁa-,',.nt,'.ﬂ',ﬂ, Iy e S S e T ;
-.,~,~..,~,-_~,n.:,'.','.-...¢,-,¢,;..-q,:,,.f,t,,, ] o en e e e 2 e e R |
42%% 2‘,::.2":...’..:«-".‘;’.‘-,’:r’.’.%.l‘,’,lllf,{,llllllllltlln‘.' R L
N A e N A L LI2L L L2 LYY 777Nk 8 H
4 B I LTI TN o H
e N e e 55 1727775550
e o e e AL
e s M A AA N B e A
R N T ST LS 7o N AT
G o 2z Z
2257 SRR %

5%
T

s
e v w e s S H s
e

S
2

s e 2
e e g as

Ll %
R e

Druck

ichte und Druck zur Zeit t = 0.2235 ,




MAX
MIN

[T
N o
O~
[(o 2]
(D_A

2z LIl

R P 17 7 AR
LI T QLT T I I T I LI

S

i L A A PR i et o
R A L L A
A R T L L L
AL iaats
22T ALY 777
ettt 7
ety o e o e A

A A W rar & X
e

o

s
AT s s
e
s 5 2r 7%

o
&
QS OSN
".’ 3

(>
X
W
X

o
= 2z =
QT e e
% 7 L2 P Ty oz 2
RBEE ST 4
2T e
i e e
AT L2272y A L L2
N 2L
e
2 7

s 7z
SRR LG

Rzt
22587 A g A 4
S W e ek SRR T T2
S e
SN
2%

Dichte

MAX = 15. 061
MIN = 2. 370

4sssasss
SIIIIAIS
VITIITFE.
227717
7 777
X
27
%
TITT 7%
2%
Vot r
a 2
s e
re Z
7
s ZrrTY 2
LL55s s L%
i
o
s 7
/s v 2
iiae vy g

Druck

Fig. 7.1.6 Dichte und Druck zur Zeit t = 0.1490
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Fig. 7.1.7 Dichte und Druck zur Zeit t = 0.1490, Upwind-Verfahren
von van Leer
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Fig. 7.1.8 Dichte und Druck zur Zeit t = 0.0745, Anfangswerte (7.1.5)
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Fig. 7.1.9 Dichte und Druck zur Zeit t = 0.1490, Anfangswerte (7.1.5)

|
|
|
|
|
l
]




— A7 —

z3
ZX
[ 311
No
[an X6 ]
N O
oo W

e w e

1
2 7 A TP
O NN by R E Ry o 74
(2200t AL AL L KRR L L Ry At
L AR R R 5 L
L AT AR L 2

2%
(22 e e IR LRI
e R 2
e
R

A

L2z
% 3’4’:,",".'.‘.'..
W Z st

% TGN G .’
LI e K gzt
ZZ %‘{f*'s%”’:‘:’;gas'é"‘
S
e

Dichte

T z % T
e z o R
Z 7 7
T e e 5 7 e
S e e e
ey = s, ety
e s P
Zereizs e e e e e
e e L S b o 7
e s s i
S s 2
- % DL ¥
o % z
o 7 S
=~ 7

Ler s

MIN =

= Zrs, Tz
i L T2

Sl

MAX =

Druck

; :
e g
y % 7o aaw s vas ol
S
S i
7 %
7 7 7 7 Z %
7 Z 72 BT Z AL
s i :
Z i
,f ' 4 A
v v rrrIry
i s
LT e
:

Fig. 7.1.10 Dichte und Druck zur Zeit t = 0.1490



7.2 Kelvin-Helmholtz Instabilitit

Eine Kelvin-Helmholtz Instabilitdt entsteht bei dem folgenden Problem: Zwei
Gebiete derselben Fliissigkeit (Dichte, Druck sind identisch.) sind durch eine
sinusférmige Trennfliche getrennt (siehe Figur 7.2.1). Der untere Teil der Stré-
mung besitzt die Geschwindigkeit u=0.5, wihrend der obere Teil in die
entgegengesetzte Richtung mit der Geschwindigkeit u=-0.5 stromt; die
Geschwindigkeit in y-Richtung ist in beiden Teilen Null. Dieses Problem wurde
wieder auf einem 100X 100 Gitter gelost: das zugrunde liegende Upwind-
Verfahren war das FluBvektor-Splitting Verfahren von van Leer, die Steigungen
wurden aus den primitiven Variablen berechnet. Das Bild 7.2.1 zeigt die
Entwicklung der Instabilitdt an Hand der Hohenlinien fiir die Dichte p.

Man sieht an den Héhenlinien, daf sich Gebiete groBer Dichte und verdiinnte
Bereiche bilden. Jedoch sieht man natiirlich nicht, wie sich die Grenzfliche
zwischen den beiden Strémungen verhélt, Hieriiber geben die Verfahren, aus-
gehend von den Eulergleichungen, keine Information. Man miifite dazu die
Lagrange-Formulierung der Gleichungen der kompressiblen Strémungs-
mechanik benutzen. Dies hat aber auch den Nachteil, dafl Verwirbelungen der
Grenzflache nicht oder nur nach einer aufwendigen Neuordnung der Gitterzellen
berechenbar sind. Eine andere Méglichkeit ergibt sich, indem man der Grenz-
flache wiahrend der Rechnung mit dem Euler-Verfahren explizit folgt. Dazu wird
die Grenzfliche diskretisiert und in einzelne Stiicke zerlegt. Jedes dieser Stiicke
wird nun wahrend der Rechnung in einer "Lagrange'schen Art und Weise”,
abhéngig von dem lokalen Strémungsfeld, bewegt. Man kénnte dieses Vorgehen
auch als eine Art "Particle in Cell” Methode interpretieren, wobei diese Teilchen
jedoch nicht in der numerischen Methode benutzt werden, sondern lediglich die
Grenzfldche der beiden Stromungen markieren. Die Markierungs-Teilchen
dirfen sich hierbei frei bewegen. Die damit erzielten Ergebnisse sind in den
Bildern 7.2.2 - 7.2.4 dargestellt. Der Markierungsalgorithmus und weitere
numerische Ergebnisse bei der Simulation hydrodynamischer Instabilitdaten

werden in einer nachfolgenden Arbeit ndher beschrieben.
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u =-0.,5
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Fig. 7.2.1 Anfangswerte; Hohenlinien fir die Dichte zur Zeit t = 0.1




Fig. 7.2.2 Grenzflache zu den Zeiten t = 0.0, t = 0.2




Fig. 7.2.3 Grenzfliche zu den Zeiten t = 0.4, 0.6



Fig. 7.2.4 Grenzfliche zu den Zeiten t = 0.8, 1.0




7.3 StoBwellen-Fokusierung

Das dritte Testproblem ist die Fokusierung einer ebenen StoBwelle in Luft
(y=1.4) durch einen parabolischen Reflektor. Hierbei wurde als Upwind-
Verfahren das Godunov Verfahren, das Verfahren von Roe und das Verfahren
von Harten, Lax, Leer benutzt. Der erste Schritt des Zweischritt-Verfahrens

wurde nach dem Schema in /5/ ausgefiihrt.

Die Machzahl der einfallenden StoBwelle ist 1,1. In den Berechnungen wurde der
Reflektor durch eine Treppenfunktion approximiert und dort reflektierende
Randbedingungen vorgegeben (siehe Abschnitt 6). Auf Grund der Symmetrie
gentgt es, die Rechnung auf die obere Hilfte der Stromung einzuschranken. An
der Symmetrieachse wurden reflektierende Randbedingungen benutzt. Die
Ubrigen Rénder wurden als ausstromende Rander betrachtet. Eine detaillierte
Beschreibung des Problems findet sich in /28/.

Figur 7.3.1 zeigt die Losung des Zweischritt-Verfahrens basierend auf dem
Upwind-Verfahren von Godunov. Die Riemannprobleme wurden dabei mit dem
Iterationsverfahren von Chorin /3/ gelést. Die Bilder zeigen den Druck bei der
Reflektion am Reflektor, nach der Reflektion und schlieBlich beim Zusammen-
laufen in Brennpunkt; das vierte Bild zeigt den Vorgang nach der Fokusierung.
Die numerischen Ergebnisse stimmen mit den experimentellen Untersuchungen
sehr gut tiberein (/28/). Keine sichtbaren Verdnderungen ergeben sich, wird das
Godunov Verfahren durch das beziiglich der Rechenzeit giinstigere Verfahren
von Roe ersetzt (/7/). Bild 7.3.2 zeigt die Ergebnisse mit dem Upwind-Verfahren
von Harten, Lax, van Leer. Dieses recht einfache und schnelle Upwind-Verfahren

liefert ebenso fast identische Ergebnisse.
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Z)

Fig. 7.3.2 Zweischritt-Verfahren mit dem Upwind-Verfahren von Harten,

Lax, van Leer
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Fig. 7.3.1 Zweischritt-Verfahren mit dem Upwind-Verfahren von Godunov




8. SchluBibemerkungen

Die hier betrachteten Verfahren erwiesen sich als sehr leistungsfihig bei der
Approximation zweidimensionaler kompressibler Strémungen. Die Vorteile
dieser Verfahren liegen in der Approximation starker Stowellen. Wihrend die
Verfahren mit zentralen Differenzen und kinstlicher Viskositét sicherlich etwas
weniger Rechenzeit benétigen, muB fiir diesen Problemkreis die kiinstliche Vis-
kositit oft sehr grofl gemacht werden und tberschreitet oft deutlich den Wert,
welcher fir das physikalische Modell adaquat ist. Oft treten dabei an den
Unstetigkeiten noch leichte Wellen auf, welche zu Instabilitdten fithren kénnen.
Der grofle Vorteil der Differenzenverfahren mit kiinstlicher Viskositét ist ihre
Einfachheit.

Sehr genau lassen sich Unstetigkeiten durch sogenannte "Shock-Fitting
Verfahren” berechnen. Hierbei wird iiber Unstetigkeitsflachen nicht hinweg
gerechnet, sondern sie werden als eine Art ”"innerer Rand” behandelt. Die
Randwerte hierzu liefern die Rankine-Hugoniot Bedingungen. In den glatten
Bereichen werden dann meist Charakteristiken-Verfahren hoher Ordnung
angewandt. Diese Vorgehensweise ist natiirlich beschriankt auf einfache
StoBwellenstrukturen, da sonst der Verwaltungsaufwand zu grof3 wird. Ein
dhnliches Konzept sind die "Front Tracking” Methoden. Die hier betrachteten
Upwind Methoden bilden einen Mittelweg; sie vereinigen in sich beide Konzepte:
Einfachheit durch eine Differenzenformulierung der Erhaltungsgleichungen,
Genauigkeit durch Beriicksichtigung der Wellenausbreitung durch das
"Upwind”-Konzept. Das Hauptanwendungsgebiet ist sicherlich die Approxi-
mation komplexer StoBwellenprobleme, insbesondere beim Auftreten starker
StoBwellen. ‘

Ein direkter Vergleich der Rechenzeit der verschiedenen Konzepte wurde nicht
durchgefiihrt und erscheint durch die verschiedenen Anwendungsbereiche dieser
Verfahren auch nicht sinnvoll zu sein. Wir schétzen, dafl die Zweischritt-Verfah-
ren héchstens doppelt soviel Rechenzeit benotigen wie ein Verfahren mit zentra-
len Differenzen und kiinstlicher Viskositat. Bis auf das Upwind-Verfahren von
Godunov sind alle hier vorgestellten Verfahren implementiert auf dem Vektor-
rechner Cyber 205. Augenblicklich ergeben sich fiir die Rechnungen auf einem
100 x 100 Punkte Gitter die folgenden Rechenzeiten: Das reine Upwind-
Verfahren benotigt etwa 0.06 bis 0.09 sec pro Zeitschritt (0.06 sec FluBvektor-
Splitting Verfahren von van Leer, Verfahren von Harten, Lax und van Leer; 0.09




sec Verfahren von Roe), der erste Schritt im Zweischritt-Algorithmus benétigt bei
der Berechnung der Steigungen mittels primitiver Variabler zusatzlich 0.05 sec,
mittels charakteristischer Variabler 0.10 sec. Damit benétigt das volle
Zweischritt-Verfahren 0.11 bis 0.2 sec Rechenzeit pro Zeitschritt. Durch weitere
Optimierung 148t sich voraussichtlich noch 10 bis 20 % Rechenzeit einsparen.
Rechenzeitintensive Teile des Programms sind direkt in Vektorbefehlen
geschrieben, der Rest wird vom Compiler der Cyber 205 automatisch vektorisiert.




Anhang A

Eine ausfiihrliche Ubersicht iiber geeignete Steigungen findet sich in /23/,/24/.
Von van Leer wurde in /21/ die folgende Berechnung vorgeschlagen

(A.1) SM(a,b) = minmod(a—;—b' , Zminmod(a,b)).

Im Zusammenhang mit Verfahren, welche zur Genauigkeitsverbesserung zu dem
numerischen Flufl des Upwind-Verfahrens einen limitierten antidiffusiven Fluf}
hinzuaddieren, wurde von Sweby eine ganze Familie geeigneter Limiter-
funktionen angegeben (siehe /27/); aus diesen lassen sich auch geeignete

Steigungsberechnungen ableiten. Man erhalt

(A.2) S,(a,b) = sgna max Iminmod(ka,b),|minmod(a,kb)|

mit 1=k=2, Fir k=1 ergibt sich gerade die Steigungsberechnung (4.7). Fur k =2
ergeben sich recht groBe Werte fiir die Steigungen. Wahrend dies fur lineare
Probleme und damit auch fiir die linear entarteten charakteristischen Felder
keine Schwierigkeiten mit sich bringt, erhédlt man bei Anwendung dieser Stei-
gung auf den nichtlinearen Feldern an Schallpunkten (a; =0 oder a4 =0) leichte
unphysikalische Verdinnungsstofe. Dies 148t sich verhindern, wenn man an den
Schallpunkten die Steigung etwas reduziert (k =1,6). Da die Ddmpfung der Stof3-
wellen im Gegensatz zu den Kontaktunstetigkeiten im Laufe der Rechnung nicht
zunimmyt, ist es meist sinnvoller fiir k iberall einen kleineren Wert vorzuschrei-
ben. Eine andere Méglichkeit ist die Wahl

2ab fir ab>0
r
a+b ¢
(A.3) _ 1
SVL(a,b) = A
0 sonst.

Ein Vergleich der verschiedenen Steigungsberechnungen anhand numerischer
Ergebnisse findet sich in /23/, /24/. Eine Interpolation dritter Ordnung wird in /6/

ausgefihrt,.




Anhang B

Im folgenden wird angegeben, wie sich die Komponenten eines Vektors z =
(z1,...,24)T beziiglich der Basis der Rechtseigenvektoren berechnen. Gesucht ist

al,...,a4 mit
4
(B.1) : | 2= > it
k=1
Dabei seien die Rechtseigenvektoren bestimmt an der Stelle U = (p,pu,pv,e)T.

Wir betrachten zunichst das System der Rechtseigenvektoren (2.8). Durch
Auflésen des Gleichungssystems (B.1) erhilt man

-1
al= = Y_ C
2 1
‘ c
a =z, - Uz
(B.2) 3 !
a_ 1 - - 1 o
a = —= ;:2—(u—-c)z1 - —a
2¢ 2
1 _ 2 4
) a'=z —a"~a
mit
(B.3) T2, T2 7 = -
Cl—zl(u + v —H)+z4—023—u22

Ganz analog ergibt sich die Losung zu dem System (2.9) zu

a4: i-_ <Z3-—(l_) - E)z1> — -1- a®
2¢c 2
(B.4)

mit Cy wiedergegeben durch (B.3).
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