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Anwendung viskoplastischer Stoffgesetze 

in Finite Element Programmen 

Die a 11 gemeine mathemat i sehe Formulierung häufig benutzter vi sko

plastischer Stoffgesetze wird erläutert, wobei das Robinson-Modell 

ausführlicher diskutiert wird. 

Der Einbau viskoplastischer Stoffgesetze in Finite Element Program

me wird am Beispiel des Robinson-Modells beschrieben. Zur numeri

schen Integration wird sowohl ein explizites (die Explizit-Euler-Me

thode) als auch ein implizites (die verallgemeinerte Mittelpunkts

regel) Verfahren eingesetzt und mit einer Zeitschrittsteuerung kom

biniert. Oie Konvergenz der bei impliziten Methoden notwendigen 

iterativen Lösung eines nichtlinearen algebraischen Gleichungs

systems wird durch die Einführung einer Projektionsmethode be

schleunigt. 

Die Leistungsfähigkeit der implementierten Verfahren wird am Bei

spiel homogener Lastfälle und am Beispiel einer Kriech- und einer 

Dehnwechselbelastung einer Lochscheibe demonstriert. 

Application of viscoplastic constitutive equations 

in Finite Element Programs 

The general mathematical formulation of frequently used viscoplastic 

constitutive equations is explained and Robinson 1 s model is dis

cussed in more detail. 

The implementation of viscoplastic constitutive equations into 

Finte Elementprograms is described using Robinson 1 s modelas an 

example. For the numerical integration both an explicit (explicit 

Euler) and an implicit (generalized midpoint rule) integration 

scheme is utilized in combination with a time step control strategy. 

In the implicit integration scheme, convergence in solving a system 

of nonlinear algebraic equation is improved introducing a projection 

method. 

The efficiency of the implemented procedures is demonstrated for 

different homogeneaus load cases as well as for creep loading and 

strain controlled cyclic loading of a perforated plate. 
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1. Einleitung 

Bauteile von Anlagen und Maschinen, die bei hohen Betriebstemperatu

ren arbeiten, können auch bei normalen Betriebsbedingungen gekoppel

ten thermischen und mechanischen Belastungen ausgesetzt sein, die an 

hochbelasteten Stellen meßbare inelastische Verformungen verur

sachen. Als Beispiele hierfür seien Brennkammern von Flugzeugtur

binen, Komponenten von Brüterkraftwerken oder auch für zukünftige 

Anwendungen Komponenten der ersten Wand von Fusionsreaktoren 

genannt. Da derartige Belastungen wiederholt, häufig auch zyklisch 

auftreten, können auch verhältnismäßig kleine inelastische 

Dehnungsanteile durch Akkumulation von Dehnungsinkrementen oder im 

Fall der Wechselplastizierung durch Kurzzeitermüdung zu einem Ver

sagen des Bauteils führen. Um die Lebensdauer solcher Bauteile 

zuverlässig abschätzen zu können, ist es notwendig, die Schwing

breite bzw. die Inkremente der inelastischen Dehnungen lH:P, auf 

denen die Lebensdauervorh~rsage letztlich beruht, im Rahmen einer 

Strukturanalyse möglichst genau zu berechnen. Hierzu ist eine mathe

matische Modellierung des Materialverhaltens in Form von Stoffge

setzen (konstitutiven Gleichungen), die das nichtlineare, raten

abhängige Materialverhalten unter den mehrachsigen, thermo

mechanischen Belastungsbedingungen genau wiedergeben, erforderlich. 

Zur Beschreibung des viskoplastischen Verhaltens im Hochtemperatur

bereich gibt es eine Vielzahl von Stoffgesetzen, deren Anwendung 

sich meist auf bestimmte Materialien oder Materialgruppen in einem 

begrenzten Temperaturbereich beschränkt. Die meisten dieser Stoffge

setze beruhen auf der Annahme, daß sich der augenblickliche makro

skopische Zustand des Materials durch diebeobachtbaren Variablen 

wie Spannung, Dehnung, Temperatur, und außerdem durch einen geeig

neten Satz innerer Variablen vollständig erfassen läßt. Zu diesem 

Typ zählt auch das Robinson-Modell /1,2/, das als Beispiel in diesem 

Bericht herangezogen wurde. Wie auch in anderen viskoplastischen Mo

dellen, z.B. /3-9,17/ enthält es in Anlehnung an die klassische Pla

stizitätstheorie eine skalare und eine tensorielle innere Variable 

zur Beschreibung des isotropen bzw. kinematischen Verfestigungsver

haltens. Die allgemeine Form derartiger Modelle und die des 

Robinson-Modells im besonderen wird im Kapitel 2 genauer erläutert. 
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Stoffgesetze der obengenannten Art sind mathematisch gesehen durch 

ein System von gekoppelten nichtlinearen Differentialgleichungen in 

der Zeit gegeben und bilden zusammen mit den Gleichgewichts

bedingungen und Kompat i bil itätsbedi ngungen ein Anfangs- und Rand

wertproblem, das integriert werden muß. Zur Berechnung des 

Verhaltens realer Bauteile wird hierzu die Finite-Element-Methode 

(FEM) herangezogen. In Kapitel 3 wird die Rolle der nichtlinearen 

Stoffgesetze im Lösungsalgorithmus eines FE-Programms erläutert. 

Dabei wird deutlich, daß es von entscheidender Bedeutung ist, lei

stungsfähige Verfahren zur numerischen Integration der Stoffgesetze 

zu entwickeln, um auch größere Strukturen mit vertretbarem Aufwand 

berechnen zu können. In kommerziell verfügbaren Programmen wie 

ABAQUS /28/ und ADINA /29/ muß der Anwender eigene Unterprogramme be

reitstellen, in denen die konstitutiven Gleichungen integriert 

werden und der Tangentenmodul berechnet wird. 

Ziel dieses Bericht ist es, die Vergehensweise beim Einbau eines vis

koplastischen Stoffmodells in ein kommerziell verfügbares Finite 

Element Programm wie ABAQUS zu beschreiben. Dies wird am Beispiel des 

Robinson-Modells durchgeführt, läßt sich aber leicht auf andere 

Stoffgesetze dieses Typs vera 11 gemei nern. Dabei wird sowoh 1 eine 

explizite (Explizit-Euler) als auch eine implizite (die 

verallgemeinerte Mittelpunktsregel) Integrationsmethode eingesetzt, 

um je nach Problemstellung das leistungsfähigere Verfahren auswählen 

zu können. Die bei impliziten Methoden notwendige Lösung eines 

nicht 1 i nearen Gleichungssystems wird mit Hilfe der Newton-Methode 

durchgeführt, der zur Konvergenzbesch 1 euni gung eine Projektions

methode vorausgeht. Es zeigt sich, daß durch Verwendung einer geeig

neten Zeitschrittsteuerung die benötigte Rechenzeit beträchtlich 

verkürzt werden kann. 

Nach der Beschreibung der soeben geschilderten Vergehensweise in Ka

pitel 4 werden in Kapitel 5 homogene und inhomogene Lastfälle unter

sucht, um die Leistungsfähigkeit der verschiedenen Integrationsalgo

rithmen an charakteristischen Bauteilen beurteilen zu können. 
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2. Viskoplastische Stoffmodelle 

2. 1. Allgemeine Form · 

In klassischen Modellen zur Beschreibung von Metallen werden die in

elastischen Dehnungen in einen zeitunabhängigen plastischen Anteil, 

der das Material bei niedrigen Temperaturen charakterisiert, und 

einen zeitabhängigen Kriechanteil, der das Hochtemperaturverhalten 

beschreibt, zerlegt. 

Für eine genaue Beschreibung der Materialantwort auf komplexe, z.B. 

kombinierte zyklische thermische und mechanische Belastung sind 

diese Modelle unzureichend, da sie keine Wechselwirkungen zwischen 

Kriechen und Plastizität enthalten /10/. Aus diesem Grund wurden in 

den letzten Jahren eine Reihe sogenannter viskoplastischer Modelle 

entwickelt , z.B .. /1-9/. Dabei wurden wesentliche Merkmale von 

klassischen Modellen übernommen : 

1. Die inelastischen Dehnraten sind unabhängig vom hydrosta

tischen Druck. 

2. Um Verfestigungsphänomene zu erfassen werden innere Variable 

eingeführt. Die meisten Modelle beinhalten eine tensorielle 

innere Va ri ab 1 e ( 11 innere Spannung 11
) zur Beschreibung 

kinematischer Verfestigungsphänomene (z.B. Bauschingereffekt) 

sowie eine skalare innere Variable, mit der isotrope, 

insbesondere auch zyklische Verfestigung modelliert werden kann. 

Die Entwicklungsgesetze dieser inneren Variablen bestimmen das 

Verfestigungsverhalten. 

3. Es werden Erholungsterme eingeführt, die der Verfestigung 

entgegenwirken. Damit lassen sich stationäre Phänomene (z.B. 

stationäres Kriechen) beschreiben. 

Im folgenden werden die wichtigsten gemeinsamen mathematischen 

Grundzüge der häufig , benutzten Mode 11 e beschrieben. Daneben 

beinhalten viele Modelle spezifische Besonderheiten, auf die hier 

nicht eingegegangen werden kann. Eine ausführliche Übersicht findet 

sich in /3,11/. 
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Beschränkt man sich auf den Fall kleiner Dehnungen und kleiner 

Deformationen, so läßt sich die Gesamt-Dehnrate i in einen elasti

schen Anteil (ie) und einen inelastischen Anteil (ip) 

(2.1) 

zerlegen. 

Für die elastische Dehnrate gilt das Hockesche Gesetz, 

(2.2) 

für die inelastische Dehnrate wird ein Fließgesetz formuliert, 

€P = F(s,a,K, T) (2.3) 

wobei s der Spannungsdevi ator, a die k i nemat i sehe Verfest i gungs

variable, K die isotrope Verfestigungsvariable und T die Temperatur 
sind. 

Im folgenden wird ein anfänglich isotropes Material betrachtet. Das 

Fließgesetz (2.3) wird dann meist zu 

€P = f(J2 (:~:),K,T)E (2.3.a) 

vereinfacht, d.h. die inelastische Dehnrate hängt nicht in 

beliebiger Weise von s und a ab, sondern nur von der 11 Effektiv

Spannung11 Z:. = s - a. In der nichtlinearen Funktion f werden außer 

J 2 (~) alle weiteren möglichen Invarianten vernachlässigt. 

Das Entwicklungsgesetz für die kinematische Verfestjgungsvariable 

wird in der Form 

ä = h(s,a,€P,T)- d(s,a,€P,T)IPa - r(s,a,EP,T)a (2.4) 

angesetzt. Dabei ist tP durch 

(2.5) 
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gegeben, woraus durch Integration Uber den Belastungspfad die 

akkumulierte i ne 1 ast i sehe Vergleichsdehnung E;P 

bestimmt wird. 

0 i e e i n a c h s i g e V e r s i o n von G 1 . ( 2 . 4 ) 1 äß t f o 1 g e n d e I n t e r p r e tat i o n 

der Terme auf der rechten Seite zu : 

- h(.)ePist ein Verfestigungsterm; er kann unter bestimmten 

Voraussetzungen mit der Steigung der Spannungs-Dehnungs-Kurve 

korreliert werden /12/. 

- d{.) €P a beschreibt dynamische Erholungsvorgänge, die an 

inelastische Dehnraten gekoppelt sind. Nach Spannungsumkehr 

fUhrt dieser Term beim weiteren Belasten zu einer ·schnellen 

Änderung der kinematischen Verfestigungsvariablen. 

- r(.) a beschreibt thermi sehe Erholungsvorgänge und ist daher 

stark temperaturabhängig; Bei hohen Temperaturen erfährt die 

ki~ematische Verfestigungsvariable eine rUcktreibende Kraft, bei 

niedrigen Tem~eraturen ist dieser Term vernachlässigbar. 

Die Erholungsterme erlauben einerseits stationäre Lösungen bei 

monotoner Belastung und beschreiben andererseits experimentelle Be
funde wie z.B.: 

- hohe Kriechdehnraten nach Lastunterbrechung beim Kriechversuch. 

-:- k 1 eine i ne 1 ast i sehe Dehnraten nach Lastumkehr bei -zykli sche·n 

Versuchen. 

Die Entwicklungsgesetze fUr die isotrope Verfestigungsvariable haben 

die Form 

K = r(K, 77 ,T)7} - P(K, 77 , T)K + e(K,7J,T)t (2. 7) 
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Die Größe n ergibt sich aus 

Dabei kann n entweder gleich der inelastischen Vergleichsdehnrate 

IP ( 11 strain-hardening 11
) 

(2.8) 

oder gleich der zeitlichen Ableitung der inelastischen Verformungs

arbeit wP (11 work-hardening 11 ) 

(2.9) 

sein. 

Auch im Entwicklungsgesetz (2.7) fUr K sind Verfestigung, beschrie~ 

bendurch r, und thermische Erholung, beschrieben durch P als 

gegenläufige Prozesse enthalten. Der zusätzlich eingefUhrte Ter:m 
• 

e(.)T in (2.9) ermöglicht eine konsistentere Beschreibung des 

Materialverhaltens unter nichtisothermer Belastung /2/. 
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2.2 Das Robinson-Modell 

Das Robinson Modell /1,2/ hat im wesentlichen die im letzten Kapitel 

dargestellte Form. Eine Besonderheit stellt die Unterteilung des 

Zustandsraums dar, der aus den Komponenten von a, a und K gebildet 

wird /1,13/. 

Ähnlich wie in der Plastizitätstheorie wird in diesem Zustandsraum 

ein rein elastischer Bereich (J 2 (~)<K) und ein Entlastungskriterium 

(s:l:<O) definiert. Eine weitere Unterteilung erfolgt durch ein 

Kriterium für Spannungsumkehr (s:a<O), um dynamische Erholungs

effekte modellieren zu können. 

Das Fließgesetz hat die Form, 

) A [~ 1] n 1! 
fP = ( 0 K - -/2J,(•l 

falls s:E<O und J2 (E)>K 

(2.10) 

sonst 

mit den Materialkonstanten A und n. 

Das Entwicklungsgesetz für die kinematische Verfestigungsvaribale a 
lautet 

mit 

ä = ) HG-'€'- R(T)cm-p a 

( HGö11iP- R(T)Gm-ß a 

falls s:a >0 und G>Go 
(2 .11) 

sonst 

wobei H, ß, m, G0 , K0
2 sowie R(T) Materialkonstanten sind. R(T) ist 

stark temperaturabhängig. 
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G0 ist ein Abschneide-Parameter, der verhindert, daß bei G-+0 die 

Funktion G-ß singulär wird. Gleichzeitig bewirkt der kleine Wert von 

G0 , daß (HG 0 -ß) sehr groß wird und damit bei Spannungsumkehr (s:a<O) 

betragsmäßig große Änderungen von a auftreten. Auf diese Weise wird 

im Robinson-Modell dynamische Erholung bei Spannungsumkehr mo

delliert, während in anderen Modellen ein spezieller Term eingeführt 

wird (Gl. (2.4)). In das Entwicklungsgesetz für K 

gehen die vorgegebenen, materialspezifischen Funktionen 

@ = _ _9_Q_ e -Oo (1/T0 -1/T) 
3T2 

(2.12) 

ein. Hier sind K.(T), K (T), Q0 , W0 , T0 temperaturabhängige 
1 s 

Materialkonstanten. Die im Robinson-Modell enthaltenen Materialkon-

stanten wurden /2/ entnommen und sind im Anhang A.1 zusammenge

stellt. Als Beispiel wird die in Abb. 1 gezeigte einachsige zyklische 

Belastung bei der Temperatur T = 773 K betrachtet. Die Abbn. 2-4 

zeigen die zei t 1 i chen Entwi ck 1 ungen der Spannung und der inneren 

Variablen. In Abb. 3 ist die schnelle Änderung der kinematischen Ver

festigungsvariablen bei Spannungsumkehr deutlich zu erkennen. Abb. 5 

zeigt die o-E-Hysterese und in Abb. 6 ist der Verlauf der Spannung o 

und der inneren Variablen a im Zustandsraumo-a dargestellt. 
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3. Stoffgesetze in FE- Programmen 

Um die Wirkungsweise des in Kapitel 4 beschriebenen Unterprogramms 

zur numerischen Integration viskoplastischer Modelle in FE-Program~ 

men aufzuzeigen, werden kurz die für diesen Zusammenhang wichtigen 

Begriffe der FE-Formulierung erläutert. Dabei wird die Darste 11 ung 

von /14/ übernommen. Die Gleichgewichtsbedingung 

(3.1) 

für den N-ten Freiheitsgrad einer FE-Struktur läßt sich aus dem 

Theorem der virtuellen Arbeit ableiten, wobei P die Oberflächenkräf

te (bezogen auf die Einheitsfläche) und f die Volumenkräfte (bezogen 
auf das Einheitsvolumen) sind. NN(x) sind die durch den Element-Typ 

bestimmten Interpolationsfunktionen, die gemäß 

u(x) = L NN(x)üN 
N 

(3.2) 

die Verschiebungen u(x) mit den Knotenverschiebungen ÜN verknüpfen. 

In (3.2) erstreckt sich die Summe über die Anzahl der Freiheitsgrade 
NF. Aus (3.2) folgt, daß durch die Dehnungs-Verschiebungs-Matrix 

die Beziehung 

zwischen Dehnungen und Knotenverschiebungen gegeben ist. Zur Abkür

zung wird Gl. (3.1) in der Form 

(3.3) 
mit 

IN = LO' :BNdV 

geschrieben. Dann sind IN die inneren, durch Spannungen übertrage

nen, Kräfte auf den N-ten Freiheitsgrad. PN ist durch die rechte 
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Seite von Gleichung (3.1) gegeben und umfaßt die äußeren auf diesen 

Freiheitsgrad wirkenden Krifte. Im elastischen Fall gilt (E ist der 

Elastizitätstensor) 

C1' = E:f: = L: E:B
114 u114 

lA 

so daß sich 

IN = I:üM f BN:E: BM dV 
M V 

ergibt. Gleichung (3.2) nimmt damit die bekannte Form 

mit der elastischen Steifigkeitsmatrix 

an. 

(3.4) 

(3.5) 

Die gesuchten Knotenverschiebungen ÜM ergeben sich als Lösungen des 

linearen Gleichungssystems (3.5). In inelastischen Stoffmodellen 

sind die Spannungs-Dehnungs-Beziehungen nichtlinear, so daß die 

Gleichgewichtsbedingungen (3.3) ein nichtlineares Gleichungssystem 

darstellen, das in jedem Zeitschritt ßt iterativ gelöst werden muß 

(Gleichgewichtsiteration). Eine wegen ihrer quadratischen Konvergenz 

häufig verwendete Methode ist die Newton-Iteration /14,15/. Wendet 

man diese auf (3.2) an, erhält man das lineare Gleichungssy~tem 

(, N NVr> 
~ -P) ( 

oJN ßpN )(r) -1.4 -
+ it oü... - oüM ott.u - o (3.6.a) 

wobei (r) den r-ten Iterationsschritt und ößÜM die Verbesserung der 

bisherigen Näherung ßÜM(r) fUr die Änderung der Knotenverschiebungen 

im Zeitschritt ßt bezeichnet: 

(3.6.b) 
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B h .. k . h f kl . D h . PN/ -M 0 d f .. esc ran t man s1c au e1ne e nungen, so 1st a au = un ur 

die inneren Kräfte gilt 

Führt man die 11 tangentielle Steifigk.eitsmatrix 11 

"NM K reN· 'BM dV -- BN .. D ',ßM dV aJ!+At) L 
= .lv · a€<'Ht) · 

mit dem Tangentenmodul D 

acft+t:.t) 

D = o€(l+t:.t) 

ein, so läßt sich die Iteration (3.6) durch 

(3.7.a) 

(3.7.b) 

(3.7.c) 

darstellen. Der Iterationsprozeß (3.7) wird wiederholt, bis ein ge

eignetes Konvergenzkriterium erfüllt ist, z.B. 

M~X ( ~N- PN)(r) ) < PTOL 

wobei IN, PN durch (3.1) und (3.3) definiert sind. Dann werden die 

Verschiebungen zum Zeitpunkt (t+ßt) berechnet 

(
-M)(l+t:.t) c-M)(f) A -M u = u +uu 

und mit der Iteration im nächsten Zeitschritt begonnen. 
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4.1 Auswahl geeigneter Integrationsverfahren 

Aus Gleichung (3.7) geht hervor, daß für die globale Gleichge
wichtsiteration die Spannungen a(t+bt) und der Tangentenmodul D be

nötigt werden. Kommerzielle FE-Codes (z.B. ABAQUS /28/, ADINA /29/) 

sehen zur Berechnung dieser Größen spezielle Unterprogramme vor, die 

an jedem Integrationspunkt während jeder Gl ei chgewi chtsi terat i on 

aufgerufen werden. In Abb. 7 ist die Wechselwirkung eines solchen 

Unterprogramms (UMAT) mit dem FE-Hauptprogramm (ABAQUS) skizziert. 

Das viskoplastische Stoffmodell wurde in der allgemeinen Form 

(4.1) 

(4.2) 

(4.3) 

implementiert. Setzt man in (4.1)- (4.3) die in Abschnitt 2.2 ange

gebenen Funktionen ein, so erhält man das Robinson-Modell. Die 

Funktionen f und h enthalten dann Unstetigkeiten wegen der erwähnten 

Bereichsunterteilung im Zustandsraum. 

Die Zerlegung der Gesamtdehnrate (2.1) in einen elastischen und 

einen inelastischen Anteil und das Hockesche Gesetz (2.2) ver

vollständigen das System gewöhnlicher Differentialgleichungen, das 

bezüglich der Zeit integriert werden muß. 

Aus einer Vielzahl vorhandener Methoden zur numerischen Integration 

von Differentialgleichungen wurden zwei ausgewählt, nämlich 

- die Explizit-Euler-Methode 

- die verallgemeinerte Mittelpunktsregel 

In /16/ wurden mehrere explizite Integrationsmethoden in Bezug auf 

Genauigkeit und Rechenzeit an verschiedenen vi skop 1 ast i sehen 

Stoffmodellen /1,3,17/ untersucht. Von den untersuchten expliziten 
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Integrationsmethoden (Milne, Explizit-Euler, Runge-Kutta 4. Ordnung, 

modifiziertes Euler-Verfahren) zeigte die Explizit-Euler-Methode in 

Verbindung mit einer Zeitschrittsteuerung die höchste Effektivität. 

Da diese expliziten Methoden nur bedingt stabil sind, wurde außer

dem ein implizites Verfahren, die verallgemeinerte Mittelpunktsregel 

(GMR) genauer untersucht. 

Die verallgemeinerte Mittelpunktsregel ist in Anhang A.2 kurz be

schrieben. Sie enthält einen Parameter 9, der Werte aus dem Intervall 

0~9~1 annehmen kann. Für 9=0 erhält man die Explizit-Euler-Methode, 

für 9=1 die Implizit-Euler-Methode und für 9=0.5 die eigentliche 

Mittelpunktsregel, die sich durch Genauigkeit der Ordnung zwei aus

zeichnet. In /18/ wurde gezeigt, daß die Methode für alle Werte von 

9~0. 5 uneingeschränkt stabi 1 ist. Auf die Stabilitätsgrenze der 

Explizit-Euler-Methode wird in Abschnitt 4.6 eingegangen. 
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4.2 Implizite Integration (GMR) 

Wendet man auf die konstitutiven Gleichungen (4.1)-(4.3) die 

verallgemeinerte Mittelpunktsregel (s. Anhang A.2) an, so erhält man 

das nichtlineare Gleichungssystem 

(4.5) 

(4.6) 

il K = rc•+et.•> il WP + eCt+et.•> il T (4.7) 

mit 

L\WP = q (1+961) L\eP 

Die integrierte Form des Hockeschen Gesetzes liefert 

(4.8) 

wobei eth(t+ßt) die thermischen Dehnungen zum Zeitpunkt (t+ßt) 

bezeichnen. Aus (4.8) folgt: 

Im folgenden werden alle Größen, soweit nicht anders bezeichnet, an 

der Stelle (t+Bßt) berechnet. Da die Anwendung der konstitutiven 

Gleichungen (4.1)-(4.3) auf anfänglich isotrope Materialien 

beschränkt ist, wird auch fUr E die isotrope Form 

E = 2,ui+A 11 

verwendet. 

Wendet man auf (4.5)-(4.7) die Newton-Methode an, so erhält man das 
lineare Gleichungssystem: 
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(4.10) 

(4.11) 

(4.12) 

(4.13) 

mit 

wobei ö~~P. ö~, ö~a, ö~K iterative Verbesserungen zu Näherungen von 

~&P, ~q, ~a und ~K sind. 

In (4.10)-(4.13) wurden bei den Ableitungen der Gleichungen nach den 

Variablen ~. ~a und ~K die Abkürzungen 

a / )<t+eAt) - ( af , ) 
L = aD.a \M f 1: - 8/J.t aJz(E) l:E + f (I - 311) ( 4.14) 

"' a / )<t+eAt) 
. L = - at.a \M f E = (4.15) 

a (, )(t+e~t> (a f) 
N = aßK \M f ~ = 8ßt aK ~ (4.16) 

8 / \(t+B~t) . 8r 
M = aßa \ßa + M r a} = (1+8M r)I + 8MaJ

2
(a)aa (4.17) 
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a f~ )(t+e~t) e ah " P 
P = M - at.a \hb.eP = M - aJ

2
(a) uE a (4.18) 

(4.19) 

eingeführt. 

Eliminiert man aus (4.10)-(4.13) die übrigen Variablen, so erhält 
man für öMP 

Z:ot.eP = R (4.20) 

mit 

(4.21.a) 

(4.21.b) 

und daraus 

(4.22) 

_l _l 

Die Inversen P und Z lassen sich mit Hilfe der Sherman-Morrison-

Formel /19/ analytisch berechnen. 

Nachdem aus ( 4. 22) ö~p für einen Iterationsschritt bekannt ist, 

werden die übrigen Unbekannten durch Rückwärtseinsetzen von öAtp in 

die Gleichungen (4.10)-(4.13) berechnet. Die bisherigen Näherungen 
werden gemäß 

6.a(r+1) = t,.a(r) + ot.a 
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€ p(1+6t.t)(r+1) = € p(t) + eL\€p(r+1) 

verbessert und, nachdem diese Iteration konvergiert hat, werden die 

Variablen für den Zeitpunkt (t+6t) berechnet. 

€ p(IHI) = € p(t) + /),.€P 

q(l+t.t) = q(t) + LlO' 

Um eine schnelle Konvergenz dieser aufwendigen Newton-Iteration zu 

erreichen, werden 11 gute 11 Näherungen für die Unbekannten AI:P, ßa und 
AK als Startwerte benötigt. 
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4.3 Berechnung von Startwerten fur die Newton-Iteration 

Zur Bestimmung von Startwerten für die Newton-Iteration wird eine 

Methode verallgemeinert, die sich bei der Integration zeitunabhängi

ger Modelle bewährt hat /20-24/. 

Dazu werden die Gleichungen für Mp und lla in einen zwei di men

sionalen, Unterraum des sechsdimensionalen Spannungsraums projiziert, 

der durch ein Orthogonalsystem X1 und X2 aufgespannt wird. Die im 

folgenden beschriebene Vergehensweise ist in Abb.8 graphisch darge

stellt. 

Zunächst wird ein Prädiktor s* berechnet, der dem elastischen 

Spannungsdeviator zum Zeitpunkt (t+91lt) entspricht 

(4.23) 

Die erste Projektionsrichtung X1 (Richtung CB in Abb.8) ist dann 
durch 

(4.24) 

mit der Normierung 

X"'t X1 

: 'J2J2(X) 

gegeben. Falls X1 und a(t) linear unabhängig sind, wird eine zweite, 

zu X1 orthogonale Richtung durch 

(4.25) 

bestimmt, die gemäß 

x2 x2 
= ../ 2 J2(a<•>)-(a<•>:~ 1 )2 

normiert wird. 
Nun werden Näherungslösungen lltp* und lla* für llsp und lla in dem durch 
ACY. 
X (a.=l,2) aufgespannten Unterraum gesucht: 
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Aus der Orthonormalität der Xa folgt 

E~ = ~Cl.: ßEP" 

A • 
Aa = xa:ßa 

Hier wird bezüglich a die Summationskonvention verwendet. 

(4.26.a) 

(4.26.b) 

"a Projiziert man die Gleichungen (4.10)-(4.13) auf X und 

berücksichtigt man außerdem die Näherung (4.26a), so erhält man an 
Stelle von (4.20) 

(4.27) 

mit 

- A A A 1\ /1 

zo.fl = öafl- 2~-t(t+t.t> Xa: L: Xfl + h Xa: L: X" X": p-1: Xfl-

" .A - GXa: N (a- 2~-t(l.u.t>e ß€P): Xfl 

und 

Das 2x2-Gleichungssystem (4.27) kann leicht nach den öEa, den 
iterativen Verbesserungen der Ea aufgelöst werden. Dann werden die 
iterativen Verbesserungen öAa von Aa aus 

A 
öA« = xo.:öt.a• 

/o .\ A A A = hX«:P-1: XflöEP + Xa: p-1:XP Xfl:R2 

berechnet und die bisherigen Näherungen für Ea, Aa verbessert 

Ea +- Ea+öEo: 

Ao: +- N'+öAa 

und eine neue Näherung für ßK aus Gleichung (4.13) unter Verwendung 
von Gl. (4.26.a) berechnet. 
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Nachdem dieser Iterationsprozeß konvergiert hat, stehen Näherungs

lösungen für ~eP, ~a. ~K zur Verfügung. 

In den bisher durchgeführten FE-Rechnungen arbeitete das Pro

jektionsverfahren sehr effektiv .. Es konvergiert in durchschnittlich 

3-5 Iterationen und die damit gewonnene Lösung ist so genau, daß ent

weder überhaupt keine volle Newton-Iteration erforderlich ist, oder 

Konvergenz in einer bis zwei anschließenden vollen Newton

Iterationen erreicht wird. 
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4.4 Berechnung des Tangentenmoduls 

Nachdem die numerische Integration für einen Zeitschritt 
durchgeführt ist und die Spannungen a(t+ßt) und die inneren 
Variablen a(t+ßt) und K(t+ßt) berechnet wurden, muß der 

Tangentenmodul D 

ou(t+t.t) = D: OE (t+t.t) 

für die globale Gleichgewichtsiteration bereitgestellt werden. 

ö(.) bezeichnet in diesem Abschnitt die Variation von(.) zum Zeit

punkt t+ßt. 

D ergibt sich durch Linearisieren des nichtlinearen Gleichungs

systems (4.5)-(4.8). Mit den Definitionen (4.14)-(4.19) erhält man 

oe-P = L:ou-L:öa+NoK (4.28) 

P : a a - h o e-P = 0 (4.29) 

(4.30) 

(4.31) 

woraus · 

(4.32) 

folgt. Damit ergibt sich der Tangentepmodul zu 

(4.33) 
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4.5 Explizite Integration 

Die Integration der konstitutiven Gleichungen (4.1)-(4.3) mit der 

Exp 1 i zi t-Eul er-Methode ergibt zusammen mit dem Hookeschen Gesetz 

(4.8) für die Inkremente von Spannungen und.inneren Variablen 

(4.35) 

(4.36) 

( 4. 37) 

(4.38) 

Da die rechten Seiten der Gleichungen (4.35) - (4.38) keine unbekann

ten Variablen enthalten, muß in diesem Fall kein algebraisches 

Gleichungssystem gelöst werden. Außerdem ergibt sich aus (4.35) und 

(4.8) der Tangentenmodul für die globale Gleichgewichtsiteration 

einfach zu 

o = e<t+t.t) (4.39) 

Dieses Integrationsverfahren ist numerisch nur bedingt stabil. Der 

größte zulässige Zeitschritt ist durch die Stabilitätsbedingung 

(4.40) 

begrenzt, wobei wk die zeitabhängigen Eigenwerte des zugehörigen 

linearisierten Systems sind /18,25/. Die Stabilitätsbedingung (4.40) 
kann das Iterationsverfahren besonders dann uneffektiv machen, wenn 

die Lösung stationär wird, und beliebig große Zeitschritte nur wegen 

der Stabilitätsbedingung (4.40) verhindert werden. 
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Bei Verwendung eines expliziten Integrationsalgorithmus in einem 

FE-Programm stellt (4.40) eine noch stärkere Einschränkung dar, weil 

dann das Element mit dem kleinsten stabilen Zeitschritt den globalen 

Zeitschritt für die ganze Struktur bestimmt. Um die Stabili

tätsprobleme zu vermeiden, werden die vom FE-Programm vorgegebenen 

globalen Inkremente H, I:.E, !:.T in Subinkremente unterteilt. Die 

Integration wird dann über die einzelnen Subinkremente durchgeführt. 

Die Anzahl N der verwendeten Subinkremente pro Inkrement wurde 

empirisch zu 

angenommen. 

Bei Verwendung von Subinkrementen läßt sich kein geschlossener Aus

druck für den Tangentenmodul angeben. Es wird daher das Verfahren der 

Anfangssteifigkeit /15/ verwendet und (4.39) als Näherung für den 

Tangentenmodul benutzt. Dadurch verschlechtert sich die Konvergenz 

der globalen Gleichgewichtsiteration, aber die Gesamtsteifigkeits

matrix muß nur einmal faktorisiert werden, d.h. bei expliziter Inte

gration vergrößert sich die Anzahl der Gleichgewichtsiterationen 

aber der Aufwand pro Iteration wird geringer. Da nicht von vornherein 

entschieden werden kann, welches der Integrationsverfahren 

(Explizit-Euler oder GMR) schneller arbeitet, wurden beide Verfahren 

in das Benutzerprogramm UMAT eingearbeitet. Abb. 9 zeigt einen sche

matischen Programmablaufplan von UMAT. 
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4.6 Zeitschrittsteuerung 

·Um die Genauigkeit der numerischen Integration zu kontrollieren, muß 

der in jedem Integrationsschritt entstehende Abbruchfehler ab

geschätzt werden. Wird das Differentialgleichungssystem 

y = f(y,t) (4.41a) 

mit der verallgemeinerten Mittelpunktsregel 

~y = ~ t f(1+86t) (4.4lb) 

integriert, und sind die Funktionswerte f(t), f(t+et.t) und f(t+At) 

bekannt, so zeigt ein Vergleich der Taylor-Entwicklungen von (4.41a) 

und (4.4lb), daß der Abbruchfehler durch 

e = M 1 A llt<t+At~~ + 8 ~~(t+eAt~ + Cfjt(t>lj 8 < 1 

mit 

2-38 
A = 6(1-8) 

1 8 = - 1 + 6(1-8) 

abgeschätzt werden kann. 

1 1 c =- --
2 68 

(4.42a) 

(4.42b) 

Die Fehlerabschätzung (4.42) wird auf die konstitutiven Gleichungen 
angewendet indem aus (4.1) und (4.2) die Vergleichsgrößen 

eP = ~4J2(EP) 

Ci = ~ j J2 ( a) 

gebildet werden. Daraus wird gemäß (4.42) der Abbruchfehler durch 

) M lA [e<t+Atl 

( ~; I ~ p(I+At) -

sonst 

~p(t) I falls 8=0 oder 8>0.9 
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M lA QCIHI) + B QCt+"l) + c ac•l I sonsl 

00 

= ~ 1.; I QC1Ht) _ QC•l [ falls 0=0 oder 0>0.9 

(4.43b) 

bestimmt, wobei A,B,C durch (4.42.b) gegeben sind. 

Die Zeitschrittsteuerung verläuft nach folgender Vorschrift: 

Fa 11 s: eE > ETOL oder ea > ATOL 

werden die Ergebnisse des aktuellen Zeitschritts verworfen und 

mit einem kleineren Zeitschritt (~t/4) neu berechnet. 

Fa 11 s: ETOLU < eE < ETOL oder ATOLU < ea < ATOL 

werden die Ergebnisse des aktuellen Zeitschritts akzeptiert, 

jedoch eine Vergrößerung von. ~t für den nächsten Zeitschritt 
unterbunden. 

Fa 11 s: ee < ETOLU und ea < ATOLU 

wird eine Vergrößerung (1.5*~t) von ~t im nächsten Zeitschritt 
zugelassen. 

ETOL, ETOLU, ATOL und ATOLU sind empirisch vorgegebene To 1 eranzen. 

Alle impliziten Rechnungen wurden mit 

ETOL = 4.0 10-4 

ETOLU = 1/5 ETOL 

durchgeführt. 

ATOL = 3 MPa 
ATOLU = 1/5 ATOL 

Bei den exp 1 i ziten Rechnungen wurde die Feh 1 erabschätzung auf die 

Subinkremente bezogen .. Dabei zeigte sich, daß die Taleranzen um 

einen Faktor 5 gegenüber den impliziten Rechnungen verkleinert 

werden mußten, um vergleichbare Genauigkeit zu erzielen. 
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5. Berechnungsbeispiele 

5. 1. Homogene Lastfälle 

·Um die Effizienz des Integrat i onsverfahr.ens und der Zei tschri tt

steuerung zu untersuchen, wurden eine Reihe von Testrechnungen für 

homogene ein- und zweiachsige Belastungen durchgeführt /26/. Diese 

Testrechnungen, bei denen keine Finiten Elemente eingesetzt werden 

mußten, sollten Anhaltspunkte für optimale Werte des Inte

grationsparameters e bei verschiedenartigen, insbesondere auch bei 

extrem nichtradialen, Lastfällen liefern. 

Es wurden folgende Lastfälle bei der Temperatur T = 773 K unter
sucht: 

a) einachsiges Kriechen 

b) einachsige zyklische Belastung 

c) zweiachsiges Kriechen (radial) 

d) zweiachsige zyklische Belastung (radial) 

e) zweiachsige zyklische Belastung (nichtradial) 

Abb. 10 zeigt die zugehörigen Be 1 astungsdi agramme. Für jeden der 

oben beschriebenen Lastfälle wurde zuerst eine "genaue" Lösung mit 

dem Explizit-Euler-Verfahren berechnet, indem der Zeitschritt 

solange halbiert wurde, bis eine weitere Halbierung das Ergebnis in 

den ersten vier Dezimalstellen nicht mehr änderte. Durch Vergleich 

mit dieser Lös.ung konnten die Fehler der numerischen Integration mit 

der GMR bestimmt werden. 

Um für ~ie FE-Anwendung relevante Aussagen machen zu können, wurde 

das Intergrationsverfahren unter dehnungskontrollierten Bedingungen 

getestet. Die "genaue" Lösung wurde dazu benutzt, die Dehnungsinkre

mente ~e für jeden Zeitschritt zu berechnen. Um die Genauigkeit zu 

beurteilen, wurde eine Fehlergröße E als arithmetischer Mittelwert 

der Beträge der Abweichung von der "genauen" Lösung zu bestimmten 

Zeitpunkten definiert. Bei den Kriechbelastungen waren dies die 

Zeitpunkte t=0.02, 0.1, 0.2, 5.0, 20.0 h, und bei den zyklischen Be

lastungen die Punkte, die der positiven Maximallast entsprechen. 
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Als Maß für die Effektivität der Integrationsverfahren in Verbin

dung mit der Zeitschrittsteuerung wurde das Produkt E*N (N=Gesamt

zahl der Zeitschritte) untersucht. Da die Zeitschrittsteuerung auf 

einer Abschätzung des Abbruchfehlers beruht, der bei 8=0.5 den 

kleinsten Wert annimmt, war zu erwarten, daß an dieser Stelle auch 

das Minimum von E*N auftreten würde. Beim einachsigen zyklischen und 

beim zweiachsigen zyklischen radialen Lastfall bestätigt sich dies. 

Abb.lla-c zeigt, daß sowohl E als auch N und damit auch E*N ein Mini

mum bei 8=0.5 haben. Beim nichtradialen zyklischen zweiachsigen 

Lastfall (Abb.i2 a-c) liegt das Minimum des relativen Fehlers immer 

noch in der Nähe von 8=0.5, aber die Anzahl der Zeitschritte steigt 

bei 8~0.5 stark an. Auch für alle anderen Werte von 8 ist N sehr viel 

größer als bei den radialen Lastfällen. Abb.l2c zeigt, daß der 

optimale Wert von 8 bei 8=0.65 liegt. Bei den ein- und zweiachsigen 

Kriechbelastungen scheint 8=0.65 ebenfalls am effektivsten zu sein 

(Abb.13c). Während f bei 8=0.5 ein Maximum aufweist (Abb. 13a), ist 

die Anzahl der Zeitschritte bei 8=0.5 (Abb. 13b) minimal. Die 

Kriechbelastungen zeigen jedoch erwartungsgemäß einen deutlich klei

neren relativen Fehler bei gleichzeitig größerem Zeitschritt als die 

zyklischen Belastungen. Offensichtlich wird von der Zeitschritt

steuerung für 8~0.5 ein größerer Zeitschritt zugelassen, der zu 

einem vernachlässigbaren Verlust an Genauigkeit führt. Daher kann 

die GMR mit 8=0.5 auch bei dieser Belastung als sehr effektiv 

angesehen werden. 

Um den Anstieg der Zeitschrittzahl bei 8~0.5 im Fall von stark 

nichtradialen Belastungen zu vermeiden, muß die Zeitschrittsteuerung 

weiter untersucht werden. Möglicherweise müssen die in Abschnitt 4.6 

erwähnten Faktoren iur Vergrößerung (1.5At) bzw. Verkleinerung 

(At/4) des Zeitschritts verändert werden. Eine andere Möglichkeit 

besteht darin, die 11 Nicht-Radialität 11 in die Taleranzen 

einzubeziehen /22/. 

Die Ergebnisse der homogenen Lastfälle zeigen, daß die Leistungs

fähig~eit einer Integrationsmethode stark von der Zeitschrittsteue

rung abhängt. Außerdem wird deutlich, daß bei der Integration nicht

radialer Lastfälle ein viel kleinerer Zeitschritt erforderlich ist 

und daß für die Beurteilung von Integrationsverfahren solche 

Lastfälle mitberücksichtigt werden müssen. 
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5.2 Kriech- und Dehnwechselbelastung einer Lochscheibe 

In diesem Abschnitt werden zwei Berechnungsbeispiele dargestellt, um 

die Anwendung eines vi skop 1 ast i sehen 

fachen Struktur zu veranschaulichen. 

Stoffgesetzes an einer ein

Eine Lochscheibe (siehe 

Abb. 14) wird einer Kriech- und einer Dehnwechse 1 be 1 astung 

ausgesetzt.· Es wurde eine hohe Belastung gewählt, um die Funktions

tüchtigkeit des für das Robinson-Modell entwickelten Unterprogramms 
UMAT zu testen. 

Aufgrund der Symmetrieverhältnisse genügt es ~ der Gesamtstruktur 

zu modellieren. Es wurde ein zweidimensionales FE-Modell mit der 
Bedingung eines ebenen Verzerrungszustandes verwendet. Die Rechnung 

wurde für die Temperatur T = 773 K durchgeführt, wobei die in Anhang 
A.1 zusammengestellten Material konstanten für das Robinson-Modell 
benutzt wurden. 

Im Fa 11 der Kri echbe 1 astung 
durch eine Stufenfunktion 

wird auf dem oberen Rand der Struktur 
zur Zeit t=O die Spannung o =o . R 

vorgeschrieben. Aufgrund der unendl i eh sehne 11 en Be 1 astung ergibt 
sich zunächst eine elastische Antwort. Für t>O setzt dann Kriechen 

ein. In Abb.15 sind die ortsabhängigen Spannungen im höchst
belasteten Querschnitt entlang der Linie AB für verschiedene Zeiten 

aufgetragen. oxx<t=O) entspricht der rein elastischen 
Spannungsvertei 1 ung mit der typi sehen Spannungsüberhöhung am 
Lochrind. Innerhalb der ersten Minute ergibt sich eine rasche 
Umverteilung der Spannungen, die sich danach nur noch wenig ändern. 
Der zeitliche Verlauf der Kriechdehnung an verschiedenen Punkten der 
Linie AB ist in Abb. 16 dargestellt. Aufgrund der hohen Belastung 
wird überall im Querschnitt nach kurzer Zeit der stationäre 
Kriechbereich erreicht. 
In Abb.17 wird an derselben Struktur eine Dehnwechselbelastung 

untersucht. Hierzu wird am oberen Rand eine ortsunabhängige 
zyklische Verschiebung mit einer Dehnrate h.i/w = 6.675 10-5 1/s 

vorgeschrieben. In Abb. 17 wird für dieses Beispiel die zyklische 
Last-Verschiebungskurve der am oberen Rand angreifenden Last und die 
Spannungs-Dehnungs-Hysterese am höchstbelasteten Punkt gezeigt. 

Aufgrund der hohen Belastung an dieser Stelle wird bereits nach dem 

ersten Zyklus nahezu die Sättigungshysterese erreicht, während die 
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Last-Verschiebungskurve auch in den folgenden Zyklen weitere 

zyklische Verfestigung zeigt. 

Ein Rechenzei tvergl ei eh ( s. Tab. 1) zeigt, daß bei bei den Be

lastungsarten die erforderliche CPU-Zeit für 9=~ am geringsten ist. 

Dabei ist der Unterschied im Fall der Kriechbelastung am größten. 

Kriechbelastung 

9 0.5 0.67 0.83 1 

Anzahl der 66 108 147 166 
Zeitschritte 

Anzahl der Gleich- 143 211 292 332 
gewichtsiterationen 

~· 
CPU-Zeit 6.1 8.1 11.2 13.5 
(min) 

Zyklische Belastung 

9 0.5 0.67 0.83 1 

Anzahl der 248 245 325 323 
Zeitschritte 

Anzahl der Gleich- 479 476 624 703 
gewichtsiterationen 

CPU-Zeit 18.1 18.0 23.7 26.3 
(min) 

Tab.l Vergleich der Zahl der Zeitschritte, Zahl der Gleichgewichts
iterationen und CPU-Zeiten für verschiedene Werte des Inte
grationsparameters 9 (alle Rechnungen wurden auf einer 
SIEMENS M7890 durchgeführt) 
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6. Zusammenfassung 

Am Beispiel eines viskoplastischen Stoffgesetzes, dem Robinson-Mo

dell, wurden verschiedene numerische explizite und implizite Inte

grationsverfahren untersucht. Dabei wurde insbesondere auf die 

Leistungsfähigkeit der Methoden im Hinblick auf die Anwendung in FE

Programmen geachtet. 

Das Robinson-Modell ist ein typischer Vertreter einer Klasse von 

Stoffmodellen, den sog. Uberspannungsmodellen. Es enthält innere Va

riablen zur Beschreibung des kinematischen ( 11 back-stress 11
) und des 

isotropen Verfest i gungsverha 1 tens. In den Entwi ck 1 ungsgesetzen für 

die inneren Variablen treten Verfestigungs-und Erholungsterme auf. 

Der Einbau dieses Stoffmodells in ein Finite Elemente Programm 

(ABAQUS) durch Entwicklung eines speziellen Unterprogramms UMAT wird 

ausführlich beschrieben. Da dieses Unterprogramm bei jedem Schritt 

der Gleichgewichtsiteration an jedem Integrationspunkt der Struktur 

aufgerufen wird, müssen effiziente numerische Verfahren eingesetzt 

werden, um die Rechenzeit möglichst gering zu .halten. In UMAT werden 

die konstitutiven Gleichungen integriert und der Tangentenmodul 

berechnet. 

Bei dem expliziten Integrationsverfahren (Explizit-Euler) wird der 
globale Zeitschritt in Subinkremente unterteilt um die Stabilitäts

grenze nicht zu überschreiten. Der Tangentenmodul wird gemäß der 

Methode der Anfangssteifigkeit durch den Elastizitätstensor ersetzt. 

Dies führt zu einer höheren Anzah 1 von Gl ei.chgewi chts i terat i onen pro 

Zeitschritt. Da jedoch der Rechenzeitbedarf pro UMAT-Aufruf 

verglichen mit den impliziten Methoden klein ist und die Gesamt

stei fi gkei tsmatri x nur ei nma 1 faktori s i ert werden muß, kann auch 

diese Vorgehensweise sehr effizient sein. 

Als implizite Methode wird die verallgemeinerte Mittelpunktsregel 

in 1hrem uneingeschränkt stabilen Bereich eingesetzt. Der 

Integrationsalgorithmus erfordert hier ein 1 oka 1 es 

Iterationsverfahren zur Lösung von nichtlinearen, algebraischen 

Gleichungssystemen. Wegen der quadrat i s.chen Konvergenzeigenschaft 

wird auch hier das Newtonverfahren angewendet. Die Konvergenz wird 

durch die Anwendung einer Projektionsmethode zur Erzielung guter 
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Anfangs~chätzwerte stark beschleunigt. Häufig ist keine volle, 

lokale Newton-Iteration mehr erforderlich. Gegenüber den bei den 

zeitunabhängigen plastischen Stoffmodellen üblichen Methoden mußte 

das Projektionsverfahren erweitert werden, damit beim Auftreten von 

Erholungstermen im Entwicklungsgesetz für die kinematische Ver

fest i gungsvari ab 1 e hinreichend gute Näherungs 1 ösungen erzi e 1 t 

werden. 

Einen wesentlichen Beitrag zur Leistungsfähigkeit von UMAT liefert 

die entwickelte Strategie zur Zeitschrittsteuerung. Die Diskussion 

der Beispiele bei homogener Belastung zeigt jedoch, daß bei starker 

nichtradialer Belastung hierzu Verbesserungen erforderlich sind. 

Es wurden verschiedene Lastfälle untersucht, wobei sich ergab, daß 

die i mp 1 ement i erten Methoden über einen großen Berei eh von Zeit-
_s 

schritten (10 h bei zyklischer Belastung bis 5*10 1 h bei 

Kriechbelastung) gut arbeiteten. Am Beispiel der Lochscheibe erwies 

sich ein Wert von ~=0.5 bei der GMR als optimal, insbesondere im Fall 

einer Kriechbelastung. Es zeigt sich aber auch aus den oben 

dargelegten Vor- und Nachteilen der Integrationsverfahren, daß es 

nicht möglich ist, ein Verfahren uneingeschränkt zu empfehlen. 

Vielmehr muß sich die Auswahl des Verfahrens an der Problemstellung 

und an dem zur Beschreibung eingesetzten Stoffgesetz orientieren. So 

macht sich beispielsweise eine Reduzierung der Rechenzeit durch 

Einsatz eines impliziten Verfahrens im Falle einer Kriechbelastung 

wesentlich stärker bemerkbar als bei Dehnwechselbelastungen. Die 

Untersuchungen werden fortgesetzt durch die Analyse weiterer 2D und 

3D Strukturen, die als Grundelemente in Bauteilen häufig auftreten. 

Die angewendeten numeri sehen Verfahren so 11 en an weiteren Stoff

modellen erprobt werden, wobei auch an eine Erweiterung auf Theorien 

mit ersten und dritten Invarianten gedacht ist. 
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A. 1. Materialkonstanten für das Robinson-Modell 

Die Materialkonstanten für die in Abschnitt 2.2 beschriebene Version 

des Robinson-Modells wurden /2/ entnommen und haben in den ange

gebenen Einheiten folgende Werte 

E(T) = 2.67x105 MPa - 149 T MPa/K 
\) = 0.3 
ath = 14x10-6 1/K 

A = 2.73x1o- 12 1/s 
n = 4 

ß = 0.75 
m = 3.37 
H = 6.84x104 MPa 
Ko2 = 31.7 (MPa) 2 

Go = 0.5 

mit: Qr = 4.0x104 1/K, -11 Rr = 3.0x10 , T0 = 811 K 

Wo(T) = p + q(T-TP) 2 

mit: p = 3.45 MPa, q = 3.45x10-4 MPa/K2, Tp = 711 K 

mit: Oo = 4.0x103 K, Ko = 95.1 (MPa) 2 

K (T) = A + B(T-T ) + C(T-T )2 
s ' p p 

mit: A = 760 (MPa) 2, B = -1.9 (MPa) 2/K, C = -0.045 (MPa/K) 2 
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A. 2. Integrations-Algorithmen 

Die numerische Integration des Anfangswertproblems 

y = f(y(t),t) 

y(t=t0 ) = Yo 
(Ä .1) 

wird in diskreten Zeitschritten bt mit Hilfe einer der folgenden Be-. 

Ziehungen durchgefUhrt: 

a) Explizit-Euter 

y(t+lll) = y(t) + /::,. t f ( y(t)' t) (A.2) 

b) Implizit-Euter 

(A.3) 

c) Verallgemeinerte Mittelspunkts-Regel (GMR) 

y<t+M) = y(t) +M f(y<t+oM),t+BM) (A.4) 

mit 

y<t+ot.t) = c1-e)y<'> + ey<t+t.f) 

d) Verallgemeinerte Trapez-Regel 

y(t+t>t) = y<1>+M ((1-8)f(y<t>,t)+8f(y<t+M),t+t..t)) (A.5) 

Die Gleichungen (A.4) und (A.5) enthalten einen frei wählbaren 

Parameter a, der Werte aus dem Intervall 0~8~1 annehmen kann. Spe

zialfälle von (A.4) und (A.5) sind 

- a = 
- a = 
- a = 

0 

1 : 

0.5 

Explizit-Euler 

Implizit-Euler 

Mittelpunkts-Regel I Trapez-Regel 
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Für alle Werte a+o sind die Methoden (A.3)-(A.5) implizit, d.h. die 
zu berechnenden Funktionswerte y(t+~t) sind Argumente der im 

allgemeinen nichtlinearen Funktionen f. Implizite Integration 

erfordert daher die Lösung eines nichtlinearen Gleichungssytems 
( s. u.). 

Die wichtigsten Eigenschaften bezüglich Genauigkeit und· Stabilität 

von (A.3) - (A.5) sind /18,25/ 

8 ~ 0.5. Genauigkeit der Ordnung 1 

8 = 0.5 Genauigkeit der Ordnung 2 
8 < 0.5 bedingte Stabilität ~t<~tkrit{8) 
8 ~ 0.5 uneingeschränkte Stabilität ~t<~ 

8 = 1 beste Stabilitätseigenschaften /25/ 

Eine sinnvolle Anwendung von (A.4) und (A.5) erfordert daher 
0.5 ~ 8 ~ 1, weil andernfalls ein Gleichungssytem gelöst werden muß 
ohne eine grundlegende Verbesserung der Stabilitätseigenschaften zu 
erzielen. 
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A.3. Newton-Methode für GMR und GTR 

Wendet man die Newton-Methode auf die GMR (A. 4) an, so e·rhä lt man die 

Korrektur öy zur r-ten Näherung ( y( t+t.t) ) ( r) aus 

~ ( af )(f+9At))(r) (r) 
~ -eM ay ·oy = RGMR (A.6) 

mit 

(A. 7) 

( I ist die Einheitsmatrix) 

Das lineare Gleichungssytem (A.6) muß nach öy aufgelöst werden um 

die neuen Näherungen 

( y(tHt)) (r+
1
) = ( y(tHt)) (r) + oy (A.8) 

zu berechnen. Diese Iteration wird fortgesetzt bis ein Konvergenz

kriterium der Form 

(A. 9) 

erfüllt ist, wobei 11.11 eine Norm und TOL eine Toleranz bedeutet. In 

der vorliegenden Arbeit wurde die euklidische Norm verwendet. 

Die Newton-Methode für die GTR (A.S) lautet 

ft ( a f )(f+At))(r) (r) 
\1-eM OV ·oy = RarR (A.lO) 

mit 

(A.ll) 

Der Iterationsprozeß wird wie in (A.8) durchgeführt bis ein Kri

terium der Form (A.9) erfüllt ist. 
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Die beiden Integrationsmethoden (GTR) und (GMR) unterscheiden sich 

nur wenig. Tatsächlich wurde gezeigt /27/, daß sie in gewissem Sinn 

äquivalent sind. Es muß jedoch betont werden, daß sich Unterschiede 

ergeben können, wenn die Funktionen f Unstetigkeiten enthalten . 
. Da alle Plastizitätsmodelle und viele viskoplastische Modelle Un

stetigkeiten im Fließ- und/oder in den Entwicklungsgesetzen ent

halten, sind diesbezüglich weitere Untersuchungen erforderlich. 
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Liste der verwendeten Symbole 

Tensoren und Matrizen werden mit fettgedruckten Buchstaben bezeich

net, wobei der Typ einer Größe aus dem jeweiligen Zusammenhang 

ersichtlich ist. So kann X folgende Bedeutungen haben: 

X Vektor mit Komponenten (X)k = Xk 

X symm. Tensor zweiter Stufe mit Komp. (X)k1 = Xk1 

X Tensor vierter Stufe mit Komponenten (X)klmn = Xklmn 

Die Einheitstensoren zweiter und vierter Stufe werden durch 

1 mit Komponenten 

I mit Komponenten 

bezeichnet. 

Die Schreibweise für Tensorprodukte folgt den üblichen Regeln, d.h. 

je ein Punkt steht für eine Kontraktion, also z.B.: 

X·Y 

X·Y 

X:Y 

X:Y (X :Y)klmn = Xklab Y abmn 

XY (X Y)klmn = Xkl Y mn 

Hier wurde die Summationskonvention verwendet und ein kartesisches 

Koordinatensystem zugrundegelegt. Insbesondere gilt 

11 
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Die zweite Invariante eines symmetrischen Tensors zweiter Stufe X 

wird mit 

bezeichnet. 

Außerdem werden folgende Bezeichnungen verwendet 

er Spannungstensor 

8 Spannungsdeviator 8 =er- 1<cr:1)1 

e Tensor der Gesamtdehnungen 

e Dehnungsdeviator e=~-1(e:1)1 

eP Tensor der inelastischen Dehnungen 

a Kinematische Verfestigungsvariable 

K Isotrope Verfestigungsvariable 

1} 11 Effektiv-Spannung 11
, E. = 8-a 

E Elastizitätstensor 

E,v E-Modul, Querkontraktionszahl 

J.J,,"A Lame-·Konstanten 
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