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RiBspitzenfelder in elastischen und elastisch-plastischen Materialien

In diesem Bericht wird gezeigt, daB sich die singuldren Spannungsfelder in der N&he von
RiBspitzen mit der Methode der Finiten Elemente (FE) beschreiben lassen. Dazu werden
Rechnungen anhand einfacher RiBgeometrien unter Modus-I-Belastung fur linear elastisches
Materialverhalten und Kriechen nach dem Norton-Gesetz durchgefuhrt. Die numerischen FE-
Ergebnisse stimmen mit den fir diese beiden Stoffgesetze vorliegenden bekannten analytischen
Losungen gut Uberein, sofern die Umgebung der RiBspitze hinreichend fein mit Elementen

belegt wird.

Crack Tip Fields in elastic and elastic-plastic materials

In this report it is shown that the singular stress fields in the immediate vicinity of crack tips can
be described by the method of finite elements. For that purpose calculations have been
performed for simple crack geometries and mode | loading conditions. Linear elastic and power
law-creep behaviour is considered. The numerical FE-results agree well with analytic solutions
which are known for these two classes of material on the condition that the vicinity of the crack

tip is modelled by a sufficiently fine mesh.
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L. Einleitung

Zum Verstdndnis des RiBwachstumsvorganges und des Bruchverhaltens in festen Kérpern im
Rahmen der phanomenologischen Kontinuumsmechanik (auf einer makroskopischen Skala) ist
es unerlafllich, fir ein gegebenes Materialmodell und fiur die jeweiligen Probengeometrien und
Belastungen die Spannungsfelder ojj und die Dehnungsfelder ¢j;  in unmittelbarer Néhe der
Rillspitze zu kennen. In einfachen Fillen, aufl die sich die folgenden Untersuchungen beschran-
ken, sind diese sog. Nahfelder gekennzeichnet durch eine fiir das Materialgesetz typische Singu-
laritét, eine ebenfalls durch das Materialgesetz und zusitzlich noch durch die Rifléffnungsart ge-
gebene Winkelabhingigkeit sowie durch eine Spannungsamplitude, in die neben der RiBoff-

nungsart nur noch Probengeometrie und Belastung eingehen.

In dieser Arbeit werden Nahfelder, die aus den Feldgleichungen der Kontinuumsmechanik fol-
gen, mit Hilfe der Methode der Finiten Elemente (FE) berechnet. Dazu konnte auf das bereits vor-
handene FE-Programm ABAQUS /1/ zuriickgegriffen werden, Ziel der Untersuchungen ist es,
Aussagen dariiber zu machen, inwieweit sich dieses vollnumerische Verfahren zur Beschreibung
von Rifispitzenfeldern eignet. Dazu wird das Material als homogen und isotrop angenommen und
einmal durch ein linear elastisches Verhalten, zum anderen durch ein Kriechverhalten nach
Norton /2/ charakterisiert. Fiir beide Materialmodelle existieren analytische Lésungen, so daB

eine unmittelbare Uberpriifung der FE-Ergebnisse moglich ist.

In Kap. IT wird das RiBspitzenfeld fiir linear elastisches Materialverhalten anhand einer ein-
fachen Rifigeometrie (Innenrif}) unter einachsiger Zugbelastung (Modus-I) im ebenen Spannungs-
zustand (ESZ) untersucht. Zunichst werden verschiedene FE-Methoden zur Berechnung der
Spannungsamplitude, die in diesem speziellen Fall als Spannungsintensitatsfaktor (SIF) bezeich-
net wird, einander gegeniibergestellt, ehe dann die wohl bekannte Winkelabhingigkeit und die

Form der Spannungssingularitit aus den numerischen Resultaten reproduziert werden.

In Kap. Il wird bei gegeniiber dem linear elastischen Fall unverdnderten Randbedingungen das
Nortonsche Kriechgesetz als Materialmodell zugrundegelegt. Wiederum werden aus FE-Ergeb-
nissen Winkelabhingigkeit, Spannungsamplitude und'Form der Spannungssingularitit berech-
net.Bei diesem nichtlinearen Materialgesetz sind die trotz relativ feiner Elementbelegung in den
ersten Elementlagen um die Riflspitze immer noch merklichen nichtsinguldren Beitrige zu den
Spannungen, die iiberdies sogar noch von der Probengeometrie abhéngen, nicht bekannt. Deshalb
wird in einer weiteren Rechnung in groBem Abstand von der Rifispitze das linear elastische Rif3-
spitzenfeld vorgegeben, wobei die Belastung (d.h. die Grifle des SIF) beibehalten wird. In dieser

sog. "boundary-layer"-Formulierung erstreckt sich das Nahfeld iiber die ganze Probe.




I1. Ebener Rifl in einem elastischen Medium

Die Feldgleichungen der Kontinuumsmechanik fiir die Spannungs- und Dehnungsfelder lauten

in statischer Ndherung und fiir kleine Deformationen:

_a_ 5 =0 (Gleichgewichtsbedingungen)
x. W
J
1 ( d n d ) (Losung der Kompatibilitdtsbedingungen) (1)
Loy Y, - U,
voo2\ax, + ox. J
J i
e.=e¢. [o0.] {Stoffgesetz)
gy oy

u ist das Feld der Verschiebungsvektoren.

Als Randbedingungen lassen sich wahlweise Spannungsvektoren n o oder Verschiebungs-

vektoren vorgeben. Dabei ist i der 4uBere Normalenvektor auf der Begrenzungsfliche.

Das Randwertproblem weist bei den im Rahmen dieser Arbeit betrachteten Rilgeometrien und
Belastungen, Platte mit Innenri} (CC) und mit beidseitigem AuBenril (DEC) unter Zugbe-
anspruchung, zwei Symmetrieebenen auf. Die erste ist die Rilebene, die andere liegt senkrecht

dazu in der Mitte der Platte.
Die Geometrien sind Abb. 1a, b zu entnehmen.

Im linear elastischen Fall ist das Stoffgesetz in (1) das Hookesche Gesetz

1+
v v 5 (2)
]

%TTE % T F “m
mit dem Elastizitdatsmodul E und der Poissonzahl v.
Da Spannungen und Dehnungen iiber eine lineare Relation auseinander hervorgehen,

beschrinken sich die Untersuchungen im folgenden auf Spannungsfelder.

I1.1. Analytische Ausdriicke fiir das Nahfeld

Das Spannungsfeld fiir einen ebenen Rif} der Linge a unter Modus-I-Belastung in einer Probe
mit Ligament b-a (siehe hierzu Abb. 1) hat, ausgedriickt durch Polarkoordinaten (r, ) an der Rif}-
spitze (cf. Abb. 2), im Grenzfall r/a < < 1 die asymptotische Form /3/

K,

oij(r,cb): Norr fij (P) (3)




wobei der Spannungsintensitétsfaktor (SIF) Ky ("I" steht fiir Modus-I-Belastung) durch
K =o"Via F &
; =0 Vma I
gegeben ist,
0” ist die auflen am Probenrand angreifende Zugspannung (cf. Abb. 1) und F (a/b) eine dimen-

sionslose tabellierte Formfunktion /4/, die in Abb. 3 fiir die CC- und die DEC-Probengeometrie

und Modus-I-Belastung veranschaulicht ist. F| wéchst in beiden Fillen ausgehend von einem

Wert nahe 1 mit a/b sehr langsam an. Fiir relative Rifitiefen a/b = 0,5 dufert sich in zunehmen-

dem Mafle die bei a/b = 1 vorliegende Wurzelsingularitat.

Die ebenfalls dimensionslosen Winkelfunktionen fij haben fiir die kartesischen Komponenten

folgendes Aussehen (0 < ¢ = n)

3¢

. 4 ¢ 3P
f (qo)—COS2 (1———sm28m2)

XX

_ ¢ ¢ 3¢ (5)
fyy (<1>)—cos2 (1+sm25m 5 )

R PR R
fxy (Cb)—cos2 sin > cos2

Die polaren Komponenten lauten:

)= cos 2 3 )
frr () = 5 cos 5 — cosd
v 3¢ (6)
ftbdp (p) = cos 5
1
fr(b (y) = —2-cos gsinqa

Aufgrund der Symmetrie bzgl. der Rifjufer gilt fiir -n< ¢ < 0 fij () = fij(-$).
Die einzelnen Komponenten sind in den Abb. 4 graphisch veranschaulicht.

Charakteristisch fir das linear elastische Nahfeld ist das Verschwinden samtlicher Spannungs-
komponenten lings der Riflufer ¢ = n, insbesondere von fy; = fyr, was nicht in den Randbe-
dingungen enthalten ist. Auferdem haben die Winkelfunktionen fjj vor der Rifispitze (= 0) alle

den Wert 1, wenn man von den Scherkomponenten fyy = fry, die aus Symmetriegrunden ver-



schwinden, einmal absieht. Alle fij(d) sind nichtnegativ, d.h. im Nahfeld treten nur Zugspan-

nungen auf.

Fir die Verschiebungen in der RiBebene und senkrecht dazu gilt (r/a < < 1) /3/

1+v /T )
ul.(r,q)):—E— KI % hi(d))

mit den Abkiirzungen

hx@) = ¢os -;2 (k — cosd)

hy(Q)) = sin g (& — cosd)

Li

und

3 —v
K =
14+v

fir den ESZ.

Bevor auf FE-Methoden zur Ermittlung von Ky und auf die numerische Bestimmung der Winkel-
funktionen fj(¢) in (5) und (6) eingegangen wird, wird noch die vollstédndige, d.h. in der ganzen
xy-Ebene giiltige analytische Losung der Feldgleichungen fiir den sog. Griffith-Rif} (unendlich
ausgedehnte Platte mit Innenrif}: a/b — 0) angegeben. Wenn man diese Spannungen nach r/a
entwickelt, 1463t sich iiber die héheren Terme der Entwicklung eine Abschitzung fir die Reich-
weite des Nahfeldes gewinnen. Aulerdem wird sich spater zeigen, daB diese Terme bei der Aus-
wertung der FE-Daten berticksichtigt werden miissen, um die korrekte Winkelabhédngigkeit fij(¢)

in (5) und (8) zu erhalten.

112, Griffith-Rif

Die Spannungskomponenten fiir den Griffith-Rif8 im einachsigen Zugspannungsfeld o lauten

unter Verwendung von Bipolarkoordinaten am Rif (cf. Abb. 2) /5/

" ¢+¢2 aZrl 3 ( o)1 ]
=o” - ) + sing, sin— (¢ + -
eV T T rry)’ R ’
2
o rl . ¢+¢2 a f'l . ‘ 3 ) J
0,=0 N cos (¢ — ) + sin ¢, sin 5 (¢ + 9, (8)
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Der Term -0 in der ersten der Gleichungen (8) fithrt dazu, daBl og; im Unendlichen verschwin-

3
sin b, cos 5 (¢ + (1)2)

det und somit die Randbedingungen des Problems im Unendlichen erfiillt werden kénnen.

Anden Riflufern, die durch ¢ = 1, ¢; = 0(n1), 2 = 0, rg = (2a -r), r; = (a - r) gegeben sind, gilt

Oxy = Oyy = 0.

Die Reihenentwicklung von (8) nach r/a < < 1 fihrt auf die Form (3) und liefert dariiberhinaus

noch weitere Terme:

K(G)
0. ()= ———=f @) +a. +O0ND 9)
ij " Vol ij
mit
K}G) = OuJ V 11a
a = — om,a = =0
xx yy ooy

Aus (9) entnimmt man, daf} die Losung des Nahfeldes (3) mit Sicherheit schlecht wird, wenn

2
r K[
L

1 (10)
a  2nale”f? 2

ist.
Unter den Verschiebungen ist die Rifioffnungsverschiebung
8:2uy (x,y =0)
von besonderem Interesse. Sie ergibt sich im Fall des Griffith-Risses zu

/ r an
56 81()0) r @_- 1)
a

a
wobei die (maximale) RiBaufweitung (CMOD) durch

G -
8"  A+v)(1+x o 12)
a - 2 E

gegeben ist.




1.3, Numerische Bestimmung elastischer Spannungsintensititsfaktoren mittels FE-Methoden

Die Spannungssingularitidt an der Rifspitze wird zunichst nicht im numerischen Losungsver-
fahren beriicksichtigt. Die berechneten Spannungswerte in unmittelbarer Ndhe der Rifspitze
sind daher i.a. fur die Bestimmung des SIF zu ungenau. Abhilfe bietet die Extrapolation von Wer-
ten an weiter entfernten Orten zur RiBspitze hin. Es besteht jedoch auch die Méglichkeit, mit
relativ geringem zusidtzlichen Aufwand spezielle Rifispitzenelemente einzufiigen, in die die
Singularitit vorab bereits eingebettet ist. Hier ergibt sich allein aus den Werten der Rifispit-
zenelemente ein hinreichend genauer Wert fiir den SIF. Auflerdem 148t sich der SIF auch aus der
Energiefreisetzungsrate ermitteln, zu deren Berechnung ausschlieflich Werte an entfernteren

Orten verwendet werden kénnen.

Die im Rahmen dieser Arbeit verwendeten FE-Netze, ein typisches Beispiel ist in Abb. §

dargestellt, weisen alle folgenden Merkmale auf:

(i) Es werden Elemente mit quadratischem Verschiebungsansatz (8-Knoten-Serendipity-

Elemente) benutzt.

(ii) Das Netz ist um die Riflspitze in radialer Form angeordnet und wird auf die Rillspitze zu

immer feiner.

(iii)In der RiBspitze sind die Vierecks- zu Dreieckselementen kollabiert. Die der Riflspitze
unmittelbar benachbarten Knotenpunkte werden i.a. von den Seitenmitten um ein Viertel
der Seitenlidnge zur RiBspitze hin verschoben, so dafi der Verschiebungsansatz einen Vr-

Term enthilt /6/.

Von den Verfahren zur Berechnung des SIF werden im folgenden die Spannungs- und die Ver-
schiebungsmethode nach Chan /7/, die direkte Berechnung des SIF aus den Knotenverschie-
bungen der Riflspitzenelemente /6/ und die indirekte Berechnung des SIF iiber das sog. J-Integral
/8/ untersucht. Als Beispiel wurde ein Innenril mit a/b = 0,8 und h/b = 3 (cf. Abb. 1a ) gewdhlt.
Das FE-Netz besteht aus 160 Elementen und 527 Knoten (Abb. 5). Das FE-Problem hat somit
1054 Freiheitsgrade. Aus Symmetriegriinden braucht nur ein Viertel der Struktur modelliert zu

werden.

Bei den drei erstgenannten Verfahren werden jeweils fiir eine fest gewihlte Richtung ¢ die
Ergebnisse der FE-Analyse direkt mit den asymptotischen Beziehungen fiir Spannungen (3), bzw.
Knotenverschiebungen (7) verglichen.So werden bei der Spannungsmethode, bzw. der

Verschiebungsmethode nach Chan die Gréflen




und

K (r = __ BV u (r,d)
I, u, ( +V)Whi @)

als Funktion des Abstandes r von der RiBlspitze aufgetragen und nach r — 0 extrapoliert. Diese
Verfahren lassen sich im ibrigen auch dann anwenden, wenn keine speziellen RiBlspitzen-
elemente verwendet werden, aber die Struktur in der Umgebung der RiBspitze hinreichend fein
modelliert wird. In diesem Fall kann ein- und dieselbe Struktur far Parameterstudien mit unter-
schiedlichen RiBlingen verwendet werden, was bei Anwesenheit von Riflspitzenelementen nicht
mdglich ist. Dafiir erhéhen aber die RiBspitzenelemente die Genauigkeit des Verfahrens be-
trdchtlich; man beobachtet insbesondere i.a. kein Abknicken der I-{-I-Kurven in der Umgebung

vonr = 0, wie es in /8/ auftritt. In Abb. 6 und 7 sind FE-Ergebnisse fiir ﬁl(r) bei unterschiedlicher

Wahl der Spannungs- bzw. Verschiebungskomponente und firr verschiedene Richtungen ¢
graphisch veranschaulicht. Die sich aus der Extrapolation ergebenden Werte fiir K; sind in Tab. 1
aufgefithrt. Im Prinzip ist jede Komponente und jede Richtung fir die Berechnung von K geeig-
net. Nach Chan et al. /8/ wird aber die hochste Genauigkeit fur oyy und ¢ = 0 sowie uy und ¢ = n
erzielt, was auch in diesen Rechnungen gefunden wird. In diesen Fillen ist man weit entfernt von
den Nullstellen der Winkelanteile fij und h , so daf} die Normierung keine Schwierigkeiten

bereitet.
Bei Verwendung spezieller Rifspitzenelemente mit einem Verschiebungsansatz der Form
u = A; + Bi\/r-f— Cir

148t sich der SIF direkt aus deren Knotenverschiebungen berechnen

e
K, N g 4ui¢(z)—ui¢) (l)—3ui (0) (13)

oo Via —(1 +V)hi (p) 0% Via

Hierin bedeutet 1 der Radius des RifBspitzenelementes. In Abb.8 sind aus (13) gewonnene
Ergebnisse fiir K| bei verschiedener Wahl von ¢ und fiir x- und y- Komponente aufgetragen.
Solange man sich mit ¢ hinreichend weit entfernt von den Nullstellen der Winkelanteile hi(¢)
befindet und den Bereich um die Rifspitze gentigend fein mit Elementen belegt hat, erhilt man in

allen Fallen akzeptable Ergebnisse fir K.



Am elegantesten ist es, das J-Integral zur Berechnung von K; heranzuziehen. Es ist (bei

zweidimensionaler Konfiguration) definiert durch

u.
J:{ (Wdy—oun‘ ——ids) (14)
r Ui oax

wobei I' ein positiv orientierter Weg um die RiBspitze in der xy-Ebene mit dulerem Normalen-

-l
vektor n und Linienelement ds ist. W ist die Dehnungsenergiedichte

ij
W= [ 0013 deuB
0

Das J-Integral ist wegunabhingig, falls die Dehnungsenergie in eindeutiger Weise mit den
Dehnungen verkniipft ist. J gibt in einem elastischen Material den Energiestrom zur Rifispitze
pro RiBausdehnung (Energiefreisetzungsrate) an und steht in unmittelbarem Zusammenhang

mit dem SIF (Modus-I-Belastung)

4 E
Im FE-Programm ABAQUS wird J fiir verschiedene Bereiche um die Riflspitze mit Hilfe der

2
; a+va+x K5 (15)

Methode der virtuellen RilvergroBerung berechnet. Auch bei diesem Verfahren zur Ermittlung
von K; werden im Prinzip keine speziellen RiBspitzenelemente benétigt, sie erhohen aber

wiederum die Genauigkeit der Ergebnisse /9/.

Im vorliegenden Beispiel ergibt sich unabhingig von der Wahl des Integrationsweges fir J
immer (auf 4 Dezimalen genau) derselbe Wert, der einem K{-Wert von 1,8156 0® Vna entspricht.

Dabei wurden 8 konzentrische Kreisbégen um die Rifspitze als Wege (cf. Abb. 5) verwendet.

In Tab. 1 sind die K|-Ergebnisse aller untersuchten Verfahren sowie deren relative Abweichung
zum Tabellenwert 1,8160 0* Vna /4/ einander gegeniibergestellt. Die Struktur wurde im Bereich
um die RiBspitze so fein modelliert, dafl alle Verfahren den SIF Ky mit einer fur praktische

Anforderungen ausreichenden Genauigkeit liefern.

I1.4. Superpositionsprinzip und Gewichisfunktion

Die Linearitit der Feldgleichungen des linear elastischen Mediums gestattet es, den
Spannungsintensititsfaktor fiir eine beliebige Verteilung der Belastung o tiber einem RiB linear

aus den SIF von Einzelbelastungen zu superponieren.

a
K(a):[ o (x) h(x,a)dx
0
Dabei ist x der Ort tber dem RiB, an dem die Einzelbelastung angreift. Die Grofie h(x,a)

bezeichnet man als Gewichtsfunktion. Sie ist fir eine vorgegebene Belastungsart unabhingig




von der Grofle der Belastung. Man erhilt die Gewichtsfunktion h(x,a) als Funktion der Lénge x
Uber dem RiB, indem man nacheinander den Kérper an verschiedenen Stellen x, durch eine
Punktspannung (Einzelkraft pro Lingeneinheit) o (x) = F, - 8(x-x,) lokal belastet und dazu
Jeweils den SIF ermittelt; K(x,a) = h(x,a) F,. 8(x) ist die Diracsche Deltafunktion.

Aufgrund des Superpositionsprinzips 1aBt sich jede duBere Belastung durch eine entsprechende
Rifluferbelastung ersetzen, so dafl man die Einzelkrafte unmittelbar an den RiBufern angreifen
lassen kann. Dies wird im folgenden anhand einer DEC-Geometrie mit den Riflingen a/b =0,6
und a/b = 0,8 (cf. Abb. 1) durchgefiihrt. Die Gewichtsfunktionen hp(x,a) und hgr(x,a) der beiden
Risse folgen dann aus

K, (x,a) K (x,a)

R
h, (x,a) = y hy (a) = —
FL (x) R FR )

Es ist zweckmiBig, die Gesamtbelastung der Probe in einen symmetrischen Anteil bzgl. der

Symmetrieachse durch die Mitte der Probe

o(x)+a(2b—x)

(s}
o )
(x 2

und einen antisymmetrischen Anteil

A ox)—o0(2b—x)
(x) =
2
zu zerlegen.

Der SIF des linken Risses ergibt sich dann zu
a [¢)
KL (a) = [ o' (x) hm(x,a)dx + J o(A)(x) h‘A)(x,a)dx
0 0
der des rechten zu
a a
KR (a) = [ o ) (x) B (x,a)dx — J O(A)(x) R4 (x,a) dx
0 0
wobel hg und hp jeweils die Gewichtsfunktionen fiir symmetrische und antisymmetrische
Belastung bezeichnen. Fiir symmetrische Belastung ist K, = K,,fir antisymmetrische
K =- K.
Belastet man an den Stellen x,, bzw. 2b - x die RiBufer mit unterschiedlichen Einzelhalften F,
und F_, so gilt:

I(L(xo,a )+KR (2b—x0,a)

h(s) (JC a)___
0’ —
FL(x0)+F'R(2b xo)
und '
o KL(x“,a)—KR(2b—x0,a)
h (x(),a): - -
FL(xU) - FR(2b - xo)




Das fiir die FE-Rechnung benutzte Netz ist in Abb. 9 dargestellt. Aufgrund der unterschiedlich
groflen Krifte F; muf} die halbe Struktur modelliert werden. Auflerdem muf bei der Rechnung ein
hinreichend groBer Zuganteil in der Belastung vorhanden sein, bzw. notfalls tiberlagert werden,
damit sich beide Risse 6ffnen und somit die noch verbleibende Symmetrie senkrecht zur Riflebene
nicht gestért wird. Bei Uberlappung der Risse ist das Konzept der Gewichtsfunktion nicht mehr
anwendbar.

Eingehende Parameterstudien haben gezeigt, dafl dazu 1 < F, (x )/ F (x) < 8/7 sein mufl. Die
Ergebnisse fir die Gewichtsfunktionen hg und hg sind in Abb. 10 dargestellt, wobei an der
Riflspitze x/a = 1 ist. Die an dieser Stelle vorliegende Singularitit in hgjs wurde nicht

untersucht. Die SIF wurden tber das J-Integral berechnet /10/.

11.5 RiBuferverschiebung und zusdtzliche Verschiebung am Probenrand

Die maximale RifBuferverschiebung (CMOD) ist fiir beliebige Probengeometrie und bei Modus-I-
Belastung gegeben durch:

8, =87V, (alb)
Dabei ist V| (a/b) eine dimensionslose, tabellierte Formfunktion /4/ und 8 ‘' die Griffithlosung
(12). V_ (a,b) zeigt einen dhnlichen Verlauf wie die Formfunktion I des SIF, jedoch liegt hier fiir
a/b —1 eine logarithmische Singularitit vor. Fiir das Standardbeispiel Innenrify
(a/b = 0,8, h/b = 3) entnimmt man den Tabellenwert V (a/b=0,8) = 1,726 + 0,01.
Das FE-Resultat liegt mit 1,725 innerhalb der Toleranz.

In Abb. 11 ist die gesamte Verschiebung des RiBlufers uy (x,y = 0) fiir 0 < x < a dargestellt. Mit
eingezeichnet ist zum Vergleich die beim Griffith-Rif} beobachtete Abhdngigkeit (11). Charakte-

ristisch fir linear elastische Verhiltnisse ist die elliptische Form der Riflé{ffnung.

Neben SIF und CMOD findet man noch die aufgrund der Anwesenheit des Risses vorliegende
zusétzliche Verschiebung am Probenrand in tabellierter Form vor /4/. Sie ist gegeben durch (cf.

Abb. 1)

20
A= Atotal - —E—

wobei A wiederum iber eine Formfunktion W(a/b) mit der Griffithschen RiBaufweitung & in

Beziehung gebracht wird

A= sf’ W (a/b)

Ware kein Rif vorhanden (A = 0), so ist die Verschiebung an der Stelle h:

20

Atotal = E h
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Im Fall des Standardbeispiels ergibt sich W(a/b = 0,8) = 1,1099, was gegeniiber dem
Tabellenwert von 1,1005 + 0,007 etwas zu groB ausfallt.

I1.6. Richtungs- und radiale Abhingigkeit der Spannungen an der Rifspitze

Im folgenden werden die Richtungs- und die radiale Abhingigkeit der Spannungen nunmehr

anhand eines Innenrisses mit a/b = 0,3 und h/b = 3 untersucht.

Das FE-Netz ist analog zu dem in Abb. 5 aufgebaut und besteht jetzt aus 192 Elementen und 631
Knoten (1262 Freiheitsgrade).

Aus dem Wert des J-Integrals errechnet man den SIF zu ;

(FE)
KI

— =1,0575

L2

ag na

was nur um 0,4% unter dem Tabellenwert liegt.

In Abb. 12 a-c sind die FE- Ergebnisse fur die Grofen f
¢ FB) _ o (FE) V2nr

] ] KI(FE)

mit ij = xx, yy und xy als Funktion des Polarwinkels ¢ fiir die Radien

r/a = 8,77 103, 4,43 10-2 und 0,139 aufgetragen. Zum Vergleich ist jeweils der theoretisch zu
erwartende Winkelanteil f; aus (5) dargestellt (cf. durchgezogene Kurven). Die
ﬁbereinstimmung ist fiir kleines r/a ausgezeichnet, wird aber mit zunehmendem r/a schlechter,
weil man den Bereich des Nahfeldes verlafit und auch nichtsinguldre Terme zu den Spannungen
beitragen, Wahrend die allgemeine Form der Kurven und der Verlauf lings der Riflufer
(Randbedingungen) in allen Fillen derselbe ist, riicken die Maxima in f " und fy,'™ mit
zunehmendem r/a zu kleineren Winkeln. Dabei wachsen die Werte von fy,™™ und fy,"® an,

wéhrend die Werte von fy,*® abnehmen.

Bereits fiir r/a = 8,77 10-3 wird der erste nichtsinguldre Beitrag in der Reihenentwicklung des

Spannungsfeldes oyy

= V2T o195
¢ x FEY
I
was i.a. nicht mehr gegen fyy vernachlassigbar ist. Deshalb mussen zur Berechnung von f_*® aus

Spannungswerten oij‘FE’ , die in der gesamten Ebene giiltig sind, auch Terme héherer Ordnung
beriicksichtigt werden. Es zeigt sich, da8 der nichst hohere Betrag, die Konstante -0*, schon

ausreicht, d.h.
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rOFE) Vaur o FE 4 o (16)
xx K (FE) xx
I

Unterbleibt jedoch diese sog. T-Effekt-Korrektur /11/ , ist fy; ™ gegeniiber dem theoretischen
Verlauf um 0,125 nach unten parallelverschoben (r/a = 8,77 -10-3)(siehe hierzu Vierecke in

Abb.12a) .

Die radiale Abhingigkeit der Spannungskomponenten oy, 0yy und o4y ist in Abb. 13 fiir einen
Winkel ¢ nahe 00 in doppelt logarithmischem Mafistab graphisch veranschaulicht. Die Kurven
sind bis r/a = 5 10-2 weitgehend linear, ihre Steigung entspricht dem fiir linear elastische
Verhiltnisse typischen r "*-Verhalten der Spannungskomponenten. Fiir groBere Werte von r/a ist
die Losung des Nahfeldes offenbar nicht mehr gtltig und die Kurven biegen leicht zu gréBeren

Spannungen hin ab.
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II1. Ebener RiB unter Kriechbedingungen

Eine einfache Méglichkeit, Kriechverhalten zu beschreiben, bietet folgendes Materialgesetz

I J 8 (17
—g. = —¢ ¢4 —g P )
a v o v a v
mit
el I+v v (Hookesches Gesetz)
g, = 0..— — 0,,0..
3] E ij E KK i
und
d 3 O n—1 Oij. (Norton Gesetz)
—e. . P==-qae (—) —_—
a v 2 % o o

Die Materialeigenschaften dufern sich durch die Werte von Elastizitdtsmodul E und Poissonzahl
v sowie die Werte des Kriechkoeffizienten a und des (reellen) Kriechexponenten n. g, ist eine ge-
eignete Normierungsspannung, g, die zugehorige Normierung fiir die Dehnungen, wobei ¢ =0, /E
gilt, gjj bezeichnet den Spannungsdeviator und o, die Aquivalentspannung nach von Mises
0“=~-0g."0.
e 9 Yy i
die sich in ESZ aus oy  0yy und Oy ergibt zu

2
0220 2+0 2—0 o + 30
e xx yy XX Yy Xy

Im einachsigen Fall vereinfacht sich (17) wegen 0, =0zu

n

a a

o o
ate o= +ae (5-)
Im Unterschied zum linear elastischen Verhalten dndern sich hier Spannungen und Dehnungen
nicht nur rdumlich, sondern auch noch zeitlich, so da3 zu den Randbedingungen auch noch An-
fangsbedingungen hinzutreten: gj (bt = 0) = eue’. Auflerdem ist der Zusammenhang g, lo,]
aufgrund des Kriechtermes a/ at g, nichtlinear (n > 1). Diese beiden Komplikationen haben fiir
die FE-Behandlung einschneidende Konsequenzen. Sie erfordern (a) eine inkrementelle Integra-
tion des Stoffgesetzes, (b) eine iterative Losung der Feldgleichungen (1) in jedem Inkrement. (Im
linear elastischen Fall reduziert sich dagegen das Randwertproblem auf das einmalige Losen

eines linearen Gleichungssystems.)

Wird der Kérper nun zur Zeit t = 0 einer konstanten Belastung ausgesetzt, etwa einer
Zugspannung 0°(t) = 0“8(t), so stellt sich unmittelbar die Spannungsverteilung des linear
elastischen Falles ein, weil 9/ at 0°= ¢ 8(t) ist und somit der elastische Term im Stoffgesetz (17)
gegeniber dem Kriechterm dominiert (8 ist die Heavysidefunktion, § die bereits erwéhnte

Diracsche Deltafunktion). Insbesondere gilt fiir das Nahfeld um die Rifispitze
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K,

lim, o, (rg,n = NOTT fij ()
Fir Zeiten t > 0 setzt von der Rispitze ausgehend Kriechen ein. Da der Ri3 ruht und der

Kriechexponent n > 1 ist, iiberwiegt namlich zunichst an Orten hoher lokaler Spannungen, also
in unmittelbarer Umgebung der RiBspitze, und dann mit zunehmender Zeit auch an entfernteren
Stellen mit kleineren Spannungswerten der Kriechterm im Norton-Gesetz. Insbesondere gilt
unmittelbar an der Riflspitze (r—0) zu allen Zeitent > 0:

a 3 O, n—1 9y

—eg.,==—aqa¢e (—) —

at v 2 % g
4] o]

Die Kriechzone ist das Gebiet um die Rifspitze, in dem die plastischen Vergleichsdehnungen

gegeniiber den elastischen iiberwiegen. Der Rand der Kriechzone wird durch die Relation:

el _ op
€ (rcr’q)cr’ H=¢ (rcr’q) 8
festgelegt. Dabei ist &€ gegeben durch:
- 2
e? = - ¢ e,
3 U i
mit dem jeweiligen Dehnungsdeviator S|ij' Folgende zwei Grenzfille sind von besonderer

Bedeutung:

1. Im Grenzfall t - » (Langzeitlosung) erstreckt sich die Kriechzone schliefllich iiber die gesamte
Ebene, und das Gesetz (17) gilt Giberall. Dann ist die Spannungsverteilung bei Norton-Kriechen
dieselbe wie im Fall eines Ramberg-Osgood-Materialverhaltens /12/
3 o n—1 a..
. e. = - ae (—e) L
1 i) 2 0 4] 00

da die Feldgleichungen nach Ersetzen von 4/ at g, durch e, und @ / ot u durch u auseinander

hervorgehen und die Randbedingungen (Vorgabe von Spannungen) dieselben sind.

2. Ist die Kriechzone dagegen noch so klein, dafl im unmittelbar daran anschlielenden Bereich
noch die Spannungsverteilung des linear elastischen Nahfeldes vorliegt, so spricht man von
"small-scale yielding"-Naherung (SSY). Die Kriechzone ist in das linear elastische Feld (3) einge-

bettet, und das Nahfeld wird durch den SIF charakterisiert.
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1.1 Das asymptotische Feld an der RiBspitze

Die Spannungen und Dehnungen in unmittelbarer Nihe der RiBspitze ergeben sich fiir Norton-

Kriechen zu /13/:

1

_ n+1 &
o o, =AW r e (d,n)
und (18)

1

e, o0 =BOr "T1E (@n
wobei B(t) und £;(¢, n) durch zeitliche Integration des Norton-Gesetzes aus A(t) und &jj(¢, n)

hervorgehen:

Ay n
) dt'

e n
g
e

3
'E;j @)= 2 . 'GJL.J.'@,n)

Die Werte 6;(¢, n) liegen fur verschiedene Kriechexponenten, Riféffnungsarten und
Spannungszustinde in tabellierter Form vor /14/. Dabei ist es Konvention, so zu normieren, daf}

das Maximum von §, gerade den Wert 1 annimmt.

Spannungs- und Dehnungsfelder, die eine Singularitidt und eine Winkelabhingigkeit wie in (18)
zeigen, bezeichnet man nach Hutchinson /12/, /15/ Rice und Rosengren /16/ als HRR-Felder. Diese

Autoren haben derartige Felder erstmals fiir Ramberg-Osgood-Materialien gefunden.

Die dimensionslosen Winkelfunktionen Gij(¢, n) sind in Abb. 14 fiir n = 3, Modus-1-Belastung und
ESZ dargestellt. Auch hier braucht aus Symmetriegriinden nur das Intervall [0,n] betrachtet zu
werden. Im Unterschied zum linear elastischen Fall treten bei ¢ = 0 und ¢ = n fir die einzelnen
Komponenten verschiedene Werte auf. In der Umgebung von ¢ = n sind alle Komponenten (bis
auf 64(¢, n)), das definitionsgem4 immer > 0 ist), negativ. Die Nulldurchginge fiihren zu einem

Knick in 64(¢, n).

Die noch verbleibende Amplitude A ist eine Funktion der Zeit, Belastung und Geometrie. Sie ist

im Grenzfall t — © gegeben durch /12/,/13/

(19)

C*
lim Al =0,

t— o

ae a I
O o0 n

Dabei ist das C*-Integral gegeben durch:
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aui
C*:%P(W*dy—oijnj Eds)

e

iy °
W* = [ Ouﬁdsuﬁ

0

und einem geschlossenen positiv orientierten Weg I' um die Rif3spitze. C* geht durch Ersetzen von

gij durch éu sowie von u; durch ; aus dem J-Integral (14) hervor.

Im ssy-Fall gilt:
K12 n !
llm[—)mA(t): 00 }‘n e 5 n+1 (20)
Et  wgin+1) ae o

Die GroBle Ky in (20) ist der elastische SIF. I, und A, sind tabellierte geometrieabhingige

numerische Zahlenfaktoren von der Gréflenordnung 1/14/.

Hervorzuheben ist, dall im ssy-Fall auch eine zeitliche Singularitit der Form:

1

{ n+1

vorliegt.

Kriechdeformationen fithren zu einer Umlagerung von Spannungen und Dehnungen, wobei die
elastische Spannungskonzentration an der Riflspitze durch den Kriechprozef3 reduziert wird und
die Spannungen iiber die Probe verteilt werden. Dagegen sind die Dehnungen an der Rispitze

1/i(m+

grofler als im elastischen Fall. Die Singularitat der Spannungen r ist ndmlich schwicher

als die Singularitdt r *'’?im elastischen Fall, wahrend die Dehnungssingularitat r ~»/"=*

gegeniiber r ¥ dominiert (n>1).

Der Vollstindigkeit halber sei noch das Verhalten der Verschiebungen im Nahbereich um die
Riflspitze angegeben:
1
u (r,¢,0) =BW r "t T @,n

wobei die dimensionslosen Winkelanteile a (¢,n) wiederum tabelliert

vorliegen /14/.
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Fir die FE-Rechnung wurden folgende Materialparameter gewahlt:

v=10,3 E = 105 MPa n=3,0 a=10"7s1 o,=1 MPa.

Zunichst werden die Felder einer CC-Probe mit den Geometrieparametern a/b = 0,3; h/b = 3
unter einer konstanten, zur Zeit t = 0 einsetzenden Zugbelastung von ¢° = 100 MPa analysiert.
Der elastische SIF betragt K| = 32,47 MPa m!/2 (b = 100 mm). In einer weiteren Rechnung wird
auf einem Kreis mit Radius r/a = 1,77 das elastische Verschiebungsfeld (7) mit demselben Wert
Ky als Randbedingung vorgegeben. Bei dieser sog. "boundary-layer"-Formulierung liegen damit
inhdrent ssy-Verhiltnisse vor, aulerdem treten keine durch die Probengeometrie bedingten

Streufelder (T-Effekt) auf.

1.2 Das HRR -Feld einer Zugrobe mit Innenrif3

(a) FE-Struktur

Das FE-Netz besteht insgesamt aus 871 Knoten und 264 Elementen, davon sind 520 Knoten und
156 Elemente unmittelbar um die Riflspitze angeordnet. Ein Ausschnitt aus diesem Bereich ist in

Abb. 15 dargestellt. Die Radien der Halbkreise sind aus Tab. 2 zu ersehen.

Es soll bereits an dieser Stelle darauf hingewiesen werden, daf} die in diesem Netz angewandte
Kollabierungs- und Viertelpunktstechnik an der RiBspitze nicht in der Lage ist, die richtige Form
der Spannungssingularitit r-1/4 (n = 3) wiederzugeben, sondern eine zu starke Singularitat r-1/2
vortduscht. Daher ist man gezwungen, die Riflspitzenelemente sehr klein zu wihlen, so daf} diese
kiinstliche Spannungsiiberhéhung bereits nach wenigen Elementen abgeklungen ist. Bei der ge-
genwirtig zur Verfigung stehenden Version des FE-Programmes ABAQUS (4.5 aus dem Jahre
1985), umfafit die Programmbibliothek keine geeigneten Elemente, wie sie etwa Akin

vorgeschlagen hat /17/.
(b) Zeitschrittsteuerung und Konvergenzparameter

Im FE-Programm ABAQUS wird die Konvergenz der Gleichgewichtsiterationen zur Losung der
Feldgleichungen durch den Parameter PTOL, die Genauigkeit der Zeitintegration des Material-
gesetzes durch CETOL gesteuert /1/. Bei den durchgefiihrten Rechnungen wurde

PTOL = 10-3 MN und CETOL = 10-5 gewahlt.

Beginnend mit t; = 10-4s wurden insgesamt 930 Zeitinkremente gerechnet, bis sich beit = 154 s
im Bereich nahezu stationiren Kriechens die Spannungswerte nur noch unwesentlich dnderten
und die Knotenverschiebungen in der Nihe der Riflspitze mit den Abmessungen der

Riflspitzenelemente vergleichbar wurden.
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Das FE-Programm ABAQUS war dabei in der VergroBerung des Zeitschrittes so konservativ, daf3
ein zu grofl gewihlter Zeitschritt nur einmal korrigiert werden muflte und jeweils nur eine
einzige Gleichgewichtsiteration fiir einen maximalen Fehler von 5-10-7a in den Knotenver-
schiebungen erforderlich war.,

In Abb. 16 ist die GriBe des Zeitinkrementes At in Abhdngigkeit von der Inkrementnummer, bzw.
der bis zu diesem Inkrement verstrichenen Zeit t (durchgezogene Kurve) in logarithmischem
MafBstab aufgetragen. Nach etwa 30 Inkrementen wird t im Mittel nur um einen Faktor 1,01 pro

Inkrement erhéht.
(c) Zeitliche Ausbreitung der Kriechzone

In Abb. 17 ist die Kriechzone um die Rilspitze zu 5 verschiedenen Zeiten aufgetragen. Die
Ausbreitung erfolgt weilgehend selbstiahnlich und proportional zur Zeit t, wie es Riedel /13/ fur
ssy-Verhiltnisse im Fall n = 3 berechnet hat. Der Verlauf ist typisch fiir ESZ und fir die hier
benutzte Grofle der Zughelastung o”. Eine Erhohung von ¢° wiirde z.B. zu einer noch stiarkeren
Ausdehnung der Kriechzone in eine Vorzugsrichtung fithren, Die Ergebnisse stimmen mit Rech-

nungen von Hilton und Hutchinson /18/ recht gut {iberein.

Zur Analyse des HRR-Feldes mit den vorliegenden FE-Resultaten sollte zumindest die zweite
Elementlage um die Riflspitze r/a = 2-10-3 (cf. Tab. 2) weit im Inneren der Kriechzone liegen
(die erste Elementlage reicht wegen der o0.g. zu starken Singularitit der Rilspitzenelemente nicht
aus). Dies ist fiir Werte zu Zeiten t = 50 s der Fall. (Dabei soll von Richtungen lidngs der Riflufer

abgesehen werden.)
(d) Winkelabhingigkeit des HRR-Feldes

Die Winkelfunktionen &;j(¢, n) im asymptotischen RiBspitzenfeld (18) ergeben sich aus der

Spannungsverteilung aufgrund der Normierungskonvention zu:

oij(mb, t)

~
0;(®n) = maz, o, (r,,t)
Die Funktionen 6;($, n) wurden aus den ermittelten FE-Spannungswerten fiir einen Abstand r/a
= 1,4 10-3 von der Rifspitze (zweite Elementlage) und fiir die beiden Zeitent = 5 10-2s und t =
100 s bestimmt. Sie sind jeweils in den Abb. 18, und 19 aufgetragen. Zum Vergleich sind die
theoretisch zu erwartenden Winkelverteilungen als durchgezogene Kurven mit eingezeichnet. In
beiden Fillen wurde zunéchst der T-Effekt wie in den linear elastischen Ergebnissen gemal Gl
(16) mit 0 = 100 MPa beriicksichtigt.

Zur Zeit t = 5 10-2s ist die Kriechzone noch so klein, daBl bei r/a = 1,4 10-3 fir sdmtliche

Richtungen linear elastische Verhiltnisse vorliegen. Dementsprechend wird ein durch die Gl. (6)
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beschriebenes Verhalten gefunden. Die Ubereinstimmung mit den theoretischen Verteilungen ist
etwas schlechter als im linear elastischen Fall (cf. hierzu Abb. 12). Offenbar deutet sich bereits

ein EinfluB des Kriechtermes an.

Zum Zeitpunkt t = 100 s dominiert im Abstand r/a = 1,4 10° von der Rifspitze der Kriechterm
im Stoffgesetz. Die Winkelverteilungen, die aus FE-Daten berechnet wurden, geben recht gut
den theoretischen Verlauf wieder (siehe hierzu Punkte und durchgezogene Kurven in Abb. 19).
Die Tangentialkomponente 0g¢ fallt zunichst fir kleine Winkel ¢ vor der Riflspitze zu klein aus,
wird dann aber bei gréferen ¢ zu groB, so daBl der Ubergang in den Druckbereich zu gréBerem ¢
hinverschoben ist. Die Radialkomponente folgt dem theoretischen Verlauf mit deutlich
ausgeprdgteren Maxima und Minima. Die gré8ten Abweichungen ergeben sich vor und hinter der
Rispitze (¢ = 0, bzw. ¢ = n). Die Scherkomponente ist fiir Winkel ¢ < n/2 zu klein "geraten”,
wihrend sie fur Winkel ¢ = n/ 2 wie die Tangentialkomponente tiber dem analytischen Resultat

liegt.

Wenn man annimmt, dafl die nichtsinguldren Beitrige zu den Spannungen durch das
Vorhandensein der Kriechzone abgeschirmt werden, also in die T-Effekt-Korrektur (16) einen
kleineren Wert "0°” einsetzt, so lassen sich diese Unzulanglichkeiten korrigieren. Fir o° = 37
MPa erhilt man die mit (A) gekennzeichneten Kurven in Abb. 19. Die noch vorhandenen
Abweichungen in der Nihe der Riflufer (¢ = n) kénnten auf die geringe Ausdehnng der

Kriechzone fiir diese Richtungen zuriickzufithren sein.

In Abb. 20 sind die Winkelverteilungen 6ij(¢,n) zur Zeit t = 100 s noch fiir einen etwas grofleren
Abstand r/a = 3,2 10-3s von der RiBlspitze aufgetragen (6* = 37 MPa). Sie unterscheiden sich nur

unwesentlich von den Resultaten aus Abb. 19.
(e) Radiale Abhingigkeit des HRR-Feldes

In Abb. 21 ist die aus FE - Rechnungen gefundene radiale Abhangigkeit o i (r,p,t)/ 6 ; (¢,n) von
Spannungskomponenten zur Zeit t = 100 s und fiir verschiedene Richtungen ¢ in doppelt loga-
rithmischem MaBstab aufgetragen. Dabei wurden diejenigen Komponenten und Richtungen
ausgewdhlt, die bei der Spannungsmethode von Chan im linear elastischen Fall gute Werte fur
den SIF lieferten. Der T-Effekt-Korrekturparameter ist jeweils 0 = 37 MPa. Die Steigung der
Kurven hingt gemafl Gl. (18) unmittelbar mit dem Kriechexponenten n zusammen. Die zum
Vergleich eingezeichnete Gerade im unteren Teil der Abbildung hat eine Steigung, die genau
einem Wert n = 3, d.h. o~r*, entspricht. Bei den aus den. FE-Daten ermittelten Kurven tiauscht
die zu starke Singularitét der Rifspitzenelemente fiir kleine Abstinde von der Riflspitze r/a <10-3

ein zu kleines n zwischen 1 und 2 vor. In dem daran anschlieBenden Bereich zwischen r/a = 10-3
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und 2 10-2 erhalt man einen erwarteten Wert um n=3, ehe die Kurven wieder kleinere Werte n

liefern und sich der Ubergang in das elastische Feld auBerhalb der Kriechzone vollzieht.

Approximiert man die Kurven in Abb. 21 im Bereich 10-3 <r/a< 2 10-2 durch Geraden, so erhilt
man aus den Achsenabschnitten Werte fiir die zeit- und lastabhingige Amplitudenfunktion
A (t = 100 s), die von derselben GréBenordnung sind wie die aus Gl. (20) berechneten. Die

Ergebnisse im einzelnen sind Tab. 3 zu entnehmen.

Im folgenden Abschnitt wird das Problem als boundary-layer (B L) Problem formuliert. Dadurch
werden hohere nichtsinguldre Terme des Spannungsfeldes (T - Effekt) ausgeschlossen. Ein anzu-

passender Korrekturparameter ¢ ist somil nicht erforderlich.

1.3 Das HRR-Feld des dquivalenten-boundary-layerProblems

(a) FE-Strukturen

Das FE-Netz (siehe hierzu Abb. 22) des BL- Problems besteht insgesamt aus 609 Knoten und 192
Elementen. Fiir r/a = 1,92 10-1 ist die Struktur dieselbe wie im Fall der CC-Probe (cf. Abb. 15
und Tabelle 2), fiir grofBere Radien schlieBen sich noch weitere konzentrische Halbkreise um die
Riflspitze bis r/a = 1,77 an. Dort werden die Verschiebungen des linear-elastischen Nahfeldes
mit K; = 32,47 MPa m /2 vorgegeben. Durch diese Erweiterung der Struktur soll der
Kriechzone geniigend "Raum" zur zeitlichen Ausdehnung gegeben werden. Bei den Elementen an
der Riflspitze wurden drei ‘Verschiebungsanséitze mit unterschiedlichen Stﬁrken in der

Singularitdt auf ihre Eignung zur Beschreibung des HRR-Feldes hin untersucht:

1)
ui(r)=A+B\/f—+ Cr

mit unterschiedlichen Auslenkungen der Riflspitzenknoten, d.h.:

a B
o= -+ —= +
r Vr ¥
2) '
ul.(r):A +BvVr+Cr
mit identischen Auslenkungen der Rifispitzenknoten, d.h.
0= — +
vi ot
3)

ui(r):A-|~Br+Cr2

mit unterschiedlichen Auslenkungen der Rifispitzenknoten, d.h.:
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a
o=—-+pB+yr
r

Die Koeffizienten A,B,C, a,B,y sind jeweils Funktionen von ¢.

Diese Ansitze ergeben sich aus gewéhnlichen 8-Knoten-Serendipity-Elementen, indem man die
Kollabierungstechnik sowie in den ersten beiden Fillen noch zusitzlich die Viertelpunktstechnik

anwendet.
(b) Zeitschrittsteuerung und Konvergenzparameter

Aufgrund gleicher Struktur in einem weiten Bereich um die RiBspitze, gleicher Lastparameter
und Materialparameter und Wahl gleicher Konvergenzparameter (PTOL, CETOL) ergeben sich
nur geringfiigige Unterschiede in der Wahl des Zeitinkrementes unter den drei Ansédtzen des
boundary-layer-Problems und im Vergleich zu den Verhiltnissen der CC-Probe.

In Abb. 16 ist reprisentativ die Zeitschrittsteuerung fiir den Fall des ersten Ansatzes mit

aufgetragen (gestrichelte Kurve).
(¢) Zeitliche Ausbreitung der Kriechzone

In Abb. 23 ist die Kriechzone fiir das boundary-layer-Problem zu 5 verschiedenen Zeiten
dargestellt. Da sich die Kriechzone bei den betrachteten Zeiten schon weit iiber die Elemente des
Rispitzenblocks hinaus ausgebreitet hat, sind die Kriechzonen in diesen Fillen fiir alle drei
Ansitze identisch. Im Unterschied zur CC-Probe ist die Ausdehnung hier geringer und eine
Vorzugsrichtung fiir die Ausbreitung nicht so stark ausgeprdgt. Auch hier verlduft die Aus-

breitung selbstdhnlich und weitgehend zeitlich proportional (n = 3).
(d) Winkelabhingigkeit des HRR-Feldes

In den Abb. 24 a - d sind jeweils die aus FE-Resultaten bestimmten Winkelfunktionen G¢(¢,n),
Gpp(d,n), 6r(p,n) und 6ry(d,n)zur Zeit t = 100 s und fir r/a = 1,4 10-3 aufgetragen und mit den
entsprechenden tabellierten Werten, die als durchgezogene Kurven dargestellt sind, verglichen.
Die Ubereinstimmung ist in allen Féllen gut, wobei in die Auswertung kein Korrekturparameter
0" einging. Statt einen freien Parameter anzupassen, sollte man von vorneherein dafiir sorgen,
daf} keine nichtsinguldren Beitrdge in den FE - Spannungswerten auftreten. In der Néhe der
RiBBufer streuen die Werte jeweils stark, insbesondere in dem Falle, bei dem die Riflspitzenknoten
identische Auslenkungen haben. Fall (1) zeigt noch die beste Ubereinstimmung mit den
theoretischen Resultaten. Die beobachteten Abweichungen zeigen dieselben Tendenzen wie bei

der CC - Probe.
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(e) Radiale Abhéngigkeit des HRR-Feldes

In Abb. 25 a) - ¢) ist die radiale Abhingigkeit des Spannungsfeldes jeweils fir die drei Falle sowie
fur unterschiedliche Wahl von Spannungskomponenten und Richtung aufgetragen. Im Unter-
schied zur CC-Probe streuen die einzelnen Kurven hier stirker. Die Steigungen im Zwischen-
bereich entsprechen den Werten des Kriechexponenten n von 2,5 - 3,5. Wie bei der CC-Probe
liefert die tiber die Komponenten und Richtungen "gemittelte" maximale Aquivalent-Spannung
die beste Ubereinstimmung mit den analytischen HRR-Ergebnissen. Die Werte fiir n liegen

zwischen 3,2 fiir Fall (3) und 3,4 fiir Fall (2).

Fir die Amplitudenfunktion A(t) erhidlt man geringere Werte, so dall auch sie besser mit dem

analytischen Resultat aus (20) Gibereinstimmen (cf. Tab. 3).
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1V, Zusammenfassung und Ausblick

Sowohl das linear elastische Rifspitzenfeld als auch das HRR-Feld lassen sich mit der Methode
der Finiten Elemente berechnen, sofern die Umgebung der RiBspitze hinreichend fein mit Ele-
menten belegt wird. Die Ergebnisse sind im elastischen Fall in ausgezeichneter, bei Norton-Ver-

halten in guter Ubereinstimmung mit analytischen, bzw. halbanalytischen Rechnungen.

Die HRR - Feld - Berechnungen lassen sich noch weiter verbessern, wenn man Elemente ver-
wendet, in die die korrekte Singularitat r '’ * ¥ des Spannungsfeldes bereits eingebettet ist. In
der gegenwirtigen Version des FE-Programmes ist dies nicht ohne weiteres moglich. Die
Verwendung einer falschen Singularitit fithrt gewissermaBen zu einer "numerischen" Prozef-
zone, innerhalb der die FE-Ergebnisse zu verwerfen sind. Eine feinere Modellierung des Bereichs
um die Riflspitze wiirde diesen Bereich zwar verkleinern, jedoch werden dann gleichzeitig die
Riflspitzenelemente so klein, dafl schon fiir kurze Kriechzeiten die Verschiebungen mit den Ele-
mentabmessungen vergleichbar werden und somit der ganze FE-Formalismus fragwiirdig wird.
Numerische Unzulinglichkeiten des FE-Formalismus haben zur Folge, daB nur unter gewissen

bevorzugten Richtungen die theoretisch vorhergesagte radiale Abhangigkeit vorliegt.

In weitergehenden Untersuchungen soll das Riflspitzenfeld bei komplexem viskoplastischen
Materialverhalten bestimmt werden. Hier sind i.a. keine analytischen Lésungen bekannt, das
Stoffgesetz geht aber bei geeigneter Wahl der Materialparameter in ein Nortongesetz iiber, so daB3

die obigen Rechnungen als Referenz benutzt werden konnen.

Die vorliegende Arbeit wurde von der Deutschen Forschungsgemeinschaft im Rahmen des Son-
derforschungsbereiches 167 "Hochbelastete Brennrdume - stationidre Gleichdruckverbrennung”

gefordert,.
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Tabelle 1

Verfahren Wahl von Komponente K, Fehler in % *
und Winkel

Spannungsmethode o, ¢=0 1,815 - 0,06
o b=~n 1,818 + 0,11
a,, ¢=n 1,817 - 0,06
(o, ¢=0 1,714 - 5,62)

Verschiebungs- u, b=n 1,816 + 0

methode u b=n 1,832 + 0,88
u, ¢b=n 1,815 - 0,06
(ux $=0 1,722 - 518)

direkte Berechnung u, é=n 1,8166 + 0,03

aus Viertelpunkts- u, b=n 1,8161 + 0,01

knotenelementen u b=n 1,8174 + 0,08
u =0 1,8158 - 0,01

J-Integral 1,81566 - 0,02

*Tabellenwert: 1,8160 /4/
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Tabelle 2

Radien r/a der konzentrischen Elementringe um die RiBspitze (Eckknoten)

Ringnr. Radius
1 1,30 103
2 1,95 103
3 2,92 103
4 4,38 103
5 6,57 103
6 9,85 10-3
7 1,48 102
8 2,34 102
9 3,85 102
10 6,49  10-2
11 1,11 101
12 1,92 101
13 3,33 10!
14 5,81 10!
15 1,01
16 1,77

Die Elementringe 13 bis 16 wurden fiir das BL - Problem zusétzlich in das FE - Netz aufge-

nomimmen.
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Tabelle 3
Amplitudenwerte des HRR-Feldes (n = 3,a = 10-7s'1) fir K| = 32,47 MPa m*
undt = 100 s (in MPa m?)
theoretisch* 50,7
numerisch CC BL1 BL2 BL3
57,9 48,5 49,1 489
60,2 52,3 52,3 51,4
62,2 57,7 49,6 59,6

54,9 41,7 42,0 46,7

* analytisches Resultat gemdf} G1.20
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Abb.3 Formfunktion F(}) fiir CC- und DEC-Geometrie unter Mo-
dus-I-Beanspruchung
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Abb.4  Winketfunktionen f;; des linear elastischen Rifspitzenfeldes
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Abb5 FE-Netz fir Platte mit Innenril (§ = 0,8)
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Abb.9 FE-Nefz fir DEC-Geometrie (3=0,6)

bei unterschiedlicher Belastung der beiden
Riffufer
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Abb. 12 Reproduzierung der Winkelfunktionen f,,,
f., und f., des linear elastischen Rif3-

Yy, Xy :
spitzenfeldes mit der FE-Methode.
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Abb.13 Radiale Abhdngigkeit der Spannungskompo-
nenten vor der Ripspitze (p = 0 ) aus der FE -

Methode. Die Steigung der strichpunktierten Geraden

entspricht dem theoretischen r"2 - Verhalten des
linear elastischen Rif3spitzenfeldes.
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Abb. 14  Winkelfunktionen @; (p,n) des HRR-Feldes
fir n=3, ESZ, Modus -I-Belastuna.
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Abb. 15 FE-Netz in der Umgebung der Rif3spitze
(fir Kriechprobleme)
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Abb. 16  Zeitschrittsteuerung des FE -Programms ABAQUS

fur das Kriechproblem bei CC-Geometrie (-)
und in der boundary-layer Formulierung (--)
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Abb. 17 Zeitliche Ausbreitung der Kriechzone (fir n=3, CC-Geometrie,

ESZ, Modus-I-Belastung)
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Abb 18 Reproduz;erung der Winkelfunktionen
Gi; (p.n) _sz () des linear elastischen Rif3-
splfzenfeldes aus dem Kriechproblem fir kleine

Zeiten (+=510"%s), ESZ.
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Abb. 19 Reproduzierung der Winkelfunktionen G, ilp.n)
des HRR-Feldes aus der Langze|ﬂosung des
Kriechproblems fir CC-Geometrie (£ = 1,4-1073)
n=3, ESZ, Modus-I-Belastung ( — analytisch,
° FE (6™ = 100 MPa), A FE (0" = 37,4 MPa))
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Abb. 20 Reproduzierung der Winkelfunktionen &; (y,n)

des HRR-Feldes aus der Langzeiflosung des
Kriechproblems fiir CC-Geometrie (& = 3,2-107%)
n=3, ESZ, Modus-I-Belastung (— analytisch,
® FE (07 = 100 MPa), A FE (07 = 37,4 MPa)
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Abb. 21 Reproduzierung der radialen Abhangigkeit des
HRR-Feldes aus der Langzeitlosung des Kriech-

problems fir CC-Geomefrie.
Die eingezeichnete gestrichelfe Gerade hat die

korrekte Steigung des HRR-Feldes im Fall n=3.

Der T-Effekt wurde durch o™ =374 MPa be-
rucksichtigt.
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Abb. 22 FE-Netz des'Boundary -Layer - Problems
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Abb. 23 Zeitliche Ausbreitung der Kriechzone
(fur n=3, ESZ, Modus-I-Belastung, Boundary-
Layer -Geometrie)
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Abb. 24 Reproduzierung der Winkelfunkfion o;; {,n)
des HRR-Feldes aus der Langzeitlosung des
Kriechproblems fiir die “Boundary-lLayer” -
Geometrie (5 = 14-1073) n=3, ESZ mit den
drei Verschiebungsansatzen.
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Abb. 25 Radiale Abh3ngigkeit des HRR - Feldes

fur das boundary—layer—Problem mit
den drei Verschiebungsansatzen.
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