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NICHT-ISOTHERME THEORIE GROSSER DEFORMATIONEN THERMOELASTISCHER SCHALEN
TETL 1: AUSWERTUNG VON ENERGIEBILANZBEDINGUNGEN

Zusammenfassung

Ziel der in Teil 1 und 2° vorgelegten Abhandlung ist es, einen neuartigen

Weg der Herleitung zweidimensionaler Bilanz- und Stoffgleichungen flir ther-
moelastische Schalen beliebiger Geometrie und bei grofien Verformungen unter
Beriicksichtigung thermodynamischer Prinzipe zu erproben. Ausgangspunkt die-
ser mathematischen Entwicklung ist die Auswertung der Forminvarianz der
integralen Energiebilanzgleichung gegeniiber Wechsel des Beobachtersystems

und die Auswertung der integralen Clausius-Duhem~Entropieungleichung ent~-
sprechend der Interpretation in der modernen Kontinuumsthermodynamik (Coleman-
Noll-SchluBweise). Die Einbettung der Herleitung der zweidimensionalen Scha-
lengleichungen in diesen thermodynamischen Rahmen erlaubt, eine thermodynamisch
konsistente Schalentheorie zu entwickeln.

Fiir das Verschiebungsfeld in der Schale wurde einschridnkend ein linearer
Ansatz und fiir die Verteilung der Temperaturinversen ein quadratischer An-
satz {iber die Schalendicke gemacht. Es zeigte sich zunichst, daf die beiden
integralen, thermodynamischen Prinzipe nicht ausreichen, um ein vollstidndiges
System zweidimensionaler Bilanzgleichungen zu gewinnen; vielmehr sind noch
zusidtzliche Forderungen notwendig. Die Auffindung dieser zusdtzlichen Bedin-
gungen gelang iiber eine physikalisch motivierte Interpretation der approxi-
mativen Ansdtze flir die Verschiebungen und die Temperatur. Diese Ansidtze
werden als innere kinematische bzw. thermische Zwangsbedingungen aufgefaBt,
die durch Reaktionsgrdfen in der Form zusdtzlicher gedachter Einwirkungen
(wie z.B. Volumenkrifte und Wirmequellen) in einem Gedankenexperiment zu
realisieren sind. Zur eindeutigen Charakterisierung des neuen Problems wer-
den nun diese Zusatzeinwirkungen phyikalisch plausiblen Energie- und Entropie-
Forderungen integraler Art unterworfen, die die beiden Hauptsidtze erginzen.

Ob diese Forderungen ausreichend sind, um ein vollstdndiges System zweidimen-
sionaler Bilanzgleichungen fiir die Schale aufzustellen, muB die weitere Ana-
lyse zeigen. _

Im vorliegenden 1. Teil wird zundchst die (im Ergebnis bekannte) drei-

dimensionale Theorie nichtlinear thermoelastischer Korper dargestellt; die

*or, Maluwberg: Nicht-isotherme Theorie groBer Deformationen thermoelastischer
Schalen, Teil 2: Auswertung von Entropiebilanzbedingungen, KfK 4375, Kern-
forschungszentrum Karlsruhe, 1988




Ableitung der dreidimensionalen Feldgleichungen folgt dabei auf der Basis
des 1. und 2. Hauptsatzes in integraler Form unter Beachtung ihrer Form—
invarianz bei Beobachterwechsel. Dieser Abschnitt hat insbesondere zum Ziel,
sich mit der Auswertung der beiden thermodynamischen Prinzipe vertraut zu
machen.

Nach einer Zusammenfassung der wichtigsten Ergebnisse zur Differential-
geometrie von Flichen wird die Forminvarianz der (iiber die Schalendicke inte-
grierten) Energiebilanzgleichung und die integrale Energie-Forderung ausge-
wertet. Hier zeigt sich, daB noch Freiheiten in der Wahl der gedachten Zu-
satzeinwirkungen vorhanden sind. Wihrend die abgeleiteten Bewegungsgleichun-
gen l. Art (zweidimensionaler Impulssatz der Schale) unabhingig von den wei-
teren Annahmen {iber die Zusatzeinwirkungen sind, erh#lt man sowohl zwei unter-
schiedliche Bewegungsgleichungen 2, Art wie auch zwei unterschiedlich alge-
braische Restriktionen fiir die zweidimensionalen mechanischen Stoffgleichun-
gen. Dementsprechend werden im weiteren zwei verschiedene schalentheoretische
Konzepte betrachtet. Der 1. Teil wird abgeschlossen mit einer vergleichenden
Gegeniiberstellung und Diskussion dieser Ergebnisse. Die wesentlichen, noch
offenen Fragen werden aufgezeigt. Thre Beantworung sowie die Auswertung der
Forminvarianz der zweidimensionalen Stoffgleichungen und die Auswertung der
integralen Clausius-Duhem-Entropieungleichung einschlieBlich der Entropie-

Forderung fiir die gedachten Zusatzeinwirkungen sind Thema des 2. Teils.
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NON-ISOTHERMAL THEORY OF THERMOELASTIC SHELLS UNDER LARGE DEFORMATIONS
PART 1: EVALUATION OF ENERGY BALANCE CONDITIONS

Summary

It is the aim of the study presented in part | and 2% to explore a new
approach for the derivation of two~dimensional balance equations and con-
stitutive relations for thermoelastic shells of arbitrary geometry and
under large deformations. This is done by taking proper account of thermo-
dynamic principles. The starting point for this mathematical development
is an evaluation of the form-invariance of the integral energy balance
equation under changes of the observer system and an evaluation of the
integral Clausius-Duhem entropy inequality and its interpretation in
modern continuum thermodynamics (Coleman—-Noll approach). The embedding
of the derivation of the two-dimensional shell equations in this thermo-
dynamic frame ensures the development of a thermodynamically consistent
shell theory.

The displacement field in the shell was approximated by a linear
distribution accross the thickness of the shell whereas the inverse of
the temperature was represented by a quadratic distribution. It was shown
that the two integral thermodynamic principles are insufficient to obtain
a complete system of two-dimensional balance equations; additional condi-
tions are necessary. These conditions were obtained with the help of a
physically motivated interpretation of the approximate ansatz for the dis-
placement and temperature distributions. Both approximate distributions
are considered to represent internal kinematic and thermal constraints which
are realized in a thought experiment by additional virtual agencies (e.g.
volume forces and heat sources). For a unique characterization of this new
problem, these agancies are subjected to physically plausible energy and
entropy conditions in integral form, which accompany the two basic thermo-
dynamic principles. Whether these conditions are sufficient to obtain a
complete set of two-dimensional balance equations for the shell has to be
shown by further analysis.

In the 1. part presented here the (well known) threedimensional theory

of nonlinear thermoelastic bodies is delineated; the derivation of the

® Malmberg, T.: Nicht-isotherme Theorie groBer Deformationen thermoelastischer
Schalen, Teil 2: Auswertung von Entropiebilanzbedingungen, KfK 4375, Kern-—
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threedimensional field equations is done on the basis of the two basic
thermodynamic principles in integral form and their form—invariance under
observer transformations. The purpose of this section is to recreate and
digest the application and evaluation of the two basic thermodynamic prin-
ciples, a prerequisite to master more complex situationms.

After summarizing essential results of the differential geometry of
surfaces the form~invariance of the energy balance equation (integrated
across the shell thickness) and the energy condition are evaluated. It is
found that still some freedom is present in the choice of the additional
actions. It is shown that the equations of motion of the 1. kind (twodimen-—
sional equations of balance of linear momentum for the shell) are indepen-
dent of the further alternative assumptions concerning the additional
actions; however, two different equations of motion of the 2. kind and
two different algebraic restrictions for the twodimensional mechanical
constitutive relations are obtained. Consequently in the further analysis
two different shell concepts are considered.

The 1. part is closed with a comparative evaluation and discussion of
these results. Essential open questions are indicated. Their clarification
as well as the evaluation of the form—invariance of the twodimensional
constitutive relations and the evaluation of the integral Clausius-Duhem
entropy inequality including the entropy condition for the'additional ac-—

tions are performed in the 2. part.
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1. Einfiihrung

Die technologische Bedeutung nichtlinearer Schalentheorien, z.B. fiir Sicher-
heitsbetrachtungen in der Reaktortechnik, und die bisher nur mit Einschrin-
kungen erfolgte Beriicksichtigung moderner kontinuumsmechanischer Konzepte bei
der Entwicklung von Schalentheorien 148t es wiinschenswert erscheinen, neben
der Anwendung auch ingenieurwissenschaftliche Grundlagenforschung zur nicht-
linearen Schalentheorie zu treiben. Unter diesen Grundlagenuntersuchungen
werden hier einschrinkend Uberlegungen und Analysen zu Methoden und Konzepten
verstanden, die es gestatten, das eigentliche dreidimensionale kontinuums-
mechanische Problem auf ein zweidimensionales Schalenproblem, das eine ein-
fachere Losbarkeit verspricht, zu reduzieren.

Es geht hier also um das Problem, ausgehend von der Feldtheorie dreidi-
mensionaler Kontinua mdglichst mit einem Minimum an Basisaxiomen und Zusatz-—
annahmen konsistente, geometrieunabhingige, zweidimensionale Bilanz— und
Stoffgleichungen zu gewinnen. Dabei besteht nicht zuletzt auch die Zielvor-
stellung, ad hoc—Annahmen besser zu motivieren oder auf eine rationale Basis
zu stellen, indem sie aus {ibergeordneten Prinzipien als ableitbar erwiesen
werden,

Zundchst sei hier ein kurzer und notwendigerweise grober Uberblick iiber
die aus der Literatur bekannten Entwicklungen linearer oder nichtlinearer
Schalentheorien gegeben. Bei diesen Entwicklungen lassen sich u.a. die fol-

. %
genden drei Gruppen ausmachen  :

(1) Ersatz des dreidimensionales klassischen (nichtpolaren) Schalenkontinu-
ums durch ein zweidimensionales, polares Kontinuum (insbesondere

Cosseratkontinuum); das ist die sogenannte direkte Methode, z.B. 1_1-8_7.

(2) Ableitung aus der dreidimensionales Kontinuumstheorie unter Verwendung
verschiedener Annahmen und Vernachlissigungen. Hier sind einmal die
Methoden zu nenneﬁ, _

(2i) die durch einen Integrationsprozess iiber die Schalendicke das
dreidimensionale Feldproblem auf ein zweidimensionales reduzie-
ren, z.B. 1_9 - 2597, und ferner

(2ii) bei denen die dreidimensionalen Feldgleichungen beziiglich eines

kleinen Parameters” e entwickelt werden, z.B. 1_28 - 31__7°

Die hier angepebenen Literaturstellen erheben keineswegs den Anspruch

auf Vollstindigkeit.

=R
z.B. h/r, h: Schalendicke; r: minimaler Kriimmungsradius




Je nach Problemstellung (Geometrie, Randbedingungen,
Lastfdlle) ergeben sich damit verschiedene M8glichkeiten
einer asymptotischen Entwicklung beziiglich & und damit

auch unterschiedliche asymptotische Feldgleichungen.

(3) Gemischte Methode: Hier werden die zweidimensionalen Stoffgleich—
ungen durch Integration der dreidimensionalen Stoffgleichungen iiber
die Schalendicke gewonnen, wihrend die Bewegungsgleichungen durch

eine "direkte" Betrachtungsweise aufgestellt werden, z.B. 1_32 - 36 1.

Jede Schalentheorie stellt eine zweidimensionale Approximation
fiir ein eigentlich dreidimensionales strukturmechanisches Problem dar.
Es erscheint deshalb nur natiirlich, die dreidimensionale Feldtheorie
als Ausgangsbasis zu nehmen; hierbei lassen sich dann die zweidimensio-
nalen FeldgrdBen (wie z.B. Momente) zwangslos einfiihren und durch drei-
dimensionale FeldgrdBen interpretieren. Im Gegensatz dazu erfordert die
Vorgehensweise nach (1), bei der die zweidimensionale Theorie ohne
Kenntnis der Einbettung in die dreidimensionale Kontinuumsmechanik for-
muliert wird, Erfahrungen mit der Theorie multipdlarer Kontinua; die hier
einzufiihrenden statischen und kinematischen Gr&Ben, die einen sehr
formalen Charakter haben kdnnen, bediirfen gewShnlich erst der Interpre-
tation, fiir die die dreidimensionale monopolare Kontinuumsmechanik

wieder herangezogen werden muB. Die unter (3) angefilhrte Vorgehensweise

hat u.U, dhnlichen ad hoc~Charakter.

In dem unter (2i) angedeuteten generellen Rahmen, in den auch die
in diesem Bericht noch vorzustellende Vorgehensweise sich einfiigt, lassen
sich die bekannten klassischen Ausgangspunkte etwa in folgende Gruppen

einteilen:

(2i.1) Direkte Integration der lokalen Bewegungsgleichungen (Cauchysche
Bewegungsgleichungen) und der dreidimensionalen Stoffgleichungen
iiber die Schalendicke (vergl. z.B. [—9 - 15 _7. Obgleich explizit
nicht darauf hingewiesen wird, 148t sich diese Vorgehensweise
formal unter die Methoden der gewichteten Residuen [—37_7

einordnen.




(21.2) Direkte Auswertung des dreidimensionalen integralen Impuls-

und Drehimpulssatzes (Eulersche Bewegungsgleichungen), z.B. 176 .

(21.3) Prinzip der virtuellen Arbeiten (z.B. 1217, 18, 25_7),
Variationsprinzipe (z.B. £m19 - 24_7), Hamiltonsches Prinzip

und Varianten (vergl. / 26, 27 /).

Den zitierten Arbeiten ist gemeinsam, daB eigentlich thermodynamische
Konzepte auBRer acht gelassen werden oder gegebenenfalls nur indirekt
durch Voraussetzung eines elastischen Potentials beriicksichtigt werden.
Fiir die erste Gruppe (2i.1) ist besonders charakterisierend, daB die
zum Ausgangspunkt genommen werden. Die in der dritten Gruppe (2i.3)
genannten Prinzipe sind wohl Integralprinzipe, miissen aber als abgelei-
tete Prinzipe angesehen werden ( [7%27 S. 594 ). In der iiblichen
Bilanzsdtze fir den Impuls, Drall, Energie und Masse aber als die
grundlegenden Prinzipe angesehen, aus denen man erst unter Voraussetzung
von gewissen Stetigkeits— und DifferenzierbarkeitSbedingungén der Feld-
groBen und unter Voraussetzung einer LokalisierungshypotheseX [—39_7
zu lokalen (differentiellen) Bilanzgleichungen kommt. Hierbei zeigt
sich auch, daB eine logische Hierarchie fiir die lokalen Bilanzgleichungen
besteht. Diese klassische Deduktion ist schematisch in Abb. 1 dargestellt,
aus der auch die hierarchische Struktur der lokalen Bilanzgleichung er-
kennbar wird. Dariiberhinaus ist bekannt (z.B. [_3&7), daB aus den inte-
gralen Bilanzgleichungen nicht nur die lokalen Bilanzgleichungen, sondern
auch Sprung- und Randbedingungen abgeleitet werden k&nnen. Die integrale
Formulierung der Axiome ist daher nicht bloR eine Alternative zur lokalen
(differentiellen) Form der Bilanzgleichungen, sondern ist der lokalen
Formulierung iibergeordnet und muB als grundlegend angesehen werden

(/387 s. 232, /40 7 s. 1).

* Die Lokalisierungshypothese bedeutet, daB die integralen Bilanzgleich-
ungen nicht nur fiir den gesamten betrachteten Kdrper giiltig sind, sondern
Bilanzgleichungen sind forminvariant gegeniiber Anderung des Integrations-

bereichs in betrachteten Kdrper.




Der Ausgangspunkt fiir die hier vorgestellte Entwicklung einer
nichtlinearen Schalentheorie ist in mehreren Aspekten nicht
konventionell. Hauptanliegen der Arbeit ist es, ohne Einschrinkungen
der Verformungen der Schale konsistente zweidimensionale Bewegungs—
und (thermoelastische) Stoffgleichungen fiir Schalen beliebiger Geometrie
aufzustellen, und zwar insbesondere unter Beriicksichtigung thermodyna-

e e e s s ey 2 o s b s

mischer Prinzipe, d.h. dem 1. und 2. Hauptsatz. Die Beachtung thermodyna-
mischer Prinzipe erfolgt hier weniger unter dem Gesichtspunkt, daf me-—
chanische und thermische Phinomene unter allen Umstidnden gekoppelt be-
handelt werden miften. Vielmehr soll durch die explizite Beachtung
dieser Prinzipe der Vorstellung Rechnung getragen werden, daf thermo-
dynamische Prinzipe von iibergeordneter Bedeutung sind, und zwar auch im
Zusammenhang mit rein mechanischen Theorien. Es sei hier einmal an die
quasi-thermodynamische Annahme der Existenz eines elastischen Poten-—
tials in der Elastizititstheorie (Greensche Methode [_4]_7) erinnert,
die erst durch Einbettung in eine thermomechanische Theorie ihre 4
eigentliche physikalische Begriindung erfdhrt. Ein weiterer Grund fiir
die ilibergeordnete Bedeutung wird aus den folgenden Ausfiihrungen deutlich.
Der erste Hauptsatz wird hier in der Form der klassischen integralen

Energiebilanzgleichung vorausgesetzt. Als wesentlicher Aspekt kommt
bilanzgleichung gegenuber Wechsel des Beobachtersystems. Hierbei werden
nur starre Beobachtersysteme als zulidssig betrachtet. Diese Forderung
der Forminvarianz bei Beobachterwechsel motiviert sich aus Ube;legungen

von Green und Rivlin 1”42_7. Die Autoren haben 1964 in dieser kurzen Notiz'

* Green und Rivlin verweisen auf eine friitiere Arbeit / 43 / in der ihr
Konzept im Rahmwen nichtklassischer Kontinua wohl erstmals entwickelt
wurde. In diesem Zusammenhang sei die von den Autoren angedeutete
Nollsche Arbeit / 44_/ kurz kommentiert. Der wesentliche Unterschied
besteht darin, daR Noll zunichst den Begriff der Leistung von Kriften
einfiihrt, wobel nicht zwischen Kontakt~, Volumen~ und Trdgheitskridften
unterschieden wird., Vielmehr kann die Nollsche Kraftgrdfe auch eine
- nicht n#her ausgefilhrte - Kombination dieser Krdfte sein. Von dieser
Leistung wird verlangt, daB sie invariant ist gegeniiber Uberlagerung
der aktuellen Bewegung des Kdrpers mit Starrkdrperbewegungen; eine Be-
schrdnkung auf gleichfdrmige oder infinitesimale Starrkdrperbewegungen
erfolgt dabei nicht. Die Nollschen KraftgrdBen werden als objektiv an-
gesehen. Es handelt sich hier also um die Forderung der Invarianz einer
bestimmten Definition und nicht um den 1. Hauptsatz,




gezeigt, daB man aus der Energiebilanzgleichung den Impulssatz und die
Symmetrie des Cauchyschen Spannungstensors (d.s. die Cauchyschen Bewegungs-
gleichungen) herleiten kann, wenn man verlangt, daB die Energiebilanzglei-
chung invariant ist gegeniiber Uberlagerung der aktuellen Bewegung des
Kontinuums mit infinitesimalen, gleichfBrmig translatorischen und rotato-
rischen Starrkdrperbewegungen; dabei wird vorausgesetzt, daB die innere
Energie, der WirmefluR, die Spannungen und Volumenkrdfte gewissen Transfor-
mationsvorschriften geniigen. Diese SchluBweise ist schematisch in Abb. 2

dargestellt.x

Die von Green und Rivlin aufgestellte Forderung ist eine Invarianz-
Beobachtersystems (Bezugssystem), d.h. die auf eine physikalische Grofe
(z.B. mit Vektoreigenschaften) wirkende aktive Transformation erzeugt
eine neue physikalische GroBe (mit Vektoreigenschaften) im selben Beo-
bachtersystem 1_45_7. Invarianzforderungen gegeniiber aktiven Transforma-
tionen haben allerdings nur einen geringen physikalischen "appeal'.
Invarianzforderungen gegeniiber PfffinP;Efffffgffffégﬁfﬂz d.s. Wechsel
von einem starren Beobachtersystem zu einem anderen, sind dagegen '
einfacher zu deuten: Die Forderung der Forminvarianz des ersten
Hauptsatzes (Energiebilanzgleichung) gegeniiber Beobachterwechseln

stellt einen Sonderfall des allgemeinen Relativitdtsprinzips (Kovarianz-—
prinzip, Forminvarianzprinzip) dar. In der Formulierung von Schmutzer
1_4§7 lautet das allgemeine Relativitdtsprinzip: "Fir zwei in beliebigen
Bewegungszustand befindliche Beobachter, deren Koordinatensysteme konti-
nuierlich auseinander hervorgehen, haben die physikalischen Grundge-
setze die gleiche Form'. Dies ist einer der wesentlichen Grﬁndexxvon
der urspriinglichen Invarianzforderung von Green und Rivlin abzugehen
und die Forminvarianzforderung der Energiebilanzgleichung gegeniiber Be-
obachterwechsel zum Ausgangspunkt zu nehmen. Ohne hier jetzt auf die
Einzelheiten einzugehen, ergeben sich aus der Forminvarianzforderung

der integrale Impuls- und Drehimpulssatz (Eulersche Bewegungsgleichungen)

® Es sollte hier angemerkt werden, daB Green und Rivlin / 42 / eine einge-
schridnkte Formulierung des Energiesatzes benutzt haben, bei der gleichsam
schon der Massenerhaltungssatz beriicksichtigt wurde. Geht man von der all-
gemeineren, auf die Momentankonfiguration des K&rpers bezogene Form des
Energiesatzes aus, bei der die materielle zeitliche Ableitung der Summe
der inneren und der kinetischen Energie gleich der Gesamtenergiezufuhr pro
Zeiteinheit ist, dann erhdlt man aus den Green-Rivlinschen Invarianzforde-
rungen nicht nur Impuls- und Drehimpulssatz, sondern auch den Massenerhal-
tungssatz.

* Weitere Griinde sind auf S. 18 angegeben,




fiir das dreidimensionale Kontinuum als notwendige Bedingungen, aus

denen man mit dem Lokalisierungspostulat die lokalen mechanischen Bilanz-
gleichungen (Cauchysche Bewegungsgleichungen) erhilt. Abb. 3 zeigt
schematisch die logische Struktur dieser Herleitung (Kap. 4). Dieses
Ergebnis ist einmal deshalb von Interesse, weil sich zeigt, daB die
integralen mechanischen Bilanzsidtze (Impuls und Drall) nicht als se-
parate Axiome betrachtet werden miissen, sondern als Konsequenzen des

l. Hauptsatzes der Thermodynamik aufgefaft werden k&nnen [—47_/.

AuBerdem ist von Bedeutung, daB bei dieser Betrachtungsweise Invarianz-—
bedingungen zum Tragen kommen, die in &hnlicher Form bei der Aufstellung
der Stoffgesetze von groBer Bedeutung sind: Hier liefern Forminvarianz-

forderungen allgemeine Restriktionen fiir die mathematische Struktur
der Stoffgesetze. Diese Situation ist natiirlich verstidndlich, da

das allgemeine Relativitdtsprinzip (Forminvarianzprinzip) nicht nur
flir Bilanzgleichungen sondern auch fiir die Stoffgleichungen als giiltig
angesehen wird.

Einen besonderen Aspekt stellt der EYE%ES_%EEEEEEEE dar. Seine ex-
plizite Beachtung erfolgt unter dem Gesichtspunkt, daB der 2. Hauptsatz
insbesondere dem Ablauf irreversibler Prozesse in Kontinua Einschrin-
kungen auferlegt. Wihrend hinsichtlich der Giiltigkeit der Bilanzgleich-
ungen Einigkeit besteht, ist die Diskussion um die Formulierung des
2. Hauptsatzes bei irreversiblen Prozessen noch im FluR (vergl.

z.B. [—48_7). Ausgangspunkt in der vorgelegten Arbeit ist der zweite
zusammen mit der Interpretation von Coleman und Noll (1964 1_49_7).

Der grunds&dtzliche Gesichtspunkt ist hier, daB die Entropieungleich-
ung nicht als eine Prozesseinschrinkung angesehen wird, deren Erfilillung
fiir jeden Prozess jeweills nachzuweisen ist, sondern daB verlangt wird,
daB die Entropieungleichung fiir alle denkbaren Prozesse identisch er-
fillt wird [-50, 51_7. Diese Forderung fiihrt zusammen mit den Bilanz-—
gleichungen zu weiteren allgemeinen Restriktionen fiir die mathematische
Struktur der Stoffgleichungen (schematische Darstellung in Abb. 4).

Diese allgemeinen Anmerkungen i{iber den 1. und 2. Hauptsatz sind ge-
wi noch nicht geeignet, ein klares Bild davon zu geben, wie die Ent-
wicklung einer nichtlinearen Schalentheorie auf dieser Basis zu bewerk-
stelligen wdre. Der in dieser Arbeit eingeschlagene, z.T. neuaiflge

Weg, wird in Grundziigen im folgenden Kapitel skizziert.




2. Grundziige einiger approximativer Theorien nicht~isothermer Verformungen

diinner Schalen

In jlnster Vergangenheit sind verschiedene Vorgehensweisen zur Entwicklung
von Schalentheorien auf der Grundlage thermodynamischer Konzepte vorgestellt
worden [—6, 52 - 62m7. Hier lassen sich im wesentlichen zwei Gruppen von

Vorgehensweisen unterscheiden: Einmal die Theorien, die von der dreidimen-

sionalen Kontinuumsthermodynamik ausgehen und durch einen Integrationspro-
zefl iiber die Schalendicke zu zweidimensionalen Schalengleichungen kommen
[_6, 52 - 57_7. Dagegen werden in der zweiten Gruppe die Schalengleichungen
liber ein direktes Verfahren gewonnen, das auf der Theorie eines zweidimen-
sionalen, polaren Kontinuums, insbesondere Cosseratkontinuums, beruht
[_58 - 6]_7, Dariiber hinaus gibt es Entwicklungen, die teilweise eine Ablei-
tung vom Dreidimensionalen vornehmen, dann aber wesentliche Bilanzgleichungen
in zweidimensionaler Form postulieren (z.B. 1_62_7).

Die in diesem Bericht dargestellte Theorie ist der ersten Gruppe zuzu-
ordnen. Zur Abgrenzung dieser Theorie zu den bisherigen Entwicklungen in der
ersten Gruppe 1—6, 52 - 57_7 seien die wichtigsten Merkmale jener Arbeiten

angegeben. Auf die anderen Arbeiten kann hier nicht eingegangen werden.

2.1 Nicht-isotherme elastische Schalentheorien: Ableitungen aus der drei-

dimensionalen Kontinuumstheorie

Gemeinsames Merkmal der Arbeiten von Green, Laws und Naghdi 1_6, 52, 53_7
sowie Kritzig 1_54 - 56_7 ist die Entwicklung des Verschiebungsfeldes im

und die ausschlieBliche Verwendung von mitgeschleppten Koordinaten (convected
coordinates). In der Arbeit von Green, Laws und Naghdi (1968 1_52_7) wird
von der dreidimensionalen integralen Energiegleichung und der integralen
Clausius-Duhem Entropieungleichung unter Berilicksichtigung der Wirmeleitung
ausgegangen. Die Autoren waren in ihrer Formulierung darauf angewiesen, hin-
sichtlich der Temperaturverteilung iiber der Schalendicke nur einen sehr
groben Ansatz zu machen, ndmlich konstante Temperaturx. AuBerdem sei erwidhnt,
daB bei der Auswertung der Green-Rivlinschen Invarianzforderungen, angewandt
auf die iiber die Schalendicke integrierten Energiebilanzgleichung, zusdtz-

liche Arbeitshypothesenxx eingefiihrt werden miissen. Die Autoren erhalten

x 3 . . .
"... we might expect to express T as a MacLaurin series in ? but so far
it has not proved possible to use such an expansion' (T: absolute Tem-
peratur, € : Dickenkoordinate)

X%

"The quantities m! are defined by (4.6) and (4.7) and are specified by
constitutive equations (N > 2 ,., «, i =1, 2, 3)"



dadurch ein System von unendlich vielen mechanischen Bilanzgleichungen, in
dem aufgrund des Verschiebungsansatzes auch unendlich viele hdhere Momente
auftreten. Es sei hier kritisch angemerkt, daf die Einfiihrung der genmannten
Arbeitshypothesen physikalisch nicht durchsichtig ist; es besteht der Ein-
druck, daB hier verborgene Annahmen gemacht wurden, so daf es schwer fidllg,
den recht kurz gehaltenen Ableitungen mit Vertrauen zu folgen. Um diese
Kritik andeutungsweise zu substantiieren, sei darauf hingewiesen, daB aus
und eine skalare Bedingung ergeben, und zwar unabhingig von dem Grad des
Potenzreihenansatzes fiir das Verschiebungsfeld. Die Tatsache, daB hier un-
endlich viele mechanische Bilanzgleichungen erhalten werden, mufl also auf
weiteren, unausgesprochenen Voraussetzungen beruhen.

Bemerkenswert ist auch die Feststellung, daB die absolute Temperatur
in Richtung der Dickenkoordinate nicht in eine MacLaurin-Reihe entwickelt
werden konnte. Diese Feststellung ist wohl im Zusammenhang damit zu sehen,
daB die Clausius-Duhem Entropieungleichung - ebenso wie die Energiebilanz-
gleichung - nur eine skalare Bedingung darstellt. Fir die Koeffizienten des
Reihenansatzes der Temperatur miissen aber so viele Gleichungen zur Verfligung
stehen, wie Reihenglieder mitgenommen werden.

Diese hier angesprochenen Probleme werden in einer weiteren Arbeit von

gleichung mit einer skalaren Funktion ﬁb multipliziert und iiber das Volumen
integriert; q6 wird dann als ( ? )n, n=0, 1, 2... interpretiert, so daB
man anstelle einer integralen Energiebilanzgleichung (in klassischer Form)
eine unendliche Zahl von integralen energetischen Bilanzbedingungen erhdlt.
Funktion 7# 2 0 multipliziert und iiber das Volumen integriert; fiir Vy
wird dann 3// = /—-o( * f)ﬂ, M= O A2 .. o, ffﬁ gesetzt, so daR 70
im Interval o < f < 2 stets positiv ist. Man erhdlt dann auch hier
einen unendlichen Satz von Entropieungleichungen. Bemerkenswert ist, daB
neben einer unendlichen Potenzreihenentwicklung der absoluten Temperatur
auch eine unendliche Potenzreihenentwicklung der Temperaturinversen beniitzt

wird.

® . . .
"We require generalized forms of the energy equation and entropy pro-
duction inequality...".




Invarianz der unendlich vielen energetischen Bedingungen gegeniliber

Uberlagerung mit infinitesimalen Starrkdrperbewegungen liefert dann unend-

lich viele Bilanzgleichungen.'Diese Ableitungen haben spiter in der Abhand-

lung von Naghdi (1972 1—6_7) ihren Niederschlag gefunden.

Ankniipfend an diese Arbeiten hat Krdtzig ( 1_54 - 56_7) entsprechende

verallgemeinerte Prinzipe angegeben. Ein wesentlicher Unterschied zu

den Arbeiten von Naghdi et al. besteht darin, daB von der mit der absoluten
Temperathf/7m >(9) multiplizierten lokalen Clausius-Duhem Entropieungleich-
ung ausgegangen wird, und diese jeweils mit den Skalarfunktionen sz /?}7;

MN=0 1,2, . 0, X f’é/{) <0, B>0 multipliziert und
liber die Schalendicke integriert wird. Fiir die absolute Temperatur wird
ein unendlicher Reihenansatz bezliglich der Dickenkoordinate gemacht.

Zu diesen Entwicklungen lokaler zweidimensionaler Bilanzgleichungen

und zweidimensionaler Entropiebedingungen aus den generalisierten integra-
len Energie-~ und Entropieprinzipen sind einige Anmerkungen angebracht.

Zundchst ist klar, daB die Herleitung der generalisierten Prinzipe auf

tere Anwendung der generalisierten Prinzipe nun aber logisch einen

Sinn hat, miissen jetzt diese generalisierten integralen Prinzipe als

neue Fundamentalaxiome angesehen werden; sie ersetzen damit die klassische
integrale Energiebilanzgleichung und die integrale Entropieungleichung.
Das bedeutet insbesondere, daB die Voraussetzungen und die Herleitung

der neuen generalisierten Intégralprinzipe "vergessen" werden missen.

Vom ?hysikalischen Standpunkt $ind diese generalisierten Integralprinzipe
etwas Gékﬁnsteltes, da sie die noch frei widhlbaren Funktionen gﬁ bzw. ?D
enthalten, die keine physikalische Bedeutung haben.

Es ist wohl selbstverstidndlich, daB man von diesen generalisierten
Integralprinzipen verlangen muB, daB sie fiir vorgegebene Funktiomen Qb
und }& im Verein mit einem Lokalisierungspostulat wieder auf die
klassische lokale Energiebilanzgleichung und die lokale Entropieungleichf

ung fiihren., Fir die generalisierte integrale Energiebilanzgleichung ist

% . . . v oas :
Fir die Funktionen ﬁﬁ und 1!’ werden erst nachtridglich Potenzreihen-

ansdtze gewihlt,
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dies bei Naghdi et al. und Kritzig der Fall, welche Funktion 95

( 9b stetig und differenzierbar) auch gewihlt wird. Filir die generalisierte
Entropieungleichung ist dies aber nur der Fall, wenn die hier auftretende
Skalarfunktion }b im Integrationsbereich positiv ist.. Naghdi et al.
[ﬂ53, 6 _7 wihlen die Funktion V’ so, daR ?7 im Intervall zwischen den
Schalenlaibungen (&< ‘? 5A ) positiv ist; hier ist also die
obige Forderung erfiillt. Bei Kritzig [_54, 55;7 ist dagegen

3& ~ ¢ = (f)‘v) n=042,,00 | so daB ’y/ "das Vorzeichen im Integra-—
tionsbereich beil ?:C) wechseln kann. Damit fiihrt die generalisierte
integrale Entropieungleichung nicht mehr auf die lokale Entropieungleich-
ung, sondern auf die Bedingung verschwindender Entropieproduktion (E3=70).
Physikalisch bedeutet dies aber eine Einschrénkung auf reversible Prozesse.
Hier besteht also ein Widerspruch in der sonst allgemein angelegten thermo-
elastischen Schalentheorie (mit Wirmeleitung!), zu dem sich Krdtzig

[_55_7 allerdings etwas unschliissig bekennt™.

Wenn auch die physikalische Rechtfertigung fiir die Formulierung der
generalisierten Energie— und Entropieprinzipe nicht unmittelbar gegeben
ist, so ist doch eine mathematische Begriindung fiir den "Integrations-
mechanismus" von Naghdi et al. und Kritzig andeutungsweise mdglich,
Kridtzig 1_54_7 bemerkt, daB eine mathematische Rechtfertigung dieser Pro-
zeduren in dem WeierstraBschen Approximationssatz liege. Diese Interpre-
tation wird aber in den genannten Arbeiten nicht weiter ausgefiihrt; im
Hinblick auf die Formulierung des Approximationssatzes in 1?79_7xxb1eibt
hier unauggesprochen, welche Funktion eigentlich bei dem Integrations-
mechanismus approximiert wird. Eine andere, sehr naheliegende mathematische
Rechtfertigung ist wohl in der Methode der gewichteten Residuen £T37T7 zZu
suchen; aber auch diese Interpretation des Integrationsmechanismus wiirde

noch eine detaillierte Analyse erfordern.

Neben der Entwicklung lokaler zweidimensionaler Bilanzgleichungen
und lokaler zweidimensionaler Entropiebedingungen aus diesen generali-
sierten integralen Energie~ und Entropieprinzipen steht die Formulierung
konsistenter zweidimensionaler Stoffgleichungen filir die Schalen. Auf
diesen Aspekt in den Arbeiten von Naghdi et al. und Krdtzig kann hier

jetzt nicht eingegangen werden.

* "Dgher sollte die Entropieungleichung (35b) korrekter als einfache Iden-

titdten (= 0) geschrieben werden, was allerdings verschiedene thermody-
namische Einschrinkungen zur Folge hitte (reversible Prozesse)".

*% Jede im Intervall @s X = b stetige Funktion kann in diesem Intervall
gleichmifig durch Polynome approximiert werden / 79_/.
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Flir eine praktikable Schalentheorie ist es notwendig die Reihenent-
wicklung des Verschiebungs— und Temperaturfeldes zu begrenzen und ebenso
die Zahl der Wichtungsfunktionen Qb und &L’einzuschrénken. Bei dem Inte-
grationsmechanismus von Naghdi et al. und Kr#tzig besteht kein logischer
Zusammenhang zwischén den Potenzreihenansdtzen fiir Verschiebung und

Temperatur einerseits und Wichtungsfunktionen ?b und ?9 andererseits;

daher kann im Prinzip die Zahl der Reihenglieder und die Zahl der
Wichtungsfunktionen verschieden sein. Hier besteht eine gewisse Viel-

falt der Wahlmdglichkeiten und die getroffene Wahl bestimmt u.a. den
Charakter und den Approximationsgrad der Schalentheorie. Die von Krétzig
getroffene Wahl [“55, S.324=7 orientiert sich an klassischen Vorstellungen
zu Schalentheorien ("...zeitgemiBe Definition diinner Schalentragwerke",
Entsprechungen zur Cosserat-Fliche). Es scheint, daR ein mehr physi-

kalisch oder mathematisch begriindeter Integrationsmechanismus hier

Kriterien liefern kdnnte, um diese Willkiirlichkeit einzuschrédnken. Man

denke hier an das Galerkinsche Verfahren, bei dem die Wichtungsfunktionen
gleich den Ansatzfunktionen der Niherungslésung sind.

Abschliefend soll noch auf eine Arbeit von Hammel 1—57_7 verwlesen
werden. Hammel wdhlt von vornherein einen in der Dickenkoordinate
quadratischen Ansatz, so daB hier also niherungsweise die Dickendnderung,
Schubverformungen, und Querschnittsverwdlbungen beriicksichtigt werden.

Fiir die Temperaturverteilung wird ebenfalls ein quadratischer Ansatz

und Drehimpulsbilanzgleichungen sowie die lokale Energiebilanzgleichung,
in der der lokale Impulssatz beriicksichtigt wurde, und ferner die mit der
absoluten Temperatur ﬁultiplizierte lokale Clausius-Duhem Entropieun-
gleichung. Hier wird also nicht von den Invarianzeigenschaften des inte-
gralen Energiesatzes Gebrauch gemacht, so daB die enge Kopplung zwischen
Energiesatz und Impuls- sowie Drehimpulssatz entfdllt. Diese lokalen
Gleichungen werden jeweils mit den Funktionen ¢ = /ﬁ)% 5 n =0,%%

ohne nihere Begriindung multipliziert und {iber die Schalendicke integriert.
Dabei werden alle Entropieungleichungen, die hdhere als quadratische
Momente detr spezifischen Entropie enthalten, ad hoc ignoriert. Auf dieses
Vorgehen lassen sich auch einige der schon oben gemachten kritischen
Anmerkungen iibertragen, was aber nicht niher ausgefiihrt zu werden braucht.
Der hauptsidchliche Beitrag der Hammelschen Arbeit bezieht sich auf die

Entwicklung konsistenter zweidimensionaler Stoffgleichungen, wobei von
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einem streng linear elastischen Materialverhalten ausgegangen wird. Wesent-—
licher Aspekt ist dabei die Bemithung, weitere Vereinfachungen in mathematisch
konsistenter Weise durchzufiihren (Vernachldssigung von Termen vergleichbarer
oder kleinerer Grdfenordnung).

Hiermit soll der Einblick in allgemeine Schalentheorien, die auf einer
thermodynamischen Basis entwickelt wurden und von Potenzreihenansitzen aus-—
gehen, beendet werden. Im folgenden Abschnitt wenden wir uns einem alter-

nativen Konzept zu, das eine Reihe der hier angedeuteten Probleme nicht kennt.

2.2 Skizze einer approximativen Theorie nicht-isothermer Verformungen

diinner thermoelastischer Schalen

Zundchst sollen spezielle Ausgangsbedingungen angegeben werden, unter denen
die nicht-isotherme Schalentheorie entwickelt werden soll; diese Bedingun-
gen sind nicht methodischer Art. Im Gegensatz zu den in Kap. 2.1 angespro-
chenen Theorien wird hier als Referenzkonfiguration der undeformierte
(natiirliche) Zustand der Schale benutzt (materielle oder Lagrangesche Ko-
ordinaten); dadurch werden die Bilanzgleichungen explizit nichtlinear. Der
Verschiebungsvektor bzw. der momentane Ortsvektor eines materiellen Punktes
im Schalenraum wird in eine endliche Potenzreihe beziiglich der Dickenkoordi-
nate entwickelt, wobei allerdings von vornherein eine Beschrinkung auf ejinen
in der Dickenkoordinate linearen Ansatz erfolgt, Fiir die Temperatur bzw.

die Temperaturinverse wird ein quadratischer Ansatz gewihlt. Der Ansatz fiir
den momentanen Ortsvektor entspricht der kinematischen Annahme , daR mate-
rielle Punkte auf der Normalen zur unverformten Referenzfliche der Schale
nach der Deformation auf einer Geraden liegen, die aber nicht mehr normal
zur deformierten Referenzfliche steht; ferner kann sich der Abstand der
materiellen Punkte von der Referenzfliche #ndern, aber nur symmetrisch zur
Referenzfldche. Es werden daher Scherdeformationen und Wandstidrkendnderungen
der Schale durch groBe Dehnungen ndherungsweise beriicksichtigt, nicht aber
die Verkriimmung der Normalfaser. Dieser Ansatz ist solange gerechtfertigt,
wie die Biegespannungen nicht deutlich die Membranspannungen iiberschreiten
und Schubspannungen klein gegeniiber den Normalspannungen bleiben. Im Ver-—
gleich zur {iblichen technischen Schalentheorie™ bietet dieser Ansatz zu-
sdtzliche kinematische Freiheiten, was dann aber auch zu komplexeren Scha-

lengleichungen fiihrt.

= Normalenhypothese und unverdnderliche Schalendicke




Der wesentliche und z.T. neuartige Aspekt,der jetzt angesprochen
werden soll, ist methodischer Natur. Im Unterschied zu den in Kap. (2.1)
geschilderten Methoden wird hier von der klassischen integralen Energie-
bilanzgleichung und Clausius=Duhem-Entropieungleichung ausgegangen,
denn die generalisierten thermodynamischen Prinzipe lassen sich physikalisch
nicht interpretieren und die lokalen Bilanzgleichungen und die lokale
Entropieungleichung stellen nach den Ausfiihrungen in Kap. 1| nicht die
libergeordnete axiomatische Basis dar.

In einer ersten Arbeit hat der Autor [—63_7 im Rahmen der oben
genannten Ausgangsbedingungen aber unter der Voraussetzung isothermer
Prozesse (d.h. gleichférmige konstante Temperatur, keine Wirmeleitung,
keine Wirmequellen) eine isotherme nichtlinear elastische Schalentheorie
entwickelt, und zwar unter Anwendung der Green—Rivlinschen Invarianz-
forderungen fiir den zweidimensionalen iiber die Schalendicke integrierten
Energiesatzx. In diesem Rahmen 148t sich ein vollstidndiges System zwei-
dimensionaler Bewegungsgleichungen und Einschrinkungen fiir die zweidimen-
sionalen Stoffgleichungen ableiten,ohne daR weitergehende Zusatzhypothesen
erforderlich wdren. Die genannten Einschrinkungen folgen aus den Invari-
anzbedingungen und aus der Restenergiegleichungxx. Insbesondere ist be-
achtenswert, daB ein Riickgriff auf lokale Gleichungen (wie z.B.
die Symmetrie des Spannungstensors) oder dreidimensionale Stoffgleichungen
nicht zu erfolgen braucht. Die Ableitungsstruktur ist in dem logischen
Schema Abb. 5 wiedergegeben. Vertrdglichkeit mit der integralen Clausius-—
Duhem Ungleichung wurde aber nicht untersucht. Auf wesentliche Einzel-

heiten dieses Ergebnisses wird spiter (Teil 2) eingegangen werden.

Obgleich die hier geschilderte Vorgehensweise ein vollstdndiges
allgemeines System von zweidimensionalen Feldgleichungen liefert, unter-
liegt sie doch wesentlichen Einschridnkungen: Enthdlt die Entwicklung des

Verschiebungs~ bzw, des momentanen Ortsvektors nach der Dickenkoordi-

P

Den zweidimensionalen integrierten Energiesatz erh#lt man wie folgt:
durch die Schalenlaibungen einerseits und durch einen geschlossenen
Randstreifen andererseits begrenzt wird (Abb. 11). Auf diesen end-
lich groRen, dreidimensionalen Teilkdrper wird die klassische drei-
dimensionale, integrale Energiebilanzgleichung angesetzt. Fiir den Ver-—
schiebungs- bzw. den momentanen Ortsvektor wird der gewdhlte Potenz-
reihenansatz eingesetzt und die Integration formal iilber die Schalen-
dicke durchgefijhrt; es wird dabei ndtig, eine Reihe gewichteter, inte-
grierter GrdBen einzufiihren. Der zweidimensionale, integrale Energie-
ansatz stellt sich dann dar durch Integralausdriicke iiber eine Teilfliche
der Referenzflédche und iiber die Randkurve dieser Teilfliche.

Die Restenergiegleichung erhdlt man aus der zweidimensionalen Energie-
gleichung, wenn in dieser die Bewegungsgleichungen beriicksichtigt werden.
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nate quadratische und hdhere Terme in der Dickenkoordinate, dann liefern
die Invarianzforderungen des iiber die Schalendicke integrierten Energie-
satzes nicht geniligend Bewegungsgleichungen. Geht man ferner von der
Voraussetzung isothermer Prozesse ab und setzt daher eine nichtkonstante
Temperaturverteilung iiber die Schalendicke an, dann ist es erforderlich
die integrale Clausius-Duhem—Entropieungleichung mit in die Betrachtung
einzubeziehen; die formal {iber die Schalendicke integrierte Entropie-
ungleichung stellt aber nur eine skalare Bedingung dar, so daR selbst

bei 1inearem‘Verschiebungsansatz nicht hinreichend viele zweidimensionale
Feldgleichungen (fiir die Koeffizienten der Temperaturverteilung iiber die
Schalendicke) erhalten werden. Es geniigt also offensichtlich nicht, nur
von dem iiber die Schalendicke integrierten Energiesatz und der Entropie-

ungleichung auszugehen. Es miissen zus#dtzliche Forderungen hinzukommen.

T N aaiant

herausstellt, daR mehr physikalische Variable veorhanden sind als
Gleichungen verfiigbar, dann ist dies ein uniibersehbarer Hinweis darauf,

daB gewisse physikalische Gesetze fehlen bzw. iibersehen wurden. Wir {iber-

o e s e e e e ), e . Ot e - i

tragen diese Einsicht auf die Situation bei der Entwicklung der Schalenr
theorie und fassen die dort gesuchten zusdtzlichen Forderungen als

Man kdnnte hier zunichst daran denken, daf die Invarianzforderungen
zu eng gefaBt sind: Die ausschlieBliche Betrachtung von starren Zusatz-
bewegungen bzw. starren Beobachtersystemen kdnnte dahingehend erweltert

werden, daB man auch - bei passiver Interpretation der Invarianzfor-
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Dieser Aspekt liefert mSglicherweise zusitzliche Bedingunpen insbe-
sondere bei hoheren Potenzansitzen fiir den momentanen Ortsvektor im Schalen-
raum; er scheint aber nicht weiterzufiihren bei ungleichfbrmiger Temperatur-—
verteilung iiber die Schalendicke. Daher wurde dieser Gedanke nicht weiter
verfolgt.

Hier soll ein anderer Weg eingeschlagen werden, der nicht in der Er-—
weiterung fundamentaler allgemeingiiltiger Prinzipe besteht, sondern der
auf einer physikalischen Interpretation der endlichen Potenzreihenansidtze
fiir den momentanen Ortsvektor und der Inversen der absoluten Temperatur
beruht. Diese Ansitze stellen mathematisch gesehen zunichst nichts anderes
dar als Niherungen fiir die Momentanposition einer materiellen Faser
(Normalfaser), die vor der Deformation normal zur Referenzfliche orientiert

ist, und filir die in ihr vorhandene Verteilung der Temperaturinversen.




FaBt man nun diese Ans#itze als innere kinematische und thermische Zwangs-
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realisieren wiren, dann bestehen zwei prinzipielle Mdglichkeiten:

(1) Man k8nnte daran denken, die Stoffgleichungen des aktuellen dreidimen-
sionalen Kontinuums zu modifizieren (Zwangsbedingungen sind konstitutive

Bedingungen / 66 - 68 /) oder

(2) die aktuellen #uBeren Einwirkungen (Volumenkridfte, Oberflichenkrifte,
Warmequellen und Wirmefliisse an der Oberfldche) durch Reaktionsgrifen
in der Form zusitzlicher gedachter HuBerer Einwirkungen zu erginzen
/769 - 737,

so daB sich unter beliebigen aktuellen HuBeren Einwirkungen nur solche Ver-

schiebungs— und Temperaturfelder einstellen, die mit den inneren Zwangsbe-

dingungen vertriglich sind. Hier soll der zweite, vielleicht naheliegendere

Weg beschritten werden, wobei es nbtig sein kdnnte, zunichst auch gedachte

Einwirkungen zuzulassen, die im aktuellen Problem garnicht vorhanden sind,

wie z.B. Volumenmomente.

Diese exakte Realisation der beiden inneren Zwangsbedingungen durch
gedachte, von auBen eingepridgte Zusatzeinwirkungen in einem Gedankenexperi-
Es kann nun leicht gezeigt werden (Kap. 7), daR sich unendlich viele derar-
tige Zusatzeinwirkungen finden lassen, die alle die innerenkinematischen

und thermischen Zwangsbedingungen realisieren. Diese Willkiirlichkeit kann

zeichnet werden.

Im Blick auf den 1. und 2. Hauptsatz in der Form der integralen
Energiebilanzgleichung und der Clausius-Duhem-Entropieungleichung sind nun
folgende, physikalisch unmittelbar einleuchtenden,zusitzlichen Forderungen
zu stellen, damit die Losung des Ersatzproblems eine Nidherung fiir das

aktuelle, dreidimensionale Problem darstellt:

Formuliert man die integrale Energiebilanzgleichung (1. Hauptsatz)
des erweiterten Problems fiir einen Schalenabschnitt zwischen den
Schalenlaibungen (bzw. fiir irgendeine materielle Normalfaser), dann

sollen die gedachten Zusatzeinwirkungen keinen Beitrag zur Gesamtener-—

giebilanz liefern.




Hinsichtlich der integralen Entropieungleichung (2. Hauptsatz) fiir
einen Schalenabschnitt zwischen den Schalenlaibungen soll fiir das er-
weilterte Problem verlangt werden, daf die Gesamtentropiézufuhr durch

die gedachten Zusatzeinwirkungen verschwindet.

Die beiden integralen Forderungen sollen insbesondere
(1) fiir jeden beliebigen Schalenabschnitt zwischen den Laibungen
(2) fir alle zugelassenen Beobachtersysteme (starre Beobachtersysteme)

(3) und fiir alle denkbaren aktuellen HuBeren Einwirkungen

gelten. Auch die Forderungen (1), (2), (3) sprechen physikalisch flir
sich selbst: Sie besagen einfach, daB kein Schalenabschnitt, Beobachter-
system oder System von aktuellen duBeren Einwirkungen vor dem anderen
ausgezeichnet ist. Es sind dies daher Invarianzbedingupngen (Bereichsrm
invarianz, Beobachterinvarianz und "Prozessinvarianz'), die an die
Energie~ und Entropie-Forderung zu stellen sind.

Mit der Energie—- und Entropieforderung wird erreicht, daB fiir jeden
Schalenabschnitt zwischen den Laibungen die integrale Energiebilanz-
gleichung und die integrale Entropieungleichung des Ersatzproblems
mit den entsprechenden thermodynamischen Prinzipen des aktuellen
Problems ibereinstimmen, sofern dort der angenommene Funktionstyp filir
die Verteilung der Vérschiebung (bzw. Ortsvektor) und der absoluten
Temperatur (bzw. Temperaturinversen) als der tatsdchlich vorliegende
angesehen wird. Die Ldsung des Ersatzproblems erfiillt damit den 1.
und 2. Hauptsatz (in Form der genannten Integralprinzipe), wie sie fiir
das aktuelle Problem integral fiir irgendeinen Teilbereich, ndmlich fiir
irgendeinen Schalenabschnitt bzw. irgendein durch die Laibungen beérenz*
tes finites Linienelent (= Normalfaser) gelten, aber eben nur flir das
ganze Linienelement und nicht fiir Teile (Punkte) davon.

Ob die hier angegebenen, physikalisch einleuchtenden Zusatzforde-
rungen ausreichen, um die genannte Willkiirlichkeit in der Wahl der ge-
dachten Zusatzeinwirkungen vollstindig zu beseitigen, kann diesen Forde-
rungen aber nicht unmittelbar angesehen werden. Diese Frage ist wesent-—
licher Inhalt der vorgelegten mathematischen Analyse; hierbei ist auch
zu kldren, ob diese Forderungen widerspruchsfrei sind und ob sie gegebenen-

falls Redundanzen enthalten.




Wie eine Literaturdurchsicht gezeigt hat, ist der Gedanke, innere Zwangs-
bedingungen durch zusdtzliche HuBere Einwirkungen und nicht durch Ab-
dnderung des Stoffverhalten zu realisieren, nicht neu. Wozniak 1—69_7 hat
innere kinematische Zwangsbedingungen durch Zusatzeinwirkungen wie Volu-
menkréfte und Oberfldchenspannungen realisiert und dieses Konzept fiir die
Entwicklung approximativer mechanischer Theorien (diskrete Modelle, Plat-
ten- oder Schalentheorien) diskutiert. Auf die Einfiihrung dieser Realisa-
tion von kinematischen Zwangsbedingungen kann deshalb die vorliegende Ab-
handlung keinen Anspruch erheben, wenn sie auch unabhingig von dem Arbeiten
von Wozniak verlief.

Zur Abgrenzung der Arbeiten sei folgendes gesagt. Die Arbeiten von
Wozniak betreffen kinematische Zwangsbedingungen, z.T. in sehr abstrakter
Form.™ Nun sind bekanntlich unendlich viele Zusatzeinwirkungen denkbar,
die alle die kinematischen Zwangsbedingungen realisieren (vergl. Kap. 7,
Teil 1). Wozniak definiert deshalb sogenannte ideale kinematische Zwangs-—
bedingungen durch die Forderung, daf die integrale virtuelle Arbeit der
Zusatzeinwirkungen im Gesamtkarpef fiir alle virtuellen Verschiebungen ver-—
schwinden soll. Andere‘Bedingungén sind denkbar £~72_7, und jede dieser
Bedingungen kann zu einer andersartigen Theorie fithren. Hier sei darauf
hingewiesen, daB die in dieser Abhandlung verwendeten Konzepte nicht von
einem formalen Prinzip virtueller Arbeiten ausgehen, sondern von verschie-

denen, physikalisch plausiblen und wathematisch einleuchtenden Forderungen,

die im Rahmen einer Kontinuumsthermodynamik zu sehen sind.

gekoppelte Zwangsbedlngungen abstrakter Art ausgedehnt, indem neben inneren
Reaktionskriften auch unbekannte Wirmequellen bzw. -senken eingefiihrt wer-
den. Auch hier werden zur vollstindigen Charakterisierung des Problems zu-
sdtzliche Forderungen in der Art eines formalen Prinzips virtueller Aktionen
("ideality" principle) eingefiihrt, deren physikalischer Hintergrund aber

im Dunkeln bleibt. Dariiber hinaus bestehen Widerspriiche in der globalen

und lokalen Entropieungleichung. Eine detailliertere Entwicklung wire hier

notwendig gewesen.

=
In der weiteren Entwicklung werden auch innere kinetische Zwangsbedin-
gungen, alsoBedingungen an die Spannungen, betrachtet / 71 /




2.3 Plan der Abhandlung (Teil 1)

Bevor das hier angedeutete schalentheoretische Konzept im einzelnen
entwickelt wird, werden in den Kapiteln 3 bis 5 die weitgehend bekann-—
scher Kérper dargestellt., Die Ableitung der dreidimensionalen lokalen
Feldgleichungen erfolgt dabei auf der Basis des 1. und 2. Hauptsatzes
in integraler Form. Diese Darstellung hat den Sinn, die Nomenklatur
einzufiihren, spiter bendtigte Beziehungen bereitzustellen, und sich
mit der Auswertung der beiden thermodynamischen Prinzipe vertraut zu
machen.

In Kap. 3 werden Grundbeziehungen der Kinematik und Deformation
bei Verwendung verschiedener Bezugssysteme (materielle, rdumliche und
mitgeschleppte Koordinaten) dargestellt. In Kap. 4 wird von der klassi-
schen,dreidimensionalen integralen Energiebilanzgleichung in der Momentan-
konfiguration ausgegangen und diese wird unter Verwendung materieller
Koordinaten auf die undeformierte Ausgangskonfiguration umgerechnet.
Die Begriffe der Koordinaten - ungd der Beobachtertransformation und

-invarianz werden erliutert.

Anstelle der Green—-Rivlinschen Invarjanzforderungen 1—42_7, die auch
von Naghdi et al. [—6, 52, 53_7 und Kritzig 1_54, 55_7 verwendet wurden,
wird hier von der Forminvarianz der integralen EnergiebilanzgleichungX
gegenliber Wechsel des Beobachtersystems ausgegangen. Ein Grund dafiir ist
schon in Kap. | genannt worden; ein weiterer Grund ist in der Tatsache
zu sehen, daB die von Green~Rivlin angenommenen infinitesimalen wund
gleichftrmigen Transformationen physikalisch Einschrinkungen darstellen,
die nicht notwendig sind. Im einzelnen wird die Forminvarianz bei Wechsel
zwischen gleichfdrmig translatorisch bewegten Beobachtersystemen und
bei beliebig rotatorisch bewegten Beobachtersystemen analysiert ohne
Beschrankung auf benachbarte Lagen der Beobachtersysteme. Ein besonderer
Aspekt ergibt sich hier wegen der Formulierung in materiellen Koordinaten,

denn durch den Beobachterwechsel wird hier auch das materielle Koordinaten-

system betroffen. Die Herleitung ist in Abb. 3 in einem FluBdiagramm
skizziert. Diese Ableitung der dreidimensionalen Impuls—, Drehimpuls-—
und der reduzierten Energiebilanzgleichung ist in den einschlégigen

Fachblichern /_74,75_7 mit diesem Detaillierungsgrad nicht zu finden.

= dargestellt in Bezug auf die undeformierte Ausgangskonfiguration




Die Darstellung der dreidimensionalen Feldgleichungen wird in Kap. 5
mit der Analyse der Restriktionen der thermoelastischen Stoffgleichungen,
wie sie aus der Forminvarianz bei Beobachterwechsel und der Clausius-—
Duhem-Entropieungleichung folgeﬁ, abgeschlossen.

Die Kapitel 6, 7 und 8 der Abhandlung beinhalten den ersten Teil des
in Kap. 2.2.angedeuteten schalentheoretischen Konzepts. In Kap. 6 wird
das notwendigste Riistzeug zur Differentialgeometrie von Fldchen und zum
Tensorkalkiil auf Flichen und im Schalenraum zusammengestellt. Kap. 7 gibt
eine detaillierte Beschreibung des Ersatzproblems. In Kap. 8 werden
schlieBlich die integrale Energiebilanzgleichung fiir die Schale und die
Energie~Forderung fiir die gedachten Zusatzeinwirkungen unter den Invari-
anzbedingungen ausgewertet. Hier zeigt sich, daB noch Freiheiten in der
Wahl der gedachten Zusatzeinwirkungen vorhanden sind. Dies fiihrt zu zwei
unterschiedlichen Sdtzen von zweidimensionalen Bewegungsgleichungen und
algebraischen Restriktionen fiir die mechanischen Stoffgleichungen. Diese
Ergebnisse werden vergleichend einander gegeniibergestellt,

Der 2. Teil® der Abhandlung befaBt sich mit der Auswertung der Form-
invarianz der zweidimensionalen Stoffgleichungen und der integralen Entro-
pieungleichung einschlieBlich der Entropie-Forderung fiir die gedachten

Zusatzeinwirkungen.

kS . . . . .
T. Malmberg: Nicht-isotherme Theorie groBer Deformationen thermoelastischer

Schalen, Teil 2: Auswertung von Entropiebilanzbedingungen, KfK 4375,
Kernforschungszentrum Karlsruhe, 1988




3. Kinematik und Deformation

Im folgenden werden einige wesentliche Begriffe und Beziehungen im drei-
dimensionalen Kontinuum, die die Koordinatensysteme, die (lokale) Kine-
matik und die (lokalen) Deformationen in tensorieller Darstellung betref-
fen, zusammengestellt. In Einzelheiten sei der Leser auf die Fachlitera-
tur (z.B. 1-39, 41, 45, 66, 76, 77_7) verwiesen. Es muB daher diese Zu-

sammenstellung mehr als eine kurz kommentierte Legende angesehen werden.

3.1 Materielle, rdumliche und mitgeschleppte Koordinaten

Die materiellen Punkte eines kontinuierlichen Mediums mgen zu einem
Zeitpunkt (t=0) einen Bereich BW mit dem Volumen V% und der Ober-
fliche C%Q umfassen. Dieser Zeitpunkt kann durch einen ausgezeichneten
oder natiirlichen Zustand des Kdrpers charakterisiert sein, z.B. den
spannungsfreien, unverformten Zustand eines Kdrpers oder einen Zustand,

in dem der K&rper eine besonders einfache geometrische Gestalt hat.

In diesemZustand (Referenzkonfiguration) werde die Lage eines materi-
ellen Teilchens X in Bezug auf ein krummliniges, starres Koordinaten-
system mit den - Lagrangeschen oder materiellen - Koordinaten
)(k //(= 4$Z/~3) beschrieben (Abb. 6). In-diesem Koordinatensystem sind

= ,uMy FK ok
CEF:KX )/ (; (7( ) die ko~ und kantravariantepn Basisvektoren

v\ L KL/ #
Cgklm/;( /& C; /( /) die ko—- und kontravarianten Metrikkoeffizienten

“ A
G/X ): alef/GA(L) die Déterminante der Metrikkoeffizienten

}\/
/FZ7L (>(N) die Christoffelsymbole 2. Art
/! t 3
CTZV% S 6‘6(/(,’5(1X (Z/\/ das Volumenelement

und die kovariante Ableitung werde durch ein Semikolon /‘Q}K’ gekenn-—

zelchnet,




Die Lage eines materiellen Teilchens X kann dann durch Angabe der

materiellen Koordinaten XK des Ortes, an dem sich das Teilchen befin-

vektors P/X), der

sich vom (festen) Ursprung O des Koordinatensystems zum Ort des Teil-

det, definiert werden oder durch Angabe des Orts

chens X erstreckt.

Unter der Einwirkung von éuﬁefen Kriften wird die Lage der materiellen
Punkte verindert, der Kérper wird deformiert und erhdlt ein neues

Volumen V und eine neue Oberflidche 0 . Ist 76(/\/, L‘) der_neue Ortsvek-

tor des materiellen Teilchens X zum Zeitpunkt t und /D/X) der urspriingliche

Ortsvektor zum Zeitpunkt ¢=0 , dann ist
Zixt) = PplxE) = P

g

der Verschiebungsvektor des Teilchensx ; hierbei sind ﬁ und P auf
denselben Ursprung bezogen. Der Bewegungsablauf bzw. der momentane ver-—
formte Zustand (Momentankonfiguration) zum Zeitpunkt Z kann nun in
Bezug auf verschiedene Koordinatensysteme dargestellt werden. Zundchst
einmal ist es moglich - im Unterschied zu dem materiellen Koordinaten-—
system — ein sog. ridumliches Koordinatensystem mit den Koordinaten

X< * /‘é =4, 2/3) zu wihlen, das als v&llig unabhingig von dem mate-

riellen Koordinatensystem anzusehen ist, sich aber relativ zu diesem

nicht bewegt. In diesem System sind

?7’3 [/&‘1’“'// jé/,{" M) ko- und kontravariante Basisvektoren
w) " ‘ . o
fét’ /X' // f /AA' / ko- und kontravariante Metrikkoeffizienten
VG//XLM/: ﬂ/@f/f@) Determinante der Metrikkoeffizienten
% s ‘ .
JI/MZ [/‘V / Christoffelsymbole 2. Art

0& = @7&0"’4{% %X"J Volumenelement




und die kovariante Ableitung wird durch einen Strich (' z/é, gekenn-—
zeichnet. Man beachte, daB hier fiir die Grundsymbole und Indizes

kleine Buchstaben verwendet werden. Die momentane Lage eines Teillchens )f
zum Zeitpunkt ZQ wird durch Angahe der r#umlichen (Eulerschen) Koordi-
naten Xﬂé//é=/,»&,3) oder durch den Ortsvektor fS(X) angegeben. Wesent-—
lich ist, daB alle physikalischen GrdBen (wie z.B. Versghiebungs— oder
Geschwindigkeitsfeld) als Funktion der momentanen Ortskoordinaten XP/&
und der Zeit ¥ (unabhingige Verinderliche) angesehen werden und alle
vektoriellen und tensoriellen GréBen, die einem bestimmten materiellen
Teilchen zuzuordnen sind, hier auf die Basisvektoren an dem Ort bezo-
gen sind, an dem sich das Teilchen momentan befindet. Die rdumlichen
Koordinaten ka' sind also hier keine Identifikatoren fiir ein bestimm-
tes materielles Teilchen. In der Fluiddynamik wird dies gewdhnlich als

die Eulersche Betrachtungsweise bezeichnet.

Der momentane Zustand bzw. der Bewegungs— und Verformungsverlauf kann
aber auch unter Verwendung der Lagrangeschen (materiellen) Koordinaten
beschrieben werden. Hier sind zwei M8glichkeiten streng zu unterschei-
den. Einmal kann der Bewegungsablauf unter Verwendung der Lagrangeschen
Koordinaten )(K in dem anfangs beschriebenen Referenzsystem dargestellt
werden, wobel die vektoriellen und tensoriellen GrdRen auf die Basis
des Referenzsystems am Ort/X;< in der Ausgangskonfiguration zu beziehen
sind. Dieses Konzept entspricht der Vorstellung, daR das Referenzsystem
(Koordinatensystem Xﬁ< mit Basis Ea<) mit den zu ermittelnden physika—
lischen GrdRen (wie z.B. Geschwindigkeits—- oder Spannupngsfeld) belegt
ist, die in diesem System differenziert und integriert werden. Stellt
man sich das Koordinatensystem .Xk bildhaft als ein diskretes Maschen-
netz von Koordinatenlinien vor (Abb. 6}, dann bleibt die§es Netz unbeeinr
fluRt durch die Deformation: die Maschen, in*aenen die Rechemoperationen
stattfinden, deformieren sich nicht. Dies soll hier kuyrz als die

Darstellung in materiellen Koordinaten bezeichnet werden 4"41_7-




Ferner kann der Bewegungsablauf aber auch unter Verwendung eines Koor-
dinatensystems beschrieben werden, das mit dem Kdrper verbunden ist
und sich daher mitdeformiert. (Abb.. 6). Zum Zeitpunkt Z= @ falle es mit
dem Referenzsystem (z.B. unverformter Kdrper) zusammen. Die Koordinaten
dieses sich deformierenden Systems kénnen danp auch mit XK [K=17, 3)
bezeichnet werden. Auch sie werden als Lagrangesche Koordinaten bezeich-

net, da sie ein materielles Teilchen identifizieren. Wesentlich ist,

da alle vektoriellen und tensoriellen GrdBen auf die Basis eines sich
mit dem KSrper deformierenden Koordinatensystems bezogen werden. Rela—
tiv zum Referenzsystem ist diese Basis zeitabhingig, was bei der zeit-—
lichen Differentiation entsprechend zu beachten ist. Diese Darstellungs-
weise wird als die Darstellung in mitgeschleppten Koordinaten (convected

coordinates) bezeichnet. In diesem System seien

?K (X /ZL)) g /X/ZL) die ko~ und kontravarianten Basisvektoren

ke Kyl
%KL /X ,*),g /X, ZL) die ko- und kontravarianten Metrikkoeffizienten

;‘/X‘;tv/: JZC?l(f}CL) die Determirfaﬁte der Metrikkoeffizienten

L K Y
ML /X f/ die Christoffelsymbole 2. Art

V7 vl rud
d V¥ = /gﬁ//( 5//{(3//( das Volumenelement;

die kovariante Ableitung wird durch einen Doppelstrich (' )//K gekenn-—
zeichnet. Man beachte: als Grundsymbole werden kleine Buchstaben ver-
wendet, fir die Indizes aber grofe.

Die Darstelluﬂg in materiellen Koordinaten wird in diesem Bericht

hauptsichlich Anwendung finden.



— 24 —

3.2 Basisvektoren, Deformationsgradient und Verzerrungstensor

In der Ausgangskonfiguration (Bezugskonfiguration) ist der Abstandsvektor
zweiler differentiell benachbarter materieller Punkte mit den materiellen

Koordinaten A,K und /¥‘<*‘Gi)(K gegeben durch®
) —- 9/0 M M = M
APXY = m AN = B, X" = G, ax (3.1)
wobeil
=~ >
GM = //M M""/f, 2,3 (3.2)
die kovarianten Basisvektoren darstellen. Die kovarianten Metrikkoeffizien-

ten sind durch

definiert. Den kovarianten Basisvektoren 65%4 sind die kontravarianten

e

. M
Basisvektoren é; zugeordnet:

— A _ - .
6/‘4_—_ -/7-@_7—- 6,‘( X 61. , /(/L/M zyklisch (3.4)

fi

G : dei/ém,) (3.5)

bzw.
G_M

mit dem Permutationstensor

K

f

R —
G, x G (3.6)

4 M
7 €x L

KiM A KL M ~
672 = ‘Z/"‘G..? e ) ER/(LM": /6 GA”LM (3.7)
™
+ 4 KLM zyklisch
EA’U"’ =< 4 KLM antizyklisch r-_— e/(LN (3.8)
O zwei oder drei Indizes gleich

/

Hier wird von der Summationskonvention Gebrauch gemacht: Uber gleiche
hoch- und tiefgestellte lateinische Indizes wird von 1| bis 3 summiert.




. . . . MN . . .
Die kontravarianten Metrikkoeffizienten 6 sind definiert durch

Gm/= 5”1. GM/ (3.9)
. CS‘M
so daB mit dem Kroneckerdelta K
LM
GKL G = gl’);: i (3.10)

Ferner ergibt das verjiingende Produkt der Metrikkoeffizienten mit den

Basisvektoren (Herauf- und Herunterziehen der Indizes)
= M AN A _

In der Momentankonfiguration ist der differentielle Abstandsvektor dersel-

. . . . «
ben differentiell benachbarten Punkte mit den materiellen Koordinaten X

K K
und X'+ X gegeben durch

0P nooo— _

ey ¢ — - M M
Adpixct) = Y% AX" = 0 dX =4, 4X", (3.12)
Zerlegt man den moment‘anén Oftsvektor 75(/(51‘) bezliglich der Basis 6_K

am Ort Xk im materiellen Koordinatensystem (Referenzsystemx)

P = 70,@/(//(1:1‘/ 5,(//\"/ (3.13)
dann wird

?M/X/‘/z‘} = 75”1/1‘,1‘/= ﬁe}j.M/X/;z‘/ 5« (X, (3.14)

Die g,., sind die momentanen kovarianten Basisvektoren im mitgeschleppten
Koordinatensystem. Ganz entsprechend wie vorher sind im mitgeschleppten

Koordinatensystem:

g,q,‘/ = g,_{ "f” kovariante Metrikkoeffizienten

g = dﬂf(jht«) Determinante der kovarianten

Metrikkoeffizienten
% (3.15)

!
]

® o, } . ) )
Die Komponenten sind durch den nicht-tensoriellen Index & gekennzeich-
net, um sie von den Komponenten bezliglich des mitgeschleppten Koordina-
tensystems zu unterscheiden.
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= M S . .
; = — X kontravarianten Basisvektoren
A < KLM zyklisch

™
>
X
X
N

e KL M Permutationstensor P (3.15)

3

g"’” = i”, f"’ kontravariante Metrikkoeffizienten

- =N
= M MY 5 - ‘
AN S A AT T »
Fihrt man jetzt den Deformationsgradiententensor f als Linearkombination

dyadischer Produkte ein

Fost)=g 5,060 G'tr)= G, 000G (k) o0

—\ » g
Darstellung im materiellen Darstellung in ge-
Koordinatensystem mischter Form"

dann 148t sich der differentielle Abstandsvektor aﬁf? in der Momentgn-—

konfiguration darstellen als

APXE) = f//(?f)dﬁ//(‘/ -, (3.17)

der Deformationsgradiententensor leistet also eine lineare Abbildung

von dP in 475 (Abb. 7). Mit
- —~ ~ M kK = 7 M
F -—-jH@G __7%/‘/7 6_/(@6 (3.18)

x .
Gemischte Darstellung bedeutet,_daB gleichzeitig die materielle wie

auch die mitgeschleppte Basis GK bzw. 3‘< verwendet wird.
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wird dann .
E 6-@3/4 =80 G @6

6,4 @? (3.19)
f 6,4@6

/: F @g " . Einheitstensor in mitgeschleppten Koordinaten

wtE) = dt(B",) E AFR ) J

Es seien jetzt die Nabla-Operatoren

Einheitstensor in materiellen Koordinaten

\\

= = K )
‘R, . = 6 W im materiellen Koordinatensystem
' ’ (3.20)
— — K 9
V ' = g aXK im mitgeschleppten Koordinatensys.

eingeflihrt. Die Umrechnung der beiden Operatoren ergibt
- — : '
= 7
Vi) = £ VR/‘/ = Z/‘/f : (3.21)

Mit dem Nabla-Operator V';g 148t sich dann der Deformatjionsgradienten-—

tensor auch darstellen durch

— — T = & - 7; - ® ék
-—/VR ®7°) =(G & P ) o ' (3.22)
Aus (_3__.6) oder (3.7) folgt nun leicht, daR f die Basisvektoren G'K
und ?/( ineinander abbildet:

= / (3.23)
gk - _E G’K .

L4 3 3 13 .. . I3 3 Y K
Diese Beziehung gilt nicht flir die kontravarianten Basisvektoren ;«

= e

X . . . .
und & , denn die gvk sind durch die Bedingung

;— 5”( (3.24)




definiert und nicht dadurch, daf sie aus den Gk  durch mitgeschleppte
Deformation entstehen. Vielmehr 14Rt sich fiir die kontravarianten Basjisg-

vektoren die folgende Beziehung ableiten:
-7
- — —
- 7 Kk &«
g<= F & = 6 £, (3.25)

Es soll vorausgesetzt werden, daB sich mit Ausnahme singuldrer Punkte,

ein 5{/5

zuordnen 1dB8t; d.h., die Inverse von Zf existiert unter den gemachten

Linien oder Flichen jedem differentiellen Abstandsvektor 5uf3

Voraussetzungen. Dann ist der polare Zerlegungssatz fiir einen invertier-
baren zweistufigen Tensor anwendbar: Jeder invertierbare (zweistufige)

Tensor ﬁf hat zwei eindeutige multiplikative Zerlegungen

VR . (3.26)

L

£=rU , F
é? ist ein orthogonaler Tensor
7 7
RR" = 4 b, R =R (3.27)

und é/ sowie l{ sind symmetrische, positiv definite Tensoren. Die geo~
metrische Interpretation der multiplikativen Zerlegung (3.26) 1i#Rt sich
aus Abb. 8 ablesen.

Diese Interpretation hat zu folgenden Bezeichpungen fiir die Tensoren ‘

L/, J{ und f? gefiihrt:

ﬁ/ M Rechter Streck-Tensor
V : Linker Streck-Tensor
Y2, . Rotationstensor

Fiir die Quadrate der Streck-Tensoren sind die ﬁolgenden Bezeichnungen

iblich /745, 66, 76_/
,

fg = Jé’é! = f# L Rechter Cauchy-Green ’I‘ensor}‘E
, > (3.28)
5 = _V_)f = ff Linker Cauchy~Green Tensor

£ . . -
auch einfach Greenscher Deformationstensor genannt / 41 _/




Das Quadrat des differentiellen Abstandsvektors in der Momentankonfigu—

ration ist

017305/73 = 0//5/52?)&//5 =db C ;(/5/ (3.29)

wobei der rechte Cauchy-Green Tensor verwendet wurde:
7
C= FF
B Lz - K = é;”'
(762G ) (5%, G ®G")
. o K ‘ "o AN
R A G, e Ny
2 GV = (G oG
é; & C; == Chwn . J

ll

> (3.30)

i

——

‘Man sieht, daB die Komponenten C;%y numerisch gleich den kovarianten

Metrikkoeffizienten des mitgeschleppten Koordinatensystems sind:

C:MN ==<?Awr ;= éiv‘;z/ . (3.31)

Die Differenz der Linienquadrate der Momentan- und der Ausgangskonfi-

guration wird jetzt

R
(4S)" = (d48) = d-dip - dP-cliP =l PL AP - olP.A P

_—:a/ﬁ/g——j)a/ﬁ L (3.32)

— 29//"_9@ o P

e

E,., G & G”
N - _N
‘g /’5394/ - (;/WV/) C;'Hé@ é;

£:=2(L-17)

(3.33)

i

I
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den Lagrangeschen Verzerrungstensor darstellt. Die Komponenten

des Lagrangeschen Verzerrungstensors sind also —~ bis auf den Fak;or
1/2 - numerisch gleich den Differenzen der Metrikkpeffizienten der
Momentan- und der Ausgangskonfiguration. Es sei darayf hingewiesen,
daB der Tensor _Af auf die Basis des materiellen Koordinatensystems

(Ausgangs~ oder Referenzkonfiguration) bezogen ist.

Der Lagrangesche Verzerrungstensor éf 148t sich auch durch den Ver-
schiebungsvektor

il = 75~ P (3.34)

darstellen. Mit

1;; = /iz o 25

wird unter Beachtung von (3.20),

- _ _ _ 7
F="{(%ep) =%+ Bc)]

- (3.35)
_ — _ —_ = K
= /’&/K* /Z/)k/@éK= (A + GK)@ G/

so dafB

- — - — = L
C=FF =G0, +G)(a, +)o6

- = . = Y K L
:'('&)K.’(’zu‘ + Al ég Aoy, o Gy 7"6&)6’@&,

Bezieht man 4¢ auf das materielle Kooydinatensystem

e sl

— M= — M .
= = 3.36)
dann ermittelt man den Lagrangeschen Verzerrungstensor zu

é:g/g-—:{) = £u gk@gj
wobel

(3.37)

.
EKL = Z//“)L o Gy + Aoy 62 A, '/“'u,)

_ 7 , H
- L /d}(}z_ 7 Z(L‘ ) e z//ok Z//.’/A/

/

/




Eine alternative Darstellung 148t bei Verwendung eines mitgeschleppten

Koordinatensystems angeben, auf die hier aber verzichtet werden kann.

3.3 Materielle Zeitableitung kinematischer Gr&fen

Zundchst soll hier die materielle Zeitableitung von skalaren, vekto-
riellen oder tensoriellen FeldgrdRen, die von den materiellen Koordi-

naten *{K und der Zeit t'abhéngen, eingeflihrt werden!

D /Yy _ O s/ | ,
,_DZL/ ) a(f [‘ )/X,é’v/(ﬁ)ﬂsf, (3.38)

()= ().

k
Wirkt dieser Operator auf eine skalare GroRe d//k//f) , dann ist

diese Ableitung gleichbedeutend mit der partiellen Ableitung bezlig-

lich der Zeit ZL bei festgehaltenen materiellen Koordinaten X

p |
%f/,(k/f/ =’-E—Ef//(k/f)//\//( (3.39)

= komnst,

Das gleiche gilt, wenn die materielle Zeitableitung auf einen Vektor
oder Tensor angewandt wird; da diese GrdRen aber auf verschiedene
Basisvektoren bezogen werden kdnnen, ist eine Angabe des jeweiligen
Bezugssystegf notwendig; dies wird deutlich, wenn beachtet wird, daB
die Basen C%</Xt) und ;%<ﬁxfé) Relativbewegungen gegeneinander
ausfiihren. Daher ist hier festgesetzt, daf bei der materiellen Zeit~-
differentiation die Basis C%k festgehalten wird, d.h. die materielle
Zeitdifferentiation erfolgt relativ zum materiellen Koordinatensystem:

(Ausgangskonfiguration).

Ist der Vektor @ in Bezug auf das materielle Koordinatensystem darge-

stellt

a = H ?X"/’f/ étk /,\";/f) =/QK/X"ZX} ék/)('y ) (3.40)




dann ist

D _ 2R M /X t)
5 @ o 6:/)(/ - ()() (3.41)
Ist dagegen a im Bezug auf das mitgeschleppte Koordinatensystem dar-

gestellt

L= a X G %) = a (DI G

dann wird zunichst entsprechend der Kettenregel

o - QAlx) 5 « 7 |
:é? a = T?K 7 a jk J (3-43)

Ky o, M
denn die Komponenten d-(c¥ (fj sind bei der materiellen Zeitdifferen-

tiation wie Skalare zu behandeln.

Die Geschwindigkeit V¥ ist definiert als
- D - = P
o = — A = 3.44
49(C( /f} = ¢ 40 CX/,fj = 7“9(CX(,1€)j ( )

sie ist als Anderung des momentanen Ortsvektors 727 pro Zeiteinheit relar
tiv zum materiellen Koordinatensystem zu verstehen, Der Vektor v kann
natiirlich sowohl im materiellen wie auch im mitgeschleppten Koordinaten~-

system dargestellt werden:

XN = VT G, ()= W xte) G x

(3.45)
= VA0 F Y = v (ny) §xy
Mit (3.23) wird nun
je= £6 = £L7, o0

andererseits ist
— 2 = Mo =
Ju Tot I of T Gun V= Pl fu, 047

so dafl mit dem Nabla-Operator im mitgeschleppten Koordinatenmsystem und
unter Beachtung von (3.46) und (3.47)




joog-

il

K
Fiir die materielle Zeitableitung des kontravarianten Basisvektors G

erhdlt man mit (3.25)
D gé(
Dt

(3.48)

so daf mit

7 -

vk g,93"

EE“”/M?)

5 (7°F)

_._.

1y

i

0 =7
EF -

asmza

_ L?‘(

EF =

/

- - (To3)f"

(3.48)

(3.49)

Analog ergibt sich fiir den kontravarianten Basisvektor wmit (3.46) und

(3.48)

I =

Damit wird aus (3.43)

D = _ =
e * 7 I

Mit der Zerlegung (3,42)2

"y
? 5z

D

oA
F .=

2 a4

K= Bouct,

agme

¢

XH:: &Ous"{’

r allVes).
des Vektors (¢ erhilt man analog

(Ves)a.,

L ?Z = f?@ﬁj)%‘% ﬁ?’i[?@@ﬁ/ (3.50)

(3.51)

(3.52)

Die materielle Ableitung eines zweistufigen Tensors T kann in verschie-

dener Weise dargestel
man
O =
Ke
o . _ 9
ot = It

1t werden.

QCM

G.wi, -

= = = = L
(“G o6, = C,, GCwl" et

G G e

/

N

Im materiellen Koordinatensystem erhdlt

-1 (3.53)
f

und im mitgeschleppten Koordinatensystem ergibt sich, je nachdem welche

Zerlegung von A

zugrunde gelegt wird, folgendes:
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(<= < God

\5%@_: (4 <*)g 0q + (Ved)e +<(767)
'./g, = /CKL ?K@j—L
9 -~ e .y3 = = —_ T
5c= (5 c)d'o] — (Ve < — <(vwP)

8 - — - e R
o= (5 <) geeq" t(Ved)c - g(TeP)

/9— - CK' g @gL
< ! - s
g’ -——/g— Cr- )g ”f’— (Pov)c +g/\7@2))°

Die materielle Zeitableitung des differentiellen Abstandsvektors Aéﬁ;

in der Momentankonfiguration wird nun

/

» (3.54)

B apity = B Eny dPo)= (BF)d P s

Mit (3.21), (3.22), (3. 26)1 und unter Beachtung der Orthogonalitit
von Zg wird

— _ — D —\T
ot =5(Geor) = (hezrF)

(Voo3) = (ToF)F
RRF +

:/QU%/QU F g

., (3,56)




Man erhdlt damit zunidchst folgende alternativen Darstellungen fiir iéz—;{'—

fo
2}2?,/73250//3 = F Fdp =Ldp

( |
s . — 7’ _
—(Feo #)FdP=(VeT)dp .57

wobel mit (3,48)

° =
[ = FF

[N,

i
N
N
&
N
N\l
"
25 .
PN
\'
+
2N\
N
~4
PN
©

(3.58)

Die Zerlegung dieses Tensors in seinen symmetrischen und schiefsymmetrischen
Anteil

(3.59)

(3.60)

- )
liefert

ﬁ—z‘—d% = Ldp = Ddp + _é\/a//'a (3.61)

Den Tensor j? und ﬁ&/ kann u.a. die folgende kinematische Interpretation
gegeben werden (z.B. Lh66, 76_7): 59 ist die materielle Zeitableitung des

"relativen", auf die Momentankonfiguration bezogenen rechten Strecktensors

é/t und

tensors ﬁ?f . Es heiBen deshalb auch

L

é{ ist die materielle Zeitableitung des '"relativen'" Rotations-

der Deformationsgeschwindigkeitstensors oder

Streckgeschwindigkeitstensor

' éy/ der Spintensor

»

Gl. (3.48) stellt das fundamentaleadditive Zerlegungstheorem von Fuler-

Cauchy-Stokes dar / 77 /. Da f&( schiefsymmetrisch ist, 148t sich diesem

Tensor ein axialer Vektor % zuordnen, derart daB




Wap = W kAP (3.62)

dies stellt die (starre)Drehung pro Zeiteinheit der materiellen Umgebung

eines Punktes am Ort 45 dar. Man findet fiir % die Darstellung
o= 2(TxF) = F TR
oder mit (3.20) L (3.63)
W= 3 [LE?T/?& "'7—‘%)'
/

Die materielle Zeitableitung der Differenz der Quadrate der Linienelemen-

te &7 und AP stellt sich im Bezug auf das materielle Koordinaten-

system wie folgt dar:
D - = -
3 (dF-af - odAB.dP) = 2 35 (APE 4P

. — (3.64
=2 AP E AP -

mit

= L E=f G0l —g/f /,\/'t))@",,@g‘,, (3.65)
= Dt & tu o2 5 (X8 2 () & S,
Mit (3.61) und (3.62) findet man den Zusammenhang zwischen é; und Z?

D : ,
—_— = = (3.66)
27z £= £=F£"DF.




4. Die Energiebilanzgleichung und ihre Invarianzeigenschaften

4.1 Die Darstellung der Energiebilanzgleichung in der Momentan- und

Referenzkonfiguration

Die integrale Energiebilanzgleichungx (besser Leistungsbilanzgleichung)

flir einen massemifig abgeschlossenen beliebigen Teilbereich V/ lantet
3%(5 ‘r‘K)=*N+ H. (4.1)

Ist & die spezifische innere Energie (pro Masseeinheit) und € >o die

Massedichte in der Momentankonfiguration, dann ist

E = [ogdV (-2
4

die gesamte innere Energie des betrachteten materiellen Kdrpers. Die

Integration ist hier wie auch in den folgenden Ausdriicken in der

Momentankonfiguration des Kdrpers auszufiihren. Es sei ausdriicklich

darauf hingewiesen, daB wir mit (4.2) die Existenz einer Zustandsfunk-

tion - der spezifischen inneren Energie - annehmen, die von noch zu

bestimmenden Zustandsvariablen abhingt; diese Forderung stellt die

erste Teilaussage des |. Hauptsatzes der Thermodynamik aar, widhrend-

die zweite Teilaussage in der Bilanzgleichung (4.1) zu sehen ist 1_78_/.
Die gesamte kinetische Energie ist gegeben durch

K [spf dV
4

Die Leistungsbeitrag W aut der rechten Seite von (4.1) stellt die

Gesamtleistung der eingeprigten (HuBeren) Krifte dar, und zwar sei

W_—_A/éf_;\/{*/\/e’ (4.4)

- S . . . .
Die integrale Energiebilanzgleichung, der integrale Energiesatz und
der 1. Hauptsatz sind hier Synonyme.




Die ersten beiden Beitrdge sind klassischer Natur: /VZ ist die

27‘

Leistung der Massenkraftdichte

M/;;=/§Z,43'9(V (4.5)
v

und /VQ, ist die Leistung der Oberflichenspannungen f auf der Ober-

fliche 0 in der Momentankonfiguration:

M:: 57-% AC . (4-6)
) .

In praktisch allen Problemen der Kontinuumsmechanik werden Volumen-
momente” 3£ ausgeschlossen bzw. als nicht vorhanden angesehen. Aus
Griinden, die spdter im einzelnen diskutiert werden, sollen hier aber
Volumenmomente zunidchst zugelassen werden. Ihr Leistungsbeitrag ist

dann durch
% P = /f’g/“—} dV 4.7
4

gegeben, wobei nt die Starrkbrperdrehgeschwindigkeit eines materiellen
Teilchens darstellt, wie sie durch das Geschwindigkeitsfeld. 7£; indu-
ziert wird (Gl. 3.63). Es wiirde hier jetzt naheliegen anzunehmen, daB
neben Volumenmomenten auch Momentenspannungen wirken und i{ibertragen wer-
den kdnnen und daR ferner die materiellen Punkte des Kontinuums auch
einen Eigenpin besitzen; dies wiirde zu einem zusitzlichen Leistungsterm
infolge der Momentenspannungen und zu einem Zusatzterm in der kinetischen
Energie fiihren. Fiir die folgenden Betrachtungen sollen diese Generali-
sierungen aber auBer acht gelassen werden.

Die zugefiihrte Wirmemenge /f pro Zeiteinheit setze sich aus zwei

Teilen zusammen:

/y ;= /y; +* }fg (4.8)

hier ist

/7/), s = /f?" D(V (4.9)
4

die durch kontinuierlich verteilte Wirmequellen bzw. —senken zu—~ bzw.

abgefiihrte Wirmemenge; hier ist “?~ die spezifische Wirmemenge pro

= " . .. . c s
Volumenmoment: AuBeres eingeprigtes Moment pro Volumeneinheit in der
Momentankonfiguration. Es ist die Massenmomentdichte, also das
duBere eingeprdgte Moment pro Masseneinheit.




Masseneinheit. Ag ist die durch Widrmeleitung durch die Oberfliche zu-

bzw. abgefiihrte Wirme:
D= — q.5 A0 .10
/73, %7 ) (4.10)
o

wobei n der duflere Einheitsnormalenvektor in der Momentankonfiguration
ist. Der Vektor éi ist der WidrmefluB pro Flidchen- und Zeiteinheit; falls
Q—";"- =< O , dann flieRt Wirme durch die Oberfliche @ in den betrachte-
ten Teilkdrper. Diskrete Widrmequellen oder auch Wirmequellen auf Diskon-
tinuititsflichen werden hier nicht betrachtet. Gleiches gilt auch fiir

die zugefiihrten mechanischen Energien.

Die Energiebilanzgleichung soll jetzt in Bezug auf die Referenzkon-
figuration (d.i. die unverformte Ausgangskonfiguration des K&rpers) dar-—
gestellt werden; das bedeutet, daB sidmtliche Vektoren und Tensoren im
Referenzsystem darzustellen sind und daB die Volumenintegration in der
Referenzkonfiguration zu erfolgen hat; dieses Vorgehen liegt nahe, denn
die Momentankonfiguration ist gewShnlich unbekannt, wihrend die Referenz-
konfiguration normalerweise gegeben ist.

Das Volumenelement in der Momentankonfiguration ist mit (3.15)2
/T 2 3 )
é/l/ = é} ﬁ{)(4 AX ax
und in der Referenzkonfiguration gilt mit (3.5) r(é.ll)

AV = V6 dX'ax d X

Aufgrund der lokalen Massenerhaltung ist

59/V= fxp‘lyk (4.12)

wobei ¢ die Dichte in der Referenzkonfiguration ist. Mit (3.19),
(3.23) und den Definitionsgleichungen (4.11)2 wird dann auch

posi/E - w)

Es seil G(C%Q das Oberflichenelement in der Referenzkonfiguration und

-

1‘7e f= sz/?_i_ | (4.14)




— 40 —

die auf das Flichenelement der Referenzkonfiguration bezogene Oberflidchen~

spannung, so daB

e

,7‘5-Lzo/0=7'§'7f,~ad%, (4.15)

Unter Beachtung der Nansonschen Formel [_38, S. 249_7
- -
o 7
A A0 = F T del(F) N A0, (4.16)
Y

wobei /V/ den Einheitsnormalenvektor des Flidchenelements 4222{ in der

Referenzkonfiguration darstellt, wird der WirmefluB durch das Oberfl&ichen-

element

I

g-n oo ;5,2 N db), (4.17)
mit

_ - S =7 |
2, = M/f/f? = —;'l £g. (4.18)

Damit 14Bt sich die Energiebilanzgleichung (4.1) auf eine Form bringen,
bei der sdmtliche Integrationsprozesse in der Referenzkonfiguration aus—

zufithren sind:
_é_ / 7 e =
o7 w6 + L pp] AN
Va |

=

- 5 [bp 2
I

(4.19)

+
3
N
Ny
PN

e [ — by
#+ v;{ Z{ ,f&).’7o — ;2& : /V/;7’é¥29 .
Or
Nach Ausfiihrung der materiellen Zeitdifferentiation 148t sich dafiir auch

schreiben
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/f;e EdVy = [ [(6-7)F +L5 +r]dlf
Vi

& (4.20)

Bei komponentenweiser Darstellung ist zu beachten, daB alle Vektoren auf

die Basis é;

k des Referenzsystem bezogen werden.

4.2 Transformationseigenschaften und Invarianz bei Ubergang zu einem

bewegten Beobachtersystem

—

4.2.1 Koordinaten- und Beobachtertransformationen, das Forminvariapzprinzip
T T Al T

Die Bewegung eines Massenpunktes oder eines endlich ausgedehnten Kdrpers
kann nicht in einem absoluten Sinne beschrieben werden, sondern nur rela-
tiv zu einem Beobachtersystem, auch Bezugsrahmen benannt. Ein solcher
Rahmen ist eine Menge von materiellen Objekten, deren gegenseitige Anord-
nungen sich relativ wenig 4ndern. Im idealisierten Grenzfall handelt es
sich um einen starren Rahmen. Ein derartiger starrer Rahmen und die zuge-
horige Vorgabe von Lingenmafstiben sowie eine ZeitmeBeinrichtung charak-
terisiert ein (starres) Beobachtersystem. Innerhalb eines solchen Beobach-
tersystem lassen sich verschiedene (starre) Koordinatensysteme aufspannen,
wie z.B. kartesische oder krummlinige Koordinatensysteme. Der Ubergang
von einem Koordinatensystem in ein anderes innerhalb eines Beobachter-

systems erfolgt durch zeitunabhingige Koordinatentransformationen.

Neben einem solchen Beobachtersystem kdnnen auch andere starre Beobach-
tersysteme benutzt werden, die relativ zu dem ersten, als ruhend bezeich-
neten Beobachtersystem, bewegt sind. Im Gegensatz zu den oben erwdhnten
Koordinatentransformationen sind diese Transformationen zwischen den
Beobachtersystemen zeitabhingig; sie werden Beobachtertransformationen
genannt. Voraussetzungsgemif wird von den Beobachtertransformationen,

die die geometrischen GrdRen betreffen, verlangt, daB sie lé&ngen- und
winkeltreu sind und daB guBerdem der ZeitmaRstab nicht verdndert wird,
Die einzigen Transformationen, die dies leisten, sind die translatori-r

schen und die orthogonalen Transformationen.




Lingen—- und winkeltreue Beobachtertransformationen sind, anschaulich
gesprochen, dann gegeben, wenn das ''ruhende' Beobachtersystem durch
eine kontinuierliche Starrkdrperbewegung mit dem "bewegten' Beobachter-
system zur Deckung gebracht werden kann. Die erwdhnten orthogonalen
Transformationen enthalten aber i.a. noch einen Ubergang von einem
Rechts— in ein Linkssystem (Spiegelung der Koordinatenachsen), der
natiirlich nicht durch eine Starrkdrperbewegung beschrieben werden kann.
Diese Mdglichkeit soll hier nicht betrachtet werden; d.h., es werden
nur eigentlich orthogonale Transformationen (ohne Spiegelung) zuge-
lassen.

Betrachtet werde ein Beobachtersystem S . Dpie Referenzkonfigu-
ration des Kérpers (Ausgangslage aller materieller Punkte des unverform-
ten K&rpers zum Zeitpunkt t = O, Kap. 3) beziiglich dieses Beobachter-
systems sei R . Neben diesem als ruhend bezeichneten Beobachtersystem
werde ein anderes Beobachtersystem »7* betrachtet, das sich relativ
zu S bewegt. Die Referenzkonfiguration des materiellen Kdrpers in :jq*
sei ﬁt* . Bei dieser Darstellung ist die Referenzkonfiguration (das
Abbild der Ausgangslage aller Punkte des materiellen Kdrpers — zum Zeit-
punkt t = 0 - in dem jeweiligen Beobachtersystem) mit dem Beobachterr
system verbunden und nimmt an der relativen StarrkSrperbewegung teil.
Abb. 9 veranschaulicht die Verhiltnisse.

Ausgangspunkt fiir die weitere Entwicklupg sei das allgemeine Rela-

tivitdtsprinzip (Kovarianzprinzip, Forminvarianzprinzip) / 46 /:

"Fiir zweil in beliebigem Bewegungszustand befindliche Bepbachter,
deren Koordinatensysteme kontinuierlich auseinander hervorgehen,

haben die physikalischen Grundgesetze die gleiche Form."

Es muB nun einschridnkend angemerkt werden, daf hier nur starre Relativ-—
bewegungen zwischen den Beobachtern betrachtet werden. Schmutzer 126_7
und Jaunzemis / 74/ folgend kann diesem Prinzip folgende Interpretation
gegeben werden: Man stelle sich einen "objektiv'" ablaufenden Belastungs-—
und Verformungsprozess an einem Kdrper vor, der von zwei beliebigen
Beobachtersystemen aus messend verfolgt wird. Die benutzten physikali-
schen GrdBen wie z.B. Lage, Geschwindigkeit, kinetische Energie etc.
werden dabei in beiden Beobachtersystemen in gleicher Weise definieTrt,
z.B. durch eine bestimmte Rechen- oder MeBvorschrift. Beispielsweise
faBt der Beobachter in,kg seine MeBresultate fiir die physikalischen

GroBen A, B, C,... in der Gleichung
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44 8¢, ...) = ©

%
zusammen. Entsprechendes wird im System S dyrchgefiihrt und die ent-

¥ # . .
sprechenden GrdBen 14 ) & ) C%¥.” werden ip der Gleichung
X ¥ * S
frz//4 / ég / C ’ "*,) 5 O

miteinander verkniipft. Das allgemeine Relativitdtsprinzip verlangt nup,

daR die mathematische Struktur der beiden Funktionen é{ und /: gleich

L0, )= Fl )

4 *
Die GrdRen ’4}‘9 etc. werden hier als die Bilder bestimmter physikali~

ist:

scher GrdRen in den jeweiligen Beobachtersystemen angesehen. Zwischen
ibnen miissen Umrechnungs— oder Transformationsbeziehungen bestehen, die
zum Ausdruck bringen,’daﬁ es sich um dieselben physikalischen Gr&8en
(definiert durch die gleichen Mef- und Rechenvorschriften in den beiden
Beobachtersystemen) handelt. Sind beispielsweise derartige Transforma-
tionsvorschriften fir 3"8* s C— ,C'* etc. voygegeben oder angenommen

%
nicht aber fir 4-A4 , dann kapn man aus
‘ F P ()
f/,ﬁ}/g/_’_’) :%((A /8/.."

X
eine Transformationsvorschrift 24 ableiten, indem man diese Be-
*
ziehung nach A aufldst. Auf die Transformationsgesetze wird spiter

eingegangen werden.

Im Mittelpunkt unserer theoretischen Entwicklung steht nun der 1. Hauptw
satz in Form der Energie~ bzw. Leistungsbilanzgleichung. In Kap. 4.1

war er flir ein Beobachtersystem §§ angegeben worden, und zwar sowohl

flir die Momentankonfiguration wie auch bezogen auf die Referenzkonfi-
guration,;e . Unter Verwendung des allgemeinen Relativitdtsprinzips bzw.
der Forderung der Forminvarianz der integralen Energiebilanzgleichung
(4.1), lautet die Energiebilanzgleichung im Beobachtersystem ;g%

wie folgt:




(4.21)

-, #
LSE k) W H

Hier ist die materielle Zeitableitung natiirlich relativ zum Beobachter-
system Qg* zu verstehen; dies soll hier aber nicht gesondert gekennzeich-
net werden, da die Zeitmessung bei Ubergang von einem Beobachtersystem
zu einem anderen, wie eingangs erwdhnt, nicht verdndert oder beeinfluRt
werden soll. Das X -Zeichen an einer Grége ( ° )*lbringt zum Ausdruck,

\ ¥
daB die GriRe ('°) nicht im Beobachtersystem Qy sondern in WS dar-

gestellt ist. Insbesondere bedeutet dies, daB vektorielle GroRen, wie

73

z.B.

*#
, auf das gesternte Beobachtersystem Fy

bezogen sind, d.h.

die Basis dieses Systems zugrunde liegt. In Bezug auf die Referenzkonfi-
- %

guration QR\

, die.dem Beobachtersystem )

zugeordnet ist, erhdlt

jetzt die Energiebilanzgleichung analog zu (4.19) die folgende Form

b
DE )

Voot

i

. /5" F

¢ [+ 3 75*‘45”“/;//?:/

—% x

l/t L (4.22)
R
+§[§f LZL/@* P = e 4 ACpe.
0734‘ .
Analog zu (4.18) ﬁnd (4.24) sind hier
,tt AN
A
R ACy+
> (4.23)

%
i:}eé =

#~1

3
S?R*' f:.
gr = '

~

Damit ist zundchst das allgemeine Relativitdtsprinzip (Forminvarianz)

ausgeschopft. Weitere Folgerungen lassen sich erst gewinnen, wenn auch

die Transformationsgesetze der verschiedenen GrRen bekannt sind.
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Es ist nun j5 der momentane Orsvektor eines materiellen Punktes )( s

wie er im Beobachtersystem S festgestellt wird und 'fa der momentane
Ortsvektor desselben materiellen Punktes im Beobachtersystem 'SqF(Abb. 9),
entsprechend ist ;D bzw. P” der Ortsvektor desselben materiellen
Punktes in der Referenzkonfiguration zum Zeitpunkt =0 in Bezug auf

S bZW-'ﬁg*. Wir fassen jetzt die beiden Beobachtersysteme :; und E;*
als zwei verschiedene Euklidische Punktriume [~7g7 auf mit den Urspriingen
Ci_*?nd C}*'und (beispielsweise kartesischen) Basissystemen é§k und

6;k . Diesen beiden Punktriumen wird zum Zeitpunkt T durch die Orts-

f— - ,
vektoren % bzw. 7° der Momentankonfiguration jeweils ein Euklidischer
— #
Vektorraum zugeordnet. Es sei jetzt C der Ortsvektor des Ursprungs 24
* . . < . .
von ﬁg s, Wie er 1m Beobachtersystem ~ festgestellt wird. Die Ortsvek-

- -
toren 4° und 4© desselben materiellen Punktes sind dann durch die

(eigentlich) orthogonale Transformation ém66, 76_7

(4.24)
ife - Q&
verkniipft, wobei ®
X =
Qry = Quntt) Ex 06,
ein orthogonaler Drehtensor
(4.25)

-

Qa-2 , Q-0
Aot (Q) =+

. : . . a K . . .
ist; hier ist jetzt 4" der Ortsvektor von s in Fg , Wie er 1m
5’\" 6_# é‘( ) . — . .
System (, ) ®/ beobachtet wird, Der Vektor T beschreibt die rela-
tive Translationsbewegung zwischen den beiden Beobachtersystemen und §2

die (starre) Relativdrehung.

® . . . , . .
Uber gleiche Indizes wird von | bis 3 summiert.
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In der Fachliteratur werden formal verschiedene Darstellungen der Trans-
formation des Ortsvektors zwischen den beiden Beobachtersystemen ange-
geben / 74, 45_], die auf verschiedenen Interpretationen der Symbole &
und 7§;* beruhen. Eine kurze Diskussion ist dazu im Anhang (1) angefiigt,
Den Ausfiihrungen in Anhang (1) folgend kann die Transformationsregel (4,24)
nicht nur als Transformationsvorschrift fiir die Ortsvektoren in verschie-
denen Vektorridumen interpretiert werden, sondern sie kann auch einfach
als Transformationsvorschrift fiir die Komponenten von 75. und 457*aufge-
faft werden.

Nach Voraussetzung sind die Referenzkonfigurationen den jeweiligen
Beobachtersystemen angeheftet, so daB folgende Transformationsbeziehungen

¥
zwischen FD und /3 gilt (Anhang (1)):

symbolisch in Komponenten
o X
4,26
bw P PK=PK e

mit dem eigentlich orthogonalen Tensor (Anhang (1))

—_ _ _ _

Man beachte, daB die Funktionen szﬂ (t) dieselben sind wie die des
Drehtensors Q = Q”H{f) é:, @éM (gemischte Basis!).

Aus der Transformationsregel (4.24) fiir den Ortsvektor 75 lassen
sich die Transformationsregeln fiir die Geschwindigkeit 79 und Beschleu-
ningung 78 gewinnen. Allerdings kann man dazu nicht einfach (4.24) mate-
riell nach der Zeit differenzieren (wie z.B. in 1_76_7), denn nach Kap. 3.3
ist hier die materielle Zeitdifferentiation bezliglich eines materiellen
Koordinatensystems (z.B. R : )(K, C;K ) definiert, und dieses ist fest
mit dem jeweiligen Beobachtersystem verbunden,

Man muBR daher die Komponentenform von (4.24) (siehe Abb. 11) bei festen
materiellen Koordinaten )(K nach der Zeit differenzieren und das Ergebm

nis wieder in Tensorform iiberfilhren. Man erhdlt

= X = %
AN

s
\251 .

F e g

L (4,28)

\és.
'Q
\ﬁl:

P+ 2d

i
f
(VR
+
I
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mit den Definitionen
0 — ¥ - °°. Q" = =
Q= Qm/*) e, ®¢€ Q= Gy ) @€,

Hier sind 70 und 7° die Geschwxndlgkelten des materlellen Punktes X

relativ zum Beobachtersystem Ry und ﬁ; sowie '70 und 70 die Relativ-
=

beschleunigungen. Wird also beispielsweise 70 beziiglich eines Basis

[

&
E?K im Beobachtersystem ;? zerlegt

75 e pl o By

k#i(

dann ist
o 0 % - 9 #- _,\4
Fro= po @5 = SR (X)) .

Berilicksichtigt man das zur materiellen Zeitdifferentiation Gesagte, dann

folgt aus
7 4 *
Q'o=12 , dQ' =1 (4.29)
tiber die entsprechende Komponentendarstellung

T + Q'@ = o

/

so daf

_Q6 - - (d0) '

1K,
~‘

— = - B (4.30)
- & &, &, 08,

ein schlefsymmetrlscher Tensor ist, der auf die Basis des Beobachter-
systems :; bezogen ist. Daher wird

Q=aL

g
oo vl

=§_§_Q/+Q_Q._T

p—

/d/m QW)‘ éM ® €,

(e IO
i
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Fiir die Geschwindigkeit und Beschleunigung im Beobachtersystem py er-

hilt man damit:
ﬁ*‘: X s Qe p v AR
_é 7 0._@77-5 f(4'31)

Dem schiefsymmetrischen Tensor -4; 148t sich ein axialer Vektor QO zu-
ordnen, derart, daR fiir beliebige Vektoren Q&
N = w X (4.32)

gilt., Alle Gr6Ben sind hier im Beobachtersystem S definiert, so daR die

materielle Zeitdifferentiation von (4,32)

Oa = dxa +mxa - La

ergibt, Also wird
= i - Q[oxp] AR
4_'0:% = FK 4 Q[g)x(&x/ﬁ)]—gﬁbxﬁj  @3)
- 2Q[Gxp] + AR,

J

- ‘ : *
Hierbei ist (J die Winkelgeschwindigkeit des Beobachtersystems S rela-

tiv zu hg.
Die Winkelgeschwindigkeit &/~ der Starrkdrperbewegung des Kontinuums
in der Umgebung eines materiellen Punktes im Beobachtersystem S war

o . *
definiert durch (3.63). In Bezug auf das Beobachtersystem hf wird dann

1k = ¥ SR

/é:;K::= i; '%é j; (Qf:// EZ* X ;ﬂg’
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o

Das Transformationsverhalten von V  14Bt sich wie folgt finden: Es sei

H eine gegen Beobachtertransformationen invariante skalare Grdfe
*
H=H,
/
dann ist bei Ubergang zu einem benachbarten materiellen Punkt
= = % T -
AH = VH AP AH = V H dP
/
Wegen
%
AH = df
und (4.24) erhdlt man fiir beliebiges 4¢7°

7&(.) - Q 7(’ ) (4.34)

Cmga—

Ganz entsprechend findet man das Transformationsverhalten von E%é mit

(4.26) zu

g

@'ZL) = @V»,eﬁ). (4.35)

—‘* . [
Mit (4.33), (4.34) und unter Beachtung, daR “©  ortsunabhingig ist
(d.h. T €% 5, wird nun

e 2 (aV)x (@@ - @ (bxP)].

Wenn man beachtet,x daR
/_Q&Z/X (QZ) = Q/&xé/

mit beliebigen Vektoren & und & , dann findetxx'man mit (3.20)
(RV)x(@&)= Q(Vx&),

Damit wird
[ ]

vt 20 (Txp =Txl(ExP)).

Der Beweis erfolgt am einfachsten iiber eine Komponentendarstellung.

* Dieses Ergebnis wird nicht durch AnalogieschluR gefunden, sondern
durch komponentenweise Auswertung mit (3.20). Analogieschliisse
(V' —Operator £ Vektor) kénnen bei Operatoren zu falschen Aussagen
fihren; ein Beispiel dafiir isf der Entwicklungssatz fiir das vektpri~
elle Dreifachprodukt T x /a x4),




Unter Beriicksichtigung der Differentiationsregelnx fiir den Nabla-Operator

1_80_7 und unter Beachtung, daB o unabhingig vom Ort ist, wird
Also folgt als Transformationsregel fiir die Starrkdrperdrehgeschwindigkeit
ar® = Q4w - D), (4.36)
. . F F* '
Die Deformationsgradienten L wund =~ sind definiert durch
= o) - /c-'(‘ ﬁ/ﬁ
dp = FdP , dp’= F dF
Mit (A1.16) und (Al.17) sind

AP = Do dP ) 0176"‘: _Q_/r‘/d/?/

so daB als Transformationsgesetzxx fiir den Deformationsgradienten
* T ,
FT=QFQ | 4.37)

= = * £ = =K
folgt. Ist _E: E(L QKQEL und Fo= FkL @K @8‘_

dann folgt aus (4.37)

Fa
F/;b = QKN /L;/c,. (4.38)

Dies ist die in der Literatur angegebene iibliche Form.
Da die Relativbewegung zwischen den beiden Beobachtersystemen zu
abstands= und damit winkel- und volumenerhaltenden Transformationsregeln

fihrt, gilt
a
d V= oV

und wegen der Massenerhaltung

. A
sV = s oy = oFdV" < g A

siehe FuRnote (%) S. 49.

xR ‘ . .. . s .
Man beachte hier strikt, daB die in der einschligigen Literatur zu
befindene Beziehung F¥= @F auf einer anderen Definition der

Referenzkonfiguration und der verwendeten Symbole beruht.




gilt

o _dbe
S av

Damit sind die rein kinematischen Transformationsregeln angegeben.

Fiir die weiteren, auf den Momentanzustand bezogenen physikalischen

* %

AVpe 8

= (4.40)
A V" [

3

GroBen sollen filir beliebige Relativbewegungen zwischen den Beobachter-

systemen folgende Transformationsgesetze gelten:.

Spez, Innere Energie

Wdrmequelldichte

Spannungsvektor

WarmefluBvektor

éE&—

I

& 1
(4.41)

AN o J
\

"= Q4

D=

¢ (4.42)

;- Q7 N

s 5 e e e S e

variante oder objektive Skalare und Vektoren dar. Die Tatsache, daB diese

physkikalischen Gr&Ben gerade diesen Beobachtertransformationen geniigen,

1st im Rahmen dieser Theorie als Axiom anzusehen. Das Transformations-

verhalten der Komponenten des Spannungs— und WirmefluBvektors héngt ab,

ob ¢ wund ? im Eulerschen Koordinatensystem (raumfest verbunden in dem

jeweiligen Beobachtersystem) oder im mitgeschleppten Koordinatensystem

dargestellt werden. Einzelheiten entnehme man Anhang (1).

Anstelle von (4.42) werden die auf die Referenzkonfiguration bezo-

genen GrdRen (4.23) benutzt, deren Transformationsverhalten sich wie folgt

ergibt:

? (4.43)




wobei u.a.

{1

f-M = /Q /:@7) @ _/_:—"Qr (4.44)

verwendet wurde.

“‘
Den materiellen Koordinaten in den Referenzsystemen 2 und 23

kSnnen nun dieselben Bezeichnungen gegeben werden, da sie zahlenmiBig

denselben Wert darstellen, wenn sie sich auf dasselbe materielle
Teilchen beziehen. Das bedeutet dann auch, daB die Integrationsgrenzen
im auf R bezogenen Energiesatz (4.22) zahlenmdfig dieselben sind
wie im auf R bezogenen Energiesatz (4.19). Berﬁcksichtigt man fermer,
daB zwischen den Einheitsnormalenvektoren der Referenzsysteme

die Transformationsbeziehung

o= @ N (4.45)

besteht, dann 1#R8t sich der auf ZZK bezogene Energiesatz (4,22) wie

folgt darstellen:

Hier wurden (Al.6)3, (4.39) - (4.45) verwendet.




4.2.2 Invarianzeigenschaften bei Ubergang zu gleichfdrmig translato-—

risch bewegten Beobachtersystemen

Bei ibergang zu einem gleichfdrmig translatorisch bewegten Beobachter—

system (Galileitransformation) ist

C = konst. ) ~C = 5
(4.47)

= konst. @ = konst. ,
0 . |

so daB

Y = -2 ¢ .
C = konst. C = 0,

— /

Da wir vorausgesetzt hatten, daB zum Zeitpunkt ¢ = O 4ie beiden Beobach~

tersysteme sich decken, gilt fiir diesen Zeitpunkt
Q)= 71 , D=1 )

da ferner die Relativbewegung der Beobachtersysteme translatorisch sein

soll, gilt dann auch

Qie)=2 @A = 1 franel

Diese spezielle Eigenschaft der Transformationstensoren braucht im

folgenden aber nicht verwendet zu werden.

Fir die spezifische Massenkraft b und das spezifische Massenmoment Z
soll nun gefordert werden, daB sie invariant gegeniiber dem Bewegupgs~
zustand des bewegten Beobachtersystems (charakterisiert durch (4.47))

sind, d.h.

- S (4.48)
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#
Der Energiesatz (4.46) bezogen auf 2 lautet dann mit (4.31), (4.47)
und (4.48)

/5 ¢ /f%/m @3)(i*s 0)
" Y LQ7 Qw e ] AW

L )i

O (4.49)
- % [(6-3)p 4 27+ 7 JuK

Vho

;é [Z,-5 -8 W ]26

e / / s (E-F)y + & 2, 40}
+/_ ff/ %x » };ife 72]

Bis auf den letzten Term auf der rechten Seite mit dem vektoriellen

7 )
Faktor @ €% = - € stellt dies den Energiesatz in Bezug auf R  dar.
Daher muB das Skalarprodukt

e ] [t B a + f fanfe P
7 O |

fiir beliebige Werte von € = konst. verschwinden. Da die geschweifte

Klammer nicht von < abhingt, folgt

/9%/5—75);{%& +/{72 4G =0, (4.51)
e Oy

!
Dies ist der integrale Impulssatz im Beobachtersystem ,S bezogen auf 7{,




Voraussetzungsgem#B istkeines der beiden Beobachtersysteme gegeniiber
dem anderen ausgezeichnet, so daR auch das gesternte Beobachtersystem

®
;g als das "ruhende'" System angesehen werden kann. Die dann im

"bewegten" Beobachtersystenx,g observierten GrdBen wie 72% 75,75/ fi ?
etc. konnen durch die entsprechenden GréRen 7 etc. des "ruhenden"

Systems mit Hilfe der Transformationsgesetze dargestellt werden; z.B.
— — 7 = %
p= <+ P

Fiihrt man dies in den Energiesatz (4.20) (Beobachtersystem ﬁ; ) ein und
fordert die Forminvarianzbedingung, dann folgt ganz analog wie oben

als integraler Impulssatz im Beobachtersystem S

['4

3 __(,‘ i‘* V/ e — 2
- = 4 .52
£ #
//QK &7&9‘
Im weiteren soll nur kurz die SchluBweise skizziert werden, um aus dem
integralen Impulssatz den lokalen Impulssatz abzuleiten. Ausfithrliche
Darstellungen sind z.B. in 4—39, 41, 77_7 zu finden. Da jeder Teil eines
KSrpers selbst wieder einen Kérper darstellt, fiir den der Energiesatz
und damit auch der integrale Impulssatz dieselbe Form haben soll, ist
die Form dieser Sitze unabhingig vom Integrationsbereich.x Denkt man

sich jetzt einen Teilbereich in der Gestalt eines Tetraeders aus dem
Korper herausgeschnitten, dessen Kanten mit den Koordinatenlinien zu-

sammenfallen sollen, wendet darauf den integralen Impulssatz an und
14R8t die Abmessungen des Tetraeders gegen Null gehen, dann erhdlt man

in der Momentankonfiguration das Cauchysche Fundawentaltheorem

f=1r7 | (4.53)

hier ist 7 der Einheitsnormalenvektor der Tetraederfliche, auf die
der Spaanungsvektor t wirkt, und }f ist der Cauchysche Spannungs-
tensor. Man beachte, daB zur Herleitung der Existenz des Spannungsten-

sors Zé u.a. der integrale Impulssatz verwendet wurde. Ein anderes

z . . . n . . :
Diese Forderung ist nicht selbstverstindlich. Es sei bemerkt, daR die-

unterstellt wird; die Gliltigkeit der integralen Bilanzgleichungen wird
dort nur fiir den gesamten Kdrper verlangt / 39,S. 74 /.
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Herleitungskonzept ist wohl mdglich [—77_7, aber auch hier kann man

nicht umhin, den integralen Impulssatz zu benutzen. Dies zeigt daB

zusammen mit anderen Postulaten, folgen die Existenz des Spannungsten-—

sors und der lokale Impulssatz.

Anstelle des Cauchyschen Spannungstensors z— sei hier der Piola-Kirch-

hoffsche Spannungstensor 2. Art 1_66_7
- 7
dt(E) £ T F o

eingefiihrt, der auf die Flichenelemente und die Basisvektoren des

Referenzsystems /& bezogen ist.

Anmerkung:
Sind g.\/ R Ned 2,3  4die Basisvektoren eings krummlinigen, mltgeSchlepp—
ten Koordinatensystems der Momentankonfiguration und Gy , A=7,

die Basisvektoren des krummlinigen Koordinatensystems in der Referenz—
konfiguration (Kap. 3.1), dann sind

und

7T

(N
I
5 1
N}
®)¥
N

® 6,

Mit (3.18), (3.19) und (4.12) wird

L.

ht(F)FtFT = 2 6,05"17%C,
= %3' 'f'%/ éH@ g/v

so daRB

i1

A

—/-—'KL %72_ _f/(b (4.54)1




gilt; d.h., bei der Verwendung mitgeschleppter Koordinaten zur Be-
schreibung der Momentankonfiguration sind die kontravarianten Komponen-
ten des Piola-Kirchhoffschen Spannungstensors 2. Art bis auf das Dichte-
verhdltnis gnv/' zahlenmdBig gleich den kontravarianten Komponenten

des Cauchyschen Spannungstensors. Wie man leicht zeigt, gilt aber fiir
die kovarianten Komponenten

Py
7:«. = % o GHK é‘/w.

7;((_ = = Trs g’eh VQMGM G,

Unter Beachtung von Nansons Formel (4.16) wird mit (4.54)
7 a0 L5 A0 . :47’/\7
0L~ A w55 = Al (F) I F
3 O, = AOy
- (4.55)

- £ LN,

Damit wird der auf die Referenzkonfiguration 2 bezogene integrale Im—

pulssatz

o, (E~%) dvy + FTNA) =5,

A G

Das hier auftretende Oberflichenintegral 14Rt sich jetzt mit dem GauB-

. . . =
schen Integralsatz flir zweistufige Tensorfelder Z

Jrza - rea,-f £y o
Y a

5?2 4

in ein Volumenintegral umformen, so daB der integrale Impulssatz die

Form

/% /g—yz) + Z/f]/r/a’/)& = 0

wird als eindeutig und stetig und als stetig vorausgesetzt.




erhdlt, Da dies fiir jeden beliebigen Integrationgbereich gelten soll

(Lokalitdtspostulat), muf der Integrand verschwinden:

S b- 770) # IZ’ /f[}7 = 0, (4.57)

‘e

Dies ist der lokale Impulssatz. Hierbei sind die Vektoren b und R
auf die Basis der Referenzkonfiguration zu beziehen, wenn eine Komponen-

tendarstellung vorgenommen wird.

Mit diesem Ergebnis 1#Rt sich der Energiesatz (4,20 'reduzieren". Mit dem

——

GauBschen Integralsatz filir Vektoren a

j 1, &/% = f N a &/ﬂ% (4.58)
Ve | On
und mit (4.20) wird das Oberflichenintegral der Spannungsleistung im

Energiesatz (4.27) umgeformt!

SS 7%,/[,_:_7)/@40/2 = jg/ﬂ (/Z‘[/rﬁ);/&%
0 O

R

Il

]V W ((FrVB)

Ist

Z = Z" G, ® 6, =(FT)

4-5=70&A/6N , fé:?ép/vg:”

dann wird mit (3.20)

M ’ av .

(T 2)p + e[ E (G

i

(4.59)




Beachtet man ferner, daB

— [

%@75 = _/f V% ® P = f (4.60)

/

=~

dann wird aus dem integralen Energiesatz (4.20)

f, 5 4 //g (5-F) G (€1)].

\?:n.
‘\

e
%

(4.61)

%J//Z[r[fff?—["j* fk ’ZZ’} 5/%
%

Unter Beriicksichtigung des lokalen Impulssatzes (4.57) folgt damit

schlieflich der "partiell reduzierte' Energiesatz

J%eéf/% :/ ST FT /-‘/+; /(/w/c/l/
”

(4.62)

Die Bezeichnung '"partiell reduziert" soll zum Ausdruck bringen, daB der
Leistungsbeitrag der Massenkraftdichte b climiniert worden ist, nicht

aber der Beitrag durch die Massenmomentendichte ya

4.2.3 Invarianzeigenschaften bei Ubergang zu beliebig rotatorisch beweg-

ten Beobachtersystemen

¥*
Bewegt sich das Beobachtersystem $§ relativ zu :; beliebig rotatorisch,
.. * .
wobei die Urspriinge C?‘und O" zusammenfallen sollen, dann gilt
[}
- _ 2 - ;
Z¥=5 <&'= & = () (4.63)

/ )




Im vorhergehenden Kapitel folgte aus der Forminvarianz des Energiesatzes
gegeniiber Galilei-Transformationen der integrale Impulssatz (4.50) bzw.
(4.52) . Man beachte, daB der Impulssatz (4.52) im Beobachtersystem :3*
unabhidngig vom Bewegungszustand des Beobachtersystems hg*- gilt, also
forminvariant ist. Diese Forderung kann als ein Ausdruck des allgemeinen

Relativitdtsprinzips angesehen werden.

Mit (4.43)1 und unter Beachtung der Tatsache, daB die Integrationsgren-—

*
zen in 23 und 72 zahlenmiBig dieselben sind, wird aus (4.52)

J

%

_ %

— e K _
S0 (5 F Yty + Qe § b df, =57,
6%
mit (4.51) erhdlt man schlieBlich

/s; (G535~ Quy (5-F)]df=0" wen

/
%%

so daB sich daraus wegen der Beliebigkeit des Integrationsbereiches

g*—ﬁ& = _@[&j (5_” 75/ (4.65)

— &
ergibt. Die Aufl8sung nach b liefert damit das Transformationsgesetz

flir die Massenkraftdichte & bei Ubergang zu beliebig rotierenden Beobach-
tersystemen. Das Transformationsgesetz (4.65) macht deutlich, daR nur

die Differenz zwischen der Massenkraftdichte und der Beschleunigung

ein vom Bewegungszustand des Beobachtersystems unabhdngiger Vektor

(d.i. objektiver Vektor, vergl. Kap. 4.2.6) ist, nicht aber die Massen-—
kraftdig&te selbst. Fir das Transformationsverhalten der Massenmomenten-

dichte,l soll die Annahme

Z* - Q/&/Z (4.66)

getroffen werden. Diese Hypothese ist dadurch motiviert, daB man sich

Volumenmomente durch statisch dquivalente Paare von Volumenkriften er-




setzt denken kann. Wenn eine vom Verschiebungsfeld unabhingige Eigendreh-
bewegung vorhanden ist, dann wird man ein Transformationsgesetz zu er-
warten haben, das analog (4.65) aufgebaut ist, wobei hier dann anstelle
von fg die Eigendrehbeschleunigung treten wiirde. Da fiir diese Betrach-
tungen aber eine Eigendrehbewegung nicht vorhanden sein soll, ist die

Transformationsbedingung (4.66) naheliegend.

Ferner soll hier noch das Transformationsverhalten der beiden Spannungs-
tensoren angegeben werden, das spiter noch bendtigt wird. Fiir den
Spannungsvektor ¢ in der Momentankonfiguration, wie er sich im Beobach-

tersystem ;? darstellt, gilt die Transformation (4.42% und der Normalen=-

vektor 77 transformiert sich analog

QA n (4.67)

(man beachte den Unterschied zu der Transformation des Normalenvektors N
£

der Referenzkonfiguration (4.45)). Im Beobachtersystem /s geht (4.53)

iber in

¥ K -
f’ = jf ¢ * i

mit (4.67) folgt

7% - Q1 Q" (4.68)

als Transformationsvorschrift fiir den Cauchyschen Spannungstensor. Unter
Beachtung der Begriffe von Anhang (1) ist demmach der Cauchysche Spannungs-
tensor t ein objektiver oder beobachterlnvarlanter Tensor. Mit der
Definition (4.54) fiir den Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor 2. Art

. . ®
gilt zundchst im Beobachtersystem Ag

_7'*.: c/ef/F/ /F/

Mit dem Transformationsgesetz fiir _é? (4.44) und

oot F7) = detlF ),




wird

wegen (4.68), (4.54) und wegen der Orthogonalitit von é; erhdlt man
schlieRlich

* T |
_Z- = @I@ ' (4.69)
7'%

Daraus folgt sofort, daR die Komponenten von / bezogen auf das Refe-
* .
renzsystem R zahlenmiBig dieselben Werte haben wie die Komponenten

von I im Referenzsystem & . Denn mit

¥ - - — —
T = TG 96 T=T7"6ce 6

o /

und (Al1.4) bzw,
—_ ol 4 - A
Q= 6,06 = G 66,

ist

\{
X
r~
h
~
N
r

(4.70)

Mit diesen Ergebnissen und Annahmen werden jetzt weitere Folgerungen aus
der Forminvarianz des Energiesatzes bei Ubergang zu beliebig rotierenden
Beobachtersystemen abgeleitet. Unter Beachtung der Transformationsgesetze
von Kap. (4.2.1) sowie Gl. (4.65) und (4.66) 14Rt sich jetzt der
Energiesatz (4.22) im Beobachtersystem Ay# wie folgt darstellen: Aus
(4.22) folgt zunichst

o * . gy LF —% 7. "
S £ Ay =[5 [(EF) 2wl
2 |

bk
ik 2 ¥ #
+j6* Tpe " A G

Op¢

a :4/:; 7 f%é?




und nach Einsetzen der Transformationsbeziehungen

8 £ dlY, /g% //Q (5-3))-(-Q (5 xp) + 2 )
y |
HQZ)- (@ (-5 + 7)) [dY,

Y

0 (Q%) (90557 4#) %
Or
U

2 (4.71)
£ Ha
= [ [(5-F)F +£F]ak
Y
7‘550&1‘}'75’ A, + #H, + g ‘
(. g

Mit dem Energiesatz (4.20) im Beobachtersystem RY folgt aber jetzt aus
(4.71), daB der Ausdruck in geschweiften Klammern {...} verschwinden muf.
Unter Beriicksichtigung des Permutationstheorems filir Spatprodukte dreier

Vektoren erhidlt man daher

R (4.72)

Da Xy beliebig wihlbar ist und die geschweifte Klammer in (4.72) unab-

hingig von & ist, folgt schlieBlich




Dies ist der integrale Drehimpulssatz fiir das Beobachtersystem,s , darge-

stellt in der Referenzkonfiguration & . Mit Ausnahme der Massenmomenten-

dichte Z? hat er klassische Form; die hier zu bildenden Momente sind be-

zliglich des Ursprungs 0 des Beobachtersystems S zu ermitteln.

Die Uberfiihrung in eine lokale Bedingung erfordert zunidchst die Umrech-

nung des Oberflidchenintegrals in ein Volumenintegral. Das Vektorprodukt
13R8t sich zun#ichst darstellen durch

- T kim =~
70 X Z?C = é%? 7&% L ék Y C;’K
— (4.74)
- ‘/7 — L
rfﬂl = é%)y C} ) 7%9 = 7; L é;
kLM
wobel é;’ den Permutationstensor

KM 4 [+ ~ +4 KLM “zyklisch

= Sy - & :Vé; - i antizyklisch (4.75)
2 G177 ) Thkin 1 . o
I») zwel oder drei Indizes
gleich
—
darstellt. Mit dem Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor 1, Art L9 ist

L=EIN=LWN | T:=FT=

es wird dann

— ML
42L s @GN/<4,76)




Der GauBsche Integralsatz liefert weiter

b et

Op On,

_ Y KLt N = ~ (4.77)
"X/VR 672 //%L EM v @ k)d%
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Hier wurde die Kettenregel fiir die kovariante Ableitung von Tensorpro-
dukten verwendet und die Tatsache, daB
KLm
, = O .
R ) S
Berilicksichtigt man jetzt die Definitionsgleichung von 1; Gl. (4.76)]sowie

(4.77), dann erhilt der Drehimpulssatz die folgende Form

/V/W[%/é"ﬁ) + G (ET)] » 9 4
%
A VI DR e g,(,/ Ay, = o

(4.78)

Vektorprodukt und wegen der Beliebigkeit des Integrationsbereiches er=~

hdlt man schlieBlich den reduzierten lokalen Drehimpulssatz

ki

T ya % (4.79)
S s Thmw G + 5 © '

I

oder auch

— — NS - —
Pos X Pou 9yl =0 (4.80)

e




Bei Verwendung mitgeschleppter Koordinaten mit der ko- und kontravarianten

Basis ?‘5 = 7-‘;5 und 55 (Gl. (3.15)) erhdlt (4.80) auch die Form

NS..Q — —
m 4,81
€ cva 1A g + 8, L 5. (4.81)

7 =M
mie A= Eu éz und unter Beachtung von (4.54)1 gilt dann

L
Epm t° + 844 =0

baw. L (4.82)
ka_ ZI Lk = % Q ZM , /(}L,M ZyKLISC #
7

i

Verwendet man dagegen ausschlieBlich Gr¥Ben, die auf das Referenzsystem
. . 7 ~a
bezogen sind, dann erhdlt man aus (4.79) mit AL = zﬁ,CS und

unter Beriicksichtigung der Eigenschaften des Permutationstensors (3.7)

N

¥4
€y kM S 5 by = ©

bzw. flir zyklische Indizes /€£7A4 ' L (4.83)
KL Lk «  SrHs_gsw) oo A
S-S =@;M(7_ 7_)72,-;"'/6—*573[/4

wobei

- — A5
Ke Ke « 7 L
6= @G’ S.’: ,
5) Y R in % s
Spaltet man den Cauchyschen Spannungstensor 3:, in seinen symmetrischen
und schiefsymmetrischen Anteil auf

-~ a
zf = Zi -+ Ef

e~

7 (4.84)

Fogfted)  t=i(t-t)

und beachtet, da8
<

€ ZLK‘——*O

KLt




dann folgt aus (4.82)1

a
ST (4.85)
E wine ZL = S .
Mit 1_8]_/
Pl
PQM
E,m € = gK/_
und & L P
P
Nis g“ ~ {“7 N A
KL
folgt aus (4.85) schlieBlich
t =125 € L. (4.86)

Analog gilt fiir den schiefsymmetrischen Anteil des Piola=Kirchoffschen

Spannungstensors 2. Art

f?M.: P 717/5 & =+ 29 5)€PWLM‘ (4.87)
L= W R s 2 7%
Die Ergebnisse (4.86) und ebenso (4.87) zeigen, daR der schiefsymmetrische
Anteil der Spannungstensoren .; und ZT vollstdndig durch Vorgabe der
Massenmomentdichte bestimmt wird. Ist insbesondere kein Volumenmoment
vorhanden, so verschwinden die schiefsymmetrischen Anteile der Spannungs-
tensoren, so daB

t=t"

— l

— 7
/= 1. (4.88)

Un zu dem Ergebnis (4.79) (lokaler Drehimpulssatz) bzw. seinen Alternativ-

formen (4.82) und (4.83) zu gelangen, 148t sich noch eine abgekiirzte Ab-

chung (4.62), in der die Leistung der Massenkraftdichte 4 nicht mehr
enthalten ist, ausgeht. Invarianz bei Ubergang zu einem beliebig rotato-
risch beweéten Beobachtersystem liefert dann auch hier (4.79). Der hier
angedeutete Weg wurde von Green und Rivlin 1—42_7 fiir Probleme ohne Volu-
menmomente beschritten. Der scheinbare Vorteil dieser Vorgehensweisel kei=
ne Aussage iiber das Transformationsverhalten der Massenkraftdichte &
machen zu miissen, erweist sich aber bei anderen Problemstellungen als

nachteilig (Kap. 8.2).




4.2.4 Zum lokalen Impuls- und Drehimpulssatz

Mit der Aufspaltung des Piola-Kirchhoffschen Spannungstensors 2. Art in

seinen symmetrischen und schiefsymmetrischen Teil

T=f¢f

p—

/7 +77) 7-3/7-77)

(4.89)

1

:?/,L

wird der Divergenzterm im lokalen Impulssatz (4.57)

—_— - e 2T
V.(FT) = G (FT) + Y (FT

Weiter 1iRt sich der lokale Drehimpulssatz in der Form (4.87) auch durch

o

o ool g
s
£7F =33, <, Ly Gp e GQ (4.90)

-
darstellen. Multiplikation mit der Inversen von Z? erlaubt dann schlieB-
lich den lokalen, auf die Referenzkonfiguration bezogenen Impulssatz (4.57)

in der folgenden Form zu schreiben

-— ve —_— <
8l&-%)+ WIET)
el - Vet — — _
¢ T VE & Gu Gr) = D

Bei Verwendung mitgeschleppter Koordinaten (Momentankonfiguration ist

(4.91)

Bezugskonfiguration) und des Cauchyschen Spannungstensor l: lautet der

lokale Impulssatz
— e — 7 S =
5/6—70) + V' = O,

Ferner ist (4.86) dquivalent
a

-~ PRM py -
t = j7s € /Mf/oafm;
so daB der lokale Impulssatz in mitgeschleppten Koordinaten auch die Form

S/ &-5) + 7 - V(% éP‘Z”/M%&;?&) - >
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hat. Damit ist gezeigt, daB der lokale Impulssatz auch allein mit dem
symmetrischen Anteil des Spannungstensors dargestellt werden kann. Der
schiefsymmetrische Anteil 1#8t sich vollstdndig durch die eingeprigte
Massenmomentdichte £ (bzw. Volumenmomentdichte 3'e ) darstellen. For-
mal gesehen wirken diese Terme wie zus#tzliche Volumenkridfte: auf diesen

Gesichtspunkt wird besonders im Teil 2 der Abhandlung eingegangen werden.

4.2.5 Der reduzierte Energiesatz

Mit der lokalen Bedingung (4.87) kann jetzt der partiell reduzierte
Energiesatz (4.62) auf eine Form gebracht werden, in der der Leistungs-—

o

beitrag durch die HuBere eingeprigte Massenmomentdichte £ picht mehr

-

enthalten ist. Man ordnet dazu den Vektoren V4 und “* schiefsymmetri-

sche Tensoren

A=A We-w

zu, derart daB

Aa=Lxa |, Wa

e

X a

%v

gilt ( & beliebig). Dann sind die Komponenten von (43 und fy/ durch

A= &y L, = Ex L, (4.92)

KM

und entsprechend fiir gegeben. Man zeigt dann leicht, daB
o= F A (AW
Low = F (AN, (4.93)

Wegen (4.92) folgt jetzt aus der lokalen Bedingung (4.87) bzw. (4.90)
'

a,
Z‘,E = 7 % A (4.94)

ez P LS.

so daR (4.93)
- a 2 T
Z.w =+ b(FTLFW (4.95)

ergibt. Ferner 148t sich der erste Ausdruck im Integranden der rechten Sei-

te von Gl. (4.64) unter Beachtung von (3.58) und (3.59) wie folgt umformen:




b/ TTFE] = & [FEFTF]
= ST

bl L ST/

b [ (D *HW)ST]

bl ST0] + L SW]
b730] - b [SK]

¥

(4.96)

It

{1

so daB man mit (4.95) aus (4.96)
g o
7o T g - ’
er[z— f/f,] '/’j% ['W = ZL/‘[ 7_ _7 (4.87)
éi (3.33) und den Lag-

erhdlt. Mit dem Lagrangeschen Verzerrungstensor

rangeschen Verzerrungsraten éf (3.66) wird
-

D= FTEFE

o~

so daR man schlieBlich
~ , -4 ¢
Ll FTED] = b [T E] (4.9

ermittelt, Wendet man den GauBschen Integralsatz auf den Oberflichenterm in
(4.62) an, dann 148t sich wegen (4.97) und (4.98) die Energiebilanzgleichung
(4.62) wie folgt darstellen

//5’79E.-fn[z_f_‘]’f,e*v‘Z‘é;fd‘é"O. (4.99)
Yz

Wegen der Beliebigkeit des Integrationshereiches folgt daraus als lokale

Bedingung die lokale reduzierte Energiebilanzgleichung

O -

jz,é—fn[_z'f]'f)ar*pn'gﬁ = 2. (4.100)




Man beachte hier, daB in dem Spannungsleistungsterm
- %
LT ET
nur der symmetrische Anteil des Spannungstensors einen Beitrag liefert.
Bei Problemen ohne Volumenmomente (:f =8) ist der Piola-Kirchhoffsche

Spannungstensor 2. Art .Z_ symmetrisch, so daB damit die lokale reduzier-

te Energiebailanzgleichung ihre iibliche Form

Jﬁa ég - 747 Z-jr éf_] - j%e v o+ ;;3 ‘ézn, = O

annimmt,




5. Auswertung der Entropieungleichung und der Beobachterinvarianz fiir

thermoelastische Stoffgleichu’ngenx

5.1 Die Entropieungleichung (Clausius-Duhem Entropieungleichung

Neben dem Energiesatz steht in der Gleichgewichtsthermodynamik (Thermo-
statik) als zweites fundamentales Prinzip der 2. Hauptsatz, fiir den im
Rahmen der Gleichgewichtsthermodynamik verschiedene alternative Formu-
lierungen vorhanden sind, die unbestritten sind 1—82_7. Fiir Nichtgleich~
gewichtsprozesse gibt es bisher kein allgemein akzeptiertes Prinzip oder
Konzept. Verschiedene Konzepte mit z.T. sehr unterschiedlichen axioma-
tischen Strukturen sind vorgeschlagen und angewandt worden [-83, 84_7,
auf die hier aber nicht eingegangeﬁ werden kann. |

Im Sinne der Terminologie von Hutter £=83_7, der die klassische
irreversible Thermodynamik (der Vorginge) und die rationale Thermodyna-
mik, u.z. die Clausius—Duhem Theorien und die entropiefreien Theorien,
unterscheidet, soll hier eine Clausius-Duhem Theorie zum Ausgangspunkt
genommen werden. Die hier verwendete Formulierung des 2. Hauptsatzes
fiir Nichtgleichgewichtsprozesse entspricht vollstindig der von Coleman
und Noll [—49_7, Truesdell-Noll 1_66, 51_7 und Truesdell [_50_7 postu-
lierten (vergl. auch Gurtin [—47_7) Form der Clausius-Duhem Entropieun-

gleichung, u.z.

o s 2 [V - § 220
v % 4

Als neue, in dieser Studie bisher nicht erkldrte GrdBen, sind hier die
spezifische Entropie 7 und die absolute Temperatur 7 vorhanden. Beach-

tenswert ist, daB die Begriffe Entropie und absolute Temperatur in der

elngefuhrt werden (erste Teilaussage des 2. Hauptsatzes / 82_7), wdhrend
hier an Anlehnung an dieses Ergebnis die Existenz dieser Gr8Ren postuliert
wird.

Mit (4.13) und (4.17) stellt sich die Entropieungleichung (5.1) in

der Referenzkonfiguration wie folgt dar

* Diese Darstellung folgt weitgehend der von Coleman und Noll / 49 /
Der mit diesen Konzepten vertraute Leser kann dieses Kapitel dbergehen.
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Mit dem GauRschen Integralsatz, die Differenzierbarkeit von QZQ//%-
vorausgesetzt, 148t sich das Oberflichenintegral in ein Volumenintegral

Uberfthren und man erhdlt

[fai-5F 0B z0, o

diese Ungleichung soll mit der Lokalisierungshypothese fiir alle Inte-

grationsbereiche gelten, so daB damit als lokale Entropieungleichung

S)n/é"fnf+ @; /i)::

-
(5.2)

= 5% 7T~ 5%

folgt,

4 — = A =
%7‘\7?;? ‘fa'gf 0

Die Forderung nach Forminvarianz der Clausius-Duhem Entropieungleichung

bei Wechsel des Beobachtersystems bedeutet, daR

ngf/ « 7 ﬂ//, 2 %f
7 q;i

Qfe* &/Q

(5.3)

im "bewegten'" Beobachtersystem gilt. Fiir die absolute Temperatur werde
verlangt, daB sie ein beobachterinvarianter (objektiver) Skalar ist,

so daB fir sie die Beobachtertransformation
< .
7 =T (5.4)

gilt. Aus der Forminvarianz der Entropieungleichung und unter Beachtung
der bekannten Beobachtertransformationen der anderen Gréfen in der Un-—
gleichung folgt dann die Objektivitdt (Beobachterinvarianz) der spezi-

fischen Entropie

/7 = ’? , (5.5)
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5.2 Thermodynamische Prozesse

Ein "thermodynamischer Prozess" in einem Kdrper wird durch die folgen-

den Funktionen beschrieben:
1. Die Momentanposition
7= A(B
eines materiellen Punktes, dessen Position in der Referenzkonfigu-

ration durch P gegeben ist.

2. Der Spannungstensor

[ =T(ht)

ey

3. Die Massenkraftdichte

[

b= b(P )
4. Die Massenmomentendichte

J- PP
5. Die spezifische innere Energie

=& (Pt
6. Der WirmefluBvektor

G- 5P
7. Die Wirmequelldichte

= r(Pt)
8. Die spezifische Entropie
7= 7 (Pt
9. Die absolute Temperatur

7=T7(Ft) >0

die als positiv angenommen wird.
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Dieser Satz von Funktionen bildet einen ''thermodynamischen Prozess',
wenn die Energiebilanzgleichung zusammen mit den Invarianzforderungen
(oder alternativ die Energiebilanzgleichung, der Impuls- und der Dreh-
impulssatz) fiir jeden beliebigen Teil des Kérpers erfiillt werden. Mit
anderen Worten miissen die in Kap. 4 abgeleiteten lokalen Bedingungen

(4.57), (4.79) und (4.100) simultan erfiillt werden.

Um einen derartig definierten thermodynamischen Prozess hinreichend zu
beschreiben, geniigt die Angabe der Funktionen 7%, I; 5/ %} /?)

und / ; die verbleibenden Funktionen b, L und 77 sind dann ein-

gelegt.

5.3 Thermoelastische Stoffgleichungen

Ein thermoelastisches Material mit Wirmeleitung sei durch die folgenden

Stoffgleichungen charakterisiert:

v - _— =
Spez. innere Energie £= & /ﬁK ) /) Vp /)

Spannungstensor (Sym.Anteil)

f(5.6)

Warme fluBvektor '?K’/: ?73/75//@ /, —V; 7)
Spez. Entropie 7 _ 7\/ (75,;( ') 7'; @ 7_),

Hierbei wurde beriicksichtigt, daB der schiefsymmetrische Anteil des
Piola~Kirchhoffschen Spannungstensors 2. Art bei Vorgabe der Volumen-
momente vollstdndig bestimmt ist wund nur fiir den symmetrischen Anteil

Stoffgleichungen verlangt werden.

Die Liste der unabhingigen Variablen 73/,< , T, % /" wird in allen

Stoffunktionen entsprechend der Bquiprisenzregel als Argumentenliste

s
o

= K 7
angesehen. Anstelle von V}QT“’ G ﬁ;( hidtte auch die Ableitung /)k
allein aufgefiihrt werden kgnnen, und anstelle von 7-5,/( hdtte der Defor-

o K
mationstensor E‘ 7OJK @6 verwendet werden kdénnen.
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Konstitutive Gleichungen unterliegen der Bedingung der Forminvarianz
bei Wechsel des Beobachtersystem (Prinzip der Objektivitdt). Auf die

Bedingung soll aber erst spiter eingegangen werden.

Ein thermodynamischer Prozess soll als zuldssig bezeichmet werden, wenn

er mit den Stoffgleichungen (5.6) vertridglich ist.

5.4 Auswertung der Entropieungleichung: Das Dissipationspostulat

Mit den oben aufgefiihrten Definitionen soll jetzt, den Vorstellungen
von Coleman und Noll 4_49_7 folgend, das folgende Dissipationspostulat

als giiltig angesehen werden:

Flir jeden zuldssigen thermodynamischen Prozess in einem Kdrper,
der hier durch die Stoffgleichungen (5.6) charakterisiert sein
soll, muB die Clausius—-Duhem-Ungleichung in jedem beliebigen

Teilbereich erfiillt sein.

Im folgenden werden kurz die logischen Konsequenzen dieser Forderung

hdlt man dorch Elimination der Wirmequelldichte mit Hilfe des lokalen

reduzierten Energiesatzes (4.100)

. : 7 3 P
5’k7g~§;-§7‘;{r[z—/§—]“7?%'%/ Z 0 (5.7)

Fiihrt man als neue Stoffunktion” die "freie Energie" (Helmholtzsche

Funktion)
v o -
V= E=Tp = VP, T%T) (5.9

ein, dann wird

so dafg

Dies ist nicht als eine legendre-Transformation zu verstehen, sondern

als eine bequeme Abkiirzung; y/ £ und ?; sind Funktionen mit derselben
Argumentenliste. /




und beachtet, daB

S . ke - :/,:KL-L'j7ij'-JL
(7T E] = 7 Ew, 4 (70“‘ P tr 70)

4‘((— - =
a Pox * e

i

i

dann wird aus der Clausius-Duhem Ungleichung nach Multiplikation mit I

C u 15 =
=S (¥ t9T )+ T s~ T8 T2 0, 9

Ausfiihrung der materiellen Zeitintegration und Umordnen liefert

- S

[T, -5 89_7{; ](PM [ "7]7—
(5.10)

_5,[ ]/ 77) — 77, 4T 20,

Entsprechend dem Dissipationspostulat muB diese Ungleichung fiir jeden
zuldssigen thermodynamischen Prozess gelten. Mit den oben aufgefiihrten

Definitionen 148t sich jeder beliebigen Vorgabe der Funktionen
Bewegung 70 = 70 [p/ f)
absol. Temperatur /[ = / (/O, IL)

3
ein zulasslger thermodynamischer Prozess zuordnen, sofern dann nur T,
& ?k und 9] den Stoffgleichungen (5.6) geniigen. Sind 70//01‘) und
/(/D f‘) beliebig einstellbar, dann sind lokal (d.h. fiir 1rgend elnen
materiellen Punkt) auch 70, 70J/</ T V r wie auch 70, //O)K ; /
und (\7 /) beliebig und unabhidngig von einander einstellbar. * Da die
Ausdriicke 1n den ecklgen Klammern ebenso wie ?h V T unabhédngig von

den Raten 7"-‘),(, 7_ (V 7) sind, folgt entsprechend der Coleman-Noll-

x . . * . . » - =7 14
Auf einen Beweis wird hier verzichtet. Dazu wird auf / 49_/ verwiesen.




SchluBweise, daR die Koeffizienten der Raten der unabhingig Verdnderli-
chen identisch verschwinden miissen, d.h.,
" v
4 KL _ oY
7 70 — S A= = O
/K %870/L

i

g—gf + ’Zv O (5.11)
e

2T

N
I
o

und als Restentropieungleichung erhilt man wegen [ >0

h?a o VQT < O (5.12)

¥
¢ v v

Die Bedingungen (5.11) zeigen, daB die Stoffgleichungen _Z; y//f?
nicht unabhingig voneinander gewdihlt werden dﬁrfen; bei Vorgabe der
freien Energie ﬁ: sind die Entropie entsprechend (5.1])2und Spannungen
entsprechend (5.11)]bestimmt. G1l. (5.11)32eigt insbesondere, daf die
freie Energie nicht vom Temperaturgradienten abhingen darf; damit diir-
fen dann auch nicht die Entropie und die Spannungen von den Temperatur-
gradienten abhingen. Die Stoffgleichungen (5.6) vereinfachen sich damit

zu

Ezé/ﬁm /T)
= j;.(/7blk / 7’/)
s 9 (e T, % T) o

/?V/ﬁ’K’T) )

~3 ;§Q> (\ﬁa
“ ‘

wobel immer noch (5.11)1, (5.11)2 und (5.12) zu beachten sind.




5.5 Konsequenzen des Prinzips der Forminvarianz der Stoffgleichungen

Bei Ubergang zu einem beliebig rotierenden Beobachtersystem lauten die

Stoffgleichungen (5.13) wie folgt

\
= R, T )

7T, 7)
é/:* B ée;( /J:K / &/ Z; 7)7

7 (B T7) J

Wie vorher angegeben worden war, transformieren sich die Werte der Stoff-
funktionen (die abh#ngig Ver#nderlichen, d.s. die linken Seiten von (5.6))
und die Argumente der Stoffunktionen (unabhingig Verinderliche) bei Uber-

gang zu einem beliebig rotierenden Beobachtersystem nach folgenden Regeln:

g = g
x _
7 =7
e T
_..46' -C} — 7— ( k‘é A M
Yk T ok @;Kza*’;%;'(>(5.15)
— __* — d i - ¢ - v
(GT)= QT | bl | T =1,
4 d < el
T-@re’ Jre= T
—
@

?A"‘ = é@, g:k - %3(

Qfs E:rminVarianzprinzip besagt nun im Hinblick auf die Stoffunktionen

‘S, £ etc., daR fiir zweil im beliebigen Bewegungszustand befindliche

e

Beobachter, deren Koordinatensysteme kontinuierlich auseinander hervor-
gehen, die Stoffunktionen die gleiche Form haben. In Komponentendar-

stellung fiir die Stoffunktionen bedeutet dies




(R T) = E(Pu, T
/7m/7b.;/7.x/ = ?/75; /7")
K+ 2 6‘//, _ #
TR(E T = T (e T
V¥ _ ¢ v _ -
45, T GT)= 4 T, 0T))

Stoffunktionen ergibt jetzt zu-—

5(5.16)

Diese Forminvarianzforderung fiir die

sammen mit den Transformationsregeln (5.15) .die folgenden Bedingungen

flir die Stoffunktionen:

é/[gfgm/?-):g/ﬁk/rj
?‘/(Q//:}K,T); 7V/7’5/k,7)
?’AKL/Q@/&/F) = %KL/ﬁK/T/
(R, T AT = G (P T, GT)

Aus (5.17) lassen sich weitere logische Konsequenzen mit Hilfe des

(5.17)

Cauchyschen Representationstheorems [_66,S.Z7+28; 26 _/ ableiten:

Ist 8?6/415/ 422, --«ZQW) eine eindeutige Funktion von % Vektoren

~

YV, und ist invariant gegeniiber Wechsel des Beobachtersystems

(eigentlich orthogonalen Transformationen), d.h.
Ao 7y B) = fOE2, B, D5
QQ"- @@= 2 , A(A)=*7,

dann ist é{ reduzierbar auf eine Funktion, die nur von den Skalar-
und den skalaren Dreifachprodukten <% 1‘1%JV7ﬂg)

produkten %7 %%'
1# 4 4L abhingt.

v
Demnach 148t sich beispielsweise die innere Energie & darstellen durch

eine Funktion mit den Argumenten

E:é/?/f/v ) %JKL / 7);




wobei
j/«m/ N 73//‘/
/é ) = 75- o//— )( //.5 )
JKL )7 /O/K )L

und die Indizes die Werte | bis 3 annehmen. Das skalare Dreifachprodukt

(5.18)

/%7 X L verschwindet identisch, sofern nur zwei Indizes gleiche

Werte annehmen. Die nicht verschwindenden Dreifachprodukte sind
/4423 - 7?'7 ’ /73)2 )(7913)
sowie 44234 und /46\371 .

Nun gilt bekanntlich fiir drei linear unabhingige Vektoren C; , C} y (}

e, (C,xC3) = /Jgu[@'(@)(@)] det (7. )

F.Z, G, C, (0 |

1iTe T e 2 {(5.19)
ot (C;) = |Cpl, C ¢ Coria |

- - - — i

Cy' & GG G 'ZJ .

Die Basisvektoren des Koordinatensystems in der undeformierten Ausgangs-—

konfiguration ;BK K=2,3 bilden per definitionem ein rechtshidndi-

ges System, so daB

/Jj% [//37 '(’éxéz)]: 71
det (P.) # 0

Die Vektoren 7§)K bilden die Basis des mitgeschleppten Koordinaten—
systems in der Momentankonfiguration. Da die ’7§K /<:¢2;3 als
Tangentenvektoren an drei materielle Linien aufgefaBt werden k&nnen
und diese in einem materiellen Punkt nicht jeweils zueinander parallel

werden diirfen (m.a.W. f§4' %@& /4%3 kdnnen zu keinem Zeitpunkt gleich-

zeitig in einer Ebene liegen), gilt

4;« [4423 J = 741, Z'%xw]: /"j"'//{um): 7"‘7. (5.20)




Stellt man die drei verbliebenen skalaren Dreifachprodukte mit Hilfe von
(5.19) dar und beachtet jetzt (5.20), dann wird erkennbar, daR Dreifach-
produkte vollstdndig durch Angabe der Skalarprodukte é%wm’ bestimmt sind.
Die A‘JKL kénnen also in der Argumentenliste fiir die innere Energie

gestrichen werden. Damit reduzieren sich die ersten drei Stoffgleichungen

von (5.16) auf
v
- &g, T
A ' (5.21)
Y = 'Zv(jfw, 7;)
Txc(jﬁ”/ /)’ -

Ganz entsprechend sind die Argumente der Funktion yb durch éZqA/ und
T'bestlmmt Die reduzierte Stoffunktion fiir den Wirmestrom soll hier

nicht weiter verfolgt werden.

Mit diesem Ergebnis wird aus (5.11)l
31 v
[TKL - / )_/ K /'
99, LK agx

da die '73k voraussetzungsgemdB (linear) unabhingig voneinander ein-
stellbar sind, ist diese Null-Vektor-Bedingung nur dann erfiillt, wenn
die eckige Klammer identisch verschwindet .h.
¥

TS . (5.22)
/ 973 / ?KL gLK

Damit sind das Dissipationspostulat und die Beobachterinvarianz fiir

die innere Energie und den Spannungstensor ausgeschdpft. Es bleibt noch,
die konstitutive Gleichung fiir den WirmefluB zu analysieren; darauf
wird hier verzichtet. Es sei schlieBlich noch angemerkt, daB sich wegen
(3.30) - (3.33) die abhingigen Ver#nderlichen 7 , ¥ etc. auch
als Funktionen der Komponenten éivﬂ des Lagrangeschen Verzerrungs-—

tensors darstellen lassen; dies ist die gebrZ#uchliche Darstellung.




5.6 Die Temperaturinverse als unabhingige thermische Variable

Anstelle der absoluten Temperatur kann die Temperaturinverse

A= =
als unabhingige thermische Variable benutzt werden; wie sich spdter
zeigen wird, hat dies Vorteile fiir die Entwicklung der Schalentheorie,
insbesondere bei der expliziten Verwendung des 2. Hauptsatzes in Form

der Clausius-Duhem Entropieungleichung. Es sollen daher die oben abge-

leiteten Konsequenzen aus der Clausius-Duhem Ungleichung unter Verwen-—

dung der Variablen 11 hier dargestellt werden.

.. } ) , I v .
Die integrale Clausius-Duhem~Entropieungleichung (5.1)" erhdlt die

Form

2o qdi = fs,rddl, ~§ geRAd0 o
z Yz 2

und die lokale Entropieungleichung lautet

Af_ A 4_ ,ﬂ _L? ' >’ 0
%77 V@ﬂv/lv./l\vm e T In U,Q/z =z .
Mit Hilfe des lokalen (reduzierten) Energiesatzes wird daraus

.. o
S — pp N s ANB[TE] » 3, WA 20,

Mit der Massieuschen Funktion / 84 7

¢=7—5/\
¢=_}L/1.
wird die. lok. Entropieungleichung

§n/¢;4gj/+./lléf[f§’] + 2y 1, A

(Y
]




Die hieraus unter Beachtung der Beobachterinvarianz abgeleiteten Re-

striktionen lauten schlieBlich:
7,{-/“ =—%§72 /’Bg;@ éZLK)
_ _ 2¢
£ T oA
22 _ o,
A
5,02

Mit diesen Einschridnkungen 1#Rt sich die Entropie ? durch die Massieu-

)- g - /\.Wﬁ,

5.7 Ergidnzende Bemerkungen

sche Funktion ¢ darstellen

Die in Kapitel 4 dargestellte SchluBweise zur Herleitung der lokalen
Bilanzgleichung fiir Impuls, Drall und Energie aus der integralen
Energiebilanzgleichung und seinen Invarianzeigenschaften gegeniiber
Beobachtertransformationen ist schematisch in dem logischen Schema
Abb. 3 dargestellt. Dieses Diagramm bezieht sich allerdings auf den
Fall, daB keine Volumenmomente &[vorhanden sind. In Erginzung dazu
ist in Abb. 2 die abgekiirzte Ableitung von Green-Rivlin ebenfalls an-
gegeben. Es sei hier noch einmal deutlich hervorgerufen, daf die hier
abgeleiteten lokalen Bedingungen isoliert gesehen, ohne Kenntnis ihrer
Herleitung nicht unmittelbar einsichtig‘sind. Man muf sich klarmachen,
daB diese lokalen Bedingungen eigentlich Konsequenzen bestimmter Feld-
definitionen (skalare, vektorielle und tensorielle Felder), der inte-—
gralen Energiegleichung und seiner Invarianzeigenschaften sowie be-—
stimmter Transformationsgesetze sind, im Verein mit der Forderung, daB
die integralen Bedingungen in der angegebenen Form fiir jeden beliebigen
Teilbereich eines Kdrpers zu gelten haben (Lokalisierungshypothese).
In der Herleitung besteht eine bestimmte Sequenz, die eine Hierarchie
in den Gleichungen zur Folge hat. So ist z.B. der lokale Drehimpuls in

der Form (4.79) nur dann ableitbar, wenn zugleich der lokale Impulssatz




erfiillt wird; daher ist dann fiir Probleme ohne Volumenmomente die Symme-
trie des Spannungstensors nur dann ableitbar, wenn der lokale Impulssatz
exakt erfiillt wird. Entsprechend ist der schiefsymmetrische Anteil des
Spannungstensors nur dann durch das Volumenmoment vollstdndig bestimmt,
wenn wiederum der lokale Impulssatz exakt erflillt wird. Ganz analog setzt
die lokale Energiegleichung voraus, daf der lokale Impuls— und Drehimpuls-—

satz exakt erfiillt werden.

Die Auswertung der Clausius-Duhem Entropieungleichung entsprechend der
Coleman-Noll Interpretation ist in dem logischen Schema Abb. 4 darge-
stellt; auch hier beschridnkt sich die Darstellung auf den Fall, daR
Volumemmomenteswfnicht vorhanden sind. Die oben angesprochene logische
Sequenz setzt sich auch fort in der Coleman-Noll SchluBweise im Zusammen-
hang mit der Clausius-Duhem Entropieungleichung: Die abgeleiteten entro-
pischen Restriktionen setzten die exakte Erfiillung der lokalen Bilanz-

gleichungen voraus.

Diese Situation erhdlt ihre besondere Bedeutung, wenn Ndherungstheorien
und -18sungen entwickelt werden; hier werden die lokalen Bedingungen
nicht mehr exakt erfiillt. Stellt man sich auf den sehr wohl vertretbaren
Standpunkt, daf die lokalen Bedingungen nicht die fundamentalen physika-
lischen Prinzipe darstellen, sondern vielmehr mathematisch-logische
Konsequenzen tibergeordneter physikalischer Integralprinzipe sind, dann
erscheint die Entwicklung von Ndherungstheorien (wie z.B. eine Schalen-
theorie), ausgehend von lokalen Bedingungen, zumindest unter physikali-
schen Gesichtspunkten undurchsichtig. Eine rationale und rigorose Ent-
wicklung, ausgehend von integralen Fundamentalprinzipen, erscheint an-

gemessener.,

SchlieBlich sei noch auf einen besonderen Aspekt in Zusammenhang mit
der angenommenen EZxistenz von Volumenmomenten hingewiesen. Normaler-
weise wird das Vorhandensein volumenhaft verteilter externer Momente
aufgrund physikalischer Argumente oder schlicht aufgrund einer ad hoc-
Annahme ausgeschlossen. In unseren Betrachtungen waren sie aufgrund
einer ad hoc-Annahme beriicksichtigt, nicht aber die Momentenspannungen
und der Spin. Wie aus der Literatur bekannt und auch hier entwickelt,
i1st der schiefsymmetrische Anteil des Spannungstensors durch Angabe
der Volumenmomente (und bei Kenntnis des Verschiebungsfeldes) vollstdn~

dig festgelegt. Stoffgleichungen sind dann nur noch erforderlich fiir




symme trischen Anteil des Spannungstensors; dies ist insbesondere auch
ersichtlich aus den Restriktionen fiir die Stoffgleichungen. Wie die Be-
trachtungen in Kap. 4.2.4 gezeigt haben, 1d4Rt sich die lokale Impuls-
bilanzgleichung so formulieren, daB in ihr nur der symmetrische Spannungs-
tensor auftritt; neben der aktuellen Volumenkraft treten in dem

lokalen Impulssatz jetzt aber Gradienten des Volumenmomentes auf. Formal
kann man daher diese beiden GrdBen zu einer '"modifizierten Volumenkraft-
dichte" zusammenfassen. Es gilt daher folgende allgemein giiltige Aus-

sage:

Kontinuumsmechanische Probleme, in denen neben Volumenkrdften auch
Volumenmomente vorhanden sind, der Spin und Momentenspannungen aber
auBer Betracht gelassen werden, kdnnen formal mathematisch wie ein
klassisches kontinuumsmechanisches Problem {(d.h. ohne Volumenmomente
etc. und mit einem symmetrischen Spannungstensor) behandelt werden,
sofern man die aktuelle Volumenkraftdichte durch die "modifizierte
Volumenkraftdichte'" ersetzt. Es sollte aber beachtet werden, daB bis

auf Sonderfille (insbesondere konstantes Volumenmomentenfeld) die

errechneten Verschiebungsfelder natiirlich davon abhingen, ob ein

Volumenmomentenfeld tatsichlich vorhanden ist oder nicht.



6. Geometrische Beziehungen und Koordinatensysteme in der undeformierten

Bezugskonfiguration der Schale™

Die Entwicklung einer Schalentheorie hat zum Ziel, das dreidimensionale
Feldproblem auf ein zweidimensionales zu reduzieren; dies beinhaltet u.a.
die Darstellung der zweidimensionalen Feldgleichungen in einem zweidimen-
sionalen Raum, n#mlich den der i.a. gekriimmten Referenzfliche. Als
Referenzfliche sei hier vorerst noch ganz allgemein irgendeine Fliche

zwischen den Schalenlaibungen gewihlt.

6.1 Flichenkoordinaten und Basisvektoren

Die undeformierte Konfiguration dieser Referenzfliche JP werde im unge-
sternten ('ruhenden") Beobachtersystem S durch den Ortsvektor R be-

schrieben. Diese Fliche sei mit einem Koordinatennetz (Abb. 10) belegt; die

KK

oL »
Koordinaten seien C7,¢1=”ZZ (GauBsche Parameter, Flichenkoordinaten).

Die Tangentenvektoren an die Koordinatenlinien und damit an die Referenz-

flache sind gegeben durch

— ) 2 _ ,
/9% ;= —5—670( = /Q/d . =42 ; (6.1)

dies sind die kovarianten Basisvektoren der Referenzfliche. Mit ihnen

1l4a8t sich ein Einheitsvektor /%3 bilden, der senkrecht zur Fliche steht

A = é)’ il ) (6.2)
v //97 X /?L /

so daR /gl R /ZL und /%E ein rechtshidndiges Basisdreibein auf der
Fldche bilden mit

Ao A, = o
’@:r'/'?.? =/

(6.3)

N

Dieses Kapitel orientiert SlCh an den Darstellungen von Green-Zerna / 75 /
Klingbeil / 85 / und Naghdi / 11 /, auf eine ausfiihrliche mathematische
Erlauterung und Begriindung wird hier verzichtet.

* Hier wie auch im folgenden durchlaufen griechische Indizes die Werte eins
bis zwei, lateinische Indizes die Werte eins bis drei.




pe—.

o
Die kontravarianten Basisvektoren ;? der Fliche sind definiert durch

- - - A =2 - = 4
A= Aux By = A= Ro XA, -
- = — - = 37
A= ot (R hs) = [ A (BRI
so daf
4 K=/
A . nl — 3 — (6.5)
Ao A% = I b wts

A
Mit den kontravarianten Basisvektoren %% bildet man

a2 xA?
- S — (6.6)

/A7 x Al

3

N

und damit wird

5 ‘
@3 = A", (6.7)

Das Linienelement auf der Referenzfliche ist

AR = B, 40% = A, O, o

/ol
sein Quadrat ist
_ - -
AR AR = Ay, dE AE (6.9)

wobeil
fua= At

die kovarianten Komponenten des Metriktensors auf der Referenzfliche
sind (FundamentalgrdBen 1. Ordnung). Die kontravarianten Metrikkoeffi-

zlenten auf der Referenzfliche sind




,C)“’g—_— 157"‘. ,é/” | (6.11)

mit
J

Iy % _ o (6.12)
AP A, =T,

diese Metrikkoeffizienten dienen zum Herauf- und Herunterziehen der

Indizes, denn es gilt
= i 4 = of A
= = 6.13
A= Aup A’ A A A (6.13)

Die Ableitungsgleichungen von GauB und Weingarten lauten

2 DA S = 3 ‘1

up = sor = Tl * Bu |
_ ;><6.14)

Hs/d = g___.’qf( == -—\gj: /@—r_ ’ i

)

o

In (6.14) bedeuten /2/3 das Christoffelsymbol auf der Referenzfliche

5 & 7 ¢
[ e = L H [’L?sx,/s I ’17“/"/3)

= s

= F?dyé./9 = /23/d ’ ;? = "4%53 ' /g s

(6.15)

und g%ﬁ die FundamentalgrdBen 2. Ordnurg:

AR AR = B+ Ry dOHO® = = Boys A0 216"

By = Bpa =—HA B4 =‘H/3.'Q3,x:'qs'/?d,/.& (6.16)

o .

K
\73/3 = F? 0"8(/5

A TP
8“*=n*ay.




Mit dem Permutationskoeffizienten G%Qoga

€z = =//[Lf@oa/a

+ A4 zyklisch
e, = iayklisch = @7
o - antizyklisc
1, zweli Indizes gleich
.
uhd
«x/3

A
<L g B¢ = —
é p—1 g /9 ép 31/ 'I/ﬁi e

ist
— - — — - - ¢

A x Fla = Goup My, % xV1a = Gy A

ml

LYY o =
/9\3 = g ekotﬂ /9 ’(/9 = 3 Ek tqoe)(/?,g.

6.2 Flichenvektoren und ~tensoren und kovariante Ableitung

' (6.17)

t (6.18)

<
Auf der Referenzfldche kann ein zweites Koordinategsystem 69 gewdhlt

("3 4
werden. Die Transformationsbeziehungen zwischen & und @ lauten

dann

65941 - (:50((/ 65‘3 69‘1)
g - 09, &%)

wobel eine umkehrbar eindeutige Verkniipfung vorausgesetzt wird.

?(6.19)

Ahnlich wie im dreidimensionalen (Euklidischen) Raum kann auf der

Flidche ein Tensorkalkiil fiir die Koordinatentransformationen (6.19) ent-

wickelt werden. Fiir die Koordinatendifferentiale gilt
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/ PO A
0% = £=, A6
a@A (6.20)

dann wird
sz

R «
5o~ ¢
(6.21)

Ny
D
| I
DY
R
=
@
K
]
D
xR
\\}
R

_/ N - ~ _/
= é_e /QX = g_@@d ’QA (6.22)

sasmEd
Ein Vektor /4% , der ganz in der Tangentlalflache der Refereszlache

liegt (Flichenvektor), kann beziiglich der Basis /z, oder /Qi zerlegt

werden

_ /) =
F = 7)_°¢,9x =#o</_)°‘ , (6.23)

" o
/
/ é>f§7 e ol 2>‘5? ’z},A?
/”,oé - <= vV = ——6—7,4 (6.24)
ne"* ) 0
Entsprechende Transformationsregeln lassen sich fiir die kovarianten

Komponenten von ¥~

A
A = Py (6.25)




ableiten. Ein (zweistufiger) Flichentensor é! bildet einen Flichenvektor

>

% in einen Flichenvektor W ab

w = MT (6.26)

Die dyadische Zerlegung von f? beziiglich der Basisvektoren der Referenz-

fldche ergibt

Mo M B, @8, = Hea A0R”
ﬁ

(6.27)

It

a5 B /“ﬂ
als Koordinatentransformationsregeln fiir die Komponenten hat man bei-
spiel sweise ’ 4 \
e = 289% D67 s
H™ = 207 5%
/7%/3 @9 99/3 /(7’(“9 e#c
~ 7
e 2o’

r (6.28)

/

Die FundamentalgrBBen 1, und 2, Oxdnung /248 und J?dﬁ und die Permu-

tatienskoeffizienten é%dp sind die Komponenten von Flichentensoren.

Es sei ein Flichenvektor & =¥ 6& gegeben. Mit den Ableitungs-

gleichungen (6.14) wird dann seine Ableitung beziliglich der Flichen-

koordinate 9"

/2/:0 - /yojﬂ A + W“'é‘:‘//"
= //y'//ﬂ ’ /g“dﬂ/ ”07@ ’ 8“/3 ”0(/% (6.29)
- 4jd:ﬁ /%, + &m 7,0‘%
Hier ist
4)/:,3 t= ”{/3 + /ij‘; % (6.30)
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die kovariante Ableitung der kontravarianten Komponenten des Flichen-—

vektors O ; sie stellen die Komponenten eines 2-stufigen Flidchen-

tensors dar. Wie aus (6.30) mit (6.15) ersichtlich, ist die durch das

(:)-Symbol gekennzeichnete kovariante Ableitung mit der Metrik /2%4
v

zu bilden. Fiir die kovarianten Komponenten Y wird

v,

_ s ¢

Es sei ferner ein Flichentensor 2. Stufe {2? gegeben. Seine Ableitung

wird
N)Jz = /MW}ﬁa @ éﬁ)/a’
_ pr:(y /@f ®§,3 (6.32)
# By M“ﬂ,%@ﬁ/_{ - MM% @7, .

Hier ist

[

71! e 4 an o8 £ot
M :o/:= M/jj/ + /Z(A,M + /ZJ/M (6.33)

) . . £8 26
die kovariante Ableitung der Komponenten /7 . Die M s sind die
Komponenten eines dreistufigen Flichentensors. Die kovarianten Ablei-

tungen der anderen Komponenten sind:

4 _ §
Aty ’qﬁ/“ M s

_ [ + /:y.? Ml; _ /’57A Mf

Ry ag TR TAE A

> (6.34)
/‘73’,0:(/' - QJV Mﬁ:d/
) 0/ D,’
= iy [ye Ml = Ly M.
| )




— 94 —

Es ist hier festzuhalten, daB sich im Gegensatz zum dreidimensionalen
(Euklidischen) Raum die Ableitungen 75/3 und 1933' nicht allein durch
. !5 7 o B

die Fldchenvektoren 'V;/g Hﬂ bzw. Mgﬂ;d/ ﬁ_r ® 'q/g darstellen lassen.

Man beachte, daR folgendes gilt:

’Z)am:d’ = 'C’)KA:( = fpip = ©

(6.35)
é'(A' 4 é“‘ . = e v :0
R »( » /3'&‘ n"/“( ’
und (Gleichungen von Mainardi und Codazzi)
Bys 1h = Boa s2 (6.36)

Ferner ist wesentlich, daB kovariante Ableitungen i.a. nicht vertauschbar
sind, d.h.

v,
Spe F Y iga
Hd/z:(/u 7‘" /f‘ﬂa’/“{' ;

auch dies steht im Gegensatz zur kovarianten Ableitung im dreidimen-

(6.37)

sionalen (Evklidischen) Raum.

6.3 Vektoren und Tensoren im Schalenraum

Es sei jetzt P ein Punkt im Schalenraum, der nicht noEwendig auf der
Schalenfldche liege. Der OrtsvektoE.dieses Punktes sei R und er ist
darstellkar durch den Ortsvektor R der Referenzfldche und den Normalen-—
vektor '9.?

P=Riee)+ O R (676)

(6.38)

J
Hier ist CD.E e der Abstand des Punktes /3 von der Referenzfliche

(siehe Skizze).

Schalen -
Laibung

Referenz-
flache




Fiir Punkte innerhalb der Schale gilt
- - 1 ! + -
—ste16Y) < O’=@ <+ S(0,0°), 5,520 (6.9
J

. + =L, .
wobei S” und S die Abstidnde der Schnittpunkte der Normalen von der
Referenzfliche sind. Es sei jetzt
K o I
o :[@ X =42 @-—-@f K=72¢3,
' 7 (6.40)

die Koordinatenlinien
O = foest.

spannen ein dreidimensionales, krummliniges Koordinatennetz auf

(s. Skizze). Die Basisvektoren dieses riumlichen Koordinatensystems sind
= 9F

(&) - /
K D @k R (6.41)

Parallelfldche
(81,82 83 = Konst.=0)

Referenzfliche J°
(81,62,83=0)

Die Basis C;K im Punkte/D im Schalenraum 148t auch durch die Basis-—
vektoren fL s A;  im Fquunktfz auf der Referenzfldche darstellen.
Mit (6.38) wird

= ~ Y 5 03 =
G, =P, = ,ﬁ)dfk, +,Z?U,J>K # 93@3)}( (6.42)

K )
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fiir den Einheitsnormalenvektor /?3 gilt aber (6.14),

- dﬂ =
/?3/&: = (.090( 9{'
5 (6.43)

und auBerdem

/93,37' o .

Daher erhdlt man mit (6.43),-aus (6,42)
SN ¢ 2 d A o« 2) 3 (6.44)
G, = (S, -°8:) Ry Ii AL

Wir definieren jetzt

/E”M = /'Qx K=42 (4.73} H242,3 (6.45)

mit | ( a , l C?\
= 3 Rup |
R = ’Qn'/%/ =i, . © (6.46)
\ O 0 <
und

CQZL[#/./N) = CJQT& //99(/5) = /L7 (6.47)
sowle den kontravarianten Basen /?'V
5 .87 P (6. 48)
/QM ' /q = d Mo

Fihrt man jetzt noch die Paralleltransportkoeffizienten

(shifter / 11_7) ein

( 3 o '
52 =JZ — 0 B,6,6) xp=42
H .
SK[Q'QIGJ/SS;& = 52 = O oA 542 ?(6.49)
1
\53 = A )}

dann 148t sich (6.44) auch in der iibersichtlichen Form




_ M 7] ]
G (6]6,6%) = Sele1626Y) /%/5’797
H_ =~ , oM
'SK = G f . (6.50)

bzw.

é;ag = :; 2? ii@ ) é;g = Zi&

/

darstellen. Wie aus (6.49) ersichtlich, gilt auf der Referenzfldche

(6°s8 =0v)
+ M s hY ol /z
Sy (019, 63=0) = g,( , (6.51)
so daf
Gk (@i@zl Qch)) = 'QK /

= ~ K
Der Einheitstensor bezogen auf die Basis C;k s é; ist

R o = =k o=, =
4 =666 =6 G o =6, 86 =G0 &, 6.50

Wegen (6.50) wird daher %
g = Sy Rn®G ", (6.53)

Die Paralleltransportkoeffizienten sind also die Komponenten des _ —
Einheitstensors, wenn dieser auf die gemischte dyadische Basis /aqé?(;
bezogen wird. Der Einheitstensor 138t sich auch allein in der Basis JﬁL,

l?" darstellen:
s sh SN = h sk s
14=RH, 08, =AumA ©wh =8 &R =H &@H,. .5

Der Vergleich von (6.5423mit (6.53) liefert dann

éﬁ‘&(éh"s:ék/ = O (6.55)

/
so dafR

= M = K 6.
RS 650

. l M
Mit der Inversen # von é;K
- (6,57)

}Z;sz; P , Rig= s




ermittelt man aus (6.56)
‘ H i

G—_K___ Qf, y2) . (6.58)

Unter Beachtung von (6.52) und (6.58) sind dann die inversen Parallel-
A
transportkoeffizienten "ey die Komponenten des Einheitstensors, wenn

vz

= &
dieser auf die dyadische Basis GHM 4 bezogen wird:

o

M = ~
_//; Q/V 6’,&, @ H g (6-59)
Ganz entsprechend findet man die beiden anderen mdglichen Darstellungen
o p -
des Einheitstensors mit gemischter dyadischer Basis A@ Gwx  und

éh@ ﬁ'v . Man erhidlt zusammengefaRft schlieBlich
- - ¢ ke~ = =K =L KLz N
A = é;KL.6;~§;’é; =G 6;; éa(slf =:/2(L }?199/? =A ‘%géa/ql

ék @GK :Gk@ (§A<
SPR,06° = SI GX®A.,
= Qf, G—K@/§"= ,e,'f’ A e g/c

i

(6.60)

I

Aus dieser Darstellung ist klar, daR die hoch- und tiefstehenden Indizes
von K und S mit unterschiedlichen Metrikkoeffizienten herunter— bzw.
heraufgezogen werden miissen. Welche Metrik zustdndig ist, ist aus der

gemischten dyadischen Basis erkennbar.

L
Die explizite Form der Inversen ;2A1 ermittelt man aus

no B « )
¢
wobei CZché) der Kofaktor bzw. die Adjunkte des Elements A§&1 ist.
Zunidchst findet man, daB fiir die Determinate cﬁzf(ﬁgﬁi)

Aet(Sy) = ot (5%) = A —2O7H *(97&/( (6.62)
e 183

Ki= ot (BX)

(6.63)

/
gilt. ‘{ ist die mittlere Krilmmung und A( das Gaufsche KriimmungsmaR.

Fir die Inverse erhdlt man zunichst




— g9 —

[ o
R X,8 = 4,2
-1
Aeé' = :S - = ¢ 2 ol -
R < 4 ,

Hierbei ist zu beachten, daB die Matrix /?/& nicht nur eine Unter-

L ol
matrix der Inversen von S,., ist, sondern die Inverse von S

selbst darstellt, d.h.

5;3’

/o

o - =
Die Rechnung ergibt explizit fiir Ra [ 11_/
o« A 3
- P / o _ J’“)_/ (6.65)
Re &f/@})[% *O(E - 2R ]

Es werde jetzt ein Vektorfeld D im Schalenraum betrachtet; ein Vektor (P
an ort P kann einmal beziiglich der Basis Gk bzw. G* am ort P
zerlegt werden oder auch beziliglich der Basis an einen anderen Ort,
insbesondere am FuBpunkt Q auf der Referenzfliche. Die Komponenten=-
darstellungen sind natiirlich in den verschiedenen Basen verschieden.

So gilt

D =

und S (6.66)

S
&
x
1
-2
x
1t
N
WX
Oy

Die Umrechnungsformeln der verschiedenen Komponenten ineinander kann
unter Verwendung der verschiedenen alternativen Darstellungsformen des

Einheitstensors erfolgen. Aus
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i

e ub = (E@G9D =6, (6 DR "
| (B ®C)D = G (6 B)= G Dk
= (R G’K@éﬁygE: Ry Gy D"
_ (St ErephA)D= S} EXD,
erhdlt man nach Vergleich der rechten Seiten und Inversion
5 5“-—-»3;.&(06 )
Ry D" = 0" ~ D= 320 ) 51

d 1(6.67)

RE Ds

S
|

HN. - X = A?.N,,\,
Sn D, = ~ Dy = Ry Do 3, -,

/

L

~ -
Die Dszw.@M stellen die auf die Referenzfliche (Basis HM bzw. f;ﬁ)
bezogenen Komponenten von ja dar; sie werden als die auf die Referenz-
fldche (genauer in den FuBpunkt auf der Referenzflidche) parallel trans-
pgrtiertequ(geschifteten) Komponenten bezeichnet 1—11_7. Die Komponenten
2>dbzw. JDQ sind die kontra- bzw. kovarianten Komponenten eines Fldchen-
tensors, wihrend D bzw. 223 invariant ist gegeniiber Transformationen
der Fldchenkoordinaten C?‘ ; man findet leicht, daB fiir diese Kompo=

nente

X3 g _ 3 _
| D = 233 = D "D.s (6.68)
gilt.

Entsprechende Darstellungen lassen sich fiir einen zweistufigen Tensor T

A

T =T"E, @Gy = 7T/wGLet”

~ - - p (6.69)
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ermitteln, indem man die Identitit
7T = 4T 4

flir verschiedene alternative Formulierungen des Einheitstensors kompo-

nentenweise auswertet; naturllch kann man auch in (6.69) direkt die

Ba51svektoren G’ und G mit (6.50) oder (6.58) umrechnen bzw. a}}'f die
Basis HH bzw. é” schiften. Fiir die auf Referenzfliche (Basis IQ bzw.

15;., ) geschifteten Komponenten erhilt man
T #/3 & B
T = vsg S{
7_ ""SK SL 7- - To(3 = ’5;‘ 7'5’3 )TQL‘:SS /

o
(T =T

J]

» (6.70)

~ ¥ —s o Y8

e (Te =55 Re T'SA”::S S Tlr o

m/ K/Q 7— v’z-ij =5;( 7—'33}7—&___' 3‘7-‘? =5, Td"
734

3
AN

\

[7,10(@ = Rukpy

y T
Ton=RoR T o {
73« =

L]
ae)
A w
|

Caz
I
[V
Rw
w
e

it

Kt

!
v
{
It
(YN
& W
ol
o

lad

Ni
Die Komponenten 7-‘% bzw. r/.l und 7:(/_1, sind die Komponenten eines

Fldchentensors, d.h. sie transformieren sich bei Anderung der Flachepn-
o

. o(.!
koordinaten entsprechend (6.28). Analog transformieren sich T 13
7;3 bezugllch des Indexes o« .wie die Komponenten von Flidchenvektoren.

T, T Ty
Ferner sind +J und 732 invariant gegeniiber Fldchenkoordinaten~—

transformationen; fiir sie gilt auch
J T

s T_ T4 o
7._\?3 7-3 7;3 =/%2 1) = /J3 ' (6.71)
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6.4 Fldchen— und Volumenelement

Diese Zusammenstellung wird mit der Darstellung des Flichenelements der

Referenzfldche und des Volumenelements im Schalenraum in Normalkoordinaten

abgeschlossen. Fiir ein Fldchenelement der Gr66e¢ﬂj9 auf der Referenzfliche,
; A de’ ) do* ; :

das durch die Vektoren /7, und f% aufgespannt wird (s. Skizze:

Parallelogramm zwischen differentiell benachbarten Koordinatenlinien),

gilt

ﬁg A A = 121)40/94X ’5220[‘92' (6.72)

skalare Multiplikation mit dem Einheitsnormalenvektor f;; und unter Be-

achtung von (6.4)3 ergibt

A A= (Bxh)E, do'do’ = 1B Ao " (o1
Das Volumenelement im Schalenraum ist mit (3.5) und (4.11)

Ay = (G x ) G: dO" 0" 26
VG 46" 40 6" = deH(G, - C,) dO dOHE"

(6.74)

fi

Mit (6.50) wird aber

dot (C.- E,) = (aut(S)) det (A,,) .75
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und wegen (6.47) und (6.62) wird daraus

G- atll i) - @tisi)) A
Daher 148t sich das Volumenelenent auch darstellon durch
Y, = VG de'do  do®
= b (SE)] IR oo’
[olet (S5) dA ol

5 (6.77)

]

bzw,

AV, = /’79—'?9/04015,

Die bisher zusammengestellten Definitionen, Sitze und Ableitungen bezogen
im ungesternten ("ruhenden')

I

sich auf die undeformierte Referenzfliche éf
Beobachtersystem ﬁ; . Ganz entsprechende Definitionen etc. konnen fiir

#
die undeformierte Referenzfliche ~jg im gesternten ("bewegten') Beobach-

tersystem A§’¥ angegebenen werden. Alle dargestellten Aussagen sind natiir-

lich direkt iibertragbar.
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7. Charakterisierung des Ersatzproblems

In Kap. 2 waren schon die Grundziige der allgemeinen Vorgehensweise
beschrieben worden. Die hier zu entwickelnde Schalentheorie soll dadurch
charakterisiert werden, daB als Teilbereiche, fiir die der !. und 2.
Hauptsatz erfiillt werden, materielle &inien betrachtet werden, die vor
der Deformation senkrecht (Richtung f?J ) zur Referenzfldche stehen
(Normalfasern). Das dreidimensionale Schalenkontinuum soll hier also
durch ein zweidimensionales Kontinuum finiter Linienelemente ersetzt
werden. Fiir die Deformationmen in diesen finiten Linienelementen
(Normalfasern) werde angenommen, daB der momentane Ortsvektor %3

« Jo
eines materiellen Punktes P (Koordinaten 69 , o= ) linear von
der Dickenkoordinate & abhdngt:

+-

B = r(0)et) rOLBER) ; ~SsO£S .

hier sind

7. der Ortsvektor der deformierten Referenzfliche

o{ : ein deformierbarer Vektor (Direktor), der nicht notwendig senkrecht
auf der deformierten Referenzfliche steht und der auch seinen Betrag

dndern darf.

Im Ausgangszustand t =0 ist F=R und Oé:’qJ . Die Verschiebung
ist

o= B-P =T+ 51[02—'5&)) (7.2)

wobei die Verschiebung der Referenzfliche durch

- N oL

YV o= T-R = V/ro -/-/1/193 (7.3)
gegeben ist. Der Direktor 06, bezogen auf die Referenzkonfiguration, ist

dann durch

A = qod'%%x + D /%3 (7.4

in seine Kompenenten zerlegt. Der Ansatz (7.1) bzw. (7.2.) impliziert,
daB materielle Punkte auf einer Normalen zur undeformierten Referenz-
fldche sich auch nach Deformation noch auf einer materiellen Geraden
befinden, die aber i.a. nicht mehr senkrecht zur deformierten Referenz-
fldche steht; ferner kdnnen materielle Punkte ihren Abstand von der

Referenzfliche 3dndern.
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Neben dieser inneren kinematischen Zwangsbedingung (7.1) bzw. (7.2)
konnte hier als Niherungsansatz fiir die Verteilung der absoluten Tempe-
ratur iiber die Schalendicke bzw. im finiten Linienelement
ein quadratischer Ansatz gewidhlt werden. Anstelle der absoluten Tempera-

tur soll hier aber eine andere #quivalente Variable, die Inverse

A
Jl = = (7.5)

benutzt werden. Wie man spiter sehen wird, ermdglicht die Einfilihrung
dieser GrbRe zumindest eine formal exakte Integration der Entropiezufuhr
durch Wirmequellen ;7% und Wirmefliisse %/T', Fiir die Temperaturinverse

wurde folgender Niherungsansatz gemacht:

A[@;’@/’g/ﬁ; /01 o+ @4 + (9)1.4 ; (7.6)

ol
die noch zu bestimmenden GrﬁBen{},{M {} sind Funktionen von 2 und
f‘. Der in & quadratische Term ist fiir die weiteren Uberlegungen nicht
von grundsitzlicher Bedeutung, soll aber vorldufig noch mit berlicksichtigt

werden. Die Gleichung (7.6) bzw.
¢
A - /J} r oA ¢/5)/}) 0o (7.6)%

ist hier als eine innere thermische Zwangsbedingung fiir die Temperaturin—

verse aufzufassen.

Als thermische Randbedingungen auf den Schalenlaibungen kommen die folgen-—

den Situationmen in Betracht:
- Laibungstemperaturen bzw. ihre Inversen vorgeschrieben,

- Widrmefliisse normal zu Laibungsflidche vorgeschrieben oder die

- Wdrmefliisse normal zur Laibungsfliche sind bei Wirmeiibergingen selbst
als Funktion der Oberflichentemperatur und der Temperatur des umgebenden

Mediums anzusehen.

Von der thermischen Zwangsbedingung (7.6) wdre hier nur zu verlangen,
daB sie bei vorgeschriebenen Oberflichentemperaturen mit diesen vertrig-

lich ist. Fir die weitere Entwicklung der Theorie sollen hier aber nur
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die beiden letzten Randbedingungen besondere Bedeutung erhalten, das sie
von griBerer technischer Bedeutung sind.

Die beiden Ansitze (7.1) und (7.6) stellen zunichst mathematisch ge-
sehen nichts anderes dar, als einen Ndherungsansatz fiir die Momentanposi-
tion einer materiellen Linie und der in ihr vorhandenen Verteilung der
Temperaturinversen. Fiir das Weitere sind folgende Uberlegungen von Wichtig-
keit. Wenn man daran denkt, die hier angenommenen inneren Zwangsbedingun-

in Kap. 2.2 angegebenen zwei M&glichkeiten, von denen hier die Zweite An-

wendung finden foll: Die aktuellen HuBeren Einwirkungen (Volumenkridfte,
Oberfldchenkrdfte, Warmequellen, Wirmefliisse an der Oberfliche) werden

durch zusdtzliche gedachte #duBere Einwirkungen erginzt.

Neben den aktuellen HuBeren EinwirkungenX wie

- Volumenkriften é

~ Laibungsbelastungen t+ und t -auf den Laibungsflidchen 0,:111(1 0-
sowie den

- Wdrmequellen = _

- Widrmefliissen é" und ? i auf den Laibungsfléchen 0* und 7
sollen zusitzliche, stegig verteilte HuRere Einwirkungen wie

= Volumenkridfte Z,\

EN

= Volumenmomente £

L NN
4
I SN
{

-~ Laibungsbelastungen und

sowie
A
- Wérmequellen‘\7'

A
Warmefliisse 5* und Qo auf den Schalenlaibungen

auf das Schalenkontinuum wirken. Diese ''gedachten' Zusatzeinwirkungen missen
zunidchst nur so beschaffen sein, daB sich in allen finiten Linienelementen
der Schale bzw. in allen Schalenabschnitten, die durch die Laibungen und
irgendeinen Randstreifen begrenzt sind (Abb. 11), die Verteilung des
momentanen Ortsvektors und die der Temperaturinversen entsprechend der
Zwangsbedingungen (7.1) und (7.6) einstellen. Anstelle des aktuellen drei-
dimensionalen Problems wird hier also ein neues dreidimensionales_Problem

("erweitertes Problem'") betrachtet, bei dem innere Zwangsbedingungen existie—

ren, die durch zusdtzliche #uBere Einwirkungen realisiert zu denken sind.

= A
- 2 =~ A
Die GrodRen 6,6 /‘Z e sind auf die Masseneinheit bezogen,

- - =y e
t /f ) ? ) ? etc. auf die Fldcheneinheit in der Momentankonfiguration
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Die exakte Realisation der inneren Zwangsbedingungen in einem Gedankenex-
periment durch Zusatzeinwirkungen bedeutet die L8sung dieses neuen drei-
dimensionalen Problems; dies wird durch folgende lokale dreidimensionale

Bilanzgleichungen beschrieben:

Energiebilanzgleichung (nicht reduziert): P

=== s 2 =) -A‘.' Z”‘——J*?hf;}_‘/
9%5%/6 v 7 pP) fn//é)*é)’o "

J ' (7.7)

~U, - ((FI)F) +% §n =0

- 4 .o e 7 ! =
s, (6+b-p) + Vg (FI) =0 (7.8)

Drehimpulssatz (nicht reduziert):

- - A £e el 7 2
fx L (626 -p) + U (FI) ] + 5, ¢
-— /o (7.9)
KL WS L
+ é,é f};L;S @H)’M 7— é& = O

Diese Feldgleichungen sind durch geeignete Randbedingungen fiir die Spannungen
und Wdrmefliisse auf den Schalenlaibungen und auf dem Randstreifen der Schale
zu ergidnzen. Auch diese Bedingungen enthalten zusdtzliche '"gedachte' Rand-

grofen, auf die spidter eingegangen werden wird.

satzeinwirkungen finden lassen, die alle den inneren kinematischen und ther-

mischen Zwangsbedingungen (vorgegebenen Verteilungen) gentigen. Man denke nur

M=Q4,2 die erforderlichen Zusatzeinwirkungen zu berechnen: Mit Kenntnis
der Stoffgleichungen und aktuellen Belastungen b , 77 etc. ermittelt man
die Zusatzeinwirkungen einfach aus den lokalen Bilanzgleichungen (7.7), (7.8)

und (7.9) und den Randbedingungen. Diese Willkiirlichkiet und Unbestimmtheit
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zwangslos eine Reihe dieser notwendigen Forderungen.

Zundchst sind zwei mathematische Rahmenforderungen zu stellen, die aller-
dings von einer derartigen Allgemeinheit sind, daB sie nicht als geeignete
Ausgangspunkte anzusehen sind; sie kommen erst bei weiteren Ableitungen

zum Tragen. Wegen ihres Rahmencharakters sollen sie an den Anfang gestellt

werden.

Unabhingigkeitsforderung

s 14 3 - k4 Z
Die unbekannten Funktionen ’f‘/@, ﬁ,f) ) 0(-(/9, 5, f) und
2 . .
{'\- /9; 9/5'/) ,M=0,% 2 werden als der wesentliche Teil der Ldsung

des Ersatzproblems angesehen. Zu ithrer Ermittlung soll die Kenntnis

der Zusatzeinwirkungen nicht erforderlich sein. Dies bedeutet insbe-
sondere, daB die Ldsungsfunktionen ;?,5Z, {} allein durch die vorge-
gebenen duBeren Einwirkungen bestimmbar sind; hierbei wird natlirlich
die Kenntnis der Stoffgleichungen, Geometrie und Ran%?edipguggen vor-—
ausgesetzt. Die erforderlichen Zusatzeinwirkungen b ;.é , ™ etc.
werden daher erst nach Ermittlung der LOsungen ;L,¢Z, ﬂ& berechen-
bar. Andernfalls wire die LSsung des urspriinglichen aktuellen Problems

leichter als die des Ersatzproblems.

Bestimmtheitsforderung

Die L&sungen ;i i und ﬁ} ,’V=QZZ stellen insgesamt neun skalare
Funktionen dar. Dementsprechend soll das Ersatzproblem auf (mindestens)
neun skalare, partielle Differentialgleichungen zuriickfiihrbar sein.

Sind dagegen weniger Gleichungen als Funktionen vorhanden, dann erscheint

das Problem als nicht geschlossen und eine eindeutige L&sung ist fraglich.

b

dreidimensionale Problem darstellt, miissen folgende, physikalisch

unmittelbar einleuchtenden Forderungen erfiillt werden:

(A) Energie - Forderung

Formuliert man die integrale ' Energiebilanzgleichung- (1. Hauptsatz)
des erweiterten Problems fiir ein finites Linienelement bzw. einen

. . . .
Schalenabschnitt™, dann sollen die gedachten Zusatzeinwirkungen keinen

Beitrag zur Gesamtenergiebilanz liefern (keine Energiezufuhr), und zwar

* der durch die Schalenlaibungen und einen Randstreifen begrenzt ist (Abb. 11).
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(Al) fiir jedes beliebige Linienelement bzw. jeden beliebigen Schalen-—
abschnitt (abgeschwichte Lokalisierungsforderung)

(A2) fiir alle Beobachtersysteme

(A3) und nicht nur fiir alle vorgegebenen aktuellen ZuBeren Einwirkungen,
sondern auch fiir alle denkbaren (d.h. fiir alle thermomechanischen

(Prozesse).®

(B) Entropie - Forderung

Hinsichtlich der Clausius-Duhem Entropieungleichung (2. Hauptsatz)
soll fr das erweiterte Problem verlangt werden, daR die Entropie-
zufuhr (Entropieproduktion) durch die gedachten Zusatzeinwirkungen
in einem finiten Linienelement bzw. in einem Schalenabschnitt als

Ganzes verschwindet, und zwar

(Bl) fir jedes beliebige finite Linienelement bzw. jeden beliebigen
Schalenabschnitt

(B2) fir alle Beobachtersysteme

(B3) und insbesondere fiir alle denkbaren aktuellen HuBeren Einwirkungen

(d.h. fiir alle thermomechanischen Prozesse)

Mit diesen Forderungen wird erreicht, daB fiir das finite Linienelement

bzw. einen Schalenabschnitt die Energiebilanzgleichung und die Entropie-
ungleichung des Ersatzproblems mit den entsprechenden Prinzipen .des
aktuellen Problems ibereinstimmen, sofern dort der angenommene Funktions-
typ flir die Verteilung des momentanen Ortsvektors und der Temperatur-—
inversen als der tatsdchlich vorliegende angesehen wird. Die Ldsung des
Ersatzproblems erfillt den i. und 2. Hauptsatz, wie gie fiir das aktuelle
Problem im Linienelement gelten, aber eben nur fiir das ganze Linienelement,

nicht fiir Teile (Punkte) davon.

Ob diese zusitzlichen Forderungen (A) und (B) ausreichen, um dig oben
erwdhnte Unbestimmtheit vollstdndig zu beéeitigen, kann diesen Forderungen
gleichwohl nicht unmittelbar angesehen werden; dies hat die folgende
mathematische Analyse zu zeigen. Hierbei ist auch zu kldren, ob diese
Bedingungen widerspruchsfrei sind und gegebenenfalls Redundanzen ent-

halten.

Dies schlieBt auch praktisch nicht realisierbare Einwirkungen ein.
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8. Auswertung der energetischen Bedingungen und der Invarianz-

forderungen

8.1 Integration der Energiebilanzgleichung fiir das "erweiterte Problem"

iiber die Schalendicke

° . . Q3 » T3 +
Flir irgendeinen Schalenabschnitt, der durch die Laibungsfl&dchen O und
O~ und den ganz im Schaleninneren liegenden Randstreifen C;= (Abb. 11)
begrenzt ist, lautet die integrale Energiebilanzgleichung des Ersatz-

problems:

5.+/<. - M +A/i +A4F +/L/’”+/%$cF+lL/94

4 1 . l")
f/}\/b ‘W, tH, th, + ef

(8.1)

Hier sind im einzelnen
Gesamte kinetische Energie

Gesamte innere Energie

Gesamtleistung der aktuellen Volumenkridfte 6

A
Gesamtleistung der zusdtzlichen Volumenkrifte 6

Leistung der aktuellen Oberflichenkridfte i - auf den Laibungs-
fldchen O* und 0_

A
A -
2. ; '
Leistung der zusdtzlichen OberfliclHenkraft f) U auf den Laibungs-

e -
* fldchen C7 und O

M L

t

Leistung der Kontaktspannungen t auf dem Randstreifen C,:
A

o

L

Gesamtleistung der zusdtzlichen Volumenmomente

N§> (\{

=

Gesamte Pro Zeiteinheit zugefiihrte Wdrme durch die aktuellen

Wdrmequellen 7~
A
... und entsprechend fiir die zusitzlichen Wirmequellen 7~

=
X
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%%CF Durch Wirmeleitung {iber den Randstreifen C:: zugefihrte

Wdrme ,
%%$L Durch Wdarmeleitung {iber die Laibungsfldchen zugefiihrte aktuelle

Wirme

AéL Durch Wdrmeleitung {iber die Laibungsfldchen zugefiihrte zusitz-

liche Wirme

Der Gesamtausdruck in der geschweiften Klammer stellt die zugefiihrte
Energie (pro Zeiteinheit) durch die zusdtzlichen AuBeren Einwirkungen

dar.

Es soll davon ausgegangen werden, daB die in (8.1) auftretenden Volumen-
integrationen in der Referenzkonfiguration der unverformten Schale aus-
zufihren sind. Fihrt man formal die Integration i{iber die Schalendicke
durch, d.h. integriert iiber ein materielles finites Linienelement,

dann erhidlt man im einzelnen

Kinetische Energie:
_ 4 L 2 =1/ fo £.7 ) UZ_/ .
sz/fkfsefd% ;/an”'”z%”‘“fnd d A 6.
s A

S-f
, L 8’
s= [/ 5, 6) de , imonz,

J

Innere Energie:

E-’-]S’@ED{% =/§n§dﬁ (8.4)
A

VR

—

4 [ )E
s R .
-3

(8.5)

~ -
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Leistung der Volumenkrifte:

o

W, = | b-pol /s’ Vv g 6 d]dd 0
A

o= x
fr
&
o,
YR
N
PS

,/[2 .,&19%;’”(—-/5{”4 (8.7)
7

N

\ st _
S b6 " b " (8.8)
%R 4 = _
L /ﬁ 5 2 (’H)”le; M-O’A;
f%é ~S”

Leistung der Laibungsbelastungen

Flir die aktuellen Laibungsbelastungen sei hier einschridnkend davon
ausgegangen, daf die Laibungsflichen allein durch hydrostatischen
Druck #9 belastet werden; Einzelheiten der Rechnung sind im Anharg (A3)

zu finden., Man erhilt

- [Lg5egdlad e

—y 2
Die Leistung der Zusatzbelastungen f und f wird mit den De-—
finitionen N
A +
i {4
T = At
2 4z

> (8.10)
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>
I
oy
. o
.
<
NS
AN
3
'\}\(>
1.
i
X
&9%

Leistung der Kontaktspannungen auf dem Randstreifen C:; im Schaleninneren:

Es ist mit Gleichung (4.55)

92, ?’272‘765{0%:‘?27_‘%“[.{:_7)/\/&/07&/ (8.12)

wobei A der duBere Einheitsnormalenvektor auf dem Randstreifen

in der Referenzkonflguratlon ist, 7-der Piola=Kirchhoffsche Spannungs—
tensor 2. Art und [f der Deformationsgradiententensor. Um die Inte-
gration iiber die Schalendicke auszufiihren, miissen die Terme im Inte-
granden durch Fldchentensoren dargestellt werden. Zunidchst ist

(vergl. Abb. 12)

NAD = [ dS) (9 /D a@) (8.13)

{

5 5 00°
‘aﬁ‘/ak—a—:é——)

K S:FZ/; /3/3 = ’s;v /5/\/

<O
I

Wir merken an, daB hier explizit die Existenz des Spannungstensors
vorausgesetzt wird; zum Nachweils seiner Existenz ist die Erfiillung des

lokalen Impulssatzes nicht erforderlich.
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wird

K , 3 - —
% #99" ys §Y 0o’ B, x A
— —_ &
/V/aﬁéél = ASZ< 7S S AS; M
Unter Beachtung von (6.18) sowie (6.49) und wegen
20’ _ .
s

(das Koordinatensystem ist in der Referenzkonfiguration parallel)

wird dann

Y, _ A « JOF = 8.13) 1
Wdo, = R So S AE

Ferner ist

_ = K - pr
f=<?;<®6 = P« ®S:H (8.14)
73:&(: 7:/»( * /‘930[))1< ) K=423
(8.15)
— 3 -
ﬁx: 7w T @dm « =7,2 P

~) - -
- Y KL
- KL —
T = TG, @6, / @ 7,
> (8.16)
T sY s TR
R P )
wobei 7ikL die auf die Referenzfliche geschifteten Komponenten des

Piola-Kirchhoffschen Spannungstensors sind. Damit wird

_ -_—K =1 ~oeT = —
FT= pe@f SKT Aseh

— A N K 7 n
- ﬁ)K@)’QTSMTr

l
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'e
= -
und wegen HT '/9 = J’T

e SHyp o i@_A d93 (8.17)
(ETINAG, = £, / S ds .

Beachtet man noch

o 2 — " - -
0 e 279'77‘01'#@/4-.&{}0(%%’77&)
7R, / (

L - L e J < —

Pty = +d 84 -4,

dann wird das Spannungsleistungsintegral (8.12) tiber den Randstreifen

¢ Fi a0, = PF eI
Cr CF
<t

My ¢ 2
=§6{7~ S5 T e S 4o
C
(rdosds,) [SeFe, 85 ' ae
gt
7 7 [Cu Fny s s3]t 003
b d fsh 7" e S (6) do
u/n =’3 yf.ég ‘E;g 5{69 3
* xds A

fS Thfws Sg e d@}w s
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Die Integrale Uber die Schalendicke lassen sich noch iibersichtlicher

darstellen. Mit (8.16)3 werden

sda(

6',47 ~ J;gS 'S 'S 45/3 J»;J/f 7—/?./9
= S7 €rs Sk T

= 'S; s Z T

Si 7-/4('63'3 ; — gfv S 5;’ Sy ,g; T RP
= /S/f Crs Sa T
= ;fxs Sa 1%

Der Term
5 8
'Sr %rs Sﬁ»
berechnet sich mit (6.49), (6.62) und (6. 76) zu

ﬁ;]' éﬁ#g E; GED@ 2/4 - 69 Zg +-<fé;,) Oézfzqgaﬁz]
R

Mit den Deflnltlonen

0‘./( LT o1
(Ah) ~/<///? 7— (ZQj/ 4/693 ) D=0, 4,2 'F8.19)
~S+

/e 77 ) e,

(8.18)

(8.20)
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wird daher das Leistungsintegral /\é_

A | Xy
MF - NP {7

/

¢ - . ar
%/fr'a//d + d'ﬁd){ﬁ (8.21)
R — «F
rod ”//ot 4\7
< - T
+ g a@
3
£ - A ﬂ 9§ AS
’ C ~ -~
pod o d /(;Q 2 % DS
26" o
Der Term kézm 'a—'g ist_—cl_ie kovariante Komponente des HuBeren Einheits-
normalenvektors )7: VT ~ ! auf der Randkurve C in der Tangential-
ebene; denn (Abb. 12)
P = S x A, , P
=.. & _ 2R 28" _ 5 99
T os T p0% 9s T 7 s
und wegen (6.18) wird
— 20% s7 _ 57 (8.22)
Yy = 7?67/'/3, D3 /9 = Vr /9 .

Das Integral (8.21) i{iber die geschlossene, als glatt}'E angenommene

Randkurve C , soll noch in ein Fldchenintegral iiberfiihrt werden, das

spdter bendtigt wird. Das Green-GauBsche Theorem fiir Flichen

lautet / 75, S. 39 _/

ﬁjyﬁ:zr A =4%/7§’}/7ﬂ/’ A 5.2
— 56 yFVT 6(5
C

3
>/ : kontravariante Komponenten eines differenzierbaren Flidchenvektors

s

x . .
Tangentenvektor S eindeutig in allen Punkten von -
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. , 26°
Nun ist der Integrand von (8.21) ein Skalar und da V% = %'me 53

die Komponenten eines Flichenvektors beziiglich der Ausgangskonfiguration
sind, kann die geschweifte Klammer In (8.21) als kontravariante Komponente

eines Flichenvektors aufgefaRt werden. Daher wird mit den Green-GauRschen

Theorem

o= $0 55 ¢ 470 drd 5
c ' 2.
+£7“”0[,0€; %gdﬁ,d_#gdd'dj% A S
4 _ A7
=f{[/ﬁx T T Md/oz + ”(/’¢

Ll 1 @]y i

(8.24)

—~

= //ﬂ%@ r 47, ’LQGJ].%';;
A

L4

Gesamtleistung der zusidtzlichen Volumenmomente:

Entsprechend (4.7) ist

W= [ s L dh,
%g .
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Mit Gl. (3.63), (3.15), und (3.20), wird

w = 7 K'7'x7—5 = ffﬁ’(?éw ?5[50(”%“ *;J"/’éﬂ/
~§ A7, rod edlx[Er0 4]

[ dx(7,00d,)]x [ g O ]

Tt +6d )55 i0d)]id |

[

A

;/(@ < d)x %,
Hd %7, )X 7
WERENITA
tf (d, xd) x5, + (dxd, )c 7
c(ind)xd, ¢ (TxF)E
e fmad )xd t (X 9’”/4)“7:]@

[
ST

N Z-[pg:z <d ) CZ,',) # /;[x;/’M}XﬁZZ
o 2
b, xd, )xd ](@//2
_. A - - ~ :
i VR
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Wir bemerken hier zunichst, daB wegen

// >
der Faktor 17/ proportional zur Momentandichte § 1ist und damit vom
den Verformungen abhidngt; daher ist /6/7F7 selbst noch eine Funktion der

Dickenkoordinate O= 67 ; auf eine explizite Darstellung kann hier aber ver—

zichtet werden. Mit den Definitionen
A
b= /W £ /@/ AQ  m=0n2 (8.26)
M
-S

wird das Leistungsintegral der Volumenmomente

A A A - —_—
%/=/ L ,L(zd'-/-f/;‘)j/dﬁ (8.27)
z (/‘9 o A

(24

Fiir weitere Uberlegungen ist es vorteilhaft den Integranden nach den

Raten der GroRen 57“ wmd 4 zu ordnen; man erh#dlt unter Beachtung

fes Vextauschungssacses S Spatprodukie
W=3/ [§1(50d) + Ex(dixd)] 7
ﬁ+[§x/¢"x %) * fx (dxd,)] %
%[,’g )Ry k) # gx (dyyxd) ] a’i (8.28)
,L[é X (d x 7,) + ?k/;[xd;)] Z/a
[ x(5,0%,) 2k (7 d)
e (T n) Eeldd)] 44
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o
oder bei Verwendung des Permutationssymbols € (6.17)2

3 [ ] Lut5rd) ¢ Exldard)] 5
A ) _ ‘
" QO%[{;K//E/SXZ/’L{Xf%dXdy'd/“
+ / fx/”w X%, )

perd \nsl byl T A,.:,
7 ZX/T;,,)(C[/zI > %’/,7)( ’/A)

(8.28) %

b

il x /zéj,x'az,,,)/wé\.jdﬁ,

Zugefiihrte Wdrme durch aktuelle und zusdtzliche Widrmequellen

Mit (4.9) und (4.13) sind

/-/T = fgnffd/?; = /f% Z’dﬁ (8.29)
Vr A
A ) (8.30)
w=/9%7t/[% =/§n3~dﬁ/
Vo, A
wobel
sf'
4 &
w~ o= T & 2 (8.31)
7 e ///H 94@ 7 ol
-5~
S¥

(8.32)
-3
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Zugefiihrte Widrme durch Wirmeleitung iiber den Randstreifen:

Die durch Widrmeleitung durch die Oberflidche des Schalenabschnitts

zugefiihrte Wdrme 138t sich in die Anteile, die i{iber die Laibungsflidchen
-+ - .

O und O und iiber den Randstreifen C:: zugefiihrt werden,

aufspalten. Es ist zundchst

Hﬁc -7 56 ?n'[/doﬁﬁf (8.33)
~ Cr

Mit (8.13)Iléﬁt sich A/&ﬂCQ‘ als Flichenvektor darstellen, so daR

3, 70, G [[ [ 5 5wl ors B 32 ] 42

5"
Wegen

- — ol = — -
?’& = —?oek Gr = —?n 60‘ +?«jé3

R

éo(z’sof;d’ ) 63-*/—93 | o

\

(8.34)
f

wird

:f
P% e e -
o
/L/?CF‘—' -j/_[?n Ec Q,é/ag S/s /-?I’ i AG 5% dS‘

——

ol
:-EEdﬂl athf“Sﬁ )

Verwendet man (8.18) sowie (8.22)7 und definiert
s'f-

/g"d-': « @?nd O,

(8.35)

dann wird schlieBlich unter Beachtung des Green—GauBschen Integralsatzes

(8.23) fiir Fldchen

b == hinds == [ 45 aA e
c " A

Cr
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Zugeflihrte Widrme {iber die Laibungsflichen:

Es ist

H?L 8.37
J / o pl& // &/&k (8.37)
e ﬁ,?,

wobei die beiden Integrale jeweils iiber die Laibungsfl&dchen 0% und

C? zu nehmen sind; man beachte, daf nur bei einer Schale konstanter

Dicke ( |S*| = [S7/ = fonsl )
/K? T = ;33 = —-N"

gilt. Mit (8.10) wird allgemein

%j?c _ _/[ f-{ A.?ff fn . f]a’ﬁ (8.38)

b a lh fa

Damit ist der Energiesatz formal durch Integrale {iber die Referenz-

fliache uﬁ dargestellt und damit auf eine 2-dimensionale Form gebracht.

8.2 Folgerungen aus der Bedingung (AZ) (Beobachterinvarianz der Energie-

Forderung) und der zweidimensionalen Energiebilanzgleichung

Fiir die hier diskutierte Schalentheorie lautet die Energie-Forderung (A):
Die gedachten duBeren Zusatzeinwirkungen liefern keinen Beitrag
zur Energiebilanz eines Schalenabschnittes, der durch die Laibungs-
fldchen C7#und (7msowie einen ganz im Schaleninneren liegenden Rand-

streifen C% begrenzt ist (Abb 11) o
/
A/::' M;, %/ .74.,,&7/ +H? /J <P (8.39)

und zwar

(A1) Ffilir beliebige Schalenabschnitte oder mit anderen Worten fiir belie-
bige Integrationsbereiche 4 der Referenzfliche (abgeschwichtes Lokali-

sierungspostulat),
(A2) unabhingig von der Wahl des Beobachtersystems,

(A3) wie auch immer die aktuellen Einwirkungen beschaffen sein mdgen.



Die Energieforderung (8.39) zusammen mit der Bedingung (A1) fithrt auf die
zweidimensionale lokale Form der Energie-Forderung: Die gedachten Zusatzein-
wirkungen liefern keinen Beitrag zur Energiebilanz irgendeines finiten

Linienelements (materielle Faser, die durch die Schalenlaibungen begrenzt

ist und die vor der Verformung normal zur Referenzfliche stand = Normalfaser).

Wenn die zusitzlichen Einwirkungen die Forderung (8.39) erfiillen, dann ver-

einfacht sich die Energiebilanzgleichung (8.1) des erweiterten Problems zu
e ®
= + 4 (8.40)
E+K /'/67‘}‘/1%%/: #r*//?c,: H?/.'

Wenn (8.39) unter den Bedingungen (A1)-(A3) zu erfiillen ist, dann ist auch
(8.40) unter den Bedingungen (A1)-(A3) zu erfiillen. D.h., (8.39) mit den
Bedingungen (A1)-(A3) ist equivalent (8.40) mit den Bedingungen (A1)-(A3).

Mit der Forderung (8.39), die unter den Bedingungen (A1) bis (A3) erfiillt
werden soll, lassen sich weitere Bedingungen fiir die zusitzlichen HuBeren
Einwirkungen ableiten. In diesem Kapitel soll zunichst neben (A1) ausschlieB-
lich die Bedingung (A2) ausgewertet werden. Insbesondere ist dabei die Frage
zu stellen, inwieweit (Al) und (A2) ausreichen, um 2-D-Bewegungsgleichungen
fiir die Schale zu gewinnen und welche zusitzlichen, bisher nicht aufgefiihr-

ten Anmahmen gegebenenfalls hier eingefilihrt werden miissen,

8.2.1 Invarianz der Energie-Forderung fiir die gedachten Zusatzeinwirkungen

bei Beobachterwechsel

A
Es wird zun#chst die Forderung hé:C) unter den Bedingungen (Al) und (A2)

analysiert. Dazu ist es notwendig, die erforderlichen Transformationsgesetze

anzugeben.

8.2.1.1 Transformationsgesetze

Die kinematische Zwangsbedingung gilt sowohl im "ruhenden" wie auch 'bewegten"

Beobachtersystem

B - (T +OL) =0
(8.41)
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Da die materiellen Koordinaten in Beiden Beobﬁghtersystemen zghlenmdflig den~
% get -

selben Wert darstellen, gilt g=¢ und =& ; mit dem Transformations-—

gesetz fiir 73 Gl. (4.24 folgt daher aus (8.41)2 mit (8.41)]

Q7 +6d -&) — (7 +0d")
(O(F-C)-7) +0(Qd-d")=0

bzw. *

- - +
und da dies fiir beliebige Werte -S < Q—‘ S gilt, folgt

— K — — — — X
o Q(F-c) = QF re
(8.42)

il

A= Qd.

Daraus ermittelt man dann die Transformationsgesetze filir die Geschwindig-
keit materieller Punkte auf der Referenzfliche sowie die Direktorgeschwin-

digkeit und die entsprechenden Beschleunigungen:

.

\%

]
N
e
+
O

X
|
A
~

&
>

3

e

&
i
ENY
1.
|
’Q
~
o1
x
N

>(8.43)

A€ =Qd Q[@x/@xd} cfixi)—zg?/a’)x&?),

Entsprechend den Transformationsgesetzen (4.41) — (4.43) gilt fiir das Ex-

satzproblem

=7

L 2 iy

() = Q@

R - 72 S (8.44)
Ay ¥ Ay

(‘?% ) - é? %, .

Diese hier angebenen Transformationen gelten fiir beliebige < und é? . Beil

Ubergang auf ein gleichfdrmig translatorisch bewegtes Beobachtersystem ist
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A
Q = éﬁ“Sf unabhingig von der Zeit
é@ A %MS){ " unabhidngig von der Zeit

und hier wird wegen (4.48) mit

2% 4
5 =g5 ;
73 %2

= 0,4
|
<. A lf(s.zps)
/ :&Z »M—'U///L |
] T A ’
5*:05 ., m =07,
7 — a ) )

Bei Ubergang auf ein beliebig rotatorisch bewegtes Beobachtersystem ist

= 5*

N

= Q(L‘) ) 0@7‘_@ =+ , gonst beliebig ,

A A

Fiir die Mc‘)menvte f des Volumenmoments VA gilt mit (4.66)

¥
(8.46)

‘\lx

= _42/“) 4 ) M= o752,

$

3N

A
dagegen ldRt sich flir die Momente der Volumenkridfte é und é direkt ein

Transformationsgesetz nicht angeben. Entsprechend G1. (4.65) gilt ndmlich
Ak iy D .4 =
/67‘5)“70 :Q/é*é*?o)/ (8.47)

wobei 7° der kinematischen Zwangsbedingung gehorcht. Man erkennt, daR sichy
aus der Béziehung (8.3&7) separate Transformationsvorschriften fir 6 und b

und damit fiir f undf nicht ableiten lassen. Diesen besonderen Aspekt wer-

den wir im folgenden sorgfdltig beachten miissen.
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8.2.1.2 Ubergang zu gleichfdrmig translatorisch bewegten Beobachtersystemen

Die energetische Bedingung (8.39) lautet im bewegten System
A x

A*’. A»{ﬁ /\*, A
/\/bfk{ 7&/%7‘/7’%7&%:00 (8.48)

Mit den Transformationsgesetzen und unter Beachtung von (8.39) folgt dann

aus (8.48) nach LokalisierungX
24 """‘"-r £ - .-'—%
.G_?Z;fﬂé’é/fzef “‘f;af)]'c = 0o

-# » I3 .
Da C beliebig ist, ergibt sich

\,j éS’K,’b + { f" + Zzn—f(—) = O, (8.49)

Damit ist diese Invarianzbedi3§ung ausgeschdpft. Diese Bedingung 14Rt sich

sehr einfach interpretieren' 3 stellt die Resultierende der auf ein mate-—

von der - wie hier abgeleitet wurde - zu verlangen ist, daB sie verschw1ndet.

8.2.1.3 Ubergang zu beliebig rotierenden Beobachtersystemen

Aus der Bedingung, daB die Energie-Forderung (8.39) auch fiir beliebig rotie—
rende Beobachtersysteme erfiillt ist, folgt zundchst nur

A A

p A P Ay A ¥
W, = -/A/L + He + Ay, + W), (8.48)"

Die Energieterme auf der rechten Seite transformieren sich mit (8.11) und dem

Permutationstheorem fiir das Spatprodukt wie folgt 5

RN W
A s [~ f7¢" 8.50
*ﬂzx[f;eff‘fkf‘g]/dﬁ (8.50)

Lokalisierung heiBRt, daB die Forderung (8.39), die das Verschwinden eines
Fldchenintegrals darstellt, fiir jeden beliebigen Integrationsbereich ¢4 zu
erflillen ist; der Integrand von (8.39) muf daher verschwinden. Dies ist iden-
tisch mit der Bedingung (Al).
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4= 4,
%, ~ //;L
A/c" < //7~ b e/’//x/ xd),LfX/d m}] (8.50)
rol  x€ [(x/r xd )4 1 i )]
+ Jx[Zx/@Xr

b 25 (5 1dy +d 17, )

%ZAX/d xd,&)/ &{df

Daher wird aus (8. 48) mit (8.39) und (8.50)

W*‘: +%/ + oo /”“X/.ZL !“ f@f]
tAx [T fiS" -2, Fs ]/doé’

+5/»’:4/7Z<xe"‘/‘/?"/7§ﬂ”z/ "f_"@/@] (8.51)
A _ 4 . 4 - -
+a(p<xe’("[ﬂ€)</’77ﬂ‘”‘/*fx/”{é”{)j
-4 4 < - -
+5ZXZ f"/{“fz"’;‘/x}*fx/’%ﬂd’i’Lég”’(”’z/
b ex (A dy )] | d A

Mit diesem Zwischenergebni§ hat die Bedingung (A2) den Charakter einer Trans-

formationsvorschrift fiir Né bekommen.
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Die Invarianzforderungen gelten n%$ﬁrlich nicht nur fiir den Energiebeitrag
der gedachten Zusatzeinwirkungen k/, sondern auch fiir (8.40). Es werden daher

im folgenden zunZchst die Konsequenzen der Invarianzbedingungen beziiglich der

Energiebilanzgleichung (8.40) untersucht.

8.2.2 Invarianz der zweidimensionalen Energiebilanzgleichung bei Beobachter-

wechsel

Unter der Voraussetzung, daR die Zusatzeinwirkungen keinen Beitrag zur Energie-
bilanz eines Schalenabschnittes liefern, gilt Gl. (8.40), die unter Beachtung

von (8.2), (8.4), (8.6), (8.9), (8.24) und nach Ausfiihrung der Zeitdifferen-

tiation und Umordnung die folgende Form erh#lt:

17 /el ~ o
[ 14, o b A, «&d] 4
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8.2.2,1 Transformationsgesetze

Bei Ubergang zu einem beliebig bewegten Beobachtersystem transformierten sich
die integralen Gr6Ben in (8.52) wie folgt

E =
o

2
i

(8.53)

<
it
IR 1y °% em

X
{v
Do Q2

2

= = 2m T 7,8 . v /

’
piiy R

4 ko
an 3 I
Das Transformationsverhalten von ﬁ s Q R 4 und %Q folgt aus den

Definitionsgleichungen (8.19), (8.20) und (8.35) fiir diese GrdBen und aus den
Transformationsgesetzen fiir den Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor 2. Art

Gl. (4.70 und den WirmefluBvektor ;Zk Gl. (4.43)2 _

7"‘ KLG @G
*
T @74 = T“-T"

L (8.54)
%e - ,@* s
- ¥ K K
man erhalt ’
MM= A 02
™ L (8.55)
¥4 A _
g = Q" aman ﬁ
’(—/_{ _ 2
’Ué i é L (8.56)
=+ * --_7_‘ "r
(%e /Vt/ = /? ”/V) ; )
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Fir das Transformationsverhalten von ? , 57 ergeben sich hier die schon oben
(S. 126) erwihnten Schwierigkeiten. Bei Ubergang zu einem unbeschleunigt trans-

latorisch bewegten Beobachtersystem gilt entsprechend (8.45)]

X
- ¢

- L (8.57)
A Q ¢ %onsf‘ ) M o, 4
ey J

\
O~
"

h

P,

2O~ 20~
*x

Bei Ubergang zu einem beliebig rotatorisch beschleunigten Beobachtersystem
folgt aus (8.47) durch Integration iiber die Schalendicke

s

(9,25 +5;b)-—9,e7" _ 8g A

oe
7

¥ =

N e

l
NS
SN
30~
1+
o
s
I
W
®
_

so daRg
_“_ _,_,_,( !—'-% — P ‘:;
b =0 7 0 d = Q3h -2, F -
#h e P gt = O -5 0 d
A A
= = % (8.58)
$QgbegEr man

Diese Beziehung wird weiter unten Anwendung finden.
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8.2.2.2 Ubergang zu gleichfSrmig translatorisch bewegten Beobachtersystemen

(Bewegungsgleichungen 1.

Art)

Verlangt man Forminvarianz des Energiesatzes (8.52) gegeniiber Wechsel des

Beobachtersystems, dann lautet der Energiesatz im 'gesternten'" (bewegten)

System zundchst generell

Ja €

9

X
~
0
L3
LU
&
2“ —_

# -_O_ﬂ‘ .'-3*’,
-8 -8, d +
;i@ R 2
-

hier ist zu beachten, daB das Transformationsverhalten von J?&

schon be-

ol
ruck31cht1gt wurde und daB die Koordinaten € im "ungesternten" und

"gesternten" System die gleichen sind, da die materiellen Koordinatennetze

im System rrl und S*‘durch StarrkSrperbewegungen zur Deckung bracht werden

kdnnen. Speziell bei Ubergang zu einem gleichférmig translatorisch bewegten

&
Beobachtersystem ,f' (Galileitransformationen) folgt aus (8.59) mit (8.52)

unter Beachtung der Transformationsregeln fiir die gesternten GroRen

(8.60)




©

L

und da C
folgt

/@a?”?n
(/4

’L//:fo(/l__

Da dies fiir alle

ergibt sich, daR

L4

%6 — Sx 7

e

Qb\|

+W~

-2
rd

Integrationsbereiche Uq (Lokalisierung) zu gelten hat,

= konst bzw. &=~ Q

41£A65;

— 1383 —

A )p o A

der Integrand verschwinden muB:

s

‘\} &a-

32
A,

+

L )

)

.

Ot

(vergl. 4.24)2beliebig ist,

(8.61)

(8.62)

Diese Bedingung wird als der Impulssatz fiir eine materielle Linie (finites

s s o o pin o s s e ki oz ber

Linienelement) aufgefaBt; sie soll auch als die Bewegungsgleichung 1.

bezeichnet werden.

8.2.2.3 Ubergang zu einem beliebig rotierenden Beobachtersystem

(zweidimensionaler Drehimpulssatz)

- ) ) ) S
Bei Ubergang zu einem rotierenden Beobachtersystem *54 wird zunidchst aus

(8.59) unter Beachtung der entsprechenden Transformationsgesetze

%./7—:-
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(8.63)

Unter Verwendung von (8.58) l#Rt auf der rechten Seite die folgende Umformung
vornehmen:

¥ X . _* iz 20
of::/{/;;aé —S. 9%4 .'7"*-/-/45-;55—5 “S’Qd éllﬁ

A

{@5‘5”’? L ﬂL Vr%[g‘é -4§%¢—§2 A Jd (8.64)
ﬂ ae

_é‘,é-‘o,@ RS, Z]/a?x%)—/gé —4%w-&ﬂpg]_/g,-”()
156 (F# - Gx7) -gb  F©

ok

Das hier auf der rechten Seite auftretende Integral {liber die gesternten Grds-
sen stellt nichts anderes dar als die Leistung der zusitzlichen Voélumenkrifte

&=
)YL im bewegten Beobachtersystem; dieser Ausdruck ist aber durch die Trans-

formationsvorschrift (8.51) gegeben. Daher wird aus (8.64)
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- O /ﬂzx[fz,z,’-'fn’:’i'fnzj)
- G (7 x 5:,95)
- o (dx 52,5)

- Fr

s dn A 5]
- 5(@ X e“ﬂ/‘g)‘@d/* £4(4, )]
e sl fe D]

rlx Ex(%,x%,)

(8.65)

A .
+?€)</7/‘;xol,z +o£4x77l)

,L.gx (o, Xd,£)]>/ A A

*
Setzt man den fiir ;f erhal tenen Ausdruck (8.65) in (8.63) ein, und beachtet
die Energiebilanzgleichung (8.52) 1im ruhenden (ungesternten) Beobachtersystem,
dann heben sich die durch Unterstreichen gekennzeichneten Terme heraus, so daB

sich (8.63) auf die folgende Bedingung reduziert:

__5,/050[,;9 = O (8.66)
A

wobeil
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(8.67)

mit

ra [ A%E o g, - @]
(8.68)

£
* éf X aéd X &(/L /)-J7
47X z’em[(:x(?;axd) " {7»( (A, xd) ]

tdyx 3 e[ Exlagnd) » (X (doxd) |

Y

Da (8.66) fiir beliebige rotierende Beobachtersysteme gilt, ist € beliebig
und daher muB das Integral in (8.66) verschwinden; da dies fiir beliebige

Integrationsbereiche ¢ zu gelten hat (Lokalisierung), muB der Intégrand

gleich dem Nullvektor sein

o

o@zan

= O, (8.69)

&3'>
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In Analogie zu den dreidimensionalen kontinuumsmechanischen Problem soll
die Bedingung (8.69) als der zweidimensionale lokale Drehimpulssatz der
Schale bzw. der Drehimpulssatz fiir ein materielles finites Linienelement
bezeichnet werden.

Sind der zweidimensionale lokale Impulssatz (8.62) und die Kraftbilanz-
bedingung (8.49) fiir die gedachten Zusatzbelastungen erfiillt, dann fallen
die durch £ .. J gekennzeichnetgn Klammerterme in Gl. (8.68) heraus.

Der verbleibende Ausdruckx flir dO lautet

F e D, e Il (s -2 fs)]

_ A L] -
vdx 1[0 x5 2 %) Hex(Fxd, # Td )
+{X/d:4 Xﬂ[;/]

(8.68)T

#inf el xlynd) # X Band ]

td,, xgexﬂ[gX/ofﬁxi/7‘Zx/ﬂéﬂ xd)/

Die Interpretation der ersten Zeile ist ogfensichtlfch: Sie stellt das resul-
tierende Moment der Zusatzvolumenkrifte b und der Zusatzbelastungen tkz
auf den Laibungsfldchen fiir ein finites Linienelement dar, u.z. bezogen auf
den Schnittpunkt der Referenzfliche mit dem Linienelement. Nach dieser Inter-
Pﬁgtation liegt es nahe, die iibrigen, recht komp}ex erscheinenden Terme in

5Zrﬂ< als die Resultierende der Volumenmomente £
v
L f%“ .
L= | 159 7 A8
p . A S

zu interpretieren. Durch eine lingere Nachrechnung, die hier nicht dargestellt

wird, wird dies bestitigt.

%)

Man beachte, daB diese Terme in der integralen Energiebilanzgleichung (8.40)
nicht enthalten sind. Die Tatsache, daR fiir die aktuellen und zusdtzlichen
Volumenkridfte separate Transformationsgesetze nicht angebbar sind, fiihrt
dazu, daB diese Ausdriicke hier wieder auftreten.
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8.2.2.4 Folgerungen aus dem zweidimensionalen Drehimpulssatz

(Bewegungsgleichungen 2, Art und Orthogonalitdtsbedingung)

Trdgt man jetzt der Vorstellung Rechnung, daf der zweidimensionale Drehim-
pulssatz fiir die Schale neben dem zweidimensionalen Impulssatz einen weite-
ren notwendigen Satz von Bestimmungsgleichungen (Bewegungsgleichungen) fiir

die beiden kinematischen GréSen 7 und & liefert und beachtet ferner,

Oim = 0, \ (8.70)

Mit diesen weiteren Voraussetzung fiir die Zusatzbelastungen reduziert sich

der zweidimensionale lokale Drehimpulssatz schlieBlich .auf

2
uﬂ__ of3 [?:} Jz
s Wy (8.71)
— - - ﬁ'—
+%x[0 P * A, F & </
- wn_ “ 7 g7
ﬂaa X 1/14/ Ca% f’ée/ /oc'4 éz) ﬂz 47

Bevor (8.71) im einzelnen analysiert wird (S.139), sollen noch einige Bemer-
kungen zu der Forderung (8.70) fiir die Zusatzbelastungen angefiigt werden.
Hinreichende, aber nicht notwendige Bedingungen fiir die Erfiillung von
(8.70) wiren die Forderungen, daB die Ausdriicke in den eckigen Klammern von
(8.70) verschwinden. Wenn man zusitzlich verlangen wiirde, daB diese Terme

unabhdngig von d , 7% und 2y sein sollen, dann wiren diese obigen Be-

dingungen nicht nur hinreichend, sondern auch notwendig; man beachte hierbei,
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—
-

daB die kinematischen Grégen &l , 77% , ﬂéd wegen der Unabhi#ngigkeits~
forderung allein durch die aktuellen Einwirkungen bestimmt sind und wegen

der Manipulierbarkeit dieser Gr&Ben unabhingig voneinander beliebige Werte

annehmen kénnen.
Eine besonders einfache Interpretation kann fiir (8.70) gegeben werden,
wenn wir festsetzen (!), daB das Ersatzproblem keine Volumgnmgpenze ent-

h&lt; dann vgfschwinden die "Momente der Volumenmomente" é?/'f’ {g iden-

tisch und JQMA vereinfacht sich zu:
2 — A Ly . L ] / I
_ - - = M 8.70
g, = dx[&?é*/fpfs Z‘f-s) O. (8.70)

Das Verschwinden der eckigen Klammer in (8.70)1, d.h.

A

z A o 2 /
2 - - - - o= II
/K"=79R46 +/2()Q§S’Zié£) = 0 (8.70)

ist wohl eine hinreichende aber keine notwendige Bedingung fiir fif-Erfﬁllung

I . . .
von (8.70)"; es ist durchaus vorstellbar, daB das Zusatzmomeq} jeweils

gerade so seine Werte annimmt, daB bei allen Deformationen kAZ parallel zu

ez

A wird, d.h.

K o=ud

>

dann wire (8.70)I identisch erfiillt, ohne daR /4Z identisch verschwindet;

dies ist aber nur mdglich, wenn X zumindest eine Funktion von o ist.

Die Bedingung (8.70)II ist nur fj%n nicht nur hinreichend, sondern _auch_not-
__ggabhéngig von den kinematischen GrdBen

_;22&_&_1ég§_z_ié; zumindest aber unabhidngig von AL ist. Es ist klar, daB

wendigl_genn man verlangt, daf

diese letztgenannte Bedingung eine weitere Forderung an die Zusatzbelastun-

gen darstellt,
Wir setzen voraus, daB die Zusatzbelastungen so gewihlt werden, daB

/

j? 055 = Lxtb +A& =0, (8.72)
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/é":,&é —Sx T T ?%&l 7
"4 _ XA T /3“)
’L//,f/ 7 * /:7 /d* Q @ 'ﬂ
A 4 7
- Co‘? N §2 23
- - - Y, « e
T = (T X7 2, 47 -7 ]

(rxde) [HE-H=T

— ((352.}< 554 ) Zf'éj/—fz.: {?/2/1;7
by 5%, T d, ) L7 7]
r(d,y <d,,) [{’/”* v

. . . . , . 4 ,
definiert sind. Wir merken an, daB die Terme in (8.72) , die S? und seine

Ableitung 52?&3 enthalten, identisch verschwinden; es soll davon aber kein

Gebrauch gemacht werden. Aus (8.72) folgt nach skalarer Multiplikation mit

.o d = O (8.74)
, . M
Diese Bedingung stellt eine Verkniipfung zwischen den Momenten "~ und
den Deformationsgrdfen ’)_;d y d/o() A dar. '

Setzt man an dieser Stelle voraus, daB das dreidimensionale Ersatzproblem
speziell dadurch gekennzeichnet ist, daB keine Volumenmomente wirken
sollen, dann ist entsprechend der zugehdrigen lokalen Bedingungen der

Piola-Kirchhoffsche Spannungstensor symmetrisch und damit sind dann auch

die Momente £7M4 symme trisch
/ﬂfdd? - /07/9“
M n J
so daR Af‘identisch verschwindet und (8.74) erfiillt ist. Im folgenden wird

diese Voraussetzung hier nicht gemacht; es wird spiter (2. Teil) aber auf diesen
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Gesichtspunkt erneut ausfiihrlich eingegangen werden. Im librigen ist dieser

Sonderfall im folgenden mit enthalten.

Der Drehimpulssatzs_(8.72) stellt eine vektorielle Bedingung zwischen den
drei Vektoren 02/ A’, A&  dar. Falls diese erfiillt ist, dann gilt aufh die
Orthogonalititsbedingung (8.74). Aus (8.72) wund (8.74) folgt, daR A4 in
der durch 4 und AxE aufgespannten Ebene liegen muB (s. Skizze)

Daher ist Aeindeutig zerlegbar entsprechend
b =L + P (L X<E) ; (8.75)
dann wird mit (8.74)
Axl = PAx(dxE) = — Plad-a) <
und mit (8.72) wird

o~ A

P = ZZ_DLT . (8.76)

Bei Kenntnis von & ist also /3 bestimmt; die Komponente & bleibt dagegen
fad [
unbestimmti. Natiirlich ist aber @ bei Kenntnis von [Z,d) bestimmbar, denn
Q= L /(d’d') . Dieser Sachverhalt ist in der obigen Skizze dar-

gestellt.

We rden jetzt die Orthogonalititsbedingung (8.74) und die Zerlegung (8.75) unter
Be achtung von (8.76) vorausgesetzt, dann ist der Drehimpulssatz (8.72) erfiillt.
Die Sdtze (8.74) und &8.75) mit (8.76) sind also hinreichendeund notwendige
Be dingungen fiir (8.72) . Man beachte hierbei, daB (8.72) drei Gleichungen
darstellt, wihrend (8.74) und (8.75) vier Glei/shungen beschreiben; hier ist

al lerdings zusdtzlich die skalare Unbekannte & vorhanden. Wenn nun die
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Orthogonalitdtsbedingung (8.74) und die Zerlegung (8.75) den 2D-lokalen Dreh-
impulssatz (8.72) ersetzen soll, éfnn muf éi nicht durch die Zerlegung (8.75)
definiert werden, sondern es muB & gurch eine weitere, von (8.75) unabq%ngige
Bedingungsgleichung bestimmt werden k&nnen. Wir unterstellen hier, daB A
durch eine Stoffgleichung definiert werden kann. Diese Arbeitshypothese wird

in Teil 2 analysiert. Unter dieser Voraussetzung und mit (8.76) soll die vek-
torielle Beziehung (8.75) als Bewegungsgleichung 2. Art bezeichnet werden.

Flir das Weitere ist es vorteilhaft, die Zerlegung (8.75) beziiglich der Basis-

vektoren o und 7. der Momentankonfiguration darzustellen. Zunichst kann

die Ableitung A€¢ des Direktors zerlegt werden entsprechend

A

= + a (8.77)
7% ?oé Ve M )

diese Zerlegung ist eindeutig. Denn man kann davon ausgehen, daf die durch
den Direktor o aufgespannte materielle Linie, die vor der Verformung senkrecht
zur unverformten Referenzfldche stand, zu keinem Zeitpunkt wdhrend der Ver-—

formung tangential zur verformten Referenzfliche orientiert sein kann; d.h.

(07;4)<”7;L)°a£_ # o (8.78)

so daB %; und 4 1linear unabhingig sind. Mit (8.77) wird dann T GI. (8.73)2

z=- (A x5, ) [ 3 ")
+ (Y- 1) 76
PO ) 9 e P
Fm xd) [ (- ) A
TGl & S %///.
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Die Orthogonalitdtsbedingung (8.74) lautet dann

Az = - d (z,x%)] 1(t"- ™)
) //’ d3 417;’77‘?/1
) w5 ]

Setzt man in Analogie zu (6.18)

2
Yo X , Cup = Cup (dez‘/’éx't/s)) (8.80)

( 4, Einheitsvektor L auf deformierter Referenzfldche), dann ist
) = ﬁz’&:g Ews ;
wegen (8.78) ist aber
éz : 255 75 o

so daB die Orthogonalititsbedingung die folgende Form erhidlt

£°E=O=$

o L 2015 )
AR AP APy A

(8.81)

Ausflihrung der Summation liefert schlieflich die Orthogonalitdtsbedingung in

der Gestalt

/ﬁu,“ /‘7447 N /{74:._ //’z//zfy/?///, 4 722)
+ //f/”z-— {//”)/?/722 -2'nY) = 0.

Fir Ax € in (8.75) erhidlt man jetzt unter Beachtung von (8.79), (8.80) und

(8.81)%

insbesondere (8.81)




— 144 —

i

dei = = dx(Foxd) (17 ) s
U= ) e =0 245

Mit dem Entwicklungssatz wird
dx(F xd) = =(d-7,)d + (d-d) 7,
Damit werden schlieBlich die Bewegungsgleichungen 2. Art
7= Ad + Bldxi) = Qd + /L%
bzw. mit der Definitionsgleichung (8. 73)

é -, > - % oy ///"“ot +/‘7Mf/ e a//(é

7

_ A =
- Q’ 7 "Q % (8.82)

wobeil

P ) (0 e ),

Da Q, wie oben festgestellt, eine aus dem Drehimpulssatz nicht bestimmbare
GroRe ist, bleibt auch 62 unbes timmt. Zﬁ<lst dagegen durch die Momente /4
und Aﬁrr und die DeformationsgrbBfen 7« und /ad festgelegt; flir das
Folgende werde immer vorausgesetzt, daf ,L durch (8.83) gegeben ist. Diese
Bewegungsgleichungen 2. Art (8.82) und die Orthogonalititsbedingung (8.81)
oder (8.81)I sind notwendige und hinreichende Bedingungen fiir den Drehimpuls-

satz (8.72) . In der weiteren Ableitung treten sie daher an dessen Stelle.
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8.2.2.5 Reduzierte zweidimensionale Energiebilanzgleichung

Die Energie-Forderung (8.39) zusammen mit den Invarianzbedingungen ergaben

aus dem Energiesatz die Bewegungsgleichungen 1. und 2. Art sowie die Ortho-

gonalititsbedingung, die hier zweidimensionale lokale Bedingungen darstellen.

ﬁ}t ihrer Hilfe lassen sich die Leistungen der aktuellen eingeprigten Krifte

é J 30 bzw. Momente ﬁ) g# in der Energiebilanz (8.40) bzw. (8.52) elimi-

nieren. Unter Beachtung von (8.62) und (8.82) erhdlt man:

vA 4
YL %A = 4 =7 2
¢Z/¢ w o f _,é)d%g?p{/o%
4 _ “s o= 7 7
+HLAT T + 47 %/ac"'é?/‘”/j'd//x
FSR T — A

74, 743
frd v i)
7L o /Cﬂ’d + //3
A < - 7
+ 7@//4'4 +¢'&l%/
(4

L3 g ] fad

(8.84)
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A
8.2.2.6 Die entkoppelte Transformation der Gr&Ren .,b, und ,47 [/”‘: 0)”):

Auf S. 126 war darauf hingewiesen worden, daf sich fiir beliebige rotatorische
Relativbeweg:mgen der Beobachtersystgme separate Transformationsvorschriften
fir & und é wnd damit fir & und é /h=0,4) nicht ableiten lassen; yvielmehr
galt nur die komplexe Bezieh\:ng (8.47) bzw. (8.58). Mit dem erzielten Ergeb-
nis, daB die resultierenden Zusatzkridfte am finiten Linienelement verschwinden

miissen Gl. (8.49)
A 2, -
b + ( z‘ + T & )
und der weiteren Forderung Gl. (8.70)
Dyeg = ©

lassen sich jetzt aber separate Transformationsgesetze ableiten. Es ist nim-
lich zu verlangen, daf diese beiden Bedingungen in jedem Beobachtersystem

gelten sollen. Daher ist zundchst mit (8,44) und.(8.45)

A a* " A% ox _
)~ 5
885« (G F b ¢ )

fc 7 ’ (8.85)
f w \

Aus (8.58) folgt weiter

(44
s

5% 55 -
557 = QbFigh-9F -4 )45+ 57 15 d"
Einsetzen in (8.85) und Beachtung von (8.49) liefert dann schljieBlich
s 20 % 29 . - . I
— - - - — 8.86
583 ~ %7 - d = Qg - GnT-5,4), 0w

mit diesem Resultat folgt dann aus (8.58) weiter
A A

5*‘ = ) Z (8.87)

e -3 /]

Ganz entsprechend folgt aus der Invarianz der Forderung (8.70)

A

Do = O (8.88)
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unter Beachtung wvon

A A ®o -

—-f — e ee o
GL. (8.58 = / -9 7. / —Se b+

) 7R 4’6 —Q zrgE 46 *,,/Q ré 4% 232 i AR
2o A J!*
Gl. (8.46) L = Rl m=042 2
9 — e )
die Transformation
— ¥ 2 _ i‘) (8.89)

A -5, > —fkd Q/;; EAREY AN

Einsetzen in (8.88) und Beriicksichtigung von (8.70) liefert schlieflich

_Q é— _ (8.90)

Dies sind die gesuchten Transformationsregeln fiir die integralen GrdRen
b und é (% 04) Sie zeigen ein unterschiedliches Transformationsver-
halten der Integrale der aktuellen und der gedachten zusatzllchen Volumen-
krédfte: Im Gegensatz zu 6 (n= Q1)transformleren sich die b (= 01) wie
objektive Vektoren. Letztlich ist dieses Verhalten auf die Voraussetzung
zurlickzufiihren, daR die gedachten Zusatzvolumenkrifte keinen EinfluB auf die
die Schalenverformung charakterisierenden GréRen q~(5757 ¢) und
05/5&6? éy haben sollen, und zwar unabhingig von der Wahl des Beobachter—

systems.

8.3 Folgerungen aus der Bedingung (A3) ("Prozessinvarianz'' der Energie-Forderung)

Aus der Energie-Forderung (8.39) fiir die gedachten Zusatzeinwirkungen und der
Bedingung (A3) lassen sich mit einer zusdtzlichen Voraussetzung eine Reihe
von Folgerungen ableiten, die weitergehen als die oben aus der Beobachterin-

varianz ermittelten.

Die Forderung (8.39) zusammen mit der Bedingung (AI),,&EB nidmlich der Energie-
beitrag der Zusatzeinwirkungen fiir jeden beliebigen Integrationsbereich A
der Referenzfldche (bzw. jedes finites Linienelemént, abgeschwdchte Lokalisie-
rung) identisch verschwinden soll, fiihrt unter Beachtung der Definitionen |
(8.7), (8.11), (8.28)1, (8.30), (8;38) ind nach Umordnung auf folgende zwei-

dimensionale lokale Bedingung
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o3[ ExlFx 7))+ falxd)
cExld, 07,) *;x/d;m;)//. i 51

s e o topdye bl i)

r; e ZAx/r x.%/+g’</¢:ﬁ“[//‘d;
—/[;'/57{]*"'[;%’/\7;]—

Der Forderung (A3) entsprechend soll (8.91) nun fiir beliebige aktuelle
duBere Einwirkungen gelten. Be11eb1gke1t der aktuellen HuBeren Einwir-
kungen hat aber zur Folge, daB sich ”” éz/ ,M,Luui d;d.lokal beliebig
und unabhingig voneinander und von ’f‘,Z, vot ) dl.g einstellen lassen;
ein EinfluB der gedachten Zusatzgrfen auf diese kinematischen Grdfen ist
hier ja voraussetzungsgemif (Unabhingigkeitsforderung) nicht zugelassen.
Mit der folgenden weiteren Hypothese lassen sich dapn aus (8.91) eine

Reihe von besonderen Forderungen gewinnen.

_______ &Vorausgextht’ da die gedachtgn Zusatzeinwirkungen
4, £ /? W oder allgemeiner die

bzw. 2;
vektor1e11en Faktoren von ‘”/

-&hg%

ete. in (8.91) unabhanglg
von 53 4 etc., gewlhlt werden kdnnen,
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L]

Da ™, & etc. beliebige Werte apnehmen kdnnen, folgt dann aus (8.91) , daB

/
die vektoriellen Faktoren von 7, .  etc. verschwinden missen, so daB man

im einzelnen die folgenden Redingungen erhilt

1y

O

2 7
4 _ A /=
¢ X (7 xd) + Cxld xd) 20 p=q2
2 _ A - Y
Crli,nd) v Lxldyrd) £5,peae
1 .

A - 2 b 2 - /
S = (G, we) s (2W )] =0

/

Das Ergebnis (8.92)] war schon aus der ersten Invarianzforderung fiir die
Leistung der gedachten Zusatzeinwirkungen erhaltem worden (8.49). Die Folge-
rungen (8.92)2 bis (8.92)5 sind aber Einschrinkungen, die {iber (8.70) und

(8.39) hinausgehen. Es ist festzuhalten, daB allerdings die Bedingung (8.70)
A

S, =06

identisch erfiillt wird, sofern nur die gedachten Zusatzbelastungen den Be-
dingungen (8.92)2 bis (8.92)4‘genﬁgen. Zusammenfassend sei festgehalten, daB
die Bedingungen (8.92) nicht nur der energetischen Forderung (8.39)

. .

Wo=o0

sondern auch (8.47)
A

7 =5
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und (8.70) A
@,@4:
erfiillt. Zu beachten ist, daB (8.92) nur hinreichende aber keine notwendigen
Bedingungen sind, sofern man nicht Hypothese auf S. 148 voraussetzt.

Die Bedingungen (9.82) sollen jetzt im einzelnen ausgewertet werden.
Im Unterschied zu Kap. 8.2 gehen wir jetzt explizit davon aus, daB das Er-
satzproblem eigentlich ein dreidimensionales Problem darstellt, bei dem die
dreidimensionalen lokalen Bilanzgleichungen und die Randbedingungen die ge-
dachten Zusatzeinwirkungen enthalten und exakt erflillt werden. Daher kinnen
die Zusatzgr&Ben und Z aus den entsprechenden lokalen Bilanzgleichungen
(7.8) und (7.9) gewonnen werden und die gedachten Zusatzspannungen

erhdlt man aus der Spannungsrandbedingung auf den Laibungsflichen, Damit wird
(F-8)-V,(FT)

_ _ WS
"70}5 X//O)A/ 7— > (8.939

~

O~1y
i

5

NG
N>
i

i+

il

— + t ,
Z( z + 4_@'*75 - d0 auf den Laibungs-

% 2 AO,* flichen Or: u. O,R’.J

A &
: . s e . o = = A

Ferner sind die Definitionsgleichungen fir é , o7 und f/ n=o e
Gl. (8.8) und (8.26) und die inmere kinematische Zwangsbedingung (7.1) zu be-

achten.

8.3.1 Die Bewegungsgleichungen I. Art (Folgerungen aus (8.92),)

Die erste Bedlngung (8. 89)1

Fomgb + (5 f che) =

stellt keinAHeues Ergebnis‘dar: Es wurde schon aus der ersten Invarianzforderung
bezliglich LVE:O (vergl. (8.49)) gewonnen. Auch auf die physikalische Bedeuting
(im Sinne einer Kraftbilanzbedingung) wurde schon eingegangen (S.127). Man
iberlegt sich auch leicht, daB die Forderung EZ CS nach Ausfiihrumgen der
Integration unter Verwendung der 3D-lokalen Bedingungen (8.93),und (8¢93)3 zZu
den Bewegungsgleichungen 1. Art (Gl. (8.62) fiihren miissen; diese Uberlegung




— 161 —

sei dem Leser iiberlassen. Eine detaillierte Nachrechnung bestdtigt dies; auf

Einzelheiten sei hier verzichtet. Demmach wird

= g?a/,'—":?L;RZ-_ké__Jy_ (8.94)

f

8.3.2 Bewegungsgleichungen 2. Art (Folgerungen aus (8.92)2)

Die zweite Bedingung (8.92)2 lautet
A 4, i 2 ,.)
b+ (2 §7s" —t, £7s
/z’[é’X/ 7, )+ L7, Mf-fz*d')«“'?e)
2
w/»z,qw/,z)]

Z

Eine auf gidngige Begriffe zuriickfilhrbare Interpretation erscheint nicht
m8glich. Zur Auswertung dieser Bedingung werde zunichst ihr Flichenintegral

liber einen beliebigen Integrationsbereich A betrachtet. Die einzelnen

Terme lassen sich dann wie folgt darstellen:

f@g‘iﬂ/o‘? =£/£7§}255d9 A A
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und

[,

- — 3 - — 3
;éq e = V% 69 = 6;3 = %; = /93

sowie dem Green-GauBschen Satz filir Tensoren Gl, (4.56) wird
pret 2 - - 7

/Vk/ff)/@&/% '—‘%951—/‘/6/@ -/%/f[)d% (8.96) |

7 2 Va

Die Aufspaltung des ersten Integrals auf der rechten Seite iiber den Rand-

. . . -+ - .
streifen C:; und' Uber die Laibungsflichen C? ' C7 liefert

b orINAG = § OFIN AL,
5%
" //{7@ ¢ -4, §7sT) A
UQ

¥ .
Summe der beiden Laibungsintegrale

Unter Beachtung derIntegratimndesLeistungsintegralsAéF(S. 113) erhdlt man

hier jetzt ganz analog

jé OFTN di). = 5{/%/ o+ MU v d [ s

///f’”,d AT /Y]

(8.97)

AuRerdem ergibt sich wegen

- =7 v
- — K e ‘
F/:ﬁm@@r SM s (vergl. S. 114)

fiir das Integral

T -y - ";("’/rs
//R (er) o =4/,1)%M=£m ST,

///;,{( crod ST d 53 T Ao A
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Mit (8.16) und (6.64) wird daraus dann

/ (£1) 4, / //9/( voa )T +dT 4o d A,

Diese Form legt d1e Definitionen (vergl Gl.

«§ 3

(8.19), (8.20))

//Gr ) do = o

(8.98)
& $I
/ /_; "

daR damit

[/% /:Z)T(?// /{ ’ Md; * /;7“ -/df/? (8.99)

Mit (8.95) (8.97) und (8.99) wird schlieflich

J3
M

nahe, so

i

- - ) (8.100)
— (cfkfif f\s+' - 'fé -g S ') ‘

Fir den zweiten Ausdruck in (8.92)2 erhilt man mit (8.93)3 und (Anhang 2)
A A
P T - - . ‘
[18 ¢ & fefas -
v9
— F* ot ot 17 £ ") oy
‘_4/[147@;5 _zﬁkfﬁs) %}dﬁ.
v

Die Beitrdge durch Volumenmomente in (8.92)

(8.101)

2 lassen sich wie folgt umrechnen;
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e 2 —~ -
Z/fx 737)(7_;2)71—45)(/73—4/(’(/2 7“9//4)(7;&)
2 ﬁ?.% (/047 Xl‘{’&/%/z =

Sy A
~ 7 e /7 /- .5 ' /5 A rA xF
S D wl L il L)
v d 5 (), 2 dre) /e/ﬁj A&

(8.102)

£

- 3 | S, Zx (PP ae,

-5~

wobei die Bedingung der lokalen Massenerhaltung (4.13) benutzt wurde. Mit

mgo

= 3 - éoXé—& — ﬁv;)(.ﬁé
T 7

und
(zfiﬁjx 7ﬁia ) Xré;‘? =

sowie (8.93)2 wird dann S
—

4 >* 2 = = & 5 5
7 ¢/i /{%?ka 7x {/‘7?:é;i7¢%a 16 = ig J//f g;’%% YA ;? AE

St
== [ IS (Rox pun T o 00
~5"
St
—3 [ (7 7
~S~
#(P. Xﬁd’)/fa’ Tey/X;J AB .

Beachtet map den Entwicklungssatz fiir das Dreifachvektorprodukt und beniitzt
jik ' éé; = 0/ )
dann‘isf |
(7551’< 7%3,) X é; T= - 7*3/4
[76/.2,'(@,-2))(?3 = 'fg/a_.
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Daher w1rd

f/’g%e ZX/L—”;?% A0 -
3 [ 1)
Ao |

i ®3 3 _ xs - .
i) g s () ], o

[

Mit diesen Umformungen wird aus der zweiten Bedingung (8.92)2

bbiciips-iigs) il intonn
" ,’l?x/j a, %ﬂ{/,’)(/"/zr)v‘* Zx/d xd,”)]/(//) _

%8t L T 5T ~% 4
AT _ Ty JfT——) (8.105)
(M s T, M) |

A A2 g3} ~ 22 w) 7 ‘_{ —
+Z[(M”M)7;a+é7‘/’/ d/a(] = 0,

Dieses Ergebnis 148t sich noch auf eine mit der Bewegungsgleichung 2. Art

Gl. (8.82) leichter vergleichbare Form transformieren. Mit
o3 I o3 JK
M = A + [/7 -/ )
h % u ™

wird ndmlich aus (8.105)

— 6




- 156 —

88+ 5T ~Sad v |
T F — F
TL[H 7}‘/0< 47 0{/0( */"q :}/"

Nel N 97 = I
—_ — (8.105)
//*/ T f-{;’/ A,, 7‘-/;/ d/

Verwenden wir noch die Definition (8. 73) dann 13Rt sich dafiir auch schreiben

/Z _ JJ 7////(3 //«/% +//Lfa/3 /73«/}&/ ] o 10511

8.3.3 Symmetriebedingungen (Folgerungen aus (8.92)3 und (8.92)4)

Die Bedingungen (8.92)3 ergeben:
A

?x(/; «d) + Lx(dyxd)

/ //(K/?;ﬂxdj +,Zx/ﬁxd)@/ﬂ(9

~37

//p [ Fx o T x (mx,}ﬂ,g 5

)
N
<
o
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wird

?x(fﬂxi) # L x(dyxd) -

-[7?/ (P Foc) (T 77)
- o (Fat Bn) (TH-T7)
ot Fa) (THT )5 Cuf 8
Fir =g wird
€ s 3”‘ -7 qjl
FrxBuil§) = Poa
(x B )i (3 =
(ﬁlxﬁj)x/—fz/ = =793 )
Oéf’x(a? Xl ) + ;X/éfﬂ‘”z) i
= () (T, K

(8.107)

Analog erhdlt man fiir ﬂ =2

Zx[mxéz) > ZX/d,&xa’/
— /5772'57277},3 +/4 12 zya/ //713 ﬁ//{ 5108

/-
= 0O,

Awis den Bedingungen (8. 92)4 folgt in entsprechender Weise

ZX/mmé) ~ ZX( xd) =
= (17 7, +/£f"'é‘/“"a/2+/4’“-f/7f5

:/ U
y ]

(8.109)
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(>

2 x(Fxd) + L xlds vd)
(7 1) ol b Vo]
&

| N—

It

A

Damit sind die Bedingungen fiir die mechanischen ZusatzgrdRen [/é 5. )

Gl. (8. 92) - (8. 92) ausgewertet. Auf die Bedingungen fiir die thermischen Zy-
satzgrdBen /7' 5;& ) soll im iiberndchsten Kapitel eingegangen werden. Zundchst
sollen aus diesen Resultaten noch einfache und {ibersichtliche Aussagen (die

Symme triebedingungen) abgeleitet werden.

Die vier vektoriellen Bedingungen (8.107) bis (8.110) besagen, daB die lin-
ken Seiten Nullvektoren gleichzusetzen sind. Projeziert man diese linken

Seiten auf die momentane Basis 7,, 7, ) A , dann erhdlt man aus jeder

dieser vektoriellen Bedingung drei Kompoentengleichungen. Skalarmultiplika-

tion mit & und Aufl8sung nach dem letzten Term auf der linken Seite ergibt

zundchst:

(™ ) =g ) ¢ (1 ﬁ/xx,,,}
(7 177) = sl (7 )l (7 )i A
//713 /7/ /(///44 Ma)%?s?%/ﬁ@ﬁzj/ﬁznf
(4" 47%%&:{{4/{49‘702@ 7‘/8/?714774/"4&,

Skalarmultiplikation der Bedingung (8.107) mit z; unter Beachtung von
(8.111)1 liefert

(4 57‘7/7? 7, - S [
//L/a_ /‘77/ i—y‘—;i - - (8.112)
4 #

Wegen

(7 xd) (Fxd) = (7,7, ) (ool )= (-5, )% )

N

(8.111)

e
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md 4a o
Ao # 0
wird aus (8.112)
(7= 7)) (5xd)(5xd) +
e (f7- /7’7 (A xd): (Fxol) =0,

Ganz entsprechend folgt aus der Bedingung (8.107) bei Skalarmultiplikation

(8.113),

mit 77, und Beriicksichtigung von (8. 111)

(7= 7)) (7,xd) (7 zxxp
’ //5?'7z~' 5Q72;/ (<%zv’v‘é;/’ /3321*222/ = 0,

(8.1 13)2

Die lbrigen drei Bedingungen (8.108) bis (8.110) ergeben in analoger Weise

bei Skalarmultiplikation mit 7";7 und 7}& und Beachtung von (8.111).

Aus (8.108) folgt

(f1 7 f*) (Gaxd) (%,2d) #

-

-1 ldy xd) (Txd) = O ?
L (8.114)

[l ) (5, 0 d) (5uxd) s

p ) Lond) (axd) =0

aus (8.109) ermittelt man .

(7 ,5714/{4';7)14{”)"(7?4)‘07) - |

c(GT ) (ded ) (Faxd) =0 )
} (8.115)

(77 %) (Fxd) (7o x L)+
$OHT ) (A xd) o (Fuxd) SO

N
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und aus (8.110) ergibt sich
(17— ) (Foxd) s (Fax )
o (o ) (A Z) o (B x A

(8,116)

L
Q

(75 f777) (T x d) e (Fand) *
YY) (D) (Furd) =0,

Die skalaren Gleichungen (8.113) konnen als ein homogenes lineares Gleichungs—
system fiir ({;7“’ ':’”/ und (f:/u" ;"7‘9 aufgefaBt werden; aber auch die Gleichungen
(8.114) stellen ein homogenes lineares Gleichungssystem flir diese GrdRen dar.
Entsprechend stellen die Gleichungen (8.115) und (8.116) zwei homogene lineare
Gleichungssysteme fiir /4 “-'/;'/‘?und /{ra_/zvly dar. Es stellt sich hier sofort
die Frage, ob diese homogenen Gleichungssysteme triviale oder auch nicht-
triviale, widerspruchsfreie L&sungen fiir die Momentendifferenzen zulassen.

Wir betrachten dazu zunichst das Gleichungssystem (8.113). Die Determinante ist

Det = [ (3, xd) (5,0 ][ (,xd) (Z,xd)]
L (55 (Fand) ] [ (dyxd) (52 d) ]
= [ o xdox(d 1 d) ] (5 xd)x Gy xdD T

Mit der Zerlegung von ﬁé& beziiglich der Basis 53& ) aé

wird

Wt 9 [Condn (5,0 )] [ Crxd)x (5, ¥4)]

Der Vektor in der eckigen Klammer ist aber vom Nullyektor werschieden, denn
aufgrund physikalischer Erwdgungen (vergl, S. 142) sind 47} )5;1 und

Ci von Null verschledenlﬂuials 11nearunabhanglganzusehen Déer Flachentensar TZA
(bzw. hier d1e Komponente 2 4 ) stellt definitionsgemdB die Parallelprojek-
tionen von s« bezliglich der Basen in der Tangentialebene der verformten
Referenzflédche dar; i.a. sind diese aber von Null verschieden, wenn von

speziellen Verformungsprozessen einmal abgesehen wird. Daher ist i.a.

et #+ ©
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Die skalaren Gleichungen (8.113) liefern also i.a. nur triviale Ldsungen, d.h.
2 (A7 7)) = 0
— — - = 117
(g e, ()0, e
Die Determinante des linearen Gleichungssystems (8.114) ist

Db = - 7% [[73,xJ)x/@M—//'/_/éM@X/&M—///

so daB auch hier i.a.

Vet # o0 |

Damit hat auch diesesGleichungssystem bis auf Sonderfdlle nur die trivialen
Losungen (8.117). Die beiden weiteren Gleichungssysteme (8.115) und (8.118)
fir /Z74;-5?Ly/1#=‘ﬁl- haben die entsprechenden Determinanten, so daB sich

auch hier nur triviale L&sungen ergeben
72 2 A 2 _
/{’/ - Y= 0 /5_"/ —{7) =0, (8.118)
7

Mit (8.117) und (8.118) folgt dann auch, daB die linken Seiten von (8.111)

verschwinden miissen. Zusammenfassend ergibt also die Auswertung vomn (8.92)3

. : . , ke ;
und (8-92)4, daBl die schiefsymmetrischen Anteile der Momente A"" verschwin-
: “

den (Symmetriebedingungen)

//:7/((—' ﬁLK): o ,uur

n=07  KL=423

Z kL: 1'2_ s (8.1]9)
/

]

h

8.3.4 Vergleich der Bewegungsgleichungen 2. Art

Die Bilanzgleichung (8.105)I bzw. (8.]05)111§Bt sich noch mit Hilfe von
(8.111) - zun#dchst ohne (!) Beriicksichtigung von (8.119) - auf eine Form

bringen, in der die schiefsymmetrischen Ausdriicke
X3 Sx) / d3_ ng
//0(7 - é/] / 4/7 “ )

nicht mehr direkt enthalten sind. Zunichst wird mit (8.111)
X3 o) _ / )R, ) E /‘~/' 7
(4= ) m, = (7= ) (=7 ) 5 (5 Fe 77

A 47'7/-/{, 4.)7, +/¢Z.;ZM)7’:¢/;:§=
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und
- - - 4
A i 72 121 7 o= - =
(b= ), = (8 Y7+ %) 2
-y - A
72 U - - - -
f/f/ _ﬁ//‘/ﬁ-”d,z)ﬂé”_fé["’lﬂ)ﬁ‘éw/,{,éf
Unter Beachtung der Entwicklungssdtze flir die vektoriellen Dreifachprodukte

AX(70%7,), dx (2 d),), dxlid, ¥ 7,) dxld, %d,,)

wird dann

Verwendet man hier noch die Definltlon (8. 73)2, dann wird

A3 Jot %3 A *EF
/}ﬁ? /éf ,)7L' s (//9’ /é/ //&Ygx = *ﬁr:zr—

und (8,105) lautet dann

v /{JJ - 7 Axc (5.120)
/A’ - 0 d + & 62"; / .

Dieses Zwischenergebnis vereinfacht sich aber weiter, denn wegen (8.119) ist

< = & , (8.121)

so daB schlieRlich
L= 4’/ A (8.122)

Das hier entwickelte Ergebnis 148t jetzt einen besonders iibersichtlichen
Vergleich mit den aus den Invarianzforderungen gefundenen Bewegungsglei-
chungen 2. Art Gl. (8.75) mit (8.76) zu. Alle GrdBen, die in (8.75) und
(8.120) durch gleiche Buchstaben bezeichnet sind, haben natiirlich auch im
Sinne des 3D-Ersatzproblems die gleiche Bedeutung. Der Unterschied im ersten
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Ti?m auf den rechten Seiten /Zj1nui ¢7Ji) ist fiir das folgende unbedeutend;
X ist in (8.75) eine noch unbestimmte GrdRe, fiir die entsprechend Kap. 8.2.2.4 |
die Existenz einer Stoffgleichung vorausgesetzt wird. Die zweiten Terme,

die als Vektoren senkrecht zu &Z stehen, unterscheiden sich allein durch

den Faktor 1/2 (man beachte: die Bedingung (8.119) wird zunichst noch aufer
acht gelassen). Dieser Unterschied macht deutlich, daB die beidqg Bedingungen
(8.75) und (8.120) nicht identisch sind, selbst dann, wenn man & als belie-

e e e e e o ~r

. . . . - fr83 e .
big manipulierbar ansieht (z.B. wenn man 6l = é? setzt). Tdentitdt lieRe

sich nur erreichen, wenn sich aus anderen Griinden (als (8.119))

P

adx € = 0
erweisen sollte; solche Griinde liegen aber nicht vor.

In der bisherigen Analyse waren die Bedingungen (A2) zusammen mit der Be-
dingung (8.70) und die Bedingung (A3) zusammen mit der Hypothese (S. 148)
fiber die Zusatzbelastungen unabhingig voneiander verfolgt worden.

Die Analyse zeigt einen wesentlichen Unterschied in den Bewegungsgleichungen
2. Art. Es stellt sich die Frage, welche Komsequenzen die Forderung nach der
hat. Danach muB (8.75) vertriglich mit (8.120) sein. Dies ist dann und nur

dann zu erreichen, wenn
~ _ N
o = /;4 (8,123)

und insbesondere

d x<Z =6 . (8. 124)

s

Die erste Konsequenz stellt eine Interpretationsvorschrift fiir & dar. Die
zweite Konsequenz ist jetzt insbesondere im Zusammenhang mit der friiher ab-

geleiteten Orthogonalititsbedingung (8.74)

d . = O (8.125)
zu sehen: Aus den beiden Bedingungen (8.124) und (8.125) folgt als hinrei-

chende und notwendige Bedingung

= =5 (8.126)
dieses Ergebnis war aufgrund anderer Argumente, die zu (8.119) gefiihrt haben,
schon abgeleitet worden. Es sei hier schlieBlich noch angemerkt, daB sich

aus (8.126) alléin die Symmetrie der Momente (8.119) nicht ableiten 14Bt.
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8.3.5 Reduzierte zweidimensionale Energiebilanzgleichung (Folgerung aus (8.92)5)

N T r

Die Bedingung (8.92)5
] A - SFr =t ,r - A} A O
— . A . =
097?9? Z?’;z/vf’?z é]
besagt, daR die zusdtzlichen rein thermischen Energiebeitrdge innerhalb eines

finiten Linienelements als Ganzes verschwinden. Die Auswertung dieser Be-

dingung lieRe sich nun analog wie oben durch Verwendung des 3D-lokalen nicht~

. . . . . A . .
reduzierten Energiesatzes (7.7) durchfilhren, indem dieser nach 7 aufgeldst wird
A

und dann die Definition Z’ verwendet wird etc. Dieses Vorgehen erlibrigt
'sich aber aufgrund der folgeﬁden Betrachtungen. Die Bedingung (8.92)5 gilt
fir jedes Linienelement; daher verschwindet dann auch das Integral iber
irgendeinen Teilbereich A der Referenzfliche, d.h., mit (8.30) und (8.38)

gile
A

A
- 8.127
H +H§L , (8.127)

v

Nach der allgemeinen integralen Energiegleichung (8.1) des erweiterten Prob-

lems ist aber
H + #ﬁt, =¢ +/% -‘%—/\/L -Z/CF_//* —/4/?0/—' —"4/#4

“NA‘NL "[‘/z

4

A
Da A/=<9 verlangt wird, ist mit (8.127) natiirlich auch

A A A
, — 8.128
Ny + W, + W ° (8.128)
so daB

A A ° e
Iqu‘—//?L = £+K—A/b—/\/&‘ CF’#/"t’Z/?c{’qu, (8,129)
Die Integralausdriicke auf der rechten Seite sind aber schon in Kap. 8.1

im einzelnen ermittelt worden. Demnach folgt aus der Bedingung (8.127) die
Forderung nach dem Verschwinden der rechten Seite von (8.129). Dies

ist aber nichts anderes als die in (8.52) niedergelegte 2D-Energiebilanzglei-
chung, flir die sich natiirlich sofort auch die 2D-lokale Form angeben 1#Bt.
Daher eriibrigt sich eine explizite Auswertung von (8.92)5 durch Integration

der lokalen 3D-Energiegleichung. Diese 3D-Energiegleichung (8.52) enthdlt
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e [

natlirlich noch die GréBen é und _é sowie die Beschleunigungen 7 und A,
Mit den Ergebnissen (8.94) und (8.122) lassen sich diese eliminieren. Man
erhdlt eine reduzierte Energiegleichung, die sich von der Bilanzgleichung

(8.84) nur in den Termen

o sz
L"— ©

umterscheidet:
1Y Xﬂ
o f_/ S
/”kédﬁ é% 7;94 774
9 7
.z/!__

(8.130)

-+
°(o
X
°3

]
™

-

=

VAT A Ve —a]
'"[%'Mfé +.?-/\/f /5/0‘9
AuBerdem ist hier im Gegensatz zu (8.84) zu beachten, daB insbesondere

o
M“ﬂ’: M/z m:O///,Z,.
%

4 /
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8.4 Diskussion

In diesem Abschnitt sollen die wesentlichsten, soweit erzielten Folgerungen

aus den beiden Bedingungen (A2) und (A3) vergleichend gegenﬁbergestellt werden.

Bei der Auswertung der Invarianzbedingung (A2) hinsichtlich der integralen

e o o v b

Energiebilanzgleichung hat sich insbesondere gezeigt, daB die Invarianz-
bedingungen fiir sich genommen nicht ausreichen, um die Bewegungsgleichungen
2. Art herzuleiten; vielmehr muBte hier noch zusdtzlich explizit verlangt
werden, daB die gedachten Zusatzbelastungen keinen Beitrag zum Gesamtdreh-
impuls eines finiten Linienelements (bezogen auf den Referenzpunkt) liefern
darf. Diese Zusatzforderung wurde durch die "Unabhéingigkeitsforderung"

(8. 108) motiviert: Sie ist plausibel, wenn man bedenkt, daB der Drehimpuls-—
satz der Schale ja weitere Bewegungsgleichungen fiir die kinematischen Variab-
len 7 und d liefern soll und diese Grdfen unabhdngig von der Kenntnis der
Zusatzeinwirkungen bestimmbar sein sollen. Aus dem reduzierten lokalen 2D-
Drehimpulssatz (= Drehimpulssatz fiir finites Linienelement bezogen auf
Referenzpunkt) lassen sich dann zwei hinreichemde'und notwendige Bedingungen
ableiten, von denen die eine eine vektorielle Gleichung darstellt (Bewegungs-—
gleichungen 2. Art) und die andere eine skalare Bedingung (Orthogonalitits-

bedingung).

Die Bewegungsgleichungen 2. Art enthalten noch eine umbestimmte skalare
GréBe ( éf bzw. € ). Um eine tautologische Argumentation zu vermeiden,
dﬁrfgg die Bewegungsgleichungen 2. Art aber nicht alg Definitionigleichung
fir @ baw. & aufgefaft werden (vergl. S. 142); daher muf fiir & bow. &
noch eine von den Bewegungsgleichungen 2. Art unabhingige Bestimmungsglei-
chung - eine Stoffgleichung - angebbar sein. Darauf wird spdter (Teil 2)

noch eingegangen werden,

Die Auswertung der Invarianzbedingung (A2) (zusammen mit der Zusatzforderung

2 =5) fiihrt auf insgesamt acht skalare Gleichungen:

rd
Bewegunpgsgleichungen 1. Art:
(61. (8.26)) =—> 3 skalare Gleichungen

(GL. (8.75) bzw. (8.82)) =——> 3 skalare Gleichungen
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e ) s e o s e e W s e S8 s

(G1. (8.74) bzw. (8.81)) =] skalare Gleichung

1 s S e i o . s g S e e e it e e e s S5 s i i e i e

(Gl. (8.84)) == skalare Gleichung
Dem stehen folgende FeldgrSfen, fiir die L&sungen gesucht werden, gegeniiber

Unabhidngig verdnderliche GriRen:

kinematisch , o

thermisch 41/ 11,/1
(] 7 ? e

} =—=—=> 9 sgkalare Grb8en

Abhdngig ver#nderliche GriBen:

nichtsymmetrische Momente
P pp s M!‘ﬂ
o / 1 /& === 17 GréRen

Job o J o
/0‘7=g)vME/;Q/Q
thermische Gr&Ren

4 3 Gridgen
oa)/z\' : OfRle
(-]

Es versteht sich, daB die abhingig Verinderlichen mit den unabhidngig Veridnder-
. % . .

lichen (und deren Ableitung nach dem Flichenkoordinaten & Y {ber konstitu-

tive Gleichungen verkniipft sind, filr die hier zunichst noch keine Einschrdn-

kungen gefordert sind. Auf diese Gleichungen wird in Teil 2 noch im einzelnen

eingegangen.

Vergleichen wir die Orthogonalitidtsbedingung mit den Bewegungsgleichungen
. und 2. Art sowie der reduzierten Energiebilanzgleichung, dann f3dllt auf,
daR diese Bedingung neben mechanischen abhingig Verinderlichen nur kine-
matische Zustandsvariablen enth#lt. Sie stellt keine Differentialgleichung
dar. Da die mechanischen- abhdngig Verdnderlichen durch die konstitutiven
Gleichungen mit den unabhéngigen kinematischen und thermischen Zustands-
gleichungen verkniipft sind, stellt die Orthogonalititsbedingung eine Ver-
knlipfung zwischen den kinematischen und thermischen Zustandsvariablen dar.
Dies steht aber im Widerspruch zu der Vorstellung, daR die kinematischen

und thermischen Zustandsvariablen lokal beliebig und unabhingig voneinander

Hier wird nur der thermoelastische Fall betrachtet.




— 168 —

einstellbar sein sollen. Um dieser Vorstellung gerecht zu werden, miissen
daher die in die Orthogonalititsbedingung eingehenden Stoffunk tionen
M “/S/ M =041 so beschaffen sein, daf die Orthogonalitédtsbedingung

'n I3 P
identisch erfiillt wird. Die Orthogonalititsbedingung (8.74) bzw. (8.81)

Aq X -
stellt demnach eine Restriktion fiir die Stoffunktlonen 47 A Ao-<%’ﬂ z

dar.

Unter Beachtung dieser Interpretation der Orthogonalisﬁtsbedingung stehen
F,d , A, n=072

als Bestimmungsgleichungen fiir die neun GrSRen %

bisher nur sieben Differentialgleichungen zur Verfiigung: Die Bewegungsglei=
chungen 1. Art (3 Gl.), die Bewegungsgleichungen 2. Art (3 Gl.) und die

reduzierte Energiegleichung (1 Gl.).

einwirkungen W verschwinden soll, wie auch immer die aktuellen Elnw1r—
kungen beschaffen sein mbgen bzw. welche Werte auch die GroRen C ,OL s
46; s, /4,4, unabhingig voneinander annehmen, ist fiir sich genommen auch

zu schwach, um weitere Konsequenzen zu entwickeln. Hier muB noch zusdtzlich
verlangt werden, daB bestimmte Integrale der gedachten Zusatzeinwirkungen
oder in abgeschwidchter Form bestimmte Kombinaﬁionen.diesey Integrale
(Hypothese S. 148) unabhingig von den Raten T A , Vo s /o der
kinematischen Variablen gew#hlt werden kdnnen. Die Kombinationen dieser
Integrale der gedachten Zusatzeinwirkungen sind nicht adhoc gewdhlt, sondern
sie stellen die Koeffizienten der Raten “” ‘Z. etc. im Leistungsausdruck #/
(G1. (8.%1)) dar, Ohne diese Zusatzhypothese lieBe sich natiirlich die For-
derung wW=0 auch dadurch identisch erfiillen, daB man alle integralen Zu-
SatzgroBen bis auf beispielsweise ZV beliebig vorgibt und die Bilanzbe-
dingung k/- © dann benutzt, um ﬁf' festzulegen., Allerdings wiren danp

aus der Bedingung (A3) fiir sich genommen keéine weiteren Konsequenzen zu

ziehen.

Die erste und letzte der Zusatzforderungen (8.92) lassen sich — wie oben
beschrieben - einfach interpretieren. Die iibrigen erlauben anscheinend
keine einfache Interpretation; nur fiir den Fall, daR keine Zusatzvolumen-

momente A angenommen werden, d.h,

verbleibt die zweite Zusatzforderung (8.92)], die dann als Forderung nach
dem Verschwinden des Beitrags der gedachten Zusatzeinwirkungen zum Drehim-

puls eines finiten Linienelements zu interpretieren ist.
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Im Unterschied zu der Ableitung in Kap. 8.2 wird in Kap. 8.3 (Auswertung
der Bedingung (A3) zusammen mit der Zusatzhypothese S. 148) explizit von
den lokalen Bilanzgleichungen des dreidimensionalen Ersatzproblems Gebrauch

gemacht. Diese Auswertung fiihrt auf insgesamt 18 skalare Gleichungen:

o e e s S5 e v 35 s B0 v e e e e i s B, e et s 2 D e

(G1. (8.94)) ====3> 3 skalare Gleichungen

Zwischen diesen Gleichungen und den in Kap. 8.2 abgeleiteten Bewegungsglei-

chungen }. Art Gl. (8.62) besteht kein Unterschied.

Bewegungsgleichungen 2. Art:

(G1. (8.105)F bzw. (8.105)1T

oder (8.120) bzw. (8.122)

==—= 3 skalare Gleichungen

Hier besteht ein deutlicher Unterschied zu den friiher abgeleiteten Bewegungs-
gleichungen (8.75) bzw. (8.82). Der Unterschied ist zunichst im ersten Term

= 23
auf den rechten Seiten, u.z. 2 und 57 , zu sehen; dieser Unterschied ist

aber von geringer Bedeutung, da éf in (8.75) eine noch unbestimmte GréBe ist,
fliir die bisher noch keine Interpretation im Sinne der dreidimensionalen Theo-
rie vorliegt; allerdings wird fiir die entsprechend Kap. 8.2.2.4 die Existenz
einer Stoffgleichung vorausgesetzt. Von besonderem Interesse ist der zweite
Term in (8.75) und bei dem Zwischenergebnis (8.120); diese unterscheiden sich
nur durch den Faktor 1/2. Dieser Unterschied macht deutlich, daB die beiden
die Unbestimmtheit von ! auBer acht 1Rt und die Symmetriebedingung (8.119)
noch nicht in (8,120) beriicksichtigt. Die Symmetriebedingung (8.119) bzw.
L= 0O fiihrt dann schlieBlich dazu, daf der zweite Term in (8,120) heraus-

fdllt, im Gegensatz zu (8.75), wo zwingende Griinde fiir ein Verschwinden von

A oder dAx & nicht bestehen.

(G1. (8.107) bis (8.110) bzw. (8.119)) =——= 4 x 3 bzw. 7 skalare Gleichungen

Ebenso wie die oben diskutierte Orthogonalit#tsbedingung (8.74) stellen diese
Gleichungen im Gegensatz zu den Bewegungsgleichungen und der reduzierten
Energiegleichung keine Differentialgleichungen dar. Aus den gleichen Griinden,

wie sie bei der Interpretation der Orthogonalititsbedingung aufgefiihrt wurden,
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miissen diese Bedingungen als Restriktionen flir die Stoffunktionen gufgefaft
werden. Wie die Analyse gezeigt hat, enthalten die Bedingungen (8,107) bis
(8.110) wohl redundante Aussagen; insbesgndere hat aber die Analyse gﬁzeig;,
daB sich diese Restriktionen sehr einfach darstellen lassen, ndmlich in der
Form der Symmetriebedingungen (8.119) filir die Momente. Diese Symmetrie fithrt
zu einer Reduktion der Anzahl der erforderlichen Stoffgleichungen fiir die
Momente 47a?‘ﬁ;41.3 von 12 auf 9 Stoffgleichungen.

Reduzierte Energiebilanzgleichung:

(G1. (8.130)) ==%» ] gkalare Gleichung

Unter Beachtung der Interpretation der Symmetriebedingungen als Restriktio-
nen flir die Stoffgleichungen der Momente ¢7Kb stehen als Bestimmungsglei-
chungen fiir die neun skalare Felder (je drei Komponenten von ‘7 und ol
sowie {1A, #=07%2 ) auch hier nur sieben Differentialgleichungen zur Ver-

figung.

In der bisherigen Darstellung waren die Bedingungen (A2) und (A3) nebenein-
ander analysiert worden, und es war gezeigt worden, daf jeweils mit bestimm-—
ten Zusatzforderungen zweidimensionale Bilanzgleichungen und Restriktionen
fiir Stoffgleichungen abgeleitet werden kdnnen, in denen Zusatzeinwirkungen
nicht mehr auftreten. Es stellt sich die Frage, ob die Bedingungen (A2)
und (A3) ohne und mit den jeweiligen Zusatzforderungen miteinander vertrig-
lich sind. Es ergibt sich folgendes Bild:
(1) Bedingung (A2) zusammen mit (A3) ohne jegliche Zusatzforderung.

Die Unabhingigkeitsforderung ist nicht erfiillt.

A
(2) Bedingung (A2) mit der Zusatzforderyng sz=0 ; die Bedingung (A3) kanp
dabei automatisch erfiillt werden, indem die Beitrdge zu der Zusatz-—
A
1eistungﬁ/ so zu widhlen sind, daB sie sich kompensieren.

Die Unabhdngigkeitsforderung ist exfillt.

(3) Bedingung (A3) mit der Zusatzforderung (Hypothese S. 148 ) an die

gedachten Einwirkungen. Die aus den Invarianzbedingungen (A2) folgemden

Bediagungen . . . A ,
s /= N~ ~ 7 = 5

werden ebenfalls erfiillt, wobei sich hier aber auBerdem ZL61=67 als

logische Folge ergibt und nicht gefordert wird. Die Unabh#ngigkeitsfor—

derung ist erfiillt.
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(4) Glelchzeltlge Forderung von (A2) und (A3) einschlieflich der jeweiligen
Zusatzforderungen, d.h, /@Ml & und die Hypothese (S. 148). Dies ist

w1derspruchsfre1 méglich und ergibt‘dieselben Gleichungen wie unter (3).

Wie die Auswertung zeigt (Punkt (3)), gehen die Forderungen (8.92) {iber die

im Zusammenhang mit den Invarianzbedingungen (A2) (einschlieBlich der Zusatz-
forderung ZLA =d ) erzielten Konsequenzen hinaus. Dies HuBert sich ins-
besondere in den abgeleiteten Symmetriebedingungen (8.119) fir die Momente.

Im Verglelch dazu liefert die Bedingung (A2) zusammen mit §2ﬁ¢ =0 nur

die Orthogonalltatsbedlngung (8.74) bzw. (8.81), aus der eine Symmetrie der
Momente 47 nicht zwingend ableitbar ist; falls aber die Symmetriebedingun~—
gen (8.119) erfiillt werden, dann ist auch die Orthogonalitdtsbedingung erfiillt.

Die hier abgeleiteten Symmetriebedingungen sind in der Tat nicht trivial,
denn fiir das dreidimensionale Ersatzproblem war vorausgesetzt worden, daR
Volumenmomente 2 vorhanden sind; daher ist der Piola-Kirchhoffsche Spannungs-—
tensor 2. Art nicht symmetrisch, so daB auch nichtsymmetrische Momente
zu erwarten gewesen wiren. Es ist interessant hier zu sehen, daf die Bedingung
(A3) zusammen mit der Hypothese (S. 148) zu einer Symmetrie der Integrale

£4 ke der Spannungstensorkomponenten 7 % filhrt. Natiirlich kann man von
der Symmetrie der Momente ausgehend nicht auf die Symmetrie des Spannungs-—
tensors schlieBen. Fiir das Weitere soll die in Kap. 8.2 (s. Punkt (2)) bzw.
in Kap. 8.3 (s. Punkt (3)) entwickelte Vorgehensweise als 1. bzw. 2. schalen-

theoretisches Konzept bezeichnet werden.

Die abgeleiteten zweidimensionalen Differentialgleichungen und Restrik-
tionen fiir die Stoffgleichungen sind, welches schalentheoretische Konzept
man wdhlt, logisch noch nicht geschlossen. Denn einmal fehlt noch die Angabe
der konstitutiven Gleichungen (Stoffgleichungen), also den Verkniipfungen zwi-
schen den unabhingig Verinderlichen <7, A?,-{} #2472 ynd ihren Ableitungen
nach den Flichenkoordinaten einerseits und den abhingig Verinderlichen
etc. (S. 167) andererseits. Fiigt man die konstitutiven Gleichungen zu der
Liste der Gleichungen in Kap. 8.2 oder 8.3 hinzu, dann zeigt sich, daB auch
jetzt noch nicht der "Bestimmtsheitsforderung" (S. 106) geniigt wird. Die bei-
den verschiedenen abgeleiteten Systeme von zweidimensionalen Differential-
gleichungen und Restriktionen fiir die Stoffgleichungen sind also nicht nur
durch die zweidimensionalen Stoffgleichungen zu erginzen, sondern auch noch

durch je zwei weitere zweidimensionale Differentialgleichungen.
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In Analogie zum dreidimensionalen Feldproblem sind weitere Restrjiktionen
fiir die Stoffgleichungen aus der integralen Entropieungleichyng zusammen
mit der Entrqpie~Forderung zu erwarten und hier ist auch dey Schllissel fiir
die Klarung des Bestimmtheitsproblems zu guchen.

Zum Abschluf dieses Kapitels sollen die zym Teil sghon angedeuteten, nicht

gekldrten Fragen zusammengestellt werden:

- Durch welche weitere Forderungen sind die beiden schalentheoretischen
Konzepte noch zu erginzen, um ''bestimmte" Differgntialgleichungssysteme

-

flir 7, ol und .{1 =62 zu bekommen?

- Welche allgemeine Struktur haben die zweidimensionalen Stoffgleichungen
unter Beachtung der verschiedenen, bisher gefundenen Restriktionen, der

integralen Entropieungleichung und der Entropie~Forderung?

—- Flihren das 1. und 2. schalentheoretische Konzept nach Auswertung der
integralen Entropieungleichung und der Entropie~Forderung sowie nach

Kldrung der Bestimmtheitsfrage zu Hquivalenten Schalentheorien, d.h. zu

identischen L&sungen ’7‘/5’“/17 R 92/9737, 4 (6% ¢) 2

Diesen Fragen widmet sich der zweite Teil der Abhandlung.
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Anhang (1): Zur Transformation der Ortsvektoren zwischen zwei Beobachter-—

systemen; objektive Vektoren und Tensoren

Es werde ein Euklidischer Pumktraum [_66 R 79_7mit dem Ursprung 7 wnd der

(kartesischen) Basis C‘3K betrachtet (Abb. 9 ). In diesem Punktraum werde eine
_— * . .
andere Basis ek mit dem Ursprung o gewdhlt, die durch eine zeitab-

héngige Koordinatentransformation mit CJK verkniipft sei

— % — 7 — . 7 =
Cx = @/z‘) Cx = Sk @ =e, R = &@é,
(a1.1)

>

s

mit

Q an (£) é;/ ®e,

[
]

- _ _ (A1.2)
@ = Q = &M/’t. [lL) e/‘1 @e/\/ Y ‘
. =t 5
Die Projektion wvon eK auf el. ist also
— ¥ — —_ —_ Q
e = g Qe e (&)
- (A1.3)
= eK @ €, -
Dementsprechend ist
@2 — - — — K
_ _-Q/-i/\/ 6)M@e/\/ - /1@6/4
(A1.4)
2 =2, ¢ |
) - M /// 4
= = ¥
Voraussetzungsgemif sind @K und eg orthonormierte Basen
&, &, = dx
(A1.5)

— 4
e '€L=JKL,
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Dann gilt
¥ X — e
Cp- €, = QK/,, €, QM/ E, = Rum QLM

_@.@-éL S ﬁr-—@— é‘ J

K Z

i

so daB also

/- 7
QKHQZM:J)(L)Q_@/:_? _@ﬂ:j (A1.6)

’ Sz

FaBt man die zeitabhingigen (aber ortsunabhingigen) Transformationskoeffi-

zienten aﬁ”[)ﬁ) symbolisch zu der Matrix 1—62_7 zusammen, dann gilt
Qifar - [, [elTe] < [4]
[@] "= [4]’

Der momentane Ortsvektor gines macerlellen Pupktes X im Bezyg auyf die
*
Basis ek SE;LXV und im Bezyg auf § sel er X"

{1

Dann gilt (siehe Skizze)

- % — —
X=X = Cpy (1.7
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Dieser Schreibweise entspricht die Vorstellung, daB alle hier angegebenen
Vektoren demselben Vektorraum angehdren, denn sonst wire elrne Addition

und :Gleichsetzung nicht erklidrt. Da die Basen ek und e per defini-
tionem demselben Vektorraum angehSren, kann der Vektor X’* sowohl beziiglich

der Basis é‘K wie auch der Basis €, zerlegt werden. Hier soll die Zer-

. =k
legung beziiglich der Basis €&y erfolgen:

- ¢ - ok
- = ¥
X »6‘()& = 32 X“K' ) )(u =XJ‘< eK , (A1.8)
Mit der Zerlegung . - R
(X -2C)» €, = Xy - (o (A1.9)

wird dann unter‘Beachtung von (Al.3)
- _ - o - K
[)C- C)' 8: = [Xﬁ ‘Cm)ﬁﬁ c € h =[X‘;'CH)QKH, (A1.10)

& _
Skalare Multiplikation von (Al.7) mit 8K und Beachtung von (Al1.8) bis
(A1.10) liefert dann

XJ: = QKM (¢) [XJ», - C,c,(z‘/)). (A1.11)

dlese BeZJ.ehung gibt die Verknupfung zwischen den Komponenten der beiden
Ortsvektoren Xu und X’* an, wenn diese jeweils auf die Bezugssysteme /ﬁek)
bzw. [aj é:) bezogen werden. Mit den Spaltenmatrizen LXJ:7 und LX‘“—p__/
148t sich fiir (A1.11) auch schreiben

‘[)C‘.%]: [ Q] [»-c], o (A1 DT

Ferner kann (A1.11) noch auf die folgenc'l‘e Tensorform gebracht werden. Wir
mul tiplizieren (Al.11) mit der Basis eK' .und verwenden (Al.9), so daB

. , ¥ = -
o . W (F-C
X’Z éK. = ,X"* = QKM €« Cu ( )




— 176 —

Mit

= |
Q":‘ C\)K@ ey ®E, (Al.12)

(man beachte.den Unterschiged zu @ und @)

ist dann

¥¥= Qx-2), | ar.antt
é? ist hier ein gemischter Teqsor ml; den Komponenten GA(H . Da vorausge~
setzt war, daB 63 und E?K QQmselben Vektorraum angehoren, gilt wegen
(AL1) und (Al.6), daB (Al.12) die Darstellung des Einheitstensors bei ger
mischten Basen darstellt, dennmit (Al.1) und (Al.6) 1dRt sich é? auch als
dyadisches Produkt in' der Form

_ — &
Q = c,®e, = Ey ®Ey (a1 1)t

schreiben. Vergleicht man (Al!.7) und (Al.]l)I} dann ist deutlich, dag (Al,7)
eine vom Bezugssystem unabhingige Darstellungsform ist, d.h. die hier auf-
tretenden Vektoren k&nnen noch bezliglich der verschiedenen Basen zerlegt
werden; dagegen bringt (Al.ll)IIzum Ausdruck, daB die Vektoren X und X~
schon bestimmten Bezugssystemen zuzuordnen sind, so daf (Al.Ill) I’die Kompo-
nententransformation (Al.11) widerspiegelt. Die Form (AJ.]I)IIbringt damit
deutlicher zum Ausdruck, daf der Ortsvektor, der die Position eines materlellen
Punktes angibt, eben relativ zu einem Bezugsrahmen (29 () oder [29 é:&)

dargestellt wird.

Man kann zu der Form (Al.ll)IInoch auf andevem Wege kommen. In der Sprech-
weise der modernen linearen Algebra sollen die beiden Beobachtersysteme zwel
verschiedene Euklidische Punktriume bzw. Vektoyridume darstellen [5?_7.
Vektorrdume k&nnen verschiedene Dimensionen haben, Die Abbjldung der Vektoren
des einen Vektorraumes auf den anderen erfolgt durch lineare Transformationen,
also Tensoren, sp daB die algebraische Struktur der Vektoryiume erhalten
bleibt / 76/. In derartigen Vektorriumen lassen sich beliebig viele (linear

unabhédngige) Basisvektowsysteme angeben. Der Ubergang von einem Basisgystem
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in ein anderes innerhalb eines Vektorraumes erfolgt durch (zeitunabhingige)
Koordinatentransformation. Der Ubergang von einem Vektorraum in einen ande-

ren erfolgt mit Hilfe. eines Transformationstensors _Z—, der eine gemischte

Basis hat./ 76/, z.B.

I.':‘ Td&é‘i @éé

- . q} : _
ex H Basisvektoren im Vektorraum < A= ’f/ ¢, . ) o
) Basisvektoren im Vektorraum ‘09 =
G f‘- s
— ¥
Beispielsweise ist v,
- X e
v o=

+

— — & _ 4
Py LI U"‘ex ) = eé,

g’
die Abbildung von ¥ im Vektorraum ”/:.( . Es ist klar, daR Vektoren, die ver-
schiedenen Vektorriumen (verschiedener Dimension) angehdren, nicht addiert
werden konnen und daB aus ihnen kein Skalarprodukt gebildet werden kann.

Haben die beiden betrachteten Vektorriume gleiche Dimension (Abbildung

Vektorrdume beibehalten oder auch aufgeben werden. Bei der obigen Darstellung
(A1.1) bis (Al.]l)I wurden die beiden Beobachtersysteme nic_l}t als verschie-
dene Vektorrdume aufgefaBt, d.h. das Skalarprodukt éf - €4 war definiert.
In der Rationalen Mechanik faRt man dagegen h#ufig die beiden Beobachter-
Systeme als verschiedene Vektorrdume (trotz gleicher Dimension) auf. Dieser

Vorstellung entspricht die Formuliérung (Al.ll)II

Q) (&~ Cew)

v K
X' =
Q-0 é 08, B Qo<1 Q-1
= Kt % M) = = - ) == '
Diese Transformation 148t sich auffassen als eine "Ubersetzungsvorschrift"
b, =X
flir die beiden "Bilder" X und X desselben physikalischen Objekts -

ndmlich Ortsvektor eines materiellen Punktes.> Der Begriff Ortsvektor bzw.

Lage des materiellen Punktes wird hier durch eine MeBvorschrift definiert,

= Analogiebeispiel: Ein und derselbe Sachverhalt kann in verschiedenen Sprachen
schriftlich dargestellt werden. Um die inhaltliche Identitdt zweier solcher
Texte festzustellen, ist es notwendig, mindestens einen der Texte zu iiberset-
zen, so daB beide Texte in derselben Sprache verglichen werden kdnnen.
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die sich nicht bei Ubergang von einem Beobachtersystem in éin anderes Hndert.

Als nichstes sall hier das Transformationsveuhalten des Ortsvektors in
den Referenzkonfigurgtionen 2€|nzd 23 gngegebgn werden. Wie erwdhnt, wird hier
die Referenzkonfiguration dem jeweiligep Beobachtersystem angehgftet, so daB
die beiden Referenzkonfiguratjonen %’(zugehdrlg zuryféyeg))und ;2 (zugehbrig
zu é?ﬁQ?w ::)) eine relative Starrkbrperbeyegung zueinander ausfithren.

Ohne Einschridnkung der Allgemeipheit soll angenommen werden, daB zum Zeit~-
punkt =0 , zu dem der KSrper seine Ausgangslage hat, sich die beiden
Beobachtersysteme /5/0' 8;:) und /.S‘ (ﬁxeg)decken (zusammenfallen). Sind zu
diesem Zeitpunkt die Koordinaten eines materiellen Punktes /(, und 'X - s

dann gilt

XK; A , ¢ o, (A1.13)

Da nun die Ausgangslagen der materiellen Punkte dem Beobachtersystem angehef-

tet sind, gilt die Beziehung

Ky = /(* fiir alle (A1.14)

Kk )

Die Ubersetzung dieser Beziehung in die direkte Tensorschreibweise ergibt

sich wie folgt. Es sei
X=X&( eK
der Ortsvektor der Referenzkonfiguration bezliglich :;; entsprechend ist
¢ -
X Ck
é;k
der Ortsvektor beziiglich . Nun sind

— — «'—
Xe= XeE, X s K v Ex

1
so daB mit (Al 1) aus (Al, ]4)

* =

X@ek —Xéx
oder

_x —._. _—

(X*@ —x) €x = O
folgt. Daher ist der in der Klammer angegebene Ausdruck der Nullvektor; alsp
gilt
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X'@ =X

Py

und mit (A1.6)3 erhdlt man schlieBlich

X‘.-—" _@ ;(— (A1.15)

Dies ist die Darstellung von (Al.14) in direkter Schreibweise. Fiir die
Differentiale des Ortsvektors der Referenzkonfiguration gilt dann ganz ent-

sprechend

&/)7*: _@d;{ ) dX: = /Xk . (A1.16)

Dagegen folgt aus (Al.l]fj:fﬁr die Differentiale des Ortsvektors in der

Momentanposition

a’f’*‘.@f(} /XU/:’ 62«/7 “/X;r

, (A1.17)
Fassen wir die beiden Beobachtersysteme als zwel zeitabhingige Koordinaten-
systeme desselben Vektorraumes auf, dann ist (é}.lS) bzw. (Al1.16) eine
Transformation, die einer Drehung des Vektors )( bzw. ;{X/ entspricht; da
diese Drehung gleich der Relativdrehung von ﬁ?*'bezﬁglich ;; ist, haben die
& * 6L( ) . .
Komponenten ’XK' bzw. aCVK und )(K bzw. ¥ zahlenmdBig die gleichen

Werte.

Es ist also festzuhalten, daf sich der Ortsvektor der Momentanlage X" eines
materiellen Punktes und der Ortsvektor der Referenzlage desselben materi-
ellen Punktes durch verschiedene Transformationsgesetze transformieren, wenn

K‘—
vom Beobachtersystem ﬁj auf das Beobachtersystem ﬁg ibergegangen wird.

SchlieRlich sei hier noch erwdhnt, daB die gewdhlte direkte Notation fiir die
Transformationsgesetze (Al.17) und (Al.16) mnemotechnisch zum Ausdruck bringen
soll, daB die Komponenten der Differentiale #X sich mit den Transformations-

koeffizienten Gatéy transformieren, wdhrend die Komponenten von ax von
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der Wahl des Beobachtersystems unabhingig sind. Es wurde daher ip direk-

it i et b e o e Y e et Pt St

Es werde jetzt davon ausgegangen, daf bestimmte Skalare S, Vektoren ¢~
und Tensoren’jﬁ sich bei Ubergang von einem Beobachtersystem é; in ein

* .
anderes Beobachtersystem Ag wie folgt transformieren:

Skalare: 5*.= S
_.K_ handd
Vektoren; v o= 522 v (A1.18)
7
Tensoren: fo—z Q é Q ,

Wie diese Transformationsvorschriften zeigen, geht in sie nur die relative
Orientierung der beiden Beobachtersysteme (Vektorrdume) rg und ﬁgﬁ-ein, die
durch QZ(V) gegeben ist, nicht aber die anderen Aspekte der Relativbewe-
gung (wie Translations— und Rotationsgeschwindigkeit und -beschleunigung).
Diese Feststellung filhrt dazu, Skalare, Vektoren und Tensoren, die den
Beobachtertransformationen (A 1.18) geniigen, als beobachterinvariant, rahmen-

indifferent oder kurz objektiv zu bezeichnen l%6,7@]. Beispiele fiir objek~

tive GrbBen sind

Skalare: Dichte § , spez. innere Energie & , nicht aber die kinetische

Energie pro Masseneinheit

p—

Vektoren: Spannungsvektor,t , nlcht aber die Geschwindigkeit oder Be-

schleunigung und die Massenkraftdichte 5

Tensoren: Cauchyscher Spannungstensor ﬁ , nicht aber der Deformations-—

gradiententensor f?

Die Aussage, daB ein Skalar, Vektor oder Tensor objektiv ist, ist night
Definitionssache, sondern beinhaltet einen physikalischen Sachverhalt;

sie geh&rt mit zu den Axiomen der Theorie.

In Komponentendarstellung sind die Beobachtertransformationen (A].18)2 3
bd
nicht v8llig eindeutig. Es muB hier streng unterschieden werden zwischen

der Darstellung der Vektoren ¥ und Tensoren zf in einem Koordinatensystem,
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das mit dem jeweiligen Beobachtersystem (starr) verbunden ist und einem
mitgeschleppten Koordinatensystem, das an der Bewegung und Deformation
des K8rpers teilnimmt. Wir betrachten zundchst irgendein krummliniges
Koordinatensystem mit der Basis™ 34& und den Koordinaten /\"& , das im

Beobachtersystem.)g (Vektorraum) aufgespannt ist. Der Zusammenhang mit

. . > . ; . K .
der kartesischen Basis ‘QM und den kartesischen Koordinaten 4 sel ge-

geben durch
- Ho - 4
do = 7 4 o Xgé’/ /57)' (a1.19)

H
die Transformationskoeffizeiten ;?ﬁ, sind hier zeitunabhidngige, aber orts-

) , *
abhidngige GroRen. Entsprechend gelte im Beobachtersystem ;3
K Ly X
, - 11
= @ ot o= /% ) ) (A1.19)
7 4 Cn
Die Invertierung der Koordinatentransformation liefert

— -2 - '4%' N
€= A% &, , A A%

?/V
¢y

V
‘"

\l

(A1.20)

13

wq -7
¥ *i 5 *ﬂé *w ,
eM = p/’)?i ) /9 Yz /9 /é

Dann wird aus (A1,12) mit (A1.20)

£ -
(2 = (QMM@ & €4

= 4
. -1
X"é *46 _¥ -
:QHNHHHA/'?é@;?é
,: Q’M f’é @fe (A1.421)

[ i
RN
+ R

N
?'%? ‘
R A
LY I

§f <
. 3

Man beachte, daB hier kleine lateinische Buchstaben als Indizes benutzt werden
= rdumliches oder Eulersches Koordinatensystem.

E . , .
In der folgenden Darstellung werden sowohl kartesische wie auch krummlinige
Basisvektoren verwendet. Wegen der bei krummlinigen Koordinaten iiblichen Summa-

tionsvereinbarung {iber hoch- und tiefgestellte Indizes werden hier die karte-

sichen Komponenten von (0, d.i. G&M/ , mit hochgestellten Indizes geschrieben.
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¢ *
Man beachte hier, daB der erste Index von é?ﬁ mit der Metrik ;Zéf im

Beobachtersysteﬁlﬁfbund der zweite Index mit der Metrik é?fuu im Beobachter-

systenlﬂ; heruntergezogen wird.

_ _# - o
Der Vektor # bzw. V" werde jetzt beziiglich der Basis éﬁ% bmww;a zerlegt
- _* £y K
~ 4 _
A = P v = % Al1,22
W 7 -
Mit (A].l8)2 wird dann
* Lg X 4>
62 { ¥ = e ¢ -~
= ” f& @g s fe (A1.23)
_ 62 4 w X
= e s 6%@
)
so daB
¥ 4 4 s
T = @, v ; (A1.24)

dies ist die (A1.18)2 entsprechende Komponentendarstellung, wenn der Vektor v
in irgendeinem mit dem Beobachtersystem ;; fest verbundenen Koordinatﬁnv

system (Basis(?& und Koordinaten Xfi ) dargestellt wird,

Die Komponentendarstellung von (A].18)3 erhdlt man wie folgt, wenn der Tepsor z

.

beziiglich eines im Beobachtersystem festenm Koordinatensystems dargestellt wird:
X *

<= f'£5§£ &"f{ ) 7 = {aﬁ @j‘e‘ (A’l.AZ'S)

Mit (A'1.25) und (Al1.21) wird aus (A].18)3
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ko x ¥ X 4 X amyrs ol = *
4L = _
4 zV% &l£~@@§é@f 4 @sé?hj@ ¢
M A —K' —‘v
_—_-&éwza @e«ﬁ@@ﬁe) (A1.26)

so daB die (A1.18)3 entsprechende Komponentendarstellung die Form
*'441 4 A pn €
0 ZL Q s (A1.27)

hat. Erginzend sei noch angemerkt, wie die Basen éZé und.éZé miteinander ver—
knipft sind. Mit (A1.19)IIund (A1.1) wird

¥ 4 ¥

_* - Yuo

3£ = /[? 4 eh = @ ﬁ' "€ @M (A1.28)
und mit (Al.ZO)1 erhdlt man daraus

£ £ p P

gé < @ A p A, f‘ (A1.29)

Dies ist die gesuchte Verkniipfung; sie bekommt eine einfachere und iber-

sichtliche Form, wenn zu dem Zeitpunkt, zu dem die beiden kartesischen Koor-

= +
dinatensysteme €4 und eﬁ zur Deckung kommen, auch ﬁk und j& sich

decken. Dann gilt n&mlich
,Q*// _ 9// |
t *® (A1.30)
so daB

/9 M:d&

und daher
7 @ g,
ﬁé = & fe . (A1.31)

We gen (A].l)l ist dieses Ergebnis natiirlich nicht verwunderlich.
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Eine ganz andere Komponentendarstellung von (A1.18)2 und (A1.18)3 erhdlt man,
wenn die den Momentanzustand beschreibenden Vektoren und Tensoren in einem
mitgeschleppten Koordinatensystem dargestellt werden. Die Basis eines mitge-

* .
schlepptes Koordinatensystems im Beobachtersystem ;; bzw. ;; ist definlert

als _
_—_— D A =
qq'K - QXK - /K
bzw. ¢ . (A1.32)
¥ Q4o A
X

gk: k::)‘()

so daR wegen (Al;ll)IIund

D
P
C
lig
~3

X
9 = X9 (a1.33)
Ju ff P

gilt. Wir stellen jetzt gk und iu in der kartesischen Basis des jeweiligen

Beobachtersystems dar; dann ist

(Al.34)
K #

4 £ y
Im Unterschied zu den Transformationskoeffizeiten /? % und ,/? 4 sind é? K

und hk orts— und zeitabhdngige Transformationskoeffizienten. Die Invertierung

von (Al.34) ergibt

—— il 4 /( = s”K N N
Cn = B gk 2", A K = [/)/4
a “1 & ! ~} 0 (A1.35)
= - K K Vo 4
8/7 = 3 M K ) 8 /7 \8 K = ﬂM N
Damit wird y X

-7
iL
- - K v
Q-0 cowi = @« 8,
= /M/ (A1.36)

also
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Mit der Beobachtertransformation (Al.33) wird jetzt aber

Q.: @m\/g_:@j” = @HA/Q @@j/»r), (A1.37)

MH — -
Da der Tensor Q auf beiden Seiten steht, muB @ g;, @(gm gleich dem Ein-

heitstensor sein, d.h.

@m/vafh @)gﬁ/ = A :jAW?”” @f:’ (a1.38)

Damit folgt aber, daB 4
., % v / “
% KL Voo HN o p v
@™ = B B = g™ = 9"

(A1.38)L1

Mag .
@ ist also gleich den kontravarianten Metrikkoeffizienten des mitgeschleppten

Koordinatensystems. Stellt man nun in der Beobachtertransformation (Al.18)

2+3
den Vektor 7 und den Tensor _Z—L im mitgeschleppten Koordinatensystem dar, wie

es jeweils in den beiden Beobachtersystemen definiert wird, dann ist

_ . %,
v =vg . P =7

.y

¢«
ol iy | (A1.39)
z :in£®£ ) ngkaK@ .

dann wird aus (A 1.]8)24_3 mit (A1.36)2

* X _ e X - L=~
7 =4,'f“<?k -QF =@ %@%;%
" .
= gA/{, /Z)L?/'/
*# Ky A X .
1—_L = ZZ/(?: @3‘ = Q é Qr (A1.40)
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Wegen (A1.38)IIwird aber

@me I ol (A1.41)

~
~

* (Al.42)

die Komponentendarstellung ist also
X K
vk =
*
KL €L
[

d.h. bei einer Darstellung im mitgeschleppten Koordinatensystem sind die Kompo=

(A1.43)

nenten von Vektoren bzw. Tensoren numerisch gleich. Dies ist ein Ergebpis, was
naturgemidB zu erwarten war, denn es gibt (objektiv gesehen) nur ein mitgeschlepp-
tes Koordinatensystem, aber natiirlich beliebig viele Beobachtersysteme, in denen
dieses mitgeschleppte Koordinatensystem dargestellt werden kann; fiir die Kom—

ponenten ist dies aber ohne Bedeutung.
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Anhang (2): Bemerkungen zum Forminvarianzprinzip

Es mag vielleicht auffallend sein, daB hier im Rahmen der nichtrelati-
vistischen Kontinudmsphysik ein Forminvarianzprinzip beniitzt wird, das
eigentlich ein wesentlicher Ausgangspunkt fiir die allgemeine Relativi-
titstheorie ist LZ6, 97 /. Abgesehen von der Tatsache, daB sich hier
die Entwicklung auf eigentlich orthogonale (i.e. starre) Beobachter-
transformationen beschrinkt, bedarf dies eines Kommentars mit dem
Ziel, die wesentlichen Unterschiede des Forminvarianzprinzips

im nichtrelativistischen und relativistischen Bereich anzudeuten.

Wir gehen aus von einem Beobachtersystem, in dem die klassischen Massen-
erhaltungs—, Energie—~, Impuls und Drehimpulssitze bekannt sind und
gelten sollen. Es war schon in Kap. 4.2.1 darauf hingewiesen worden,
daB innerhalb eines Beobachtersystems verschiedene Koordinatensysteme
aufgespannt werden kdnnen. Kartesische Koordinatensysteme sind hiér
durch zeitunabhidngige (eigentlich) orthogonale Koordinatentransforma-—
tionen miteinander verkniipft und krummlinige Koordinatensysteme durch
beliebige zeitunabhingige Koordinatentransformationen. Da die physika-
lischen Gesetze unabh#ngig von der Wahl des Koordinatensystems gelten
bzw. in allen Koordinatensystemen innerhalb eines Beobachtersystems
dieselben sind, sind diese verschiedenen Koordinatensysteme als gleich-
berechtigt anzusehen. Dies ist gleichbedeutend mit der Forderung, daR
die physikalischen Gesetze forminvariant gegeniiber zeitunabhidngigen
Koordinatentransformationen sind, ebenso wie die Relationen der (Eukli-
dischen) Geometrie." Forminvarianz heift, daR die funktionale Form

der Prinzipe in allen Koordinatensystemen dieselben sind 117£7. Diese
Forderung wird automatisch dadurch erfiilit, daB physikalische Gr&Ren
als Skalare, Vektoren und Tensoren (bzw. Tensorem O., !., 2. ... Stufe)
dargestellt werden, so daf alle physikalischen Gesetze in tensorieller
Form geschrieben werden. Tensorielle Gr&Ben sind gerade so definiert,
daB sie die gewiinschte Invarianzeigenschaft bei Ubergang von einem
Koordinatensystem auf ein anderes besitzen. Die hiufig und auch hier

- verwendete Methode.besteht darin, daB Tensoren ohne Bezug auf ein be-
stimmtes Koordinatensystem definiert werden, indem sie durch ein index-—

freies Symbol charakterisiert werden. z.B. U7 (Vektor) oder Zf (Tensor).

* Nach Einstein /7977 bringt dieses Postular die "Isotropie und Homo-
genitdt des Raumes" zum Ausdruck. Eringen bezeichnet dies als Koordi-
nateninvarianz / 41_7.
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Die Invarianzeigenschaft dieser Grdfen driickt sich gerade dadurch aus,
daB hier ein und dasselbe Symbol fiir alle Koordinatensysteme verwendet
wird. Die Zerlegung der Vektoren oder Tensorep beziiglich der Basis der
jeweiligen Koordinatensysteme und die Aquivalenz dieser Zerlegungen fithrt
dann‘zu den Transformationsformeln filir die komponentendarstellungen

der Vektoren und Tensoren. Diese Transformationsregeln stellen bekannt-
lich eine lineare, homogene Verkniipfung zwischen den Vektor- bzw.
Tensorkomponenten dar. Daraus folgt, daR Tensoren, deren sdmtliche
Komponenten in einem Koordinatensystem verschwinden, auch in jedem

Komponenten haben.

Der Ubergang von einem Beobachtersystem auf ein anderes darf nicht mit
einer Koordinatentransformation innerhalb eines Beobachtersystems ver-
wechselt werden, denn Beobachtersysteme fiihren ja per definitionem
(starre) Relativbewegungen gegeneinander aus. Dieses kann als eine zeit-—
abhdngige Koordinatentransformation aufgefaBt werden. Bei diesem Beobach-
terwechsel transformieren sich die Geschwindigkeit und die kinetigche
toren (Anhang 1). Daher k&nnen die Komponenten dieser GrSRfen in einem
Beobachteréystem wohl verschwinden, sie verschwinden gber nicht in ejinem
anderen Beobachtersystem. Bei einer (zeitunabhingigen) Koordinatentrans-—
formation ist dies dagegen gewdhrleistet. Digs zeigt einen wesentlichen

Unterschied zwischen Koordinaten— und Beobachtertransformationen.

Aufgrund der kinematischen Transformationsgesetze und der Annahme, daB
sich die Kontaktkrdfte - d.s. die Spannungen — wie objektive Vektoren
bzw. Tensoren bei Beobachterwechsel transformieren, sowie der Forderung,
daB der aus dem Energiesatz abgeleitete Impulssatz ebenfalls forminva-
riant ist, ergab sich, daB die Massenkraftdichte b nicht objektiv ist;
allerdings zeigte sich mit (ﬁ.6§), daR die Differenz der Massenkraft-
dichte und Beschleunigung (6"f5) sich wie ein objektiver Vektor
transformiert. Daher stellt der im System ;ff wie in einem "abgeschlosse-
als der Beobachter im System,g , wenn in beiden Beobachtersystemen

die Massenkraftfeldstdrke nach derselben MeBvorschrift bestimmt wird:

Die Massenkraftfeldstdrke ist gleich der Beschleunigung, die ein freier
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Probekdrper (Punktmasse) erfihrt.” Fiir den Beobachter innerhalb des
Systems ﬁi*'(im Kasten.ﬁik) ist es daher meBtechnisch mit den Gesetzen
der Mechanik ~* nicht méglich zu unterscheiden, ob diese Anderung des
Massenkraftfeldes auf eine Anderung der gravitierenden Massen oder auf
die Relativbewegung seines Bezugrahmens zurtlickzufiihren ist /98, 99 _7.
Abgesehen von der Frage der "Ursache" der Anderung des Massenkraftfeldes
ist man daher nicht gehindert, auch in ﬁg* das so bestimmte Massenkraft-—
feld als real anzusehen. Dies begriindet die hier gemachte Voraussetzungx
der physikalischen Gleichberechtigung des relativ zuAﬁ; beschleunigt
bewegten Beobachtersystems f:1*>(ﬁquiva1enzprinzip 1_97, 98 /).

Wenn nun Beobachter in verschiedenen Beobachtersystemen miteinander
Informationen austauschen kdnnen, dann werden sie feststellen, daf in
bestimmten Beobachtersystemen die Massenkraftfelder eine besonders
einfache Form erhalten. Dies sind die Inertialsysteme und alle relativ
zu diesen unbeschleunigt bewegten Beobachtersystemen. Bei der hier ge-—
wihlten Betrachtungsweise sind also Inertialsysteme durch ein Einfach-

heitskriterium fiir das Massenkraftfeld ausgezeichnet L— 98, S. 295_7.

Die durchgefiihrte Entwicklung und die obigen Erléuteruﬁgen erfolgten im
Rahmen der nichtrelativistischen Kontinuumsmechanik, wobei aber von dem
Begriff des absoluten Bezugs— oder Beobachtersystems und dem von Schein-
krédften infolge der Relativbewegung von Beobachtersystemen nicht Gebrauch
gemacht wird. Ein wesentlicher Aspekt dieser klassischen Theorie ist die fiir
alle Beobachtersysteme und Raumpunkte gleiche Zeitskala. Infolge dieser Zeit-
definition gibt es neben den Gr&Ben, die sich bei Beobachtertransformationen
(zeitabhdngige Koordinatentransformationen) wie objektive Tensoren O., 1.,
2. ... Stufe transformieren, auch nichtobjektive Tensoren (z.B. Geschwindig-
keit, Beschleunigung, Massenkridfte); deren Komponenten transformieren sich
nur dann wie Tensorkomponenten, wenn zeitunabhdngige Koordinatentransforma-

tionen innerhalb eines Beobachtersystems vorliegen,

Die Aufgabe des absoluten Zeitbegriffes in der Relativitdtstheorie erlaubt
Stufe zuriickzufilhren, so daB alle physikalischen Gesetze gegeniiber beliebigen
zeitabhingigen Koordinatentrangformationen forminvariant sind. Der in der
nicht-relativistischen Mechanik notwendige Unterschied zwischen (zeitunabhdngi-
gen) Koordinatentransformationen innerhalb eines Beobachtersystems und Beobach-
tertransformationen entfdllt damit, denn zeitabhingige Transformationen erfol-

gen nach denselben mathematischen Regeln wie zeitunabhingige.

b . , 1 . . . . . s
Hier ist natlirlich die Gleichheit von schwerer und tridger Masse impliziert.

XX . . . . . .
Die Heranziehung elektromagnetischer Erscheinungen #ndert nichts an dieser

Tatsache /[ 98 7
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Anhang 3: Leistung der hydfostatischen Druckkrdfte auf den Schalen-—

laibungen

Der mit (8.9) nur formal angegebene Leistungsbeitrag Aé. der hydrostati-

schen Druckkrdfte errechnet sich im einzelnen wie folgt. Es ist

e —r = + N a. - )

M _ gﬁfnp")n LBt O +?§/ﬁjp)n o P ,/0} (A3.1)
o-

C7*éu8ere Laibungsfliche innere Laibungsfliche

in dieser Darstellung ist die Integration in der Momentankonfiguration

auszufiihren. Hier sind

¥p #? die hydrostatischen Driicke auf der duBeren (+) bzw. inneren (-)

Laibungsflidche,

= der momentane Ortsvektor eines materiellen Punktes auf der

™~
~>

duBeren bzw. inneren Laibungsflidche,

St

LY
70'_ die entsprechende Geschwindigkeit eines materiellen Punktes

i

auf den Laibungsflichen,

70~ die HuBeren Einheitsnormalenvektoren der Laibungsflichen in

N
U

der Momentankonfiguration,

f- = .
5{67 QQQ die Fldchenelemente der Laibungsflichen in der Momentankonfigu-
/

ration

Mit (7.1) wird
PT= Flel6te) +~ S100)d(6]6°,¢)
B = F(el0°8) - S(0,6)d60%¢),

(A3.2)
. . 5* \S"' . .
wobei besonders zu beachten ist, daB und keine Funktionen der _
Zeit sind; die zeitlichen Anderungen der Schalendicke sind hier nur in é{
enthalten, Damit sind

+ 5':-#6*&4

I

(A3.3)

I

\ig}t \%§h

7 = 8 d
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Die Ableitungen k
= - ¢ 7 *
AT =, ST, + S A (A3.4)
o /A I
X / - 0(_:///2
70)0( = iy - S d/u. - 5)01 A
sind Tangentenvektoren der HduBeren bzw. inneren Laibungsflichen. Daher

sind die 'eiﬁBeren Einheiltsnormalenvektoren
. F —
=+ _ P, X 7B/L
s P b +
< PR
/70/4 70/*& (A3.5)

R T
77 % il

Mit (A3.4) wird
PRl x 75,; = 7}4’(7‘}1,2) */7—74)(4_) sz, "'(7/:4)(@/12)5*
- - - - - 2,
#leh, X 7, )s* e xd ) ST, Holy X ok, )(S7)
+[0[x 7,)S0, +(dxd,)s" S,

(A3.6)

Die differentiellen Vektoren

=+ o _
P A8 A=Al

I4
spannen ein Flidchenelement der GréBe
— — 7 2
oAdOF = [P, X P 4670

. + . . . )
in der ZuBeren Laibungsfliche O (Momentankonfiguration) auf. Mit dem
Fldchenelement 01(/@ der Referenzfliche in der Ausgangskonfiguration ist

nach (6.78)

A&7 o0 = 7= oA (83.7)
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so dafB

‘ A A
AOT = /70//, /2_ / /f—?_’

und

_ " = _— &
NAOT = [70/):)(7%,2) 0/{/57

Also wird der erste Term in (A3.1)

5 (A3.8)

)
2 dA

Iy wh o= | OV R
of A

/(,p (P, % P )/wswjfj

Der zweite Term in (A3.1) wird

CP)a R0 = | PR F) (7 - )
éd,ﬂ/w 2 4&/79%70)/ Vi

'a/ﬁ

—— ‘ -
Das Kreuzprodukt 1%%4,¥'f%2, erhilt man aus (A3.6), indem man dort S

durch =S ersetzt. Die gesamte hydrostatische Leistung wird damit

//[(“ﬁ//?’ X 752 )

wptste ) T +2,¥7n)

e -g¢s)) (A 2 e
(st 4B ) (Tt )
(P S+ P s, ) (41T,
H(B'sts, -55°5,) (4 Xﬂ’/z/

(A3.9).

f s 5 ) (x0T

+ .-
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o (prste ) (7,7
(P -0 5) (7% Ay +on A7)
(6 () (D0 A
(550555 (50
v prst st - P8, 8) (d F.)
(P ()'st #p7s)'s) (dx d,s.)

' P65 ) )] / %—2—4

Wird die Mittelfliche der undeformierten Schale als Referenzfliche gewdhlt,

dann ist
- A
st= 8" =772

und die Druckleistung wird

o= - [[(rp)trz)
,L/p p)’é 7~xd a’/,kr,&)

lp - p)E) (A k)
%(,p*va")/é))L /'/7,,)(&2’) (A3.10)
(Pt 2 ) E), (A5 Fin)

r(P—pVE) ), (dxd, )

WJ f)/fv)/z/ (dxd) [+ 7

oo
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- PEL G Faxd) . eao
(P (%), (F) (A %)

He-p) (3 (F) (dxd.)

Ao o), (F.d) ][4 |5

Die in (8.9) eingefiihrten formalen SchalenbelastungsgrdBen CZ’ und 57,

sind jetzt hiermit vollstindig definiert; man hat

B i= /%[/vpt»p'//inx wo) o /

(A3.11)

{

ﬁ ;= /-g:,/b/79+6+ ,L’p’s‘)/@y%é)#-.,/
T e
(" +p7)

Bei Wahl der Mittelfliche als Referenzfliche und konstanter Wanddicke

4

in der undeformierten Ausgangskonfiguration erhdlt man nur die in (A3.10)
durch Schlangenlinie gekennzeichneten Terme. Eine entlang der Referenzfliche
variable Wandstirke /4/ macht sich also durch zusitzliche Terme in den

Schalenbelastungsgrdéfen 52, und é?1 bemerkbar, njicht aber sonst in

den Bewegungsgleichungen.
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—

Bei dlinnen Schalen wird im allgemeinen nur der erste Term von <?O zu
beriicksichtigen sein, sofern die Verformungen, die durch 77 und L und deren
Abteilungen dargestellt werden, nicht zu grof werden. Welche Terme in den

Ausdriicken (A3.11) verldBflich zu vernachldssigen sind, muR im Einzel-

fall nachgewiesen werden.
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] ENTROPIE-UNGLE I CHUNG |
(CLAUSTUS-DUHEM) |

L (CLAUSTUS-DUREM
GAUSS SCHER
SATZ
e
| LOKALITATS-
Lo
LOKALER
ENERGIESATZ
LOKALE
ENTROPIE-UNGLETCHUNG
(REDUZIERT)
r_mmﬁﬁﬁmEMW
| FOR ALLE THERMOMECHAN,
L __PROZESSE |
T et T
SYWMETRIE DES ENTROPIE  RESTRIKTIONEN | IWARIANZBEDINGORGEN |
SPANNUNGSTENSORS FOR STOFFGLEICHUNGEN | BEOBMCHTERSYSTEMS |
— /
RESTRIKTIONEN FOR
STOFFGLETCHUNGEN :
INNERE ENERGIE
ENTROPIE
SPANNUNGSTENSOR
Abb. 4 (WARMEFLUSSVEKTOR
: UNABHFNGIGE  VER-
Auswgrtung der Entropie - JNDERL ] CHE: DEFOR-
Ungleichung entsprechend MATIONSGRADIENTEN
der Coleman- Noll UND ABSOLUTE
SchluBweise TEMPERATUR)
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INTEGRALER  EKERGIESATZ
(KATERTELLE KOORDINATEN U, UNDEFORMIERTER KURPER ALS BEZUGSKONFIGURATION)

EXISTENZ DES
SPANKUNGSTENSORS
EXISTENZ DES
WARHEFLUSSVEKTORS

§ KINEMATISCHER ANSATZ

7+0d

INTEGRATION OBER
DIE SCHALENDICKE

/EINFDHRUNG VOH MOMENTEN 0, 1. 2, ..\,

ORDHUKG U, DERMITTL. SPEZ, INN, ERERGIE

IHTEGRALER 2-D ENERGIESATZ FOR DIE SCHALE

FORMIRVARIANZ BEI OBERGANG ZU EINEN
GLEICHFIRHIG TRANSLATORISCH BEWEGTEN
BEOBACHTERSYSTEM

TRANSFORMATIONSGESETZE FOR 2-DIM,
FELDGRUSSEN BEI OBERGANG ZU GLEICHF,
TRAKSLAT, BEWEGTEN BEOBACHTERSYSTEM

—

[HTEGRALER 2-DIM, IH-
PULSSATZ FOR DIE SCHALE

—— =
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BELIEBIG ROTATORISCH BEWEGTEN |—1 3 S
l!leOBA[HTERSYSTm

- ]
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BELTEBIG ROTATORISCH BEWEGTEN
YSTEM
BEGBACHTERS
4/“ TRANSFORMAT {ONSVOR-
SCHRIFT FOR RESULTIER,

MASSENKRAFTDICHTE

0

GOLTIEKEIT FOR BELIE- —*&__f\_ﬁ
BIGE SCHALENDICKEN
-

TRANSFORMAT [ONSVOR-
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SCHRANKT)
¥
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LITATSPOSTULAT
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LOKALER 2-D DREHINPULS-
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VON B, EINFOHRUNG EI-
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Materielles Koordinaten-
system in der Ausgangs-
konfiguration

Gy (X) t=0
G (X)
Dy
0 (X,t)
BR,
12 _
P (X)
Mitgeschlepptes
Koordinatensystem in
_ der Momentan -
EZ? | konfiguration t=10
oI ! gy (X,t=0) = Gy (X)

Wﬂmwmﬁ

ABB. 6: MATERIELLES UND MITGESCHLEPPTES KOORDINATEN-
SYSTEM
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pX,t)

B(X) |
\Vo/

ABB. 7: VERSCHIEBUNG EINES MATERIELLEN PUNKTES X UND

ABBILDUNG SEINER NACHBARSCHAFT DURCH DEN DE-
FORMATIONSGRADIENTEN F¢X,¢)

dP | ‘
: _
4 o dp \
|
i y

ABB. 8: ABBILDUNG DER NACHBARSCHAFT EINES MATERIELLEN
PUNKTES MIT DEM DEFORMATIONSGRADIENTEN F(X,t)
UND DEUTUNG DES POLARZERLEGUNGSTHEOREMS
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Referenzkonfiguration R
Gy (X) ’
o ¢

konfiguration

=¥
Beobachtersystem S g X%*

.. Tthend ,..gy/...h. ;3’; (X.4)

0 J7 7 A5

L '..

Referenzkonfiguration R¥

>l

Anmerkung: Die beiden Beobachter- P*(X) 21*
systeme § u. $* sind so gewdhlt, -X-*

daB sie sich zum Zeitpunkt t=0 22*

de':cken. Man beachtet, daB bei der

hier gew#hlten Darstellung die

ielchenebene einen einzigen Vek~ BEObﬁChter"
orraum darstellt mit allerdings

verschiedenen Basissystemen (Og”, é‘K) SYStem s*

und o*er - e
(& en. e}‘\ /é’; ..bewegt

@MW]RE

""RUHENDES'" UND "BEWEGTES'" BEOBACHTERSYSTEM;

ABB. 9:
ZUM TRANSFORMATIONSVERHALTEN DER ORTSVEKTOREN
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mmf

FLAC ORDINATEN
ABB. 10: REFERENZFLACHE DER SCHALE UND FLACHENKO
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o' 0° -
) C) : Schalenlaibungsfldchen

: Randstreifen
C%

mmﬁ

ABB. 11: SCHALENABSCHNITT IN DER UNDEFORMIERTEN REFERENZ-
KONFIGURATION
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Randkurve C

Randstreifen Cf

=
PN

Fldchenelement im Randstreifen

A? AuBerer Einheitsnormalenvektor auf dem Randstreifen

/3 Ortsvektor eines Punktes des Randstreifens

6932167 Dickenkoordinate . . .

- Koordinaten im Randstreifen

S Koordinate der Randkurve

S Einheitstangentenvektor an C

V KuBerer Einheitsnormalenvektor der Randkurve C

( /23/ 6} V  bilden ein orthogonales Dreibein auf C )
| [lse

ABB. 12:

KOORDINATEN, EINHEITSVEKTOREN UND FLACHENELEMENT
AUF DEM RANDSTREIFEN €z IN DER UNDEFORMIERTEN
AUSGANGSKONFIGURATION (REFERENZKONFIGURATION)





