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NICHT-ISOTHERME THEORIE GROSSER DEFORMATIONEN THERMOELASTISCHER SCHALEN

TEIL 2: AUSWERTUNG VON ENTROPIEBILANZBEDINGUNGEN

Zusammenfassung

Ziel der in Teil 1% und 2 vorgelegten Abhandlung ist es, einen neuartigen

Weg der Herleitung zweidimensionaler Bilanz— und Stoffgleichungen fiir thermo-
elastische Schalen beliebiger Geometrie und bei grofen Verformungen unter
Berlicksichtigung thermodynamischer Prinzipe zu erproben. Ausgangspunkt dieser
mathematischen Entwicklung ist die Auswertung der Forminvarianz der integralen
Energiebilanzgleichung gegeniiber Wechsel des Beobachtersystems und die Aus-
wertung der integralen Clausius-Duhem Entropieungleichung entsprechend der
Interpretation in der modernen Kontinuumsthermodynamik (Coleman-Noll Schluf-
weise). Die Einbettung der Herleitung der zweidimensionalen Schalengleichun~—

gen in diesen thermodynamischen Rahmen erlaubt, eine thermodynamisch konsi-

stente Schalentheorie zu entwickeln.
Fiir das Verschiebungsfeld in der Schale wurde einschrinkend ein linearer

Ansatz und fiir die Verteilunmg der Temperaturinversen ein quadratischer An-—
satz Uber die Schalendicke gemacht. Es zeigte sich zundchst, daf die beiden
integralen, thermodynamischen Prinzipe nicht ausreichen, um ein vollst#ndi-
ges System zweidimensionaler Bilanzgleichungen zu gewinnen; vielmehr sind
noch zusitzliche Forderungen notwendig. Die Auffindung dieser zusdtzlichen
Bedingungen gelang iiber eine physikalisch motivierte Interpretation der
approximativen Ansitze fiir die Verschiebungen und die Temperatur. Diese An-—
sdtze werden als innere kinematische bzw. thermische Zwangsbedingungen aufge-—
fagt, die durch ReaktionsgrdBen in der Form zusitzlicher, gedachter Einwir-
kungen (wie z.B. Volumenkrifte und Wirmequellen) in einem Gedankenexperi-
ment zu realisieren sind. Zur eindeutigen Charakterisierung des neuen Prob-
lems werden nun diese Zusatzeinwirkungen physikalisch plausiblen Energie-
und Entropie-Forderungen integraler Art unterworfen, -die-die beiden Haupt-
sdtze ergidnzen. Ob diese Forderungen ausreichend sind, um ein vollstdndi-
ges System zweidimensionaler Bilanzgleichungen fiir die Schale aufzustellen,
muB die weitere Analyse zeigen.

Die Auswertung der integralen Energiebilanzgleichung und der Energie-
Forderung an die gedachten Zusatzeinwirkungen. wurde in Teil | durchgefiihrt,
Dabei zeigte sich, daB noch Freiheiten in der Wahl der gedachten Zusatz-
einwirkungen vorhanden sind. Zwei Konzepte (1. und 2. schalentheoretisches

Konzept), die sich in spezifischen Annahmen fiir die gedachten Zusatzein-

=, Malmberg: Nicht-isotherme Theorie groBer Deformationen thermoelastischer
Schalen, Teil 1: Auswertung von Energiebilanzbedingungen, KfK 4374, Kern-—
forschungszentrum Karlsruhe, 1988




wirkungen unterscheiden, wurden verfolgt. Sie flihren auf unterschiedliche
Biianzgleichungen fiir die Schale sowie auf unterschiedliche algebraische
Restriktionen fiir die zweidimensionalen Stoffgleichungen.

Im vorliegenden 2. Teil werden fiir beide schalentheoretischen Konzepte
die EntrOpie—Fordérung an die gedachten Zusatzeinwirkungen und die inte-
grale‘Clausius~Duhem Entropieungleichung ausgewertet. Dabeil wird von direk-
ten Ansitzen filir die zweidimensionalen Stoffgleichungen ausgegangen, die dem
Prinzip der Forminvarianz bei Beobachtertransformationen unterworfen werden,
Die hier besonders interessierenden zweidimensionalen, mechanischen Stoff-
gleichungen verkniipfen die iiber die Schalendicke gewichtet gemittelten Span-—
nungen (z.B, Momente O., 1., und 2. Ordnung) sowohl mit kinematischén GrdBen
wie auch mit TemperaturgrdBen.

Zundchst wird der Fall einer gleichfdrmigen Temperatur (quasi-isother-
mer Fall) {iber die Schalendicke analysiert. Unter dieser Voraussetzung lie-—
fern die im 1. Teil durchgefiihrten energetischen Betrachtungen schon hinrei-
chend viele zweidimensionale Bilanzgleichungen fiir die Schale, so daB sich
aus der Entropie-Forderung an die gedachten Zusatzeinwirkungen keine weiteren
Bilanzgleichungen ableiten lassen. Die Auswertung der integralen Clausius-
Duhem Entropieungleichung liefert eine Reihe von Restriktionen fiir die zwei-
dimensionalen Stoffgleichungen, wobei sich aber\kéine Einschrinkungen fiir
die Momente h&chster Ordnung, das sind die Momente 2. Ordnung, ergeben.
Allerdings hat die Wahl der Stoffunktionen filir die Momente 2. Ordnung kei-
nen EinfluB auf die L&sungen fiir das Verschiebungs— und Temperaturfeld;
diese Stoffunktionen kdnnen deshalb beliebig gewdhlt werden (éﬂ ~Theorem) .
Beide schalentheoretischen Konzepte liefern ein vollst#ndiges System von
thermodynamisch konsistenten Schalengleichungen; diese haben wegen des
&1~Theorems die besondere Eigenschaft, daf alle Beanspruchungsgrdfen
(Momente) ambivalent sind, nicht aber die Verschiebungen und Temperaturen.
Weiter wird gezeigt, daB beide Konzepte zu identischen L&sungen in den Ver-
schiebungen und in den Temperaturen fithren. Unter bestimmten Voraussetzungen
ist es mdglich, nicht nur Ubereinstimmung in den Verschiebungen und in der
Temperatur, sondern auch in den Beanspruchungsgréfen beider Konzepte zu
erreichen. Eine Potentialfunktion ist jetzt bestimmend fiir alle Momente
und die kinematischen Variablen und die Momente sind konjugiert. Ferner
stimmen die entsprechenden zweidimensionalen mechanischen Stoffgleichungen
mit den Stoffgleichungen {iberein, wie man sie aus den klassischen dreidimen-
sionalen thermoelastischen Spannungs-Verzerrungsbeziehungen durch Integra-
tion Hber die Schalendicke erh#lt. Fiir dieses eigentlich unerwartete Resul-

tat wird eine partielle Begriindung geliefert.
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Bei ungleichf8rmiger Temperatur iber die Schalendicke (allgemeiner,
nicht-isothermer Fall) liefern die rein energetischen Betrachtungen (1. Teil)
bei beiden schalentheoretischen Konzepten noch nicht hinreichend viele zwei-
dimensionale Bilanzgleichungen. Die Gewinnung weiterer Bilanzgleichungen
aus der Entropie-Forderung an die gedachten Zusatzeinwirkungen stellt einen
ﬁesentlichen, neuen Gesichtspunkt dar. Wie im quasi-isothermen Fall werden
auch jetzt die beiden schalentheoretischen Konzepte nebeneinander verfolgt.
Ziel dieser weiteren Analyse ist zu kliren, ob auch in diesem Fall ein voll-
stdndiges System von Schalengleichungen filir beide Konzepte gewinnbar ist
und ob sich hier die #hnlichenStruktureigenschaften wiederfinden lassen,
wie sie im quasi-isothermen Fall bestehen.

Die Auswertung der Entropie-Forderung fiilhrt nun allerdings auf weitere
Beanspruchungsgrtfen hdherer Ordnung (Momente 3. und 4. Ordnung). Bei beiden
schalentheoretischen Konzepten liefert die Auswertung der integralen Entropie-
ungleichung nur summarische Restriktionen fiir die Beanmspruchungsgrdfen; ins-
besondere ergeben sich keine Einschrinkungen fiir die Momente 2. und hdherer
Ordnung. Im Unterschied zum quasi-isothermen Fall sind hier aber die Ldsungen
fir das Verschiebuﬁgs— und Temperaturfeld nicht unabhingig von der Wahl der
Stoffgleichungen fiir die Momente h&herer Ordnung. Fiir diese Stoffgleichungen
lassen sich weitere Einschrinkungen finden, wenn Annahmen getroffen werden,
die liber die der quasi-isothermen Theorie hinausgehen. Diese liefern zwei-
dimensionale, thermoelastische Stoffgleichungen fiir alle Momente, fiir die
jetzt drei Potentialfunktionen bestimmend werden. Diese Stoffgleichungen
sind vertriglich mit den summarischen Restriktionen. Damit erh#lt man auch
im nicht-isothermen Fall fiir das 2. schalentheoretische und unter bestimmten
Voraussetzungen auch flir das 1. schalentheoretische Konzept ein {iberein-
stimmendes, vollstindiges System thermodynamisch konsistenter Schalenglei-

chungen.

Die theoretischen Arbeiten werden abgeschlossen mit der Ableitung der
entsprechenden kinematischen, dynamischen und thermischen Randbedingungen,
Die Entwicklungen werden erginzt durch eine komponentenweise Darstellung
der Schalengleichungen in Lagrangeschen Koordinaten in der undeformierten
Ausgangskonfiguration. Diese werden mit anderen Ergebnissen aus der Litera-

tur verglichen.




NON-TSOTHERMAL THEORY OF THERMOELASTIC SHELLS UNDER LARGE DEFORMATIONS

PART 2: EVALUATION OF ENTROPY BALANCE CONDITIONS

Summary

It is the aim of the study presented in part 1* and 2 to explore a
new approach for the derivation of two-dimensional balance equations and
constitutive relations for thermoelastic shells of arbitrary geometry and
under large deformations. This is done by taking proper account of thermo-
dynamic principles. The starting point for this mathematical development
is an evaluation of the form—invariance of the integral energy balance
equation under changes of the observer system and an evaluation of the
integral Clausius~Duhem entropy inequality and its interpretation in modern
continuum thermodynamics (Coleman-Noll approach). The embedding of the deri-
vation of the two-dimensional shell equations in this thermodynamic frame
ensures the development of a thermodynamically consistent shell theory.

The displacement field in the shell was approximated by a linear dis-—
tribution accross the thickness of the shell whereas the inverse of the
temperature was represented by a quadratic distribution. It was shown that
the two integral thermodynamic principles are insufficient to obtain a
complete system of two-dimensional balance equations; additional conditions
are necessary. These conditions were obtained with the help of a physi-
cally motivated interpretation of the approximate ansatz for the displace-
ment and temperature distributions. Both approximate distributions are
considered to represent internal kinematic and thermal constraints which
are realized in a thought experiment by additional virtual agencies (e.g.
volume forces and heat sources). For a unique characterization of this
new problem, these agencies are subjected toAphysically plausible energy
and entropy conditions in integral form, which accompany the two basic
thermodynamic principles. Whether these conditions are sufficient to ob-
tain a complete set of two-dimensional balance equations for the shell has
to be shown by further analysis.

The evaluation of the integral energy balance equation and of the energy
condition for the virtual agencies has been done in part 1. It was shown that
some freedom is still present in the choice of the additional agencies. Two

concepts (1, and 2., shell concept) were conceived which differ with respect

* T, Malmberg: Nicht-isotherme Theorie groRer Deformationen thermoelastischer
Schalen, Teil 1: Auswertung von Energiebilanzbedingungen, KfK 4374, Kern-
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to specific choices for the additional agencies. These concepts lead to two
different sets of two-dimensional balance equations as well as two different
algebraic restrictions for the two-dimensional mechanical constitutive
relations.

In part 2 presented here the entropy condition for the virtual agen-
cies and the integral Clausius-Duhem entropy inequality are evaluated for
both shell concepts. This is accompanied by a direct ansatz for the two-
dimensional constitutive relations which have to be form-invariant under
observer transformations. The two—dimensional mechanical constitutive rela-
tions are of special interest; they relate weighted averages of the stresses
across the shell thickness (e.g. moments of 0., 1. and 2. order) and kine-
matic quantities as well as quantities characterizing the temperature field.

First, the case of a uniform temperature (quasi-isothermal case) across
the shell thickness is analysed. Under this condition the energetic consider-
ations in part | provided sufficiently many two-dimensional balance equations
for the shell; thus the entropy-condition for the virtual agencies gives no
additional balance equation. The evaluation of the integral Clausius—Duhem
entropy inequality leads to a set of restrictions on the two-dimensional
constitutive relations except for the moments of highest order (i.e. 2nd
order moments). However, the choice of the constitutive relations for the
2nd order moments does not influence the solutions for the displacement and
temperature fields; thus, these relations may be chosen as convenient ( Qf—theorem).
Both shell concepts lead to a complete set of thermodynamically consistent shell
equations; due to the Gj ~theorem they are subjected to the peculiar property
that all moments are ambiguous whereas the displacement and temperature fields
are unambiguous. Further, it is proved that both concepts give identical solu-
tions for the shell displacements and temperature. Taking account of certain
conditions it is possible to show that agreement may be obtained, not only in
the displacements and temperatures, but also in the moments of all orders of
both concepts. Further, one potential function determines the moments of all
orders and the kinematical variables and the moments are conjugated. The corres-
ponding two-dimensional constitutive relations for the moments are in agree~
ment with relations obtained by integration of the classical three~dimensional
Stress—strain relation. This unexpected result is explained partially by an

extra comnsideration.




If a nonuniform temperature (general non-isothermal case) across the shell
thickness is assumed, the purely energetic considerations in part 1 do not
give a sufficient number of two-dimensional balance equations for both con-.
cepts. The generation of additional balance equations from the integral
entropy condition for the virtual agencies represents an essentially new
aspect. Again, the two shell concepts are considered. It is the aim of this
further analysis to see, if again a complete set of shell equations can be
obtained for both concepts and if the same qualitative structure exists as
for the quasi-isothermal case.

The evaluation of the entropy condition makes it necessary to introduce
higher order moments (3rd and 4th order moments). Further, from the integral
entropy inequality a set of constitutive restrictions is deduced involving
all moments; however, no explicit restrictions are obtained for the 2nd and
higher order moments. In contrast to the quasi-isothermal case the solutions
for the displacement and temperature fields are not independent of the
choices for the constitutive relations of the moments of 2nd and higher order.
For these relatioms further restrictions may be obtained if additiomnal
assumptions are made which go beyond those of the quasi-isothermal theory.
They lead to two-dimensional thermoelastic relations for the moments of all
orders. Now, three potential functions determine the moments. These con-
stitutive relations are consistent with the restrictions deduced earlier
from the integral entropy inequality. Thus, it is possible to obtain a
complete system of thermodynamically consistent shell equations for the 2.
shell concept and, with certain conditions implied, the same system is ob-
tained for the 1. shell concept.

The study is concluded by the derivation of the corresponding kinematic,
dynamic and thermal boundary conditions. Also the development is supplemented
by a component representation of the shell equations referred to the unde-
formed reference configuration using Lagrangian coordinates. A comparison

with results from the literature is included.
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E. Einfiihrung und Ankniipfung an Teil |

Im ersten Teil® dieser Abhandlung waren zwei Konzepte vorgestellt worden,
um die zweidimensionalen Bewegungsgleichungen von thermoelastischen Scha-
len bei groRen Deformationen herzuleiten. Vorausgesetzt wurde dabei eine
lineare Verteilung der Verschiebungen und eine quadratische Verteilung
der Temperaturinversen iiber die Schalendicke, wobei die letzte aber bisher
noch keine signifikante Bedeutung bei der mathematischen Entwicklung hatte.
Grundlage war die integrale Energiebilanzgleichung (1.‘Hauptsatz)
und seine Forminvarianz gegeniiber Beobachtertransformationen. Dariiberhinaus
wurden die angenommenen Verteilungen der Verschiebungen und der Tempera-
turinversen als innere kinematische und thermische Zwangsbedingungen
interpretiert, die durch Reaktionsgréfen in der Form zusdtzlicher, gedach-
ter Einwirkungen (z.B. Volumenkrifte, WAdrmequellen) in einem Gedanken-
experiment exakt zu realisieéen sind. Dies bedeutet eigentlich die L&sung
eines neuen, dreidimensionalen Problems (erweitertes Problem). Es lassen
sich nun aber beliebig viele gedachte Zusatzeinwirkungen finden, die alle
die inneren Zwangsbedingungen realisieren. Diese Willkiirlichkeit kann nur
durch zusitzliche Forderungen hinsichtlich der gedachten Zusatzeinwirkun-—
gen beseitigt werden, die zugleich auch erlauben sollen, das dreidimen-
sionale Feldproblem auf ein zweidimensionales zu reduzieren. Hierzu waren
die physikglisch unmittelbar einleuchtende  Energie—~ und Entropie-Forderung

fir die gedachten Zusatzeinwirkungen definiert worden, die durch zwel

Rahmenforderungen - Unabh#ngigkeits— und Bestimmtheitsforderung - erginzt

wurden (Kap. 7, Teil 1).

XX

In Teil 1 wurde die Energie-Forderung (A) und ihre Nebenbedingungen

(A1) bis (A3) spezifiziert:

(A) Formuliert man die integrale Energiebilanzgleichung des erweiterten
Problems fiir einen Schalenabschnitt, der durch die Schalenlaibungen
und einen Randstreifenxxbegrenzt ist, dann sollen die gedachten Zusatz-

einwirkungen keinen Beitrag zur Gesamtenergiebilanz liefern und zwar
(A1) filir jeden beliebigen Schalenabschnitt,

(A2) fiir alle Beobachtersysteme

* T, Malmberg: Nicht-isotherme Theorie grofer Deformationen thermoelastischer
Schalen; Teil 1: Auswertung von Energiebilanzbedingungen, KfK4374, Kern-
forschungszentrum Karlsruhe, 1988

Dieser Randstreifen habe keinen Punkt mit dem eigentlichen Schalenrand ge-
meinsam, auf dem Belastungen oder Verschiebungen vorgeschrieben sind.




(A3) und nicht nur fiir die vorgegebenen aktuellen ZuBeren Einwir-

kungen, sondern fiir alle schlechthin.

In Teil 1 wurde dann gezeigt, daB diese Forderungen an die gedachten Zu-
satzeinwirkungen noch nicht ausreichen, um geeignete Bewegungsgleichungen,
die der Unabhingigkeitsforderung geniigen, zu gewinnen. Zwei Konzepte,

die sich u.a. gerade in den hier noch erforderlichen Bedingungen unter-

scheiden, wurden entwickelt:

Erstes schalentheoretigghes Konzept

Bei diesem Konzept wird an keiner Stelle explizit von dreidimensionalen
lokalen Bilanzgleichungen Gebrauch gemacht. Die integrale Energiebilanz-
gleichung und ihre Forminvarianz gegeniiber Beobachtertransformationen
sowie die Energie~Forderung des erweiterten Problems filir einen Schalenab-
schnitt ist durch eine weitere Bedingung an die gedachten Zusatzeinwir-
kungen zu ergidnzen: Der Beitrag ‘neq. der gedachten Volumenkrdfte und
-momente zum zweidimensionalen Drehimpulssatz der Schale soll verschwinden
(Kap. 8.2.2.4, Teil 1). Diese Bedingung zusammen mit den Forderungen
(A1) - (A3) liefern bestimmte integrale Aussagen dariiber, wie die gedach-
ten Zusatzeinwirkungen einzustellen sind.

Man erhilt so die folgenden zweidimensionalen Feldgleichungen, in

denen die Zusatzeinwirkungen nicht mehr enthalten sind:

E-1
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Hierbei ist 62 ein noch nicht interpretierter Skalar, der aber den Charak-
ter einer Beanspruchungsgrdfe hat und flir den die Existenz einer Stoff-
gleichung vorausgesetzt werden muf. Die Orthogonalititsbedingung (E-4) ist

eine identisch zu erfiillende Restriktion fiir die Stoffgleichungen der

o
Momente é( A etc.




Beim zweiten Konzept wird explizit von dreidimensionalen lokalen Bilanz-
gleichungen (Impuls— und Drehimpulssatz) und Randbedingungen des erweiter-
ten Problems Gebrauch gemacht.X Die Energie~Forderung wird ergdnzt durch

die Hypothese (Kap. 8.3, Teil 1), daB bestimmte Integralagsdrﬁéke der ge-
dachten Zusatzeinwirkungen unabhingig von den Raten 5%/0Z> siu und &Z;x
gewdhlt werden kdnnen; diese Integralausdriicke ergeben sich aus der Struktur
des Energiebeitrags der gedachten Zusatzeinwirkung in der integralen Ener-
giebilanzgleichung fiir einen Schalenabschnitt und sind zum Teil direkt
physikalisch interpretierbar. Zusammen mit der Energie-Forderung, insbeson-
dere der Forderung (A3) und der lokalen 3D-Bilanzgleichung des erweiterten

Problems, liefert dann das zweite Konzept die folgenden zweidimensionalen

Feldgleichungen:

Die Bewegungsgleichung 1. Art

(dieselbe wie unter (E-1))
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Dies kann als gleichbedeutend mit der Annahme der Beobachterinvarianz der
dreidimensionalen, lokalen, nicht-reduzierten Energiebilanzgleichung ange-
sehen werden. Es ist dann auch die spezifische innere Energie & eine beobach-

terinvariante Gréfe.




M= O, A KiL=423
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Die Symmetriebedingungen (E-8) sind identisch zu erfiillende Restriktiomen

. flir die Stoffgleichungen der Momente /ﬁ/w etc.




Der Vergleich der beiden Konzepte zeigt, daB die Bewegungsgleichung 1. Art
(zweidimensionaler Impulssatz der Schale) in beiden Konzepten diesselbe ist,
dagegen bestehen Unterschiede in allen iibrigen Bilanzgleichungen und den
algebraischen Restriktionen fiir die Stoffgleichungen der Momente. Weiterhin
ist deutlich, daB bei beiden Konzepten nur sieben skalare Differentialglei-

chungen fiir die insgesamt neun skalaren LSsungsfunktionen (je drei Komponen-

ten von 7 und A sowie 41 , m =0,/ 2 ) zur Verfligung stehen; d.h. die Be-
stimmtheitsforderung (Kap. 7, Teil 1) ist noch nicht erfiillt. Eine ausfiihr-
liche Diskussion dieser Teilergebnisse war in Kap. 8.4, Teil 1 gebracht wor-

den, die mit drei offenen Fragen abschloR:

= Durch welche weiteren Forderungen sind die beiden schalentheoretischen
Konzepte noch zu ergidnzen, um "bestimmte' Differentialgleichungssysteme

fir 7, o ) ii /ﬁw:ﬁﬂ43}zu bekommen?

- Welche allgemeine Struktur haben die zweidimensionalen Stoffgleichungen
unter Beachtung der verschiedenen Restriktionen, der integralen Entropie-

ungleichung und der Entropie-Forderung?

- Fihren das 1. und 2. schalentheoretische Konzept nach Auswertung der inte-
gralen Entropieungleichung und der Entropie-Forderung sowie nach Klirung
der Bestimmtheitsfrage zu #quivalenten Schalentheorien, d.h. zu identi-

schen Ldsungen 7 , ol ) 4 (m=012) 9

Die Klirung dieser offenen Fragen ist aus der Auswertung der integralen

Clausius—Duhem Entropieungleichung und der Entropie-Forderung (Kap. 7,

ausgegangen wird. Diese Stoffgleichungen miissen auch der Forderung der Form-

invarianz gegeniiber Beobachtertransformationen geniigen. Die Tatsache, daR
zundchst nicht von den dreidimensionalen thermoelastischen Stoffgleichungen
einschlieBlich der zugehdrigen Restriktionen (vergl. Kap. 5, Teil 1) ausge-
gangen wird, ist zu beachten, denn im folgenden wurden einige der Bedingungen,
unter denen jene Restriktionen abgeleitet wurden, abgeschwidcht. Es ist zu
erwarten, daB dieses direkte Vorgehen neue Erkenntnisse iiber die allgemeine

Struktur der zweidimensionalen Stoffgleichungen der Schale liefert.



Die Untersuchungen erfolgen im vorliegenden zweiten Teil in zwei Schritten,
die sich in ihrem Allgemeinheitsgrad unterscheiden. Die erste Analyse setzt
eine konstante Temperaturverteilung iiber die Schalendicke voraus
K%iA#PG/'41=’0z§#"O ); dieser Fall wird als "quasi-isotherm" bezeichnet.
Beide schalentheoretischen Konzepte werden flir diese eingeschrinkte Situation
analysiert und miteinander verglichen.

In zweiten Schritt wird die Analyse auf den nichtisothermen Fall {ﬁ_#d? ,
(=& 72) erweitert; auch hier werden beide schalentheoretischen Konzepte
verfolgt. Es wird weiter die Frage gestellt, ob die beim quasi-isothermen Fall
gefundenen generellen Strukturaussagen, die sich aus dem Vergleich der beiden
Konzepte ergeben, auch auf den nicht—isothermen Fall {ibertragbar sind. Diese
Darstellung in zwei Schritten ist sinnvoll, da die Untersuchung des 'quasi-iso-
thermen' Falls unerwartete Besonderheiten zeigt, die im allgemeineren Fall

nicht erhalten werden.




9. Auswertung der Entropiebedingungen und der Beobachterinvarianz bei

gleichfdrmiger Temperatur {iber die Schalendicke

9.1 Einschrinkungen fiir die zweidimensionalen Stoffgleichungen beim

1. schalentheoretischen Konzept

9.1.1 Die zweidimensionale Entropieungleichung und das Dissipationspostulat

Unter der Voraussetzung, daR die Temperaturinverse unabhingig von der
Dickenkoordinate ¢ ist (d.h. keine Temperaturgradienten {iber die

Schale) wird

_/L:/O‘L[e)“/zt) >@; ‘ (9. 1)

die integrale Clausius-Duhem Ungleichung (Entropieungleichung) des er=

weiterten Problems fiir einen beliebigen Teilbereich der Schale zwischen

den Schalenlaibungen lautet dann

e A P il

i oty z/gk[f/'+fr)4 oy, _jz{%,m{( 44 ©.n
Ve A Or

Das Oberflichenintegral fiir den Entropiefluf durch Wirmeleitung erstreckt
sich iiber die Schalenlaibungen und den Randstreifen C;: (Abb. 11, Teil 1).
Dieses Integral kann leicht ausgewertet werden, indem die Ergebnisse von
Kap. 8.1 (S. 122, Teil 1) verwendet werden und dort ;Zz durch §Z€fﬂ
ersetzt wird; dabei ist zu beachten, daR auf der Schalenlaibung der
WirmeflufB ? /V Slch aus dem aktuellen, dort vorgegebenen WarmefluB

? /V bzw. QJ@ und dem zusdtzlichen gedachten WirmefluB 19:?: /17"
bzw. ;%Q'A/ zusammensetzt; d.h.

FYas #
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"
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Mit

o= ? AC (9.4)
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und mit den Definitiomen ((8.31), (8.32), (8.35), (8.37), (8.38))
erhdlt man nach formaler Integration {iber die Schalendicke die folgende

zweidimensionale Entropieungleichung

5544 = [{ (5T ~LBA) "+ Guit1)])A
i A

~ 044 ).-x /a/ﬂ (9.5)

r AN
N s [ (a3 =LA » Gt T 4409
) (9.6)

Hier ist ¥  die Gesamtentropiezufuhr infolge der gedachten Zusatzwirme-
quellen bzw. -Senken und gedachten Zusatzwdrmefliisse auf den Schalenlai-
bungen. Entéprechend der Entropie-Forderung (B1) (vergl. S. 109, Teil 1),
daB im erweiterten Problem die Gesamtentropiezufuhr infolge der gedachten
zusdtzlichen duBeren Einwirkungen fiir jedes beliebige Linienelement

(d.h. fir jeden beliebigen Integrationsbereich A ) Ysrschwinden soll,

ist hier jetzt zu verlangen, daB der Integrand von N verschwindet;

da /a\ > o ) ist also

~

o F = [(GR)EGN)] £ o 0.7

-4

zu fordern. Dies bedeutet, daR die gedachten thermischen Zusatzeinwirkungen

im Energiesatz ((8.1) Teil 1) des erweiterten Problems fiir sich genommen

verschwinden miissen:

A A
/Zv > %gL

!
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9.7~




—_—] —

Mit ((8.39), Teil 1) gilt dann auch

A A
A
M+A/L+M=O) (9.8)

—— — s ot

verschwinden ebenfalls als Ganzes. Die Entrople-Forderung (B1) fihrt
hier also zu einer Aufspaltung der Bilanzierung der Energiezufuhr der
gedachten Zusatzeinwirkungen. Fiir das Weitere soll immer vorausgesetzt
werden, daB (9.7) und dann auch (9.7)I und (9.8) erfiillt werden. Die Un-

gleichung (9.5) lautet jetzt

/fze 9 dA = //[—;& 7 - [(?Q'ﬁﬁ/**/é.&f)'f/{l
vt A

(9.9)

o ééo;/l):u J/ 6{04

Diese 2D-Entropieungleichung ist mathematisch gesehen von analoger Struktur

wie die Entropieungleichung im dreidimensionmalen Fall ((5.1), Teil 1):

Dem zweidimensionalen Wirmequell- bzw. —senkenterm

e
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Beitrag durch aktuelle Wdrmefliisse auf den

Schalenlaibungen

Beitrag durch aktuelle Wirmequellen— und
senken im Schalenraum
entspricht im drei