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Effiziente Berechnung elektrostatischer Potentiale mit

Mehrgittermethoden in technischen Geometrien

Zusammenfassung:

Das neu entwickelte Programm EPOTZR gestattet eine effiziente Berechnung des
elektrostatischen Potentials in rotationssymmetrischen, technischen Geometrien.
Dazu wird die Poissongleichung in einem randangepaften Gitter diskretisiert und
das so definierte Gleichungssystem mittels Mehrgittermethoden gelost.

In diesem Bericht werden Aufgabenstellung, Diskretisierungen sowie der verwen-

dete Mehrgitteransatz vorgestellt.

Efficient computations of electrostatic potentials using multigrid

methods in technical geometries

Summary:

A program has been developed in order to compute electrostatic potentials in
technical geometries. The Poisson equation isdiscretized in a boundary-fitted grid
and solved using multigrid methods.

In this report the problem, the discretizations as well as the underlying multigrid

method is described.
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1. Einfihrung

Zur Unterstiutzung des Entwurfs und der Optimierung von lonendioden zur Erzeu-
gung hoher Energiedichten wurde im KfK das Programmpaket BFCPIC in einer
zweidimensionalen (rotationssymmetrischen), elektro- und magnetostatischen
Version entwickelt, welches die in diesen Dioden ablaufenden physikalischen Vor-
gange numerisch mittels der sogenannten ,Particle-in-Cell”-Methode (PIC) simu-
liert. Durch die Einfihrung randangepaf3ter Koordinaten (boundary-fitted
coordinates - BFC) ist dieses Programm sehr flexibel hinsichtlich der Beschreibung
der zu untersuchenden technischen Geometrien [1].

In diesem Programmpaket werden innerhalb einer Zeitschleife zunachst die
elektro- und magnetostatischen Felder in den Punkten eines vorgegebenen Be-
rechnungsgitters berechnet. GemaR den an den Elektroden herrschenden Feldern
werden dort neue Teilchen erzeugt. AnschlieBend werden die Felder auf die
Teilchenorte interpoliert. Durch die Felder sind die auf die Teilchen wirkenden
und diese beschleunigenden Krafte gegeben. Durch Lésen der Lorentzgleichung
werden die neuen Phasenraumkoordinaten berechnet. Aus den neuen Teilchen-
orten und -geschwindigkeiten werden schlie8lich die Ladungs- und die Strom-
dichten in den Gitterpunkten bestimmt, aus denen im néachsten Zeitschritt
wiederum neue Felder berechnet werden. In Abb. 1.1 ist die Zeitschleife sche-
matisch dargestellt.

Eine der Hauptkomponenten dieses Programmpakets ist die Berechnung der
elektrostatischen Felder in den zu simulierenden Dioden. Wahrend eines Produk-
tionslaufes mit dem BFCPIC-Code wird die innerste Zeitschleife mehrere Tausend
mal durchlaufen. Insbesondere bedeutet dies, daB das Potential des elektrischen
Feldes fur sich jeweils andernde Inhomogenitaten berechnet werden muB.

Das Potential des elektrostatischen Feldes wird durch Lésung der Poisson-
Gleichung berechnet. Diese ist im zugrundeliegenden Gitter zu diskretisieren
[2,3]. AnschlieBend wird das entstehende lineare Gleichungssystem mittels eines
Mehrgitterverfahrens [4] effizient geldst. Aus dem Potential ergibt sich das Feld in
den Gitterpunkten dann durch numerische Differentiation.

In diesem Bericht werden die Aufgabenstellung, die Diskretisierung sowie der
Mehrgitteransatz erlautert.
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Abb. 1.1: Zeitschleife des BFCPIC-Codes




2.  Aufgabenstellung

Das Potential eines elektrostatischen Feldes ist durch die Poisson-Gleichung

AD = - p/e
bestimmt. Dabei ist p die Raumladungsdichte und ¢ eine materialabhangige
Konstante (Dielektrizitdtskonstante).

Wegen der rotationssymmetrischen Beschreibung der Dioden (keine 6-Abhangig-
keit der das System beschreibenden GroBen) geniigt eine zweidimensionale Be-
rechnung von @ in der (r,z)-Halbebene (r=0) in Zylinderkoordinaten. Die Poisson-
Gleichung hatdann die Gestalt

Dy + B + 1, Py = -pJe,
wobei mit @, usw. die partiellen Ableitungen wie 3® / 4z gemeint sind.

Zur numerischen Berechnung mufB3 zunéachst ein geeignetes Berechnungsgitter er-
zeugt werden (Abb. 2.1). Dies geschieht hier mittels der Methode der randange-
paBten Koordinaten nach Thompson [5]. Dabei wird das Berechnungsgebiet
(. physikalisches Gebiet” genannt) auf ein ,logisches Rechtecksgebiet” abgebil-
det. Die Koordinaten dieses logischen Gebiets werden im folgenden mit (x,y)
bezeichnet.

Die Methode nach Thompson ermdglicht es, zu einem vorgegebenen dquidistan-
ten Gitter im logischen Gebiet (,logisches Gitter”) ein randangepaBtes Berech-
nungsgitter im physikalischen Gebiet (,,physikalisches Gitter”) zu berechnen.

Im physikalischen Gitter 1aBt sich die Poisson-Gleichung ausdricken in der Form

Gq)xx - Zp(pxy + Yq)yy + (1 /J) ((13 - Zy/r) (DX + (0 + Zx/r) (py) = - p/g,
mit

a =(zy% + 1) /0% g :=ryDz - z,Dr,

B i=(zxzy+rxry) /)% v :=12,Dr - ryDz

Y = (sz + I'xz) /.’2, Dz: = AZxx = Zﬁny +Y2yy,

bor=axry - zyry, Dr :=arxx~ 2B ryy +yryy,

wobei @y, By, Dyy, Dxy, Pyy,s Zx, Zys Zxxs Zxys Zyys Pxa Tys Fxxa Fxy UNd tyy die partiellen
Ableitungen entlang der Gitterlinien sind. Diese Ableitungen lassen sich
problemlos durch Differenzenausdriicke in der logischen Gitterstruktur
beschreiben.
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Abb. 2.1: Zusammenhang zwischen physikalischem und logischem Gebiet bzw.
Gitter




Far die transformierte Poisson-Gleichung wird eine Mehrstellendiskretisierung
angewendet, die im Spezialfall eines aquidistanten physikalischen Gitters
(Maschenweite h) die folgende Gestalt hat:

(D22 + Ppr + 1y D) (2,1)
1 1 1 1
= 1 -8 1 + 0 D (z, +0(h?
v I R re I L

(® (z=h,r=h) + ® (z-h,r+h) + ® (z+h,r-h) + ® (z+h,r+h)

+® (z-h,r) + ® (z,r-h) + ® (z,r+h) + ® (z+h,r) -8 D (z,r))

/(3 h2)

+ (P (z,r+h) - @ (z,r=-h)) /(2 h) (+O(h?))

Diese Diskretisierung wurde gewahlt, da Testldufe in allen vorkommenden Gitter-
typen (quadratische, langliche bzw. stark rautenférmig verzerrte Gitterzellen)
hierfur die glnstigsten numerischen Eigenschaften gezeigt haben.

Aus dem Potential ergibt sich das Feld durch numerische Differentiation:

E = -grad® = -(®, o))
mit

G, = (ry Py -rxDy) /),

G = (zxPy-2zy D)/,

und J wie oben definiert.




3. Randbedingungen

Um das elektrostatische Potential numerisch berechnen zu kénnen, sind auf den
Randern (Réander der Geometrie wie Anode und Kathode, aber auch ,offene”
Rander sowie Symmetrieachse) geeignete Randbedingungen zu formulieren:

Feldpunkte auf der Rotationsachse

Grundsatzlich gilt die Poisson-Gleichung auch auf der Symmetrieachse (r =0).
Wegen der 1/r-Terme ist die in Zylinderkoordinaten formulierte Gleichung

Dy + O + 1, = - p/e.
dort jedoch nicht unmittelbar anwendbar. Da aber aus Symmetriegrinden die
r-Komponente des elektrischen Feldes auf der Achse verschwindet (- 9@/ ar = 0), ist
die folgende Umformung zulassig (Grenziibergang r-0 und Anwendung der
Regel von de I'Hospital):

lim ((I)ZZ + q)rr + 1/" (br) = q)zz + 2(13",

r-»0

die dhnlich wie oben diskretisiert wird.

Elektrodenpunkte mit vorgegebenem Potential

Diese Randbedingung gilt far die Punkte der Anode und der Kathode, wo ein
Wert fur das Potential unmittelbar vorgegeben wird (Dirichlet-Randbedingung).

Offene Rander

In offenen Randern, wie dem oberen Rand des in Abb. 2.1 dargestellten Gebiets,
bereitet es Schwierigkeiten, eine geeignete Randbedingung zu finden. Es kann
dort jedoch davon ausgegangen werden, daB die Aquipotentiallinien nahezu
«parallel” zueinander verlaufen. Unter der Voraussetzung, da3 der Rand im
physikalischen Gebiet senkrecht zu den Aquipotantiallinien und insbesondere zu
den Elektroden verlduft, kann daher dort die Randbedingung gestellt werden,
daB die Normalableitung verschwinden soll, s. Beispiel in Abschnitt 6.1.




Die Diskretisierung der Normalableitung d®/an in den Punkten des physikali-
schen Gitters erfolgt mittels der Transformation

g 1 3 9
= = ———— (1= P- % D)
an V1o aN aT

mit

@ = zr* + 17
2 = ZTZN + IT I'N,

J

ZTIN — ZN TT.

Dabeisei n der in das Diodeninnere zeigende ,Normalenvektor” an die Randlinie
des physikalischen Berechnungsgebiets. T sei dagegen der Tangenten-, N der
nach innen weisende Normalenvektor an den Rand im betrachteten Gitterpunkt
im logischen Gitter, s. Abb. 3.1; z7 etc. sind die partiellen Ableitungen in Richtung
der durch T bzw. N bestimmten Gitterlinien des physikalischen Gitters.

Grundsatzlich gibt es zwei Méglichkeiten fur die Diskretisierung dieser Neumann-
Randbedingungen:

Physikalisches Gitter Logisches Gitter

Abb. 3.1: Richtungsvektoren im physikalischen und im logischen Gebiet; den
Vektoren Tund N im logischen entsprechen im physikalischen Gitter
Vektoren entlang den Gitterlinien




Die naheliegendste Diskretisierung ist die Approximation der Normalableitung
durch einseitige Differenzenquotienten zweiter Ordnung. Damit ergibt sich z.B.
in einem aquidistanten Rechteckgitter mit Maschenweite h mit einem horizontal
nach rechts weisenden Normalenvektor n die folgende Diskretisierung:

(1) = —E%[ﬁ 4 -1 7] @@ (+0(h?))

= (1/2h) (-3 D (z,r) + 4 D (z+h,r) = D (z+2h,r)) (+O(h?))

Aus verschiedenen numerischen und programmtechnischen Grinden wurde als
Standardlosung jedoch eine Kombination aus der obigen Diskretisierung der
Poisson-Gleichung im Randpunkt mit einer Approximation der Normalableitung
durch einen zentralen Differenzenquotienten zweiter Ordnung gewahlt. Dazu
werden Hilfs-Gitterpunkte auBerhalb des eigentlichen Gitters eingefiihrt, so da3
das durch die Diskretisierungen definierte lineare Gleichungssystem zunéchst
mehr Gleichungen mit entsprechend mehr Unbekannten erhalt. Durch Vergleich
der beiden Diskretisierungen im Randpunkt ist es jedoch méglich, die Unbekann-
ten in den Hilfspunkten vorab zu eliminieren, so daB letztendlich ein Gleichungs-
system der urspringlichen GroBe zu l6sen bleibt.

Im obigen Beispielfall hatte die resultierende Diskretisierung folgende Form:

(Pyz + Drr + 1/, DY) (2,1)

T 2 1
— 1 - 1 2
S| 2|ty | O een wotd

= (2(® (z+h,r=h) + ® (z+h,r+h) + ® (z+h,r))
+D(z,r-h)+ P (z2,r+h) -8 ® (z,r)) / (3 h2)
+ (P (z,r+h) - D (z,r-h)) /(2 h) (+O(h?))

Punkte mit Sprung der Normalableitung

Diese Randbedingung ist fir etwaige Grenzen zwischen Materialien unter-
schiedlicher Dielektrizitdtskonstanten ¢, und ¢_ vorgesehen. Dort gilt fir die
Normalableitungen <I>n+ und CIDn_ des Potentials die Beziehung [2,3]

8+ch+ = e_CIDn_,
die dhnlich diskretisiert werden kann wie bei den Neumann-Randbedingungen
geschildert. Dabei steht ,+” fir Dielektrizitatskonstante und Normalableitung




rechts bzw. oberhalb, ,-" links bzw. unterhalb der Randlinie, bezogen auf das
logische Gitter.

Flotierende Elektroden

Dies sind Elektroden mit einem konstanten, a priori jedoch unbekannten Poten-
tial, d.h. es besteht keine leitende Verbindung zu Anode oder Kathode. Zur Be-
stimmung des Potentials auf solchen Elektroden kann die Integralbeziehung

$er a—anq3d5=0

(Linienintegral Gber die AuBenflache der flotierenden Elektrode, d.h. um die
Schnittlinie ihrer Oberflache mit der Rechenebene, wobei n der nach auBen
weisende Normalenvektor ist) herangezogen werden. Die Normalableitungen
werden hierbei durch einseitige Differenzenquotienten, das integral durch die
Trapezregel approximiert [2,3].
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4, Mehrgitteransatz

In diesem Abschnitt soll ein kurzer Uberblick Uber die Theorie der Mehrgitter-
methoden und ihre Anwendung auf die oben beschriebene Aufgabenstellung ge-
geben werden, wie sie im Programm realisiert wurde. Fur weitere Ausfihrungen
sei auf entsprechende Literatur [6-9] verwiesen.

4.1 Grundlegende Eigenschaften eines Mehrgitterverfahrens

Die Diskretisierung der Poisson-Gleichung und der Randbedingungen, wie in den
Kapiteln 2 und 3 beschrieben, liefert ein lineares Gleichungssystem, welches bei
entsprechender Feinheit des Berechnungsgitters 10 000 bis 100 000 oder sogar
noch mehr Unbekannte enthalten kann. Die zur Lésung des Gleichungssystems
verwendeten Mehrgittermethoden ermoglichen eine sehr effiziente Behandlung
auch solch groBer Systeme. Dabei wachst der Rechenaufwand im Gegensatz zu
den meisten herkdmmlichen Verfahren nur linear mit der Anzahl der Unbekann-
ten.

Grundlage des Verfahrens ist ein Relaxationsverfahren, welches im Gegensatz zu
herkdmmlichen Methoden nicht unmittelbar zur Lésung des Gleichungssystems,
sondern nur zur ,Fehlerglattung” dient: Untersucht man den EinfluB der Relaxa-
tion auf den Fehler, so stellt man fest, daB die hochfrequenten Fehlerkomponen-
ten wesentlich schneller gedémpft werden als die niedrigfrequenten (Abb. 4.1.1).
Da diese jedoch beim Ubergang auf grobere Gitter, relativ zur Maschenweite
gesehen, immer hochfrequenter werden, wird insgesamt eine rasche Verringe-
rung des Gesamtfehlers erreicht. Dabei ist es bei linearen Differentialgleichungen
wie der Poisson-Gleichung zweckmaBig, auf den groben Gittern nicht die ur-
springliche Aufgabe zu betrachten. Stattdessen wird das in allen Punkten des
feineren Gitters berechnete Residuum (Defekt) mittels eines geeigneten Wich-
tungsoperators auf das grébere Gitter Ubertragen. Durch Lésung der Fehler-
Defekt-Gleichung auf dem groben Gitter erhalt man eine Naherung flir den
Fehler (Korrektur), die auf das feinere Gitter interpoliert und zur bekannten
Naherungslosung addiert wird (,,Korrekturschema”). Diese Vorgehensweise wird
rekursiv vom feinsten bis zum grobstmaoglichen Gitter und zurlick angewendet
(Abb. 4.1.2).
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Abb.4.1.1: Prinzip der Fehlergldttung durch Relaxation

Fehlerglattung
/ \

Restriktion

Fehlerglattung

/ A\

Lineare Inter-
polation und

Addition der
Korrekturen

/ / / Exakte Losung (mittels Relaxation)

Abb. 4.1.2: Prinzip der ,Mehrgitteriteration” auf drei Gittern
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Wie bei 9-Punkte-Diskretisierungsoperatoren Ublich, erfolgt die Fehlerglattung
im vorliegenden Algorithmus mittels ,Vier-Farb”-GauB-Seidel-Relaxation (Abb.
4.1.3), wobei die Relaxation zunéchst in allen Gitterpunkten der ,Farbe 1”, an-
schlieBend in ,2”, ,3" und zuletzt in ,4" erfolgt. Dieses Relaxationsschema hat
den Vorteil, daB innerhalb der vier Relaxationsdurchlaufe die Berechnungen in
den einzelnen Gitterpunkten derjeweiligen ,Farbe” véllig unabhéangig voneinan- -
der sind. Dies ist einerseits numerisch gunstig und ermoglicht andererseits die
Durchfuhrung dieser Berechnungen auf Vektor- und Parallelrechnern.

Die nach der Relaxation im feinen Gitter berechneten Residuen haben in den
Punkten der verschiedenen ,Farben” eine stark unterschiedliche GroBenord-
nung: In den im ersten Relaxationsdurchlauf behandeiten Punkten sind sie am
groBten, wahrend sie in den zuletzt durchlaufenen verschwinden. Aus diesen
stark schwankenden Werten mussen fir die Grobgitteraufgabe geeignete Mittel-
werte berechnet werden (Restriktion). Dazu wird hier die Methode des ,Full
Weigthing” benutzt, die eine optimale Mittelung der Residuen in der Umgebung
des Grobgitterpunktes liefert (Abb. 4.1.4).

Die auf dem groben Gitter berechneten Korrekturen werden linear auf das
nadchstfeinere Gitter interpoliert. Die vier Farben des Relaxationsverfahrens wur-
den so angeordnet, daf3 im ersten Relaxationsdurchlauf gerade diejenigen Punkte
des feinen Gitters bearbeitet werden, die diagonal zwischen den Grobgitterpunk-
ten liegen. Deshalb ist in diesen Punkten keine Interpolation erforderlich.

Bei den Restriktions- sowie Interpolationsoperatoren haben Vergleichsrechnun-
gen ergeben, da3 Operatoren, die sich an den unterschiedlichen Maschenweiten
des randangepalBten Gitters orientieren, gegentber den bei aquidistanten Git-
tern gebrauchlichen Standardoperatoren (wie z.B. dem in Abb. 4.1.4 dargestellte
Restriktionsoperator) keine signifikanten Vorteile aufweisen, so daf3 die endguil-
tige Wah! auf die weniger rechenintensiven Standardverfahren fiel.

Zur Bestimmung einer guten Startnaherung auf dem feinsten Gitter kann die
LFull Multigrid“-Technik (s. u.) eingesetzt werden.
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Abb.4.1.3: ,Vier-Farb”-Relaxationsschema fur 9-Punkte-Diskretisierungen:
der Relaxationsoperator greift in jedem der vier Durchldufe nur
auf Punkte der anderen drei ,Farben” zu

Abb.4.1.4: Prinzip des ,Full Weighting” als Ubertragungsverfahren vom feinen
zum ndchstgréberen Gitter; eingeklammerte Werte entfallen ( =0)
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4.2 Mehrgitter-Verfahrenstypen

Das Programm bietet zwei verschiedene Verfahrensvarianten an:

@ ,Mehrgitter-lteration” (Abb. 4.1.2):
Hierbei ist beim Aufruf des Programms vom Benutzer eine geeignete Start-
ndherung fir @ (meist ® =0 oder Losung des letzten Aufrufs, falls nur die
Ladungsdichte p geringfligig verandert wurde) auf dem feinsten Gitter vorzu-
geben. Diese wird durch Anwendung einer vom Benutzer vorgegebenen
und/oder vom Erreichen von Genauigkeitsschranken abhangigen Anzahl von
Mehrgitterzyklen (s. Abschnitt 4.3) verbessert.

e  Full Multigrid”-Technik (Abb. 4.2.1):

Hierbei wird eine geeignete Anfangsschatzung fur ® programmintern be-
rechnet. Es wird zunachst die Aufgabe auf dem grébstmoglichen Gitter nume-
risch ,exakt” gelost und die Losung kubisch auf das nachstfeinere Gitter inter-
poliert. Dort werden einige Mehrgitter-Iterationsschritte durchgefihrt, um
eine Lésung mit einer Genauigkeit in der GréBenordnung des diesem Gitter
entsprechenden Diskretisierungsfehlers zu erhalten. Diese Losung wird wie-
derum abwechselnd interpoliert und iterierativ verbessert, bis schlieBlich die
gesuchte Losung auf dem feinsten Gitter vorliegt.

Kubische Interpolation

/
!

Lineare
Interpolation —

Fehlerglattung

Exakte Losung (mittels Relaxation)

Abb.4.2.1: Prinzip der , Full Multigrid”-Technik auf drei Gittern




- 15 -

Bei wiederholter Berechnung mit nur geringfigig gednderter Raumladungs-
dichte p durfte es in der Regel glnstiger sein, nur beim ersten Aufruf eine An-
fangsndherung zu berechnen und spater, jeweils von der alten Lésung
ausgehend, nur noch einen oder mehrere Mehrgitter-lterationsschritte durch-

zufihren.
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4.3  Zyklustypen

Ein Mehrgitterzyklus besteht aus den verschiedenen Rechenschritten ausgehend
von den ersten Relaxationsschritten auf dem feinsten Gitter Gber die Bearbeitung
der groben Gitter bis hin zum néachsten Erreichen des feinsten Gitters mit
abschlieBenden Relaxationen. Je nachdem, in welcher Weise dabei die groben
Gitter durchlaufen werden, sind verschiedene Zyklusformen mdéglich.

Der einfachste Fall ist der sogenannte ,V-Zyklus” (Abb. 4.3.1). Dieser kann
gedeutet werden als Zweigitterzyklus auf dem feinsten und dem néachstgroberen
Gitter, wobei zur exakten Losung auf dem grobsten dieser Gitter wiederum ein (1)
Zweigitterzyklus (jetzt auf dem zweit- und drittfeinsten Gitter) durchgefihrt
wird, solange, bis schlieBlich keine weitere Vergréberung mehr mdéglich ist. Dort
wird die exakte Losung dann ausschlieBlich mittels Relaxation ermittelt.

Beim ,W-Zyklus” werden dagegen zur exakten Lésung rekursiv jeweils zwei
Zweigitterzyklen durchgefuhrt (Abb. 4.3.2). Dies ist der numerisch glnstigste,
jedoch auch rechenaufwendigste Mehrgitterzyklus. Insbesondere ist dabei der
Anteil der groben Gitter am Gesamtrechenaufwand relativam hochsten, was sich
nachteilig auf die durch eine etwaige Vektorisierung oder Parallelisierung erziel-
bare Beschleunigung auswirkt. '

Der ,F-Zyklus” ist numerisch mit dem W-Zyklus vergleichbar, erfordert jedoch
einen geringeren Aufwand speziell auf den grobsten Gittern und ist daher auf
Vektor- und Parallelrechnern effizienter einsetzbar (Abb. 4.3.3).

Innerhalb dieser drei Zyklustypen kann weiter nach der Anzahl der Relaxations-
schritte zur Fehlerglattung unterschieden werden. Dazu reichen in der Regel
jeweils ein bis zwei Relaxationen vor und nach jeder Grobgitterbehandlung aus.

Welcher dieser Mehrgitterzyklen im Einzelfall am gunstigsten ist, kann a priori
nicht beantwortet werden. Hier sind jeweils aufgabenabhangige Faktoren, wie
z.B. die Gitterstruktur und die raumlichen Schwankungen der Ladungsverteilung,
mitzuberlcksichtigen.
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Abb.4.3.1: ,V-Zyklus”

Abb. 4.3.3: ,F-Zyklus”

Legende zu Abb. 4.3.1 bis 4.3.3:

"\~ Relaxation, Berechnung der Residuen und nachfolgende
B Ubertragung auf das ndchstgrébere Gitter

[ Interpolation der Korrekturen auf das ndchstfeinere Gitter,
[ Addition zur Ndherungsldsung und abschlieBende Relaxation

-L}-  Exakte Lésung der Fehler-Defekt-Gleichung auf dem grébsten
Gitter
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5. Gitterstruktur

Genauigkeit und Effizienz der Berechnungen hangen wesentlich von der Wahl
eines geeigneten Berechnungsgitters ab.

Der EinfluB der Gestalt und der Form der Geometrie werden am besten beschrie-
ben, wenn die Randlinien des Berechnungsgebiets mit Gitterlinien zusammenfal-
len. Dadurch kénnen Interpolationen innerhalb der verschiedenen Differenzen-
quotienten vollig vermieden werden, was vor allem bei den in den vorgesehenen
Anwendungen haufig vorkommenden stark gekrimmten oder geknickten
Randern wichtig ist. Dies war der Grund fir die EinfUhrung der randangepaBten
Koordinaten.

Andererseits hat diese unregelméaBige Gitterstruktur jedoch auch verschiedene
Nachteile. So stellt das Programm folgende Anspriche an das Gitter:

@ Daslogische Gitter muB ein dquidistantes Gitter in einem Rechteck sein.

® Die Maschen des physikalischen Gitters sind ,moglichst quadratisch”, d.h. die
Gitterlinien sollten sich moglichst rechtwinklig schneiden und die vier Seiten
jeder Masche ungefahr gleich lang sein.

® In der Nahe stark unregelmaBiger Randabschnitte, vor allem im Bereich ein-
springender Ecken, und in Bereichen, in denen die Raumladungsdichte p stark
schwankt, sollte das Gitter moglichst fein sein, um eine ausreichend hohe
Genauigkeit zu erhalten.

® Ein effizienter Einsatz von Mehrgittermethoden verlangt, daB3 séamtliche
(auBeren und inneren) Rander, ferner moglichst alle , kritischen” Gitterpunk-
te, in denen eine Gitterlinie stark gekrimmt ist oder gar einen Knick auf-
weist, auf allen im Mehrgitterverfahren behandelten Gittern ,sichtbar” sind.
Aus diesem Grund soll sich zwischen allen im logischen Gitter parallelen
Randlinien eine durch eine méglichst hohe Zweierpotenz teilbare Anzah! von
Zellen befindet. Entsprechendes gilt fir den Abstand zwischen den kritischen
Stellen untereinander und zu Randlinien sowie fur die GesamtgréBe des
Gitters. Gegebenenfalls sind noch weitere Gitterlinien einzufigen, um diese
Bedingung zu erfillen.

Die Abb. 5.1 und 5.2 zeigen Beispiele geeigneter Gitter [4,12].
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Abb. 5.1: Randangepaltes Gitter einer Pinchdiode
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6. Beispiele

6.1 Pinchdiode

In der Pinchdiode (Abb. 6.1.1 und 5.1) wird die Symmetrieachse als untere
Begrenzung des Berechnungsgebiets gewéhlt. Der linke Rand ist durch die Anode

Begrenzung des
Rechengebiets

_
)

Kathode

e NN e ———— Symmetrieachse ——
| Unterrand des

\ _
\ .

Abb. 6.1.1: Schematischer Querschnitt einer Pinchdiode (ohne MafBstab)
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mit einem vorgegebenen Potential ® von z.B. 1,5 MV und der rechte durch die
Kathode (® =0 V) gegeben. Aufdiesen Randern werden die genannten Potential-
werte als Dirichlet-Randbedingungen vorgegeben.

In dieser Diode treten im oberen Bereich kaum noch Ladungstrager auf, so daf3
die Raumladungsdichte p dort verschwindet und die Aquipotentiallinien facher-
formig, nahezu parallel verlaufen (Abb. 6.1.3). Aus diesem Grund wurde der
obere Rand abgerundet, so daBB er Anode und Kathode, aber auch alle anderen
Aquipotentiallinien rechtwinklig schneidet. Daher kann auf dieser Kurve die
Neumann-Randbedingung d® / an = 0 gestellt werden.

Im Bereich der einspringenden Ecken der Kathode wurde das Gitter wegen der
hier auftretenden extrem hohen elektrischen Feldstarken wesentlich verfeinert.

Abb. 6.1.3 zeigt die Aquipotentiallinien zu 0, 0,1, 0,2, ... ,1,5MV in der leeren
Diode (p =0).

Tab. 6.1.2 enthalt fur verschiedene Zyklustypen die numerisch beobachteten Kon-
vergenzraten (durchschnittliche Fehlerverkleinerung pro Mehrgitterzyklus) sowie
die Anzahl der Zyklen, die notwendig war, um eine relative Genauigkeit von ca.
10 Dezimalstellen zu erhalten. Der in der Spalte ,Mehrgitterzyklen - Relaxa-
tionen” angegebene Wert ist die Gesamtanzahl der Relaxationsschritte zur
Fehlerglédttung vor und nach jeder Grobgitterbehandlung, s. Abschnitt 4.3.

o rdlmationer| (oersenarste | AT e
\ 2 0,218 17
3 0,705 12
4 0,080 11
W 2 0,185 15
3 0,079 11
4 0,045 9
F 2 0,161 14
3 0,070 10
4 0,045 9

Tab. 6.1.2: Konvergenzeigenschaften




Abb. 6.1.3: Aquipotentiallinien in einer Pinchdiode
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6.2 Bg-Diode

Die selbstmagnetisch isolierte Bg-Diode (Abb. 5.2) ist ein Beispiel fir eine Diode,
die auch im Inneren Rénder enth&lt [10,11,12].

In dieser Diode bildet (fast) der gesamte AuBenrand die Kathode (® =0). Im
Bereich der oberen rechten Ecke wurde das Berechnungsgebiet abgeschnitten, da
sich wahrend der Simulationsrechnungen mit BFCPIC eine virtuelle Kathode bil-
det, so daB in dieser Ecke nur minimale Potentialdifferenzen auftreten [13].
Deshalb wurde dieser Rand im Gegensatz zu oben ebenfalls als Kathode definiert.

Die im Innenbereich des Gitters liegende Struktur ist die Anode mit einem
vorgegebenen Potential von z.B. & = 1,5 MV.

Zwischen allen Randlinien, vor allem zwischen der Kathode und den Randern der
Anode, liegen durch eine hohere Zweierpotenz teilbare Anzahlen von Gitter-
maschen, so daB die Mehrgittermethoden auch auf diesem Gitter effizient ablauf-
fahig sind.

Abb. 6.2.2 zeigt die Aquipotentiallinienzu 0, 0,1, 0,2, ..., 1,5MVin der leeren
Diode.

Tab. 6.2.1 enthélt die numerisch beobachteten Konvergenzraten fur verschiedene
Zyklustypen sowie die Anzahl der Zyklen, die jeweils notwendig war, um eine
relative Genauigkeit von ca. 10 Dezimalstellen zu erhalten.

I\/Iehrgltterzyklen' Kon\l\l/g:ﬂ:r:;ate er?grzc.iaehrlligﬁ;n
Typ Relaxationen 9 Mehrgitterzyklen
Y 2 0,261 19
3 0,136 13
4 0,084 11
W 2 0,223 17
3 0,125 13
4 0,072 10
F 2 0,223 17
3 0,125 13
4 0,072 10

Tab. 6.2.1: Konvergenzeigenschaften




Abb. 6.2.2: Aquipotentiallinien in einer Bg-Diode
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7. Zusammenfassung und Ausblick

Mit EPOTZR wurde ein Programm zur Berechnung elektrostatischer Potentiale
entwickelt, das durch die Verwendung randangepaBter Koordinaten auBerst
flexibel hinsichtlich der Beschreibung der zu simulierenden Geometrien ist. Durch
den Einsatz von Mehrgittermethoden erfordern diese Berechnungen zudem nur
duBerst kurze Rechenzeiten, was gerade auch hinsichtlich der vorgesehenen
Anwendung des Programms sehr wichtig ist.

Zur weiteren Beschleunigung wird z.Z. eine vektorisierte und parallelisierte Pro-
grammversion fir SUPRENUM entwickelt, die auf einer Aufteilung des Berech-
nungsgitters in Teilgitter mit moglichst gleichem Rechenaufwand basiert. Die
bisher vorliegenden Abschdtzungen lassen erwarten, daB sich die Rechenzeiten
dadurch nochmals deutlich verkirzen werden [14].
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