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Uberpriifung verschiedener Theorien zur Berechnung der StoBaus-
breitung in querschnittsvariierenden Kanalen

Zusammenfassung

Verschiedene Theorien beschreiben die Intensitdtsanderung einer StoBwelle in
Abhé&ngigkeit von der Querschnittsdnderung auf gasdynamischer Grundlage, d.h.
ohne Berucksichtigung reibungsbedingter Verluste. Chester benutzt die Theorie
von Lighthill Gber die Beugung einer StoBwelle an einer abknickenden Wand und
kommt zu einer analytischen Beziehung zwischen lokalem Wert der StoBmach-
zahl M5 und dem Querschnitt A des Kanals. Dieselbe Beziehung wird von Chisnell
auf anderem Weg hergeleitet; er fligt eine Reihe von Stromungsgebieten unter-
schiedlicher gasdynamischer Zustdnde unter Einfihren von Kontaktfronten, aus-
gehend von den Knickstellen im Kanal, bei der Verwendung stationédrer Stro-
mungsbedingungen zusammen. SchlieBlich leitet auch Whitham dieselbe Glei-
chung auf der Basis einer Charakteristikenrechnung her. Es konnten jedoch so-
wohl Chester als auch Chisnell Fehler in ihren Herleitungen der beschreibenden
Differentialgleichung nachgewiesen werden. Somit bringt nur Whitham eine
konsistente Ableitung des in der Literatur als “Chester-Chisnell'sche Kanalfor-
mel” eingegangenen Zusammenhangs zwischen StoBstarke und Flachenande-
rung.

Investigation of several theories for modelling the propagation of a
shock wave through a duct with variable cross section

Abstract

A number of theories describe the variation in shock strength as functions of the
cross section geometry and gas dynamic fundamentals without taking into ac-
count friction losses. Chester used the theory of Lighthill for the bending of a
shock wave at a bent wall and developed an analytical relationship between the
local value of the Mach number, M, and the duct cross sectional area, A. The sa-
me relationship was obtained by Chisnell with a different derivation: he assumed
steady - state flow conditions and coupled together a series of flow areas with
different gas dynamic states using contact fronts initialized from the wall discon-
tinuity. Using the method of characteristics, Whitham arrived at the same relati-
onship. The derivations of both Chester and Chisnell leading to the described dif-
ferential equation are shown to contain errors. As a result, only Whitham provi-
des a consistant derivation for the Chester - Chisnell duct equation, which des-
cribes the relationship between shock strength and the change in cross sectional
area.
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Nomenklatur

Die Nomenklatur in diesem Bericht orientiert sich sich an den Nomenklaturen
der Verdffentlichungen, die hier nachvollzogen werden sollen. Damit kdnnen
auch durchaus fur eine GréBe mehrere Bezeichnungsweisen in dem Bericht auf-

treten.

Latelnische Buchstaben

a Schallgeschwindigkeit

£ Schallgeschwindigkeit des Fluids vor dem Stof

a, Schallgeschwindigkeit des Fluids hinter dem StoB, aber noch stromauf
der Kante

Querschnittsflache des Kanals

Variable

Variable

Variable

>

Variable
Querschnittsflachendnderung des Kanals

Variable
Variable
Variable
Variable

®@W®® > B> > B> D>

>

Variable

[ve)
]

Variable
Variable
Variable
Grenzpunkt
Variable
Variable

cCooe ww

>

Variable
Variable

@

.

positive Charakteristik

negative Charakteristik

Variable

Variable

Differenz von einem Parameter

totales oder substantielles Differential von einem Parameter

COoOaooo0no

Variable
Variable

O
>



I3 XX XTTHQ NTMME OO

<

2xzX¥

#*

’OD:K

T T © © T © T U O
o N o~ OO @ x o~ x = =

Pes

94

q:

_lv-

Variable

Variable

innere Energie

Variable

Variable

Losungsfunktion

Erdbeschleunigung

Ldsungsfunktion
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Berechnungsvariable
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Berechnungsvariable

Masse
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1. Einleitung

Zur Berechnung der StoBausbreitung in querschnittsvariierenden Kanilen wur-
den in der Literatur bereits von mehreren Autoren Theorien vorgestellt. Dabei
kommen Chester (1354), Chisnell (1957) und Whitham (1958) trotz unterschied-
licher Herleitungen zu demselben formalen Zusammenhang, der die Anderung
der StoBstdrke eines instationdren VerdichtungsstoBes in Abhidngigkeit der
Flachendnderung des Stromungskanals bestimmt. Dabei ist es unerheblich, wie

der Querschnitt des Stromungskanals geformt ist. Aligemein bekannt in den
" Lehrbiichern der Gasdynamik ist dieser formale Zusammenhang unter dem Be-
griff: "Kanalformel von Chester und Chisnell”.

Erste theoretische Untersuchungen auf diesem Gebiet wurden bereits von
Lighthill (1948) und Chester (1953) durchgefiihrt. Basierend auf einer Arbeit
von Sommerfeld (1901) und den theoretischen Ableitungen von Busemann (194 3)
entwickelte Lighthill (1948) zuerst eine Theorie zur Berechnung der StoBstar-
kendanderung eines instationdren VerdichtungsstoBes entlang einer abknicken-
den, ebenen Wand, wie dies Abb.(1.1) zeigt.

y - Ston

Elementarwelle

Abb. 1.1: Verlauf eines Instationdren VerdichtungsstoBes entlang einer
konvexen Wandkante

In seiner Arbeit interessiert sich Lighthill (1948) primar fur den EinfluB eines
konvexen Wandknicks auf einen instationdren VerdichtungsstoB. Fir einen
negativen Abknickwinkel 8 kénnte mit der Theorie von Lighthill (1948) auch eine
konkave Kante untersucht werden. In jedem Falle lauft die instationdare StoB-



welle vor der Kante immer orthogonal zur ebenen Wand. AuBerdem flieBt in
die Theorie von Lighthill (1948) der EinfluB der Elementarwelle ein, welche sich
durch die Brechung der StoBwelle an einer konvexen Kante der Wand ausbildet.

d ;
! ] __
2b ——
t 1%

Abb. 1.2:  Begrenzung des instationdren VerdichtungsstoBes und der Nach-
laufstrémung durch zwei konvex abknickende Wéinde

Um einer Kanalstromung naher zu kommen, griff Chester (1953) den Ansatz
von Lighthill (1948) auf und begrenzte den VerdichtungsstoB auf zwei Seiten
durch konvex abknickende Wiande, siehe Abb.(1.2). Damit erzielt Chester (1953)
fir eine Unterschallstrémung eine Diisenkonfiguration und fiir eine Uberschali-
stromung eine Diffusorkonfiguration. Beide Fédlle werden in der Arbeit von
Chester (1953) explizit unterschieden.

Ein Jahr spater stellte Chester (1954) eine neue Theorie vor, bei der der Ver-
dichtungsstoB zum ersten Male durch einen vollstandigen, rundherum begrenz-
ten Kanal mit sich anderndem Querschnitt bewegt. Fir den formalen Zusammen-
hang zwischen der StoBstarkendnderung und der Querschnittsvariation ist es
dabei unerheblich, welche Form der Kanal annimmt.

Drei Jahre spater veroffentlichte Chisnell {1957) eine wesentlich unkomplizier-
tere Theorie, als wie sie zuerst von Chester (1954) fir einen kompletten Kanal
vorgestellt wurde. Mit Hilfe der Rankine-Hugoniot Beziehung und den StoB-
beziehungen fiir Druck, Dichte und Geschwindigkeit bei stationdren Stromungs-
verhaltnissen erzielte Chisnell (1857) dieselbe Loésung wie Chester (1954).

Als dritter verdffentlichte Whitham (1958) eine weitere Herleitung des formalen

Zusammenhanges zur Bestimmung der StoBstdarkenanderung unter Quer-



schnittsvariation, wie dieser bereits von Chester (1954) und Chisnell (1957)
aufgezeigt wurde. Die theoretische Herleitung von Whitham (1958) bezieht sich
dabei auf die allgemeinen differentiellen Erhaltungssatze der Masse, der Energie
und des Impulses. Dariber hinaus flieBen auch die StoBbeziehungen des Drucks,
der Dichte und der Geschwindigkeit ein. Zur Losung transformiert Whitham
(1958) die Bilanzgleichungen in Charakteristikenform.

Nun hat Gajewski (1988) in der theoretischen Herleitung von Chisnell (1957)
einen Fehler nachgewiesen. Dort fehlt in der Arbeit auf der Seite 290 in der
Gleichung (2.11) bei der Machzahl M, ein Quadrat. Es handelt sich dabei nicht
um einen Druckfehler, da sich dieser Fehler in den folgenden Berechnungen
fortsetzt. Eine Korrektur des Fehlers fiihrt fur die Theorie von Chisnell (1957)
zu keinem physikalisch sinnvollen Ergebnis. Damit liegt der Verdacht nahe, daB
vielleicht auch in den Arbeiten von Chester (1954) und Whitham (1958) Fehler
vorhanden sein kdnnten. Aus diesem Grunde werden in dieser Arbeit die Her-
leitungen von Chester (1954) und Whitham (1958) nachvolizogen. Sofern sich
dabei Druck~- oder Rechenfehler zeigen, werden diese korrigiert und die Her-
leitung mit den korrekten Gleichungen weitergefiihrt.

Zum besseren Verstindnis der matematischen und physikalischen Voraus-
setzungen wird ein Einblick in die urspriinglichen Arbeiten von Lighthill (1948)
und Chester (1953) gegeben, bevor die ausfihrliche Herleitung der Arbeit von
Chester (1954) erfolgt. Sollten trotz der unterschiedlichen physikalischen
Randbedingungen in den Verdffentlichungen von Lighthill (1948), Chester (1953)
und Chester (1953) Gemeinsamkeiten in der Herleitung der Theorien bestehen,

so werden diese dargelegt.



2. Theoretische Grundlagen

Zur Herleitung einer Beziehung zur Bestimmung der StoBstdrkendnderung eines
VerdichtungsstoBes bei einem sich dndernden Stromungsquerschnitt greifen
Chester (1954), Chisnell (1957) und Whitham (1958) auf die in der Stréomungs-
mechanik allgemein bekannten Erhaltungssatze zurick. Dies gilt auch fur die
Betrachungen von Lighthill (1948) und Chester (1953), die das Verhalten eines
instationdren VerdichtungsstoBes entlang abknickender Winde untersuchten.

In diesem Kapitel sollen daher die allgemeinen stromungsmechanischen Grund-
gleichungen und die Erhaltungssédtze eines VerdichtungsstoB vorgestellt wer-
den.

2.1. Aligemeine Erhaltungssitze

Das zu betrachtende Stromungsfeld kann mit verschiedenen Parametern ge-
kennzeichnet werden, es sind dies z.B. der Geschwindigkeitsvektor V, bzw.
dessen Komponenten u, v, und w, weiterhin der Druck p, die Dichte p oder die
Fluidtemperatur T. Diese verschiedenen Stromungsfeldparameter sind dabei
Funktionen sowohl| des Ortes als auch der Zeit t. Fiir den Ort kann dazu einer-
seits ein kartesisches Koordinatensystem (x,y,z) oder je nach vorherrschenden
Randbedingungen ein Zylinderkoordinatensytem (r,[,x) oder andere Koordinaten-
systemformen gewahlt werden.

Zur Bestimmung eines unbekannten Stromungsparameter wird jeweils eine
unabhangige Bestimmungsgleichung bendtigt, wobei man sich in der Stromungs-
mechanik im allgemeinen zuerst auf die bekannten Erhaltungssdtze der Masse,
des Impulses und der Energie stiitzt. Weiterhin gehen Randwertbedingungen
ein, die sich z.B. aus der vorhandenen Korpergeometrie ergeben, oder man

stltzt sich auf Anfangsbedingungen.

2.1.1. Massenerhaltungssatz

Durchstromt ein Fluid ein Kontrollvolumen, so setzt sich die allgemeine Konti-
nuitatsbitanz aus dem MassenfluB

- 0 dv de :



der die gesamte Oberflidche durchstromt, und der zeitlichen Anderung der Masse
d
— fg p dB
ot

innerhalb des Kontrollvolumens zu der Bilanzgleichung

9
g—fﬁpdqw{gfpde:o (2.0
t

zusammen. Einen anschaulichen Eindruck Uber das Kontrolivolumen bietet dabei
die Abb.(2.1).
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Abb. 2.1: Kontrollvolumen des Fluids

Fir eine Stromung ohne Quellen und Senken hat der Massenerhaltungssatz die
Form

und in der Komponentenschreibweise die Form

dp 9 d d
— 4+ —(pu) +—(pv) + —(pw) =0 (2.3)
ot dx oy 9z

Ist die Stromung dariber hinaus auch noch inkompressibel (p=konstant) und
eben, so erhdlt man den Zusammenhang:



Ju dv

_ 4 —

Ix  dy

=0 (2.4)

Letztendlich reduziert sich die Kontinuitdtsbilanz im eindimensionalen Fall von
m=p (ucos(¥)) d&=p V, d& = p V d8 (2.5)
zu der Form

m=puA (2.6)

2.1.2. Impulserhaltungssatz

Der Impuls setzt sich aus den Einzelkraften zusammen, die auf einen Koérper
wirken. In Vektorform entspricht dies der Bilanz

d
§=—(mWV (2.7)
dt

und fir eine konstante Masse resultiert daraus

dv
g=m— =ma (2.8)
dt

Bezogen auf das Kontrollvolumen der Abb.(2.1) setzt sich die Impulsbilanz aus

mehreren Teilkriften zusammen, den inneren Korperkraften aufgrund von Gra-

vitation und Elektromagnetismus

ﬁf—fpfd‘B

und den Oberflachenkraften aufgrund des Drucks und der Scherung
—f? p d@&
Zusammen ergeben sie den Kraftvektor

3=HofiB-Fp e (2.9) ,



der auf das Kontrollvolumen einwirkt. Uber die Summe des Impulsaustausches

d a(pV)
—m v =8 (pv-de)+ ff— dB (2.10)
dt ot ,

erhalt man schlieBlich fur GI.(2.7) mit GI.(2.9) und Gl.(2.10) die allgemeine
'mpulsbilanz:

B v - de) + i

V)

—— dB= Fofds - §p de (2.11)
at

Wird der EinfluB der Schwerkraft, des Elektromagnetismus und der Reibung
vernachldssigt, so folgt mit Hilfe der Definition der substantiellen Ableitung
(in Abhangigkeit von x,y,z,t)

D o dx o dy o 9z 9

—_— = =t = = 4 =+ (2.12)
Dt dt dt ox 3t Oy ot dz
bzw. mit
d d d d
— = —+ y — + v — + W — (2.13)
Dt ot X Jy dz
die bekannte Euler-Gleichung:
DV 1
— +— Vp =0 (2.14)
Dt o)

Bei einer stationdaren und ebenen Stromung reduziert sich die Euler-Gleichung
(2.14) zu:

du du 1 dp
U — 4+ vy — 4+ ——— =0 (2.15a)

% dy p OX

v ov 1 dp
Uy — + y — 4 - = O (215b)
Ix dy o oy



2.1.3. Energleerhaltungssatz

Die Energiebilanz bezogen auf das Kontrollvolumen der Abb.(2.1) lautet in
allgemeiner Form fur ein nicht-viskoses Fluid:

Q + Woo * Wooo - $ 0V - a8 + 8 o[f v] oz

viskos

2

d u’ u
TN VN | PO A

ot 2
(2.16)
Die Energiebilanz setzt sich dabei aus
a) der Warmezufuhr durch Konvektion und Strahlung: Q
b) der Wellenarbeit: \.NW@,,,
c) der Arbeit aufgrund der Druckkréfte: fjpv - dG
d) der Arbeit aufgrund der Korperkrafte: ﬁﬁ ol f V] dB
e) dem Netto-EnergiefluB Uber die Kontrollflache:
| u?
f’#“ ple + — + gz dB
ot 2
und
f) die Energierate aufgrund der Umwandlung von innerer Energie in Be-
wegungsenergie: u?
ffp[eJr? +gz:'V'd@
zusammen.

Fur eine horizontale, adiabate, reibungslose Stromung ohne Energiezufuhr

resultiert fur ein perfektes Gas die Energiebilanz:

—u?® + ¢, T = konstant {(2.17)

P



2.2. Kompressible, eindimensionale Strémungen
2.2.1. Isentrope DUsenstrbmungen
Die Stréomungsparameter einer stationaren, eindimensionalen Stromung analog

zur Stromfadentheorie sind nur eine Funktion der Ortskoordinate x, dabei wird
aber eine Anderung des Querschnitts A in Abhidngigkeit von x zugelassen.

=

Abb. 2.2: Dusenstrémung

Strémt ein Gas aus einem Behdlter mit den Ruhezustanden (py. ek, Tw, u=0) und
danach durch eine Diise, so ergeben sich fir eine isentrope Zustandsanderung
in der Duse folgende Beziehungen der Stromungsparameter in Bezug zu den

KesselgroBen:

p 5 ¥y -1 J-(y/(y-1))

— =11+ Mm? (2.18)
Pk - 2 -

o) [~ v - 1 T-(1/(y-1)

— =11+ I\/‘Iz_J (2.19)
Px ” 2

T " y - 1 7 -1

— =11 + M? (2.20)
T - 2 -

Dabei andert sich die Machzahl M in einer Diise in Abhéangigkeit des Diisenquer-
schnitts A nach der Beziehung

A 1 [2 + (y-1) MW ](Y+1)/(2(Y—1))

—% = — {2.21)
A M v + 1 ,
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wgbei hier die Querschnittsflache A auf die kritischs Querschnittsflache
A bezogen ist. An der kritschen Querschnittsfliche A soll dabei M=1 vor-
herrschen. Bezogen auf die kritische Schallgeschwindigkeit a* ergibt sich mit
der Lavalzahl

#* #*

La =M =u/a (2.22)

#
der Zusammenhang zwischen M und M :

*2 (‘{'*'1) M2
= (2.23)
2+ (y-1) M?

2.2.2. Senkrechter VerdichtungsstoB

_—stationarer, senkrechter Verdichtungsston

Gasstromung ) Gasstromung
stromabwarts 1 stromaufwarts
]
—— V] -
u, ; y,
%
%
4

= X-Achse (fest)

Abb. 2.3: Senkrechter VerdichtungsstoB

Fiur eine horizontale, adiabate und reibungslose Stromung ohne Energiezufuhr
gelten uUber einem geraden StoB die Erhaltungssdtze in der Form

pl ul = pll ull (2-24)
fur die Kontinuitdtsbeziehung,
Pot U= oyt opy g (2.25)

fur den Impulssatz und

2 2
U, Uy

c, I, + —=¢, T+ — (2.26)
2 2

P
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fur den Energiesatz. Dabei herrscht der Zustand (l) vor dem StoB und der
Zustand (1) nach dem StoB vor, wie dies Abb.(2.3) zeigt. Weiterhin gilt fir
einen Stromfaden iiber dem nicht-isentropen VerdichtungsstoB die Prandtl-Be-

ziehung:

*2

U, u, = a (2.27)

Mit Hilfe der Laval-Beziehung (2.22) folgt aus GI.(2.27) die kritischen Mach-

zahlen
#* *
M, = /M, (2.28)

Wird die GI.(2.23) nun in der Gl.(2.27) eingesetzt, so folgt der formale Zu-
sammenhang zwischen der Machzahl hinter dem StoB zu der Machzahl vor dem

StofB:

M? = (2.29)
Yy -1
Y MP - ——
2

Unter Zuhilfenahme der Kontinuitdtsbilanz (2.24) resultiert aus der Prandti-
Beziehung (2.27) die Geschwindigkeits- und die Dichtednderung uber dem StoB:

u, u? u? .2 (y + 1) M

—_— e—— ——-—-—*2 = Ml = ) (230)
u, u uy, a 2+ (y - 1) M

TP (y + 1) M7

—= — = - (2.31)
O Uy 2+ {y - O M,

Dabei ist die Dichte p,, und die Geschwindigkeit u, nun abhangig von der Mach-
zah{ M, der Anstrémung vor dem StoB. Durch Anwendung des Impuissatzes
(2.25) folgt schiieBlich auch eine Druckbeziehung iiber den StoB:

P Y [M? - 1] (2.32)
P y + 1
fe_ 2 [M? - 1] (2.33)

Py y + 1
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Eine Verbindung zwischen den einzelnen ZustandsgrdBen u, p und p liber dem
StoB stellt die Rankine-Hugoniot-Beziehung her, die aus den GI.(2.30) - (2.32)
hergeleitet werden kann. Sie lautet:

Yy + 1 [P..]
1+ —

on W y - 1 P,
DL R (2.33)
pl ull Y + 1 [DHJ
+ —_
¥y - 1 P,

2.2.3. Instatlondrer, senkrechter VerdichtungsstoB

Um die Ausbreitung eines instationdren StoBes nach der Stromfadentheorie
berechnen zu kdnnen, wird das Koordinatensystem mit dem StoB mitbewegt.

instationdrer, senkrechter Verdichtungsstof
mit Geschwindigkeit w

U ruhiges, unbewegliches Gas
= vor dem Stof} |

induzierter
Massenstrom

q>0

OO NN NN\

= X~ Achse(fest)

Abb. 2.4: Koordinatensystem elnes Instationdren VerdichtungsstoBes

Der instationdre VerdichtungsstoB soll in ein ruhendes Medium laufen und in
seinem Nachlauf einen Massenstrom induzieren, wie dies Abb.(2.4) verdeutlicht.
Die StoBmachzahl

M,= U/a, (2.34)

bezieht sich dabei auf die StoBgeschwindigkeit U und die Machzah!l des Mediums
vor dem StoB a,. Die Bestimmung des Druckverhditnisses iber dem StoB

pll

s et [MZ - 1] (2.35)
P y + 1

entwickelt sich analog wie bei GI.(2.33), nur daB hier statt der Machzahl M,
jetzt die StoB-Machzahl M, eingesetzt wird. Die Geschwindigkeit des Massen-
stromes im Nachlauf des instationdaren Verdichtungsstofes betrdgtin Abhdngig-
keit der StoBmachzahl:

q = : U1 [1-M7] (2.36)
R

Y
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3. Herleitung des Ansatzes nach Whitham (1958)

Der Ansatz von Whitham (1958) stiitzt auf die Veroffentlichungen von Moeckel
(1852), Chester (1955) und Chisnell (1957). Whitham (1958) geht von der
Korrektheit der Ergebnisse jener Arbeiten aus und versucht mit den allgemein
glltigen Erhaltungssitzen und mit einer Uberfiihrung der gegebenen Stromungs-
zustdnde in Charakteristikenform einen eigenen Weg herzuleiten.

Der Ansatz von Whitham (1958) bezieht sich auf die Stromungsverhiitnisse
in einem StoBwellenrohr, bei dem entlang der Ausbreitungsrichtung x ab der
Stelle x=0 ein gednderter Querschnitt A(x) vorliegt. Dabei ist es fir die Be-
trachtungen unerheblich, wie das Profil des StoBwellenrohres geformt ist und
ob eine Verengung oder Erweiterung des Stromungsquerschnitts A(x) fir x>0
auftritt.

Breitet sich die StoBwelle mit einer konstanten Geschwindigkeit U, entlang
des konstanten Querschnitts A, aus, so herrschen hinter dem StoB die Zu-
stande p,, p,. a, und u,.

Erreicht der StoB die Stelle x=0 im StoBrohr, so breiten sich Storungen ent-
gegen der Stromungsrichtung aus, wie dies Abb.(3.1) zeigt. Dabei dndert sich
das Ausbreitungsverhalten des StoBes. Die reflektierten Stdrungen breiten
sich hingegen entlang der negativen Charakteristiken C. aus, und die Entropie-
variationen entwickeln sich entlang der Partikelwege P. Physikalisch spielen
die positiven Charakteristiken C, zwar eine untergeordnete Rolle, aber bei der
Herleitung des Ansatzes von Whitham (1958) flieBen sie trotzdem ein.

Fiur x<0O liegt fir die Charakteristiken C, jeweils eine einfache Ausbreitungs-
welle vor, die gerade ist und deren Ausbreitung sich analog zu dem formalen

Zusammenhang
2a/ (y -1 +u=2a /7y -1 +uy (3.1
verhalt.

Sollte sich eine reflektierte StoBwelle auBerhalb des Betrachtungsraumes aus-
bilden, so wird dies analog zum Ansatz von Whitham (1958) vernachlédssigt.



t
| P |
I I
, 11/ Stoh
II
| ,'
n
pl'pi'ui / po'po .
L X
./
/C+
Stolgerade

Abb. 3.1:  Schema zur Darstellung der Ausbreitung eilner StoBwelle in elnem
StoBwellenrohr mit partiell varllerndem Querschnitt

3.1. Aufstellen der Erhaltungssitze

Zu Beginn der Herleitung des Ansatzes von Whitam (1358) sollen die Erhaltungs-
satze in den jeweiligen Formen abgeleitet werden, wie sie Whitham (1958) in
seiner Verdffentlichung vorstellt. Den Anfang bildet die Kontinuitdtssbilanz.
Fur den MassenfluB gilt die allgemeine Beziehung

m=p (u cos(¥)) d8=p V, d8= p V d& (2.5)

fir die Kontroliflache d®, wie sie in Abb.(2.1) vorgestellt wurde.

Alx) Alx+dx)

pix) p(x+dx)

p(x) px+dx)
X+dx

Abb. 3.2: Darstellung der Parameter in Differenzenform fUr elnen variablen
Kanalquerschnitt zur Beschreibung der Herleitung der Kontinui-
tidtsgleichung
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Fihrt man nun eine differentiell kleine Anderung des Querschnitts wie in Abb.
(3.2) ein, so gilt fiir den eindimensionalen Fall folgende Vereinfachung:

pl(t+dt,x+dx) ulx+dx) Alx+dx) - pix,t) ulx) A(x) =0 (3.2)

Als Taylorreihe entwickelt und nach dem ersten Glied abgebrochen folgt:

dp dp Jdu Jdu dA
[p(x,t) #—dx+— dt + ..) [ulx,t) +— dx + — dt ..J [A) + — dx + ...]
dx ot OX at dx
- p(x,t) ulx,t) A{x) =0 (3.3)
dp ou op Jdp du Ju dp du
> up(x,t) + u—dt + p— dx + u — dx + — — dt dx + — —dx® + p— dt
ot dx IX ot dx ox Ox at

dp du dp du dA
+ — —dt? + — — dx dt | | A(x) + —dx +... ]~ p(x,t) ulx,t) A(x) = 0

At ot dx at dx
(3.4)
dp dA du ou dA dp
> UA—dt+ puA+pu-—dx +p A— dx +p— — dx" + u A — dx
gt dx 9 x dx dx dx
op dA ou dp dp du dA s dp Ju
+u— — dx® + A — — dx® +— — —dx’ + A — — dt dx
dx dx ox 9dX Ox ox dx dt dx
dp du d*x dp du dp du
+ — — dt dx dA + A p— dt + A — —dt® + A — — dx dt
dt dx ot? ot At dx ot
0%x dp du dp du
+p — dtdA + — — dt®’ dA+ — — dx dt dA - p u A = 0.
ot? ot ot dx Ot
{3.5)
Mit
ox
u dt = — dt (3.6)
ot
bzw.

u dt = dx (3.7)
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und unter Vernachldssigung aller Glieder hoherer Ordnung foigt:

[~ dA Jdu op
Ap,dx+lpu—+pA—+uA—}dx=0 (3.8)
- dx Ix oX
3 op dA du
> Ap dx+|Au—+plu—+Aa—1]dx=0 (3.9)
- Ix dx IX
- u dA  Jdu
> A p, dx + A up,‘+p[—-—-+——] dx = 0 (3.10)
- A dx  dx
- A’
> A p, dx + A up‘+p[u,+u——] dx = 0 (3.11)
- A
Letztendlich resultiert hieraus:
A
pptup, tplu +tu—1}=0 (3.12/W.5a)

A

Ausgangspunkt fur die Eulergleichung (3.12/W.5b) in der Theorie von Whitham
(1958) ist der stromungsmechanische Impulssatz (Navier-Stokes-Gleichung):

Du dp %y d%u %
P + = + pg = Y, — * +—) (3.13)
Dt dx ox®  dy? ozt
Druck- Schwer- Relbungskrifte
kraft kraft

UnterVernachldassigung der Schwerkraft und der Wirkung der viskosen Kriafte
(Reibungskréafte nur in der kieinen, wandnahen Grenzschicht) folgt fir den ein-

dimensionalen Fall die Euler-Gleichung:

ou au 1 dp
— +tu— +—— =0 (3.14)
at ax P Odx
1
> u *uu +—p =0 (3.15/W.5b)
e

Zur Herleitung der idealen Gasgleichung (3.26/W.5c) in dem Ansatz von
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Whithem (1958) soll die allgemeine themodynamische Beziehung der Schallge-
schwindigkeit dienen

, op dp
a” = (——- bzw. a® = — (3.16)
dp’s de

die in Differenzenform lautet

dp - a° dp = O (3.17)
X )'<+dX
Alx) Alx+dx)
ulx) u{x+dx)
Pix) Plx+dx)

Abb. 3.3: Darstellung der Parameter in Differenzenform bel einem Kanal-
querschnitt

Wird entsprechend zu GI.(3.2) eine allgemeine Bilanz beziglich eines quer-
schnittsvariierenden Kanalprofils (siehe Abb. 3.3) durchgefiihrt, wobei die
Bilanzgleichung von der Zeit t und dem Ort x abhédngig ist, so folgt

p(x+dx,t+dt) - plx+dx,t+dt) a® - [p(x,t) - pix,t) a’l = 0

und ais abgebrochene Tayliorreihe

op op op op
pix,t) +—dx + —dt ... |- |p(t) + —dx+ —dt ...|a°

Ix at dx ot
- plx,t) + pix,t) a® = 0 (3.19)
op . dp ap . dp
2 —dt - a" —dt +— dx - a*"— dx =0 (3.20)

ot ot ox ox
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e (p, + a® o dt - [p, + a® o, dx = 0 (3.21)
dx
Weiterhin folgt mit u dt = — dt :
dt
(p, + a® pJ dt - [p, + 2% p.J u dt = 0 (3.22)

so daB schlieBlich die Bewegungsgleichung (3.23/W.5¢) von Whitham (1958)

resultiert:

p, + up, - a’ [p, *up, ] =0 (3.23/W.5c)

3.2. Herleltung der Charakteristiken

Ausgangspunkt fiir die Bilanzgleichung (3.39/W.6a) ist die Eulergleichung

1
U +tu,+—p, =0 (3.15/W.5b)

P .

multipliziert mit der Dichte p folgt

o) [u‘ + U u‘J +p, =0 (3.24)
ferner multipliziert mit der Schallgeschwindigkeit a

pa[u‘+uu,]+apx=0 (3.25)
so daB mit einer Addition von GI.(3.23/W.5¢c)

po+up, -alp +upl=0 (3.23/W.5¢)
schlieBlich aus G1.(3.24) folgt:

P‘+UP,°82[P,+UP.]+pa[U,+uu,]+ap*=O (3.26)

Durch Umsortiern erhdlt man zuerst aus Gl.(3.26) den Zusammenhang

pp+up, +ap +paluruu]-afp +up]=0 (3.27)
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und mit einer Umformung aus Gl.(3.12/W.5a)

u A’
P T UPpP, =P U"'A (3.28)

folgt schlieBlich durch Austausch der Terme aus GIl.(3.27):

u A
pl+upx+apx+paul+uux]+a2p[ux+ ]:O

A (3.29)
p a’u A
Ppt+up tap,tpautpauvuy +tapu +—=0
A
(3.30)
2 f
pa uA
[p‘+(u+a) p,‘]+pa[u,+(u+a) u,]+—————-—-—=0
A
(3.31)

Wird die GI1.(3.31) durch (u + a) dividiert so resultiert der positive Anteil der
Whitham'schen GI.(3.39/W.6a):

Py u, pa‘uA
[ + p_] +pa [ +y t+ —= 0 (3.32/W.Ba+)
(u + a) (u + a) (u +a)A

Der negative Anteil der Whitham'schen Beziehung (2.41/W.6a) wird analog zu
Gl.(2.34/W.6a+) hergeleitet.

Dazu wird die GI.(3.24) mit (-1) multipliziert
- p a u‘+uux]—ap,=0 (3.33)
und mit Hilfe einer Addition von GI.(2.36) folgt schlieBlich

porup, -afprue]-pafurun]-ap =0

(3.34)
u A’
s prupcap-paluruu ]eaten e |so
A
(3.35)
pa’uA
> p*up, -ap,-~pau-pauu +a pu +—— =0
A

(3.36)
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2 ‘
p a uA
> [p‘+(u—a)p,‘]-pa[u(+(u-a)u,]+—-—————-— =0
A
(3.37)
Wird die GI.(3.37) durch (u - a) dividiert, so folgt
P, U, pa uA
tp|-ea Pu |t =0
(u - a) (u - a) (u - a) A
(3.38/W.6a-)

GL.(3.32/W.6a+) und GI.(3.38/W.6a-) ergeben zusammen die Billanzgleichung
(3.39/W.6) nach dem Ansatz von Whitham (1958):

P, u, pa’uA
+p.ttpa [ +tu f+— =0 (3.39/W.6a)
(u t a) (u ¢ a) (u £a) A

Aus der Bilanzgleichung
pptup, -a [p. tu p,] =0 (3.23/W.5¢)

folgt durch Dividieren mit u schlieBlich die Bilanzgleichung (3.40/W.6b) nach
Whitham (1958):

P P+
[___., + px] - az [—- + px] = o (3.40/W.6b)
u U .

Im ndchsten Schritt werden nun die Bilanzgleichungen (3.39/W.6a) und
(3.40/W.6b) in Charakteristikenform tberfiuhrt. Dazu dient folgender Ansatz

du
— = u, * AU, (3.41)
dx
dt
mit A, = — (3.42)
dx
Dabei gilt fir die positive Charakteristik
dx dt 1
c,=T— =u+a = A, = — = (3.43a+b)
dt dx (u + a)

und fur die negative Charakteristik



dx dt 1
c.=— =u-a =2 A= — = (3.44a+b)
dt dx (u - a)
so daB schlieBlich folgt:
du u,
— =y, ¥ (3.45)
dx (u t a)
Weiterhin gilt auch fiir den Druck
dp
— =p, * A, P, (3.46)
dx
und mit
dt
Ay = — (3.47)
dx
folgt
dp P
— = p, + (3.48)
dx (u t a)

Werden die GI.(3.45) und (3.48) in die Bilanzgleichung (3.39 /W.6a) einge-
setzt, so folgt
dp du A’ dt

—t pa—+pa‘u— —=0 (3.49)
dx dx A dx

und einer Multiplikation mit dx dann

pa‘u A dx
— dt— =20 (3.50)
(ux a) A dt

dp £ p a du +
und mit
A’ dx = dA (3.51)

folgen dann schlieBlich die Bilanzgleichungen (3.52/W.7a+7b) in Charakteris-
tikenform von Whitham (1958):
pa’u dA

dp ¢+ p a du + — =0 (3.52/W.7a+b)
(ux a) A




Zur Herleitung der Charakteristikenform der idealen Gasgleichung wird analog
zu den Gleichungen (3.45a+b) und (3.46a+b) der Ansatz

dp
— =p, * A p, . (3.53)
dx
und
de
— =p, t X p, (3.54)
dx
mit
dt
A= — (3.55)
dx
und
dx
P=-—=u (3.56/W.7c)
dt

eingefihrt, so daB

dt 1
A== = (3.57)
dx u
und
dp P
— = p,t— (3.58)
dx u

und weiterhin

de Py
— = p, t — (3.59)
dx u

ergibt. Werden die Gleichungen (3.58) und (3.59)in die Bilanzgleichung (3.40/

W.6b) eingesetzt, so resultiert schlieBlich
dp de
— -a*— =0 (3.60)
dx dx

und

dp - a®dp =0 (3.61/W.7c)




3.3 Ableitung der Differentlalgleichung nach dA und dM bzw. dz

Zur Herleitung der Differentialgleichung von Whitham (1958) sollen zuerst die
gasdynamischen Beziehungen iiber dem StoB hergeleitet werden.

Ausgangspunkt fir das Druckverhadltnis ber dem StoB ist die allgemein gliltige
Beziehung G1.(2.32), die in der Nomenklatur nach Whitham (1958) lautet:

P 2y
— =1 [m - 1] (3.62)
Po (v + 1)

Durch Umformen aus GIl.(3.62)

2y )
P = po |1+ (M= - 1) {3.63)
L Y + 1

(3.64)

-+

= P = Po

2y, y*1-2 Y]
M S —

-y + 1 vy + 1

Mit dem idealen Gasgesetz fur den Stromungszustand vor dem StoB

. _
*_RT, (3.65)

Po

und der Schallgeschwindigkeit a, fur den Stromungszustand vor dem StoB

ai=yRT, (3.66)
folgt direkt
2 —
Po @ 2y , Y -1
p=— M? - ] (3.67)
Y “~y+it Y + 1
. 2 i Yy -1
= P = 003 M® - (3.68/W.8a)
—y Yy &y = 1)

Aus einer Umformung des Dichteverhiltnises, GI.(2.31), iber dem StoB

) 2 1
=2 = q- [1 - —] (3.69)
e (y + 1) Mm?

resultiert durch Umformen
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ol 2 2
— 1- +
o (y + 1) (y + 1) M
P (y + 1) M?
) — I
Po (y + 1) M® - 2 M* + 2
0 (y + 1) M?
= —
o (y - 1) M* + 2
(y + 1) M?
> p:

Po 2
(y - 1) M+ 2

(3.70)

(3.71)

(3.72)

(3.73/W8b)

Fir die Geschwindigkeit ergibt sich aus der Beziehung (2.30) durch Transfor-
mation des Koordinatensystems nach Kapitel (2.2.3.) der Zusammenhang:

U-u 0o 2 [ 1]
= — = 1 - — —
U P (y + 1 M?
2 1
> u =U—U[1— [1———]]
(y + 1) M?
2 U 1
] u :—-—-—-————1-—-—
(y + 1) M?
2 U 1
o u :——-————-————-——-—[M-——
(y + H M M

und mit Hilfe der StoBmachzahl
U =a, M

resultiert die Beziehung

2 1
R A
(v + 1) M

(3.74)

(3.75)

(3.76)

(3.77)

(3.78)

(3.79)

Zur Ableitung der Differentialgleichung nach dA und dM soll zuerst die Dif-

ferenz dp



2
Po 3o

4 M dM

dp =
und du

du =
= du:

Terme (u + a) aus G|.(3.79)

2 1
+ 3, - —
+ 1 M

u+ta = a
Y
2 a, (M- 1)
2 u+ta =at
(y + ) M
aM(y + 1) +2a, (M-1
> u +a =
(y + ) M
aM(y+1+2a M+1) (M-1
= u+a =
(y + ) M
und (a u)
2 1
a u = a a, [——]
(y + 1) M
2 aa, (M -1
= a u =
(y + OB M

hergeleitet werden. Erweitert man die Differentialgleichung

dp + p a du +

mit dem Term (u + a), so folgt:

u + a

p a’u

pa’u dA
_._....:O
u+a A
(u+a)pa dA
dp + ———F—— du +— =0
p a“ u A

(3.80)

(3.81)

(3.82)

(3.83)

(3.84)

(3.85)

(3.86)

(3.87)

(3.88)

(3.50)

(3.89)



u + a (u + a) dA
> , dp + du+ — =0 (3.90)
p a‘u au A
wra [ty - M +2] 4 MdAM  (ura) (yr DM
> - P, @ +
2 2% a, p, (M® - 1) AR OV} 2 aa, (M- 1)
2 a, dM 1 dA
1+ — |+ =0 (3.91)
(y + 1) M? A
2 M dM (y - 1) M* + 2) a, (1 + (/M) dA
> —_— (u + a) + ]:I 4 —
(M? - 1) a® M (y + 1) 2 a A
(3.92)
folgt schlieBlich die Differentialgleichung nach dA und dM
2 M dM dA
- + — =0 : (3.93)
(M? = 1) K(M) A

mit einer GroBe K '(M)

+

((y - 1) M® + 2) a, (1 + (1/M*)
K (M) =] (u+ a) :H
a®* My + 1) 2 a

(3.94)

Durch Umformung der Berechnungsvaraiblen der GI.(3.94) folgt:

(u + a)

a
K'{M) =

[ao((Y—T)M2+2)+

- (M? + 1) (y + 1):]
a® M (y + 1) >

(3.95)

M

Fir weitere Umformungen miissen zuerst folgende Herleitungen erfolgen, wo-
bei mit Geschwindigkeit, GI1.(3.79)

2 a, M® -1
u = (3.96)
(y + 1) M

fir die Addition (u + a) resultiert

2 a, (M* - 1)
u+as +

a (3.97)
(y + 1) M
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23, M+ 1) +aM(y+1)
> U +a-= (3.98)
(y + ) M

Es soll weiterhin der Term

. Uu-u?
- [ ] (3.100)

a

1
"

mit
U =a, M (3.78)

und

u = (3.79)
(y + 1) M

gelten, so daB folgt:

. a, M- u7
w = | (3.100)
a

ag M -
, r y - 1) M
&) woE (3.101)
a
a’ 2 M - DT
> u,z = - M- ————— (3.102)
a (v + H M
2 1 2
2 2o 2 2
= p’ o= — Ew (y + 1 -2 (M -1)] (3.103)
a® (y + 1
a i ?
> Wos— —— [(Y - ) M+ 2] (3.104)
a® (y + 1M
oder
a 1
g o= - — [(y S ) M+ 2] (3.105)
a (y+1H M




bzw.

a, 1 H
= (3.1086)
a (y+ OM M (y-1=+2

Weiterhin kann fiur schwache StoBe eine anndhernd konstante Entropie ange-
nommen werden, so daBB mit der Schallgeschwindigkeit

a® =yRT (3.107)

und dem idealen Gasgesetz

=RT (3.108)

‘OI'O

zuerst die Beziehung

P
a® =y — (3.109)

P

folgt, und durch Einsetzen der GI.(3.68/W.8a) und (3.73/W.8b) sich schlieB-

lich ergibt:
2 vy -1
o2l —— W - ]
Yy + 1 v (y + 1)
a® =y (3.110)
(v + 1) M?
° 2
(v -~ 1) M® + 2
2 vy - 1
M2 - —
a’ y + 1 y (y + 1)
> — = ¥ (3.111)
aZ (y + 1) M
(y - 1) M*+ 2
a’ My - (y -1 (y-1NM+2
5 — = 5 (3.112)
a’ (v + 1) v (y + 1) M?

a’ 2Miy - (y - 1) (y - 1) M* + 2
> — = [ ] [ ] (3.113)
al (y + 12 M°
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_ . 2 [eM vy - (v - 0]ty - M+ 2] e
a’ (y + 1) M? .

Durch Erweiterung

2 2 _ ) i ; 2

a’ (y + D M°
(3.115)
ergibt sich durch Umformung schlieBlich der Ausdruck:
[y-owm 2] o fy-nme2p
M y--1] a (r+n*M
(3.116)

Nach diesen Herleitungen resultiert fir den Term K™' (M) aus GI.(3.95) unter
der Bericksichtigung der GI.(3.86):

2a, (M -1 +aM(y+sD a [(y-1) M +2]+ (a/(2M)) (M*+1) (y+D)

(y + ) M a?M(y + 1)
(3.117)

23, (M -1 +aM(y+D a, [(y-1) M +2]+ (a/(2M)) (M*+1) (y+1)

a(y+1 M a My +1)
(3.118)

mit Gl. (3.105)

2a, (M*-1) +aM(y+1 M? o+ 1
= W+ (3.119)
aly + 1) M M?
2 a, (M -1 1
= | ——— ] —@u+1+ M) (3.120)
afl{y +1 2
mit GI.(3.106)
2 u (M- 1) 1
= + 1] —(2 u + 1+ M) (3.121)
M2 (y - 1) + 2 2
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mit GI.(3.116)

\ (y - 1) M* + 2
u o= . (3.116)
2y M - (y -1

> (y -1 M + 2 =0 (2 y M - (y - 1)) (3.122)
schiieBlich fur

K™ (M)

[ 2 u (M* -1

1
+ 1] — (2 u+ 1+ M3 (3.123)
e (2 y M - (y - 1) 2

Erweitert mit (y + 1)

2 (y + 1) (M? - 1) !
[1+ ]——(2u+1+M'2)
(y + 1 w2y M - (y - 1) 2

th

(3.124)

2 vy M-y o+ M- 1 1
[1+ ]—(2u+1+M'2)
(y+1h pg@2yM-(-10 2
(3.125)

und nach nochmaliger Erweiterung

H

2 2y M -y M -y + 1 -2+ M 1
Ik | = cuerewm
(y + 1 w2y M- (y - 1) 2
(3.126)

[1 2 ey - (y-n]- [r-n M 2]
.

1
; ]*(2u+1+M'2)
(y + 1 w (2 y M- (y - 1) 2

(3.127)

(v - 1) M* + 2

[ 2 1~[27rv\42—(\(—1)]]
1+

1
— (2 u+1+M?H
(y + 1) u 2

(3.128)
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2 1 - w7 1 \
= |1+ — (2up+1+MH
{(y + 1 u 2

(3.129)

resultiert letztendlich der Whitham'sche Term Gl.(3.130/W.9a+b)

2

1 _ uZ -1
J(2p+ 1+ M'Z):' (3.130/W.9a)

K(M)=2[(1+
(y + 1 1

U-ul? (y - 1) M* + 2
[ :l = - ) (3.131/W.9b)
2y M - (y -1 .




4. Erarbeitung der Zwischenschritte sowle der mathematischen und physika-
lischen Voraussetzungen der Ableitungen von Lighthill (1948) und Chester
(1953)

Vor der Uberpriifung der Ableitung von Chester (1954) in Kapitel 5 sollen zu-
erst hier in Kapitel 4 die mathematischen und physikalischen Voraussetzungen
der Ableitungen von Lighthill (1946) und Chester (1953) geschaffen werden.

4.1. Einseitige Begrenzung eines instationdren, senkrechten Verdichtungs-
stoBes durch eine abknickende Wand (Lighthlll, 1948)

Lighthill (19486) betrachtet in seiner Arbeit die Ausbreitung einer ebenen StoB-
front in ruhender Luft, wobei der StoB einseitig von einer ebenen Wand be-
grenzt wird. Diese ebene Wand besitzt an einer bestimmten Stelle eine konvexe

Kante, wie dies Abb.(4.1) zeigt.
vl

Elementarwelle Ston

l'=Cl1'f

77T 777 ; X
Abb. 4.1:  Darstellung der Randbedingungen der Strémungsverhdltnisse be-
zlglich des theoretischen Ansatzes von Lighthill (1948)

Der Wert des Winkels dieser konvexen Abknickung betrdgt m-o5. Beim Erreichen
der Kante wird der StoB gebrochen, so daB er sich ab jener Stelle nicht mehr
eben ausbreitet. In der Ndhe der Wand ist der StoB dann schwacher als im
ubrigen Bereich.

Bei der mathematischen Herleitung der physikalischen Verhaltnisse des StoBes
vernachldssigt Lighthill (1948) die viskosen Krafte und Warmeleitung, da bei
der Ausbreitung des StoBes aufgrund seiner hohen Geschwindigkeit zu wenig
Zeit bleibt, in der sich diese genannten Effekte ausbilden kdnnten.



i

Lo

(997
t

Zur Beschreibung der Stromungsverhaltnisse stutzt sich Lighthill (1948) auf
die konstanten GréBen: mittlere StoBgeschwindigkeit U, Druck p, und Dichte
P, der ruhenden Luft vor dem StoBl und den Winkel &. Dabei sind die genannten
GroBen abhangig von den Raumkoordinaten X und Y und der Zeit t, die hier in
der Kombination von X/t und Y/t auftreten sollen. Weiterhin sollen nur kleine
Variationen des Winkels & und der Geschwindigkeit und des Druckes hinter dem
StoB nach der Abknickung auftreten. Lighthill (1948) weist weiterhin darauf hin,
daB auch negative Winkel § mit seiner Theorie betrachtet werden kénnen. Damit
konnen auch die Stromungsverhdltnisse eines StoBes nach der Brechung an
einer konkaven Abknickungen der ebenen Wand mit dieser Theorie bestimmt

werden.

4.1.1. Mathematlischer Ansatz

Zur Darstellung des mathematischen Ansatzes fiuhrt Lighthill (1948) zuerst
die stromungsmechanischen GroBen hinter der StoBfront ein, bevor diese die
Abknickung erreicht. Es handelt sich dabei um die Geschwindigkeit g,, den
Druck p, und um die Dichte p,. Danach werden die Bilanzgleichungen zur Er-
haltung der Masse, der Energie und des Impulses Ulber den ungebeugten StoB

hergeleitet.

Dazu soll zuerst der Massenerhaltungssatz hergeleitet werden. Fir eine kon-

stante Flidche

erhidlt man aus der Kontinuitatsgleichung mit dem relativen Koordinatensystem
eines instationaren, senkrechten VerdichtungsstoBes

Po U Ay = p, (U - q,)) A (4.1
aufgrund der Gleichheit der Flachen sofort den Zusammenhang

p, (U - gy =p, U (4.2/7L.1a)

Wird analog zu dem Koordinatensystem in Kapitel (2.2.3.) die Impulsbilanz

formuliert, so erhalt man mit

Po Ay + P, U Ay = p, A+ p, (U - g)° A, (4.3)
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unter der Beriicksichtigung von A=A =A nach algebraischer Umformung schlieB-

lich den Zusammenhang

Po U g, = p, ~ P (4.4/0L.1b)

Fur die Energiebilanz erhalt man mit
VN (VIR & |
ho 4+ — = h1 4 ————————— {4'.5)
2 2
und der Definition der Entropie
Y
he =¢c, T, = — R T, (4.6a)
¥y - 1
Y
hy=¢, T, = —— RT, (4.6b)
Yy - 1
aus der GIl.(4.5) entweder die Beziehung
u? (U - q)°
Cp Tog+— =¢, T, +— (4.7)
2
oder den Zusammenhang
Y u? Y (U - q,)°
R T, +— = RT, + — (4.8)
¥y - 1 2 y - 1 2

Mit Hilfe des idealen Gasgesetzes folgt fir den Stromungszustand vor dem
StoB die Beziehung

p
2. R T, (4.9a)

Po
und nach dem StoB die Beziehung
P4

£,

die zusammen mit G|.(4.8) den Zusammenhang
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Y o Uy p (U - q,)°

— = = — & (4.9)

Y -1pe 2 Yy -1 p 2

ergeben. Fir ein adiabat perfektes Gas wie Luft gilt fir den Isentropenexpo-

nenten

1,4 (4.10)

-
n

bzw. auch

Y 7
= e—— (4113)
y - 1 2
oder
1 5
_— = (4.11b)
Yy - 1 2

—— — —— g — (4.12)

u* vt -2U q, * qf 7 P 7 Po
_— - z— e = —— (4.13)
2 2 2 Py 2P
q, 7 py 7 Po
= U q, - — T ——— - —— {(4.14)
2 g Py 2 Po

= Ug,=—— + —— - —— (4.15)

Durch Einsetzen der GI.(4.2/L.1a) und Gl.(4.4/L.1b) lieB sich keine Uberein-
stimmung mit Lighthill (1948) und seiner Beziehung

1 q12 5 P 5 Po
Po U e 4 e — e —— = p, Q4 (4.16/L.1c)
2 2 2 p1 2 pO
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erzielen. Die Gl.(4.16/L.1c) geht im weiteren Verlauf der Herleitung des An-
satzes von Lighthill (1948) allerdings nicht mehr weiter ein.

Trotzdem solite noch einmal hervorgehoben werden, daB hier eine Unstimmig-
keit In der Arbelt von Lighthill (1948) auftritt.

Als nachstes sollen nun die Beziehungen der Nachlaufgeschwindigkeit q,, des
Druckes p, und der Dichte g, in Abhangigkeit der StoBgeschwindigkeit U und
der Schallgeschwindigkeit vor dem StoB a, hergeleitet werden. Mit der Beziehung

2 U
q = [1 - M;? (2.36)

y + 1

folgt mit Hilfe der Machzahl der Zusammenhang fiir die Nachlaufgeschwindig-
keit von dem Brechen an der Kante

2 U a;
q, = 1 = — (4.17)
Yy + 1 u?

Mit GI.(4.10) erhalt man zuerst

2 ag
g, = — U - — (4.18)

und dann schlieBlich die Beziehung fur die Nachlaufgeschwindigkeit des StoBes

5 a;
q, = —U [1-— (4.19/L.2a)
6 U? .

Formt man die Gleichung

Po U Gy = Py = P (4.4/L.1b)
um, so erhait man zuerst

P = 0o U Gy * po (4.20)

und mit GI.(4.19/L.2a) folgt dann die Beziehung

5 al
p1 = a— po LJ2 PR —— + po (4.21)
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bzw.

5

Pi = 0 [u? - aZ]+ p, (4.22)

Unter Zuhilfenahme der Schallgeschwindigkeit und des idealen Gasgesetzes
ergibt sich fir Luft die Beziehung

., [ Po
ay = — (4.23)
5 0
bzw. nach einer Umformung der Zusammenhang
5 2
Po = 778 Po (4.24)
7
der in die GI.(4.22) eingesetzt wird, so daB man die Beziehung
5, 5
Pi1 = 7 Po U - " Po 35 * _a: Po (4.25)
6 6 7
und schlieBlich die Beziehung fur den Druck hinter dem Sto8
5 1
P, = — P [U2 - —-a:] (4.26/L.2b)
6 7
erhalt.
Mit Hilfe der bekannten Beziehung
(o} [U -q,]= po U (4.2/L.1a)
bzw. deren algebraische Umformung
U
Pr = Po (4.27)
U-gq
ergibt sich mit GI.(4.19/0L.2a) der Zusammenhang
U
fr = Po (4.28)
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aus dem durch einfache algebraische Umformungen schiielich fir die Dichte
hinter dem VerdichtungsstoB folgt:

1
= P T Po - (4.29)
5 5 a,
T-—= +—= —
6 6 U*
1
puo) p1 = po 2 (4‘.30)
1 S a,
e + it D
6 6 U?
1
> P, = 6 p, ; (4.31/L.2¢)
aO
1+5 —
U2

Mit der Schallgeschwindigkeitsbeziehung der GI.(4.23)

und der Machzahl
M,=q,/a, resultiert fur die Machzahl der einheitlichen Stromung hinter dem

StoB zuerst die Beziehung
7 p1 -1/2
My=q,|— (4.32)
S e
bzw. deren algebraische Umformung

4,

P (4.33)
B

5 e

M, =

Durch Einsetzen der Gl.(4.31/L.2c) und mit dem Quotienten U/a, erhalt man

einen Zusammenhang zwischen der Machzahl der Stromung vor dem Stof8 und
der Machzahl der Stromung nach dem StoB:

5/6 U [1 - M7]
M, = (4.34)
[7_2;30 [U - a/7y a2+ (5 af)/Uz]]
56 60,

Durch einfache algebraische Umformung folgt aus Gi.(4.34):
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M sult-w) (4.35)
= 4,
[7 ws —;~ al) (1+5 M ]

5 M -1
> M, = - - (4.36/L.3)
[(7 ™M - v+ ) ]~

Fur M>2,068 herrscht im Nachlaufgebiet des StoBes vor dem Erreichen der
Abknickkante Uberschall (M;>1) und fir Mc2,068 liegt dort Unterschall (M,<1)
vor. Lighthill nennt diese Stromungszustande im weiteren Verlauf seiner Theorie
von nun an immer den “supersonic case” und den "subsonic case”.

Als ndchstes sollen nun die formalen Grundgleichungen fir die strémungs-
mechanischen GroBen nach der Beugung des StoBes aufgelistet werden. Die
Nomenklatur der strémungsmechanischen GroBen fir das Gebiet hinter dem
StoB nach seiner Beugung an der Kante lauten fiir die Nachlaufgeschwindigkeit,
den Druck, die Dichte und die Entropie dann q,. p,. p, und s,. Der Ursprung
des Koordinatensystems (X,Y) wird in die Ecke der Kante gelegt, wobei die
X-Achse entlang des urspriinglichen Wandverlaufs (1) verlduft.

Ausgangspunkt fir die formalen Zusammenhédnge der stromungsmechanischen
GroBen sind die bekannten Erhaltungssédtze in substanzieller Form. Es ist dies
einerseits der Massenerhaltungssatz

De,

Dt

+ p, divg, =0 (4.37/L.42)

weiterhin der Impulssatz

Oq 1
.+ — Vp, =0 (4.38/L.4b)
Dt P2

und sofern kein Wirmeaustausch zwischen den Fluidelementen aufgrund von
Widrmeleitung oder Warmestrahlung auftritt gilt fir die Entropie:

Ds,
Dt

- 0 (4.39)
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Unter der Annahme, daB q,, p, und p, nur geringfiigig von den Werten (q,,0),
p,und p,variieren, kdnnen die Bewegungsgleichungen in folgender Form approxi-

miert werden. Dann gilt fiir den Massenerhaltungssatz der Zusammenhang

9P, 90,
* g * e, divg =0 (4.40/L.5a)
ot X
fir den Impulssatz
g, oq, 1
+ q, +— Vp, =0 (4.41/L.5b)
at X P4
und fir die Entropiebilanz
ds, ds,
+ q, =0 (4.42/L.5¢)
at oX
Mit Hilfe der Definition der Schallgeschwindigkeit
20, 1
— |z — (4.43)
p, a;

lassen sich nun die Dichte- und Entropiednderungen durch die Druckvariationen
nach folgendem Schema ersetzen:

[091 ][apz C)pz:’ 1 [‘)pz C)Pz]
_— + q, = +q

] (4.44/0L.6)
dp, ot X al ot dX
Mit den TransformationsgrdBen
X -q,t
—— =y (4.45/0.7a)
a, t
Y
— =y
a, t

1

(4.46/0L.7b)
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q
—=[1+u v] (4.47/L.7¢)
q,

und
P2~ P
- =p (4.48/7L.7d)
a‘l q1 p1

und der Tatsache, daB u, v und w nur von X und Y abhdngen folgt aus den
Bilanzgleichngen (4.40/L.5a), (4.41/L.5b) und (4.42/L.5c) die Zusammenhinge:

op ap  Ju av
X — +y —= —  — (4.49/1.8a)
Jx oy ox ay

ou ou op
X — +y —= — (4.50/1L.8b)
X oy ox

v Y ap
X — +y —= — (4.51/L.8c)
X Jy oy

Lighthill (1948) weist darauf hin, daB der Ursprung der Koordinatensystems
auf einer Linie entlang des urspriinglichen, nicht abgeknickten Wand liegt und
derjenige Teil des StoBes, der nach der Beugung noch immer gerade ist, sich
entlang einer Linie

U - q U M* + 5 7'°
X = =M, | — - 1]= S — =k <1 (4.52/7L.9)
a, a, 7M? - 1

befindet. Die Stromungsverhadltnisse auf einem Punkt unmittelbar hinter dem
StoB hangen nach Lighthill (1948) von der Normalkomponente der StoBgeschwin-
digkeit U ab, gegeben durch die rechten Seiten der Gl.(4.19/L.2a), (4.26/L.2b)
und (4.31/L.2c), sofern die Geschwindigkeit U durch die Normalkomponente
ersetzt wird. Zur Verdeutlichung der verschiedenen GrdBen wird auf die
Abb(4.2) verwiesen. Hier wird die StoBnormale h sowohl fiir Unterschallstro-
mungen als auch bei Uberschallstrémungen sichtbar. Weiterhin ist der Vektor
thsichtbar, der orthogonal zu h steht und entlang der Linie Beugungsecke-Tan-
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gente des StoBes verlauft. Fir die Randbedingung soll damit nach Lighthill
(1948) gelten:

5 ap

qQ = —hjt-— (4.53/L.10a)
6 h
5 1

P. = — o [N° - 7a02] (4.54/L.10b)

Durch Einfiihrung eines neuen Koordinatensystems x=k+f(y), wobei f(y) eine
Funktion mit kleinen Werten analog zum Abknickwinkel § ist, folgt fiir einen

nahezu geraden StoB direkt:

th ¥ [X - ¥ dx/dY, - X dX/dY ] (4.55/L.11)

Mit X=a,tx+q,t=Ut+a,t f(y) und Y=a,ty ergibt sich durch Einsetzen in GI.(4.55/L.11)

sofort der Zusammenhang:

h=[U+afy -ay fy, -Ufy] (4.56/L.12)

Ziel von Lighthill (1948) ist es nun nach Angabe der Randbedingungen fiir die
Geschwindigkeiten

d 5 a:
u = alfly)-yf(y) | — log [——U 1 - — } (4.57)
[ 1+ ~ul-—
a, M? + 1
u= —[fp-yfip ] —— (4.58/L.13a)
U M? - 1
und
v = - fy) (4.59/L.13b)

und den Druck
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Py d 1
p = —— a, [f(y)-yf‘(y)] — log [:U2 - — ag] (4.60)
a; qy 04 du 7
P, 2 U
p=—— [fy-yfiy] ———— (4.61/L.13¢)
94 P4 2 1 2
Us - —a,
7

u=Ap (4.62/L.142)
y dv/dy = B dp/dy (4.63/L.14b)
mit
2 1 2
2y Gy Py [M _-7-][M +1:l
A = (4.64)
2 p, M* M - 1]
MZ + 1 7 M2 - 1 172
B = [ ] (4.65/L.15a)
2 M? M3+ 5
und
Ut - I L2
[+
Pr Gy 7
B = (4.66)
P, 2 U
3 IM -1
B = ———[——————J (4.67/L.15b)

M2 + 5

an der Stelle x=k eine Ldsung zu finden, daB die Differentialgleichungen
(4.49/1.8a), (4.46/1..8b) und (4.47/01.8c) erfilit sind. Dazu mussen die Dif-
ferentialgleichungen 4.49/1L.8a), (4.46/L.8b) und (4.47/L.8¢c) fir die Rand-
(bedingungen y=0, v=-8§ fur x>-M, und v=0 fir x<-M, gelést werden, so daB die
Gl.(4.63/L.14a) bis (4.67/L.15b) fir x=k gelten und an der Grenze zwischen
der ungestorten und der gestorten Stromung die Bedingungu = v = p = O gilt.
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Y
Y x=k
U
E
' N
NI B
B

4 D-
£1,0)(x,0)

(1.0)

a) Unterschall

‘ Cr Xy
(%,,0/F1,0) (1,0)

b) Uberschall

Abb. 4.2: Transformationsebenen von Lighthill (1948) fur eine Unterschall
und elne Uberschallstrémung
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4.1.2. Eliminlerung von u und v

Die Differentialgleichungen (4.49/L.8a), (4.50/L.8b) und (4.51/L.8c) wurden
bereits von Busemann (1943) untersucht. In seiner Arbeit beschaftigt sich
Busemann (1943) mit einer stationaren Uberschallstrémung, deren strémungs-
mechanische GroBen nur kleine Abweichungen vom jeweiligen Mittelwert be-
sitzen, so daB die Entropiednderungen vernachldssigt werden kénnen. Weiter-
hin sind die Geschwindigkeiten konstant entlang der Geraden, die den Ursprung
schneiden. Lighthill (1948) bezeichnet dies als "Konus-Problematik".

Da die Geschwindigkeitskomponenten u und v in der x bzw. y-Richtung ortho-
gonal zur mittleren Stromungsrichtung stehen, wobei die GroBenordnung von
x, y und dem Druck p wesentlich groBer als die der Geschwindigkeitskompo-
nenten u und v ist, sind die Gleichungen (4.49/L.8a), (4.50/L.8b) und (4.51/
L.8c) mit der Bedingung der Drehungsfreiheit

dv  du
—_— — (4.68)
dx oy
hinreichend zur L&sung der Problemstellung.
Durch Einsetzen der bekannten Differentialgleichungen
du du  dp
X —+y —= — (4.50/L.8b)
X dy oX
v v ap
X —+ y —= — {(4.51/1.8c)
dx dy dy
in die Gl.(4.49/L.8a) und unter Annahme der Drehungsfreiheit
ov Jdu
_= = (4.68)
dX dy
erhalt man fur das Nablaquadrat des Druckes sofort:
o%p *p u du v dv %y v
Vzp = + = x +—+y + =+ X *
ax?  dy? ox*  dx Ix®  dy dy* dy?

(4.69)
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Um den Beweis der Gultigkeit von

d J op dp
(4.70/L.16)

antreten zu konnen, wird die bekannte Differentialgleichung

op op Jdu v
(4.49/L.8a)

— i —— o —

X — +

Ix ay ox dy
dazu benutzt, um durch Tausch des zweiten Klammerausdruckes dann den

Zusammenhang

0 ] ou v
— (4.71)

V2p=[x——-+y-—~+1
X oy ox oy

zu erhalten. Durch weitere algebraische Umformungen erhidlt man dann:

du O%v %y A% du  ov
Vp = x + X + +y +— . — (4.72)
2 y 2
ox ox dy ox dy oy ox 9y
Qv du
o 9
o’u ax oy v Jdu ov
> Vp = x + X +y +y +—+ — (4.73)
dx? dy dx dy Ox  dy
Mit einem Wechsel analog zu
ov du
— = — (4.68)
dx  dy
erhdit man aus GI.(4.73) die Beziehung
) o*u du d*v d*v Jdu av
V% = x + % sy +y + —+ (4.74)
2 2 2 2
d x dy X oy X dy

und durch Umsortierung schlieBlich die Gleichung

d’u du v dv d%u d%v
+ - + + + X N + y

2 y 2
Jx X dx y dy

(4.69)

Vip = x
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Damit ist die Beziehung

. d d ap op
Vp =|x — +y — +1{Ix — +y — (4.75/0L.16)
dx oy ax dy

bewiesen. Nach Busemann (1943) ist fur x®+y*>1 die Differentialgleichung
(4.66/L.16) eine hyperbolische Dgl. und fir x*+y°<1 eine elliptische Dgl.. Die
Charakteristiken liegen somit alle auf der Tangente des Kreises x®+y’=1. Auf
einem Teilbereich des Kreises kann nun nach Lighthill eine konstante Ldsung
fur die Randbedingungen gefunden werden. Demnach scheint es nach Lighthill
(1948) sinnvoll anzunehmen, daB die Region der gestdrten Stromung hinter
dem StoB der kleinste Anteil in der Losung innerhalb des Halbkreises ist
(siehe Abb.(4.2)). Dabei liegt die Abknickkante fir Unterschallstrémungen
innerhalb des Halbkreises und fiir Uberschallstrémungen auBerhalb des Halb-
kreises. Die Losungsgebiete der Differentialgleichungen sind in Abb.(4.2) als
schraffierte Flachen dargestellt. Die Abb.(4.3) und (4.4) zeigen dariiber hinaus
sehr deutlich das Brechen des StoBes an der Kante mit der Entwicklung der
gestorten Nachlaufstromung sowohl fiir eine Unterschallstromung. als auch fiir
eine Uberschallstrémung.

\ Y|

Q¢

g

e

q.‘. ' 3 x

Abb. 4.3: Brechung einer Unterschallnachlaufstrémung an einer konvexen
Kante mit elner Ausbreltung der Schallwellen
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Abb. 4.4: Brechung einer Uberschallnachlaufstrémung an einer konvexen
Kante mit der Ausbreitung der Schallwellen

Wihrend die Grenzwerte der L6sung der Differentialgleichung (4.66/L.16) auf
dem Kreis fiur eine Uberschallstromung nicht kontinuierlich ist, 1Bt sich hin-
gegen fur eine Unterschallstromung eine konstante Stromung entwickeln. Mit
der Differentialgleichung

ap v v
— = — +y — (4.51/L.8¢c)
3y X dy

und wenn an der Abknickkante
x = =M, (4.76)

fur y = O ist (siehe Abb.(4.5),
yl

Abb. 4.5: Randbedingung
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dann erhdlt man aus Gl.(4.51/L.8¢c) den Zusammenhang

op ov
—= -M, — (4.77)
Y Ix

und nach einer Aufintegrierung schlieBlich:

lim J’-Mﬁc op lim J‘—M,+c

— dx =
-M,-c

-M, (=3) = -M, (-8) = M, 3}
-M,-c 9y y—0

y—0

(4.78/L.18) .

Dabei steigt von der Ecke (k,0) der Wert v=-8§ an. Aus der Gleichung

dv op
y —= B— (4.63/L.14b)
dy dy

erhdlt man mit deren Integral

dv B op
—dy = | —— 9y (4.79)
dy y oy

in den Grenzen von -r bis O schlieBlich &:

0 B
f ov= | —op=3 (4.80/L.20)
-r y .

Wird die Differentialgleichung

dp dp  du  Jdv
X — 4y —= — 4 — (4.49/L.8a)
Ix dy ox oy

an dem Punkt x = k angesetzt, so erhadlt man mit

u=Ap (4.62/L.14a)

bzw. mit dessen Differential

—_— A — (4.81)
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y — = B — (4.63/14b)

op ap op k B dp
k |k —+y— =k A — + — (4.83)
ax dy dx y oy
Aus der Differentialgleichung
du Jdu  dp
X — 4y —= — (4.50/L.8b)
Ix dy X

erhait man an der Stelle x=k mit U=Ap durch Einsetzen sofort den Zusammen-

hang

der nach einer Umformung in

ap op Jdp
— == - y A— (4.85)

Ix  dx Jy

k A

schlieBlich in GI.(4.79) eingesetzt wird, so daB der Ausdruck

dp op dp dp k 8 oJp
k — 4ty — = — -y A— + — (4.86/L.19)
dx dy Ox oy y 9y

resultiert. Damit ist Problemstellung nur noch von dem Druck p abhédngig und
die Geschwindigkeiten u und v lassen sich Uber die Differentialgleichungen
(4.50/L.8b) und (4.51/L.8c) ermitteln.



4.1.3. Busemanns Transformation

Als ndchstes soll nun die Transformation von Busemann (1943) dargestellt
werden. Mit den Polarkoordinaten

X = r cos{®) (4.87)

und

I

y = r sin(®) (4.88)

ergibt sich nach der Transformation aus dem Druckgradienten zweiter Ordnung
der Gl.(4.75/L.16) der Zusammenhang:

dp *p p 1dp 1 dp
- + = Vzp = ; o e (4.89)
dx dy* or* r or r?o@°

Dabei gilt fur das Differential des Druckes nach x in Polarkoordinaten der Aus-
druck
ap  dp dp sin(®)

— = — cos(B®) - —
dX ar 1] r

(4.90)

und multipliziert mit x bzw. r cos(®), analog zu GI.(4.83), folgt dann der Zu-

sammenhang
op  dp op sin(©)
x — = — co0s(®) r cos(®) - — r cos(®) (4.91)
dx  or 00 r

Nach dem gleichen Verfahren erhalt man fir das Differential des Druckes in
y-Richtung den Ausdruck

op  Jdp dp cos(®)
— = — sin (©) + — (4.92)
Jdy or 00 r
und mit GI.(4.89) schlieBlich den Zusammenhang:
dp  dp dp cos(®)
y — = — sin(@®) r sin(®) - — r sin(@®) (4.93)
ay or 00 r

Addiert man die Ausdricke der GI.(4.91) und (4.93), so ergibt sich die Glei-
chung
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op ap op
X = +y — =7r m[sin’(@) + cosz(e)] (4.94)
Ix oy ar
bzw. mit sin(@) + cos®(®) = 1 folgt:
s} ) d
x fyT =T (4.95)
dx dy ar

Mit GI.(4.95) resultiert aus GIl.(4.89) und GI.(4.75/L.16) schlieBlich der Zu-
sammenhang fur den Gradienten des Druckes zweiter Ordnung:

s d 9 op d d op
Vp = |x +y —+ 1||x — +y—|=}|r — +1 —
dy ox dy ar or

dx
(4.96/L.21) .
Uber die andere Form des Druckgradienten zweiter Ordnung
o’p 1ap 1 p
Vip = e+ (4.89)

or*  r ar  r? 00?

soll nun der Quotient dp/c)x/c)p/c)y in Abhdngigkeit der Dichte p und des Druckes
p hergeleitet werden.

Mit dem bekannten Storansatz der Dichte

1-(1-r9)"?
0 = (4.97a)

bzw. mit dessen algebraischer Umformung

2 p
r o= {4.97b)
1+ p2

erhidlt man an der Stelle x=k mit der Polarkoordinaten

x = r cos(®) (4.87)

bzw. deren Umformung

r cos{®) = k
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iber (4.97b) zuerst den Ausdruck

n
o

1 +

und nach einer Umformung den Zusammenhang.

P

- cos(®) = K

2 p cos(®) = K (1 + p9)

Bildet man dann den Quotienten aus den Gleichungen

op

dX

op

op dp sin(@®)
— = —cos(®) - —

or 00 r

ap dp cos(O)

— sin{®) - —

ar 00 r

ay

so folgt durch einfache algebraische und trigenometrische

dp dp dp sin(®)

— —cos(®) - —

dx  or RIS r

dp dp dp cos(O)

— — sin(®) - —

ay or 00 r

ap op op 1

— —cot(®) - — —

9x or or r
o =

ap dp dp cot(O)

B D — + e e e

Jy or 00 r

ap r ap op 1

— cot(®) - — —

ox o ar or r
= =

Ip r ap dp cot (@)

—_ = — e —

oy ol ar 90 r

op dp dp d

— rp ——cot(®) -

ox Jp dr p dr
= =

dp L, op dp ap

-— rp —— 4 cot (®)

oy dop dr p op

(4.98)

(4.99)

(4.100a)

(4.100b)

Umformungen:

(4.101/1L.23)
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4 dS
pao
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90-o
NP, K
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x

Abb. 4.6: Koordinatentransformation von (x,y) auf (r,8)

Sind die Differenzen dn und ds jeweils Elemente normal und tangential zu dem
Kreisbogen, analog zur Abb.(4.6), so ist

dp ap . op
— = — sin(90° - &) + cos(90° - @) (4.102)
dp Jds on

bzw.
op op Jp
— = —— cos(®) + — sin(d) (4.103)
dp Jds on

AuBerdem gilt nach Abb.(4.6) der Zusammenhang

ap dp ap .
— = CO0S + — sin(®) (4.104)
o dp o(-n) Js
bzw.
Ip Ip Ip
= - cos(®) + — sin(d) (4.105)
o 9p on ds

Bildet man den Quotienten aus den GIl.(4.103) und (4.105), so folgt zuerst

ap dp Jp
—_— — cos(d) + — sin(P)
Jp Js on
= (4.105)
ap Jp op
— - — cos{(®) + — sin(P)

o op Jan s
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und nach einer trigenometrischen Umformung schlielich der Zusammenhang:

op op ap
—_— — cot(d) +
Jp Jds an
op op

— ~ — cot(®P)
p 9p Ids

Weiterhin folgt aus dem Quotienten

op op dp ap
— r - —— cot() - ——
IX dp dr p 00O
op ap dp op

— ro' — —+ cot(®)
dy ar dp p 00

(4.106/L.24)

(4.101/L.23)

durch einfache trigenometrische und algebraische Umformungen:

Jp
Ip do  9p
-_— re — cot(®) - 1
dx dr dp
p 00
= (4.107)
op
op de  9p
— re — + cot(@)
oy dr ap
p 90
9p , de op , de op
— r e — cot{®) cot(®) - 1| — +|r po — cot{(®) + cot(d) | —
Ix dr 9s dr an
= =
9p de op , de op
— reo' — cot{®) + cott®) | — + |r p' — - cot(P) cot(®) |—
Jy dr as dr an
(4.108/L.25).
Mit Radius

(4.97b)



erhdlt man durch Differenzieren nch p den Ausdruck

dr 2 (1 - 09

—— (4.109)
dp (1 + p%)?

bzw. durch Kehrwertbildung auch den Zusammenhang
dp (1 + p%)°
I — (4.110)
dr 2 (1 - p%)

Multipliziert mit r/p folgt
r dp r(1+ p%)?
- = (4.111)
p dr 2 p (1 -0

und durch algebraische Umformungen erhait man dann:
r dp (1 + p%)?
- — = 2 (4.112)
p dr (1+ 9% (1 - 99
r dp 1+ p?

> - — = " (4.113)
p dr 1-p°

Da an dem StoB flir x=k der Zusammenhang
2 p cos(®) =k (1 + p%) (4.99)

gilt, ergibt sich durch Einsetzen der GI.(4.99) in Gl.(4.113) die Gleichung

r dp 2 p cos(©®) 1 p cos(O)
— - = - = (4.114)
p dr K 1 - p° k - p cos{®)

Mit einer weiteren algebraischen und trigenometrischen Umformung aus

2p cos(@®) = k (1 + p’) {4.97)
> 2 p k cos(®) = k* (1 + p) (4.115)
> p° (cos®(@)) = k¥ - 2 p k + p° cos’(®) (4.116)

> p (cos’(@®) - k?) = (k- R cos(@)? (4.117)
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ol 1
k - p cos(®)  cos’(@) - k?

(4.118)

erhalt man durch das Einsetzen der Beziehung (4.118) in GI.(4.114) die Gleichung

dp 1+ ¢° p cos(®)

re’ — = o (4.119)
gr 1-p k - p cos(@)

und mit der Kreisbogenbeziehung

cos(®) = (1 - k*)7'? sin(®) (4.120)

schlieBlich den Ausdruck:

de p cos(@®)
re' — = cot(®) cot(®) (4.121)
dr k - p cos(O©)

Wird der Ausdruck GIl.(4.121) entsprechend in die GI.(4.108/L.25) eingesetzt,
so folgt direkt

ap Jp
ap 1 on
— = tan(®) sin®(®) [cot®(P) cot?(®) - 1 + cot(P) —
dp sin’(®) dp
dy dp

(4.122/L.26)

und nach einer trigenometrischen Umformung

dp op
dp sin*(®) sin(®) cos(®) dIn
> — = cos’(®) cot(®) - sin’(®) tan(®) + -
Jdp cos(@) sin“(@) sin(d) JIp
Jy dp
(4.123)

Durch das Einfiigen des Ausdruckes GIl.(4.120) resultiert:

op op

dp sin’(@) cot(®) sin(®) cos(®) an
= - [1 - cosz(G)] tan(@) +

dp 1 - k? cos(®) sin(@®) Jp

ay Jp

(4.124)
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dp op

dp k? 1 cos™(@®) -k® 9n
> = ~ tan(@) + - :
dp 1 - Kk* 1+ k? cos*(@®) dp
Jdy Jp
(4.125)
dp Jp
dp k?® 1 n
> = tan{@) + - 1 - k? sin®(@) —
op 1 - k2 1 - k? op
oy dp
(4.126)
Mit Hilfe der Beziehung
dp Jdp op op op
k |k —+y —|=— -Ay — + Bk y' — (4.86/1L.19)
ax ay X oy dy
ergibt sich durch Umformung der Ausdruck
ap
dp y (A+k)-BKy"
= (4.127)
dp 1 - k®?
dy

der nun in die GI.(4.126) eingesetzt werden kann, so daB schlieBlich der Zu-

sammenhang resultiert:

op

y (A+k)-Bky' k* 1 , _ on
= ~ tan(@) + - 1 - k? sec’(®) —
1 - k° 1 - k? 1 - k? op

Jp
(4.128/L.27).

Wenn am StoBB x = k ist, so ist

y = k tan(©) (4.129)
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und man erhalt die Gleichung

dp
B k ‘ : on
k tan(®) (k + A) ~—————— = k? tan(®) + /1 - k? sec’(®) —
k tan(®) op
JIp
(4.130)

in die nun noch der Ausdruck (4.97) einflieBt, wodurch resultiert:

ap
in k A tan{®) - B cot(®)
= (4.131/L.28)
op /1 - k? sec’(@)
Jp

Mit den in Polarkoordinaten transformierten Differentialen

ax aX

dx = — dr + — dO® = cos{®) dr + r (- sin(0@)) d© (4.132)
ar 12
13 Ix

df = — dp + — dO© = cos(®) dp + p (-sin(®)) dO (4.133)
ar 00

erhdlt man fur die Randbedingung einer Unterschalistrémung GI.(4.74/L.18)
mit E=pcos(®) und n=pcos(®) in dem Abknickpunkt E=‘—(1—(1—M,2)"2/M1 bzw.
1=0 die Beziehungen aus den GI.(4.132) und (4.133)

dx = cos(®) dr (4.134)
df = cos{(@®) dp (4.135)
bzw.
dx dr
_— = — (4.136)
dt¢ dp
oder
dr
dx = — dE (4.137)

de



die eingesetztin die Randbedingung fiir eine Unterschallstrdmung die Beziehung

ergeben:
-M,+c  Jdp E4Cc Jdp Odn dr E,fc o dp dr
— dx = lim — — — dE = lim f ——— JE =
-M,+c  dy n—0 YE,-c dn Jy dp n—0 YE-c r 9dn dp
n—0
(4.138)
Zieht man noch die Beziehung
de 1
re' — = e (4.139)
dr ' r=M, 1- M
heran, sc erhalt man fur den Unterschall den Zusammenhang
op , de M, 8
=lr e M, 8 = ——r (4.140/L.30)
an dr-r=M, 1 - M?
n—0

4.1.4. Lbsung der Potentlalgleichung

Nachdem nun laut Lighthill (1948) der Druck p als harmonische Funktion ge-
geben ist und diverse Randbedingungen in einem Dreieck ABC erfiillt, soll nun
in diesem Abschnitt eine Losung entsprechend der anstehenden Problematik
entwickelt werden.

Ausgangspunkt ist das Dreieck ABC, das aus den Kreisbégen AB und BC und
dem Segment AC besteht, siehe dazu auch Abb.(4.2). Nach der geometrischen
Inversion dieses Dreiecks in Bezug auf B erhdlt man ein Dreieck A'B'C' wobei
B' im unendlichen liegt. Zum genaueren Verstandnis, wie nun dieser transfor-
mierte Raum Z aussieht, wurde in Abb.(4.2) auch fiur diesen Fall jeweils fir
eine Unterschallstrémung und fir eine Uberschallstréomung eine entsprechende
Abbildung dargestellt.

Die Transformation nach Lighthill (1948) lautet fir { = p exp(i ©):

2 k'
Z =(k +ik") [i - :l (4.141/L.37)
C-(k +ik)

Dabei soll der Punkt B bei { = k + i k' liegen, wie zum Beispiel bei k'=(1-k*)"®.

M, 8
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Ist nun C auf dem Kreisbogen 2p cos(®) = k(1+p°) so ist

Jcos*(@®) - K?
Z = (4.142/L.32)
k' cos(@®) - k sin(@)

bzw.

J1- k2 (1 + tan(®)
Z = (4.143)
k' - k tan(®)

Durch Umformung folgt aus GI.(4.143)

Z% (k' - k tan(®@N? = 1 - k¥ (1 + tan®(©®)) (4.144)
> ZPk? - 2 k k' 22 tan(®) + Z® k* tan®(®) - 1 + k® + k? tan®(®) = 0O
(4.145)

mit k'* = 1-k? erhalt man weiter

2kkZ /A K Z -4 (K +K) (K -1+ k)

tan(©@) =
Zk(Z+ 1)
(4.146)
k' Zr Jk?Z - (2 - 1) k?
> tan(@®) = (4.147)
k (Z2+ 1)
k" 22+ k'
= tan(®) = —————— (4.148)
k (Z2+ 1)
Fur
< K’
® = arctan — (4.149)
k

wird der negative Anteil genommen, so daB die Beziehung

k' (Z2 - 1)
tan(@®) = (4.150/L.33)

K (e




folgt. Durch trigenometrische und algebraische Umformungen resultiert aus
der GI.(4.150/L.33):

1 , k2 (2 - 1)?
sec’(@) = ———— =1+ tan®(@) = 1 +— (4.151)
cos’(@®) K (Z2 + 1)°
, 1 . Kk (Z0+ )%+ (1 - K) (28 - 1)?
> sec’(@) = ——— =1+ tan(@®) = : :
cos’(®) kK* (Z + 1)?
(4.152)
(Z2+ DK+ -1 (2 - 1° k* a4 Z
> sec’(@) k* = =
(Z2 + 1)? (78 + 1)°
(4.153)
Mit dem Druckguotienten
op
in A k tan(®) - B cot(®)
- - - (4.131/1..28)
op J1 - K sec?(®)
08

erhalt man dann die transformierte Randbedingung des StoBes aus GI.(4.153):

op k' (Z -1 k (Z+ 1
— Ak —mm— - B —————
on k (Z2+ 1) k' (Z2 -1
= (4.154/L.34)
dp 2 k' Z
ds Z% + 1

Aus GI.(4.154/1..34) erhadlt man nach dem Umstellen die Beziehung

ap B k ,
e A(Z7 - 1 - - (2%« 1
on 1 -k
= 4 (4.155)
ap 2 Z(Z2 -1
Jds

Damit die Differentialgleichung (4.155) gelost werden kann soll noch einmal mit

z, = 05[22+ 27] (4.156)



bzw. mit
2=z, + Yz? -1 (4.157)
transformiert werden, so daB man den Ausdruck
ap B k .
— Alz, + yz; -1 - 1) - (z, + yz; -1 - 1)
on i} 1 -k
Z_Fj 21/21+}/;?——_T [z,—1+1/£f——_1]
s
(4.158)
erhalt. Formt man die Gl.(4.158) zu dem Zusammenhang
gﬁ [A(z,—1)——1—~8_—kk—;(z1+1)][}/z,+1+1/z,—1]
38 N B P
s
(4.159)

um, und beriicksichtigt man den Ausdruck

Jz, v 1 + 2, -1 =2 /21 « 22 -1 (4.160)

so erhilt man aus GIl.(4.159)

o Bk
&* Eé\(z,—ﬂ——]—-k—z—(L+1)]/§_‘/z,+1/zf—1

on -

T 2 e fiT T [r-r e ]

(4.161)
Jp B k
— 4z, - - —— (2, + 1]
an 1 - K?
5 = (4.162)
op ,
:)"‘ 1/?1/212 -1
S

die Randbedingung des StoBes in der Form mit z,=x,:
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ap dp Bk
P = [—— x, + D-A(x, - 1]
dy, on 1~k
BN - (4.163/L.36)
dp op -
v 72 i
X Js

fiir x,>1 bei y,=0. Aufgrund der einheitlichen Transformation gilt dabei fiur den

StofB:
Jds — Ix, (4.164)
dn — Jy, (4.165)

Fiir eine Unterschalistromung ergibt sich in der Ecke fur den diskontinuierlichen
Fall aus G1.(4.138/L.29) die Beziehung

ap M,
lim — dx, = —————— (4.166)
y =0 dy, (1 - m)"e

die in der z,~Ebene dabei die folgende Form annimmt:

(M, + K)* + (M7 - 1) (1 - kY
z,= - = x, > -1 (4.167/38)
(M, k + 1?

Im Uberschallbereich erhdlt man in der z,-Ebene den Zusammenhang

(M, + K2+ (M7 - 1) (1 - kY
E"= - ¢ -1 (4.168)
M, k + 12

fur die Ecke, siehe dazu auch die Abb.(4.2). Analog zur Prandti-Meyer Expan-
sion erhalt man fir den Druck in der Ecke die Beziehung

p = -M, 8 (M- 1" (4.169)

die nach der Differentierung nach s die Form

op '
— = -M, § (MP - 1)? (4.170)

os

annimmt. setzt man dies in die GI.(4.169) ein so erhalt man die Randbedingung



des fur eine Uberschallstréomung:

E+c  dp -M, §
Hagl E — dx, = T (4.171/L.39)
y, =0 ~C dX, (M - 1) .

Die Bedingung auf der dritten Grenze lautet nach Lighthill (1948) dp/dx,=0
wenn x,<-1und y,=0 ist. Dies wird mit GI.(4.171/L.39) erreicht, wobei dies in
der z,-Ebene fiir {=-M,"+i(1-M,?) giiltig ist. Dieser Punkt kann auch fir x, iber
die Beziehung (4.167/L.38) gefunden werden, wobei allerdings fiir eine Uber-
schallstromung nach Lighthill (1948) x,<-1 sein muB.

Eine Losung kann mit Hilfe des Ansatzes

op dp
+j — (4.172)

dy, Ix,

wlz,) =

gefunden werden, sofern sich der Druck p harmonisch in der oberen Halbebene
verhadlt. Auf dem StoB gilt mit der Bedingung x,>1 und y,=0 mit dem Kehrwert
der Gl.(4.163/L.36) uber GI.(4.172) die Beziehung

op
Ix, 2 yx, -1
arctan w(z,) = = arctan
op Bk (1-kH"(x,+1) -A(x, -1
9y,

(4.173/L.41).

Als nachstes soll nun eine Losung fir G1.(4.173/L.41) gefunden werden. Dazu

soll der Ansatz

1

wilz,) =
(¢ = iyz, = D (B - iyz, - 1

fur die StoBrandbedingung z,=x, uberprift werden. Durch Umformung erhalt

(4.174)

man zuerst den Ausdruck

2B - (x, -1 +ifla+B)yx, -1

wlz,) = (4.175)
(@® + x, - 1) (B - x, - 1)
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und mit dem Arcus-Tangens schlieBlich:

(@ + B) x, - 1 J2 fx, -1

arctan w(z,) = =
o« B - (x, - 1) 2 Bk B k
- (A - Mx, - 1)
1 - k* 1 -k
(4.176)
1/5- ¥x, -1
o arctan w(z,) =
2 Bk
-, + 1) - A+ x, -1
1 - k?

(4177 /7L.41).

Damit 4Bt sich die Gleichung
wiz) = (2 - iyz, = 1) (B - iyz, - 1 )" (4.174/0.44)

in die G1.(4.173/L.41) uberfuhren. Durch genaues Schauen kann aus dem Lo-
sungsansatz (4.174/0L.44) nach Lighthill die Losung

C3[D(z, - x) - 1]

wlz,)) =
(22 - D2 (2, = xo) [ - iz, - 07][B - iz, - D]
(4.178/L.45)
fiir
op op
wiz) = — + i — (4.172)
dy, X,

gefunden werden, die alle Randbedingungen erfiilit. Wenn auf dem Stofl in der
x-y Ebene gilt x=k und y=k tan(®), dann kann man mit der Gleichung

k' (z2 -1
tan(®@) = ———— (4.150/L.23)
k (22 + 1)
bzw. mit
k' (z2 -1 z? -1
y = k —————— = k' (4.179)
k (z® + 1) 22+ 1

(4.157/L.35b)



von dem z,-Transformationsraum fir die Randbedingungen auf die x-y Ebene

mit
z, -1+ yzF -1 k' Yz, -1
y = k' = = (4.180)
z, + 1 +yz; -1 Yz, + 1
bzw. mit
x, -1
y = k' ———ee— (4.181/L.47)
x, + 1

geschlossen werden. Fir den frei gewahlten, aber kleinen Winkel

® B Jp ® B x, - 177% dp
5 = — = dx, = — — dx, (L.20)
1 1k Lox, o+ ox,

kann nun in Abhdngigkeit des Druckgradienten eine Losung gefunden werden.
Dazu wird das Ringintegral des Losungsansatzes (4.178/0L.45) gebildet, um fir
den Druckgradienten zu erhalten:

op f f[ Cs[D(x - x) - 1]
_— wiz,) =
X, (x,2 = D% (x, = xg) (2 = iyfx, = 1) (B - iyx,- 1)

(4.182)

ap f[C&[D(x,—xo)-il[(a’rix,-1)(6+i x,-1)]]

y,=0

p e T
dx, (x2 = D% (x, = %) (22 + %, - 1) (B + x, - 1)
(4.183)
ap C5 [0 (x, = x) - 1][a+B]/x, -1
= =
Ix, X2 - 1 x, = xg) (22 + x, = 1) (B + x, - 1)
(4.184)

Durch Einsetzen der Gl.(4.183) in die GI(L.20) folgt fir den Abknickwinkel 3:

dx,

f“’ B[X,—1]W Cs[D (x, = x) - 1][a+8]yx -1
§ = e

1Tk xZ = 1 x, = xg) (2% + %, - 1) (B% + x, - 1)
(4.185)

x, + 1



dx,

5 B C a) J‘ D (x, - x4) -1
> = (¢ +
k' yxi - X, = Xo) (2% + x, = 1) (B* + x, - 1)
(4.186)
Mit x,=x und dx,=dx und 1-x,=r’ ergibt sich aus GI.4.186)
B C3 - X)) -1
> § = (a0 + B) f dx
k' 1/_ + x) (B® + x) (r® + x)
(4.187)
) (v + B+ v)
Or" -1 ——— + D
BCS x By
> 3 = (a + B) m (4.188/L.48)
k' (. + BYB + v} (y + o) )
Sofern fir
[o + (1= xv*][B + (1 = x|t - xE]"® m,
C = »O  (4.189/L.46)
|1 - M
mit
2[m k]
X = 1 (4.190)
[M k+ 1]
bzw.
2 (1 - k501 - M)
1+ x, = (4.191/L.49)

(M, k + 1)°

gilt, erhalt man durch Umformung aus (4.189/0L.46) den Ausdruck fir C:

C ) M, l 2 (M, + k)? (1 - k3 (1 - MH'7?
= )
- <
@+ B+ |t =M LMk (M, k + 1?
(4.192)
c 2 M, k' (M, + k)
- - (4.193)
(¢ + YXB + ¥) T (M, k + 1?

Fiur kleine Winkelanderungen é ergibt sich aus Gleichung



a + B+ v
Dy -1) —— + D
B CS (ax +B) @ By
o = T (4.188/1L.48)
k' (a0 + B (B + ) (v + o)
mit GI.{(4.193) sofort
(M, k + 12 a+ B+ oy o + B+ oy
=Dy —+ D - — (4.194)
2 B M, (M, + k) o By a By
M, k + 1? D(x +B+y) +D ap o+ By
™ = -
2 B M, (M, + k) o B a By
(4.195)
(M, k + 1) D x + B+ y
= = (yoa+By+y +ap) - ——
2B M (M, +k) af a By
(4.196)
(M, k + 1)? D x + B+ oy
> = (v + By + ) -~ ———— {(4.197/L.51)
2 B M, (M, + k) a B a By

Damit ist nun ein Ldsung fir einen instationdren StoB gefunden worden, der
sich entlang einer abknickenden Wand bewegt.

4.2. Zweiseltige Begrenzung eines instatlondren, senkrechten Verdichtungs-
stoBes durch abknickende Winde (Chester, 1953)

Um die Stromungsverhéitnisse eines instationdren StoBes ineinen querschnitts-
variierenden Kanal bestimmen zu kénnen, greift Chester (1953) den Ansatz
von Lighthill (1943) auf, und begrenzte den StoB auch auf der gegeniberliegen-
den Seite durch eine abknickende Wand, analog zu der Abb.(4.7).

Zur LBsung der Problemstellung greift Chester (1953) auf eine lineare Theorie
zuriick. Aus diesem Grunde diirfen nur kleine Anderungen im Querschnitt auf-

treten.
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Abb. 4.7: Kanalform von Chester (1953)

4.2.1. Transformation

Um fur diesen Fall nun den Druck p in der nahe des StoBes bestimmen zu
konnen, griff Chester auf die bereits in diesem Kapitel hergeleiteten Formeln
zuriick. Dabei fiihrte Chester (1953) allerdings den Losungsansatz der Poten-
tialfunktion

2k
Z = (k + ik) {i - ————r (4.141/L.31)
L~ (k + ik")

in eine andere Form iiber. Mit k' + k¥ = 1 bzw. mit k + i k' = exp(i ®) erhalt
man lber T = p exp(i ®) die abgewandelte Form des Ldsungsansatzes:
2 k'
Z = explin) [i- ] (4.198)
p exp(®) - expli x)

Durch einfache Umformungen folgt aus Gl.{4.198):

i exp(i ©) p - expli ) - 2 k'
exp(i x) (4.199)
p exp(i ©®) - expli »)

N
ft

1
= Z = [i p explil® + x)) - i expli 2 x) - 2 k' expli x)]
p expli ®) - expli x)

(4.200)
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1
> Z = [l p exp(i(@ + x)) - i[cos(Z x) + i sin(2 %)
p expli ®) - expli x)

- 2 sin(x) [cos(x) + isin(x)]

(4.201)
1 "
> Z = [i p exp(il® + x)) - icos(2 n) - i 2 sin“(x)]
p expli ©) - exp(i )
(4.202)
1
> Z = [i p explil® + x)) - i+ 2 isin®(x)-i2 éinz(x)]
p expli ®) - expli x)
(4.203)

i[ p exp(i(® +x)) - 1]
=2 Z = ' (4.204)
p exp(i ©) - expl(i x)

Dabei ergibt sich fir die z,-Transformationsebene nach der Transformation

mit
1
2,=— [22 + 7] (4.156)
2

schilieBlich durch den Einsatz von Gl.(4.204) die Beziehung:

1 [[n[ o expli(® +x)) - 1]]2 [ p expli ®) - exp(i x) ]2]
Z, = — +

1

2o expli ®) - expli x) i[ p expli{@ +x)) - 1]
(4.205/C.5).
Fur komplexe Werte gilt dabei mit
Z=X+1iY=ycos(®) +iysin(@®) = vy expli O) (4.206)
und der Umformung aus Gl.(4.97)
2
Y = (4.207)
1o+ 92
auch fir das Koordinatensystem (X,Y) die Beziehung:
2 p expli ©)
X+iYs= (4.208/C.6)

2

1+ p




4.5 Druckvertellung Uber dem StoB

Fur einen kleinen Abknickwinkel & stellen Lighthill (1948) und Chester (1953)
analog zur linearen Theorie eine Beziehung auf, bei der sich der Druck p,
hinter dem instationdren VerdichtungsstoB proportional veridndert. Der Ansatz

lautet:

X=q,t y
Pz =Py = (py = Po) P |8 = (py - opy) p (XY) B
a,t a,t

(4.209/C.1) ,

bzw. dessen Lossungsansatz bezogen auf den Excessdruck:

Z x-g,t  (2n+1)b-y
8 (p, = p,) Pix,y,t) =38 (p, - py) p \
n a, t a, t

[ x=-q,t  (2n+1)b+y ]
+p
a, t a, t

(4.210/C.10).

Um uber den Ldsungsansatz (4.210/C.10) eine passende Ldsung zu finden,
wird dieser Ansatz zuerst mit einer Dirichlet'schen Summation

A v

n 2
Z f(n) = lim Z f f(z) exp(2 m i n 2z) dz

A Yy,

Vy s n oLy, A= ® n=-
(4.211/C A7)

transformiert. Mit

a, ty+y 1

Z = ————— - — (4.212)
2b 2 ~
und
a, t
dz = dy (4.213)
2b

erhalt man nach der Transformation aus GI.(4.210/C.10):

1 x -q,t b-y 1 X -gq,t b -y
P=—op . + — .
2 a, t a, t 2 a, t a, t
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a, t x - q,t
: [ ]
n y a, t
a, t
1 a, tY +y a, t
exp[ZTr in— [ ‘ - 1] dy
2 b 2 b

1 _a, tY+y a, t
'exp21rin—-[~——-——-——-——1] ay
2 b 2 b

(4.214)

[x—q,t b—y] 1[x-q,tb-y] a, t
+ +
2 2 b

a, t a, t

(¢ ]
I N LS
p y
= - b+y a, t
a, t
a, t' Y +y n
exp[ﬂ: in [ : ]J (-1) dY]

(4.215/C.18).
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Fir einen festen Abstand hinter dem StoB erhilt man mit

x = Ut - Konstante

(4.216/C.19)
den Zusammenhang

R T

=1 - K?
a, t a,
=1 - cos®(x) = sin®(x) (4.217)
Weiterhin ergibt sich mit
b+y b -y
-V -V
a, t a, t
der Zusammenhang
nmi n i nTmy
exp[ [a, tY+y]J=exp[ [a,t Y][cos( )
b b b
nTmy nmi nTm
+ i sin ( ):|=iexp a, t Yisin|j —y
b b b
n i nm
+ exp a, t Y]cos | —y (4.218)
b b

Weiterhin gilt

m .
Z n o nm
fiexp[ a,tY]sin[*y]dY
n=-co b b

=0 (4.219)

Unter Zuhilfenahme der GIl.(4.217), (4.218) und (4.219) erhalt man aus Gi.
(4.215/C.18) die Vereinfachung wenn t grofB ist:

P =

[e 0]
a, t sin(s) n nmtia, tyY nm
1 Z f (-1 p cos(x).Y] exp[—————————l————]cos [
b n=-xov0

———-—y:]dY
b b

]
+ A+ O —

t

(4.220/C.20).
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Mit einer Aufspaltung der Summation in

[0 o] (o0}
P = Z P, =P, + Z P, (4.221)
n=-ow n=—-ow
(auBer 0)

ergibt sich mit

a, t fsin(x)
f plcos60),Y ] dv (4.222)

P = —
° 21 Yo

dann aus Gl.(4.220/C.20) der Zusammenhang:

(e o]

a, t sin(x) a, t sin(x) n

P = f p[cos(x),Y] dy — Z f (-1 p cos(x).Y]
b 0 b n=-c 0

nTwy nmwa,ty nma,ty 1
'cos[ ][cos[—————-——— + i sin ——-——-—~—-—]]dY + A+ 0 [——]
b b b t

(4.223)

sin{x) a, t sin{x) a, t < n nmy
- f Y dP + Z (-1 cos[
0] b 0 b n=-w b -

sin(x) nmwa,ty nma,ty -1
f p[cos(x),Y][ cos[-——*————-—] + i sin[—-—————-— dYy + A+ 0O -—]
b b -t

0

a, t
> P = pY
b

» a, t a, t sin(x) a, t n nmy
> P =— [O sin(x) - p- O]— 1 f Y dP + Z (-1) cos[ ]
b b 0 b n=-w b

sin(x) nmTa,ty nmwa,ty 1
j p[cos(x),Y][ cos[————-———-——] + sin[—————-————]]d‘( + A+ 0O [—]
0 b t

b
(4.225)

[o o]

a, t (sin(x) a, t n nTy sin(x)
= P =- f Y dP + Z (-1 cos[ :” p[cos(x),Y]
0]

b b n=-ow b

nwa,ty 1
'cos[—-——-————-]dY + A+ 0| —
b t

(4.226)



a, t sin(x) 2 a, t i nmy n (sin{x)
P = - Y dP + cos ] (-1 f p cos(x).Y]
b b n=-co b 0
nma,ty 1
cos[ dy + A + O[—]
b t
(4.227)
[00]
a, t fsin(x) 2 a,t nmy n
P= - f Y dP + Z cos[ ] (-1) [p[cos(x).Y]
b 0 b n=-co b
b nmwa,ty sin() b sin{x) nma,ty
sin - sin —————-———-—]
nma,t b 0 nmwa,tv0 b
1
o] aeo[l]
t
e o]
a, t {sin(x) nm.y n (sin(s) nma ty
P= - f Y dP - 2 Z cos (-1 f sinf ——————
b YO n=-co b 0 b
1
dp + A + Of — (4.229/C.21)

t

Damit ist nun eine L8sung fur die Nachlaufstromung gefunden worden. Auf dem
StoB gilt y,=0 und mit GI.(4.205/C.5) und (4.208/C.6) gilt auch analog zu
GI.(4.181/L.47)

x _ 1 1,2
;
l: :] sin(y) = Y (4.230/C.22),

X, + 1

wobei x von 1 bis o veriduft. Wie fur den Losungsansatz in Gil.(4.174/L.45)
soll hier eine Lésung fir P der GI.(4.229/L.21) gefunden werden. Dazu sollen
zuerst ein paar Umformungen vorab durch gefiihrt werden, befor diese in die
Gl.(4.229/L.21) eingesetzt werden. Es soll die Beziehung

fm 2[D ¢ + v - 1] X dx
0 (x*+2) (x* + oY) (x* +BY) (x* + ¥9
f°° D x* dx J‘m x° dx
= 2 -
0 (x2 +2) (x* + a®) (x> +BY) YO (x*+2) (x* +a) (x* +B%) (x* + %)
(4.231)
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umgeformt werden. Dies geschieht mit

x? A, B. C.
= + +
(x? + 2) (x* + &%) (x* + BY) (x> +2) (x* + a®) (x* + B%)
(4.232)
wobei
2
A, = *® D x* dx
(B* - 2) (2 - & f 2 -
0 (x*+2) (x* + a) (x* + BH)
aZ
B,=
(«®> - B%) (2 - )
B?
C,=

(«® - B°) (B* - 2)

ist. Weiterhin gilt

J‘m D x* dx
0 (x*+ 2) (x* + a®) (x* + B

[s o] AA (o] BA [s 0] CA
=D — dx + D ———e dx + D dx
0 x*+2 0 x* + af 0 x*+ p°

fl

1 s 1T = 1 &
DA, m— —+B,——+C,— —

J2 2 x 2 B 2
n 2 [af 8]+ afp® - 2]+ 8[2 - ] ]
S | R R
r 2 [erp]-2-a6p ]
e e8]z - ot][s - 2]

2 [a+p][/2+a][/2 - 8]

Es gilt auBerdem

(4.233)
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[ v 2] lxt + @t ]l - 8] [x + 1]

= + + t , (4.234)

n

M CERICEREEE
MRS IS I
Cy = a

B R C o A

[2- vl - ][ - 8]

Weiterhin kann man sagen, daB

[¢ o) x2
d
fo 2 4 2] [xz . az] [xz . Bz] [xz . Yz] X

f‘” [ A, B, C, D, ]
= 2 + + + dx
O 2 + 2 2 + 2 Xz + ﬁz 4 + 2

X X o X Y

1 b L ' n 1 =

= T - =+ Cg— —+ Dy — —
f 2 @ 2 B2 v 2

| /2 , ;
NP3 2 o M O O P

B Y
el ]l el i) ]
J2 +B+y+a
Bl T 2 o £ ) ey

(4.235)
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ist. So folgt letztlich fur Gl.{4.231) durch Einfigen der G!.(4.232) -Gl.(4.235)
der Zusammenhang:

f“’ [0 *+y® - 1] x* dx
© BT TR T

T [ J2 +B+y+a ]
1€ o0 (7 e o [ o oy e ey

I (R | ) | I e ey
S e Y ey

) m [DY2‘1] [B+-/E_+Y+o¢]+ D[V/—Z—O‘B"'/—Z—YB*'/_Z‘O!Y*HXBY:]
2 [aes][wrv] [erv][V2 +v][/2 +8][Y2 +a]

(4.236)

Werden nun die StoBbedingungen y,=0 und GI.(4.230) in die Gl.(4.229) einge-
setzt, so folgt der Zusammenhang

a1 x _ 1]1/2 op 1
- - x — dx, + A+ O —
x + 1]”2 dx t

(4.237)

und mit GI.(4.231) der Zusammenhang

_oat J‘ [X - 1]1/2 C[D (x,~1+y%) —1] [cx+B]sec
RN EE) P ) ey [ ey vy

1
+ A+ O[—] (4.238)
t

Mit

und

dx, = 2 x dx
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erhalt man aus GIl.(4.238) den Zusammenhang:

a, t P C|D (x*+y®) - t]|a+B | tan(x) dx 2 x 1
L I ][a+8] +A+O[_]
b 0 t

o]l e ] oes ]

(4.239)
N ot fco [D (x2+~(2) - 1] x® dx [] ]
S e GO U N e v Lo v MR
(4.239)

Durch das Einfligen von
U

a, = ————
M, + cos(x)

resultiert mit Gl.{4.236) fir P:

n [ov-1][y2+a+psy ]+ D[/2aB+y2ur+y/28v+asy ]

2t U
C |a+B {(x) —
b M, + cos(x) [o: ]tan g 2 [01*B][ﬁ+Y][ﬁ+Y][‘/—+Y]1/_+B][l/—"“]
(4.240)
bzw
KUt 1

- . A+ o(—] (4.241/C.24)

b t )

Die Konstante K besitzt dabei in GI.(4.241/C.24) die Form:

‘ - Cn [oz+B] tan(x) [DY2 1][‘/_;a+5+-f]+ D[*/—GB 1/—01Y+1/—B*(+a57]
M, + cos{x) [a+B][“+Y][B+Y][}/‘"‘Y]/——’fB][\/—;a]

(4.241/C.25).

Mit
a + B = /2 M cos(x) (4.242)

und

a B =2 M : (4.243)
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und ferner

1/?[!\/11 + cos(x)]
y =

M, cos(x) + 1

(4.244)

erhdlt man aus Gl.(4.241/C.25) die gednderte Form fir die Konstante

‘ - 2 M, I:M1 + cos(x)] sin(x) [B + YJ [Y + a]
) T [M1 cos{x) + 1]2

(4.245)

Letztlich erhdlt man nun flr die Druckdnderung aufgrund der Querschnitts-
variation uber die Gleichung

H

(0 o]
g
S (p, = po) Pix,y,t) fO (py - po) Pi{x-E,y,t-—) & dE (4.210/C.10)
t

dy
— = §'(E)=8 (4.246)

dg

den Zusammenhang

[0 0]
g
8 (p, - po) Plx,y,t) = fO (py - po) P{x-E,y,t-—) g"" df (4.247)
t

bzw.

1]

(o)
g
d (py - py) Plx,y,t) f (py = po) P(x-E,y,t-—) dg'(s) (4.248)
0 t

da die Heaviside Einheitsfunktion die Form
[ee]
dy/dx = f H(x-E) dg'(§) = g'{x) (4.249)
0

fir H(x) = 1 bei x>0 und H(x) = 0 bei x<0 annimmt. Durch die Begrenzung des
Integrals folgt damit aus GI.(4.248) schlieBlich die Druckdifferenz:

X, &
Po = Py = fo (p, = po) P(x-E.y,t-—) g" dE (4.250)
t
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Nach der Umformung folgt schlieBlich:

[ o]

X, X
P - Py = (py = po) fo -KU*‘*b—'“ 9"dE+(p1—p°)f A g dE
0
(4.251)
K X,
= p-p1=(p1-po);fo [Ut-e]g dE+a
(4.252)
K X, X,
= P’P1=(P1'Po)’b‘[[Ut‘§]g'o +fO g'dE]+A,
(4.253)
K
2 p-p,=(p1-po)'b-[[Ut—E]9' +Az]+A1
X=X,
(4.254)
K
= [P - P,] - [P B p1] == (p, = p) — [[U t - 5]9' + (-x,) g
B, B b X=X, X=X,
(4.255)
K 4
> [P - pi]B - [P - p1]B = (p1 = Po) '; X4 g)(:x (4.256)
1 1
K(py - po) X, ¢ - b
= [P -p] - [P - p,] = : (4.257)
B, B b X,
C
= [P-p] -[P-9p] = Kip, -py [—— 1] (4.258/C.28)
B B b .

1

Variiert man die Konstante K fir p,/p, von 1 bis w«, 50 zeigt sich der bekannte
Funktionsverlauf, wie er sich auch angeblich bei Chester (1954), Chisnell (1957)
und bei Whitham (1958) fir eine Kanalstromung mit variiernedem Querschnitt
zeigt. Hier, bei Lighthill (1943) und Chester (1948) ist die Stromung zwar nur
an zwei Seiten begrenzt, dafir flieBt aber ach der EinfluB einer ricklaufenden,
schwachen StoBwelle fir Unterschallstromungen in den Berechnungsalgorith-
mus der Druckdifferenz p,-p, ein.
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050

0s0)
‘ 0,46 \\

0,44 \\
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0.40

1 2 3 4& 5 6 7 8 9 10
: p1/po

Abb. 4.7: Darstellung der Funktion K (p,/p,)
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5. Nachvoliziehen der Ableitung von Chester (1954) bis zur Erstellung der
Differentialglelchung und Vergleich mit den Ableitungen von Chester (1953)
und Lighthill (1948)

In einer zweiten Arbeit untersucht Chester (1954) noch einmal die Ausbrei-
tung einer instationdaren StoBwelle in einem Kanal mit verdnderlichem Quer-
schnitt. Im Gegensatz zu seiner friheren Arbeit aus dem Jahre 1953 kann
hier die StoBstirke und die Form des Kanalquerschnitts willkiirlich gewahlt
werden. Es zeigt sich dabei in der Arbeit von Chester (1954), daB die Anderung
des Druckverhiltnisses liber dem instationdren StoB nur von der Querschnitts-
dnderung und nicht von dem speziellen Profil des Kanals abhangt.

Chester (1954) leitet dazu eine Beziehung her, wie sie spdter auch von Chisnell
(1957) und Whitham (1958) unter leicht gednderten Voraussetzungen bestatigt
wurden. Wiahrend dies bereits in dieser Arbeit fir Whitham (1958) detailliert
nachvollzogen werden konnte, zeigte bereits Neuberger (1988) und Gajewski
(1988), daB der Ansatz von Chisnell (1957) fehlerbehaftet ist und bei einer
Korrektur zu keinem physikalisch deutbaren Ergebnis flihrt.

in diesem Abschnitt soll nun nachgewiesen werden, daB der Ansatz von Chester
(1954) auch fehlerbehaftet ist, und bei einer Korrektur zu einem anderen Er-
gebnis fiihrt. Ein direkter Vergleich zu der fritheren Arbeit von Lighthill (1948)
und Chester (1953) ist dadurch erschwert, da einerseits die Arbeiten von
Lighthill (1948) und Chester (1953) andere Randbedingungen beschreiben und
andererseits bei einer Korrektur von Chester (1954) die in der Literatur auf-
gezeigte Anderung des Druckverhiltnisses durch Querschnitsvariation analog

Zu

K (p, - po) [AS] /S (5.1)

0,5 =2 K 2 0,394 (5.2}
nicht erzielt werden kann.

Um einen Eindruck lber den Fehler in der Arbeit von Chester (1954) zu ge-
winnen, sollen nun die Rechenschritte bis zur Erstellung der Differentialglei-

chung nachvollzogen werden.



_85_

5.1. Ubergangsbeziehungen Uber einen geraden VerdichtungsstoB entsprechend
dem § 2 von Chester (1954)

Fiir spdtere Ableitungen bendtigt Chester (1954) die Ubergangsbeziehungen
uber einen geraden VerdichtungsstoB.

Dazu fuhrt Chester (1954) die StoBgeschwindigkeit U, und fiir das Fluid im
Nachlauf des StoBes die mittlere Stromungsgeschwindigkeit U,, den Druck p,,
die Dichte p, und die Schallgeschwindigkeit a, ein. Die entsprechenden GroBen
vor der StoBwelle bezeichnet Chester mit dem index O, so daB man fir den
Druck die GroBe p,, flir die Dichte die GroBe p, und die Schallgeschwindigkeit
die GroBe a, besitzt. Vor dem VerdichtungsstoB herrscht kein Massenstrom,
so daB U,=0 betrdgt. Wie in Kapitel (2.2.3.) wird auch hier eine relative Ge-
schwindigkeit

U, = U, - q, (5.3)

fur den StoB relativ zur Nachlaufgeschwindigkeit g, gewdhit. Mit Hilfe der
Machzahl

M, = Uy,/a, (5.4)

erhdlt man mit dem Isentropenexponenten y Beziehungen fiir die Nachlaufge-
schwindigkeit q,, die StoBgeschwindigkeit U,, den Druck p, und die Machzahl
M,.

Analog zu GI.(2.36) liegt hier der Zusammenhang fir die Nachlaufgeschwindig-
keit g, in Abhdngigkeit der StoBgeschwindigkeit U, und der Machzah! M, vor:

2 U, _
%= = [ - M?] (5.5/C.1)

Y
Mit Hilfe der relativen Betrachtungsweise
Uy = Uy - g4 (5.3)

erhélt man durch das Einfiigen der GI.(5.5/C.1) in GI.(5.3) eine Beziehung fir
die relative StoBgeschwindigkeit U, in Abhangigkeit der absoluten StoBgeschwin-
digkeit U, und der Machzahl M,:

2 U,

U, = U, - [1- m2] (5.6)

Yy + 1
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Durch Umformen der GI.(5.6) resultiert schiieBiich:

Dy, - 2 U, [1- m7]

U, (5.7)
Yy + 1
U, .
> u, = [y +1-2+2mMm?] (5.8)
Y + 1
U, .
> U,=U, - q, = 1 [y -1+ 2M7] (5.9/C.2)
Y +

Ausgangspunkt fur das Druckverhaltnis iiber dem VerdichtungsstoB ist die
Beziehung GIl.(2.32), fiur die hier analog gilt:

P Ch
— =1+ [mZ - 1] (5.10)
Po Y o+

Durch einfache algebraische Umformungen der GI.(5.10)

p 1
= [2 Yy M2 -2 Y]+1 (5.11)
P Y *t 1
p 1

> == [2yMi-2vy+y+1] (5.12)
Po y + 1
p 1

> = [2 vy M2 -y +1] (5.13)
Ppo Y + 1

resultiert dann fur das Druckverhiltnis liber dem StoB

Po

p, = [2 v MZ- v+ 1] (5.14/C.3)

Y+

Mit Hilfe der Machzahl
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des idealen Gasgesetzes

Po
ZoRT, (5.15)

Po
und der Schallgeschwindigkeit

a; =Y RT, (5.16)
erhdlt man uber die Zwischenbeziehung

2
Po 2,

— = (5.17)
Po Y

durch Einsetzen in Gl.(5.14) schlieBlich den Zusammenhang

2 y - 1 Po
Pi = po[ucf— a::l: 1[2YM:_T+1]

Y * 1 2y Y+
(5.18/C.3)
Durch Einfiigen der kritischen Machzahlen analog zu GI.(2.23)
* (y + 1) M? . (y + 1) M3
My = - (5.19a) M, = — (5.19b)
2+ (y - 1) M 2+ (y - 1) M;
in die Prandti-Beziehung (siehe auch Gl.2.28)
" 1
M, =—3 (5.20)
MO
folgt ein Zusammenhang zwischen den Machzahlen M, und M;:
¥y -1
1+ M3
2
M =
y - 1 (5.21)
Y Mg -
P

Durch algebraische Umformung der GI.(5.21)

, 2+ (y - 1) M
M? = - (5.22)
2Y M, -y -1




(y = 1) + 2 M?
B Mf = » (5.23)
2y -(y - M,

Yy - 1+2 M(;z 1,2
> [\/]1 = {i (5.24)
2y - (-1

und‘mit Hilfe der Machzahl

M, = — ' (5.25)

erhait man dann die quantitative Beziehung:

U, Y -1+ 2 M7
M, = — = [ ] (5.26/C.4)
a, 2y - (y -1

Fir die Nachlaufmachzahlv

g, q, M, q,
my= — = (5.27)

a, (U,/M,) U,

ergibt sich durch Einfiuigen der GI.(5.5/C.1) und GI.(5.9/C.2) ergibt sich

a, 2 [1-Mm?]

me= — = (5.28)
a, y -1+ 2 M

und mit GI.(5.26/C.4)
a, 2 11 - M;?

> me= — = -] (5.29)
a, M [2y - (y-1 M7]

erhalt man durch Umsortierung den Zusammenhang
. 2 [1-wm7]

2 Mme= —=—; (5.30)
a, M?[2y - (y-1) M;?]

Wird die GI.(5.30) mit (y+1) erweitert, so folgt:

q 2 (y+1 1 - M,?
> m, = — = [ ] (5.31)

a, M2 (y+) [2y - (v-1) M;?]

Nach einer Ausmuitiplikation des Zahlers resultiert:
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Y+1°YM0’2—M0-2

R q, 2
m =-— = —
Toa, M, (y+1) [ZY - (-1 Mo'z]
g, 2 2y - (Y- M-y + 1 -2 M7
= m = e X e
Yoa, M (y+1) [2-{ - (y-1) M°'2]
y -1+ 2 M;?
1 -
g, 2 [oy - (v-1 M.?]
= r']"‘q _—eem— L ee—
a, M (y + 1)

schlieBlich mit Gl. (5.26/C.4) der Zusammenhang:

a, 2 1—M,2

a, (y+1 M,

(5.32)

(5.33)

(5.34)

(5.35/C.5)

5.2. Randbedingungen elnes nicht gleichftrmigen StoBes entsprechend dem

83 von Chester (1954)

Als nichstes sollen nun die Randbedingungen des StoBes hergeleitet werden,
wobei von einer Ausbreitung kleiner Verwirbelungen im Nachlauf des sich aus-

breitenden StoBes ausgegangen wird.

z Ya Stof
v %
i _
w U Vi ; Vo
L]
d
X

Abb. 5.1:  Koordinatensystem analog zu Chester (1954)
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Durch Einfiuhren des Zylinderkoordinatensystems {(x',r,®) relativ zu einem
festen Punkt auf der x'~Achse (siehe Abb.(5.1) ergeben sich fir die Geschwin-
digkeit und den Druck die jeweiligen GroBen V, = (q,+u, v, w) und (p,+p). Dabei
soll die Normalgeschwindigkeit des StoBes V, sein.

Fir die Zylinderkoordinaten (x',r,®) folgt damit direkt fir den Geschwindig-
keitsvektor V, aus GI.(5.9/C.2) der Zusammenhang

2V, a,
Vv, = [1 - — (5.36/C.6a)
Yy + Vo
bzw.
2V, )
Vv, = [1 - M, (5.37)
y + 1

und fiir den Druck ergibt sich GI.(5.18/C.3) die Beziehung

2 Po 2 Y - 1 2
p, *p = vo - a, (5.38/C.6b)
y +1 2

Unter der Annahme kleiner Anderungen f(r,0,t) gilt
V, = (U, + f) | (5.39)

und fur den Einheitsvektor normal zum Punkt (r,®) des StoBes (1, -f,, -f, 4

resultiert der Geschwindigkeitsvektor

V, = (U, + f, U, f.. -U, fa,.) (5.40/C.8)

Durch Substitution des Geschwindigkeitsvektors GI.(5.40) in die G1.(5.36/C .6a)
erhdlt man fir die Geschwindigkeitskomponente des StoBes in x-Richtung

2 (V,), al
u =——--——[1 - — (5.41)

(g, + u) = ——— [1- M7] (5.42)
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Durch Umformung

2 f, 2
1 [-wm7] - N +U°1 [ -M7] - (5.43)

u:

und mit GI.(5.4/C.1) folgt schlieBlich fiir die x-Komponente des Geschwindig-
keitsvektors:

2
[1-™M2] 7, (5.44/C.9a)
+ 1

= u =

Y

Hier zeigt sich der erste Fehler in der Arbeit von Chester (1954), wodurch
die folgenden Ableitungen In Jener Arbeit, die sich auf dlesen Zusammenhang
beziehen, alle falsch sind !

Fur die y-Komponente des Geschwindigkeitsvektors GI.(5.40/C.8) fir GI.(5.36/
6a)

2 (V,), aZ
IRELZ A

resultiert durch Einsetzen der Komponenten

-2 U, f. [ al
vE——— [1-— (5.46)
Yy + 1 - Vi, -
-2 U, r al
= v = — |1 -— | f (5.47)
Yy + 1 L vE-

und mit GI.(5.4/C.1) schlieBlich der Zusammenhang:

v = -q, f. (5.48/C.9b)

Fir die z-Komponente des Geschwindigkeitsvektors (5.40/C.8) fur GI.(5.36/
C.6a)

2 (V,), al
w = ———— |1 - — (5.49)
Y+ 1
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folgt analog durch Einsetzen der Komponenten

_2 UO fr -2
v=——-""11- M| fo.. (5.50)
Y + 1

mit GI.(5.4/C.1) dann der Zusammenhang:

> v = -q, fo,. (5.51/C.9¢)

Wird die GI.(5.39) in die GI.(5.38/C.6b) eingesetzt, so folgt der Zusammen-
hang

Yy - 1
[(Uo + f,)2 - af] (5.52)

2

2 Y - 1 2
[(Uo + f)° - ao] - p, (5.52)

p:
2y

y + 1

Durch Einfiigen der GI.(5.18/C.3)

2 y - 1
Py = o {Us - ag (5.18/C.3)
Y+ 2y

in die GI.(5.52) folgt durch Einsetzen

20 Y - 1 2 Yy - 1
p = : [U: + 2 UO ‘f!2 - a:] - : [Uoz - a:]
y + 1 2y

(5.53)

und durch Umformung schlieBlich fir den Druck den Zusammenhang

29 Yy -1 Yy - 1
p = : [Uoz + 2 Uo flz + ftz - U: - a(; * 302:’
Y+ 1 2y 2y

2 0,

[2 U, f, + ff] (5.55)
y + 1
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Unter Vernachlidssigung aller Glieder hoherer Ordnung folgt somit die Beziehung
von Chester (1954) fiur den Druck vor dem StoB

4 o, U,
p=——f, (5.56/C.9d)

Y + 1

und durch Indextausch (1 gegen O) die Beziehung fir den Druck hinter dem
VerdichtungsstoB

4 o, U
p=—-—1IF (5.57/C.9d)
Y + 1 ' '

5.3 Bewegungsgleichungen In der gestirten Str8mung analog zu 84 von Ches-
ter (1954)

Zur Herleitung der allgemeinen Bewegungsgleichungen der gestorten Nachlauf-
stromung setzt Chester (1954) das Koordinatensystem relativ zur Stromungs-
richtung der mittleren Stromungsgeschwindigkeit des Nachlaufs an. Die Koor-
dinaten sind somit (x, r, ®) fir ein Zylinderkoordinatensystem, wobei dies fur
den Geschwindigkeitsvektor

VYV = (u, v, w) (5.58) ..
gelten soll.

Aus der Kontinuitdtsbitanz

3
—HoaB+Fovde-o (5.59/2.1)
at

ergibt sich hier schlieBlich fiur kleine Stdrungen im linearen Fall die bekannte
Bilanz wie fir GI.(2.2):

dp
— + p, VV =0 (5.60/C.10)
dt )

Fur den allgemeinen Impulssatz
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olp V)

ot

o vae]v - i a0 = ofds-fFpae- 3.

(5.61)

resultiert unter Vernachldssigung der Grenzschichteinflisse und fir den line-
aren Fall bei kleinen Storungen nach Anderson (1982) die Beziehung:

oV 1
— +— Vp=0 (5.62/C.11)
ot £ )

Hler, bei der GI.(5.62/C.11), zeigt sich bel Chester (1954) ein Schreibfehler,
der aber auf dle nachfolgenden Formeln kelnen Einflu8 hat.

Fir eine isentrope Stromung folgt sofort der Zusammenhang:

Jds

ot

o

(5.63/C.12)

Hier zeigt sich ein Schreibfehler in der Arbeit von Chester (1954), der zu Ver-
wirrungen mit der urspringlichen Querschnittsfldche S fUhren kann.

Wird die Beziehung GI.(5.63/C.12) analog zu GI.(3.19) in die GI.(5.60/C.10)
eingesetzt, so erhdlt man direkt den Zusammenhang:

— — +90,VV=0 (5.64/C.13)

Durch Gleichsetzen der GI.{(5.60/C.10) und der Gl.(5.64/C.13)

dp 1 dp

— +p, V¥V = — — + o VV (5.65)
2

at a, ot

folgt durch Subtrahieren des Termes p, VV der Zusammenhang:

1 3%
Vp =— — (5.66/C.14)
al ot .

Nach Chester (1954) beschreibt die GI.{5.66/C.14) die Ausbreitung der kleinen
Dichteanderungen analog zur Wellengleichung, ungeachtet der Tatsache, daB
trotzdem Entropiednderungen bzw. Verwirbelungen in der Nachlaufstrémung
auftreten.
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5.4. Anwendung der Bilanzgleichung bezlglich der Str8mungsverhiltnisse Im
StoBwellenrohr entsprechend dem §5 von Chester (1954)

Zur Ableitung seines Ansatzes greift Chester (1954) auf ein Zylinderkoordina-
tensystem zurick, da die Strémung durch eine RShre mit den Grenzen

r = R(x,©) = R(x + gq, t, ©) (5.67/C.15)

verlaufen soll. R ist dabei willkiirlich, soll aber nur kieine Anderungen R, be-

sitzen.
Die Komponenten orthogonal zur Randbedingung r sind

[-R.. -Re/R., 1]R 7 [R® + RZ]"* (5.68)

mit dem Normalenvektor

R R,
V, = @, e (5.69/C.16)

(R* + RA)V?

Aus der GI.(5.62/C.11) folgt fir die Geschwindigkeit V, direkt die Beziehung

IV, 1 op
= - (5.70/C.17)
Jdt P, on
SchlieBlich erhdlt man mit der Normalengeschwindigkeit
R R,
Vo=0 o7 (5.69/C.16)
(R* + RO)V?
flir eine Erweiterung des Differentials analog zu
R R,
J 2 21,2 08
oV, 9V, ox X (R® + Rg)
= = (56.70)

ot dx Jt ot o X

und mit der Definition der Nachlaufgeschwindigkeit
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— = q, (5.71)

dann den Zusammenhang

R R, R R,
9 —————— . y ——
Vv, (R* + R)"? 1 IRR, (R* + RHV?
2 2
= q, = [ - + RR,
ot dx (R* + Ry? ax J X
(5.72)

der mit R, <<1 zu

AV, 1 ORR,
= q; . +0 (5.73)
dt (R? + R&)? ax

vereinfacht werden kann, so daB mit der mathematischen Definition von

oR 1
OR—— 939—R?
3RR, ox 2 (5.74)
Ax dx ox?

zuerst der Ausdruck

oV, 1 2
= qf (5.75)
ot (R? + ROV ax’

und mit GI.(5.70/C.17) dann die Beziehung fir den Druckabfall in Normalen- -
richtung fiir r=R resultiert:

ap v, e Gr 2
= - p, = - (5.76/C.18)
on ot (R* + RH™* ax*

Unter der Annahme einer gleichmiBigen Verteilung des Druckes in der Strom-
rohre kann zur Bestimmung eines mittleren Drucks die GI.(5.76/C.18) auf-
integriert werden, so daB man die Beziehung
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9 —R?
Jdp , 1 2
——ds = -] p, q; —; 3 - ds (5.77)
on R® + Rg) X

erhdlt. Mit Hilfe der Zylinderkoordinatentransformation

dS = r de (5.78a) bzw. — = d@© (5.78b)

9* —R?
op 2
an dx?
1
ot [ —R? do
op 2
> —ds = - p, g7 (5.80)
on ox?

wobei hier der Zusammenhang

ap o AS
—ds = - p, g ; (5.81)
on Jx
mit
(')p 2 T
—ds = - p, q; AS"(x + q,t) (5.82)
an
gelten soll, so daB man die Beziehung
1
o [—R? do
2
- 0, qf ————— = - p, q} AS"(x + g, V) (5.83/C.20)
X

erhalt. Mit dem allgemeinen mathematischen Zusammenhang

?p  dp  Ip
Vp = -+ + — (5.84)
ox®  dy® oz
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ergibt sich durch Transformation von kartesischen Koordinaten in Zylinderkoor-
dinaten

d°p 1 9p 1 % 3p
Vip=—+ —— + — + — (5.85)
or roor ré 00* dx
Uber ein Gleichsetzen mit
. 1 %
Vip =— — (5.86)
a, ot

schiieBlich ein Zusammenhang

Fp  13p p ’p 1 p
o — -+ = — - (5.87)
aor*  roor r’ 0O ox? al ot®  ax?

1
o
2

der in integrierter Form lautet:

”[ p 1 9p 1 % o%p
e +
or? ST S P

Jus- 1T %

’p I
- ds
d

roor r t° ox®
(5.89/7C.21) .
Unter der Annahme einer linearen Theorie folgt mit
P=ffpuds (5.90)

und der GI.(5.89/C.21) zuerst

’p 1 9p 1 9% 1 & I
or? et Pt oxt

r or r a,
P 1 *P
ot> a?  ox®
(5.91)
mit

dp *p 1 9p 1 %
— ds =f + —— o+ — ]dS (5.92/C.19)
on or? roor rz )e?



(5.937C.22)

Die Losung dieser Differentialgleichung (5.93/C.22) kann analog zur Wellen-
gleichung in der Form

P=Ap g [Fix+a t)+AaS(x +q, 0] (5.94/C.23)

mit der GroBe

a? 1
A= " o= " (5.95/C.24)
ay ~ Q4 1 - mg

bestimmt werden. Dazu muB die Funktion F aus den Randbedingungen bestimmt
werden. Hierzu werden die Gl.(5.44/C.9a), GI.((5.48/C.9b), GI(5.51/C.9c)
und GI.(5.56/C.9d) zur Hilfe genommen, wobei allerdings darauf geachtet
werden muBl, daB die GI.(5.44/C.9a) von Chester (1954) falsch ist und somit
Unterschiede in der Herleitung der Gleichungen entstehen konnen. Mit

o°P ’P 1
- — — = p,q; AS" (x + q, t) (5.93/C.22)
ax? ot* al ,
4 o, U,
p= — f (5.57/C.9d)
y +1
und
2
u = [1 - M2 S, (5.44/C.9a)
y + 1 ,
bzw.
q, f,
u = (5.96)
Us
folgt durch Umformung
u Y,
fi= (5.97)



dann durch Einsetzen in Gl.(5.57/C.9b) zuerst fir den Druck

4 o, U, u U,
p:
y + 1 9,
4 p, U,
=) p = ——— u
q (y + 1)

Durch Differenzieren

op 4 p, U, du
> -_—= U

on g, (y + 1) ° on

und mit einer Erweiterung von ot

ap 4 p, U, ou at
= —_ = — ——,

on g, {(y + 1) ot on

ergibt sich mit

n= -x
bzw.

ot ot

an Jx'

- 100 -

oder durch ein unterschiedliches Koordinatensystem mit

Ju dVv

ot dt

n

aus der GI.(5.101) der Zusammenhang

op 4 p, U, dVv, dt
on g, (y + 1) dt ox’
mit
ox’
Uy = —

ot

Uo

(5.98)

(5.99)

(5.100)

(5.101)

(5.102)

(5.103)

(5.104)

(5.105)

(5.106)
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schlieBlich der Zusammenhang

op 40, U, dV,

on g, (y + 1) dt

(5.107/C.25)

Zur Herleitung der linken Seite der GI.(5.76/C.19) wird

R R,

Vn = q1 (RZ + R;)1/2

herangezogen und durch Differenzenbildung folgt

d

(5.69/C.16)

(5.108)

1

d R R,
dv, (R* + R3)'?
=q
dt ' dt
dv, 1 dRR,
= = q, + R R_
dt (R* + R2)'*® dt

Fur kleine Querschnittsdnderungen ergibt sich mit

aus GI.(5.109) die vereinfachte Form

qv, 1 dRR,
= q
dt " (R?+ R dt

(R* + R{;’)"*]

dt
(5.109)

(5.110)

(5.111)

die in die GI.(5.107/C.25) eingesetzt wird, so daB folgt

ap -4 p, U, ot dRR, 1

an g, (y + 1) ox ~ dt (R* + RAV?

Durch Intergration der GI.(5.112) erhélt man

ap 4 o, U, U, ot dRR,
—ds = - —
on

dS q,
g, {(y + 1) ox dt

44

(5.112)

(5.113)
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und uUber eine Koordinatentransformation in Bezug auf den instationdren StoB
resultiert mit

x' = x +q,t (5.114)
bzw.
dx' = dx (5.115)

aus der GI.(5.113) die Beziehung

ap 4 o, U, U, J‘ ot dRR, dx’ dS

—ds = -
on q, (y + 1 dx dt dt (R® + RH'?

(5.116)

Analog zu den G1.(5.74) und (5.78a+b) kann die Beziehung (5.116) in Zylinder-
koordinaten umgeschrieben werden zu

d2__1__R2
dp 4 0, U, Uy 2
—dg = -~ —mm———— , ____2._
an g, (y + 1) dx

de (5.117)

Mit G1.(5.83/C.20) ergibt sich zuerst aus GI.{5.117) der Zusammenhang

Jp 4 p, Uy U,
—ds = - —— q, AS"(x + q, V) (5.118)
an g, (y + 1)
und mit
x = U, t (5.119)
bzw.
x +qg,t= (U, +qg,t (5.120)

resultiert mit

U, + q, = U, (5.3)
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dann schlieBlich der linke Teil der GI.(5.76/C.19) als

ap 40, U, U
—ds = -—— q, AS" (U, t) (5.121)
on g, (y + 1)

nach dem Klrzen von g, zu:

dp 4 0, U, U,
— ds = - ————— AS" (U, t) (5.122/C.27)
an (y + 1

Als ndchstes saoll nun der rechte Teil der GI.{(5.76/C.19) hergeleitet werden.
Ausgangspunkt ist die Grundgleichung
19

— +p,VV =0 (5.64/C.13)
2
a, ot .

die nach einer Subtraktion folgende Form annimmt:

1 9p
oYV = -~ —
: a, ot

(5.123)

Werden die entsprechenden Komponenten des Geschwindigkeitsvektors

V = (u+g,, v, w) (5.124)
mit
v =-q, f, (5.48/C.9b)
und
fo
w = -q,— (5.51/C.9¢c)

r

in den Gradienten

olqg, +u) Tdov 1ow v
VYV =2 ————— p o o e 4 — (5.125)

Ix r or r o@ r
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ein, so erhalt man die Beziehung

vv= U - — 1aq1f9/r Q‘t fr

{(5.126)
r or r 00 r

Durch algebraische Umformung dieser Beziehung (5.126) folgt:

VV= u _Lathfr 1 ‘)chfa/r

(5.127)
r or r 00
1 dyq,f, 1 9q,f,
> UV = gy -—— - — (5.128)
ror 2 90

Setzt man die Gl.(5.128) in die Gl.(5.123) ein, so erhilt man

1 dvq,f, 1 0q,f, 1 9p
p, VV = Py U, T T -
r

- (5.129)
or r’ 90 al at
1 9vq,f, 1 3q, /e 1 9p
5y - — - — = - — (5.130)
rdr r’ e alp, ot
19 1o 1 op ‘
= ——raq fo] t o fo [T Ut — (5.1317C.28)
ror r’ 0@ al p, ot

Durch Differenzieren nach der Zeit t

PR R

ror r? 00
dt ot
(5.132)
und durch Einsetzeq der Differentiale von
4 o, U,
p =— f, (5.57/C.9d)
Y+ 1

die jeweils fir r

dp 4 o, U,
— = — f. (5.133)
or vy + 1
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4 0, Uy

ap
00

/9

Yy + 1
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(5.134)

die entsprechende Form besitzen, erhalt man durch algebraische Umformungen

den Zusammenhang:

a[li[r 9, f,] + —1; gé[q, fa]]

r or

r

ot

r or r
el
ot
1 9 1
a[— rq1fr +_; 1f9
r or r
el
ot

ot
dyq,{y+1)
— — Pr
1 4p,U,
> . +
r or

(5.140/C.29).

C)Yq1 fr aqlfB
g ———— )
1 ot 1 ot
= e 4 —
r dr r? 06
(5.135)
of, 9 fe
9 YGq dq,
1 ot 1 Jt
= — + —
r ar r? 08
(5.136)
1 9vq,f., 104, fie
= e s e e
r ar r? EY2)
{5.137)
y+1 v+ 1
dYq, P 04q, Pe
1 4p,U, 1 4p0,U,
= - +
r or r? 00
{5.138)
9vq,(y+1)
[ *
1 40, U, T (y+aq,
== T Pee
r or r° 4p,U,
(5.139)
1 ap
d[ + u_]
pra; ot
dt
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Zur weiteren Herleitung wird von

2
u = [1 - M;z]f. (5.44/C .9a)

(v + 1)

die Ableitung nach x gebildet

2
u, = [1 - M;’]f,, (5.141)
(y + 1)

und die Ableitung nach t hergeleitet:

— = —+ U, u (5.142)

Mit der x-Komponente der Impulsgleichung (5.62/C.11)

Ju 1
—+—1p, =0 (5.143)

ot (o}

bzw. deren Umformung

du 1
— = - — p, (5.144)

ot 04

erhalt man durch Einsetzen in die GI.(5.142) den Zusammenhang

du 1
=-— p,+tUu (5.145)

dt P4 :

und durch Einfiigen der Beziehung (5.141) die Form:

du 1 2 U, |1 - M2
— = -—p 4 L ’] f. (5.146)
dt 0 y + 1
Aus der Ableitung des Druckes
4 0, U
p=—" f, (5.56/C.9d)

Y + 1
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nach x

4 p, U
p. = ———— f.. (5.147)

folgt durch Einsetzen in die GI.(5.141) der Ausdruck

2 p, (y + 1)
u, = — |1 - M? | —— (5.148)
y + 1) 4 o U,

und nach dem Kirzen die Gleichung fir u,:

_ ag-2
B} [1._ Mo | P 1e. (5.149)
2 p, U,

ul

Wird dieses u, der Gl.{5.149) in die Gl.(5.141) eingesetzt, so folgt der Aus-
druck fir du/dt:

du 1 1 - M;?
— = -— p + U, £—~——'l—]— P, (5.150)
dt [} 2 e, U,
du 1+ M]?

> — = -—[“—L]- ) (5.151)
dt 2 o,

Mit GI.(5.151) werden nun erste Unterschiede In der welteren Ableitung auf-
grund elnes Ableitungsfehlers bel Chester (1954) bel der Bezlehung

2

u = [1- M7 £, (5.44/C.9a)

(v + 1)

deutlich. Fiur GI.(5.44/C.9a) ergibt sich mit

4 o, U,
p = — f, (5.57/C.9d)

y + 1

auch der Zusammenhang

° [ - M%) LA (5.152)

y = ————
(v + 1) 4 o, U,
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bzw. in gekiirzter Form der Zusammenhang

[1 - m7]

U= =—ap (5.153)
2 p, U,

Die Ableitung nach x lautet damit:

= —-————-*[1 il P.

2p U,

(5.154)

Durch algebraische Umformung aus GIl.(5.140/C.29) erhalt man zuerst den
Ausdruck

1 9 1
T'C;_[r Pr] +:; Pee

4 p, U, d [ 1
= — —ju,_ +
g (y + 1) dt P14 a4

und durch Integration den Zusammenhang

Mo s o= [l 2 vl o oo

g, {(y +1) ey a,

(5.156)

Mit GI.(5.121/C.27) erhidlt man durch Gleichsetzen mit Gl.(5.157) fur Gl.(5.76/
C.19) den Gesamtzusammenhang

4 p, U, U,
f———ds f ————[r P, +—2— pe | dS = - ——— AS"(U, V)
r r

y + 1
(5.157)

und mit der rechten Seite von Gl.(5.156) fiir die integrierte Form der Differen-
tialgleichung den Zusammenhang

4 P4 U1 d d 1 4 P4 U1 Uo
— | —+ u,— ||U, + p, |dS = - —————— AS"(U, t)
Pr & Y+ 1

(5.158)
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Mit der Geschwindigkeit

[+ - 7]

u = ——=p (5.44/C.9a)
2 ¢, U,

und deren Ableitung nach x

[1- m7]

u, = ——————"—p, (5.149)
2 e, U,

folgt fur die GI.(5.158) die Gleichung

4 p, U, 1 - M, 1 4 o, U, U
ff—————-———-— [——-+ U———][[ :I P p(:]ds=- _ AS"(Uyt)

q, (y + 1) ox 2 p, U, P, a, (y + 1)

Am StoB gilt fur x = U, t mit dem Zusammenhang

_._._+U1—-——=-——-—+ U1———————=——-+U1_’—'=2—_ (5.160)

dann fir die GI.(5.159) unter der Bedingung von Gl.(5.90) durch Einsetzen der
Zusammenhang

8o, U ar[t-Mm? 1 4 p, U, U,
J— P+ ZP‘ T —————

) AS" (U, 1)
g, (y + 1) ot- 2 p, U, P, a, (y +1)
(5.161)
und mit
dP 9JP ot oP 1
— T - — Z —— {5.162)
Ox 9t dx ot U,
dann fiur GI.(5.161)
8 p, U, [1—M] 4o,U U
pl=-—1"2 aAs (U, 1)
q, (y + 1) c)t 2 p, U3 p,a1 (y + 1)
{5.163)
8 o, U, [[1-M7] 1 o°P 4 p, U, U,
> + = - AS"(U, 1)
g, (y + bt 2p, U2 0, a’ at® (y + 1)
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8 p, U, 1 . J] P 4 o, U, U,
> S| - Mt 2 M - = - AS” (U, 1)

q, (y + 1) 2 p, U, at (y + 1

(5.165)

Mit dem Lo&sungsansatz

P=Aop q[-Bas[t (x +a, t)]+ AS(x + q, )] (5.166)
und dessen differentielle Ableitungen

oP ,

— = A, g2 [-B'AS" T (U, + a) + AS" (U, + g, ] (5.167)

ot

o*P , ,

— = A p, a7 [-BAS" 17 (U, + a,)" + BS” (U, + q)*]  (5.168)

ot

erhialt man mit
U, + q, = U, (5.3)
iiber GI.(5.169)

P ,
= A p, qf [-B'AS” 1 (U, + aD)? + AS" UZ] (5.169)

at?

schlieBlich den Zusammenhang

8 p, U, 1

[ - M2+ 2 Mf] (-A) o, qf [B‘ AS, 1* (U, + a,)}
q, (y*1) 2 p, U}

, 4 0, U, Ug
- AS" Uy | = - ASY (U, V)
(y+1)
(5.170)
aus Gl.(5.165). Unter der Annahme
as; [t (x + U, 0] = as7(U, O (5.171)

folgt nach dem Kirzen von GI.(5.170) die Form

Uy U

[ -M2r2mi]ag B, +a)-U]= 1

(5.172)
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> [1- M7+ 2m]a[B e U2 (14 2ye uz]a, = UZ U,

U,
(5.173)
Nach einer Umformung der Machzahlbeziehung
a, 1
— = = (5.174)
U, M,
und des Zusammenhanges
M, + m,
T s (5.175)
1+ M,

folgt aus G1.(5.173) durch Einsetzen von G.(5.174) und G1.(5.175) die Beziehung

(M, + my)* 17 vl
[ - M2+ 2m]Aau|B—]1+—| - — |g, = U2 U,
1+ M, M, U;
(5.176)
Durch das Einsetzen der Umformungen aus
U, = Uy - q, (5.3)
erhalt man mit
U q
— =g (5.177)
U, U,
bzw. mit
q m
— = (5.178)
U, M,
die Gleichung:
(M, + mp? ml? U
[1- M2+ 2 Mf]A‘[B‘——’———-—?—— [1 + ——°] ]= :
M? M, a,
(5.179)

(M, + mg)* M, +mg®>7 U

= [1—M;2+2M12]A‘[B‘ — -[’Mﬂ}_ﬂ
M1 1

(5.180)
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Uy. M?
> [1-M2r2m]a[e - 1][M + m]t =——
a,
(5.181)
N, U, M;
= ! -1l =
a[1- M7+ 2 MM + mf
(5.182)
Mit dem Ansatz
, AS AS
p. - p, = - A[B'- 1]e, g — K (p, - po)——S— (5.183/C.38)
wobei mit
Py~ Po = 01 Gy U, (5.184)
die Funktion
A8 - 1]e, af
K = (5.185)
04 4, U,
gelten soll. Durch Kiirzen folgt hieraus
A'lB'- 1|gq
K = __________[ Ja. (5.186)
U,
und mit GI.(5.182) erhilt man
1
Uy M
(M, + my)?
K = (5.187)
a, (1 - MZ+ 2 M)
M7 U,
> K = (5.188)
(1 - M2+ 2 M) U,
M2 Mg
> K = + ~——] (5.189)
(1 - M2+ 2 MY M,
M, (M, + m,)
> K = L. (5.190)

(1 - M? + 2 M) (M, + my)?
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M,

> K =

= - - (5.192/C.39)
(1 - M2 + 2 M3 (M, + m)

Die Losung (5.192/C.39) unterscheidet sich deutlich von der Ldsung von
Chester (1954), der ein

1
K =

(1 + M;® + 2 M) (1 + my)

bestimmt.
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6. Diskussion und Vergleich der verschiedenen Ableitungen

Ausgangspunkte der verschiedenen Theorien sind die allgemeinen Erhaltungssat-
ze und StoBbeziehungen. Abgesehen von Chisnell (1957), liegt hier zwischen
Lighthill (1948), Chester (1953), Chester (1954) und Whitham (1958) eine Uberein-
stimmung vor. Nur Chisnell (1957) verzichtet auf den Einsatz einer allgemeinen
Bewegungsgleichung, wie die Kontinuitdtsbeziehung (2.2.) oder die Navier-
Stokes Gleichung (2.14). Chisnell (1957) versucht viel mehr den Zeitverlauf zu
Uberbricken, in dem er fiir den stationdren Fall glltige Formeln an verschiede-
nen Orten im Kanal ansetzt. Dadurch werden allerdings die gleichen Formeln mit-
einander verknupft, so daB bei einer korrekten Herleitung sich letztendlich alles
herauskirzt. Gajewski (1988) zeigt dies deutlich in seiner Studienarbeit. Damit
benutzt die theoretische Herleitung von Chisnell (1957) zu wenig strémungsphy-
sikalische Voraussetzung, um eine eindeutige und richtige Lésung zu finden. Der
Ansatz von Chisnell (1957) ist somit unsinnig.

Unterschiede in den anderen Theorien treten vor allen Dingen in den eingesetz-
ten Randbedingungen und den durchgefihrten Transformationen auf. Wahrend
Lighthill (1948) den Verlauf eines instationaren, senkrechten VerdichtungsstoBes
nur einseitig durch eine ebene, abknickende Wand begrenzt, erweiterte Chester
(1953) die Theorie von Lighthill (1948) fir eine zweiseitige Begrenzung. Dabei ist
die Theorie von Lighthill (1948) Bestandteil der theoretischen Ableitungen von
Chester (1953). In beiden Fallen wurde eine lineare Theorie gewahlt, so daB nur
ein kleiner Abknickwinkel 8§ zulassig ist. In den Theorien von Lighthill (1948) und
Chester (1953) erfolgen drei gleiche Transformationen. Chester (1953) leitet in
seiner Veroffentlichung zum ersten Male den Funktionsverlauf K(po/p1) her, der
auch in der ein Jahr spater folgenden Theorie von Chester (1954) erscheint.

Chester (1954), Chisnell (1957) und Whitham (1958) versuchen in ihren Veréffent-
lichungen eine Kanalformel herzuleiten, so daB auch ein beliebig gewahltes Ka-
nalprofil Einsatz finden kann. Es kann in diesem Bericht allerdings nachgewiesen
werden, dafBB neben Chisnell (1957) auch die urspringliche Arbeit von Chester
(1954) fehlerbehaftet ist. Es handelt sich dabei um einen gravierenden Umfor-
mungsfehler und mehrere Tippfehler, die schon in den ersten Formeln jener Ver-
offentlichung auftreten. Durch eine Korrektur gelangt man dabei zu einem ande-
ren Ergebnis fur die Funktion K(p1/po). Chisnell (1957) erkennt den Fehler von
Chester (1954) nicht, sondern bestatigt das falsche Ergebnis von Chester (1954)
durch eine eigene, aber auch falsche Ableitung. Dabei rihmt Chisnell (1957) sich,
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mit jener Verdffentlichung nun eine neue, besonders einfache Herleitung gefun-
den zu haben.

Als dritter beweist nun ein Jahr nach Chisnell (1957) noch Whitham (1958) die be-
reits von Chester (1954) vorgestellte Losung. Zur Ableitung setzt Whitham (1958)
die Charakteristikenmethode ein.

Bemerkenswert ist, daf3 die Fehler von Chester (1954) und Chisnell (1957) bereits
im Anschluf3 an das Aufstellen der Grundgleichungen auftreten und nicht im spa-
teren Verlauf der Herleitungen vorhanden sind, da dort die Ableitungen wesent-
lich komplizierter sind. Damit liegt die Vermutung nahe, daB3 das Ergebnis bereits
bekannt sein muBte, bevor die Herleitung erfolgte. Dies ist z.B. dadurch moglich,
weil zu der Zeit bereits MeBergebnisse vorlagen. Nun genigt es bereits mathe-
matisch einen Fehler nachzuweisen, um die Theorie von Chester (1954) oder von
Chisnell (1957) zu stlirzen. Nichtsdestotrotz existiert eine mathematisch korrekte
Herleitung der “Kanalformel von Chester und Chisnell” durch Whitham (1958).
Damit ist ein giiltiger Beweis gelungen und ein korrekter Weg ist eine hinreichen-
de Bedingung zum Beweis.

Ein Vergleich der Arbeit von Chester (1954) mit den Veroffentlichungen von
Lighthill (1948) und Chester (1953) wird unmoglich gemacht, da der Fehler in der
Arbeit von Chester (1954) schon zu Beginn bei der Aufstellung der Randbedin-
gungen auftritt und sich im Verlauf der Ableitung fortsetzt. Man kann nur sagen,
dafB in allen drei Herleitungen von einem Stéransatz Gebrauch gemacht wird.
Dariiber hinaus benutzt Chester (1954) nicht die Transformationsebenen seiner
Veroffentlichung aus dem Jahre 1953 zur Lésung der Bestimmungsgleichung.
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7. Ergebnis und SchluB3folgerungen

Durch detailliertes Nachvoliziehen verschiedener Theorien kann die in vielen
Lehrbichern der Gasdynamik vorgestellite “Kanalformel von Chester und Chis-
nell” bestatigt werden. Diese Kanalformel beschreibt die Ausbreitung einer insta-
tiondren StoBwelle in einem Kanal, in dem der Querschnitt variiert. Dabei ist die
Kanalformel unabhéngig von der Konfiguration des Kanalprofils.

Allerdings haben bereits Neuberger (1988) und Gajewski (1988) nachgewiesen,
daB die Herleitung von Chisnell (1957) falsch ist. Eine Korrektur des Fehlers fuhrt
aber zu keinem physikalisch sinnvollen Ergebnis dieser Theorie. Weiterhin konnte
in diesem Bericht nachgewiesen werden, daf3 auch die Veréffentlichung von
Chester (1954) fehlerbehaftet ist. Eine Korrektur fihrt hier aber zu einem ande-
ren Ergebnis.

Es konnte in diesem Bericht nur fir Whitham (1958) eine korrekte Herleitung der
Kanalformel nachgewiesen werden. Aufgrund dieser Tatsache sollte nun als
SchluBBfolgerung dieses Berichtes die Kanalformel Whitham (1958) zuerkannt
werden. Dariber hinaus ist es notwendig, die korrekte Theorie von Whitham
(1958) zu erweitern. Zukiinftige Forschungsvorhaben sollten den EinfluB einer
sich neu an der Kante entwickelnden StoBwelle untersuchen. Bisher beriicksich-
tigt die Theorie von Whitham (1958) nur die Anderung des urspriinglichen, insta-
tiondren VerdichtungsstoBes. Die Entwicklung und sogar das Rucklaufen einer
neuen StoBwelle in einer Unterschallnachlaufstrémung des urspringlichen Ver-
dichtungsstoBes wird bei Whitham (1958) vernachléssigt. Dadurch wird zwar die
durchgehende StoBwelle Uberschatzt, die reflektierte aber zu niedrig berechnet.
Trotz reibungsfreier Bestimmung des Drucksprunges wird die Belastung zum Bei-
spiel eines Liftungskanals stark unterschatzt. Bei Auslegung nach diesem Berech-
nungsmodell ist daher eine Zerstérung der Anlage nicht auszuschlie8en. Die Ent-
wicklung einer brauchbaren Theorie ist daher notwendig. Als Ausgangspunkt far
theoretische Herleitungen kdnnen dazu die Ansatze von Lighthill (1948) und Che-
ster (1953) dienen. Sie untersuchten das Ausbreiten einer instationaren StoBwelle
entlang einer einseitig abgrenzenden Knickflache bzw. bei doppelseitig begren-
zenden Knickflache. Hierzu kann als weiteres Ergebnis dieses Berichtes festgehal-
ten werden, daf3 die Formeln zur Bestimmung der StoBstarkendnderung in den
Arbeiten von Lighthill (1948) und Chester (1953) korrekt sind.
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