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Überprüfung verschiedener Theorien zur Berechnung der Stoßaus
breitung in querschnittsvariierenden Kanälen 

Zusammenfassung 

Verschiedene Theorien beschreiben die Intensitätsänderung einer Stoßwelle in 

Abhängigkeit von der Querschnittsänderung auf gasdynamischer Grundlage, d.h. 

ohne Berücksichtigung reibungsbedingter Verluste. Chester benutzt die Theorie 

von Lighthili über die Beugung einer Stoßwelle an einer abknickenden Wand und 

kommt zu einer analytischen Beziehung zwischen lokalem Wert der Stoßmach

zahl M 5 und dem QuerschnittAdes Kanals. Dieselbe Beziehung wird von Chisnell 

auf anderem Weg hergeleitet; er fügt eine Reihe von Strömungsgebieten unter

schiedlicher gasdynamischer Zustände unter Einführen von Kontaktfronten, aus

gehend von den Knickstellen im Kanal, bei der Verwendung stationärer Strö

mungsbedingungen zusammen. Schließlich leitet auch Whitham dieselbe Glei

chung auf der Basis einer Charakteristikenrechnung her. Es konnten jedoch so

wohl Chester als auch Chisnell Fehler in ihren Herleitungen der beschreibenden 

Differentialgleichung nachgewiesen werden. Somit bringt nur Whitham eine 

konsistente Ableitung des in der Literatur als "Chester-Chisnell'sche Kanalfor

mel" eingegangenen Zusammenhangs zwischen Stoßstärke und Flächenände

rung. 

lnvestigation of several theories for modeHing the propagation of a 
shock wave through a duct with variable cross section 

Abstract 

A number of theories describe the variation inshock strength as functions of the 

cross section geometry and gas dynamic fundamentals without taking into ac

count friction lasses. Chester used the theory of Lighthili for the bending of a 

shock wave at a bent walland developed an analytical relationship between the 

local value of the Mach number, M5, and the duct cross sectional area, A. The sa

me relationship was obtained by Chisnell with a different derivation: he assumed 

steady - state flow conditions and coupled tagether a series of flow areas with 

different gas dynamic states using contact fronts initialized from the wall discon

tinuity. Using the method of characteristics, Whitham arrived at the same relati

onship. The derivations of both Chester and Chisnellleading to the described dif

ferential equation are shown to contain errors. As a result, only Whitham provi

des a consistant derivation for the Chester - Chisnell duct equation, which des

cribes the relationship between shock strength and the change in cross sectional 

area. 
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Nomenklatur 

Die Nomenklatur in diesem Bericht orientiert sich sich an den Nomenklaturen 

der Veröffentlichungen, die hier nachvollzogen werden sollen. Damit können 

auch durchaus für eine Größe mehrere Bezeichnungsweisen in dem Bericht auf

treten. 

Lateinische Buchstaben 

a Schallgeschwindigkeit 

a0 Schallgeschwindigkeit des Fluids vor dem Stoß 

a, Schallgeschwindigkeit des Fluids hinter dem Stoß, aber noch stromauf 

der Kante 

A Querschnittsfläche des Kanals 

A Variable 

A Variable 

A,.. Variable 

A 8 Variable 

A' Querschnittsflächenänderung des Kanals 

A · Variable 

A" Variable 

8 Variable 

B Variable 

B,.. Variable 

B8 Variable 

8' Variable 

8" Variable 

c Grenzpunkt 

C Variable 

C Variable 

C,.. Variable 

C8 Variable 

C. positive Charakteristik 

C_ negative Charakteristik 

C' Variable 

C" Variable 

d Differenz von einem Parameter 

D totales oder substantielles Differential von einem Parameter 

0 Variable 

0,.. Variable 
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D8 Variable 

0" Variable 

e innere Energie 

E' Variable 

E" Variable 

F Lösungsfunktion 

g Erdbeschleunigung 

G Lösungsfunktion 

h Normalenvektor zur Stoßnormalen 

k Berechnungsvariable 

k' Funktion in Abhängigkeit von k 

K Berechnungsvariable 

m Masse 

m 0 Quotient aus Nachlaufgeschwindigkeit q, und der Schallgeschwindig-

keit a, 

M Machzahl 

M, Stoßmachzahl 

M0 Machzahl des Fluids vor dem Stoß 

M, Machzahl des Fuids hinter dem Stoß, aber noch stromaufwärts der 

Kante 
* M Lavalzahl 

n Normale 

n Anzahl der Dirichlet'schen Summationen 

p Druck 

p1 allgemeiner Druck p vor dem Stoß 

Pu allgemeiner Druck p nach dem Stoß 

pk Kesseldruck (Ruhedruck) 

p, Differential des Druckes p bezüglich der Zeit t 

P. Differential des Druckes p in x-Richtung 

Po Druck vor dem Stoß 

p, Druck hinter dem Stoß, aber noch stromaufwärts der Kante 

p2 Druck hinter dem Stoß, aber schon stromabwärts der Kante 

Pe Differential des Druckes bezogen auf den Winkel e 
Pee doppeltes Differential des Druckes bezogen auf den Winkel e 
P Lösungsfunktion 

q, absolute Nachlaufgeschwindigkeit des Fluids hinter dem Stoß, aber 

noch stromaufwärts der Kante 

q2 Nachlaufgeschwindigkeitsvektor des Fluids hinter dem StoB. aber 

schon stromabwärts der Kante 

Q Wärmezufuhr durch Konvektion und Strahlung 

r Radius des zylindrischen Koordinatensystems von Chester (1954) 
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R willkürliche Randbedingung in Zylinderkoordinaten 

R. Differential der Randbedingung in x-Richtung 

Re Differential der Randbedingung bezogen auf den Winkel e 
s Entropie 

s 0 Entropie vor dem Stoß 

s, Entropie hinter dem Stoß, aber noch stromaufwärts der Kante 

s 2 Entropie hinter dem Stoß. aber schon stromabwärts der Kante 

S ursprüngliche Querschnittsfläche 

t Zeit 

th Orthogonalvektor von der Kante zur Stoßtangenten 

T mittlere. thermodynamische Temperatur 

T, allgemeine, mittlere Temperatur T vor dem Stoß 

T 11 allgemeine, mittlere Temperatur T nach dem Stoß 

T K Kesseltemperatur (Ruhetemper atur) 

u mittlere Strömungsgeschwindigkeit in x-Richtung 

u, allgemeine, mittlere Strömungsgeschwindigkeit u vor dem Stoß 

u 11 allgemeine, mittlere Strömungsgeschwindigkeit u nach dem Stoß 

ut Differential der Geschwindigkeit u nach der Zeit t 

u. Differential der Geschwindigkeit u in x-Richtung 

U Stoßgeschwindigkeit 

U0 Stoßgeschwindigkeit U 

v mittlere Strömungsgeschwindigkeit in y-Richtung 

V Geschwindigkeitsvektor 

V 1 Geschwindigkeitsvektor des Fluids hinter dem Stoß, aber noch strom

auf der Kante 

X 

X 

X 

y 

Normalenanteil des Geschwindigkeitsvektors V 

Normalgeschwindigkeit 

Normalenanteil der Stoßgeschwindigkeit (gilt auch stromab der Kante) 

Normalenanteil der Stoßgeschwindigkeit V 0 

Lösungsfunktion 

Wellenarbeit 

Kartesische Koordinate 

Realteil der Transformation von z, 

Koordinate des zweidimensionalen, kartesischen Koordinatensystems 

Koordinate des zylindrischen Koordinatensystems von Chester (1954) 

relativ zur x-Achse 

Kartesische Koordinate 

y, Imaginärteil der Transformation von Z 1 

Y Koordinate des zweidimensionalen, kartesischen Koordinatensystems 

z Kartesische Koordinate 

z Transformationsfunktion 

Z Transformationsfunktion 
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Griechische Buchstaben 

et Lösungsfunktion der z,-Ebene 

ß Lösungsfunktion der z,-Ebene 

y lsentropenexponent 

ö Abknickwinkel der ebenen Wand 

~S geänderte Querschnittsfläche S 

~s· einfaches Differential der geänderten Querschnittsfläche s in x-Rich-

tung 

~S" doppeltes Differential der geänderten Querschnittsfläche in x-Richtung 

o Differential von einem Parameter 

C Transformationskomponente 

T) Transformationskomponente 

E> Winkel des zylindrischen Koordinatensystems von Chester (1954) 

A. Parameter zur Charakterikenbildung 

~ Grenze der Dirichlet'schen Summation 

A.. Parameter zur Charakterikenbildung 

:>,._ Parameter zur Charakterikenbildung 

A1 Parameter zur Charakterikenbildung 

ll Berechnungsvariable 

ll. Viskosität 

v, untere Grenze von n 

v 2 obere Grenze von n 

~ Transformationskomponente 

0 Zeitverschiebung im Koordinatensystem 

1t 3,141592654 

p Dichte 

p, Dichte vor dem Verdichtungsstoß 

p 11 Dichte nach dem VerdichtungsstoB 

PK Dichte des Ruhezustandes im Kessel 

p 1 Differential der Dichte p nach der Zeit t 

P. Differential der Dichte p in x-Richtung 

Po Dichte des Fluids vor dem Stoß 

p, Dichte des Fluids hinter dem Stoß. aber noch s tramaufwärts der Kante 

P Partikelbahn 

<I> spitzer Winkel 

x Winkel der Lösungsfunktion des Druckes p 

qr Winkel zwischen dem Normalenvektor n und dem Geschwindigkeitsvek

tor V 
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Deutsche Buchstaben 

a Beschleunigung 

'll Querschnittsfläche in einer Düse an der Stelle x 

u* Querschnittsfläche in einer Düse am kritischen Punkt, WO M = 
f Kraft pro Masseneinheit 

t\ Kraftvektor 

(9 Streckenelement aus dem Kontrollvolumen 

I1J Volumenelement aus dem Kontrollvolumen 

Sonderzeichen 

div 

f 
f. 

!' 
'V 

f 

t 

Indizes 

II 

K 

0 

2 

Divergenz 

Störfunktion 

Differential der Störfunktion f in Radialrichtung im Zylinderkoordina

tensystem 

Differential der Störfunktion f nach der Zeit t 

zweifaches Differential der Störfunktion f in Bezug auf den Winkel 

8 und den Radius r im Zylinderkoordinatensystem 

Ableitung der Störfunktion in y-Richtung 

Nabla-Operator 

Integral 

Oberflächen integral 

Volumenintegral 

daraus folgt direkt durch mathematische Umformung 

unendlich 

vor dm Stoß 

nach dem Stoß 

Kessel- bzw. Ruhezustand 

isentrop 

Parameter vor dem Stoß 

Parameter nach dem Stoß. aber noch vor der Kante 

Parameter nach dem Stoß, aber nach dem Brechen an der Kante 

positiver Lösungsanteil 

negativer Lösungsanteil 

sowohl positiver als auch negativer Lösungsanteil 

* kritisch, daß heißt bei Schallgeschwindigkeit M = 1 
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Kennzahlen 

La Lavalzahl 

M Machzahl 
• M kritische Machzahl 



- 1 -

1. Einleitung 

Zur Berechnung der Stoßausbreitung in querschnittsvariierenden Kanälen wur

den in der Literatur bereits von mehreren Autoren Theorien vorges teilt. Dabei 

kommen Chester (1954), Chisnell (1957) und Whitham (1958) trotz unterschied

licher Herleitungen zu demselben formalen Zusammenhang, der die Änderung 

der Stoßstärke eines instationären Verdichtungsstoßes in Abhängigkeit der 

Flächenänderung des Strömungskanals bestimmt. Dabei ist es unerheblich, wie 

der Querschnitt des Strömungskanals geformt ist. Allgemein bekannt in den 

Lehrbüchern der Gasdynamik ist dieser formale Zusammenhang unter dem Be

griff: "Kanalformel von Chester und Chisnell". 

Erste theoretische Untersuchungen auf diesem Gebiet wurden bereits von 

Lighthili (1948) und Chester (1953) durchgeführt. Basierend auf einer Arbeit 

von Sommerfeld ( 1901) und den theoretischen Ableitungen von Busemann ( 1943) 

entwickelte Lighthili (1948) zuerst eine Theorie zur Berechnung der Stoßstär

kenänderung eines instationären Verdichtungsstoßes entlang einer abknicken

den, ebenen Wand, wie dies Abb.(1.1) zeigt. 

Abb. 1.1: 

y 

Elementarwelle 

/ X 

Verlauf eines lnstatloniJ.ren Verdichtungsstoßes entlang einer 

konvexen ~andkante 

ln seiner Arbeit interessiert sich Lighthili (1948) primär für den Einfluß eines 

konvexen Wandknicks auf einen instationären Verdichtungsstoß. Für einen 

negativen Abknickwinkel o könnte mit der Theorie von Lighthili (1948) auch eine 

konkave Kante untersucht werden. ln jedem Falle läuft die instationäre Stoß-



. .., 
'--

welle vor der Kante immer orthogonal zur ebenen Wand. Außerdem fließt in 

die Theorie von Lighthili (1948) der Einfluß der Elementarwelle ein, welche sich 

durch die Brechung der Stoßwelle an einer konvexen Kante der Wand ausbildet. 

Abb. 1.2: 

2b --X 

Begrenzung des lnstatlonllren Verdichtungsstoßes und der Nach

laufstriJmung durch zwei konvex abknickende Wllnde 

Um einer Kanalströmung näher zu kommen, griff Chester (1953) den Ansatz 

von Lighthili (1948) auf und begrenzte den Verdichtungsstoß auf zwei Seiten 

durch konvex abknickende Wände, siehe Abb.(1.2). Damit erzielt Chester (1953) 

für eine Unterschallströmung eine Düsenkonfiguration und für eine Überschall

strömung eine Diffusorkonfiguration. Beide Fälle werden in der Arbeit von 

Chester (1953) explizit unterschieden. 

Ein Jahr später stellte Chester (1954) eine neue Theorie vor, bei der der Ver

dichtungsstoß zum ersten Male durch einen vollständigen, rundherum begrenz

ten Kanal mit sich änderndem Querschnitt bewegt. Für den formalen Zusammen

hang zwischen der Stoßstärkenänderung und der Querschnittsvariation ist es 

dabei unerheblich, welche Form der Kanal annimmt. 

Drei Jahre später veröffentlichte Chisnell ( 1957) eine wesentlich unkomplizier

tere Theorie, als wie sie zuerst von Chester ( 1954) für einen kompletten Kanal 

vorgestellt wurde. Mit Hilfe der Rankine-Hugoniot Beziehung und den Stoß

beziehungen für Druck, Dichte und Geschwindigkeit bei stationären Strömungs

verhältnissen erzielte Chisnell (1957) dieselbe Lösung wie Chester (1954). 

Als dritter veröffentlichte Whitham (1958) eine weitere Herleitung des formalen 

Zusammenhanges zur Bestimmung der Stoßstärkenänderung unter Quer-
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schnittsvariation, wie dieser bereits von Chester (1954) und Chisnell (1957) 

aufgezeigt wurde. Die theoretische Herleitung von Whitham ( 1958) bezieht sich 

dabei auf die allgemeinen differentiellen Erhaltungssätze der Masse, der Energie 

und des Impulses. Darüber hinaus fließen auch die Stoßbeziehungen des Drucks, 

der Dichte und der Geschwindigkeit ein. Zur Lösung transformiert Whitham 

(1958) die Bilanzgleichungen in Charakteristikenform. 

Nun hat Gajewski (1988) in der theoretischen Herleitung von Chisnell (1957} 

einen Fehler nachgewiesen. Dort fehlt in der Arbeit auf der Seite 290 in der 

Gleichung (2.11} bei der Machzahl M 3 ein Quadrat. Es handelt sich dabei nicht 

um einen Druckfehler, da sich dieser Fehler in den folgenden Berechnungen 

fortsetzt. Eine Korrektur des Fehlers führt für die Theorie von Chisnell (1957) 

zu keinem physikalisch sinnvollen Ergebnis. Damit liegt der Verdacht nahe, daß 

vielleicht auch in den Arbeiten von Chester ( 1954) und Whitham ( 1958) Fehler 

vorhanden sein könnten. Aus diesem Grunde werden in dieser Arbeit die Her

leitungen von Chester (1954) und Whitham (1958) nachvollzogen. Sofern sich 

dabei Druck- oder Rechenfehler zeigen, werden diese korrigiert und die Her

leitung mit den korrekten Gleichungen weitergeführt. 

Zum besseren Verständnis der matematischen und physikalischen Voraus

setzungen wird ein Einblick in die ursprünglichen Arbeiten von Lighthili ( 1948) 

und Chester (1953) gegeben, bevor die ausführliche Herleitung der Arbeit von 

Chester (1954) erfolgt. Sollten trotz der unterschiedlichen physikalischen 

Randbedingungen in den Veröffentlichungen von Lighthili ( 1948), Chester { 1953) 

und Chester (1953) Gemeinsamkeiten in der Herleitung der Theorien bestehen, 

so werden diese dargelegt. 
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2. Theoretische Grundlagen 

Zur Herleitung einer Beziehung zur Bestimmung der Stoßstärkenänderung eines 

Verdichtungsstoßes bei einem sich ändernden Strömungsquerschnitt greifen 

Chester (1954), Chisnell (1957) und Whitham (1958) auf die in der Strömungs

mechanik allgemein bekannten Erhaltungssätze zurück. Dies gilt auch für die 

Betrachungen von Lighthili (1948) und Chester (1953), die das Verhalten eines 

instationären Verdichtungsstoßes entlang abknickender Wände untersuchten. 

ln diesem Kapitel sollen daher die allgemeinen strömungsmechanischen Grund

gleichungen und die Erhaltungssätze eines Verdichtungsstoß vorgestellt wer

den. 

2 .1. Allgemeine Erhaltungssätze 

Das zu betrachtende Strömungsfeld kann mit verschiedenen Parametern ge

kennzeichnet werden, es sind dies z .B. der Geschwindigkeitsvektor V, bzw. 

dessen Komponenten u, v, und w, weiterhin der Druck p, die Dichte p oder die 

Fluidtemperatur T. Diese verschiedenen Strömungsfeldparameter sind dabei 

Funktionen sowohl des Ortes als auch der Zeit t. Für den Ort kann dazu einer

seits ein kartesisches Koordinatensystem (x,y,z) oder je nach vorherrschenden 

Randbedingungen ein Zylinderkoordinatensytem (r ,C,x) oder andere Koordinaten

systemfarmen gewählt werden. 

Zur Bestimmung eines unbekannten Strömungsparameter wird jeweils eine 

unabhängige Bestimmungsgleichung benötigt, wobei man sich in der Strömungs

mechanik im allgemeinen zuerst auf die bekannten Erhaltungssätze der Masse, 

des Impulses und der Energie stützt. Weiterhin gehen Randwertbedingungen 

ein, die sich z.B. aus der vorhandenen Körpergeometrie ergeben, oder man 

stützt sich auf Anfangsbedingungen. 

2 .1.1. Massenerhaltungssatz 

Durchströmt ein Fluid ein Kontrollvolumen, so setzt sich die allgemeine Konti

nuitätsbilanz aus dem Massenfluß 
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der die gesamte Oberfläche durchströmt, und der zeitlichen Änderung der Masse 

c) 

eH 
f:# p d~ 

innerhalb des Kontrollvolumens zu der Bilanzgleichung 

() 

f:# P d~ + ~ P dV de = o 
c)t 

( 2 .1) 

zusammen. Einen anschaulichen Eindruck über das Kontrollvolumen bietet dabei 

die Abb.(2.1). 
y 

X 

Abb. 2.1: Kontrollvolumen des Fluids 

Für eine Strömung ohne Quellen und Senken hat der Massenerhaltungssatz die 

Form 

c)p 

c)t 
+ div (p Vl = 0 

und in der Komponentenschreibweise die Form 

c)p c) c) c) 

+ - (p u) +- (p v) + (p w) = 0 
ot c)x oy c)z 

(2.2) 

(2.3) 

Ist die Strömung darüber hinaus auch noch inkompressibel (p=konstant) und 

eben, so erhält man den Zusammenhang: 
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c)u ov 
+- = 0 (2.4) 

c)x oy 

Letztendlich reduziert sich die Kontinuitätsbilanz im eindimensionalen Fall von 

~ = p (u cos( 1f)) d~ = p V" d~ = p V d~ (2.5) 

zu der Form 

m = p u A (2.6) 

2 .1.2. Impulserhaltungssatz 

Der Impuls setzt sich aus den Einzelkräften zusammen, die auf einen Körper 

wirken. in Vektorform entspricht dies der Bilanz 

d 
~ =- (m V) 

dt 

und für eine konstante Masse resultiert daraus 

dV 
~=m = ma. 

dt 

( 2. 7) 

(2.8) 

Bezogen auf das Kontrollvolumen der Abb.(2.1) setzt sich die Impulsbilanz aus 

mehreren Teilkräften zusammen, den inneren Körperkräftenaufgrund von Gra

vitation und Elektromagnetismus 

fjj p f d<Jl 

und den Oberflächenkräften aufgrund des Drucks und der Scherung 

Zusammen ergeben sie den Kraftvektor 

~ = fjj p f d<Jl - ~ p d~ (2.9) 
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der auf das Kontrollvolumen einwirkt. Uber die Summe des Impulsaustausches 

d o(pVJ 
- (m VJ = fi (pV · del + fji -- d~ 
dt s ot 

( 2 .10) 

erhält man schließlich für Gl.(2.7) mit Gl.(2.9) und Gl.(2.10) die allgemeine 

lmpulsbilanz: 

o(pVl 
~ (pV · del + fji -- d~ = fji P f d~ - ~ P de 

ot 
( 2 .11) 

Wird der Einfluß der Schwerkraft, des Elektromagnetismus und der Reibung 

vernachlässigt, so folgt mit Hilfe der Definition der substantiellen Ableitung 

(in Abhängigkeit von x,y,z,t) 

D 0 ox 0 oy 0 oz 0 
= -+- +- - + (2.12) 

Dt ot ot ox ot oy ot oz 

bzw. mit 

0 0 0 0 0 
= -+ u + V + w (2.13) 

Dt ot ox oy oz 

die bekannte Euler-Gieichung: 

DV 
+- ~p = 0 (2 .14) 

Dt p 

Bei einer stationären und ebenen Strömung reduziert sich die Euler-Gieichung 

(2.14) ZU: 

au au 1 Clp 
u + V +-- = 0 (2.15a) 

ox ay p ox 

ov ov 1 ap 
u + V +-- = 0 (2.15b) 

ox ay P ay 
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2 .1.3. Energieerhaltungssatz 

Die Energiebilanz bezogen auf das Kontrollvolumen der Abb.(2.1) lautet in 

allgemeiner Form fur ein nicht-viskoses Fluid: 

+ gz] V · d\e 

( 2 .16) 

Die Energiebilanz setzt sich dabei aus 

a) der Wärmezufuhr durch Konvektion und Strahlung: Q 

b) der Wellenarbeit: Ww. 11 • 

c) der Arbeit aufgrund der Druckkräfte: ~ pV · d<S 

d) der Arbeit aufgrund der Körperkräfte: ifj p[f V J d~ 
e) dem Netto-Energiefluß über die Kontrollfläche: 

und 

f) die Energierate aufgrund der Umwandlung von innerer Energie in Be-

wegungsenergie: 

zusammen. 

Für eine horizontale, adiabate, reibungslose Strömung ohne Energiezufuhr 

resultiert für ein perfektes Gas die Energiebilanz: 

2 - u + cP T = konstant 
2 

( 2 .17) 
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2.2. Kompressible. eindimensionale Strömungen 

2.2 .1. I sentrope Düsenströmungen 

Oie Strömungsparameter einer stationären, eindimensionalen Strömung analog 

zur Stromfadentheorie sind nur eine Funktion der Ortskoordinate x, dabei wird 

aber eine Änderung des Querschnitts ll in Abhängigkeit von x zugelassen . 

Abb. 2.2: DUsenstriJmung 

I 
'l(. 

o* 
M~ 

.... 
X 

Strömt ein Gas aus einem Behälter mit den Ruhezuständen (pK, PK• TK, u=Ol und 

danach durch eine Düse, so ergeben sich für eine isentrope Zustandsänderung 

in der Düse folgende Beziehungen der Strömungsparameter in Bezug zu den 

Kesselgrößen: 

p 
[1 

'( - J -(y/(y-1)) 
= + M2 

PK 2 
( 2.18) 

p 
[1 

'( - J -( 1/(y-1)) 
= + M2 

PK 2 
( 2 .19) 

T [ y - J -1 = 1 + M2 

TK 2 
(2.20) 

Dabei ändert sich die Machzahl M in einer Düse in Abhängigkeit des Düsenquer

schnitts ll nach der Beziehung 

= ~ [2 + (y-1) M
2 J (y+1)/(2(y-1)) 

M y + 1 
( 2.21) 
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wobei hier die Querschnittsfläche 'll auf die kritische Querschnittsfläche 
* * ll bezogen ist. An der kritschen Querschnittsfläche ll soll dabei M=1 vor-

* herrschen. Bezogen auf die kritische Schallgeschwindigkeit a ergibt sich mit 

der Lavalzahl 

* * La = M = u/a 

* der Zusammenhang zwischen M und M : 

*2 ( y+1) M 2 

M =------
2 + (y-1) M2 

2.2.2. Senkrechter VerdichtungsstoB 

(2.22) 

(2.23) 

Gasströmung 
stromabwärts 

~ stationärer,senkrechter VerdichtungsstoO 
Gasströmung 
stromaufwärts 

-u .. u. 

________ ..........,., ________ ....., x-Achse (fest) 

Abb. 2.3: Senkrechter VerdichtungsstoB 

Für eine horizontale, adiabate und reibungslose Strömung ohne Energiezufuhr 

gelten über einem geraden Stoß die Erhaltungssätze in der Form 

(2.24) 

für die Kontinuitätsbeziehung, 

(2.25) 

für den Impulssatz und 

2 2 
ul Uu 

cP T 1 + -= cp T 11 + 
2 2 

(2.26) 
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für den Energiesatz. Dabei herrscht der Zustand (I) vor dem Stoß und der 

Zustand (II) nach dem Stoß vor. wie dies Abb.(2.3) zeigt. Weiterhin gilt für 

einen Stromfaden über dem nicht-isentropen Verdichtungsstoß die Prandti-Be

ziehung: 

(2.27) 

Mit Hilfe der Lavai-Beziehung (2.22) folgt aus Gl.(2.27) die kritischen Mach

zahlen 

(2.28) 

Wird die Gl.(2.23) nun in der Gl.(2.27) eingesetzt, so folgt der formale Zu

sammenhang zwischen der Machzahl hinter dem Stoß zu der Machzahl vor dem 

Stoß: 

y -
M2 1 + I 

2 
MI~= (2.29) 

y - 1 
2 y MI -

2 

Unter Zuhilfenahme der Kontinuitätsbilanz (2.24) resultiert aus der Prandti

Beziehung (2.27) die Geschwindigkeits- und die Dichteänderung über dem Stoß: 

2 2 (y + 1) M2 ul ul ul .2 I 
-= --= == MI = .2 M2 ull ul Uu a 2 + (y - 1) I 

(2.30) 

Pu ul (y + 1) M2 I 
-= -= (2.31) 
PI Uu 2 + (y - 1) M2 I 

Dabei ist die Dichte Pu und die Geschwindigkeit uu nun abhängig von der Mach

zahl M 1 der Anströmung vor dem Stoß. Durch Anwendung des Impulssatzes 

(2.25} folgt schließlich auch eine Druckbeziehung über den Stoß: 

Pu - = 
PI 

~p 
= 

PI 

2 y 
1 +- [M~- 1] 

y + 1 

2 y 

y + 1 

(2.32) 

(2.33) 
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Eine Verbindung zwischen den einzelnen Zustandsgrößen u. p und p über dem 

Stoß stellt die Rankine-Hugoniot-Beziehung her, die aus den Gl.(2.30)- (2.32) 

hergeleitet werden kann. Sie lautet: 

'( + 1 [~] 1 + 

"" u, '( - p, 
- = = (2 .33) 
p, U" '( + 1 

[~] + 
'( - p, 

2.2.3. Instationärer. senkrechter Verdichtungsstoß 

Um die Ausbreitung eines instationären Stoßes nach der Stromfadentheorie 

berechnen zu können, wird das Koordinatensystem mit dem Stoß mitbewegt. 

induzierter 
Massenstrom 

q ) 0 

instationärer, senkrechter Verdichtungsstoß 
mit Geschwindigkeit w 

u ruhiges, unbewegliches Gas 
LA----- vor dem Ston 

---------.......... ---------x-Achse(fest) 
Abb. 2.4: Koordinatensystem eines lnstatlonllren Verdichtungsstoßes 

Der instationäre Verdichtungsstoß soll in ein ruhendes Medium laufen und in 

seinem Nachlauf einen Massenstrom induzieren, wie dies Abb.(2.4) verdeutlicht. 

Die Stoßmachzahl 

(2 .34) 

bezieht sich dabei auf die Stoßgeschwindigkeit U und die Machzahl des Mediums 

vor dem Stoß a,. Die Bestimmung des Druckverhältnisses über dem Stoß 

p" 2 r 
=1+--- (2.35) 

entwickelt sich analog wie bei GI.C2.33), nur daß hier statt der Machzahl M, 

jetzt die Stoß-Machzahl M. eingesetzt wird. Oie Geschwindigkeit des Massen

stromes im Nachlauf des instationären Verdichtungsstoßes beträgt in Abhängig

keit der Stoßmachzahl: 

2 u 
q = [1 - M,- 2

] 

'( + 1 
(2.36) 
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3. Herleitung des Ansatzes nach Whltham (1958) 

Der Ansatz von Whitham (1958) stützt auf die Veröffentlichungen von Moeckel 

(1952), Chester (1955) und Chisnell (1957). Whitham (1958) geht von der 

Korrektheit der Ergebnisse jener Arbeiten aus und versucht mit den allgemein 

gültigen Erhaltungssätzen und mit einer Überführung der gegebenen Strömungs

zustände in Charakteristikenform einen eigenen Weg herzuleiten. 

Der Ansatz von Whitham (1958) bezieht sich auf die Strömungsverhältnisse 

in einem Stoßwellenrohr, bei dem entlang der Ausbreitungsrichtung x ab der 

Stelle x=O ein geänderter Querschnitt A(x) vorliegt. Dabei ist es für die Be

trachtungen unerheblich, wie das Profil des Stoßwellenrohres geformt ist und 

ob eine Verengung oder Erweiterung des Strömungsquerschnitts A(x) für x>O 

auftritt. 

Breitet sich die Stoßwelle mit einer konstanten Geschwindigkeit U1 entlang 

des konstanten Querschnitts A 1 aus, so herrschen hinter dem Stoß die Zu

stände p,. p1 , a1 und U 1 • 

Erreicht der Stoß die Stelle x=O im Stoßrohr, so breiten sich Störungen ent

gegen der Strömungsrichtung aus, wie dies Abb.(3.1l zeigt. Dabei ändert sich 

das Ausbreitungsverhalten des Stoßes. Die reflektierten Störungen breiten 

sich hingegen entlang der negativen Charakteristiken C_ aus, und die Entropie

variationen entwickeln sich entlang der Partikelwege P. Physikalisch spielen 

die positiven Charakteristiken C. zwar eine untergeordnete Rolle, aber bei der 

Herleitung des Ansatzes von Whitham (1958) fließen sie trotzdem ein. 

Für x<O liegt für die Charakteristiken C. jeweils eine einfache Ausbreitungs

welle vor, die gerade ist und deren Ausbreitung sich analog zu dem formalen 

Zusammenhang 

2 a I ( y - 1) + u = 2 a 1 I ( y - 1) + U 1 
( 3.1) 

verhält. 

Sollte sich eine reflektierte Stoßwelle außerhalb des Betrachtungsraumes aus

bilden, so wird dies analog zum Ansatz von Whitham (1958) vernachlässigt. 
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t 

Ston 

X 

Abb. 3.1: Schema zur Darstellung der Ausbreitung einer StoBwelle in einem 

Stoßwellenrohr mit partiell varlferndem Querschnitt 

3.1. Aufstellen der Erhaltungssätze 

Zu Beginn der Herleitung des Ansatzes von Whitam (1958) sollen die Erhaltungs

sätze in den jeweiligen Formen abgeleitet werden, wie sie Whitham (1958) in 

seiner Veröffentlichung vorstellt. Den Anfang bildet die Kontinuitätssbilanz. 

Für den Massenfluß gilt die allgemeine Beziehung 

m = p (u cos('l')) de = p V" d@; = p V d@; (2.5) 

für die Kontrollfläche dE;, wie sie in Abb.(2.1) vorgestellt wurde. 

A(x+dx) 
p(x+dx) 
p(x+dx) 

x+dx 

Abb. 3.2: Darstellung der Parameter in Differenzenform f/Jr einen variablen 

Kanalquerschnitt zur Beschreibung der Herleitung der Kontlnul

tlltsglelchung 
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Führt man nun eine differentiell kleine Änderung des Querschnitts wie in Abb. 

(3.2) ein, so gilt für den eindimensionalen Fall folgende Vereinfachung: 

p{t+dt,x+dx) u(x+dx) A(x+dx) - p(x,t) u(x) A(x) = 0 (3.2) 

Als Taylorreihe entwickelt und nach dem ersten Glied abgebrochen folgt: 

c)p c)p 
[p(x,t) +- dx +- dt + ... J [u(x,t) 

c)u 
+- dx + 

du 
dt .. .J [A(x) 

dA 
+ - dx + .. .J 

dx c)x ot c)x c)t 

- p(x,t) u(x,t) A(x) = 0 (3.3) 

[ 

c)p 
up(x,t) + u- dt 

ot 

ou c)p op ou ou op ou 
+ p - dx + u dx + - - dt dx + - - dx 2 + p- dt 

ox c)x ot c)x c)x c)x c)t 

+ c)p ou dt2 + c)p ou dx dt] [ A(x) + dA dx + ... ]- p(x,t) u(x,t) A(x) = 0 
c)t c)t ox ot dx 

(3.4) 

c)p dA ou du dA c)p 
::::> u A - dt + p u A + p u - dx + p A dx + p - - dx 2 + u A - dx 

ot dx c)x ox dx c)x 

Mit 

bzw. 

op dA ou op 
+ u dx 2 

+ A - - dx 2 

ox dx ox c)x 

dp du c) 2 x 

op ou dA 
+--- dx 3 + 

ox ox dx 

c)p ou 
A- - dt dx 

c)t c)x 

c)p c)u op c)u 
+ - - dt dx dA + A p - dt + A 

dt dx c)t 2 
- - dt 2 + A dx dt 
c)t c)t ax dt 

()
2 x c)p c)u op ou 

+ p - dt dA + - - dt2 dA+- - dx dt dA - p u A = 0. 
c)t 2 c)t c)t c)x ot 

(3.5) 

c)x 
u dt = - dt (3.6) 

ot 

u dt = dx ( 3. 7) 
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und unter Vernachlässigung aller Glieder höherer Ordnung folgt: 

A p, dx + 
au 

+ p A + u Clp J A-
Clx 

dx = 0 
Clx 

A p, dx + [ A 
Clp dA du J 

u - + p [u - + A -] dx = 0 
Clx dx ax 

A p, dx + A [ u P. + p [..::_ dA + Clu] J dx = 0 
A dx Clx 

A p, dx + A [ u P. + p Cu. + u ~ J] dx = 0 
A 

Letztendlich resultiert hieraus: 

p, + u P. + p [ u. + u ~ J = 0 
A 

(3.8) 

(3.9) 

(3.10) 

( 3.11) 

(3.12/W.Sa) 

Ausgangspunkt für die Eulergleichung (3.12/W.Sb) in der Theorie von Whitham 

(1958) ist der strömungsmechanische Impulssatz (Navier-Stokes-Gieichung): 

Du Clp Cl 2u c)2u c)2u 

p-- + -- + pg = (l. ( -+-- + - ) (3.13) 

Dt c)x c)x 2 
Cly 

2 c) z 2 

Druck- Schwer- Rolbung•kriifto 

kraft kraft 

UnterVernachlässigung der Schwerkraft und der Wirkung der viskosen Kräfte 

(Reibungskräfte nur in der kleinen, wandnahen Grenzschicht) folgt für den ein

dimensionalen Fall die Euler-Gieichung: 

Clu Clu 
+ u 

Clt Clx 

u, + u u. + 

1 ap 
+-- = 0 

p dx 

P. = 0 
p 

(3.14) 

(3.15/W.Sbl 

Zur Herleitung der idealen Gasgleichung (3.26/W.Sc) in dem Ansatz von 
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Whithem (1958) soll die allgemeine themadynamische Beziehung der Schallge

schwindigkeit dienen 

a2 = (~) 
c)p s 

bzw. 

die in Differenzenform lautet 

dp - a" dp = 0 

A(x) 
u(x) 
P(x) 

dp 

x+dx 

A(x+dx) 
u(x+dx) 
r>(x+dx) 

(3.16) 

( 3 .17) 

Abb. 3.3: Darstellung der Parameter ln Differenzenform bel einem Kanal
querschnitt 

Wird entsprechend zu Gl.(3.2) eine allgemeine Bilanz bezüglich eines quer

schnittsvariierenden Kanalprofils (siehe Abb. 3.3) durchgeführt, wobei die 

Bilanzgleichung von der Zeit t und dem Ort x abhängig ist, so folgt 

p(x+dx,t+dt) - p(x+dx,t+dt) a2 
- [p(x,t) - p(x,t) a2 J = 0 

und als abgebrochene Taylorreihe 

[p(x,t) 
c)p 

+- dx + 
c)x 

c)p 
- dt 
c)t 

... ]- [p(t) 

- p(x,t) + p(x,t) a 2 = 0 

c)p 
+- dx + 

c"lx 

c)p c)p 
- dt - a 2 

- dt 
c)p c)p 

+ - dx - a2 
- dx = 0 

c)t c)t ox ox 

c)p 
dt 

c)t 

(3.18) 

( 3.19) 

(3.20) 
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Weiterhin folgt mit u dt = - dt 

dt 
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(3.21) 

(3.22) 

so daß schließlich die Bewegungsgleichung ( 3 .23/W .Sc) von Whitham ( 1958) 

resultiert: 

(3.23/W.Sc) 

3.2. Herleitung der Charakteristiken 

Ausgangspunkt für die Bilanzgleichung (3.39/W.6a) ist die Eulergleichung 

u, + u X +- P. = 0 (3.15/W.Sb) 
p 

multipliziert mit der Dichte p folgt 

n [u + u u J + p = 0 t'"' t JC )( (3.24) 

ferner multipliziert mit der Schallgeschwindigkeit a 

p a [u, + u uJ + a P. = 0 (3.25) 

so daß mit einer Addition von GI.(3.23/W.5c) 

p, + u P. - a
2 [p, + u pJ = 0 (3.23/W.Sc) 

schließlich aus Gl.(3.24) folgt: 

p, + u P. - a
2 [P, + u P.] + p a [ u, + u u.] + a P. = 0 (3.26) 

Durch Umsortiern erhält man zuerst aus Gl.(3.26) den Zusammenhang 

p, + u P. + a P. + p a [u, + u u.] - a
2 [P, + u P.] = 0 (3.27) 
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und mit einer Umformung aus GI.(3.12/W.Sa) 

Pt + u P. = - p [u. + u A A" J 
folgt schließlich durch Austausch der Terme aus Gl.<3.27): 

<3.28) 

(3.29) 

p a2 u A' 
Pt + u P. + a P. + p a u, + p a u u. + a

2 
p u. + ----- = 0 

A 

p a2 u A' 
[P, + (u + a) P.] + p a [ut + (u + a) u.] + ----- = 0 

A 

(3.30) 

(3.31) 

Wird die Gl.(3.31) durch (u + a) dividiert so resultiert der positive Anteil der 

Whitham'schen GI.(3.39/W.6a): 

[ 
P, 

{u + a) + P.] +Pa [{u: a) J 
p a2 u A' 

+ u. + = 0 
(u + a) A 

(3.32/W .6a+) 

Der negative Anteil der Whitham'schen Beziehung (2.41/W.6a) wird analog zu 

Gl.(2 .34/W .6a+) hergeleitet. 

Dazu wird die Gl.(3.24) mit (-1) multipliziert 

- p a [ut + u u.] - a P. = 0 (3.33) 

und mit Hilfe einer Addition von GU2.36) folgt schließlich 

p, + u P. - a
2 

[P, + u P.] - p a [u, + u u.] - a P. = 0 

(3.34) 

A' J Pt + u P. - a P. - P a [u, + u u. ] + a2 p [u. + _u__ = 0 
A 

(3 .35) 

p a2 u A' 
Pt + u P. - a p. - p a u, - p a u u. + a

2 
p u. + = 0 

A 

(3.36) 



- 20 -

a2 u A' [P, + (u - a) p.] - p a [u, + (u - a) u.] + P = 0 
A 

(3.37) 

Wird die Gl.(3.37) durch (u- a) dividiert, so folgt 

[ p, 
(u - a) 

+ P.] - P a [ u, 
(u - a) J 

p a
2 

u A' 
+ u. + 

(u - a) A 
= 0 

(3.38/W.6a-) 

GL.(3.32/W.6a+) und GI.(3.38/W.6a-) ergeben zusammen die Billanzgleichung 

(3.39/W.6) nach dem Ansatz von Whitham (1958): 

J 
p a2 u A' 

+ u + = 0 
• (u ± a) A 

[ p, + P.] ± p a [-u_, 
(u ± a) (u ± a) 

{3.39/W.6a) 

Aus der Bilanzgleichung 

p, + u P. - a
2 [P, + u P.] = 0 (3.23/W.5c) 

folgt durch Dividieren mit u schließlich die Bilanzgleichung (3.40/W.6b) nach 

Whitham ( 1958): 

a2 [~ + P.] = 0 
u 

(3.40/W .6b) 

Im nächsten Schritt werden nun die Bilanzgleichungen D.39/W.6a) und 

(3.40/W.6b) in Charakteristikenform überführt. Dazu dient folgender Ansatz 

du 
= u. + A., u, (3.41) 

dx 

dt 
mit A. =-t 

(3.42) 
dx 

Dabei gilt für die positive Charakteristik 

dx dt 
c. = - = u + a A.. = = (3.43a+b) 

dt dx {u + a) 

und für die negative Charakteristik 
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dx dt 
c_ = = u - a ~ A_ = - = (3.44a+b) 

dt dx (u - a) 

so daß schließlich folgt: 

du ut 
= u. + (3.45) 

dx (u !: a) 

Weiterhin gilt auch für den Druck 

dp 
= Px + At Pt ( 3.46) 

dx 

und mit 

dt 
At = (3.47) 

dx 

folgt 

dp Pt 
= p,. + (3.48) 

dx (u :t al 

Werden die Gl.(3.45) und (3.48) in die Bilanzgleichung (3.39/W.6a) einge

setzt. so folgt 

dp du A' dt 
:t + p 2 = 0 p a- a u- (3.49) 

dx dx A dx 

und einer Multiplikation mit dx dann 

2 A' dx P a u 
dp :t p a du + dt- = 0 

(u ± a) A dt 
(3.50) 

und mit 

A' dx = dA (3.51) 

folgen dann schließlich die Bilanzgleichungen (3.52/W.?a+?b) in Charakteris

tikenform von Whitham ( 1958): 

p a2 u dA 
dp ± p a du + --- = 0 (3.52/W.?a+b) 

(u ± a) A 
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Zur Herleitung der Charakteristikenform der idealen Gasgleichung wird analog 

zu den Gleichungen (3.45a+b) und (3.46a+b) der Ansatz 

dp 
= Px + ). Pt (3.53) 

dx 

und 

dp 
- Px + ). Pt (3.54) 

dx 

mit 

dt 
). = (3.55) 

dx 

und 

dx 
p = = u (3.56/W.?cl 

dt 

eingeführt. so daß 

dt 
). = =- (3.57} 

dx u 

und 

dp Pt 
= Px +- (3.58) 

dx u 

und weiterhin 

dp Pt 
- = Px + (3.59) 
dx u 

ergibt. Werden die Gleichungen (3.58) und (3.59) in die Bilanzgleichung (3.40/ 

W.6b) eingesetzt. so resultiert schließlich 

dp dp 
2 - = 0 a (3.60) 

dx dx 

und 

dp - 2 
dp a = 0 (3.61/W.?c) 
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3.3 Ableitung der Differentlaigleichung nach dA und dM bzw. dz 

Zur Herleitung der Differentialgleichung von Whitham (1958) sollen zuerst die 

gasdynamischen Beziehungen i.iber dem Stoß hergeleitet werden. 

Ausgangspunkt für das Druckverhältnis i.iber dem Stoß ist die allgemein gültige 

Beziehung Gl.(2.32), die in der Nomenklatur nach Whitham (1958) lautet: 

p 
= 1 + 

Po 

Durch Umformen aus GI.( 3 .62) 

p = p 0 [1 + ~ ( M 2 
- 1) J 

r + 1 

[ 
2r r + 1 - 2 r J 

p =Po -- M2 + 

y+1 y+1 

(3.62) 

(3.63) 

(3.64) 

Mit dem idealen Gasgesetz für den Strömungszustand vor dem Stoß 

Po 
- = R T0 

(3.65) 
Po 

und der Schallgeschwindigkeit a0 für den Strömungszustand vor dem Stoß 

a: = y R T 0 
(3.66) 

folgt direkt 

p = [ 
2-y 

r + 1 

r - 1 J M2 ---
y + 1 

(3.67) 

( 3 .68/W .8a) 

Aus einer Umformung des Dichteverhältnises, Gl.(2.31), über dem Stoß 

= (3.69) 
Po 

p 

resultiert durch Umformen 
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Po 2 2 
= 1 - + (3.70) 

p (y + 1) (y + 1) M2 

p (y + 1) M2 
= (3.71) 

Po (y + 1) M2 - 2 M2 + 2 

p (y + 1) M2 
= (3.72) 

Po (y - 1) M2 + 2 

(y + 1) M2 
p = Po (3.73/WSb) 

(y - 1) M2 + 2 

Für die Geschwindigkeit ergibt sich aus der Beziehung (2.30) durch Transfor

mation des Koordinatensystems nach Kapitel (2.2.3.) der Zusammenhang: 

u - u Po 2 
=- = 1 - (3.74) 

u p (y + 1) 

::) u [ 1 -
2 

[1 - ~2 J J = u - u 
(y + 1) 

(3.75) 

2 u 
[1 - ~2 J = 

(y + 1) 
::) u (3.76) 

2 u [M- ~ J = 
(y + 1) M M 

::) u (3. 77) 

und mit Hilfe der Stoßmachzahl 

(3.78) 

resultiert die Beziehung 

( 3.79) 

Zur Ableitung der Differentialgleichung nach dA und dM soll zuerst die Dif

ferenz dp 
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4 M dM 
dp = Po a2 (3.80) 0 

y + 1 

und du 

2 ao 
[dM + d~ J du = (3 .81) 

y + 1 M 

2 a0 dM 
[1 + ~J du = (3.82) 

y + 1 

und weiterhin die Terme (u + a) aus Gl.(3.79) 

2 
[M - _1 J u + a = a + a0 

y + 1 M 
(3.83) 

2 ao (M2 - 1) 
u + a = a + (3.84) 

( y + 1) M 

a M (y + 1) + 2 ao (M 2 
- 1 l 

u + a = (3.85) 
(y + 1) M 

a M (y + 1) + 2 ao (M + 1) (M - 1l 
u + a = (3.86) 

(y + 1) M 

und (a u) 

•") 

[M- ~ J ~ 

a u = a a0 
(y + 1) 

(3.87) 

2 a a 0 
(M2 - 1) 

a u = U.88l 
(y + 1) M 

hergeleitet werden. Erweitert man die Differentialgleichung 

2 dA p a u 
dp + p a du + = 0 (3.50) 

u + a A 

mit dem Term (u + a), so folgt: 

u + a (u + a) P a dA 
dp + du +- = 0 

p a2 u p a2 u A 
(3.89) 
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u + a (u + a) dA 
dp + du +- = 0 (3.90) 

2 A p a u a u 

(u + a) [er - 1) M 2 
+ 2 J 4 M dM (u + a) (y + 1) M 

2 
:::> Po ao T-

2 a 2 (M2 - 1) M (y + 1) 'I ( M2 - 1) ao Po '- a a 0 

2 3 0 dM [1 ~2 J 
dA 

+ +- = 0 (3.91) 
(y + 1) A 

2M dM 1) M< + 2) ao ( 1 dA 
[ (u + a) 

[ ( ( y -
+ 

+ (11M
2
))]] 

+ -= 
(M2 - 1) a< M (y + 1) 2 a 

(3.92) 

folgt schließlich die Differentialgleichung nach dA und dM 

2 M dM 
-- + 

(M2 - 1) K(M) 

mit einer Größe K- 1 (M) 

dA 
= 0 

A 
(3.93) 

+ (1 + (1/M
2
)) ]] 

2 a 

(3.94) 

Durch Umformung der Berechnungsvaraiblen der GI.( 3 .94) folgt: 

A 
0 

(u + a) 
K- 1 (M) = ----

a2 M (y + 1) 
[ a

0 
( ( y - 1) M2 + 2 ) + a ( M2 

+ 1) ( y + 1) J 
2 M 

(3.95) 

Für weitere Umformungen müssen zuerst folgende Herleitungen erfolgen, wo

bei mit Geschwindigkeit, Gl.(3.79) 

u = (3.96) 
(y + 1) M 

für die Addition (u + a) resultiert 

u + a = + a (3.97) 
(y + 1) M 
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2 a0 (M 2 + 1) + a M ( y + 1) 

(y + 1) M 

Es soll weiterhin der Term 

mit 

und 

u = ---
(y + 1) M 

gelten, so daß folgt: 

oder 

~2 = t-a-o_M_-_(_y_-_1_) __ M __ J 
a 

= 

--- ~2 
(y + 1> - 2 (M2 

- 1) J 
( y + 1) 

a (y + 1) M 
[< y - 1) M

2 
+ 2 J 

(3.98) 

(3.100) 

(3.78) 

(3.79) 

(3.100) 

(3.101) 

(3.102) 

(3.103) 

(3.104) 

(3.105) 
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bzw. 

ao ~ 
=------ (3.106) 

a ( y + 1) M M 2 
( y - 1) + 2 

Weiterhin kann für schwache Stöße eine annähernd konstante Entropie ange

nommen werden. so daß mit der Schallgeschwindigkeit 

2 = y R T a (3.107) 

und dem idealen Gasgesetz 

p 
= R T (3.108) 

p 

zuerst die Beziehung 

(3.109) 

folgt, und durch Einsetzen der GI.(3.68/W.8a) und (3.73/W.8b) sich schließ-

lieh ergibt: 

a! [ 
2 y - 1 

1) J Po M2 -
y + 1 y (y + 

a2 = y 
(y + 1) M2 

(3.110) 

Po 
M2 + (y - 1) 2 

2 y - 1 
M2 

2 y + y (y + 1) a 
= y 

2 (y + 1) M2 ao 
( 3.111) 

( y - 1) M2 + 2 

2 
2 M2 y - (y - 1) (y - 1) M2 

+ 2 a 
= y 

2 (y + 1) y (y + 1) M2 ao 
(3.112) 

2 [2 M2 
(y - 1) J [<r 1) M2 

+ 2] a y -
= (3.113) 

2 
ao (y + 1)2 M2 
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= 
a: [ 2 M2 r - ( r - 1 l J [( r - 1 l M2 

+ 2 J 

Durch Erweiterung 

ergibt sich durch Umformung schließlich der Ausdruck: 

[( r - n M2 
+ 2 J 

[ 2 M2 r - ( r - 1 > ] 
= 

a: [( r - 1) M2 
+ 2 J 

a2 (y+1)2M2 
= tL2 

(3.114) 

(3.115) 

(3.116) 

Nach diesen Herleitungen resultiert für den Term K- 1 (M) aus Gl.(3.95) unter 

der Berücksichtigung der Gl.(3.86): 

= 

2 a 0 (M 2
- 1) + a M (y + 1) 

(y + 1) M 

a (y + 1) M 

mit GI. (3.105) 

= 
2 a 0 ( M 2 

- 1) + a M ( y + 1) 

a (y + 1) M 

ao [(r -1) M 2 + 2] + (a/(2M)) (M 2 +1) (y+1) 

a2 M ( r + 1) 

(3.117) 

a M (y + 1) 

(3.118) 

(3.119) 

[ 
2 a 0 ( M

2 
-1) J 1 

= - ( 2 tL + 1 + M- 2
) (3.120) 

a (y + 1) 2 

mit Gl.(3.106) 

= [ 2 tL ( M
2 

- 1) 

M2 
( r - 1> + 2 

(3.121) 
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mit Gl.<3.116) 

( y - 1) M2 + 2 
= 

2 y M2 
- ( y - 1) 

schließlich für 

[ 
2 tl ( M

2 
- 1) J 

= -~~-2-------- + 1 
~"" ( 2 y M 2 

- ( y - 1)) 2 

Erweitert mit ( y + 1) 

2 (y + 1) 

( y + 1> 

2 

( y + 1> 

(M2 - 1) J 
tl ( 2 y M2 

- ( y - 1 )) 

y M
2 

- y + M
2 

- 1 J 
tl ( 2 y M 2 

- ( y - 1)) 

und nach nochmaliger Erweiterung 

2 

2 

2 

( y + 1> 

2 y M2 
- y M2 

- y + 1 - 2 

tl ( 2 y M2 
- ( y - 1)) 

2 

( y + 1) 

[ 2 y M
2 

- ( y - 1)] - [( y - 1 l M
2 

+ 2] J 
tL ( 2 y M2 

( y - 1)) 

(y - 1) M2 
+ 2 

2 

(y + 1) 

1---------
[2 y M2 

- (y - 1l] J 
tl 2 

(3.116) 

(3.122) 

(3.123) 

(3.124) 

(3.125) 

2 

(3.126) 

2 

(3.127) 

(3.128) 
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2 

( y + 1> 2 

(3.129) 

resultiert letztendlich der Whitham'sche Term GI. ( 3 .130/W .9a+b) 

K {M) = 2 [ ( 1 + 
2 

( y + 1) 
(3.130/W.9al 

mit (3.131/W.9bl 
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4. Erarbeitung der Zwischenschritte sowie der mathematischen und physika

lischen Voraussetzungen der Ableitungen von Lighthili (1948) und Chester 
(1953) 

Vor der Überprüfung der Ableitung von Chester (1954) in Kapitel 5 sollen zu

erst hier in Kapitel 4 die mathematischen und physikalischen Voraussetzungen 

der Ableitungen von Lighthili (1946) und Chester (1953) geschaffen werden. 

4.1. Einseitige Begrenzung eines Instationären, senkrechten Verdichtungs

stoßes durch eine abknickende Wand (Lighthlll, 1948) 

Lighthili (1946) betrachtet in seiner Arbeit die Ausbreitung einer ebenen Stoß

front in ruhender Luft, wobei der Stoß einseitig von einer ebenen Wand be

grenzt wird. Diese ebene Wand besitzt an einer bestimmten Stelle eine konvexe 

Kante, wie dies Abb.(4.1) zeigt. 

Abb. 4.1: 

y 

Elementarwelle Ston 

X 

Darstellung der Randbedingungen der Stri:Jmungsverh/Jitnlsse be

zllgllch des theoretischen Ansatzes von Lighthili (1948) 

Der Wert des Winkels dieser konvexen Abknickung beträgt 7t -S. Beim Erreichen 

der Kante wird der Stoß gebrochen, so daß er sich ab jener Stelle nicht mehr 

eben ausbreitet. ln der Nähe der Wand ist der Stoß dann schwächer als im 

übrigen Bereich. 

Bei der mathematischen Herleitung der physikalischen Verhältnisse des Stoßes 

vernachlässigt Lighthili (1948) die viskosen Kräfte und Wärmeleitung, da bei 

der Ausbreitung des Stoßes aufgrund seiner hohen Geschwindigkeit zu wenig 

Zeit bleibt, in der sich diese genannten Effekte ausbilden könnten. 
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Zur Beschreibung der Strömungsverhältnisse stutzt sich Lighthili (1948) auf 

die konstanten Größen: mittlere Stoßgeschwindigkeit U, Druck p0 und Dichte 

Po der ruhenden Luft vor dem Stoß und den Winkel S. Dabei sind die genannten 

Größen abhängig von den Raumkoordinaten X und Y und der Zeit t, die hier in 

der Kombination von X/t und Y /t auftreten sollen. Weiterhin sollen nur kleine 

Variationen des Winkels Sund der Geschwindigkeit und des Druckes hinter dem 

Stoß nach der Abknickung auftreten. Lighthili (1948) weist weiterhin darauf hin, 

daß auch negativeWinkelSmit seiner Theorie betrachtet werden können. Damit 

können auch die Strömungsverhältnisse eines Stoßes nach der Brechung an 

einer konkaven Abknickungen der ebenen Wand mit dieser Theorie bestimmt 

werden. 

4.1.1. Mathematischer Ansatz 

Zur Darstellung des mathematischen Ansatzes führt Lighthili (1948) zuerst 

die strömungsmechanischen Größen hinter der Stoßfront ein, bevor diese die 

Abknickung erreicht. Es handelt sich dabei um die Geschwindigkeit q10 den 

Druck p, und um die Dichte p,. Danach werden die Bilanzgleichungen zur Er

haltung der Masse. der Energie und des Impulses über den ungebeugten Stoß 

hergeleitet. 

Dazu soll zuerst der Massenerhaltungssatz hergeleitet werden. Für eine kon

stante Fläche 

erhält man aus der Kontinuitätsgleichung mit dem relativen Koordinatensystem 

eines instationären. senkrechten Verdichtungsstoßes 

Po U A0 = p, (U - q,) A, ( 4.1) 

aufgrund der Gleichheit der Flächen sofort den Zusammenhang 

p, (U - q,) = Po U (4.2/L.1a) 

Wird analog zu dem Koordinatensystem in Kapitel (2.2.3.) die Impulsbilanz 

formuliert, so erhält man mit 

(4.3) 
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unter der Berücksichtigung von A=A 0 =A, nach algebraischer Umformung schließ

lich den Zusammenhang 

Po U q, = p, - Po 

Für die Energiebilanz erhält man mit 

2 

(U - q,)2 
= h, +-----

2 

und der Definition der Entropie 

y 
ho = cP T0 = R T0 

y - 1 

y 
h, = cp T, = R T, 

y - 1 

aus der Gl.(4.5) entweder die Beziehung 

u2 (U - q,)2 

cP T0 +- = cp T, + 
2 2 

oder den Zusammenhang 

(4.4/L.1b) 

(4.5) 

(4.6a) 

(4.6b) 

(4.7) 

R T0 + = R T, + (4.8) 
y-1 2 y-1 2 

Mit Hilfe des idealen Gasgesetzes folgt für den Strömungszustand vor dem 

Stoß die Beziehung 

Po 
(4.9a) 

Po 

und nach dem Stoß die Beziehung 

p, 
(4.9b) 

p, 

die zusammen mit GI. (4 .8) den Zusammenhang 
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Y Po 
+- = - + (4.9) 

y - Po 2 y - 1 p, 2 

ergeben. Für ein adiabat perfektes Gas wie Luft gilt für den lsentropenexpo

nenten 

y = 1,4 (4.10) 

bzw. auch 

y 7 
= (4.11a) 

y - 1 2 

oder 

5 
= (4.11b) 

y - 1 2 

Mit Gl.(4.10) und Gl.(4.11a) folgt aus GU4.9) der Zusammenhang 

und 

7 Po u2 7 p, (U - q,)2 
--+-=--+ 
2 Po 2 2 p, 2 

durch algebraische Umformung 

u2 

2 

LI q, -

u2 -

2 q, 

2 
= 

2 q, 

2 2 

2 u 2 q, + q, 7 
= 

2 2 

7 p, 7 Po 
---
2 p, 2 Po 

7 p, 7 Po 
+ ---

(4.12) 

schließlich: 

7 Po p, 
--- (4.13) 

p, 2 Po 

(4.14) 

( 4 .15) 

Durch Einsetzen der GI.(4.2/L.1a) und GI.(4.4/L.1b) ließ sich keine Überein

stimmung mit Lighthili (1948) und seiner Beziehung 

2 

[ 
1 q, 

Po U --
2 2 

5 p, 
+ ---

2 p, 
~~ J = p, q, 
2 Po 

(4.16/L.1c) 
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erzielen. Die GI.(4.16/L.1c) geht im weiteren Verlauf der Herleitung des An

satzes von Lighthili ( 1948) allerdings nicht mehr weiter ein. 

Trotzdem sollte noch einmal hervorgehoben werden, daß hier eine Unstimmig
kelt ln der Arbeit von Lighthili (1948) auftritt. 

Als nächstes sollen nun die Beziehungen der Nachlaufgeschwindigkeit q,, des 

Druckes p, und der Dichte p, in Abhängigkeit der Stoßgeschwindigkeit U und 

der Schallgeschwindigkeit vor dem Stoß a0 hergeleitet werden. Mit der Beziehung 

(2.36) 

folgt mit Hilfe der Machzahl der Zusammenhang für die Nachlaufgeschwindig

keit von dem Brechen an der Kante 

2 U [ a~ J q, = -- 1 --
y + 1 U2 

(4 .17) 

Mit Gl.(4.10) erhält man zuerst 

(4.18) 

und dann schließlich die Beziehung für die Nachlaufgeschwindigkeit des Stoßes 

(4.19/L.2a) 

Formt man die Gleichung 

Po U q, = p, - Po (4.4/L.1b) 

um, so erhält man zuerst 

p, = Po U q, + Po (4.20) 

und mit GI.(4.19/L.2a) folgt dann die Beziehung 

5 
p, = -Po + Po (4.21) 

6 



bzw. 

5 
p, = -Po [ Uz - a~J + Po 

6 
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(4.22) 

Unter Zuhilfenahme der Schallgeschwindigkeit und des idealen Gasgesetzes 

ergibt sich für Luft die Beziehung 

7 Po 

5 Po 

bzw. nach einer Umformung der Zusammenhang 

5 
2 

Po = - ao Po 
7 

der in die Gl.(4.22) eingesetzt wird, so daß man die Beziehung 

5 5 5 
__ u2 _ 2 + 2 

p, - Po - Po ao - ao Po 
6 6 7 

und schließlich die Beziehung für den Druck hinter dem Stoß 

erhält. 

5 
p, = -Po 

6 

1 
[u2 

-- a!] 
7 

Mit Hilfe der bekannten Beziehung 

bzw. deren algebraische Umformung 

u 
P, =Po---

u - q, 

ergibt sich mit GI.(4.19/L.2a) der Zusammenhang 

u 
p, = Po 

(4.23) 

(4.24) 

(4.25) 

(4.26/L.2b) 

(4.2/L.1a) 

(4.27) 

(4.28) 
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aus dem durch einfache algebraische Umformungen schließlich für die Dichte 

hinter dem Verdichtungsstoß folgt: 

P, = Po --------
2 

ao 5 5 
1 - +-

p, = Po 
5 a2 

0 
- + 
6 6 u2 

p, = 6 Po 2 
ao 

+ 5 
u2 

(4.29) 

(4.30) 

(4.31/L.2c) 

Mit der Schallgeschwindigkeitsbeziehung der Gl.(4.23) und der Machzahl 

M,=q,/a, resultiert für die Machzahl der einheitlichen Strömung hinter dem 

Stoß zuerst die Beziehung 

(4.32) 

bzw. deren algebraische Umformung 

(4.33) 

Durch Einsetzen der GI.(4.31/L.2c) und mit dem Quotienten U/a 0 erhalt man 

einen Zusammenhang zwischen der Machzahl der Strömung vor dem Stoß und 

der Machzahl der Strömung nach dem Stoß: 

(4.34) 
[~~Po [u2 

- (1/7) a:] [1 + (5 a:)/U~] J 
5 6 6p 0 

Durch einfache algebraische Umformung folgt aus Gl.(4.34): 
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M, 
5 U [1 - M-

2
] 

(4.35) = 

[7 (U2 a:) ( 1 + 5 M-2) Jt/2 
7 

5 (M2 - 1) 
M, = (4.36/L.3) 

[(7 M2 - 1) (M2 + 5)]1/2 

Für M>2.068 herrscht im Nachlaufgebiet des Stoßes vor dem Erreichen der 

Abk nickkante Überschall (M 1> 1) und für M< 2,068 liegt dort Unterschall (M 1 < 1) 

vor. Lighthili nennt diese Strömungszustände im weiteren Verlauf seiner Theorie 

von nun an immer den "supersonic case" und den "subsonic case". 

Als nächstes sollen nun die formalen Grundgleichungen für die strömungs

mechanischen Größen nach der Beugung des Stoßes aufgelistet werden. Die 

Nomenklatur der strömungsmechanischen Größen für das Gebiet hinter dem 

Stoß nach seiner Beugung an der Kante lauten für die Nachlaufgeschwindigkeit, 

den Druck. die Dichte und die Entropie dann q2 , p2 • p2 und s 2 • Der Ursprung 

des Koordinatensystems (X,Y) wird in die Ecke der Kante gelegt, wobei die 

X-Achse entlang des ursprungliehen Wandverlaufs (1) verläuft. 

Ausgangspunkt für die formalen Zusammenhänge der strömungsmechanischen 

Größen sind die bekannten Erhaltungssätze in substanzieller Form. Es ist dies 

einerseits der Massenerhaltungssatz 

(4.37 /L.4a) 

weiterhin der Impulssatz 

(4.38/L.4b) 

und sofern kein Wärmeaustausch zwischen den Fluidelementen aufgrund von 

Wärmeleitung oder Wärmestrahlung auftritt gilt für die Entropie: 

= 0 (4.39) 
Dt 



- 40 -

Unter der Annahme, daß q2 , p 2 und p2 nur geringfugig von den Werten ( q,.O), 

p, und p, variieren, können die Bewegungsgleichungen in folgender Form approxi

miert werden. Dann gilt für den Massenerhaltungssatz der Zusammenhang 

eH ox 

für den Impulssatz 

+ q, 
ot OX 

+ p, div q2 = 0 

+- \/p2 = 0 
p, 

und fur die Entropiebilanz 

+ q, = 0 
eH oX 

Mit Hilfe der Definition der Schallgeschwindigkeit 

(4.40/L.Sa) 

(4.41/L.Sb) 

(4.42/L.Sc) 

(4 .43) 

lassen sich nun die Dichte- und Entropieänderungen durch die Druckvariationen 

nach folgendem Schema ersetzen: 

[ ~ J [ ~ + q, ~ J = ~ [ ~ + q, ~ J 
op, ot oX a, ot oX 

(4.44/L.6) 

Mit den Transformationsgrößen 

X - q, t 
----=X (4.45/L.?a) 

a, t 

y 
= y (4.46/L.?b) 

a, t 
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- = [1 + U, V J (4.47 /L.7c) 

und 

---= p (4.48/L.?d) 
a, q, p, 

und der Tatsache, daß u, v und w nur von X und Y abhängen folgt aus den 

Bilanzgleichngen (4.40/L.Sa), (4.41/L.Sb) und (4.42/L.Sc) die Zusammenhänge: 

c)p c)p c)u ov 
X + y -= -+ (4.49/L.8a) 

c)x ay ox ay 

c)u ou ap 
X + y -= (4.50/L.8b) 

c)x c)y ox 

ov ov ap 
X + y -= (4.51/L.8c) 

ox ay ay 

Lighthili (1948) weist darauf hin, daß der Ursprung der Koordinatensystems 

auf einer Linie entlang des ursprünglichen, nicht abgeknickten Wand liegt und 

derjenige Teil des Stoßes, der nach der Beugung noch immer gerade ist. sich 

entlang einer Linie 

u - q, 
X=--- k < 1 (4.52/L.9) 

a, 

befindet. Die Strömungsverhältnisse auf einem Punkt unmittelbar hinter dem 

Stoß hängen nach Lighthili (1948) von der Normalkomponente der Stoßgeschwin

digkeit U ab, gegeben durch die rechten Seiten der GI.(4.19/L.2a), (4.26/L.2b) 

und (4.31/L.2c), sofern die Geschwindigkeit U durch die Normalkomponente 

ersetzt wird. Zur Verdeutlichung der verschiedenen Größen wird auf die 

Abb(4.2) verwiesen. Hier wird die Stoßnormale h sowohl für Unterschallströ

mungen als auch bei Überschallströmungen sichtbar. Weiterhin ist der Vektor 

th sichtbar, der orthogonal zu h steht und entlang der Linie Beugungsecke-Tan-
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gente des Stoßes verläuft. Für die Randbedingung soll damit nach Lighthili 

(1948) gelten: 

5 
[1 - ::J q2 = -h 

6 
{4.53/L.10a) 

5 1 
P2 =-Po [h 2 

- - a/] 
6 7 

(4.54/L.10b) 

Durch Einführung eines neuen Koordinatensystems x=k + /(y), wobei j(y) eine 

Funktion mit kleinen Werten analog zum Abknickwinkel S ist, folgt für einen 

nahezu geraden Stoß direkt: 

th -::: [x - Y dX/dY, - X dX/dY] ( 4.55/L.11l 

Mit X=a,tx+q,t=Ut+a,t/(y) und Y=a,ty ergibt sich durch Einsetzen in GI.(4.55/L.11) 

sofort der Zusammenhang: 

h = [u + a,/(y) - a, y j'{y), -Uj'{y) J (4.56/L.12) 

Ziel von Lighthili (1948) ist es nun nach Angabe der Randbedingungen für die 

Geschwindigkeiten 

u = a,[!<yl-y/'(y) J ~ log [ ~ U [1 - a~ J] 
dU 6 U2 

(4.5 7) 

u = 
a M 2 

+ 
~[/{y)-yj'{y)J --
u M 2 

-

{4.58/L.13a) 

und 

V = - j' (y) {4.59/L.13b) 

und den Druck 
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p, 
[/(y)-yj'(y) J 

d 
[u2 - a~J p = a, -log 

a, q, p, dU 7 
(4.60) 

p, '"') u 
[/(y)-yj'(y)J 

'-
p = (4.61/L.13c) 

q1 p, u2 - 2 -a 
7 0 

in Abhängigkeit der Störfunktion /(y) für die Gleichungen 

u = A p (4.62/L.14a) 

y dv/oy = B op/oy (4.63/L.14b) 

mit 

1 
a1 q, p1 [M

2 
- -] [ M

2 
+ 1] 

7 
A = 

2 p1 M2 
[ M2 

- 1] 
(4.64) 

M2 + 1 [ 7 M
2 

- 1 J/2 
B = 

2 M2 M2 
+ 5 

(4.65/L.15a) 

und 

1 u2 - - a2 
0 

p, q, 7 
B =-- (4.66) 

p, 2 u 

B 
3 [M 2 

- 1] 
= (4.67 /L.15b) 

M2 + 5 

an der Stelle x=k eine Lösung zu finden, daß die Differentialgleichungen 

(4.49/L.Ba), (4.46/L.8b) und (4.47 /L.8c) erfüllt sind. Dazu müssen die Dif

ferentialgleichungen 4.49/L.Ba), (4.46/L.Bb) und (4.47 /L.8c) für die Rand-

(bedingungen y=O, v=-s für x>-M, und v=O für x<-M1 gelöst werden. so daß die 

GI.(4.63/L.14a) bis (4.67 /L.15b) für x=k gelten und an der Grenze zwischen 

der ungestörten und der gestörten Strömung die Bedingung u = v = p = 0 gilt. 
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y y 

y x=k y 
x=k 

B' 

.-t• D" (" E• A" C• 
(-1,0HXo.0} (1.0} (x.,.0)(-1,0} ( 1, 0} 

a) Unterschall b) Oberschall 

Abb. 4.2: Transformationsebenen von Lighthili (1948) fUr eine Unterschall 

und eine Oberschallströmung 

R' 

x, 
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4.1.2. Ellmlnlerung von u und v 

Die Differentialgleichungen (4.49/L.8a), (4.50/L.8b) und (4.51/L.8c) wurden 

bereits von Busemann (1943) untersucht. ln seiner Arbeit beschäftigt sich 

Busemann (1943) mit einer stationären Überschallströmung, deren strömungs

mechanische Größen nur kleine Abweichungen vom jeweiligen Mittelwert be

sitzen, so daß die Entropieänderungen vernachlässigt werden können. Weiter

hin sind die Geschwindigkeiten konstant entlang der Geraden, die den Ursprung 

schneiden. Lighthili (1948) bezeichnet dies als "Konus-Problematik". 

Da die Geschwindigkeitskomponenten u und v in der x bzw. y-Richtung ortho

gonal zur mittleren Strömungsrichtung stehen, wobei die Größenordnung von 

x, y und dem Druck p wesentlich größer als die der Geschwindigkeitskompo

nenten u und v ist, sind die Gleichungen (4.49/L.8a), (4.50/L.8b) und (4.51/ 

L.8c) mit der Bedingung der Drehungsfreiheit 

ov ou 
= (4.68) 

ax ay 

hinreichend zur Lösung der Problemstellung. 

Durch Einsetzen der bekannten Differentialgleichungen 

c)u ou op 
X-+ y-= (4.50/L.Bb) 

ox ay ox 

ov ov ap 
X-+ y -= (4.51/L.8c) 

ox c)y ay 

in die GI.(4.49/L.8a) und unter Annahme der Drehungsfreiheit 

OV ou 
= (4.68) 

ax ay 

erhält man für das Nablaquadrat des Druckes sofort: 

a2p a2p o2
U ou 02

V ov o2
U o2

V 

V'2p = +--=X +-+ y-+-+ X--+ y-
ox 2 oy2 ox 2 c)x c)x2 c)y o/ a/ 

(4.69) 
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Um den Beweis der Gültigkeit von 

[ o o J [ op op] \7 2p = X - + y - + 1 X - + Y -
ox oy ox oy 

(4.70/L.16) 

antreten zu können, wird die bekannte Differentialgleichung 

c)p c)p au (Jv 
x-+y-=-+- (4.49/L.8a) 

ox oy c)x (Jy 

dazu benutzt, um durch Tausch des zweiten Klammerausdruckes dann den 

Zusammenhang 

( 4. 71) 

zu erhalten. Durch weitere algebraische Umformungen erhält man dann: 

o2u c)2v a2u 2/v ou av 
V'2p = X-- + X + y + y -- +-+- (4.72) 

ox 2 OX ay ax oy ol ox oy 

ov c)u 
c)- ()-

o2
U OX ay 02

V ou c)v 
V'2p = X-- +x-- + y--+ y- +-+- (4. 73) 

ox 2 
ay c)x oy2 OX ay 

Mit einem Wechsel analog zu 

c)v ou 
= (4.68) 

c)x oy 

erhält man aus Gl.(4.73) die Beziehung 

</u c)2u c)2v c)2v c)u ov 
\72p = X + X -- + y- + y- +-+-

ox 2 ol c) x2 c) y2 c)x ay 
(4.74) 

und durch Umsortierung schließlich die Gleichung 

c)2u c)u c)2v OV 02
U c)2v 

\72p = X-- +-+ y- +-+X + y --
ox 2 ox c)x2 ay ol ol 

(4.69) 



- 47 -

Damit ist die Beziehung 

c)p] 
+ y-

c)y 
(4.75/L.16) 

bewiesen. Nach Busemann (1943) ist für x2 +/>1 die Differentialgleichung 

(4.66/L.16) eine hyperbolische Ogl. und für x2 +y 2 <1 eine elliptische Dgl .. Oie 

Charakteristiken liegen somit alle auf der Tangente des Kreises x 2 +/=1. Auf 

einem Teilbereich des Kreises kann nun nach Lighthili eine konstante Lösung 

für die Randbedingungen gefunden werden. Demnach scheint es nach Lighthili 

(1948) sinnvoll anzunehmen, daß die Region der gestörten Strömung hinter 

dem Stoß der kleinste Anteil in der Lösung innerhalb des Halbkreises ist 

(siehe Abb.(4.2)). Dabei liegt die Abknickkante für Unterschallströmungen 

innerhalb des Halbkreises und für Überschallströmungen außerhalb des Halb

kreises. Oie Lösungsgebiete der Differentialgleichungen sind in Abb.(4.2) als 

schraffierte Flächen dargestellt. Die Abb.(4.3) und (4.4) zeigen darüber hinaus 

sehr deutlich das Brechen des Stoßes an der Kante mit der Entwicklung der 

gestörten Nachlaufströmung sowohl für eine Unterschallströmung. als auch für 

eine Überschallströmung. 

Abb. 4.3: 

y y 
x=k 

u 

Xx 

q,-t 

Brechung einer Unterschallna.chiaufstrlJmung an einer konvexen 
Kante mit einer Ausbreitung der Schallwellen 
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y y 

X=k 

u 

Xx 

Abb. 4.4: Brechung einer UberschallnachlaufstriJmung an einer konvexen 

Kante mit der Ausbreitung der Schallwellen 

Während die Grenzwerte der Lösung der Differentialgleichung (4.66/L.16) auf 

dem Kreis für eine Überschallströmung nicht kontinuierlich ist, läßt sich hin

gegen für eine Unterschallströmung eine konstante Strömung entwickeln. Mit 

der Differentialgleichung 

ap ov OV 
= X + y (4.51/L.ßc) 

oy c)x ay 

und wenn an der Abknickkante 

X = -M1 (4.76) 

für y = 0 ist (siehe Abb.(4.5), 

y 

---c X 

Abb. 4.5: Randbedingung 
-/j 
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dann erhält man aus G1.(4.51/L.8cl den Zusammenhang 

_c)p c)y 

cly clx 

und nach einer Aufintegrierung schließlich: 

lim s-M 1 +c 

y~o -M 1-c 

c)p 

c)y 
d X :: 

(4.77) 

-M, (-S) = M, S 

(4.78/L.18l 

Dabei steigt von der Ecke (k,O) der Wert v=-S an. Aus der Gleichung 

c)y c)p 
y-= B- (4.63/L.14bl 

oy oy 

erhält man mit deren Integral 

f av J B op 
- oy = -- oy 
oy y ay 

(4.79) 

in den Grenzen von -r bis 0 schließlich S: 

Jo dv = J !!_ op = s 
-r y 

(4.80/L.20l 

Wird die Differentialgleichung 

op op ou dv 
X-+ y :: -+ (4.49/L.8al 

ox dy c)x oy 

an dem Punkt x = k angesetzt, so erhält man mit 

u = A p (4.62/L.14a) 

bzw. mit dessen Differential 

du op 
A-

ox ox 
(4.81) 
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und mit 

c)v c)p 
y -= B- (4.63/14b) 

oy oy 

durch Einsetzen schließlich den Zusammenhang: 

clp clp c)p 8 c)p 
k-+y-=A-+ (4.82) 

c)x c)y c)x y oy 

Multipliziert man die Gl.(4.78) mit k, so folgt der Ausdruck 

k [ k c)p + y dp J = k A c)p 
c)x c)y c)x 

k 8 c)p 
+ -- (4.83) 

y c)y 

Aus der Differentialgleichung 

c)u clu c)p 
X-+ y -= (4.50/L.8b) 

ox oy ox 

erhält man an der Stelle x=k mit U=Ap durch Einsetzen sofort den Zusammen

hang 

c)p c)p c)p 
k A- + y A- = (4.84) 

c)x c)y c)x 

der nach einer Umformung in 

dp c)p c)p 
k A- = - y A- (4.85) 

c)x c)x dy 

schließlich in Gl.(4.79) eingesetzt wird, so daß der Ausdruck 

k [k 
0 

p + y 
0 

p J = 
0 

p - y A 
0 

p 
c)x c)y c)x oy 

k 8 op 
+-- -- (4.86/L.19) 

y c)y 

resultiert. Damit ist Problemstellung nur noch von dem Druck p abhängig und 

die Geschwindigkeiten u und v lassen sich über die Differentialgleichungen 

(4.50/L.8b) und (4.51/L.8c) ermitteln. 
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4.1.3. Busemanns Transformation 

Als nächstes soll nun die Transformation von Busemann (1943) dargestellt 

werden. Mit den Polarkoordinaten 

x = r cos(E)) (4.87) 

und 

y = r sin(E)) (4.88) 

ergibt sich nach der Transformation aus dem Druckgradienten zweiter Ordnung 

der Gl.(4. 75 I L.16) der Zusammenhang: 

1 op o2 p 
+-..____+ --- (4.89) 

r or r 2 o82 

Dabei gilt für das Differential des Druckes nach x in Polarkoordinaten der Aus

druck 

op ap op sin(8) 
= cos{E)) - (4.90) 

c)x or ae r 

und multipliziert mit x bzw. r cos(9), analog zu Gl.(4.83), folgt dann der Zu

sammenhang 

Clp op ()p sin(9) 
x = - cos(E)) r cos(8) - r cos(9) (4.91) 

ox or ae r 

Nach dem gleichen Verfahren erhält man für das Differential des Druckes in 

y-Richtung den Ausdruck 

op op op cos(E)) 
= sin (E)) + (4.92) 

oy or ae r 

und mit GU4.89) schließlich den Zusammenhang: 

op op op cos(E)) 
y = sin (E)) r sin (8) - r sin (9) (4.93) 

oy or ae r 

Addiert man die Ausdrücke der Gl.(4.91) und (4.93), so ergibt sich die Glei

chung 



- 52 -

c)p 
X + y (4.94) 

c'lx 

c) c) 

x-+y-=r- (4.95) 
clx oy or 

Mit Gl.(4.95) resultiert aus Gl.(4.89) und GI.(4.75/L.16l schließlich der Zu

sammenhang für den Gradienten des Druckes zweiter Ordnung: 

(4.96/L.21) . 

Über die andere Form des Druckgradienten zweiter Ordnung 

c)2p 1 c)p 
=--+--+- (4.89) 

c)r2 r c)r r 2 

soll nun der Quotient c)p/ ox/ c)p/ c)y in Abhängigkeit der Dichte p und des Druckes 

p hergeleitet werden. 

Mit dem bekannten Störansatz der Dichte 

p =------- (4.97a) 
r 

bzw. mit dessen algebraischer Umformung 

r = (4.97bJ 

erhält man an der Stelle x=k mit der Polarkoordinaten 

x = r cos(9) (4.87) 

bzw. deren Umformung 

r cos(9) = k 
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über (4.97b) zuerst den Ausdruck 

--- cos(8) = K (4.98) 
1 + p~ 

und nach ein er Umformung den Zusammenhang 

(4.99) 

Bildet man dann den Quotienten aus den Gleichungen 

op op op sin(8) 
-= -cos(8) (4.100a) 
OX or c)8 r 

op op op cos(8) 
-=- sin(8) (4.100b) 
oy or o8 r 

so folgt durch einfache algebraische und trigenametrische Umformungen: 

op c)p op sin(8) 
-cos(8) 

ox or o8 r 
= 

c)p c)p op cos(9) 
- sin(9) 

oy or c)9 r 

c)p c)p c)p 
- cot (9) 

c)x Or c)r r 
-= 
c)p c)p c)p cot (9) 

-+-
dy or oe r 

dp r c)p c)p 
-cot (8) 

c)x p c)r c)r r 
-=-
c)p r c)p op cot (8) 

-+-
c)y p c)r d8 r 

c)p 
-1 

c)p dp c)p 
r p --cot(8) ---

ox c)p dr p or 
-= (4.101/L.23) 
op 

-1 
c)p dp c)p 

r p -- + -- cot (8) 
oy op dr P op 
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X 
Abb. 4.6: Koordinatentransformat/on von (x.yJ auf (r.BJ 

Sind die Differenzen dn und ds jeweils Elemente normal und tangential zu dem 

Kreisbogen, analog zur Abb.(4.6), so ist 

clp c)p 
sin(90° - <Pl 

clp 
cos (90° = +- - <Pl (4.102) 

c)p os an 

bzw. 

clp op dp 
=- cos(<P) + sin(~) (4.103) 

op OS an 

Außerdem gilt nach Abb.(4.6} der Zusammenhang 

clp op op 
= cos -- +- sin ( <Pl (4.104) 

P op c) (- n} OS 

bzw. 

c)p op c)p 
= cos(<Pl +- sin(<P) (4.105) 

P op an c)s 

Bildet man den Quotienten aus den Gl.(4.103) und (4.105), so folgt zuerst 

c)p op ap 
cos(4>) +- sin(~) 

op c)s on 
--= (4.105) 

c)p c)p clp 
cos(4>) +- sin(<f?) 

P op on OS 



- 55 -

und nach einer trigenametrischen Umformung schließlich der Zusammenhang: 

c)p dp c)p 
cot(cl>) +-

clp cls cln 
= (4.106/L.24) 

c)p c)p clp 
- - cot(cl>) 

p c)p c)s an 

Weiterhin folgt aus dem Quotienten 

c)p _, clp dp c)p 
r p -- cot(cl>) ---

clx clp dr P o e 
= (4.101/L.23) 

c)p 
- t 

clp dp c)p 
r p -+-- cot(8) 

cly clr dp p cl8 

durch einfache trigenametrische und algebraische Umformungen: 

clp 

c)p _, dp e)p 
r p cot(8) - 1 

clx dr c)p 

P ae 
= (4.107) 

c)p 

clp 
-1 

dp c)p 
r p + cot(9) 

c)y dr c)p 

p c)E) 

c)p 

[r 
dp 

cot(cl>) - 1] e)p + [r 
dp J c)p -1 - cot(8) p-' - cot(9) + cot(cl>) -p 

clx dr cls dr cln 
= 

clp 
[r 

-1 
dp 

c 0 t ( 4> ) + c 0 t ( e ) J c) : + [r 
dp J clp ·1 cot(cl>) cot(9) -p p 

cly dr e) . .) dr c)n 

(4.108/L.25). 

Mit Radius 

2p 
r = (4.97b) 
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erhält man durch Differenzieren nch p den Ausdruck 

=----- (4.109) 

bzw. durch Kehrwertbildung auch den Zusammenhang 

= (4.110) 

Multipliziert mit r/p folgt 

r dp 
= (4.111) 

und durch algebraische Umformungen erhält man dann: 

r dp ( 1 + p2)2 

= (4.112) 
p dr ( 1 + p2) ( 1 - p2) 

r dp 1 + p 2 

= (4.113) 
p dr 2 - p 

Da an dem Stoß für x=k der Zusammenhang 

2 p cos(E>) = k (1 + p2
) (4.99) 

gilt, ergibt sich durch Einsetzen der Gl.(4.99) in Gl.(4.113) die Gleichung 

r dp 2 p cos(E>) p cos(E>) 
= = (4.114) 

p dr K - p k - p cos(E>) 

Mit einer weiteren algebraischen und trigenametrischen Umformung aus 

2p cos(E>) = k (1 + p2
) (4.97) 

(4.115) 

( 4.116) 

(4.117) 
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(4.118) 

erhält man durch das Einsetzen der Beziehung (4.118) in Gl.(4.114) die Gleichung 

dp 
-1 

r p 
p cos(<l>) 

= --- = ------
k - p cos(8) 

( 4.119) 
dr 2 - p 

und mit der Kreisbogenbeziehung 

(4.120) 

schließlich den Ausdruck: 

dp p cos(8) 
r p- 1 

- =------ cot(8} cot(<l>) (4.121) 
dr k - p cos(8) 

Wird der Ausdruck Gl.(4.121) entsprechend in die GI.(4.108/L.25) eingesetzt. 

so folgt direkt 

op 

op 

op 

ay 

dp 

cot(<l>) ~] 
ap 

dp 

( 4.122/L.26) 

und nach einer trigenametrischen Umformung 

c)p 

sin(8) cos(<l>) Cln 
= cos 2 (<l>) cot(8) - sin 2

(<1>) tan(8) + ---

ap 
c)p 

op 

oy 

cos(8) sin~(8) sin{<l>) Clp 

(4.123) 

Durch das Einfügen des Ausdruckes Gl.(4.120) resultiert: 

op 

dp 

c)p 

c)y 

sin 2 (8) cot(8) sin(<l>) cos(<l>) 
= - [1 - cos 2 (8) J tan(8) + 

1 - k 2 cos(8) sin(8) 

(4.124) 

ap 

an 
ap 

op 

c)p 
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ap c)p 

c)p k 2 cos~(9) -k 2 c)n 
= tan(9} + 

c)p - k~ + k 2 cos 2 (9) c)p 

c)y c)p 

(4.125) 

c)p clp 

c)p k 2 

I an 
= tan(9} + 1 - k 2 sin 2 (9) 

c)p - k2 - k2 c)p 

oy c)p 
(4.126) 

Mit Hilfe der Beziehung 

k [k op + Y ap J = op 
ox ay c)x 

- A y 
op op 

+ 8 k y- 1 (4.86/L.19) 
oy c)y 

ergibt sich durch Umformung der Ausdruck 

Clp 

ap y (A + k)- 8 K -1 y 
= (4.127) 

c)p 1 - k 2 

dy 

der nun in die Gl.(4.126) eingesetzt werden kann, so daß schließlich der Zu

sammenhang resultiert: 

y (A + k) - B k y-' 

1 - k ~ 
=---

Wenn am Stoß x = k ist, so ist 

y = k tan(9) 

tan(9) + ---

ap 

on 

c)p 

ap 

(4.128/L.27). 

(4.129) 
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und man erhält die Gleichung 

8 k 
k tan(9) (k + A) -----

k tan(9) 

c)p 

an 

op 

clp 

(4.130) 

in die nun noch der Ausdruck (4.97) einfließt. wodurch resultiert: 

ap 

an k A tan(9) - 8 cot(9) 

ap 

c)p 

Mit den 

dx 

d~ 

in 

= 

= 

Polarkoordinaten 

c)x c)x 
dr +- dE> 

or oe 

c)~ ox 
- dp +- de 
or ae 

transformierten Differentialen 

= cos c e l dr + r (- sin(9)) de 

= cos(9) dp + p (-sin(9)) d9 

(4.131/L.28) 

(4.132) 

(4.133) 

erhält man für die Randbedingung einer Unterschallströmung GU4.74/L.18) 

mit ~=pcos(9) und T)=pcos(9) in dem Abknickpunkt ~=-(1-(1-M 12 ) 1 / 2/M 1 bzw. 

T)=O die Beziehungen aus den Gl.(4.132) und (4.133) 

dx = cos(9) dr (4.134) 

d~ = cos(9) dp (4.135) 

bzw. 

dx dr 
= (4.136) 

d~ dp 

oder 

dr 
dx = d~ (4.137) 

dp 
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die eingesetzt in die Randbedingung für eine Unterschallströmung die Beziehung 

ergeben: 

s-M,+c clp J~,+c c)p cl1J dr J~,+c 
dx = I im -- d~ = I im 

-M,+c dy Y)--"'0 ~,-c 01] (Jy dp TJ--"'0 ~~- c 
11 ___, 0 

Zieht man noch die Beziehung 

r p-' dp I 
dr r=M 1 

= 

heran, so erhält man für den Unterschall den Zusammenhang 

~ dp] -1 - r p 
dr r=M 1 

4.1.4. Lösung der Potentlaigleichung 

p clp dr 
--- d~ = 
r cln dp 

(4.i.3.SJ 

(4.139) 

(4.140/L.30) 

Nachdem nun laut Lighthili (1948) der Druck p als harmonische Funktion ge

geben ist und diverse Randbedingungen in einem Dreieck ABC erfüllt. soll nun 

in diesem Abschnitt eine Lösung entsprechend der anstehenden Problematik 

entwickelt werden. 

Ausgangspunkt ist das Dreieck ABC, das aus den Kreisbögen AB und BC und 

dem Segment AC besteht, siehe dazu auch Abb.(4.2). Nach der geometrischen 

Inversion dieses Dreiecks in Bezug auf B erhält man ein Dreieck A'B'C' wobei 

B' im unendlichen liegt. Zum genaueren Verständnis, wie nun dieser transfor

mierte Raum Z aussieht, wurde in Abb.(4.2) auch für diesen Fall jeweils für 

eine Unterschallströmung und für eine Uberschallströmung eine entsprechende 

Abbildung darges teilt. 

Oie Transformation nach Lighthili (1948) lautet für C = p exp(i 8): 

z = (k + k ') [i - c - (k + 

2 k' 
(4.141/L.31) 

Dabei soll der Punkt B bei C = k + k' liegen, wie zum Beispiel bei k'=(1-k 2
)'/

2
• 

M, S 
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Ist nun C auf dem Kreisbogen 2p cos(8) = k(1+p 2 l so ist 

z = --------- (4.142/L.32l 
k' cos(8) - k sin(8) 

bzw. 

/1 - k 2 
( 1 + tan 2 (8) 

z = --------- (4.143) 
k' - k tan(8) 

Durch Umformung folgt aus Gl.(4.143) 

(4.144) 

z~ k' 2 
- 2 k k' Z 2 tan(8) + Z 2 k 2 tan 2 (8) - 1 + k 2 + k 2 tan 2 (8) = 0 

(4.145) 

mit k' 2 = 1-k 2 erhält man weiter 

Für 

tan(8) = 

k' ? :!: /k' 2 T -
tan(8) = 

k' 
tan(8) = 

k 

e ~ arctan 

k (Z 

z2 :!: k. 

(Z + 1l 

k' 

k 

+ 1) 

(? - 1) k .2 

wird der negative Anteil genommen, so daß die Beziehung 

tan(8) = -----
k ct + n 

(4.146) 

(4.147) 

(4.148) 

(4.149) 

(4.150/L.33) 
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folgt. Durch trigenametrische und algebraische Umformungen resultiert aus 

der GI.(4.150/L.33): 

= 1 + tan 2 (8) = 1 + ------ (4.151) 

sec 2 (8) = = 1 + tan 2 (8) = --------------

(4.152) 

(4.153) 

Mit dem Druckquotienten 

c)p 

on A k tan(8) - 8 cot(8) 
(4.131/L.28) 

c)p 

c)s 

erhält man dann die transformierte Randbedingung des Stoßes aus Gl.(4.153): 

c)p k' cz: - 1) k (Z2 + 1) 

A k - 8 
c)n k <? + 1) k' <? - 1) 

= (4.154/L.34) 
c)p 2 k' z 
c)s Z2 + 1 

Aus GI.(4.154/L.34) erhält man nach dem Umstellen die Beziehung 

c)p 

c)n 

c)p 

c)s 

= (4.155) 
2 z < z• - n 

Damit die Differentialgleichung (4.155) gelöst werden kann soll noch einmal mit 

(4.156) 
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bzw. mit 

transformiert werden, so daß man den Ausdruck 

c)p 

on 

c)p 

c)s 

= 

A (z 1 + /z~ 

2 I z1 

- 1 -

+ ! 2 z 1 

8 k 
1)2 - (z 1 + /z~ 

1 - k2 

- 1 [z 1 - + /z; - 1 

erhält. Formt man die GI. (4 .158) zu dem Zusammenhang 

(4.157) 

- 1 - 1) 

J 
(4.158) 

c)p 
[A (z 1 

8 k 
+ 1) J [I z 1 + 1 + /z 1 - 1 J - 1) - ( z 1 

on 1 - k 2 

= 
c)p 

2 I z, + /z/ - [z 1 - + /z ~ - 1 J 
os 

(4.159) 

um, und berücksichtigt man den Ausdruck 

(4.160) 

so erhält man aus GU4.159) 

c)p 8 (z, 
8 k 

- 1) -
on 1 - k 2 

(z, + 1)] /2 /z 1 + / z ~ - 1 

dp 

os 

c)p 

on 
c)p 

os 

= 

= 

2/z,+/z,2
-

8 k 
~ (z,- 1)----
t.: 1 - k 2 

die Randbedingung des Stoßes in der Form mit z,=x,: 

(4.161) 

(4.162) 
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Jp c)p 
[ 

8 k 
- 1) J 

k' 
{X 1 + 1)-A (x 1 

c) y I an 1 -
= = (4.163/L.36) 

Clp c)p 
{2 Jx: - 1 

c) X I ds 

für x 1 > 1 bei y 1=0. Aufgrund der einheitlichen Transformation gilt dabei für den 

Stoß: 

(4.164) 

(4.165) 

Für eine Unterschallströmung ergibt sich in der Ecke für den diskontinuierlichen 

Fall aus GI.(4.138/L.29) die Beziehung 

I im = 
Y ~o 

die in der z 1-Ebene dabei die folgende Form annimmt: 

z, = 
(M

1 
+ k) 2 + (M

1

2
- 1) (1- k 2

) 

(M, k + 1) 2 

(4.166) 

(4.167/38) 

Im Uberschallbereich erhält man in der z,-Ebene den Zusammenhang 

E"-- -
( M 

1 
+ k ) 2 + ( M 1

2 
- 1 ) ( 1 - k 2 

) 

{M1 k + 1)2 
< -1 (4.168) 

für die Ecke, siehe dazu auch die Abb.(4.2). Analog zur Prandti-Meyer Expan

sion erhält man für den Druck in der Ecke die Beziehung 

(4.169) 

die nach der Differentierung nach s die Form 

Clp 
(4.170) 

Cls 

annimmt. setzt man dies in die Gl.(4.169) ein so erhält man die Randbedingung 
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des für eine Überschallströmung: 

J
E'+c 

I im 
y, ~ 0 E'-c 

c)p -M 1 o 
dx, =----

(M2 _ 1)1/2 
1 

(4.171/L.39) 

Die Bedingung auf der dritten Grenze lautet nach Lighthili (1948) c)p/ox
1
=0 

wenn X 1<-1und y,=O ist. Dies wird mit GI.(4.171/L.39) erreicht, wobei dies in 

d e r z 1 - E b e n e f ü r C = - M 1-
1 
+ i { 1 - M; 2 

) g ü I t i g i s t . D i e s e r P u n k t k an n a u c h f ü r x 0 ü b e r 

die Beziehung (4.167 /L.38) gefunden werden, wobei allerdings für eine Über

schallströmung nach Lighthili (1948) x0 <-1 sein muß. 

Eine Lösung kann mit Hilfe des Ansatzes 

c)p 
(4.172) 

gefunden werden, sofern sich der Druck p harmonisch in der oberen Halbebene 

verhält. Auf dem Stoß gilt mit der Bedingung X1 >1 und y,=O mit dem Kehrwert 

der GI.{4.163/L.36) über Gl.(4.172) die Beziehung 

Clp 

arctan w{z,) = = arctan 
c)p 

Cly, 

(4.173/L.41). 

Als nächstes soll nun eine Lösung für GI.{4.173/L.41) gefunden werden. Dazu 

soll der Ansatz 

w(z,) = 
(a. - i-/z, - 1) (ß - i-/z, - 1) 

(4.174) 

für die Stoßrandbedingung z,=x, überprüft werden. Durch Umformung erhält 

man zuerst den Ausdruck 

w(z,) = 
2 ß - {x, - 1) + i (a. + ß) -/x, - 1 

(a.
2 + x, - 1) {ß 2 

- x, - 1) 
(4.175) 
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und mit dem Arcus-Tangens schließlich: 

(cx + ß) ,jx, - 1 

cx ß - (x, - 1) 

2 8 k 

= 
2 

/2 ,jx1 

B k 
- (A -

- k2 

- k2 
- (x

1 
+ 1) - A + x

1 
- 1 

Damit läßt sich die Gleichung 

w(z1) = (2 - i,;z1 - 1 ) (ß - i ,;z1 - 1 ri/Z 

- 1 

8 k 
) (x1 - 1) 

1 - k2 

(4.176) 

(4.177/L.41l. 

(4.174/L.44) 

in die GI.(4.173/L.41) überführen. Durch genaues Schauen kann aus dem Lö

sungsansatz (4.174/L.44) nach Lighthili die Lösung 

w(z 1 l = 
( z 12 - 1) 1/2 ( z 1 - X o) [ 0: - j ( z 1 - 1) 1/2 J [ß - i ( z 1 - 1) 1/2 J 

(4.178/L.45) 

für 

c)p c)p 

w(z 1) = -- + i -- (4.172) 
c)y 1 c)x1 

gefunden werden, die alle Randbedingungen erfüllt. Wenn auf dem Stoß in der 

x-y Ebene gilt x=k und y=k tan(9), dann kann man mit der Gleichung 

tan(9) = 

bzw. mit 

k · ( z2 
- 1) 

k ( z2 
+ 1l 

~ z - 1 
y = k 

k' (z 2 
- 1) 

k ( Z 2 + 1) 
= k' ---

über eine Koordinatenrücktransformation 

Z 2 = Z 1 + ,; Z 1
2 

- 1 

(4.150/L.33l 

(4.179) 

(4.157/L.35b) 
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von dem z,- Transformationsraum für die Randbedingungen auf die x-y Ebene 

mit 

z, - + /z,2 - 1 k' /z1 -
y = k' = 

z, + + ,; 2 - 1 ,; z, + 1 z, 
(4.180) 

bzw. mit 

/x, -
y = k' 

/x, + 
(4.181/L.47l 

geschlossen werden. Für den frei gewählten. aber kleinen Winkel 

foo 8 [ x, - 1 J/ 2 

1 k' x, + 1 

c)p 
dx 1 (L.20) 

c) x, 

kann nun in Abhängigkeit des Druckgradienten eine Lösung gefunden werden. 

Dazu wird das Ringintegral des Lösungsansatzes (4.178/L.45) gebildet, um für 

den Druckgradienten zu erhalten: 

~ = f w(z,) I - = 
ox, y,-0 f [ c 0 [ D ( x, - X 0) - 1 J 

-(x_
1

_2 ____ 1)_v_2 _(_x_,-_-x~0~)-{-2----i/~x=,=_==1)~(ß-----i/~x=,=_=1-) 

c)p 

ox, 

(4. 182) 

= f [Co [o<x,- x0 ) -1][<a + i/x,- 1 )(ß +i/x,- 1 >] J 
(x, 2 

- 1) 1
/

2 (x, - x
0

) (2 2 + X1 - 1) (ß 2 
+ x, - 1) 

(4.183) 

(4.184) 

Durch Einsetzen der Gl.(4.183) in die GI(L.20) folgt für den Abknickwinkel o: 

8 [X 1 - ]
1

/
2 C Ö [D (x 1 - X0 )- 1][a + ß]/x,- 1 

k' x, + 1 /x~ - 1 (x 1 - x0 ) (2 2 + x, - 1) (ß 2 
+ x, - 1) 

(4.185) 

dx, 
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Mit x,=x und dx,=dx und 1-x 0 =r 2 ergibt sich aus G1.4.186l 

8 C o lco o = (cx + ßl 
k' 0 

( cx + ß + y) 
( 0 r 2 

- 1) + 0 

0 = 

Sofern für 

mit 

bzw. 

8 c 0 

k' 
(cx + ~) n: 

1 + x 0 = 
2 (1 - k 2 )(1 - M~) 

(M, k + 1) 2 

cx ß y 

( cx + ~) ( ß + y) ( y + cx) 

(4.186) 

dx 

(4.187) 

(4.188/L.48) 

(4.189/L.46) 

(4.190) 

(4.191/L.49) 

gilt, erhält man durch Umformung aus (4.189/ L.46) den Ausdruck für C: 

c M, 2 (M, + k)2 ( 1 - k 2) ( 1 - M:)l'/2 
= •") 

n: 11 - M~2 
c:. 

(cx + y) (ß + y) (M, k + 1) 2 (M, k + 1)2 

(4.192) 

c 2M, k' (M, + k) 
= (4.193) 

(cx + y) (ß + y) 7r (M, k + 1)2 

Für kleine Winkeländerungen o ergibt sich aus Gleichung 

dx 1 
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y2 
oc + ß + y 

(0 - 1) + 0 
ß C ö (oc + ßl oc ß y 

0 = 7! (4.188/L.48l 
k' (oc + ß) (ß + y) ( y + oc) 

mit Gl.(4.193) sofort 

(M, k + 1 ) 2 

2 
oc + ß + y oc + ß + y 

= 0 y + 0 (4.194) 
2 ß M, (M, + k) oc ß y oc ß y 

(M, k + 1) 2 0 (oc + ß + y) + 0 oc ß oc + ß + y 
= 

2 ß M, (M, + k) oc ß oc ß y 

(4.195) 

(M, k + 1) 2 0 oc + ß + y 
:::) = (y oc + ß y + 

2 + oc ß) -y 
2 ß M, (M, + k) oc ß oc ß y 

(4.196) 

(M, k + 1) 2 0 oc + ß + y 
=- (y + ß)(y + oc) - (4.197/L.51) 

2 ß M, (M, + k) oc ß oc ß y 

Damit ist nun ein Lösung für einen instationären Stoß gefunden worden, der 

sich entlang einer abknickenden Wand bewegt. 

4.2. Zweiseitige Begrenzung eines Instationären. senkrechten Verdichtungs

stoßes durch abknickende Wände (Chester, 1953) 

Um die Strömungsverhältnisse eines instationären Stoßes in einen querschnitts

variierenden Kanal bestimmen zu können, greift Chester (1953) den Ansatz 

von Lighthili (1943) auf, und begrenzte den Stoß auch auf der gegenüberliegen

den Seite durch eine abknickende Wand, analog zu der Abb.(4.7l. 

Zur Lösung der Problemstellung greift Chester (1953) auf eine lineare Theorie 

zurück. Aus diesem Grunde dürfen nur kleine Änderungen im Querschnitt auf

treten. 
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2b 

X 

Abb. 4.7: Kanalform von Chester (1953) 

4.2.1. Transformation 

Um für diesen Fall nun den Druck p in der nähe des Stoßes bestimmen zu 

können. griff Chester auf die bereits in diesem Kapitel hergeleiteten Formeln 

zurück. Dabei führte Chester (1953) allerdings den Lösungsansatz der Poten

tialfunktion 

[ 
2 k' J z = (k + ik ') i - -----

c - (k + ik') 
(4.141/L.31) 

in eine andere Form über. Mit k' 2 
+ k 2 = 1 bzw. mit k + i k' = exp(i x) erhält 

man über C = p exp(i 8) die abgewandelte Form des Lösungsansatzes: 

2 k' 
Z = exp(i x) [i - J 

p exp(8) - exp(i x) 

Durch einfache Umformungen folgt aus Gl.(4.198): 

Z = exp(i x) 
exp(i 8) p - exp(i x) - 2 k' 

p exp(i 8) - exp(i x) 

(4.198) 

(4.199) 

1 
Z = [i p exp(i(8 + xl)- exp(i 2 x) - 2 k' exp(i x) J 

p exp(i 8) - exp(i x) 

(4.200) 
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z = [i p exp(i(8 + x)}- i [cos(2 x) + sin(2 x) 
p exp(i 8) - exp(i x) 

- 2 sin(:x) [cos(x) + isin(x) J 
(4.201) 

z = [i p exp(i(8 + x)) - cos(2 )() - i 2 sin
2
(x) J 

p exp(i 8) - exp(i x) 

(4.202) 

z = [i p exp(i(8 + x)) - + 2 i sin 2 (x) - 2 sin 2
(x) J 

p exp(i 8) - exp(i :x) 

(4.203) 

z 
{ p exp(i(8 +x)) - 1 J 

(4.204) = 
p exp(i 8) - exp(i x) 

Dabei ergibt sich für die z1-Transformationsebene nach der Transformation 

mit 

(4.156) 

schließlich durch den Einsatz von Gl.(4.204) die Beziehung: 

z
1 

= ~[[;[ p exp(i(8 +:x)) - 1]r + [ p exp(i 8) - exp(i x) TJ 
2 p exp(i 8) - exp(i x) { p exp(i(8 +x)) - 1 J 

Für komplexe Werte gilt dabei mit 

Z = X + i Y = y cos(8) + i y sin(8) = y exp(i 8) 

und der Umformung aus Gl.(4.97) 

2 p 
y = ---

1 + p2 

auch für das Koordinatensystem (X,Y) die Beziehung: 

2 p exp(i 8) 
X+ y =------

(4.205/C.5l. 

(4.206) 

(4.207) 

(4.208/C.6l 
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4.5 Druckverteilung Uber dem Stoß 

Für einen kleinen Abknickwinkel S stellen Lighthili (1948l und Chester (1953l 

analog zur linearen Theorie eine Beziehung auf. bei der sich der Druck p1 

hinter dem instationären Verdichtungsstoß proportional verändert. Der Ansatz 

lautet: 

Pz -p1 (p1 - Pol p (X,Yl o 

(4.209/C.1), 

bzw. dessen Lössungsansatz bezogen auf den Excessdruck: 

~ p [ x-q 1 t ' (2n+1lb-y J 
S (p 1 - p0 l P(x,y,tl = S (p 1 - p0 l L.. 

n a1 t a1 t 

(2n+1)b+y J 
a 1 t 

(4.210/C.10l. 

Um über den Lösungsansatz (4.210/C.10) eine passende Lösung zu finden, 

wird dieser Ansatz zuerst mit einer Oirichlet'schen Summation 

:A 

f(n) = lim L 
)..~ ro n=-:A f

'\)2 

f(z) exp(2 n i n z) dz 
'\)1 

transformiert. Mit 

a 1 t y + y 
z =-----

2 b 2 

und 

dz = dy 
2 b 

erhält man nach der Transformation aus GI.(4.210/C.10l: 

1 [ X - q1 t 
P=-p ---

2 a 1 t 

_b_-_Y_ J + 2_ [ _x_-_q_1 _t 

a 1 t 2 a 1 t 

(4.211/C.17l 

(4.212l 

(4.213l 
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+L 
~-[-X __ q, t r 

f a, t 

b-y n = -oo 

a, t 

[ [ 
a, t Y + y Jl a, t 

exp 2rr i n - - 1 ~ dY 
2 b 2 b 

/1-[x 
- q, tr 00 

+L Jb+y 
a, t 

p [X - q, 
t • y J 

n = -oo a, t 

a, t 

· exp[2rr 
[ a, t y 

+y ]~ n- - 1 dY 
2 b 2 b 

(4.214) 

p [X - q, 
t • ~ J + ~ [X - q, t.~]+~ =-

2 a, t a 1 t 2 a1 t a, t 2 b 

~-[X - q, tr 
00 

[ n ~-oo Jb+y 
a, t 

p [X - q, 
t ' y J 

a, t 

a, t 

· exp[rr 
[ a, t Y + y J] [ n 2_] dY n exp 2rr 

b 2 

/1-[x 
- q, t r 

00 

2: Jb+y 
a, t 

p [X - q, t 

YJ + 
n = -oo a, t 

a, t 
· exp[rr 

[ a, t Y + y J] n 
dY J i n ( -1) 

b 

(4.215/C.18l. 
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Für einen festen Abstand hinter dem Stoß erhält man mit 

x = U t - Konstante (4.216/C.19) 

den Zusammenhang 

1 -
[x, - q, 

a, t 

= 1 

t] 2 

= 
1 

_ [ _u_t_-_q_,_t_-_c J = 
a, t 

1 - [ u - q, J = 

a, 

(4.217) 

Weiterhin ergibt sich mit 

b + y b - y 
~ \) ~ \) 

a, t a, t 

der Zusammenhang 

[ 
n 1t i 

exp 
b 

+ i sin 

[a, t Y + y J] = exp [ n 7t 
b 

n 7t y 
[a 1 t Y] [cos (--) 

b 

n 7t y J (--) = 
b 

exp [
n 1t i J 
-- a1 t Y sin 

b 

+ exp [n: i a, t Y]cos [nb7t Y] (4.218) 

Weiterhin gilt 

00 

I I exp [ n 7r i a, t Y] sin [ ~ y ] dY = 0 
b b 

(4.219) 
n=-oo 

Unter Zuhilfenahme der Gl.(4.217), (4.218) und (4.219) erhält man aus GI. 

(4.215/C.18) die Vereinfachung wenn t groß ist: 

00 

p = 
a, t "' f s in ( )() n [ n 1t i a1 t Y J [ n 1r J L. (-1) p[cos()(),Y]exp ----- cos -y dY 

n=-oo 0 b b b 

(4.220/C.20). 
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Mit einer Aufspaltung der Summation in 

00 00 

p = 2: pn = Po + 2: pn 
n=-oo n=-oo 

(4.221) 

(außer 0) 

ergibt sich mit 

Po -- a2, bt fosin(x) r J plcos(x),Y dY (4.222) 

dann aus GI.(4.220/C.20) der Zusammenhang: 

00 

p = ~ J sin(x) 

b 0 

a1 t "' f sin(x) n 
p[cos(x),Y J dY-- ~ J (-1) p[cos(x),Y J 

b n=-oo 0 

. cos[ n : y J [ cos[-n_1t_b_a_1_t_y J + sin[ n 1t a, t y ] ]dY + A + 0 [ ~] 
b t 

a, t lsin(x) a, t J sin(x) 
P = -- pY - -- Y dP 

b 0 b 0 

00 

+-a_, _t L 
b n=- oo 

(4.223) 

(-1) cos n [n1tby] 

sin[ n 1t a, t y ]JdY + A + 0 [ ~] 
b t 

(4.224) 

a1 t a, t Jsin(x) 
P=--[Osin{x)-p·o]--- YdP 

b b 0 

a, t "' 
+-- L. 

b n=- oo 

n 
{ -1) [

nny] 
cos 

b 

Jsin(x) [ [n n a, 
t y J + [ n 1t a, t y 

]]dY [ 2_ J · 
0 

p[cos{x) ,Y J cos sin + A + 0 
b b t 

(4.225) 

00 

a, t Jsin(x) a, t 2: n 
cos[ n 

n y Jfsin(x) p = --- y dP+-- ( -1) p[cos(x),Y] 
b b n=-oo b 0 

·cos[ n 
11 

a, t y ] dY + A + 0 [ ~] 
b t 

(4.226) 
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a1 t f sin(x) 
P = --- Y dP + ---

b 

(X) 

~ [ n 1t y J n Jsin(x) 
n~ro cos b (-1) 

0 
p[cos(xl,Y] 

b 

[ 
n 1t a1 t y J dY 

·cos + A + 0 
b 

(4.227) 

(X) 

a1 t f sin(x) 2 a1 t ~ [ n 1t y J n [ 
p = --b- 0 y dP + b n~ro cos b (-1) p[cos(x),Y J 

b sin[ n 1t a1 t y Jlsin(x) 

t b 0 

p dY J + A + o[ ~ J 
t 

(4.228) 

a1 t f sin(x) 
P = ---J Y dP - 2 

b 0 n=- ro 
[ 

n 1t y J n J s in ( x ) [ n 1t a1 t y J 
cos (-1) sin 

b 0 b 

dp + A + o[ 2_ J 
t 

(4.229/C.21) 

Damit ist nun eine Lösung für die Nachlaufströmung gefunden worden. Auf dem 

Stoß gilt y 1=0 und mit GI.(4.205/C.5) und (4.208/C.6) gilt auch analog zu 

G1.(4.181/L.47) 

[
x 1 - 1 ]

1
/

2 

sinCxl = Y 
x 1 + 1 

(4.230/C.22), 

wobei x von bis ro verläuft. Wie für den Lösungsansatz in GI.(4.174/L.45) 

soll hier eine Lösung für P der GI.(4.229/L.21) gefunden werden. Dazu sollen 

zuerst ein paar Umformungen vorab durch geführt werden, befor diese in die 

GI.(4.229/L.21) eingesetzt werden. Es soll die Beziehung 

- JO"' 2 
lx' + 2J ~x:' + d:'J lx' + ß'J - JO"' lx' + 2J lx' + ::, ~:, + ß'J lx' + r'J 

(4.231) 
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umgeformt werden. Dies geschieht mit 

BA 
-------------- = +---- + 

(x2 + a2) 

wobei 

2 
AA = --------

(ß2 - 2) (2 - ()(2) 

8 =-------
A (a2-ß2)(2-a2) 

CA= _2 ______ _ 

(a - ß2 l (ß2 
- 2) 

ist. Weiterhin gilt 

= 0 fro __ A_A -

0 x2 + 2 
dx + 0 Jro --8

-"'- dx + 0 fro 
0 x 2 + a 2 0 

7t 1 7t 
- + 8,.-- + 

2 ()( 2 
1 ~] CA-
ß 2 

= 
1t 

0 
[ /2[a

2 -ß2
] + a[ß

2
- 2] + ß[2- a

2
] J 

2 [ß• - 2] [2 - a2
] [a 2 

- ß2
] 

1t 
0 

[ {2 [a + ß] - 2 - a ß J 
2 [a + ß][2- a2][ß2

- 2] = 

7t 0 
= 

Es gilt außerdem 

CA 
dx 

(4.233) 
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2 
X 

[x2 + 2 J [x2 + Cl2] [x2 - ß2] [x2 + r2] 

Aa Ba Ca OB 
= + + + 

x2 + 2 2 2 2 + ß2 2 2 
X + Cl X X + )' 

(4.234) 

mit 

2 

Weiterhin kann man sagen, daß 

( [x' + 2 J [x' 

2 
X 

+ Cl2] [x2 + ß2] [x2 + r2] dx 

foo [2 
AB 88 CB Da 

] dx = + + + 
x2 + 2 2 + Cl2 2 + ß2 2 + y 2 0 X X X 

TC TC TC TC 

= AB + Ba- + Ca + Da 
/2 2 Cl 2 ß 2 y 2 

TC [ {2 Cl 
= + 

2 [ Cl 2
- 2 ][ß2- 2 ][2-y2 J [ 2-Cl2 J [ß2- Cl2 J [Cl2- y2 J 

+ [2-r'][oc'~r'][r'-ß'] J 
TC /2+ß+y+Cl 

= 
2 [Cl+ß J [Cl+y J [ß+y J [/2 +y ][12 +ß ][12 +(l J 

(4.235) 
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ist. So folgt letztlich für Gl.(4.231l durch Einfügen der Gl.(4.232) -GI.(4.235) 

der Zusammenhang: 

Jco [o ( x2 +y2
) - 1] x2 dx 

0 [x2+2 J [x2+a2] [x2+ß2] [x2+r2] 

=7t[ 0 f2+ß+y+<X J 
2 [a+ß] [/2 +<X l/2 +ß] [a+ß] [a+y] [ß+y] [/2 +y ][/2 +ß ][/2 +<X] 

7t 0 [{2 +y] [a+y] [ß+y]- [a+ß+y+{2] 
= 

2 [a+ß] [a+y] [ß+y] [{2 +y ][{2 +ß ][{2 +a] 

n [or2 -1 J [ß+f2 +y+a J + o[/2 aß+f2 rß+{2 ay+aßr] 
= 2 [a+ß] [a+y] [ß+y] [{2 +y ][{2 +ß ][{2 +a] 

(4.236) 

Werden nun die Stoßbedingungen y,=O und Gl.(4.230) in die Gl.(4.229) einge-

setzt, so folgt der Zusammenhang 

a, t fco [x, - 1 ]1/2 
p = --- 7t X 

b 0 [x, + 1 ]1/2 

und mit Gl.(4.231) der Zusammenhang 

Mit 

und 

a, t 
p = ---

x, - 1 

b 

2 = X 

dx, = 2 x dx 

op 
ox 

(4.237) 

(4.238) 
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erhält man aus G1.(4.238) den Zusammenhang: 

b 

C [o (x 2+y 2) - 1] [cx+ß J tan(x) dx 2 x 

[x2+ 2 J [x2+r2] [x2+cx2] [x2+ß2] 

a, t 
p = ---

(4.239) 

b 
C [cx+ß] tan(x) fco [o (x

2 +y 2
) - 1] X

2 dx 

0 [x2+2 J [x2+r2] [x2+cx2] [x2+ß2] + A 
+ o[ 2_ J 

t 

2 a, 
p = 

(4.239) 

Durch das Einfügen von 

u 
a1 = -----

M1 + cos(x) 

resultiert mit Gl.(4.236) für P: 

2 t 

b 

u n [or
2
-1 ][/2+cx+ß+r ]+ 0 [/2cxß+/2cxr+/2ßr+cxßr] 

C [cx+ß J tan(x) 
cos(x) 2 [cx+ß ][cx+r ][ß+r ][/2+r ]/2+ß J[/2+cx J 

(4.240) 

bzw. 

p =- K U t + A + o[ 2_ J 
b t 

(4.241/C.24) 

Oie Konstante K besitzt dabei in GI.(4.241/C.24) die Form: 

K = 
C n [cx+ß J tan(x) [ Oy

2
-1 ][;2:cx+ß+r ]+ 0 [/2cxß+/2cxr+/2ßr+cxßr] 

M, + cos(x) [cx+ß ][cx+r ][ß+r ][/2+r ]/2+ß ][/2+cx] 

(4.241/C.25l. 

Mit 

cx + ß =/2M2 cos(x) (4.242) 

und 

(4.243) 
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und ferner 

y = (4.244) 
M 1 cos(x) + 1 

erhält man aus GI.(4.241/C.25) die geänderte Form für die Konstante 

K = 
2 M 1 [ M 1 + c o s ( x ) ] s in ( x) [ß + y] [ y + cx] 

1t [ M1 cos(x) + 1 ] 2 
(4.245) 

Letztlich erhält man nun für die Druckänderung aufgrund der Querschnitts

variation über die Gleichung 

S (p1 - p
0

) P(x,y,t) = fco (p1 - p0 ) P(x-~.y.t-~) &' d~ 
0 t 

mit 

den 

bzw. 

dy 

d~ 
= &'(~)=& 

Zusammenhang 

o ( P1 - Pol P(x,y,t) 

S ( P1 - p0 ) P(x,y,t) 

= 

= 

fco (p1 ~ 
- Po) P(x-~.y.t--) 

0 t 

fro (p1 
~ 

- Po) P(x-~.y.t--) 
0 t 

da die Heaviside Einheitsfunktion die Form 

dy/dx = fco H(x-~) dg'(~) = g'(x) 
0 

g " d~ 

dg' (s) 

(4.210/C.10) 

(4.246) 

(4.247) 

(4.248) 

(4.249) 

für H(x) = 1 bei x>O und H(x) = 0 bei x<O annimmt. Durch die Begrenzung des 

Integrals folgt damit aus Gl.(4.248) schließlich die Druckdifferenz: 

(4.250) 
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Nach der Umformung folgt schließlich: 

[ t-~ J 
fx, t fx, A p - p, = (p, - p0 l - K U g " d~ + ( P1 - Po) g " d~ 
0 b 0 

(4.251) 

K Jx, [u t - ~] p - p, = (p, - Pol g " d~ + A, 
b 0 

(4. 252l 

K [[u t - ~Jg·lx, + Jx, d~J p - p, = (p, - Pol g + A, 
b 0 0 

(4.253l 

p - p, = (p, - Pol ~ [ [ u t - ~ Jg ·I + A2 J + A, 
b x=x, 

( 4 .254l 

[P - p,] - [P - p,] = - (p, -
B, 8 

(4.255) 

[P - PJ [P - p,]B 
K 

= (p, - Pol x, g 
B, b x=x, 

(4.256) 

[P - p,] [P - p,] 
K (p, - Pol x, c - b 

= 
B, 8 b x, 

(4.257) 

[P - p,] - [P - p,] = K ( p, - Pol [ ~- 1] 
B, 8 b 

(4.258/C.28l 

Variiert man die Konstante K für p,/p 0 von 1 bis oo, so zeigt sich der bekannte 

Funktionsverlauf, wie er sich auch angeblich bei Chester (1954), Chisnell (1957) 

und bei Whitham ( 1958l für eine Kanalströmung mit variiernedem Querschnitt 

zeigt. Hier, bei Lighthili (1943) und Chester (1948l ist die Strömung zwar nur 

an zwei Seiten begrenzt, dafür fließt aberachder Einfluß einer rücklaufenden, 

schwachen Stoßwelle für Unterschallströmungen in den Berechnungsalgorith

mus der Druckdifferenz p,-p 2 ein. 
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
P1/Po 

Abb. 4.7: Darstellung der Funktion K tp./p,J 
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5. Nachvollziehen der Ableitung von Chester (1954-) bis zur Erstellung der 
Differentlaigleichung und Vergleich mit den Ableitungen von Chester (1953) 
und Lighthili (1948) 

ln einer zweiten Arbeit untersucht Chester (1954) noch einmal die Ausbrei

tung einer instationären Stoßwelle in einem Kanal mit veränderlichem Quer

schnitt. Im Gegensatz zu seiner früheren Arbeit aus dem Jahre 1953 kann 

hier die Stoßstärke und die Form des Kanalquerschnitts willkürlich gewählt 

werden. Es zeigt sich dabei in der Arbeit von Chester ( 1954), daß die Änderung 

des Druckverhältnisses über dem instationären Stoß nur von der Querschnitts

änderung und nicht von dem speziellen Profil des Kanals abhängt. 

Chester (1954) leitet dazu eine Beziehung her, wie sie später auch von Chisnell 

(1957) und Whitham (1958) unter leicht geänderten Voraussetzungen bestätigt 

wurden. Während dies bereits in dieser Arbeit für Whitham ( 1958) detailliert 

nachvollzogen werden konnte, zeigte bereits Neuberger (1988) und Gajewski 

(1988), daß der Ansatz von Chisnell (1957) fehlerbehaftet ist und bei einer 

Korrektur zu keinem physikalisch deutbaren Ergebnis führt. 

ln diesem Abschnitt soll nun nachgewiesen werden, daß der Ansatz von Chester 

(1954) auch fehlerbehaftet ist, und bei einer Korrektur zu einem anderen Er

gebnis führt. Ein direkter Vergleich zu der früheren Arbeit von Lighthili (1948) 

und Chester (1953) ist dadurch erschwert, da einerseits die Arbeiten von 

Lighthili (1948) und Chester (1953) andere Randbedingungen beschreiben und 

andererseits bei einer Korrektur von Chester (1954) die in der Literatur auf

gezeigte Änderung des Druckverhältnisses durch Querschnitsvariation analog 

zu 

-K (p,- p0 ) [!\s] I S ( 5.1) 

mit 

0,5 :<?: K :<?: 0,394 (5.2) 

nicht erzielt werden kann. 

Um einen Eindruck über den Fehler in der Arbeit von Chester (1954) zu ge

winnen, sollen nun die Rechenschritte bis zur Erstellung der Differentialglei

chung nachvollzogen werden. 
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5 .1. Obergangsbeziehungen Uber einen geraden VerdichtungsstoB entsprechend 
dem § 2 von Chester (1954) 

Für spätere Ableitungen benötigt Chester (1954) die Übergangsbeziehungen 

über einen geraden Verdichtungsstoß. 

Dazu führt Chester (1954) die Stoßgeschwindigkeit U 0 und für das Fluid im 

Nachlauf des Stoßes die mittlere Strömungsgeschwindigkeit U,, den Druck p" 

die Dichte p, und die Schallgeschwindigkeit a, ein. Die entsprechenden Größen 

vor der Stoßwelle bezeichnet Chester mit dem Index 0, so daß man für den 

Druck die Größe p0 , für die Dichte die Größe p0 und die Schallgeschwindigkeit 

die Größe a0 besitzt. Vor dem Verdichtungsstoß herrscht kein Massenstrom, 

so daß U0 =0 beträgt. Wie in Kapitel (2.2.3.) wird auch hier eine relative Ge

schwindigkeit 

U, = U0 - q, (5.3) 

für den Stoß relativ zur Nachlaufgeschwindigkeit q, gewählt. Mit Hilfe der 

Machzahl 

(5.4) 

erhält man mit dem lsentropenexponenten y Beziehungen für die Nachlaufge

schwindigkeit q,, die Stoßgeschwindigkeit U,, den Druck p, und die Machzahl 

M,. 

Analog zu GU2.36) liegt hier der Zusammenhang für die Nachlaufgeschwindig

keit q, in Abhängigkeit der Stoßgeschwindigkeit U 0 und der Machzahl M 0 vor: 

q, = (5.5/C.1l 

Mit Hilfe der relativen Betrachtungsweise 

U, = U0 - q, (5.3) 

erhält man durch das Einfügen der GI.(5.5/C.1) in Gl.(5.3) eine Beziehung für 

die relative Stoßgeschwindigkeit U, in Abhängigkeit der absoluten Stoßgeschwin

digkeit U0 und der Machzahl M 0 : 

u -0 

2 U0 

"( + 1 
(5.6) 



- 86 -

Durch Umformen der Gl.(5.6) resultiert schließlich: 

( 5. 7) 
y + 1 

(5.8) 

U 1 = U o - q 1 = U 
0 

[ y - 1 + 2 M ~2 ] 

y + 1 
(5.9/C.2) 

Ausgangspunkt für das Druckverhältnis über dem Verdichtungsstoß ist die 

Beziehung Gl.(2.32). für die hier analog gilt: 

p, 2y 
= 1 + --- [ M: - 1] 

y + 1 
{ 5.10) 

Po 

Durch einfache algebraische Umformungen der GU5.10) 

p, 
-= [2 y M! - 2 y] + 1 (5.11) 
Po y + 

p1 
-= 
Po y + 

[2 y M: - 2 y + y + 1] {5.12) 

p, 
-= [2 y M: - y + 1] ( 5.13) 
Po y + 

resultiert dann für das Druckverhältnis über dem Stoß 

Po [ J 2 y M! - y + 1 
y + 1 

(5.14/C.3) 

Mit Hilfe der Machzahl 

(5.4) 
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des idealen Gasgesetzes 

(5.15) 
Po 

und der Schallgeschwindigkeit 

a~ = y R T0 (5.16) 

erhält man über die Zwischenbeziehung 

-=- ( 5.17) 
Po Y 

durch Einsetzen in Gl.(5.14) schließlich den Zusammenhang 

2 [ y-1 J p 
2 ao2 = o [2 y Mo2 - y + 1 J P1 = -- Po Uo - ---

y+1 2y y+1 

(5.18/C.3) 

Durch Einfügen der kritischen Machzahlen analog zu Gl.(2.23) 

* (y + 1) M~ * (y + 1) M~ 
M1 =-------

2 + ( y - 1) M~ 
(5.19a) M2 =-------

2 + ( y - 1) M~ 
(5.19b) 

in die Prandti-Beziehung (siehe auch Gl.2.28) 

folgt ein Zusammenhang zwischen den Machzahlen M 1 und M 0 : 

y -
1 + M2 

0 

2 
M2 = 1 

y -
y M2 -0 

2 

Durch algebraische Umformung der Gl.(5.21) 

2 + (y - 1) M: 
2 y M! - (y - 1) 

(5 .20) 

(5.21) 

(5.22) 



( y - 1) + 2 M~ 2 

2 y - ( y - 1) M~ 2 
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erhält man dann die quantitative Beziehung: 

Für die Nachlaufmachzahl 

q1 q1 
mo=- = 

a1 (U1/M1) 
= 

(5.23) 

(5.24) 

( 5 .25) 

(5.26/C.4) 

(5.27) 

ergibt sich durch Einfügen der GI.(5.5/C.1) und GI.(5.9/C.2) ergibt sich 

(5.28) 

und mit GI.(5.26/C.4) 

(5.29) 

erhält man durch Umsortierung den Zusammenhang 

q1 2 
mo=- = --2 

al M1 

[1 - M/] 
(5.30) 

Wird die Gl.(5.30) mit (y+1) erweitert, so folgt: 

q1 2 (y+1) 
mo=- = --2 

a1 M1 (y+1) 
(5.31) 

Nach einer Ausmultiplikation des Zählers resultiert: 
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q, 2 '( + 1 - '( M -2 - M -2 
0 0 

mq =- =-
a, M, (y+1) [2r - (y-1) M/] 

(5.32) 

q, 2 2y - ( y-1) M-2 - '( + 1 - 2 M-2 
0 0 

mq =- =-
a, M (y+1) [2r - ( y-1) Mo-2] 

(5.33) 

1 - --=--------,~ 

q, 2 [2r - (y-1) M0-
2

] 

mq =- =-
a, M ( y + 1) 

(5 .34) 

schließlich mit GI. (5.26/C.4) der Zusammenhang: 

q, 2 
mQ=- = 

a1 ( y + 1) 
( 5 .35/C.5) 

5.2. Randbedingungen eines nicht gleichförmigen Stoßes entsprechend dem 
§3 von Chester (1954) 

Als nächstes sollen nun die Randbedingungen des Stoßes hergeleitet werden, 

wobei von einer Ausbreitung kleiner Verwirbelungen im Nachlauf des sich aus

breitenden Stoßes ausgegangen wird. 

Stoß 

~ w u 
v,-----..... -

-X 

Abb. 5.1: Koordinatensystem analog zu Chester (1954) 
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Durch Einführen des Zylinderkoordinatensystems (x' ,r ,9) relativ zu einem 

festen Punkt auf der x'-Achse (siehe Abb.(5.1) ergeben sich für die Geschwin

digkeit und den Druck die jeweiligen Größen V,= (q,+u, v, w) und (p,+p). Dabei 

soll die Normalgeschwindigkeit des Stoßes V 0 sein. 

Für die Zylinder koord ina ten ( x · ,r .e) folgt damit direkt für den Geschwindig-

keitsvektor V, aus GI.(5.9/C.2) der Zusammenhang 

2 V 0 

[1 - :: J V, = (5.36/C.6a) 
"{ + 1 0 

bzw. 

2 V 0 [1 - M0 -
2 J V, = (5.37) 

"{ + 1 

und für den Druck ergibt sich GI.(5.18/C.3) die Beziehung 

2 Po [ 
p, + p = -- v: 

"{ + 1 

"{ - 1 2 J 
ao 

2 "{ 
(5.38/C.6b) 

Unter der Annahme kleiner Änderungen /(r,9,t) gilt 

(5.39) 

und für den Einheitsvektor normal zum Punkt (r,9) des Stoßes (1, -!,. -!,/&) 
resultiert der Geschwindigkeitsvektor 

(5.40/C.8) 

Durch Substitution des Geschwindigkeitsvektors Gl.(5.40) in die GI.(5.36/C.6a) 

erhält man für die Geschwindigkeitskomponente des Stoßes in x-Richtung 

u (5.41) 

den Zusammenhang: 

(q, + u) = ---- (5.42) 
"{ + 1 
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Durch Umformung 

u = (5.43) 

und mit GI.(5.4/C.1) folgt schließlich für die x-Komponente des Geschwindig

keitsvektors: 

2 
u =--- (5 .44/C .9a) 

Hier zeigt sich der erste Fehler ln der Arbeit von Chester (1954}. wodurch 

die folgenden Ableitungen ln jener Arbeit. die sich auf diesen Zusammenhang 

beziehen. alle falsch sind I 

Für die y-Komponente des Geschwindigkeitsvektors GI.(5.40/C.8) für GU5.36/ 

6a) 

2 (VO)x 

[1 -:: J V = 
y + 1 0 

(5.45) 

resultiert durch Einsetzen der Komponenten 

-2 U0 /, 

[1 - ~' J V = 
y + 1 0 

( 5.46) 

-2 U0 
[1 - a~2 J /, V = 

y + 1 Vo 
(5.47) 

und mit GI.(5.4/C.1) schließlich der Zusammenhang: 

V :: -q, f, (5.48/C.9b) 

Für die z-Komponente des Geschwindigkeitsvektors (5.40/C.8) für Gl.(5.36/ 

C.6a) 

w = (5.49) 
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folgt analog durch Einsetzen der Komponenten 

(5.50) 

mit GI.( 5 .4/C .1) dann der Zusammenhang: 

(5.51/C.9c) 

Wird die Gl.(5.39) in die GI.(5.38/C.6b) eingesetzt, so folgt der Zusammen

hang 

und durch Umformung schließlich die Beziehung 

2 Po [ Y - 1 J 
P = (Uo + /,)

2 
- a: - p1 

y + 1 2 y 

Durch Einfügen der GI.(5.18/C.3) 

2 
p, = ---

y + 

in die Gl.(5.52) folgt durch Einsetzen 

2 Po f 2 /2 
p = -- L Uo + 2 Uo t -

y + 1 

y - 1 

2 y 

2 Po 

y + 1 
[u: -

(5.52) 

(5.52) 

(5.18/C.3) 

y - 1 2] 
ao 

2 y 

(5.53) 

und durch Umformung schließlich für den Druck den Zusammenhang 

2 Po ~ 2 2 2 2 
P =-- u +2U/ +/ -u-0 0 t I 0 

p = 

y + 1 

2 Po 

y + 1 

y - 1 

2 y 

y - 1 2] 
ao 

2 y 
(5.54) 

(5.55) 
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Unter Vernachlässigung aller Glieder höherer Ordnung folgt somit die Beziehung 

von Chester (1954) für den Druck vor dem Stoß 

(5.56/C.9d) 

und durch Indextausch (1 gegen 0) die Beziehung für den Druck hinter dem 

VerdichtungsstoB 

(5.57 /C.9d) 

5.3 Bewegungsgleichungen ln der gestörten Strömung analog zu §4 von Ches
ter (1954) 

Zur Herleitung der allgemeinen Bewegungsgleichungen der gestörten Nachlauf

strömung setzt Chester (1954) das Koordinatensystem relativ zur Strömungs

richtung der mittleren Strömungsgeschwindigkeit des Nachlaufs an. Die Koor

dinaten sind somit (x, r, 9) für ein Zylinderkoordinatensystem, wobei dies für 

den Geschwindigkeitsvektor 

V = (u, v, w) ( 5. 58) 

gelten soll. 

Aus der Kontinuitätsbilanz 

c) 

- f# p d1! + # p V de = 0 
c)t ... s 

(5.59/2.1) 

ergibt sich hier schließlich für kleine Störungen im linearen Fall die bekannte 

Bilanz wie für Gl.(2.2): 

c)p 

c)t 

Für den allgemeinen Impulssatz 

(5.60/C.10) 
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a ( P V) 
~ [P V d<9] V + f:J1 dB- = f:J1 P f dB- - ~ P de + l\,skos 

eH 
(5.61) 

resultiert unter Vernachlässigung der Grenzschichteinflüsse und für den line

aren Fall bei kleinen Störungen nach Anderson (1982) die Beziehung: 

oV 
- +- Vp = 0 (5.62/C.11) 

Hier. bei der GI.(5.62/C.11J. zeigt sich bel Chester (1954) ein Schreibfehler. 

der aber auf die nachfolgenden Formeln keinen Einfluß hat. 

Für eine isentrope Strömung folgt sofort der Zusammenhang: 

os 
- = 0 
eH 

(5.63/C.12J 

Hier zeigt sich ein Schreibfehler in der Arbeit von Chester (1954). der zu Ver

wirrungen mit der ursprUngliehen Querschnittsflllche S fUhren kann. 

Wird die Beziehung GI.(5.63/C.12) analog zu Gl.(3.19) in die GI.(5.60/C.10) 

eingesetzt, so erhält man direkt den Zusammenhang: 

c)p 

Durch Gleichsetzen der GI.(5.60/C .10) und der GI. ( 5 .64/C .13) 

op 

(Jt 

(5.64/C.13) 

(5.65) 

folgt durch Subtrahieren des Termes p, V V der Zusammenhang: 

(5.66/C.14) 

Nach Chester (1954) beschreibt die GI.(5.66/C.14) die Ausbreitung der kleinen 

Dichteänderungen analog zur Wellengleichung, ungeachtet der Tatsache, daß 

trotzdem Entropieänderungen bzw. Verwirbelungen in der Nachlaufströmung 

auftreten. 
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5 .4. Anwendung der Bilanzgleichung bezUglieh der Strömungsverhältnisse Im 
Stoßwellenrohr entsprechend dem §5 von Chester (1954) 

Zur Ableitung seines Ansatzes greift Chester (1954) auf ein Zylinderkoordina

tensystem zurück, da die Strömung durch eine Röhre mit den Grenzen 

r = R(x',8) = R(x + q1 t, 8) (5.67/C.15) 

verlaufen soll. R ist dabei willkürlich, soll aber nur kleine Änderungen R. be

sitzen. 

Oie Komponenten orthogonal zur Randbedingung r sind 

[ -R -R /R 1] R I rR 2 + R 2 ]v2 

•' e ' LI e (5.68) 

mit dem Normalenvektor 

(5 .69/C.16) 

Aus der GI.(5.62/C.11) folgt für die Geschwindigkeit v. direkt die Beziehung 

ov. 
0 t 

= 
op 

Schließlich erhält man mit der Normalengeschwindigkeit 

R R. 

für eine Erweiterung des Differentials analog zu 

av. 
ot 

R R. 
o-----

= -- -- = - ---------
0 X 0 t ot ox 

und mit der Definition der Nachlaufgeschwindigkeit 

(5.70/C.17) 

(5.69/C.16) 

(5.70) 
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c)x 
(5.71) 

c)t 

dann den Zusammenhang 

R R. R R. 
c) c) 

c) vn 2 
(R2 + R :) 1/2 - q: 

[ (R2 

c) R R. (R2 + R:)v2 
- q1 + R R. 

c)t c)x + Rv2 ox c)x 
0 

(5.72) 

der mit R.< < 1 zu 

(5.73) 

vereinfacht werden kann, so daß mit der mathematischen Definition von 

oR 1 
oR- oo -R2 

o RR. c)x 2 (5.74) 
= = 

c)x ox c)x2 

zuerst der Ausdruck 

1 
0 2 _ R2 

c) V n 2 
2 = q1 

c)t (R2 + R~) v2 c)x2 
(5.75) 

und mit GI.(5.70/C.17) dann die Beziehung für den Druckabfall in Normalen

richtung für r=R resultiert: 

1 
c)2 _ R2 

c)p c)V n 
2 2 P1 q1 

- - p1-- = (5.76/C.18) 
c)n c)t (R2 + R~) 1/2 c)x 2 

Unter der Annahme einer gleichmäßigen Verteilung des Druckes in der Strom

röhre kann zur Bestimmung eines mittleren Drucks die GI.(5.76/C.18) auf

integriert werden, so daß man die Beziehung 

J 
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dS (5. 77) 

erhält. Mit Hilfe der Zylinderkoordinatentransformation 

dS 
dS = r de (5.78a) bzw. = de (5.78b) 

r 

folgt dann durch mehrere algebraische Umformungen der Gl.(5.77) 

J ap ds = 
an 

wobei hier der Zusammenhang 

mit 

dE> 

gelten soll, so daß man die Beziehung 

erhält. Mit dem allgemeinen mathematischen Zusammenhang 

a2p a2p a2p 
=--+--+--

ox2 oy2 oz2 

(5. 79) 

(5.80) 

(5.81) 

(5.82) 

(5.83/C.20) 

(5.84) 
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ergibt sich durch Transformation von kartesischen Koordinaten in Zylinderkoor-

dinaten 

V'2p 
c)2p 1 c)p c)2p c)2p 

=-- + + - -- + 
c) r2 2 o e2 2 r c)r r ox 

über ein Gleichsetzen mit 

V'2p 
c)2p 

= 2 ot 2 
a, 

schließlich ein Zusammenhang 

c)2p 1 c)p c)2p c)2p c)2p c)2p 
--+ + - + -- = 
or2 r or 2 c)92 c)x r 

2 2 
a, c) t 2 ox 2 

der in integrierter Form lautet: 

Unter der Annahme einer linearen Theorie folgt mit 

p = f fp dS 

und der GI.(5.89/C.21) zuerst 

mit 

f c)p 
-ds 

on = JJ[ ::~ + 

1 c) p 

r or 

=-

(5.85) 

( 5 .86) 

( 5.8 7) 

(5.89/C.21) . 

(5.90) 

(5.91) 

(5.92/C.19) 
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und GI. ( 5 .83/C .20) dann die Beziehung 

(5.93/C.22) 

Die Lösung dieser Differentialgleichung (5.93/C.22) kann analog zur Wellen

gleichung in der Form 

mit der Größe 

2 a, 
A' = = ---

( 5. 94/C .23) 

(5.95/C.24) 

bestimmt werden. Dazu muß die Funktion F aus den Randbedingungen bestimmt 

werden. Hierzu werden die Gl.(5 .44/C .9a), GI.( (5 .48/C .9b), GI ( 5 .51/C .9c) 

und GI.(S .56/C .9d) zur Hilfe genommen, wobei allerdings darauf geachtet 

werden muß, daß die GI.(5.44/C.9a) von Chester (1954) falsch ist und somit 

Unterschiede in der Herleitung der Gleichungen entstehen können. Mit 

c)2p c)2p 

- - = 2 llS" (x + q, t) 
c) x2 c)t 2 2 

p, q, 
a, 

(5.93/C.22) 

4 p, u, 
!, p = (5.57 /C.9d) 

y + 1 

und 

2 
[1 - M~ 2 ]1, u = 

y + 1 
(5.44/C.9a) 

bzw. 

q, /, 
u = (5.96) 

Uo 

folgt durch Umformung 

I, 
U U0 

=-- (5.97) 
q, 
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dann durch Einsetzen in GI.(5.57/C.9b) zuerst für den Druck 

4 p, u, U U0 

p = (5.98) 
y + 1 q, 

4 p, u, 
p = U0 u (5.99) 

q, ( y + 1) 

Durch Differenzieren 

ap 4 p, u, au 
= Uo- (5.100) 

an q, (y + 1) an 

und mit einer Erweiterung von at 

ap 4 p, u, au at 
= --Uo (5.101) 

an q, Cy + 1) at an 

ergibt sich mit 

n = -x (5.102) 

bzw. 

at at 
= (5.103) 

an ax· 

oder durch ein unterschiedliches Koordinatensystem mit 

=-- (5.104) 
Ot dt 

aus der Gl.(5.101) der Zusammenhang 

ap 4 p, u, d v. eH 
= -u 

on q, (y + 1) dt ox ' 0 
(5.105) 

mit 

ax 
Uo =- (5.106) 

at 
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schließlich der Zusammenhang 

op 
= (5.107/C.25l 

on q,(y+1l dt 

Zur Herleitung der linken Seite der GI.(5.76/C.19) wird 

(5 .69/C .16) 

herangezogen und durch Differenzenbildung folgt 

d R R. 

= q, (5.108) 
dt dt 

+ R R. 

d-----
(R

2 
+ R!lv

2 J 
dt 

(5.109) 

Für kleine Querschnittsänderungen ergibt sich mit 

aus GI.( 5 .109) die vereinfachte Form 

dVn 
--= 
dt 

d R R. 

dt 

die in die GI.(5.107/C.25) eingesetzt wird, so daß folgt 

Durch Intergration der Gl.(5.112) erhält man 

f ~ ds = _ f 4 p, U, U0 eH d R R. dS q, 

on q, (y + 1) ox dt 

(5.110) 

(5.111) 

(5.112) 

(5.113) 
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und über eine Koordinatentransformation in Bezug auf den instationären Stoß 

resultiert mit 

X' = X + q1 t (5.114) 

bzw. 

dx' = dx (5.115) 

aus der Gl.(5.113) die Beziehung 

f ~ ds = _ 4 p1 U, U0 q, f ~ d R R. dx' 

Cln q,(y+1) c)x dt dt 

dS 
(5.116) 

Analog zu den Gl.(5.74) und (5.78a+b) kann die Beziehung (5.116) in Zylinder

koordinaten umgeschrieben werden zu 

d9 (5.117) 

Mit GI.(5.83/C.20) ergibt sich zuerst aus Gl.(5.117) der Zusammenhang 

J~ds = 
Cln 

und mit 

X = U1 t 

bzw. 

4 p1 U, U0 
q1 65 "(x + q1 t) 

q, (y + 1) 

X + q, t = (U, + q,l t 

resultiert mit 

U1 + q1 = Uo 

(5.118) 

(5.119) 

(5.120) 

(5.3) 
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dann schließlich der linke Teil der GI.(5.76/C.19) als 

(5.121) 

nach dem Kürzen von q, zu: 

I c) p ds = - 4 p, U, Uo ~S" (Uo t) 

c)n (y + 1) 
(5.122/C.27) 

Als nächstes soll nun der rechte Teil der Gl.(5 .76/C .19) hergeleitet werden. 

Ausgangspunkt ist die Grundgleichung 

c)p 

+ p, VV = 0 (5.64/C.13) 
2 a, c)t 

die nach einer Subtraktion folgende Form annimmt: 

p, vv = 
c)p 

(5.123) 

Werden die entsprechenden Komponenten des Geschwindigkeitsvektors 

mit 

und 

V= (u+q,, v, w) 

V = q f - 1 r 

fe 
w = -q,

r 

in den Gradienten 

c)(q, + u) 
\/V=----+--+--+-

1 c)v 1 c)w V 

c)x r c)r r ae r 

(5.124) 

(5.48/C.9b) 

(5.51/C.9c) 

(5.125) 
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ein, so erhält man die Beziehung 

1 c)q1 Ir 1 c)q119/r q1 Ir 
------

r () r r oe r 

Durch algebraische Umformung dieser Beziehung (5.126) folgt: 

1 oyqJr 1 c)q119/r 
\JV = u. 

r or r oe 

CJyqJr CJ q1 Ia 
\JV = u. 

r or r2 oe 

Setzt man die Gl.(5.128) in die Gl.(5.123) ein, so erhält man 

r 1 CJyqJr 
P1 \l V = P1 Lu• -

1 oyqJr 
u -• 

r Clr 

r c)r 

c)q1 Ia 

ae 
= ---

Durch Differenzieren nach der Zeit t 

c)p 

Clt 

Clp 

c)t 

op 

(5.126) 

(5.127) 

(5.128) 

(5.129) 

(5.130) 

(5.131lC.28) 

d [ u. +-- ~] a[~~[r q1 Ir] + ~ ~[q1 Ia ]] 
2 

a1 P1 Clt r c)r r ae 
= 

dt ot 

(5.132) 

und durch Einsetzen der Differentiale von 

4 P1 u1 
p = I, (5.57 /C.9d) 

y + 1 

die jeweils für r 

c)p 4 p1 u1 
jt/r - = (5.133) 

or 'Y + 
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c)p 

ae 
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=--- (5.134) 

die entsprechende Form besitzen, erhält man durch algebraische Umformungen 

den Zusammenhang: 

c) [ ~~[ r q, Ir] + ~ ~ [q, Ia ]] 
c) y q, I. c) q, I e 

c) c) 

r c)r r ae c)t c)t 
=- +-

c)t r c)r r2 c)9 

(5.135) 

c) [ ~ ~[r q, I,] + ~ ~ [q, Ia ]] 
al. c) Ia 

c) y q,- oq,-
r c)r r ae c)t c)t 

=- +-
c)t r c)r r2 c)9 

(5 .136) 

c) [ 2_~[r q, 
r c)r 

I,] + ~ ~ [q, le ]] 
r ae c)y q, 1 •. c)q,l,e 

=- +-
c)t r c)r r2 ae 

(5.137) 

c) [ ~ ;{r q, Ir] + ~ ~[q, Ia ]] 
y + 1 y + 1 

c) y q, Pr c) q, Pa 
r c)r r ae 4 p, u, 4p, u, 

=- + -
c)t c)r 2 ae r r 

(5.138) 

c) [ 2_;{r q, Ir] + ~ ~ [q, Ia ]] 
c)yq,(y+1) 

Pr 
r c)r r ae 4 p, u, ( y + 1) q, 

=- +- Pee 
ot r c)r r2 4p, u, 

(5.139) 

c) y q, ( y + 1 ) 
d[-1- ~+ u. J Pr 

(y+1)q, 4 p, u, p, a: c) t 
+- Pee = 

r c)r r2 4 p, u, dt 

(5.140/C.29>. 
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Zur weiteren Herleitung wird von 

u = (5.44/C.9a) 

die Ableitung nach x gebildet 

(5.141) 

und die Ableitung nach t hergeleitet: 

du c)u 
(5 .142) 

dt c)t 

Mit der x-Komponente der Impulsgleichung (5.62/C.11) 

c)u 
- +- P. = 0 (5.143} 
c) t p, 

bzw. deren Umformung 

c)u 
= P. (5.144) 

c) t p, 

erhält man durch Einsetzen in die Gl.(5.142) den Zusammenhang 

du 
= (5.145) 

dt p, 

und durch Einfügen der Beziehung ( 5 .141) die Form: 

du 2 u, [1 - M~2] 
= -- P~ + !,. (5.146) 

dt p1 y + 

Aus der Ableitung des Druckes 

p =--- !, (5.56/C.9d) 
y + 1 
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nach x 

4 p, u, 
P. = J,. (5.147) 

"( + 

folgt durch Einsetzen in die Gl.(5.141) der Ausdruck 

[ J 
Px ( "( + 1) 

u. = --- 1 - M~ 2 
----

4 p, u, 
2 

(5 .148) 
{ "( + 1) 

und nach dem Kürzen die Gleichung für u.: 

(5.149) 

Wird dieses u. der Gl.(5.149) in die Gl.{5.141) eingesetzt, so folgt der Aus

druck für du/dt: 

du [1 - M~ 2 ] 
= Px + U, P. (5.150) 

dt p, 2 p, u, 

du [1 + M~2] 
= P. (5.151) 

dt 2 p, 

Mit GI.(5.151J werden nun erste Unterschiede ln der weiteren Ableitung auf
grund eines Ableitungsfehlers bel Chester (1954) bel der Beziehung 

(5.44/C.9a) 

deutlich. Für GI.(5.44/C.9a) ergibt sich mit 

4 p, u, 
p = !, (5.57 /C.9d) 

"( + 1 

auch der Zusammenhang 

2 p (y + 1) 
u = [1 - M~ 2 ] 

{ "( + 1) 4 p, u, 
(5.152) 
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bzw. in gekürzter Form der Zusammenhang 

u = p (5.153) 

Oie Ableitung nach x lautet damit: 

(5.154) 
2 p u, 

Durch algebraische Umformung aus GI.( 5 .140/C .29) erhält man zuerst den 

Ausdruck 

1 c) 
-- [r p,] 
r c) r 

+- Pee = 
r2 

4 p, U, ~ [u • 
q, ( 'Y + 1) d t 

und durch Integration den Zusammenhang 

p,] (5.155) 

ff[~ ~[r P.] +~ Pee] dS = JJ 4 
p, U, [~+ U,~ ][u. 

r 0 r r q 
1 

( 'Y + 1) c)t 0 X 

+--
2 p, a, 

(5.156) 

Mit GI.(5.121/C.27) erhält man durch Gleichsetzen mit Gl.(5.157) für GU5.76/ 

C .19) den Gesamtzusammenhang 

Jop ds = ff[~ ~[r P.] +~ Pee] dS = 
c)n r or r 'Y + 1 

(5.157) 

und mit der rechten Seite von Gl.<5.156) für die integrierte Form der Differen

tialgleichung den Zusammenhang 

+--
2 p, a, 

---- ~S"(U0 t) 
'Y + 

(5.158) 



- 109 -

Mit der Geschwindigkeit 

[1 - M~ 2 ] 
u = p 

2 "1 u1 

und deren Ableitung nach x 

[1 - M~ 2 ] 
ux = Px 

2 P1 u1 

folgt für die Gl.(5.158) die Gleichung 

Am Stoß gilt für X = u1 t mit dem Zusammenhang 

o o o o ot o o 1 
- + u1- =- + u1- -- =- + u1 -- = 
ot ox ot ot ox ot ot U1 

c) 

2-
ot 

( 5.44/C. 9a) 

(5.149) 

(5.159) 

(5.160) 

dann für die Gl.(5.159) unter der Bedingung von Gl.(5.90) durch Einsetzen der 

Zusammenhang 

(5.161) 

und mit 

o P oP ot oP 1 
= = (5.162) 

ox ot ox ot u1 

dann für Gl.(5.161) 

8 P1 u1 [[1 - M~ 2] 
q1 ( r + n 2 P1 u~ 

+ 

+--
2 

P1 a1 (y + 1) 

( y + 1) 

(5. 163) 

6S"(U0 t) 

(5.164) 
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4 p1 U, U0 

2 U2 
p, 1 

Mit dem Lösungsansatz 

p = A' p 1 q: [- 8 ' ß S [r ( X + a 1 t) J + .1 S (X + q 1 t) J 

und dessen differentielle Ableitungen 

oP 
- = A' p, q; [-8' .1S' 1 (U, + a 1 ) + .1S' (U, + q1)] 

ot 

erhält man mit 

U1 + q, = U0 

über Gl.(5.169) 

schließlich den Zusammenhang 

q, (y+1) 

J 
4 P1 U, U0 

- .1S" u: = -----
( y+ 1) 

aus Gl.(5.165). Unter der Annahme 

.1s~· [1 (x + U, t>] = ßS"(U0 t) 

folgt nach dem Kürzen von Gl.(5.170) die Form 

( "( + 1) 

2 

[1 - M~2 + 2 M/] A' q, [B' 1 2 (U, + a1 )
2 

- u:] = U, Uo 

(5.165) 

(5.166) 

(5.167) 

(5.168) 

(5.3) 

(5.169) 

(5.170) 

(5.171) 

(5.172) 
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(5.173) 

Nach einer Umformung der Machzahlbeziehung 

= (5.174) 

und des Zusammenhanges 

't = (5.175) 
1 + M, 

folgt aus Gl.(5.173) durch Einsetzen von G.(5.174) und Gl.(5.175) die Beziehung 

Durch das Einsetzen der Umformungen aus 

U, = U0 - q1 

erhält man mit 

bzw. mit 

= 

die Gleichung: 

(5.176) 

(5.3) 

(5.177) 

(5.178) 

(5.179) 

(5.180) 



Mit dem Ansatz 

wobei mit 

die Funktion 

K = 
A' [s, - 1 J p, q: 

p1 q1 u, 
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~s 
= - K ( p, - Po) -

s 

gelten soll. Durch Kürzen folgt hieraus 

K = 
u1 

und mit Gl.(5.182) erhält man 

uo M2 
1 

+ mo)2 (M, 
K = 

q, ( 1 - M-2 + 2 M 2) 
0 1 

M2 
1 Uo 

K = 
( 1 M -2 2 M 2

) u, - 0 + 1 

M2 
[1 + ~QJ 1 

K = 
( 1 - M-2 2 M 2

) 0 + 1 M, 

M, (M, + m0 ) 

K = 
( 1 - M-2 

0 + 2 M:) (M, + mo)2 

(5.181) 

(5.182) 

(5.183/C.38) 

(5 .184) 

(5.185) 

(5.186) 

(5.187) 

(5.188) 

(5.189) 

(5.190) 
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M, 
K = ---------------------- (5 .192/C .39) 

(1- M~ 2 
+ 2 M;)(M, + mQ) 

Die Lösung (5.192/C.39) unterscheidet sich deutlich von der Lösung von 

Chester (1954), der ein 

K = 

bestimmt. 
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6. Diskussion und Vergleich der verschiedenen Ableitungen 

Ausgangspunkte der verschiedenen Theorien sind die allgemeinen Erhaltungssät

ze und Stoßbeziehungen. Abgesehen von Chisnell (1957), liegt hier zwischen 

Lighthili (1948), Chester (1953), Chester (1954) und Whitham (1958) eine Überein

stimmung vor. Nur Chisnell (1957) verzichtet auf den Einsatz einer allgemeinen 

Bewegungsgleichung, wie die Kontinuitätsbeziehung (2.2.) oder die Navier

Stokes Gleichung (2.14). Chisnell (1957) versucht viel mehr den Zeitverlauf zu 

überbrücken, in dem er für den stationären Fall gültige Formeln an verschiede

nen Orten im Kanal ansetzt. Dadurch werden allerdings die gleichen Formeln mit

einander verknüpft, so daß bei einer korrekten Herleitung sich letztendlich alles 

herauskürzt. Gajewski (1988) zeigt dies deutlich in seiner Studienarbeit. Damit 

benutzt die theoretische Herleitung von Chisnell (1957) zu wenig strömungsphy

sikalische Voraussetzung, um eine eindeutige und richtige Lösung zu finden. Der 

Ansatz von Chisnell (1957) ist somit unsinnig. 

Unterschiede in den anderen Theorien treten vor allen Dingen in den eingesetz

ten Randbedingungen und den durchgeführten Transformationen auf. Während 

Lighthili ( 1948) den Verlauf eines instationären, senkrechten Verdichtungsstoßes 

nur einseitig durch eine ebene, abknickende Wand begrenzt, erweiterte Chester 

(1953) die Theorie von Lighthili (1948) für eine zweiseitige Begrenzung. Dabei ist 

die Theorie von Lighthili (1948) Bestandteil der theoretischen Ableitungen von 

Chester (1953). tn beiden Fällen wurde eine lineare Theorie gewählt, so daß nur 

ein kleiner Abknickwinkel ö zulässig ist. ln den Theorien von Lighthili (1948) und 

Chester (1953) erfolgen drei gleiche Transformationen. Chester (1953) leitet in 

seiner Veröffentlichung zum ersten Male den Funktionsverlauf K(polp,) her, der 

auch in der ein Jahr später folgenden Theorie von Chester (1954) erscheint. 

Chester (1954), Chisnell (1957) und Whitham (1958) versuchen in ihren Veröffent

lichungen eine Kanalformel herzuleiten, so daß auch ein beliebig gewähltes Ka

nalprofil Einsatz finden kann. Es kann in diesem Bericht allerdings nachgewiesen 

werden, daß neben Chisnell (1957) auch die ursprüngliche Arbeit von Chester 

(1954) fehlerbehaftet ist. Es handelt sich dabei um einen gravierenden Umfor

mungsfehler und mehrere Tippfehler, die schon in den ersten Formeln jener Ver

öffentlichung auftreten. Durch eine Korrektur gelangt man dabei zu einem ande

ren Ergebnis für die Funktion K(p,lpo). Chisnell (1957) erkennt den Fehler von 

Chester (1954) nicht, sondern bestätigt das falsche Ergebnis von Chester (1954) 

durch eine eigene, aber auch falsche Ableitung. Dabei rühmt Chisnell (1957) sich, 
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mit jener Veröffentlichung nun eine neue, besonders einfache Herleitung gefun

den zu haben. 

Als dritter beweist nun ein Jahr nach Chisnell (1957) noch Whitham (1958) die be

reits von Chester (1954) vorgestellte Lösung. Zur Ableitung setzt Whitham (1958) 

die Charakteristikenmethode ein. 

Bemerkenswert ist, daß die Fehler von Chester (1954) und Chisnell (1957) bereits 

im Anschluß an das Aufstellen der Grundgleichungen auftreten und nicht im spä

teren Verlauf der Herleitungen vorhanden sind, da dort die Ableitungen wesent

lich komplizierter sind. Damit liegt die Vermutung nahe, daß das Ergebnis bereits 

bekannt sein mußte, bevor die Herleitung erfolgte. Dies ist z.B. dadurch möglich, 

weil zu der Zeit bereits Meßergebnisse vorlagen. Nun genügt es bereits mathe

matisch einen Fehler nachzuweisen, um die Theorie von Chester (1954) oder von 

Chisnell (1957) zu stürzen. Nichtsdestotrotz existiert eine mathematisch korrekte 

Herleitung der "Kanalformel von Chester und Chisnell" durch Whitham (1958). 

Damit ist ein gültiger Beweis gelungen und ein korrekter Weg ist eine hinreichen

de Bedingung zum Beweis. 

Ein Vergleich der Arbeit von Chester (1954) mit den Veröffentlichungen von 

Lighthili (1948) und Chester (1953) wird unmöglich gemacht, da der Fehler in der 

Arbeit von Chester (1954) schon zu Beginn bei der Aufstellung der Randbedin

gungen auftritt und sich im Verlauf der Ableitung fortsetzt. Man kann nur sagen, 

daß in allen drei Herleitungen von einem Störansatz Gebrauch gemacht wird. 

Darüber hinaus benutzt Chester (1954) nicht die Transformationsebenen seiner 

Veröffentlichung aus dem Jahre 1953 zur Lösung der Bestimmungsgleichung. 
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7. Ergebnis und Schlußfolgerungen 

Durch detailliertes Nachvollziehen verschiedener Theorien kann die in vielen 

Lehrbüchern der Gasdynamik vorgestellte "Kanalformel von Chester und Chis

n eil'' bestätigt werden. Diese Kanalformel beschreibt die Ausbreitung einer insta

tionären Stoßwelle in einem Kanal, in dem der Querschnitt variiert. Dabei ist die 

Kanalformel unabhängig von der Konfiguration des Kanalprofils. 

Allerdings haben bereits Neuberger (1988) und Gajewski (1988) nachgewiesen, 

daß die Herleitung von Chisnell (1957) falsch ist. Eine Korrektur des Fehlers führt 

aber zu keinem physikalisch sinnvollen Ergebnis dieser Theorie. Weiterhin konnte 

in diesem Bericht nachgewiesen werden, daß auch die Veröffentlichung von 

Chester (1954) fehlerbehaftet ist. Eine Korrektur führt hier aber zu einem ande

ren Ergebnis. 

Es konnte in diesem Bericht nur für Whitham (1958) eine korrekte Herleitung der 

Kanalformel nachgewiesen werden. Aufgrund dieser Tatsache sollte nun als 

Schlußfolgerung dieses Berichtes die Kanalformel Whitham (1958) zuerkannt 

werden. Darüber hinaus ist es notwendig, die korrekte Theorie von Whitham 

(1958) zu erweitern. Zukünftige Forschungsvorhaben sollten den Einfluß einer 

sich neu an der Kante entwickelnden Stoßwelle untersuchen. Bisher berücksich

tigt die Theorie von Whitham (1958) nur die Änderung des ursprünglichen, insta

tionären Verdichtungsstoßes. Die Entwicklung und sogar das Rücklaufen einer 

neuen Stoßwelle in einer Unterschallnachlaufströmung des ursprünglichen Ver

dichtungsstoßeswird bei Whitham (1958) vernachlässigt. Dadurch wird zwar die 

durchgehende Stoßwelle überschätzt, die reflektierte aber zu niedrig berechnet. 

Trotz reibungsfreier Bestimmung des Drucksprunges wird die Belastung zum Bei

spiel eines Lüftungskanals stark unterschätzt. Bei Auslegung nach diesem Berech

nungsmodell ist daher eine Zerstörung der Anlage nicht auszuschließen. Die Ent

wicklung einer brauchbaren Theorie ist daher notwendig. Als Ausgangspunkt für 

theoretische Herleitungen können dazu die Ansätze von Lighthili (1948) und Che

ster (1953) dienen. Sie untersuchten das Ausbreiten einer instationären Stoßwelle 

entlang einer einseitig abgrenzenden Knickfläche bzw. bei doppelseitig begren

zenden Knickfläche. Hierzu kann als weiteres Ergebnis dieses Berichtes festgehal

ten werden, daß die Formeln zur Bestimmung der Stoßstärkenänderung in den 

Arbeiten von Lighthili (1948) und Chester (1953) korrekt sind. 
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