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Theorie und Numerik nichtlinearer hyperbolischer Differentialgleichungen
1. Die skalare Erhaltungsqleichung

Kurzfassung

Diese Arbeit ist der erste Teil einer Ubersicht {iber die Theorie und die numerische
Behandlung nichtlinearer hyperbolischer Differentialgleichungen. Dabei steht
hier die skalare Erhaltungsgleichung im Mittelpunkt. Es werden die theoretischen
Grundlagen wie Eindeutigkeit und Existenz von klassischen und schwachen L6-
sungen des Anfangswertproblems behandelt. Darauf aufbauend wird gezeigt,
wie robuste und effiziente numerische Verfahren konstruiert werden kénnen, in-
dem man die Wellenstruktur der Losungen im Néherungsverfahren bericksich-
tigt. Diese Verfahren sind insbesondere in der Lage, auch starke StoBwellen zu
approximieren, chne daB Instabilitaten auftreten. Die Resultate fiir verschiedene
Testprobleme zeigen Gite und Eigenschaften dieser Verfahren.

Theory and Numerical Treatment of Nonlinear Hyperbolic Differential Equations
I. The Scalar Conservation Law

Abstract

~ This paper is the first part of a review about theory and numerical treatment of
nonlinear hyperbolic differential equations. We consider in the first part the
theoretical fundamentals as uniqueness and existence of classical and weak solu-
tions of the initial value problem. We show how to construct robust and efficient
numerical methods based on this theory by considering the wave structures of the
solutions. These numerical schemes have the shock-capturing property and pro-
duce sharp discrete shock profiles without generating instabilities. Results for dif-
ferent test problems show the quality and the properties of these methods.
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0. Einleitung

Die hyperbolischen Differentialgieichungen in der mathematischen Physik be-
schreiben Wellenausbreitungsphdnomene. Die einfachsten Vertreter dieses Types
von partiellen Differentialgleichungen sind die lineare Transportgleichung, auch
Advektions- oder Konvektionsgleichung genannt, und die lineare Wellenglei-
chung, welche raumlich eindimensional etwa die Schwingung einer Saite be-
schreibt. Die charakteristische Eigenschaft der hyperbolischen Gleichungen ist,
daB sich jegliche Stérungen entlang gewisser Bahnen mit endlicher Geschwindig-
keit ausbreiten. FUr jeden Punkt im Lésungsgebiet kénnen wir einen EinfiuBbe-
reich und einen Abhangigkeitsbereich angeben. Nur eine Anderung der Daten in
diesem Abhangigkeitsbereich dndert die Losung in diesem Punkt. Umgekehrt
wird sich die Anderung der Lésung in diesem Punkt nur auf die Lésung im Ein-
fluBbereich auswirken. Dies ist gerade der Wellencharakter der Losung der hyper-
bolischen Differentialgleichung. Ein robustes und effizientes Naherungsverfah-
ren muB diese Struktur der Losung natirlich geeignet approximieren.

In dieser Arbeit wollen wir gerade die Konstruktion soicher Ndherungsverfahren
erlautern. Dabei stehen hier die nichtlinearen Probleme im Mittelpunkt. Typisch
fur die nichtlineare Ausbreitung von Wellen ist das Auftreten von Unstetigkeiten,
den sogenannten StoBwellen. In diesen Fallen ist es noch wichtiger, die Struktur
des exakten Problems im Naherungsverfahren zu erfassen und geeignet zu
approximieren. Hier kann die Konsistenz des Néherungsverfahrens nicht mehr
nur auf die Gultigkeit einer Taylorentwicklung zurickgefiuhrt werden. Zum Bei-
spiel ist es iiber StoBwellen hinweg wichtig, daB die Entropie der Nadherungs-
l6sung anwachst. Andernfalls kann eine physikalisch unsinnige Ldsung approxi-
miert werden. '

Diese Arbeit ist der erste Teil iber die Theorie und die numerische Behandlung
nichtlinearer hyperbolischer Differentialgleichungen. Im Mittelpunkt steht hier
die einfachste nichtlineare hyperbolische Differentialgleichung - die skalare Er-
haltungsgleichung. Fur diesen Typ von Gleichungen kdnnte man sowohl die
Theorie der stetigen und unstetigen Lésungen als auch die Konstruktion von ge-
eigneten Naherungsverfahren als gewissermaBen vollstéandig betrachten. Dies
gilt fur eine Raumdimension, mit Einschrankung auch fir rdumiich mehrdimen-
sionale Probleme. Flr Systeme von nichtlinearen hyperbolischen Gleichungen
weist die Theorie im Gegensatz dazu nur sehr spérliche Resultate auf. Insofern




sieht die Konstruktion eines Naherungsverfahrens fir Systeme von Erhaltungs-
gleichungen oft so aus, daB Methoden und Verfahren, entwickelt und getestet
an einer einzelnen Erhaltungsgleichung, geeignet auf Systeme erweitert werden.
Umgekehrt kénnen natirlich auch ursprunglich fir Systeme entwickelte Ver-
fahren, angewandt auf eine einzelne Erhaltungsgleichung, besser verstanden
und der Lésungstheorie verglichen werden. Deshalb nimmt die skalare Erhal-
tungsgleichung und ihre numerische Lésung diesen breiten Raum ein.




1.0 Grundlagen

Zunichst wollen wir hier kurz auf die Klassifikation partieller Differentialglei-
chungen eingehen und auch die physikalischen und mathematischen Eigen-
schaften der verschiedenen Typen: elliptisch, parabolisch und hyperbolisch, an-
sprechen. Dabei werden schon einige typische Eigenschaften der hyperbolischen
Differentialgleichungen deutlich. Fortgesetzt wird die Einflihrung in diese Klasse
von Gleichungen durch Angabe von sechs Beispielen in Abschnitt 1.2. Grundle-
gende Betrachtungen zu Naherungsverfahren, speziell zu Charakteristiken- und
Differenzenverfahren, welche bei hyperbolischen Differentialgleichungen die
entscheidende Rolie spielen, schlieBen das Kapite! der Grundlagen ab.

1.1 Klassifikation von partiellen Differentialgleichungen

Die Standardgleichung fir die Klassifizierung partieller Differentialgleichungen
ist die lineare Gleichung zweiter Ordnung

(1.1) aun+buxy+cuw+dux+euy+fu2g' )

wobei die Funktionen a, b, ¢, d, e, f, g und u Funktionen von {x, y) sind. Wir be-
schranken uns hier und im folgenden immer auf reelle Funktionen und die
unabhangigen Variablen x, y sind ebenso reelle GréBen. Ebenso beschranken wir
uns zunéchst auf zwei Dimensionen.

Definition 1: Die partielle Differentialgleichung (1.1) heiBt hyperbolisch, para-
bolisch oder elliptisch im Punke (xo, yo) falls

(1.2) b% — 4ac >0 .

(1.3) b%— d4ac=0
oder beziehungsweise

(1.4) b? - 4ac<0

im Punkte (xo, Yo) gilt.




Die Gleichung (1.1) kann man im Falle konstanter Koeffizienten mittels einer
Koordinatentransformation (x, y) - (§, ) in eine kanonische Form bringen.
Voraussetzung ist hier natlrlich, daB diese Transformation nicht singular ist, d.h.
man hat eine bijektive Abbildung zwischen (x, y} und (£, n). Dies ist der Fall, falls
die Determinante der Jakobimaxtrix J der Abbildung

a@M)_ _
alx,y) B E.x']y - ‘gyl}x

(1.5) det{J) = det(
nicht verschwindet.

Nach Definition 1 bestimmen nur die Koeffizienten der hchsten Ableitungen
den Charakter oder Typ der Differentialgleichung. Es ist somit Ublich (1.1) etwas
kiirzer in det Form

(1.6) au“-trbuKy +cuxy =h

zu schreiben, wobei a, b, ¢, wie in {1.1) Funktionen von (x, y} sind und h eine
Funktion von (x, y, u, uy, uy) ist. Wir fihren nun eine Transformation aus

(1.7) T: (x,y) = (€, n)

mitdet (J) # 0. Mit Hilfe der Kettenregel erhélt man

du of  du In ot an
W =——+— —=u — +uy ~—
X 9E ax an ax b ax n gx
{1.8)
du o€ Bu 9 a 3
u:—~£+——n=u—f’+u—n
v aady amay tay oy
und weiter
2 2
8( i an) (a\‘,)z g (aq)z an
u =—{u —+u —|=1u — ] +u - +u - —
Xogy \ & gy n gx L\ ax b ax nn\ gx N g
(1.9)
3
+2u E"S_Il
tnogx ax

Analog erhalt man uyy und uyy. Einsetzen dieser Ausdricke in Gleichung (1.6)
fuhrt auf die Differentialgleichung zweiter Ordnung

(1.10) Au& + Bum + Curm =H



mit
A=af 2
wd§x+b£x£y+c£y ,
(1.11) B =2a E,xr]x+b£,xr1y+b£yr1x+2c£yny ,
C:aqi+quqy+cn:

und H = H (£, 1, u, ug, uy). Diese Ausrechnung fahrt auf die wichtige Aussage:

satz 1: Jede reelle nichtsinguléare Transformation &ndert den Typ der partiellen
Differentialgleichung (1.1) nicht.

Beweis: Eine einfache Ausrechnung liefert

B% _ 4AC = (b% - 4ac) (g0, - & n)® qed

Diese Invarianz legt es natirlich auch erst nahe, eine solche Typeinteilung nach
Definition 1 durchzufihren. Die Bezeichnungen hyperbolisch, parabolisch und
elliptisch sind gewshlt in Analogie zu den Bezeichnungen bei Kegeischnitten in
der analytischen Geometrie. Dem Hauptteil der Differentialgleichung (1.6), das
heiBt die linke Seite, kédnnen wir als quadratische Form

auffassen. Analog ist der Typ eines Kegelschnittes durch die quadratische Form
des Hauptteils der quadratischen Gleichung bestimmt. Der Kegelschnitt ist eine
Hyperbel, Parabel oder Ellipse falls fiir die Determinante der quadratischen Form
b2 - 4ac > 0, = 0 bzw. < 0 gilt. Wie bei den Kegelschnitten, kann man nun die
Gleichung (1.1) im Falle konstanter Koeffizienten stets in Normalform oder
kanonische Form transformieren. Eine hyperbolische, parabolische oder ellip-
tische Differentialgleichung (1.1) besitzt die Normalform

(1.12) u_ —u _=h |,
Xx ¥y 1

(113) uxx: h2 !

beziehungsweise

{1.14) u_+u_=h, .




Eine hyperbolische Gleichung wird auch &fters in einer anderen charakteri-
stischen Form geschrieben:

(1-15) u =h, ,

xy 4
welche flr verschiedene Félle eine glinstigere Formulierung ist. Die Funktionen h;
sind dabei Funktionen von (x, y, u, ux, uy)}.

Ein typisches Beispiel fir eine hyperbolische Differentialgleichung ist die Wellen-
gleichung

2 _ _
(1.16) u, —cu =0, c=konstant

?

welche etwa die Schwingung einer Saite beschreibt. Wir haben hier die unab-
hiangigen Variablen mit x und t bezeichnet, da sich ein solcher Schwingungs-
vorgang zeitlich entwickelt. Die Variable t steht fur die Zeit, x fur die Raum-
dimension, die Konstante ¢ bedeutet die Fortpflanzungsgeschwindigkeit.

Eine parabolische Gleichung ist die Warmeleitungsgleichung

(1.17) u = ku_ , k = konstant
L ] XX

Die Losung dieser Gleichung liefert zum Beispiel die Temperatur in einem dinnen
gleichférmigen Stab im Punkte x nach der Zeit t; x steht fir den Warmeleitungs-
koeffizienten.

Der einfachste Vertreter einer elliptischen Gleichung ist die Laplace- oder Poten-
tialgleichung

(1.18) u +u =0,

welche fur zahlreiche Anwendungsgebiete eine grundlegende Rolle spielt. Einige
Beispiele sind Potentialprobleme der Elektrizitat, des Magnetismus und der Gra-
vitation, rotationsfreie Stromung einer inkompressiblen FlUssigkeit, stationéare
Wiarmeverteilung in einem zweidimensionalen Medium, Ladungsverteilung in
einem homogenen Leiter.

Bei den bisherigen Beispielen waren alle Koeffizienten konstant und die zuge-
hérigen Gleichungen sind im gesamten Definitionsgebiet vom selben Typ. Dies
muB nicht so sein. Wir haben in Definition 1 den Typ der Differentialgleichung ja
auch als lokale Eigenschaft definiert. Ein Beispiel fur eine Differentialgleichung,
welche den Typ wechselt, ist die aus der Aerodynamik bekannte Tricomi-
Gleichung




(1.19) yu_ +tu =0,
XX ¥y

welche in der oberen Halbebene y > 0 elliptisch und in der unteren Halbebene
y < 0 hyperbolisch ist. Die Gerade y = 0 nennt man die "parabolische Grenz-
linie”. In der Aerodynamik hat man an dieser Grenzlinie etwa den Umschlag von
einer Unterschall- {elliptisch) in eine Uberschallstromung (hyperbolisch).

Hingen die Koeffizienten a, b oder ¢ auch noch von u, uy oder uy ab, heilt die
Gleichung (1.6) quasilineare Differentialgleichung zweiter Ordnung. Der Typ
dieser Differentialgleichung ist im allgemeinen erst durch die Losung bestimmt
und ist somit a prioti nicht bekannt.

Wie man an den verschiedenen Beispielen sieht, ist die Unterscheidung verschie-
dener Typen von Differentialgleichungen nicht nur ein mathematisches Artefakt,
sondern verschiedene Typen beschreiben auch grundlegende verschiedene physi-
kalische Prozesse. So wird der Wellen- oder Schwingungscharakter eines physi-
kalischen Problems durch eine hyperbolische Gleichung wiedergegeben. Um eine
eindeutige Losung einer partiellen Differentialgleichung zu erhalten, missen
noch Anfangs- oder Randbedingungen gefordert werden.

Ganz typisch fur hyperbolische Gleichung ist dabei, daB meist nur Anfangswerte
angegeben werden missen (Anfangswertproblem). Die Anfangswerte und die
Differentialgleichung bestimmen dann die zeitliche Entwicklung des Vorgangs.
Bei der Schwingung einer Saite etwa muB die Anfangsauslenkung bekannt sein;
die zeitliche Entwicklung ergibt sich dann aus der Differentialgleichung. Zwar
sind im praktischen Fall Randwerte - wie das Festhalten der Saite - vorgeschrie-
ben, diese lassen sich jedoch durch einfaches schiefsymmetrisches Fortsetzen der
Anfangswerte eliminieren. Das reine Anfangswertproblem fir eine hyperbolische
Gleichung besitzt im allgemeinen ein eindeutigé stabile Losung.

Die parabolische Gleichung beschreibt ebenso die zeitliche Entwickiung eines
Vorgangs, jedoch missen hier neben Anfangswerten auch zwingend Randwerte
vorgeschrieben werden (Anfangs-Randwertproblem). Bei der Warmeleitungs-
gleichung kénnen zum Beispie! die Temperaturen am Rand ganz wesentlich sein.
Ein reines Anfangswertproblem fur eine parabolische Gleichung ist nicht sach-
geman gestellt. Die elliptische Gleichung demgegeniber ist ein reines Randwert-
problem. ZusammengefaBt sind diese Bemerkungen in Tabelle 1.




d2/dx2 + J2/dy2 | Potentialoperator | elliptisch stationare Probleme
Randwertprobleme

G/at - 92/9x2 Diffusionsoperator| parabolisch |glatte ausbreitende Strémung
Anfangs-Randwertprobleme

32/at2 - 32/ax2 | Wellenoperator hyperbolisch| Wellen
Anfangswertprobleme,
Eigenwertprobleme

Tabelle 1: Klassifizierung von Differentialgleichungen

Neben den Differentialgleichungen 2.-ter Ordnung spielen auch Differential-
gleichungssysteme 1.-ter Ordnung in der Form

(1_20) uL-l-Aux:f

eine groBe Rolle als mathematische Modelle physikalischer Vorgange. Dabei ist u
eine vektorwertige Funktion u = (uq (x, 1), uz (x, t), .., un (x, t)T, A eine nxn-Matrix
und f eine vektorwertige Funktion f = {f1 (x, t, u), f2 (x, t, u), .., fn (x, t, U})T.
Gleichungen in dieser Form (1.20) nennt man Evolutionsgleichungen. Ist dabei
die Matrix A konstant, so hei3t (1.20) linear mit konstanten Koeffizienten, fur
A = A (x,1} heiBt sie linear mit variablen Koeffizienten und fir A = A (x, t, u)
heif3t (1.20) quasilinear.

Definition 2: Die Evolutionsgleichung (1.20) heit hyperbolisch, falls die Matrix A
nur reelle Eigenwerte besitzt. Sie heil3t strikt hyperbolisch falls A nur reelle
Eigenwerte und die zugehorigen Rechtseigenvektoren linear unabhangig sind.

Bemerkung 1: Gleichung {1.20) ist zum Beispiel strikt hyperbolisch, falls A reelle
und verschiedene Eigenwerte besitzt. '

Definition 2 [aBt sich naturlich wieder wie Definition 1 lokal definieren, falls
A nicht konstant ist. Eine Typbestimmung bei Systemen erster Ordnung ist nicht
immer moglich. Falls alle Eigenwerte komplex sind, ist die Evolutionsgleichung
elliptisch. Weitergehende Aussagen Gber die Typeinteilung partieller Differen-
tialgleichungen sind z.B. in den Arbeiten [7], [26] und [42] enthalten.




.9-

1.2 Beispiele hyperbolischer Differentialgleichungen

Beispiel 1 {Lineare Transportgleichung):

Das einfachste Beispiel und oft der Prototyp einer hyperbolischen Differential-
gleichung ist die lineare Transportgleichung - oft auch Advektions- oder Konvek-
tionsgleichung - genannt. In einer Raumdimension hat sie die Form

(1-21) ut+cu =0
X

mit ¢ = c (x, 1). Diese Gleichung tritt bei vielen Transportvorgéangen auf. Wir
betrachten das Anfangswertproblem oder Cauchyproblem fur (1.21) mit kon-
stantem c eR. Gesucht ist eine Losung ue C1 (R x!Rt), welche (1.21) erfillt und der
Anfangsbedingung

(1-22) u(x,0) =qx) ,xa!R )
mitq e C! (R) genugt.

Man kann nun die linke Seite in (1.21) als Richtungsableitung in Richtung (1, ¢
auffassen. Wir betrachten die Kurve C: x = x (s),t = t {s), welche von dem reellen
Parameter s abhangt. Wahlen wir nun

d_, &
ds " ds
so folgt nach der Kettenregel und aus der Differentialgleichung (1.21)

{1.23) =c

dx dt
— 4y — =0,

d
1.24 = 3) =
(1.24) dsu(x(s),t(sn u oy

Die Funktion u ist somit entlang der Kurve C konstant. Wir kénnen die Dar-
stellung (1.23) von C noch etwas vereinfachen und den Parameter s mittels der
ersten Gleichung eliminieren. Wir erhalten C dann in der Darstellung x = x (t)
= ct. Da ¢ als konstant vorausgesetzt wurde, sind die Kurven C Geraden. Sie
werden Charakteristiken oder charakteristische Kurven genannt.

Die Lésung des Anfangswertproblems (1.21), (1.22) 1aBt sich nach diesen
Uberlegungen leicht angeben. in einem beliebigen Punkt (x,t) eR x[R* tragen wir
die Charakteristik an und verfolgen diese bis zu den Anfangswerten (siehe Figur
1.1). Der Funktionswert von u im Punkt (xt) ist dann gerade der Wert der
Anfangswerte im Schnittpunkt zwischen Cund der Geradent = 0:
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(1.25) wie b =qx —cl) , &veRxR

Das Cauchyproblem (1.21) (1.22) besitzt somit eine globale Lésung in C1 (R xR ).
Die Losung {1.25) erklart auch den Namen der Gleichung (1.21). Die Anfangs-
werte werden durch (1.21) mit der Geschwindigkeit c transportiert.

te

Charakteristik

u=ulx,t)

x-ct 1’

Figur 1.1 Losung der linearen Transportgleichung in der (x,t)-Ebene

In der Theorie der hyperbolischen Differentialgleichungen sind die Charakteri-
stiken ganz wesentlich - und wir werden sehen, daB3 dies auch fir die numerische
Approximation zutrifft. Die Charakteristiken geben die Ausbreitungsrichtung der
Wellen oder auch jeglicher Stérung an. Entlang der Charakteristiken reduziert
sich die partielle Differentialgleichung auf eine gewdhnliche Differentialglei-
chung. Die Einfuhrung charakteristischer Variablen vereinfacht oftmals das Pro-
blem wesentlich oder macht sogar die Ermittlung einer analytischen Losung mdg-
lich, wie im obigen Fall.

Wir sehen in Figur 1.1, daB die Lésung im Punkte (x,t) nur von dem Wert der An-
fangswerte an der Stelle x-ct abhéngt. Diesen Punkt nennt man den Ab-
hangigkeitsbereich der Lésung in (x,t). Umgekehrt beeinflussen die Anfangs-
werte in einem beliebigen Punkt (xo, 0} die Lésung nur an den Punkten, welche
auf der Charakteristik liegen, die durch (x,, 0) geht. Der sogenannte Einfluf3-
bereich ist somit gerade die Charakteristik. Signale oder Stérungen hreiten sich
gerade mit der Geschwindigkeit c aus.
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Hangt die Transportgeschwindigkeit ¢ von (x,t) ab, sind die Charakteristiken nicht
mehr Geraden. Ein einfaches Beispiel ist etwa

(1.26) ut+xux:0 .
Die Charakteristiken sind nach (1.23) bestimmt durch die Gleichungen

dt dx
— =1, —=x
ds ds

mitder Losungt = In|x| + xo firx = 0. Ihr Verlaufist in Figur 1.2 skizziert.

)

¥

Figur 1.2 Verlauf der Charakteristiken in der (x,t)-Ebene

Beispiel 2 {Erhaltungsgleichung):

Das einfachste Beispiel und Prototyp einer nichtlinearen hyperbolischen Differen-
tialgleichung ist die Erhaltungsgleichung

(1.27) ut+f'(u)x=0 ,

wobei f & C2( R) eine nichtlineare Funktion sei. Sie wird der FluB der Erhal-
tungsgleichung genannt. Dieser Typ von Gleichungen tritt oft in der Physik bei
der mathematischen Beschreibung von Erhaltungssatzen (Massenerhaltung, Im-
pulserhaltung, ...) auf. Das zugrunde liegende Erhaltungsgesetz bedeutet, daf3
die Anderung einer physikalischen Gré8e in einem beliebigen Gebiet G des drei-
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dimensionalen Raumes aufden Flu3 durch den Rand 4G von G zurickzufuhren ist.
Ist u die Dichte dieser GréBe, beschreibt der Vektor f ihren FluB und ist n der nach
auBlen gerichtete Normalenvektor auf aG, so gilt

d
2 [ g - [ 07
( ) m udg (f,n) ds

G aG

({f, n) bezeichnet das innenprodukt von f und R). Sind u und f stetig differen-
zierbar, so liefert der GauB3sche Satz und die Vertauschung von Integration und
Differentiation

J (u, + div Ndg =0 .
G

Da G hier beliebig gewahlt werden kann, folgt daraus die differentielle Form des
Erhaltungsgesetzes

(1.29) ut+divf=0 .

Ist der betrachtete physikalische Vorgang in zwei Raumdimensionen konstant, so
ergibt sich die raumlich eindimensionale Erhaltungsgleichung (1.27).
Die Erhaltungsgleichung (1.27) kann man auch in der quasilinearen Form

df(u)

du

(1.30) u +au =0 mit aly=

schreiben. Damit bekommt man AnschluB an die Berechnung der Charak-
teristiken wie sie in Beispiel 1 ausgefuhrt wurde. Die Steigungen der Charak-
teristiken sind hier jedoch l16sungsabhéngig. Die Konsequenz aus dieser Tatsache
werden wir eingehend in Kapitel 2 erértern.

Der einfachste nichtlineare Fall ergibt sich fur f(u) = u2/2. Die zugehdrige Er-
haltungsgleichung

(1.31) ut+(]~u2)x=0

heit Burgers-Gleichung [3]. Es ist ein sehr einfaches Modell einer eindimen-
sionalen Stromung eine Flissigkeit ohne Viskositatseffekte, die aber doch we-
sentliche nichtlineare Effekte enthéalt. Diese Gleichung wird uns als Prototyp noch
6fters Gber den Weg laufen.
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Beispiel 3 (Allgemeine quasilineare Differentialgleichung erster Ordnung):

Die lineare Transportgleichung und die Erhaltungsgleichung sind Beispiele der
aligemeinen quasilinearen Differentialgleichung erster Ordnung

{1.32) a(x,y,u)ux+b(x,y,u)uy:C(X,)’,U)

Fur das Cauchyproblem dieser quasilinearen Differentialgleichung 1aBt sich ein
allgemeiner Existenzsatz angeben, welcher aber nur eine lokale Lésung, d.h.in
einem gewissen Intervall [0, to] mit to > 0, garantiert. Eine globale Losung in Ro
muB nicht existieren. Man betrachtet auch hier die Lésung entlang charakteri-
stischer Kurven, welche durch die Bedingungen

d d d
(1.33) iy W, = =bky,w, — =clxy,u)
ds ds ds

definiert werden. Die Gleichungen (1.33) bilden ein autonomes System von ge-
wohnlichen Differentialgleichungen. Sind a, b, c und die Anfangswerte stetig
differenzierbar, so kann man mit Hilfe der Theorie der gewdhnlichen Differen-
tialgleichungen die Existenz einer lokalen Losung zeigen.

Beispiel 4 (Wellengleichung):

Die Weltengleichung (1.16) kann in ein System von Differentialgleichungen erster
Ordnung Ubergefihrt werden. Dazu fuhren wir die Variablen p = uy und g = cuy
ein. Die Wellengleichung ist dann dquivalent zu einem System zweier Evolutions-
gleichungen

pt-¢cax =0,
(1.34)
at-cpx = 0 .
in Matrixschreibweise lautet die Wellengleichung dann

(1.35) vt+Avx:0

mit
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Die Differentiation des Vektors v ist komponentenweise zu verstehen. Die Matrix
A hat zwei verschiedene reelle Eigenwerte A1 = ¢, A = -¢ und ist strikt hyper-
bolisch nach Definition 2 fur ¢ # 0. Fiir das System (1.34) oder {1.35), bestehend
aus zwei Gleichungen, ergeben sich zwei ausgezeichnete Richtungen, welche
durch diese Eigenwerte bestimmt sind. In der (x,t)-Ebene haben diese zwei
Familien von Charakteristiken die Steigungen 1/c bzw. -1/c. Jegliche Information
setzt sich entlang dieser Geraden fort.

Die Wellengleichung nimmt eine einfache Gestalt an, wenn wir zu segenannten
charakteristischen Variablen Gbergehen. Beziglich dieser Variablen nimmt die
Matrix A Diagonalgestalt an und die beiden Gleichungen entkoppeln sich. Um
(1.34) in eine solche charakteristische Form zu bringen benétigen wir die
Rechtseigenvektoren rq, r der Matrix A. Wir schreiben sie in Form einer Matrix
R = {r1, rz) deren Spalten die Eigenvektoren sind. £s gilt

t 1 1 -1
1 1

136 R= — ’ , R_l - —
(1.36) V2 \ 4 1 Ve \ | 1
wobei R-1 die inverse Matrix zu R bezeichnet. Die Zeilen von R-1 sind gerade die
Linkseigenvektoren von A. Die Rechts- und Linkseigenvektoren {1.36) bilden
jeweils ein Orthonormalsystem. Wir multiplizieren nun (1.35) mit der inversen
Matrix R-1 und erhalten

Rv +R'Av =0 .
L X

Mit den charakteristischen Variablen w = R-1v ergibt sich weiter
(1.37) wt-!-Dwx:O ,

wobei D = diag (¢, -¢) = R-1 A R die Diagonalmatrix mit den Eigenwerten als
Diagonalelemente bezeichnet. Das Gleichungssystem (1.37) ist nun ein System aus
zwei Gleichungen, welche entkoppelt sind. Ausgeschrieben lauten diese Glei-
chungen

(p-ait+clp-gix=0
(1.38)

(pragit-clp+ax=0.

Wir kénnen die Uberlegungen in Beispiel 1 auf beide Gleichungen anwenden
und eine allgemeine Losung p, q ¢ €1 (R x RY) des Cauchyproblems fir die
Wellengleichung (1.34) mit den Anfangswerten
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(1.39) p(x,00=p (), qlx,0)=q () , xeR,

angeben. Dabei seien die Funktion py und qq stetig differenzierbar. Entlang der
+ ¢-Charakteristik gilt p - g = konstant, d.h. {p - q) (x,t}) = po (x-ct) - Qo (x-ct}).
Analog gilt entlang der -c-Charakteristik (p + q) (x,t) = po {x+ct) + o (x +ct).
Damit erhilt man die Lésung des Cauchyproblems als Losung dieser zwei Glei-
chungen in der Form

1
px,t)= E (po(x—ct,) -q, (x ~ct) + po(x +ct) + qo(x +ct)) ,
(1.40)

1
qx,t)= 5 (_ po(x—ct) +q, (x —et) + po(x+ct) + qo(x +ct)) .
In Figur 1.3 ist dies geometrisch in der (x,t)-Ebene veranschaulicht. In dem beliebi-
gen Punkt (x,t) werden die Charakteristiken angetragen. Die Charakteristiken
werden bis zu den Anfangswerten zurlckverfolgt. Aus den Werten von q und p
an diesen Stellen laBt sich die Lésung nach (1.40) berechnen.

4

¢ - Charakferistik\ /4 - Charakteristik

>y

x-ct  xect
Figur 1.3 Ldsung der Wellengleichung in der (x,t)-Ebene

Wir sehen, die Lésung v = v {x,t) ist nur durch die Anfangswerte an den Stellen
x-ct und x +ct bestimmt. Der Abhéngigkeitsbereich der Losung im Punkte (x,t)
besteht somit aus diesen 2 Punkten. Andersrum beeinfluBen die Anfangswerte
eines Punktes (xo, 0) die Ldsung entlang beider Charakteristiken, welche in (xq, 0)
starten. Diese beiden Charakteristiken sind somit der EinfluBbereich der Anfangs-
werte in (xq, 0).
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Bemerkung 2: Ahnlich wie die L&sung des Cauchyproblems (1.34), (1.39) 1481t sich
auch die Lésung des Cauchyproblems von (1.16) mit den Anfangswerten

(1.41) ulx,d) =), ut(x,O):g(x) , xeR,

bestimmen. Die Loésung lautet

X+ct
1 1
(1.42) u (x,t) = é"(f(x+ct)+f(x—ct))+ o [ g (€)dEf .
c

X-Ct

Fir dieses Anfangswertproblem ist der Abhingigkeitsbereich der Lésung im
Punkte (x,t) gerade das Intervall [x-ct, x + ct] (Figur 1.4). Der EinfluBbereich eines
Punktes (xq, 0) ist der in Figur 1.5 schraffierte Bereich, welcher durch die Charak-
teristiken in (xo, 0) begrenzt wird.

f% t

-¢ Charakleristik  +c Charakteristik \ )
N y 4
\ “ 7
\\_ ’I
\\ 7[
X i
\\ II
] Locrsoiress A e =
x-ct x+ct X X X
Figur 1.4 Abhéangigkeitsbereich Figur 1.5 EinfluBbereich

Beispiel 5 (Eulergleichunaen):

Die Gleichungen einer kompressiblen Strémung ohne Viskositat wird durch ein
System hyperbolischer Erhaltungssatze beschrieben. In einer kartesischen Raum-
koordinate lauten sie

(1.43) u, + fu), =0
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mit
Y pv
(1.44) u= pv . flu) = pv2 + p
e v(e+p)

wobei u der Vektor der ErhaltungsgroBen ist: pist die Dichte, pv die Impulsdichte
und e die Energiedichte. Neben den ErhaltungsgréBen treten in (1.43), (1.44)
noch die Geschwindigkeit v und der Druck p auf; p, v und p werden oft als die
primitiven Variablen bezeichnet. Zusatzlich zu den Erhaltungsgleichungen (1.43)
benétigt man noch eine Bestimmungsgleichung firden Druck in der Formp =
o (p, £), wobei e die spezifische innere Energie ist. Es gilt die Beziehung

1
{1.45) e=pc+§pv2 .

FUr ideale Gase ist die Bestimmungsgleichung fur den Druck, ublicherweise
Zustandsgleichung genannt, gegeben durch

(1.46) p=—Dlpe

wobei y der Adiabatenindex {d.h. Verhaltnis der spezifischen Warme) genannt
wird.

Die verschiedenen Gleichungen des Systems (1.39) driicken integrale physika-
lische Erhaltungssatze aus: die Erhaltung der Masse, des Impulses und der Ener-

gie.

Eine Einfihrung in die Theorie der Charakteristiken findet man natdrlich in je-
dem Lehrbuch tber partielle Differentialgleichungen (z.B. {26], [30]). Sehr aus-
fuhrlich behandelt Sauer in [58] diese Theorie. Neben der ausfuhrlichen Charak-
teristikentheorie geben spezielle Lehrbucher Uber hyperbolische Differential-
gleichungen wie die von lJeffrey [29] und Witham [69], auch eine Fille von An-
wendungen auf verschiedenen hyperbolischen Gleichungen an.

1.3 Niherungsverfahren, Differenzenverfahren

Wie wir in Abschnitt 1.2 gesehen haben, spielen die Charakteristiken bei hyper-
bolischen Differentialgleichungen eine zentrale Rolle. Insofern liegt es naturlich
nahe, daB Naherungsverfahren sich auf die Theorie der Charakteristiken stitzen.
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Es gibt im wesentlichen zwei Anséatze, sich diese Theorie zu nutze zu machen. Die
Verfahren, welche wir zum ersten Ansatz zurechnen, werden Charakteristiken-
verfahren genannt. Der Ausgangspunkt dieser Verfahren sind die Bestimmungs-
gleichung der Charakteristiken zusammen mit der Differentialgleichung in der
charakteristischen Form. Im Falle einer quasilinearen Differentialgleichung erster
Ordnung geht man von den charakteristischen Gleichungen (1.33) aus, statt von
der Differentialgleichung (1.32). Die charakteristischen Gleichungen werden
etwa als System gewdhnlicher Differentialgleichungen geldst. Der zweite Ansatz
fuhrt zu Differenzenverfahren, denen die urspringliche Differentialgleichung
zugrunde liegt, deren Differenzenbildung aber von der Richtung der Charak-
teristiken oder Signalausbreitung abhéangt. Wir wollen beide Ansatze hier kurz
skizzieren.

Zunéchst zu dem Charakteristikenverfahren. Wir betrachten die quasilineare
Gleichung

(1.47) uL-!-ai(x,t,u)ux:b(X,t;U) .

Nach Beispiel 3 sind die Charakteristiken und die Losung durch die Gleichungen

dt dx I u b (x. b )
—_— = —_— = -_—= X
ds " ds av L ds At

bestimmt. Daraus erhalt man die Gleichungen

(1.48) dx = adl , du=hdt .

Zunichst fuhren wir eine Diskretisierung der Zeit ein. Wir wollen das Verfahren
fir den ersten Zeitschritt At skizzieren. Dazu greifen wir einen beliebigen Punkt
Po = (%o, 0) auf der x-Achse heraus. Wir berechnen nun die Steigung der Cha-
rakteristik im Punkte Pg : ag = a (X0, 0, Ug) mit ug = u (xo, 0) und aus der ersten
Gleichung von {1.48) eine Naherung von Py (Figur 1.6)

(1-49) X{IH —x =a At .

Dabei approximierten wir die Differentiale durch endliche Differenzen. In dhn-
licher Weise benutzen wir die zweite Gleichung in (1.48), um eine Approximation
der Losung in Py zu erhalten:

(1.50) u‘lh ~u, =h Al
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ngI P,

p {1]

ﬂﬂ X

-
Xy X4

Figur 1.6 Charakteristikenverfahren

mit bo = b (xo, 0, Uo). Somit haben wir eine erste Approximation des Punktes P4
und der Ldsung in Pq. Diese erste Naherung wird nun benutzt, um bessere Werte
zu erhalten. Dabei gehen wir wieder von den charakteristischen Gleichungen
(1.48) aus. Die Koeffizienten a, b werden jetzt aber durch Mittelwerte approxi-
miert. Wir erhalten als zweiten Schritt

(1.51}

mit

a$]==a(x?),At,uT'), b?’:la(xf’,&t,uf)).
Zur Erhéhung der Genauigkeit kann der zweite Schritt mehrmals wiederholt
werden (Iteration). Wir haben dieses Verfahren hier fr einen Punkt Po beschrie-
ben. Es wird natirlich gleichzeitig fir mehrere Punkte angewandt und man er-
halt eine Approximation der Lésung fur t = At. Dies wird nun sukzessive wieder-
holt bis man am gewiinschten Zeitpunkt angelangt ist.

Der Vorteil solcher Charakteristikenverfahren ist, daf sie sehr gut die Richtung
der Signalausbreitung und damit den EinfluBbereich der Anfangswerte im
Naherungsverfahren bernehmen. Insofern sind diese Verfahren bezuglich der
Genauigkeit der Approximationen im allgemeinen anderen Verfahren Uber-
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legen. Bei Systemen von hyperbolischen Differentialgleichungen gilt es natirlich
fiir ein Charakteristikenverfahren mehrere Charakteristiken zu verfolgen. Dem-
entsprechend werden diese Verfahren komplexer und komplizierter. Einen ent-
scheidenden Nachteil haben diese Verfahren bei der Approximation von nicht-
linearen Gleichungen. Hier kann es zu Schnittpunkten von Charakteristiken
kommen. Uberall dort wird keine stetige Loésung mehr existieren, aber durchaus
eine sogenannte schwache Losung, welche auch eine Lésung des zugrunde lie-
genden physikalischen Problems ist. Es treten sogenanhte StoBwellen (Shock
Waves) auf. In dieser Situation versagen zunachst Charakteristiken-Verfahren. Sie
kénnen fur viele Probleme jedoch geeignet modifziert werden, indem solche
Schnittpunkte von Charakteristiken aufgesplrt werden, dort eine Unstetigkeit in
die Naherungsiosung eingefihrt wird und ihre Ausbreitungskurve als innerer
Rand im Verfahren verfolgt wird (Shock-fitting). Dies geht solange gut, solange
sich dies um einzelne Kurven handelt. Treten diese Unstetigkeiten sehr haufig auf
oder kommt es gar zur Wechselwirkung von ihnen, ist das Charakteristiken-
Verfahren nicht mehr effizient oder nicht mehr durchfuhrbar. Das zugehdorige
Computerprogramm ist von der Struktur her sehr kompliziert und muf alle Un-
stetigkeitskurven verwalten und verfolgen. Dies macht ein solches Programm
inshesondere sehr uneffektiv auf einem Vektorrechner und damit nicht anwend-
bar auf gréBere praktische Probleme, wie die Berechnung mehrdimensionaler
kompressibler Strémungen.

Demgegeniber sind Differenzen-Verfahren, bei denen die Ableitungen durch
einfache Differenzenquotienten ersetzt werden, von der Struktur her sehr ein-
fach und effizient auf einem Vektorrechner zu codieren. Die Gite dieser Ver-
fahren basiert zunichst auf der Gultigkeit von Taylorentwicklungen, welche
garantieren, daf3 der Differenzenquotient eine sinnvolle Approximation darstellt.
Wir werden spater zeigen, daB3 es aber gelingt, Differenzenverfahren zu kon-
struieren, welche lokal die Richtung der Charakteristiken berlcksichtigen und
auch an Unstetigkeiten automatisch physikalisch und mathematisch sinnvolle
Lésungen produzieren (Shock-capturing). Dabei bleibt die einfache Struktur des
Differenzenverfahrens im wesentlichen erhalten.

Zusammenfassend kann man sagen, daB Charalkteristikenverfahren sicher die
genauesten und besten Verfahren sind, falls glatte Losungen oder auch noch
"nichtkomplizierte” stiickweise glatte Losungen existieren. Fur allgemeine nicht-
lineare Probleme - auch mit komplizierter Struktur der Losungen - sind die
“charakteristischen” Differenzenverfahren, welche wir spater vorstellen, besser
geeignet.
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Wir wollen uns nun kurz den Grundlagen von Differenzenverfahren zuwenden.
Ist eine Funktion u = u (x, t) beliebig oft stetig differenzierbar u e C*( R x Rg), s0
fihren Taylorentwicklungen auf die Gleichungen

1
(1.52) ulx + Ax,t) = ulx, t) + Axu_(x,8) + 5 Ax? u_(x,t) + % Ax3 v (X, +0 (axh

1
(1.53) Ul - Ax,0) = ulx, 4 ~ Axu U+ Axu_(x,t) — %Ax%m(x, £) + 0 (Ax%h

Wie Ublich schreiben wir f(x) = 0 {Ax) falls |f (x)] = x Ax fir Ax - 0, mitg e R+.
Daraus erhalten wir einfache Approximationen der Ableitung uy im Punkte (x, t).
Etwa aus (1.52) folgt der sogenannte rechtsseitige Differenzenquotient

ulx + Ax,t) —ulx, t)
Ax B

(1.54) u_(x,t) + 0 (Ax) ,

aus (1.53) der linksseitige Differenzenquotient

Yo ulx — A
(1.55) uls, b ‘;(X %4 u (x,t) + 0 (&%)
X

oder bildet man die Summe von (1.52) und (1.53) ergibt sich der zentrale Diffe-
renzengquotient

ulx + Ax, t)— ul{x — Ax, t)

(1.56) 24Ax

= u(x,t) + 0 (axy .

Analog ergibt sich eine Approximation der Zeitableitung in der Form

ulx,t + 4At)—ulx,t)

(1.57) X = u, (x,t) + 0 (AY)
X
oder
- - A
(1.58) uk,t) —ub,t= a0 u G, t) + 0 (At)

At

welche der vorwartsgenommene oder beziehungsweise der riickwartsgenom-
mene zeitliche Differenzenquotient genannt wird. Analog ergibt sich der zen-
trale zeitliche Differenzenquotient. Die Differenzenapproximation einer par-
tiellen Differentialgleichung ist natirlich motiviert durch die Definition einer Ab-
leitung als Grenzwert des Differenzenquotienten, z.B.

ug (x,t) = lim (u(x + Ax, t)-u(x, t))/ Ax
Ax—0
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Falls u stetig differenzierbar ist, wird man natlrlich erwarten, da3 der Differen-
zenquotient eine geeignete Approximation der Ableitung darstellt, falls Ax klein
aber endlich ist. Die Terme auf der rechten Seite der Differenzenapproxima-
tionen (1.54) - (1.58), mit 0 (Ax), 0 (Ax2) oder 0 (At) bezeichnet, nennt man den lo-
kalen Diskretisierungsfehler oder Abbruchfehler der Differenzenapproximation.

Wir wollen uns nun ein paar Differenzenapproximationen des Cauchyproblems
der linearen Transportgleichung (1.21), (1.22) mit konstantem ¢ ¢ R anschauen.
Wir fiihren eine Diskretisierung des Raumes R x Rg ein, wobei der Raumschritt Ax
und der Zeitschritt At als konstant angenommen werden, d.h. wir unterteilen die
(x, t}-Ebene in Rechtecke mit der Lange Ax und At (siehe Figur 1.7). Die Gitter-
punkte bezeichnen wir mit (x;, tn), wobei

(1.59) xi=iAx , Ln:nAt , ied nf:[N0

Den Wert der Naherungslosung an dem Gitterpunkt P = (x;, tn) bezeichnen wir
kurz mit ujn. Approximieren wir die Raumabteilung mit zentralen Differenzen
und die Zeitableitung mit vorwartsgenommenen Differenzenquotienten, so
erhalten wir das Naherungsverfahren

n+1 ¥ n n
u -y Uigr — Y
+

At 2Ax

Figur 1.7 Diskretisierung
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oder nach ujn+1 aufgeldst

(1.60) G = gn - 8 (u" )

i i 2Ax i+l—ui—!

Analog erhalten wir unter Benutzung linksseitiger oder rechtsseitiger Differen-
zen

At
(1.61) u?“zu?m Z—x(u?—u?_l)
oder
+1 _ oon cAt
(1.62) attm g S (e )

Ausgehend von den bekannten Werten uijn, welche die Losung der Differential-
gleichung in den Gitterpunkten (x;, t) approximieren, liefern diese Gleichungen
Rechenvorschriften wie ujn + 1 berechnet werden kann.

Wit sehen an den Verfahren (1.60) bis (1.62), welche alle die Zeitableitung mittels
vorwartsgenommenen Differenzenquotienten approximieren, daf3 nach der Un-
bekannten ujn+1 aufgeldst und direkt neue Naherungswerte auf der Zeitschicht
t = tn+ 1 berechnet werden kann. Man kann diese Werte explizit berechnen.

Definition 3: Ein Differenzenverfahren heiBt explizit, falls die Differenzen-
gleichung nach den neuen Werten explizit aufgeldst werden kann. Andernfalls
heiBt das Verfahren implizit.

Implizite Verfahren treten auf, falls zur Approximation der Zeitableitung rick-
wirtsgenommene oder zentrale Differenzenquotienten benutzt werden. Bei-
spiele furimplizite Verfahren sind

(1.63) ul_1+1 + ﬁ(un"'l_uni"])_: uf]

i Ax i i—1 i

mit rickwartsgenommenen Differenzenquotient fur die Zeitableitung und links-
seitigem fir die Raumableitung. Ein Verfahren, welches fir beide Ableitungen
den zentralen Differenzenquotienten benutzt, ist dassogenannte Crank-Nicolson
Verfahren (siehe [41])
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cAt
n+1l n+1/2 n+12\_ n
(1.64)} u't o+ e (ui+1 -u'’ )— u
mit
u;1+li’2 - (ulil +u?+1)

Man sieht an diesen Beispielen, daB die impliziten Néherungsverfahren auf die
Losung eines linearen Gleichungssystems fuhren oder auf ein nichtlineares
Gleichungssystem im Falle einer nichtlinearen Differentialgleichung.

Es gibt noch gewisse Mischformen von expliziten und impliziten Verfahren. Wird
ein implizites Differenzenverfahren mittels eins Praediktor-Korrektor Ansatzes
geldst und damit explizit auflésbar, so nennt man diese Verfahren oft halbim-
plizit. Man sieht schon an der Fiile der angegebenen Differenzenverfahren - und
wir kénnten hier weiter fortschreiten -, daB man gewisse Kriterien bendtigt, um
im voraus schon entscheiden zu kénnen, welches Verfahren fur ein Problem ge-
eignet oder ungeeignet ist. Man bendtigt somit eine gewisse Anzahl von Beur-
teilungskriterien. Neben recht allgemeinen Kriterien kdnnen auch sehr spezielle
Kriterien herangezogen werden, welche vom Typ der Gleichung oder sogar von
der Struktur der Lésung abhangen. Wir wollen hier zunéachst einige allgemeine
Beurteilungskriterien fir Ndherungsverfahren angeben.

Grundlegende Eigenschaften sind die Konsistenz, Stabilitit und Konvergenz
eines Naherungsverfahrens. Wir wollen diese Eigenschaften hier kurz skizzieren.
Dazu schreiben wir das Anfangswertproblem einer Evolutionsgleichung in der
Operatorschreibweise

(1.65) Ut:AU , ulx,0)=qx) mit xelR ,

wobei A ein Differentialoperator ist, definiert in einem Banachraum B mit der
Norm || ||, d.h. eine Abbildung von Da - B mit Da C B. Diese Evolutionsgleichung
wird approximiert durch ein Differenzenverfahren, welches wir in der Form

(1.66) wH=qu’, W=qlk), isk,

schreiben. Dabei bedeutet un = {ujn}j.zdie Ndherungslosung zum Zeitpunkt
tn = nAt
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Konsistenz bedeutet, daB das Naherungsverfahren eine Approximation der Aus-
gangsgleichung darstellt. Setzt man die exakte Losung in das Naherungsver-
fahren ein, so ergibt sich ein Fehler, welcher bei Verkleinerung der Schrittweiten
natiirlich gegen Null streben sollte.

Definition 4: Das Differenzenverfahren (1.66) hei8t konsistent mit der Evolu-
tionsgleichung (1.65), falis

(1.67) futx, b, )~ Quix,t ) < AL(O (AxP) + O (At%)

mit p, q = 1. Dabei heift p und q die Konsistenzordnung der Raum- beziehungs-
weise der Zeitdiskretisierung. Das Argument der Norm in (1.67) nennt man den
lokalen Diskretisierungsfehler.

Wir sollten darauf hinweisen, wie die Norm in (1.67) zu verstehen ist. Wir haben
dies der Einfachheit halber etwas unprazise formuliert. Das Argument der Norm
in (1.67) ist eigentlich eine Gitterfunktion, so daB diese Norm || || als diskrete
Version von || |} in 8 zu verstehen ist. st etwa

full = max [futx)| ,
xeR

so wire die zugehdrige diskrete Version

full, = max fu .
ie Z

In den Formeln fur die Differenzenquotienten (1.54) - (1.58) haben wir ihren
lokalen Diskretisierungsfehler auf der rechten Seite mit aufgefiihrt. Setzen wir
diese Ausdricke zum Beispiel in das Verfahren (1.60) ein, so erhalten wir

At (u (x,t) + eu (x,t) = At (O{At)+ O (ax?) .

Da u die Lésung der Differentialgleichung ist, ist der Ausdruck in der Klammer
Null und der rechte Term zeigt gerade den Diskretisierungsfehler an. Das Ver-
fahren (1.60) besitzt somit die Konsistenzordnung 1 und 2 in Zeit- bzw. Raum-
richtung.

Die Konsistenz eines Verfahrens zeigt uns, daf3 es eine sinnvolle Approximation
des Ausgangsproblems ist. Dies sagt jedoch noch nichts darlber aus, daB die
Niherungsldsung nahe bei der exakten Losung liegt. Zusatzlich muissen wir zu-
mindest fordern, daB die N&herungslésung gegen die exakte Losung strebt, falls
die Schrittweiten gegen Null streben.
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Definition 5: Das Differenzenverfahren (1.66) heiBt konvergent gegen die
Losung u von (1.65) in der Norm || ||, falls

(1.68) lutx,t) = u"f, =0 far At,Ax—>0 .

Man nennt [|u (x, t) - un|. den globalen Disrektisierungsfehler und ein Verfahren
besitzt die Konvergenzordnung {p, q), falls dieser Ausdruck O (Ax?) + O (At9) ist.

Die Konsistenz und die Konvergenz sind beides Aussagen, welche garantieren,
daB ein Naherungsverfahren die gewiinschte Lésung liefert, falls die Schritt-
weiten gegen Null streben. Dies ist sicherlich eine notwendige Eigenschaft eines
N&herungsverfahrens, sagt aber noch nicht so sehr viel darliber aus Gber die
“Qualitat” der Naherungsldésung fiir eine endliche Schrittweite, auf die wir ja in
Rechnungen angewiesen sind. Da der Rechenaufwand eines Verfahrens stark
anwichst mit der Anzahl der Gitterpunkte, ist (blicherweise ein Verfahren
gesucht, welches gute Naherungsiosungen liefert unter Benutzung von maglichst
wenigen Gitterpunkten. Die Konsistenz- und Konvergenzordnung gibt hier na-
turlich schon gewisse Anhaltspunkte. Fur praktische Probleme wird im allge-
meinen ein Verfahren erster Ordnung nicht in Frage kommen. Eine andere sehr
wichtige Eigenschaft eines Naherungsverfahrens ist die der Stabilitat. Ein
Naherungsverfahren kann natirlich nur stabil sein, falls das exakte Problem diese
Eigenschaft besitzt. Man setzt voraus, daBB das Anfangsproblem sachgemaB
gestellt ist.

Definition 6: Die Anfangswertaufgabe (1.65) heiBt sachgemas gestellt falls sie
folgende Eigenschaften besitzt:

1. Existenz: (1.65) ist I6sbar fiir beliebige Anfangswerte aus B (dichte Teilmenge)

2. Eindeutigkeit: die Ldésung von (1.65) ist eindeutig

3. Stabilitat (stetige Abhangigkeit von den Anfangswerten): Die Lésung genigt
einer Lipschitzbedingung bezuglich den Anfangswerten.

Ein Naherungsverfahren angewandt auf ein sachgemaB gestelites Anfangswert-
nroblem, sollte diese Eigenschaften erhalten. Fir ein explizites ist die Forderung
der Existenz und der Eindeutigkeit einer Naherungslésung trivial, da die Losung
durch eine explizite Rechenvorschrift gegeben ist. Bei einem impliziten Verfahren
ist dies natiirlich nicht so. Wird ein solches Verfahren angewandt auf ein sach-
gemaB gestelltes Problem, so sollte Existenz und Eindeutigkeit einer Naherungs-
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lésung gesichert sein. Fir beide Verfahrenstypen ist die Stabilitat ein zentraler
Begriff. Neben dem lokalen Diskretisierungsfehler treten bei der praktischen Be-
rechnung auf dem Computer zusdtzlich noch Rundungsfehler auf. Stabilitat des
exakten Problems und Stabilitat des dazugehérigen Naherungsverfahrens garan-
tieren, dafB trotz solcher (kieiner) Fehler die Naherungslosungen “dhnlich” der
exakten Losung sind. Diese zusatzliche Eigenschaft garantiert uns erst, daB3 wir
auch bei einer endlichen Schrittweite und nicht nur fiir At, Ax - 0, eine gute
Niherungsidsung erhalten. Die Stabilitdt eines Anfangswertproblems 188t sich
folgendermaBen definieren:

Definition 7: Das Verfahren (1.66) heiBt stabil in der || ||-Norm, falls eine
Konstante K unabhéangig von den Schrittweiten existiert mit

(1.69) T T
wobei un und Gn Naherungsldsungen nach (1.66) mit den Anfangswerten ue bzw.
uosind.

Die Konstante K hdangt im allgemeinen natirlich ab von t = nAt. Flr lineare Pro-
bleme gibt es einige Standard-Methoden, die Stabilitat eines Naherungsver-
fahrens zu untersuchen, etwa die Fouriermethode oder von Neumann Methode
(siehe [53]). Ebenso im linearen Fall fir ein sachgemaB gestelltes Problem gilt das
berihmte Theorem von Lax

Konsistenz + Stabilitdt & Konvergenz.

Im nichtlinearen Fall gibt es solche allgemeinen Resultate nicht mehr. Eine nicht-
lineare Stabilitatsanalysis ist oft sehr schwierig und gelingt nur fir spezielle Glei-
chungen.

‘Wir wollen uns im folgenden kurz mit der sogenannten heuristischen “Stabilitats-

theorie” von Hirt (siche [64]) beschaftigen. Dabei wird die exakte Losung in das
Differenzenverfahren eingesetzt und auf die rechte Seite der Diskretisierungs-
fehler geschrieben. Nun analysiert man diese Gleichung beziglich ihrer Stabilitat.
Fir das explizite Verfahren mit linksseitigen Differenzen (1.61) erhélt man mit
A = At/Ax

1 2
(1.70) u, +ou, = o Ax (eu = Au,) + 0 (A% .
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Wir wollen hier A = konst. voraussetzen. Die Ableitung ug kann man mit Hilfe
der Differentialgleichung umrechnen; so gilt wegen uy + cuy = 0:

(1.71) u =(—cux)t=—cuw=c2u

tt XX

und (1.70) 188t sich in
1 p
(1.72) u +eu = 2 Axell -Ac)uxx+0(sz}

tberfihren. Diese Gleichung zeigt nun, daB unsere Approximation ein Verfahren
erster Ordnung ist fur die hyperbolische Transportgleichung (1.21), jedoch ein
Verfahren zweiter Ordnung fur die parabolische Gleichung (1.72), die sich ergibt,
wenn wir den ersten Term des Diskretisierungsfehlers noch der Differential-
gleichung hinzurechnen. Unser Naherungsverfahren ist somit eine bessere Ap-
proximation' der Gleichung (1.72) wie der originalen hyperbolischen Gleichung.
Von der Theorie der partiellen Differentialgleichungen wei3 man nun, daB das
Anfangswertproblem fir diese parabolische Gleichung genau dann stabil ist, falls
der Term vor uyy (2.B. Warmeleitkoeffizient) positiv ist. Das Verfahren (1.61) ist
somit stabil, falls

(1.73) . ¢>0 und ke< .

Analog ergibt sich fur das explizite Verfahren mit linksseitigen rdumlichen Dif-
ferenzen die modifizierte Gleichung

1
(1.74) u +ou = 5 Axc(l + Ac) u + O(sz} )

Dies besagt, daB dieses Verfahren stabil ist unter der Bedingung

(1.75) e<(, he> -1 .

Fir das explizite Verfahren mit zentralen Differenzen folgt aus der Hirtschen
Stabilitdtsanalyse, dal3 es unter keinen Umstdnden stabil ist. Diese Resultate
stimmen mit den Resultaten anderer Methoden wie der Fouriermethode Gberein.
Diese heuristische Methode, bei dem der erste Term des lokalen Diskretisierungs-
fehlers Aufschiuf3 Uber das Stabilitatsverhalten gibt, hat den Vorteil, daB sie auch
auf nichtlineare Probleme anwendbar ist. Jedoch muf3 die modifizierte Gleichung
noch einer Stabilitdtsanalyse zuganglich sein. Die Terme hdéherer Ordnung,
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welche hier vernachlassigt werden, kénnen natirlich zusitzlich eine gewisse
Rolle spielen. Wir erhalten aus dieser Stabilitatsanalyse natirlich auch keine ex-
akte Aussage in der Form der Ungleichung (1.69) aus der Definition der Stabilitat.

Diese Ergebnisse der Stabilitdtsuntersuchung kénnen wir uns auch noch auf
andere Art und Weise verstandlich machen. Wir schauen uns hierzu den Abhén-
gigkeitsbereich unserer Naherungsverfahren an. Die obigen Stabilitatsergebnisse
besagen nun gerade, daB3 der numerische Abhangigkeitsbereich, wie er etwa in
Figur 1.8 skizziert ist, den Abhangigkeitsbereich, wie er durch die Charak-
teristiken gegeben ist, iberdecken muB. Diese Stabilitdtsbedingung wird nach
Courant, Friedrichs und Levinson die CFL-Bedingung genannt (siehe [62], [53]).

® ® ® & ® X X ® ®

zentral linksseitig rechisseitig

Figur 1.8 Abhéngigkei'tsbereich der Differenzenverfahren (1.60), (1.61), (1.62)

Nach diesen Betrachtungen kénnen wir auch ein explizites Verfahren angeben
fur eine lineare Advektionsgleichung mit ¢ = ¢ (x, 1), bei dem lokal die Richtung
der Differenzenbildung nach den charakteristischen Richtungen umgeschaltet
wird:

ul -yl falls ¢ >0
i i-1 i

(1.76) =yt - et
u?H —u? falls ci <0,

Dieses Verfahren wird nach Courant, Isaacson und Ries [6] CIR-Verfahren ge-

nannt.

Neben diesen Differenzenverfahren, bei denen sowoh! Raum als auch Zeitrich-
tung diskretisiert sind, spielen auch sogenannte halbdiskrete Verfahren eine
grofBe Rolle. Bei diesen Verfahren wird nur in einer Richtung diskretisiert. Wird
nur in Zeitrichtung diskretisiert und die Zeitableitung durch den rickwaérts-
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genommenen Differenzenquotienten ersetzt, so heift das Verfahren horizontale
Linienmethode oder Rotheverfahren:

n+1 n
't =

(1.77) —Tt——+au2+1:0 s uo(x)=q(x) , xe R .

Wird nur in Raumrichtung diskretisiert, so nennt man dieses Verfahren die ver-
tikale Linienmethode. Ersetzt man etwa die Raumableitung durch einen rechts-
seitigen Differenzenquotienten, so erhélt man

- u.

(1 78) Yitt i -9 _ e Z
. (ut)i+ . =0 , ui(O)Hq(xi) , i Z

Diese halbdiskreten Methoden werden sehr oft fir theoretische Aussagen
benutzt, haben aber durchaus auch praktische Bedeutung. Die Linienmethode
reduziert die partiellen Differentialgleichungen zu einer Folge von gewshnlichen
Differentialgleichungen. Diese kénnen dann etwa sukzessive mit Hilfe eines
Naherungsverfahrens fir gew&hnliche Differentialgleichungen geldst werden.

Diese Grundlagen Gber Naherungsverfahren fur hyperbolische Differentialglei-
chungen finden sich natirlich in jedem Lehrbuch Gber die numerische Behand-
lung partieller Differentialgleichungen so etwa in [42], [53] und [62]. Fir Weiter-
entwicklungen der Stabilitatstheorie von Hirt (siehe [59]).
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2.0 Skalare Erhaltungsgleichung

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit der einfachsten Gleichung, welche
‘nichtlineare Wellenphdnomene beschreibt, der skalaren Erhaltungsgleichung

(2.1) u + ) =0 .

Wir haben diese schon als Beispiel 2 im ersten Kapitel vorgestellt. Eine solche Glei-
chung tritt auf bei der mathematischen Beschreibung physikalischer Erhaltungs-
satze. Wir haben dies in Kapitel 1 kurz abgeleitet. Der FluB f (u) sei im folgenden
immer eine glatte Funktion: fe C2(RR). Istfeine lineare Funktion f (u) = au mit-
a = konstant, geht die Erhaltungsgleichung {2.1) (ber in die lineare Transport-
gleichung. Wir suchen eine Losung des Anfangswertproblems der Erhaltungs-
gleichung (2.1) zu den Anfangswerten -

(2.2) u(x,0)=q(x), xeR .

in Abschnitt 2.1 werden wir untersuchen, inwieweit eine stetig differenzierbare
Lésung dieses Anfangswertproblems existiert, unter der Annahme, daB die
Anfangswerte stetig differenzierbar sind. Wir werden sehen, daB im aligemeinen
eine solche Lésung nur lokal existiert. Um globale Losungen zu erhalten, missen
wir beziglich der Stetigkeit etwas “schwachere” Losungen zulassen. Dieses
Konzept der schwachen Lésungen des Cauchyproblems (2.1), (2.2) werden wir in
Abschnitt 2.2 erdrtern und motivieren. Der Abschnitt 2.3 ist dann einem aktuellen
Beispiel gewidmet.

2.1 Existenz von stetigen Losungen

schreiben wir die Erhaltungsgleichung {2.1) in der quasilinearen Form

df(u)
duo '’

(2.3) u +alu =0 mit  afu) =

so erhalten wir AnschiuB an die Theorie der Charakteristiken, wie wir sie schon im
Kapite! 1 verwendet haben. Wir interpretieren die linke Seite in (2.3) als Rich-
tungsableitung in Richtung (1, a(u)) und fihren charakteristische Kurven
C:x = x{s),t = t(s) ein, welche in jedem Punkt diese Richtung haben:
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Wir kénnen dies noch etwas vereinfachen, indem wir t als Parameter einfihren
und C mit x = x (t) beschreiben. Die Gleichung (2.3) gibt uns nun an, wie sich u
entlang dieser Kurve C verandert. Auf C haben wiru = u (x (t), t) und nach (2.3)
du/dt = 0. Fassen wir zusammen, so erhalten wir die Beziehungen

dx du
2.4 hulia -0
(2.4) m afu) , P 0

Da a(u) die Steigung der Charakteristiken bestimmt, wird a auch oft Signalge-
schwindigkeit genannt. Im nichtlinearen Fall ist a eine Funktion von u und wir
kénnen die erste Gleichung nicht mehr unabhéangig von der zweiten Gleichung
I6sen. Wir kénnen jedoch die zweite Gleichung direkt I6sen und erhalten

u = konstant entlang C.

Ist u jedoch kenstant entlang C, so ist auch die Steigung von C - ndmlich a{u) -
konstant. Dies bedeutet, daf3 die Charakteristiken auch im nichtlinearen Falle Ge-
raden sind, deren Steigung jedoch von der Lésung abhangt. Fir das Anfangs-
wertproblem (2.1), (2.2) erhalten wir somit die Losung im Punkte (x, t}, wenn wir
die Charakteristik in (x, t} antragen und bis zu den Anfangswerten zurickver-
folgen (Figur 2.1). Diese Charakteristik hat die Gleichung

(2.5) x=x +talx 0)=x +talglx)

und entlang dieser Charakteristik besitzt u den Wert
(2.6) ulr, ) =qtx ) .

Diese beiden Gleichungen kénnen wir kombinieren, indem xg eliminiert wird und
wir erhalten die Losung u (x, t) in Form einer impliziten Gleichung

(2.7) ulx,t) = qix —taulx,t) .

Sind die Anfangswerte q stetig differenzierhar, g e C1 (R), so existiert fur "hinrei-
chend kleines” t eine Losung von (2.7) nach dem Satz Uber implizite Funktionen.
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Charakteristik
{x, 1)

Xy X

Figur 2.1 Charakteristiken

Differenzieren wir die Gleichung (2.7) partiell nach x und t, erhalten wir

(2.8) L ). -
ol 4+ q'bludt ¥ 1+qg'blat

mit b{u) = d a(u)/du. Setzt man diese Ausdriicke in die Erhaltungsgleichung ein,
so sieht man erneut, daB (2.7) eine Losung von (2.3) definiert. Wir haben somit
gezeigt, daB in einem Zeitintervall [0, to) mit "hinreichend kleinem” ty eine
Losung existiert. Wie klein dieses 1o sein muB, kénnen wir in (2.8) ablesen. So-
lange hier die Nenner ungleich Null sind, ist eine Lésung von (2.3) gegeben.

satz 1 (Lokale Existenz einer klassischen Lasung): Das Anfangswertproblem (2.1),
(2.2) besitzt eine eindeutige Lésungu e C1 (R x [0, to]) mit

(2.9) 0<t < 1
° max |q'b(u)]
q'b{v) <0

falls q € C1 (R). Die Losung u ist gegeben in impliziter Form durch

ulx,t) =g - tafulx,t)) .
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Beweis: Die Existenz einer Lésung haben wir hergeleitet. Es bleibt nur noch zu
zeigen, daB diese Lésung eindeutig ist. Sei U eine andere Losung von (2.1), (2.2),
dann gilt entlang einer Charakteristik

G, =ulx, 0 =qx)=ulx,t)

und somitu = u.

Man nennt eine solche Lésung u e C1 des Cauchyproblems oft auch klassische
Lbsung. -

Bemerkung 1: Im Falle f(u) = cu mit ¢ = konstant, bekommt (2.7) einen expliziten
Charakter und man erhélt die Losung des Cauchyproblems fiir die lineare Trans-
portgleichung

ulx, ) =qx —ct)
(vergl. Beispiel 1in § 1.2).

Fur die folgenden Beispiele setzen wir jetzt voraus, daf3 der FluB der Erhaltungs-
gleichung eine konvexe Funktion sei:

. 2
(210) b(u]: d f(u) >0
du

Wir wollen uns dazu einige typische Anfangswertprobteme fir eine solche Erhal-
tungsgleichung anschauen. Die einfachsten nichtlinearen Probleme sind dabei
Anfangswertprobleme fir die Burgersgleichung

1 9y _
(2.11) uL+uux=uL+(Eu)x—

Da diese Gleichung schon alle wesentlichen Phanomene der Nichtlinearitat des
konvexen Flusses zeigt, wollen wir uns auf diese Gleichung zunachst beschran-
ken. Sie ist sozusagen der generische Fall. Denn multiplizieren wir die allgemeine
Erhaltungsgleichung mit b{u) = a'(u) erhalten wir mit
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a(u)t + a(u) a(u)x =0

eine Gleichung vom Typ der Burgersgleichung. Diese kann dann gel6st werden
mit den dazugehc‘irigen Anfangswerten analog zur Burgersgleichung.

Beispiel 1 {Verdiinnungswelie):

Wir betrachten das Cauchyproblem far die Burgersgleichung mit den Anfangs-
werten qe C1 (R):

0 fallsx < 0
(2.12) g(x) ={ monotonwachsend 0 x =1
1 falls x > 1

(siehe Figur 2.2).

Figur 2.2 Anfangswerte

Das Bild der Charakteristiken sieht folgendermaRBen aus (siehe Figur 2.3). In der
linken Halbebene haben die Geraden die Steigung «, rechts von der Geraden
x = 1 die Steigung 1. Zwischen x = 0 und x = 1 gilt 1 = 1/q (x) = = und die
Steigung 1/g der Charakteristiken fallt monoton. Das heiBlt, die Charakteristiken
schneiden sich nicht. Es existiert eine globale, stetig differenzierbare Losung des
Anfangswertproblems (2.11), (2.12). Dies folgt natirlich auch aus unserem Satz 1.
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Das Verhalten dieser Lésung kénnen wir aus dem Bild der Charakteristiken ab-
fesen. Die Steigung der Charakteristiken in der (x, t)-Ebene nimmt kontinuierlich
ab fir wachsendes x, das heiBt die Signalgeschwindigkeit nimmt zu. Dies bedeu-
tet, daB sich die Punkte rechts schneller bewegen und der Graph der Losung
"auseinandergezogen” wird. Die Figur 2.4 zeigt eine solche Lésung, welche man
Verdiinnungswelle bezeichnet. Der Wert der Ableitung in x-Richtung fallt mono-
ton. Die Ubergangszone von Null auf Eins wird groBer und der Ubergang flacher
bei fortschreitender Zeit.

t &

V7

Figur 2.3 Bild der Charakteristiken, Verdinnungsfacher

vl

Figur2.4 Verdinnungswelle zum Zeitpunktt = ty >0
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Beispiel 2 (Stof3welle):

Wir betrachten das Cauchyproblem fiir die Burgersgleichung mit den stetigen
Anfangswerten
furx <0

1
(2.13) qlx) = 1-x firQ0 = x =1
0 flrx > 1

Eine Skizze des Graphs dieser Anfangswerte ist in Abbildung 2.5 gezeichnet. Die
Funktion g ist monoton fallend und ist bis auf die Punkte x = 0 und x = 1 stetig
differenzierbar. Diese Ausnahmepunkte spielen hier keine Rolle, das Zusammen-
brechen der Lésung ist unabhéngig davon. Der lineare Ubergang von Eins nach
Null vereinfacht das Bild der Charakteristiken nur etwas.

In Figur 2.6 haben wir das Bild der Charakteristiken aufgezeichnet. Die Steigung
der Charakteristiken nimmt kontinuierlich zu fur wachsendes x. Wir sehen in
Figur 2.6, daB sich die Charakteristiken ab t = 1.0 schneiden. Uberall dort kann
keine stetige Losung mehr existieren, die Lésung wird mehrdeutig. Sie entwickelt
eine Unstetigkeit, welche im Punkte (1,1) entsteht. Wo sich Charakteristiken
schneiden, kénnen wir aus der Charakteristikentheorie keine Aussage mehr iiber -
die Lésung machen. Wir bendtigen einen neuen Lésungsbegriff einer partiellen
Differentialgleichung, um solche Losungen genau definieren zu kénnen.

Das Bild der Charakteristiken zeigt uns, daB die Punkte links schneller nach rechts
laufen als die rechten Punkte, das heif3t die Anfangswerte steilen sich auf. Figur
2.7 zeigt den Graph der Lésung kurzvort = 1.

Betrachten wir Anfangswerte, wie sie in Figur 2.8 gezeichnet sind, so beobachten
wir fur die Losung des Cauchyproblems den folgenden Effekt. Wahrend im
linearen Fall f{u) = cu, ¢ = konstant, diese Kurve mit konstanter Geschwindigkeit
parallel zu der x-Achse nach rechts transportiert wird, hangt im nichtlinearen Fall
die Distanz eines Punktes, die er bewegt wird, von seiner x-Koordinate ab; dies ist
ein typisch nichtlineares Phdnomen. Wir sehen in Figur 2.8, daB sich diese Welle
aufstellt und schlieBlich fir t > to mehrdeutig wird. Dies kann etwa bei Wasser-
wellen physikalisch sinnvoll sein, aber bei den meisten Anwendungen gibt dies
keinen Sinn. Unter der Bedingung der Konvexitat des Flusses f(u) sehen wir an
diesen Beispielen und der Ungleichung (2.9}, daf3 eine globale stetig differenzier-
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1
Figur 2.5 Anfangswerte
th
1 /
%
1
Figur 2.6 Charakteristiken
ud
t = 11 ) 0 < h <1
1
1
1

Figur2.7 Losung zum Zeitpunkt 0 < t; < 1
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ul

ubeit=0 ubei t=t>0 u bei t >4,

Figur 2.8 Brechen

bare Lésung existiert, falls ¢ monoton wachsend ist. Gibt es auch nur einen Punkt
Xo & R mit g’ (xo) < 0, so bricht die stetig differenzierbare Losung zusammen nach
der Zeit

1
t = - .
0 q'(x )b lulx ,0)

Trotzdem existieren Losungen fir das physikalische Problem auch noch fir
gréBere Zeiten. Wir wollen im folgenden Abschnitt beschreiben, welche Art von
Lésung dann vorliegt und wie sie mathematisch beschrieben werden kann. Das
Zusammenbrechen einer stetig differenzierbaren Losung héangt nicht ab von der
Stetigkeit der Anfangswerte - diese konnen einmal oder beliebig oft stetig
differenzierbar sein -, sondern ist einzig und allein in der Nichtlinearitdt des
Flusses f(u) begriindet. | '

Zwischen linearen hyperbolischen Problemen und nichtlinearen hyperbolischen
Problemen bestehen fundamentale Unterschiede. in der Physik beschreiben die
linearen Gleichungen nur reversible Prozesse, die quasilinearen Gleichungen
irreversible. Das Auftreten von Unstetigkeiten, unabhéngig von der Stetigkeit der
Anfangswerte, ist eine grundlegende Eigenschaft der nichtlinearen Gleichungen.

Solche Satze Uber die Existenz lokaler klassischer Losungen finden sich in jedem
Lehrbuch Gber partielte oder hyperbolische partielle Differentialgleichungen (z.B.
[29], [30], [69]). Zur Existenz der LOsung der allgemeinen quasilinearen Differen-
tialgleichung schaue man etwa in [30].
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2.2 Schwache Losungen

Wir haben in Abschnitt 2.1 gesehen, dal im nichtlinearen Fall die Charak-
teristiken sich schneiden kénnen. Uberall dort kann keine stetige Lésung mehr
existieren. In der Physik existiert jedoch oftmals eine Loésung der integralen Erhal-
tungssatze, welche Unstetigkeiten enthdit. Die physikalischen GroBen dndern
sich vollig abrupt in einer verschwindenden Ubergangszone. Ein spektakuldres
Beispiel sind etwa Detonationswellen. Aber es gibt schon weitaus gewohnlichere
Situationen - etwa in der Gasdynamik -, in denen solche sogenannte StoBwellen
auftreten. Wir werden in Abschnitt 2.3 eine unstetige Losung eines mathema-
tischen Modells fur den Verkehr auf der Autobahn vorstellen. Um solche Losun-
gen des Cauchyproblems zu erhalten, bendétigen wir einen schwacheren Losungs-
begriff, welcher Unstetigkeiten zulaBt. Wir haben in Abschnitt 1.2, als wir die
Erhaltungsgleichung einfithrten, diese abgeleitet aus einem physikatischen inte-
gralen Erhaltungssatz. Unter der Annahme der Existenz einer stetig differen-
zierbaren Lésung haben wir den GauBlschen Satz angewandt und daraus eine
lokale Aussage - die Differentialform des Erhaltungsgesetzes gewonnen. Ist nun
diese Annahme der Existenz einer stetig differenzierbaren Lésung verletzt, dann
mussen wir wieder zu einer integralen Formutierung zurickgehen. Dies kann in
der folgenden Form geschehen.

Definition 1: Eine Funktion u e L= (R x R*) heiBt schwache Lésung der Erhal-
tungsgleichung, falis fur alle Testfunktionen ¢ e Co= (R x R *)

(2.14) ' Iu¢t+f(u)¢xdxdt—0
0 -w

giift.
Eine Funktion u e L@ (IR x lR;) hei3t schwache Losung des Cauchyproblems (2.1),
(2.2) falls fur alle Testfunktionen ¢ £ Co® (R x R})

o0 0g < ]

(2.15) J J (uqJL+f(u)cpxdxdt+ I G(x,Mqx)dx =0

0 -w -00
gilt.
Die Integralgleichung (2.14) oder {2.15) erh&lt man aus der Differentialgleichung

(2.1), indem man sie mit der Testfunktion multipliziert und sie iber R x R* bzw.
R x R} integriert. Mittels partieller Integration werden die Ableitungen auf die
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Testfunktionen ubergewidlzt. Eine schwache Losung nach Definition 1 wird auch
oft integrale oder distributive Losung genannt. Die Integralgleichungen (2.14),
(2.15) sind dquivalent damit, daB3 das integral der Normalkomponente des Vek-
torfelds (u, f(u))T fur jede stiickweise glatte geschlossene Kurveim Rx R* bzw.

IR x RS verschwindet, falls u von beschrénkter Variation ist. Dies folgt aus dem
Satz von GauB verallgemeinert auf MaBe ([13]). Dabei genligt es auch schon, eine
wesentliche Klasse solcher Kurven zu nehmen, etwa Rechtecke. So ist u eine
schwache Lésung der Erhaltungsgleichung oder des Cauchyproblems, falls die
Integralgleichung

X2 X2 t2 t2
(2.16) Ju(x,tz)dx - J ulx,t,)dx + J fu (g, hdt - J flutx,,)dt =0
X4 X4 ty t

fur jedes Rechteck (x1, x2) x (t1, t2)CR x R* oder R x le erfillt ist. Die Voraus-
setzung, daB u von beschrankter Variation ist, ist eine recht natirliche Voraus-
setzung, wie wir spéter noch sehen werden. Die Integralgleichung (2.16) ist als
Ausgangspunkt zur Konstruktion von Naherungsverfahren fir schwache Lésun-
gen weitaus ginstiger als (2.14), (2.15). Wir kénnen das Naherungsverfahren als
eine direkte Approximation von (2.16) formulieren. Die Vorteile der Ublichen De-
finition mittels (2.14), (2.15) liegen auf der theoretischen Seite, insbesondere
lassen sich Ergebnisse der Distributionentheorie verwenden. Wenn wir im folgen-
den von Losung sprechen beziehen wir uns immer auf den Begriff der schwachen
Losung.

Wir wollen uns nun zunéachst anschauen, wie solche schwachen Losungen ein-
facher Bauart aussehen und betrachten stiickweise glatte schwache Losungen,
welche sehr haufig in physikalischen Anwendungen auftreten. Dabei verstehen
wir unter einer stlickweisen glatten Losung, daB sie aus C! (IR x IR}) ist - auBer
entlang einer endlichen Anzah! von glatten Kurven. Hochstens Endpunkte dieser
Kurven dirfen zusammenfallen oder auf die x-Achse treffen und es existieren
- mdglicherweise mit Ausnahme dieser Endpunkte - jeweils einseitige stetige
Grenzwerte. Fiir solche Losungen gilt

Satz 1: Sei u eine stuckweise glatte Funktion mit u {x, 0) = q (x}, x ¢ R. Die
Funktion u ist genau dann eine schwache Lésung des Cauchyprobiems (2.1), (2.2),
wenn
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a.) in allen Punkten, in denen u glatt ist, die Gleichung (2.1) im klassischen Sinn
erfallt ist,

b.) entlang den Ausbreitungskurven einer Unstetigkeit die Sprungbedingung

(T - )
(2.17) [al

ul - ur

erfillt ist - mit Ausnahme hochstens endlich vieler Punkte. Dabei bezeichnet in
(2.17) [u]l den Sprung Gber die Unstetigkeit mit den Zustdnden uj, u, auf der
linken bzw. auf der rechten Seite und s die Ausbreitungsgeschwindigkeit der
Unstetigkeit.

Beweis: Wir wollen ausgehen von der Integralgleichung (2.16). An allen Punkten,
in denen u glatt ist, ergibt sich die Aquivalenz der Erhaltungsgleichung mit ihrer
Integralformulierung aus dem GauBschen Satz. Wir kénnen (2.16) umschreiben in

(2.18) ’ (W,(fru)))d's:O ,

aRr

wobei dR der Rand des Rechtecks R = [x1, x2] x [t1, t2] und 7 der nach auBlen
gerichtete Normaleneinheitsvektor ist. Der GauB3sche Satz liefert dann unter der
Bedingung u e Ct (IR)

J [ (ut+f(u) )dxdt:D .
).4
R

Da dies fur jedes beliebige R mit u ¢ C1(IR) gilt, kdnnen wir R beliebig klein
werden lassen. Es folgt daraus die Giltigkeit der Differentialgleichung (2.1} in
jedem Punkt,in dem u stetig differenzierbar ist, d.h. u ist dort klassische Lésung.

Sei nun C: x = x (t) die Parameterdarstellung fur eine Ausbreitungskurve einer
Unstetigkeit im Rechteck R (siehe Figur 2.9). Wir zerlegen nun R in ein Gebiet R,
und R rechts bzw. links der Unstetigkeit und stellen die Integralgleichungen fir
jedes dieser Gebiete getrennt auf. Da u in R und R, eine klassische Lésung ist,
konnen wir nach der Integration der Erhaltungsgleichung Uber Rj und R, den
GauBschen Satz anwenden und erhalten
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/ [
ty R
R=R vR,
R R, RnR=¢
f, 7
-
Figur 2.9 Zum Beweisvon Satz 1
| ! ds=0, i=1
[ T‘:’f(u) s=0,i=4Lr.
aR;
Addieren wir diese beiden Gleichungen (i = I, i = r) und subtrahieren (2.18), so
erhalten wir
Ur UI
dt + — dt=0,
J B f) [ %A fu)
C C
wobei
u = lim ulx,ty u, = lim ulx,t)
x> x(t)-0 x=>x{t)+0

gilt und W, der beziiglich R nach auBien gerichtete Normalenvektor ist; analog ist
ur, i} definiert. Da R nun wieder beliebig klein werden kann, giltin jedem Punkt
von C, in dem von beiden Seiten die Grenzwerte uy, uj existieren,

{ul
) f(w)]
mit

ul=u —u , W= flu)—fla) .
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Bezeichnet s die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Unstetigkeit s: = dx (t)/dt, so
gilt fir die Normale n = (-5, 1)T. Damit steht Gleichung (2.17) da. Satz 1 ist somit
im Falle einer Unstetigkeit bewiesen. Fur endlich viele Unstetigkeitskurven 1aB1t
sich der Beweis fur alle Punkte, in denen der rechts- und linksseitige Grenzwert
existiert, analog durchfihren. =

Die Sprungbedingung (2.17) stellt einen Zusammenhang zwischen der Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit und der Starke der Unstetigkeit dar. In Anlehnung an die
kompressible Strdomungsmechanik, fir die analog eine solche Beziehung gilt,
nennt man diese Sprungbedingung auch Rankine-Hugoniot-Bedingung.

Wir wollen uns als nachstes noch einige einfache Cauchyprobleme fir die
Burgersgleichung anschauen mit den dazugehérigen schwachen Losungen.

Beispiel 3: Gesucht ist eine Lésung des Cauchyproblems fur die Burgersgleichung
(2.11) mit den stiickweise konstanten Anfangswerten

(2.19) u{x,0) = qx) = 0 furx=0

1 furx>0 .
Das Bild der Charakteristiken, in der (x, t)-Ebene ist in Figur 2.10 skizziert. Es zeigt
ein AufreiBen der Charakteristiken. Zwischen t-Achse und der Winkelhalbieren-
den verlduft keine Charakteristik. Die Charakteristikentheorie liefert uns weiter
die Losung u (x, t) = 0 fur x = O und u {(x, t) = 1 fur x > t. Uber den Charak-
teristiken freien Bereich haben wir keine Information. Das Cauchyproblem (2.11),
(2.19) besitzt jedoch eine globale schwache Lésung

0 furx < 1/2t
(2.20) ulxt) =

1 furx > 12t .
Dies 1aBt sich mittels Satz 1 leicht verifizieren. Rechts und links der Ausbreitungs-
kurve der Unstetigkeit t = 2 x ist die Funktion u konstant und somit klassische
Losung der Differentialgleichung. Die Ausbreitungsgeschwindigkeits = 1/2 der
Unstetigkeit genigt wegen

1( 22

flul f(ul) - f(l-lr) 2 U Y, 1

—_— = = =—{u, +ul=
g 1 r

{u] u -y u - u

b | -

der Rankine-Hugoniot-Bedingung. Nach Satz 1 ist u somit schwache Ldsung des
Cauchyproblems. (2.20) ist eine globale schwache Lésung d.h.in Rx R*.
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té

Figur2.10 AufreiBen der Charakteristiken

Damit ware man nun beruhigt und zufrieden eine globale Lésung gefunden zu
haben, falls man nicht noch eine andere einfache schwache Losung angeben
kénnte, namlich die stetige, stiickweise glatte Funktion '

0 furx =0
(2.21) ulx, t) = it furo<x <t
1 furx>t

Dies 138t sich ebenso leicht nachweisen, indem man etwa die Giltigkeit der inte-
gralgleichung (2.16) zeigt. Die Bilder 2.11 und 2.12 zeigen den Verlauf der Cha-
rakteristiken fur diese beiden Lésungen. Im ersten Fall besitzt die Losung eine Un-
stetigkeit, welche sich entlang der Geraden mit der Steigung 1/s = 2 ausbreitet.
Die zweite Lésung erzeugt ein facherartiges Charakteristikenbild ahnlich zum
Beispiel 1. Wir wollen deshalb diese Losung als Verdiinnungswelle bezeichnen,
die andere im Vorgriff auf die genaue Erkldrung VerdiinnungsstoB3. Wir werden
natirlich erwarten, daB es nur eine physikalisch sinnvolle Lésung geben kann. Es
sollte somit eine Zusatzbedingung existieren, welche erzwingt, dafBB unser
Cauchyproblem wieder sachgemaB gestellt ist. Dies werden wir auch gleich for-
mulieren, wollen aber noch ein anderes Beispiel vorschieben.

Beispiel 4: Gesucht ist eine Losung des Cauchyproblems fir die Burgersgleichung
(2.11) mit den Anfangswerten

i fur x <0

2.22 ,0) = =
( ) ux, 0 = q ) 0 firx >0 .

Die Charakteristiken sind fir x = 0 Geraden mit der Steigung 1 und fir x > 0
Parallelen zur t-Achse. Sie schneiden sich im Gebiet zwischen x = 0 und x = t. Wir
kénnen nun eine stickweise stetige Losung des Cauchyproblems angeben in der
Form
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th

74

| X

Figur 2.11 Verdinnungsstof3 Figur 2.12 Verdinnungswelle
1 furx < 172t

(2.23) ulx,t) = )
0 furx > 1/21.

Diese Funktion erfllit die Burgersgleichung auf allen Stetigkeitsintervallen; tGber
die Unstetigkeit hinweg genlgt die Ausbreitungsgeschwindigkeits = 1/2 der Un-
stetigkeit der Sprungbedingung (2.17) wegen

2

1
w2 i 1
8= = - —_
[ul u —u 9 1 r 9

Nach Satz 1 ist u somit eine schwache Lésung von (2.11), (2.22).

Das Bild der Charakteristiken ist in Figur 2.13 skizziert.

/

/
/
/

Figur 2.13 Schneiden der Charakteristiken
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Figur 2.14 zeigt das Bild der Charakteristiken, wie sie durch die schwache Losung
(2.23) bestimmt sind. Die schwache Ldsung (2.23) trennt die Charakteristiken
durch die Ausbreitungskurve der Unstetigkeit. Durch jeden Punkt dieser Ausbrei-
tungskurve taufen zwei Charakteristiken, welche sich nach rechts bzw. links auf
die Anfangswerte zuriickverfolgen lassen. Wahrend beim Aufreien der Charak-
teristiken in Beispiel 3 es gelang, eine stetige schwache Lésung zu erhalten, ist
dies in diesem Beispiel nicht méglich. Jedoch besitzt das Cauchyproblem (2.11),
(2.22) ebenso keine eindeutige Losung. So ist die Funktion

i for Xx<1-a/2t,
-a flr 1-a/2 < x < 1/2¢,
(224) Ug (xu t) =
1+a for M2t<x=1+a/2t,
fir x>1+ a2t

furjedesa = 0 eine schwache Losung des Cauchyproblems.

4
/

Figur 2.14 StoBwelle

-1

1

L

Figur2.15 Graph der Funktion ug fira = 0.5,t = 2
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Die Ausbreitungsgeschwindigkeiten der Unstetigkeiten erfillen jeweils die
Sprungbedingung (2.17). Fir a = 0 stimmt u, mit der Funktion (2.23) (berein.
Den Graph der Funktion fira = 0,5undt = 2.0 zeigt Figur 2.15.

Wie diese beiden Beispiele zeigen, ist die Klasse der schwachen Lésungen zu grof3
um die Eindeutigkeit zu garantieren. Es existieren unendlich viele schwache
Losungen eines Cauchyproblems. Nur eine davon ist physikalisch sinnvoll. Man
muB somit eine Zusatzbedingung an die Losung stellen, welche die physikalisch
sinnvolle Lésung charakterisiert. Um eine solche Zusatzbedingung zu formulieren
bendtigen wir noch

Definition 2: Eine Unstetigkeit in einer schwachen Losung des Cauchyproblems
heiBt StoBwelle (Schockwelle), wenn durch jeden Punkt ihrer Ausbreitungskurve
nach jeder Seite eine Charakteristik geht und diese auf die Anfangswerte
zurUckverfolgt werden koénnen. Féllt die Ausbreitungskurve einer Unstetigkeit
mit einer Charakteristik zusammen, so nennt man diese Unstetigkeit Kontakt-
unstetigkeit.

Ein Beispiel fur eine schwache Lésung, welche eine solche StoBwelle enthélt, ist
die Funktion {2.23) (siehe Figur 2.14). Kontaktunstetigkeiten treten z.B. im line-
aren Fall auf, d.h. f(u) = au mita = konstant e IR. Mit Hilfe der Definition 2 kann
man eine solche Zusatzbedingung wie folgt angeben.

Entropiebedinqung 1 ([34]): Die physikalisch relevante Lésung enthélt als Un-
stetigkeiten nur StoBwellen oder Kontaktunstetigkeiten.

Man nennt diese Zusatzbedingung meist Entropiebedingung im Hinblick auf die
Stromungsmechanik. So erfillen Losungen, welche dieser Bedingung genugen,
den zweiten Hauptsatz der Thermodynamik, der besagt, daf3 die Entropie der
stromenden Teilchen Uber eine Unstetigkeit hinweg anwaéchst. Daraus folgt, daB
in solchen Losungen der Vorgang des AuseinanderflieBens oder Verdiinnens
stetig vor sich geht. So ist in Beispiel 3 die schwache Lésung (2.20) physikalisch un-
sinnig. Die Charakteristiken (Fig. 2.11) lassen sich nicht zwischen x = Qund x = t
auf die Anfangswerte zurlickverfolgen. Die Losung in diesem Gebiet ist somit
nicht durch die Anfangswerte bestimmt. Dies kann natirlich nicht physikatisch
sein, als auch kann dies zu keiner im mathematischen Sinne stabiler Lésung
(vergleiche Def. 7) fihren. Die Entropiebedingung a8t sich somit als ein Verbot
von VerdlinnungsstoBwellen interpretieren. In den Beispielen 3 und 4 sind die
Losungen (2.21) und (2.23) gerade die physikalisch sinnvollen Losungen, die der
Entropiebedingung 1 gendgen. Alle anderen enthalten VerdiinnungsstéBe. Die
Formulierung einer Entropiebedingung in dieser Art stammt von Lax ([34}).
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Ist f(u) streng nichtlinear, d.h. f"(u) # 0 ("' " : = d/du), so 148t sich im Falle stlick-
weiser stetiger Lésungen die Entropiebedingung 1 in der folgenden Form an-
geben:

Entlang der Ausbreitungskurve x = x (t) einer Unstetigkeit gilt mit Ausnahme
hochstens endlich vieler Punkte -

(2.25) up{x, t) > u, (x, 1) falls f'luy >0
oder
(2.26) wix, 1) < upx, 1) falls fuy <0

Dies {aBt sich leicht zeigen. Ist f(u) etwa streng konvex, dann ist uy > uy dquivalent
mit a (u)) > a (u,). Damit gilt auch sofort 1/a (u)) < 1/a {uy). Dies bedeutet, daf
rechts der Unstetigkeit die Steigungen der Charakteristiken groBer sind als links;
die Charakteristiken laufen somit in die Unstetigkeitskurve hinein und lassen sich
auf die Anfangswerte zuriickverfolgen. Die analoge Aussage gilt auch fur (2.26).

Eine Verallgemeinerung von (2.25), (2.26) ohne die Bedingung der strengen
Nichtlinearitat an f(u) wurde von Oleinik [48] mit der von ihr benannten Be-
dingung E gegeben, die wir hier als Entropiebedingung 2 formulieren.

Entropiebedinqung 2 ([48]): Eine schwache Losung u des Cauchyproblems (2.1),
(2.2) ist die physikalisch relevante Losung, falls entlang der Ausbreitungskurven
der Unstetigkeiten die Ungleichung

flu) — f(ur) fu ) - f(v)
=
Ul - Ur Llr -V

(2.27)

fur jede Zahl v zwischen uj und u, gilt.

Ist u eine stiickweise glatte schwache Lésung so ist {2.27) dquivalent mit

fiv) — flu,) flu ) - flv)
- 5z —

vy —u u —v
1 r

(2.28)

wobei s die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Unstetigkeit ist. Bildet man in
dieser Ungleichung die Grenzwerte v » uf, v » uy, SO erhalt man im Falle der
Existenz

(2.29) alu)z=s=zalu)
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Im streng nichtlinearen Fall ist dies also gerade identisch mit (2.25), (2.26). Im
linearen Fall a (u]) = a{u,) folgtdirekts = a (u)) = a(uy). Die Unstetigkeit fallt mit
einer Charakteristik zusammen und stellt eine Kontaktunstetigkeit dar.

Die Bedingung E besitzt eine einfach geometrische Interpretation: Geniigt u der
Bedingung E, dann muB f(u) fir jede Unstetigkeit auf einer Seite der Geraden
durch f{uy) und f(uy) liegen (Figur 2.16).

fu) & tu) &

flu) T

1

HU{)"

[
[ ¥ N

Figur2.16 Geometrische Interpretation der Bedingung E

Far steng nichtlineares f(u) (f“{(u) # 0) konnte Oleinik [48] mit Hilfe einer En-
tropiebedingung die Eindeutigkeit des Cauchyproblems (2.1) (2.2) fur be-
schrankte und meBbare Anfangswerte beweisen. Mit Hilfe der Entropiebe-
dingung 2 zeigte sie die Eindeutigkeit fir allgemeines f(u) im Falle stickweiser
glatter schwacher Losungen. Dabei werden zwei schwache Losungen als identisch
betrachtet, wenn sie bis auf eine Menge vom MafRe Null Gbereinstimmen, Ein
etwas andersartiger Beweis stammt von Keyfitz-Quinn (siehe [23]). Unter der zu-
sdtzlichen Voraussetzung, daf3 die Anfangswerte L1-integrierbar sind, bewies sie,
daB stickweise glatte Ldsungen des Cauchyproblems, welche der Entropie-
bedingung 2 genlgen, eindeutig und stabil in der L1-Norm sind. Im Beweis wird
gezeigt, dafl die Losungsoperatoren des Cauchyproblems mit der Zusatzbe-
dingung eine kontraktive Halbgruppe im L1 bilden.

Eine weitere Formulierung der Entropiebedingung wurde von Hopf {28] und
Krushkov [32] angeregt. Multiplizieren wir die Erhaltungsgleichung in der quasi-
linearen Form mit U'(u), wobei U eine stetig differenzierbare Funktion von u sei,
so erhalt man nach kurzer Umformung
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(2.30) Utu), + F(u) =0
mit
u
(2.31) Flu): = [ U's) als)ds.
0

ist u stetig differenzierbare Losung der Erhaltungsgleichung (2.1) so ist u auto-
matisch auch Lsung von (2.30). Ist die Funktion U(u) eine stetig differenzierbare
konvexe Funktion wird sie Entropiefunktion und F(u) der zugehérige Entropie-
fluB genannt.

Entropiebedinqung 3 [28], [32]: Eine schwache Losung u des Cauchyprobiems ist
die physikalisch relevante Losung, falis sie die Ungleichung

(2.32) Ulu), + Flu) <0

im integralen Sinne erfillt, wobei U(u) eine beliebige Entropiefunktion und F(u)
der zugehdrige Entropiefluf ist.

Die Ungleichung (2.32) heiBt Entropieungleichung. Eine solche integrale Entro-
pieungleichung ist etwa erfillt, wenn

X2 X2 12 12
(2.33) J U(u(x,tz))dx - [ U(ﬁ(x,ti))dx + [ Flu (x2, thdt — J F(u(xl, thdt <=0
X1 X4 1 ty

fir jedes Rechteck [x1, x2] x [x1, x2] CR x R* gilt. Analog zum Satz 1 gilt auch fir
stickweise glatte schwache Lésungen eine Sprungbedingung fur die Entropie.

Eine ebenso physikalisch motivierte Entropiebedingung wurde von Hopf [28]
eingefihrt:

Entropiebedingung 4 ([28]): Die physikalisch relevante Losung ergibt sich als
Grenzwert

(2.34) u = lim u_ fast itherallin Rx B:

e-»0

der beschrankten Losungen ug der parabolischen Gleichungen

(2.35) (w), + fu) =elw) . ee R

0
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Das bedeutet, die physikalische Lésung wird als Grenzwert der Losungen des Aus-
gangsproblems mit einem Viskositatsterm erhalten, wenn die Viskositit gegen
Null strebt. Vom physikalischen Standpunkt ist dies einleuchtend, weil sich die
hyperbolischen Erhaltungsgleichungen gerade durch die Idealisierung ergeben,
indem die regularisierenden Viskositatsterme vernachlassigt werden.

In dem hier betrachteten skalaren Fall kann gezeigt werden, daB diese ver-
schiedenen Formulierungen einer Entropiebedingung meist dquivalent sind. So
gab etwa Hopf [28] eine zuséatzliche Erhaltungsgleichung (2.30) an mit einer kon-
vexen Funktion U, fur die im Falle stickweise glatte Losungen die Sprungbe-
dingung fur die Entropie gerade auf die Bedingung (2.27) von Oleinik fihrt.

Die Betrachtungen hier schlieBen den linearen Fall f(u) = cu mit ¢ ¢ IR mit ein.
Jedoch wird im linearen Fall die Sache etwas einfacher. Als Unstetigkeiten
kdnnen in schwachen Losungen nur Kontaktunstetigkeiten auftreten, welche
entlang von Charakteristiken transportiert werden. Die schwache Losung des
Cauchyproblems ist, wie bei einer klassischen Lésung, gegeben durch die explizite
Formel (1.25). Obwoh! die typischen nichtlinearen Effekte wie das Schneiden der
Charakteristiken und Entstehen von StoBwellen naturlich nicht in einer linearen
Gleichung auftreten kénnen, sind diese linearen Unstetigkeiten oft ein Test-
beispiel fir numerische Verfahren.

Der Beweis eines Eindeutigkeitssatzes einer Entropieldsung ist ein langwieriges
Unterfangen. Wir wollen hier auf den Beweis eines solchen Satzes verzichten und
verweisen auf das Buch von Smoller [63], in dem ein solcher Satz ausfuhrlich be-
wiesen und diskutiert wird. Flir die Existenzaussage gibt es zwei verschiedene
Wege. Zum einen kann man die Existenz von beschrankten Losungen u, des
Cauchyproblems der parabolischen Gleichung (2.35) betrachten und zum Grenz-
werte - 0 {bergehen. EslaBtsich zeigen, daB die Grenzfunktion u eine schwache
Losung des Cauchyproblems fir die Erhaltungsgleichung ist, die zudem der En-
tropiebedingung 4 geniigt, aus der die Eindeutigkeit folgt (siehe [63]). Eine an-
dere Methode ist der Nachweis der Konvergenz eines Naherungsverfahrens fir
das Cauchyproblem. Dieser Weg wurde von Oleinik [48)] beschritten. Beide Zu-
gange sind im Buch von Smoller beschrieben. Dort wird auch auf weitere Origi-
nalarbeiten verwiesen.

Wir wollen hier noch als Satz ohne Beweis verschiedene Eigenschaften der
physikalisch relevanten Entropieldsung des Cauchyproblems (2.1) (2.2} angeben.
Er faBt im wesentlichen die Ergebnisse von Velpert [71] und Krushkov [32]
zusammen (siehe auch{8]). Wir setzen dabei voraus, daBl die Anfangswerte
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u {x, 0) = g (x), x ¢ R, beschrankt, meBbar und von endlicher Totalvariation:
g & BViok (R) A L= (R) sind (zur Definition der Totalvariation, BV und L> siehe
Anhang A und B). Als Zusatzbedingung fur die Eindeutigkeit wurde die Entropie-
bedingung 3 gefordert mit der Entropiefunktion und dem Entropieflufl

(2.36) U =Ju-¢ , FU) = sgn(u-e)(fu)-flc)

furallece R.

Satz 2: Zu den Anfangswerten g e BViok (IR) ~L® (RR) existiert genau eine schwache
Lésung des Cauchyproblems (2.1), (2.2). Sie hat fur jedes t ¢ [0, T] mit beliebigem
T> 0die Eigenschaften

1.  ueC([0,T], L= (R)~BV (R))
2. Monotonie erhaltend:
g=sqg=>ulxt)sulxt)

3. supulx,t) s supqg(x)
X X

4.  infu(xt)
X

v

inf g (x)
X

5. nichtwachsend in der Totalvariation

TVu(,t) = TVq(x)

Gilt zusatzlich g e L1 (R), so gilt weiter
6. uf(x, el (R)firjedeste[0,T] ,

7.  Erhaltungseigenschaft:
fulx,thdx = Tqi)dx ,
R IR

8. Ll-kontraktive Halbgruppe ([23]):

HU(',t)'U(',t)”U“R) s “q()'a(')”LT“R) '

9. Ju(,t-ul-. )l = Clz-tfTVa () firt, t2¢[0,T1.
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Wir werden fur die numerischen Verfahren im nichsten Kapitel fordern, daB
mogtlichst viele dieser Eigenschaften erhalten bleiben. Wir werden auch bei der
Formulierung und dem Beweis des Konvergenzsatzes fir Naherungsverfahren
einige dieser Ungleichungen bzw. ihrer diskreten Analoga noch naher erldutern.

Anfangswertprobleme wie das Beispiel 3 oder 4 werden oft - wiederum in An-
lehnung an die Gasdynamik - Riemannprobleme genannt. Sie haben die alige-
meine Form

uy fir x<0
(2.37) u +flw) =0 , ulx,0)=
u, fiir x>0

mit uy, ur & R. Wie wir in Beispiel 3 und 4 gesehen haben spielt in der Lésung das
Verhéltnis x/t eine entscheidende Rolle. Wir versuchen zur Lésung von (2.36)
somitden Ansatz u = u (£) mitf = x/t. Wegen

1

X
Uu=——u und u = -—u
X t

" 2 ¢

t E}

erhalten wir aus der Erhaltungsgleichung die Gleichung

(au®-€u =0,

welche die zwei Lésungen ug = 0 und a(u (§)) - £ = 0 besitzt. Die erste Beziehung
fihrt uns auf die StoBwellenldsung. Ist f(u) streng konvex, so erhalten wir nach
der Entropiebedingung (2.25) im Falle uj > u, diese StoBwellenlésung

w for L <s
(2.38) ulx,t) =
u, far £E>s

mit s aus der Sprungbedingung (2.17). Im Falle u| < u, enthélt die physikalisch
relevante Losung eine Verdunnungswelle. Den stetigen Ubergang liefert uns die
Beziehung a (u (£)) - § = 0 und wir erhalten die Verdiinnungswelle

uy fir & <a (uw)
(2.39) ulx,t) = 3 a”'® fur alu)<g<alu)
Up fur E, >a (Ur)

Analog erhédlt man im konkaven Fall die Losung des Riemannproblems. Etwas
komplizierter wird die L&sung, falls Nullstellen von f”(u) auftreten, da dann die
Gleichung a {(u (£)) - £ = 0 nicht mehr eindeutig l&sbar ist und kompliziertere
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Wellenstrukturen auftreten kénnen. Wir werden in Kapitel 3 sehen, daB das
Riemannproblem eine zentrale Rolle in der Konstruktion von N&herungsver-
fahren spielt.

Fir eine allgemeine Ubersicht Ober Existenz- und Eindeutigkeitssétze fir
schwache Losungen einer skalaren Erhaltungsgleichung verweisen wir wieder auf
smoller [63), Volpert [71] und Krushkov [32].

2.3 Das Verkehrsproblem

Wir betrachten in diesem Abschnitt noch ein kleines Anwendungsbeispiel flr
eine Erhaltungsgieichung: den VerkehrsfluB auf einer Autobahn. Sei p die Dichte
des Verkehrs, also etwa die Anzahl der Autos pro Einheitslange, v sei die lokale
Durchschnittsgeschwindigkeit. Dann ist der VerkehrsfluB pro Zeit gegeben durch
f(p) = pv. Greifen wir nun irgendeinen Abschnitt [x1, x2] dieser Autobahn ohne
Aus- oder Einfahrt heraus, so ist die Gesamtanzahl der Autos eine Erhattungs-
gréfBe und es gilt

X2 X2 t2 ta
(2.40) [ p(x.tz)dx— [ p(x,tl)dx + J plx, h)v(xz,t)dt—- J px, thvix, t)dt =0 .
X1 X1 4 t

Dies ist eine integrale Formulierung der Erhaltungsgleichung

(2.41) p,+(pv) =0

Wir nehmen an, daB v eine Funktion der Verkehrsdichte p ist. Dies scheint sehr
sinnvoll zu sein, da Fahrer im allgemeinen die Geschwindigkeit ihres Fahrzeugs
abhingig von der Verkehrsdichte wéhlen. Der Maximalwert von v wird erreicht,
wenn die Verkehrsdichte sehr klein wird. Andersrum wird die Geschwindigkeit
gegen Null gehen, wenn die Verkehrsdichte ihren Maximalwert erreicht. Der
Graph von v wird also etwa wie in Figur 2.17 aussehen. Der Graph des FluBes
f(p) = pv hat dann die Form, wie in Figur 2.18 skizziert. Durch Beobachtungen der
Highways in den USA fand man dort folgende Maximalwerte: Die maximale
Dichte wird erreicht bei 225 Fahrzeugen pro Meile, den groBten VerkehrsfluBl er-
gibt sich bei einer Dichte von 80 Autos pro Meile mit circa 1500 Fahrzeuge pro
Stunde.
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v A t A
Vaax |
Faax T
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Qamx © o¥ Qrax
Figur 2.17 Graph von v{p) Figur2.18 Graph von f(p}
f 4

/—\\\ flo) = konst.

-
Figur2.19 Punkte f (p} = konstant
0 A
P11 === | bt R
r | | |
] | i
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Figur 2.20 Schwache Lésung fur (2.41)
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Wir betrachten zunéachst den einfachsten Fall, in dem die Stromung stationér ist,
d.h. unabhéngig von der Zeit. Aus (2.41) folgt dann sogleich f(p} = konstant. Die
Linie f(p) = konstant schneidet den Graph in 2 Punkten (Figur 2.19). Falis wir von
unserer Lésung Stetigkeit fordern, haben wir die Lésungen py oder pj. Falls wir
aber Unstetigkeiten in der Losung erlauben, so ist die Eindeutigkeit nicht mehr
vorhanden. Wir haben = viele Losungen wie etwa Figur 2.20 zeigt.

Wir bendtigen somit eine Entropiebedingung, welche uns die physikalische
Lésung auswahlt. In diesem Fall kdnnten wir etwa als eine solche Bedingung
fordern, daB unendliche Beschieunigung unmaoglich ist, d.h.

Die Ausbreitungsgeschwindigkeit von Wellen ist a =.a {p) = dpv/dp = v (p) +
pdv/dp. Der FluB f = pv ist nach Figur (2.18) wachsend im Intervall [0, p*], fallend
in [p*, pmax] und erreicht das Maximum bei p*. Da v eine monoton fallende
Funktion von p ist gilt dv/dp < 0 und weiter a (p) < v {p), d.h. die Ausbreitungs-
geschwindigkeit von Wellen ist kleiner als die mittlere Geschwindigkeit. Die
Ausbreitungsgeschwindigkeit ist positiv in [0, p*] und negativin [p*, pmax] und ist
monoton fallend. Die Wellen laufen somit vorwaérts relativ zu der Autobahn in
[0, p*], sind stationér bei p* und laufen rickwarts in [p*, pmax].

Sind die Anfangswerte p (x, 0) etwa monoton faliend, so entwickelt sich eine Ver-
diinnungswelle und es existiert eine stetige Losung fur alle Zeiten. Ist umgekehrt
p (x, 0) monoton wachsend, so kann eine Unstetigkeit d.h. ein Stau entstehen.
Sind die Anfangswerte fur p etwa durch die Verteilung'in Figur 2.21 gegeben, so
erhalten wir nach Zeit tg aus Forme! (2.9} ein Brechen der Losung und damit einen
Stau.

o 4

t> 0

Figur2.29 Brechen
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Dieses Beispiel fur eine skalare Erhaltungsgleichung wurde in dieser Form von
Witham [69] angegeben (siehe auch [43]). Weitere Beispiele finden sich ebenso in
[69] und in [29].
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3.0 Numerische Appro'ximation schwacher Losungen

Fur die numerischen Verfahren ist es neben den "Gblichen” Fragen nach Konsi-
stenz, Stabilitdt und Konvergenz hier von zentraler Bedeutung, ob sie eine Ap-
proximation der physikalisch relevanten Losung liefern. Wir wollen hier in diesem
Kapitel diese Frage klaren und Kriterien daflir angeben, wie ein geeignetes
Naherungsverfahren aussehen muB. Im ersten Abschnitt betrachten wir die
grundsatzlichen Eigenschaften, welche im Falle der Konvergenz sichern, daf3 die
Grenzfunktion gerade die physikalisch relevante Losung ist. Danach - im zweiten
Abschnitt - geben wir zunichst eine Konstruktionsmethode solcher Naherungs-
verfahren an. Sie benutzt ganz wesentlich die Losung des Riemannproblems und
baut somit die Ausbreitung der nichtlinearen Wellen in das numerische Ver-
fahren mit ein. In Abschnitt 3.3 formulieren wir einen allgemeinen Konvergenz-
satz. Abschnitt 3.4 setzt dann wieder das Bestreben fort, allgemeine Kriterien far
Naherungsverfahren fir nichtlineare hyperbolische Gleichungen abzuleiten.
Diese Kriterien garantieren dann, da3 Voraussetzungen fir den Konvergenzsatz
erfillt sind.

3.1 Verfahren in Erhaltungsform

Wir fihren in R x R} ein dquidistantes Gitter mit einer Zeitschrittweite At und
einer Raumschrittweite Ax ein. Dies geschieht hier nur zur Vereinfachung und
Abkiirzung der Schreibweise. Wir werden auf Erweiterungen der Verfahren z.B.
auf nichtaquidistante Gitter noch zurickkommen. Ebenso werden wir noch
klaren miussen, wie die numerischen Verfahren auf endlichen Rechengebieten an-
gewandt werden, welche fiir praktische Rechnungen natarlich unumganglich
sind. Die Frage der Randwerte, welche in diesem Falle erforderlich sind, oder auch
alle anderen diesbeziglichen Fragen, stellen wir zurick. Zunéachst geht esum die
grundsatzlichen Dinge. Wie tblich benutzen wir die Abkdrzungen
X = iAx , Xj4+12 = (1 + 1/2) Ax und (, = nAtL
(3.1) ,ieZ ,ne N
i =[xz xiv12]

0

und fithren ein Gitter ein, wie es in Figur 3.1 skizziert ist. Wir leiten ein
Naherungsverfahren ab als eine Approximation der integralen Erhaltungsglei-
chung (2.16) fir ein Gitterrechteck
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tA

t
pel a
R;
At
t, - =
B
! ﬁ?
Xi-1/2 Xj IR
Figur3.1  Gitter
(3.2) Ry =1x; g » X XUyt )
Man erhalt eine Gleichung der Form
(3.3) Axu?“—/_\xu?+Atg?+w—Atg?qw=0 .

Dabei ist ujn eine Approximation des Mittelwertes der Lésung u (x, t) im Intervall
[xi-1/2 , Xi+1/2] zum Zeitpunkt ty. Der Wert gin+1/2 ist eine Approximation des
Mittelwertes des Flusses f (u (x; + 1,2, 1)} im Intervall [tp, th + 1). Wir haben in Formel
(3.3) den oberen Zeitindex von gj . 112 auf n gesetzt. Dies stimmt natdrlich nur,
wenn wir ein explizites Verfahren betrachten, und gin+1,rz nur von Werten auf
dem Zeitlevel t, abhangt. Das Entscheidende an dem Verfahren (3.3) ist natdrlich
die Berechnung dieser Werte. Werden zur Berechnung nur die Ndherungswerte
von zwei Gitterrechtecken bericksichtigt, so gilt

(3.9 B =€ G0 U L B = )
Die Funktion g = g (v, w} heiBt der numerische Fluf3 des Naherungsverfahrens

(3.3). Er muB zumindest in allen seinen Argumenten lipschitzstetig sein und
konsistent mit dem physikalischen FluB f(u) in der Form

(3.5) g (u,u) = flu) .
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Als Anfangswerte fir das numerische Verfahren zur Lésung des Cauchyproblems
(2.1), (2.2) werden die integralen Mittelwerte

Xi+1/2
(3.6) W= = [ 4 (0 dx
Ax

Xi-1/2

vorgeschrieben. Ist der numerische FluB3 nur eine Funktion von zwei Variablen wie
in (3.4) nennt man das zugehorige numerische Verfahren ein Dreipunkt-Ver-
fahren. Der FluB kann natirlich - und dies wird auf alle Verfahren mit Konsi-
stenzordnung grofler als eins der Fall sein - von mehreren Variablen abhangen
Ein “2k + 1-Punkt-Verfahren" besitzt einen FluB der Form

(3.7} CARPES £C R i

Das Ndaherungsverfahren (3.3) besitzt die integrale Erhaltungseigenschaft. Genau
der Anteil der etwa in das Gitterrechteck R; von links einflieBt tritt aus Rj.1 aus.
Diese Eigenschaft gibt dem etwas umgeschriebenen Verfahren (3.3) seinen
Namen.

Definition 1: Das Naherungsverfahren

At
(3.8) “?H SRLCHRPES - APV

mit einem konsistenten lipschitzstetigen numerischen FluB g heiBt explizites
Verfahren in Erhaltungsform.

In diesem Abschnitt wollen wir nur explizite Verfahren betrachten, so daB wir oft
die Bezeichnung explizit weglassen. Solange es keine MiBverstandnisse geben
kann, lassen wir auch oft den oheren Index "n” beim numerischen Flu weg. Die
glinstigen Eigenschaften der Verfahren in Erhaltungsform, welche sich natdirlich
im Falle glatter Losungen als Differenzenverfahren schreiben lassen, wurde von
Lax und Wendroff [35] erkannt. Sie zeigten, daB diese Verfahren im Falle der
Konvergenz schwache Ldsungen liefern. Wir wollen diesen Satz im folgenden
formulieren und den Beweis kurz skiziieren. Dazu dehnen wir unsere Gitter-
funktionen auf ganz R x R} aus mittels
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0 _ .
u; finy L—O,xa[xi_m,xHW]

(3.9) u, (x,t)=

o furtelt, Lt ,xelxg e %, ]
Satz 1 (Satz von Lax-Wendroff [35]): Sei {ua} eine Foige von Ndherungsldsungen
eines Verfahrens in Erhaltungsform, wobei At, Ax mit A = At/Ax = konstant

gegen Null streben. Gilt dann fur eine Konstante K¢ R*

(3.10) lu, x, )| S K fiiralle (x,) eRx R
und
(3.11) u, —u  imL (BxRY),

so ist die Grenzfunktion u eine schwache Lésung des Cauchyproblems.

Beweis: Wir wollen den Beweis hier nur kurz skizzieren. Man multipliziert die
Gleichung (3.8) mit ® (xj, tn), wobei @ eine Testfunktion aus C* (R x R¢)ist, und
summiert iber i und n auf. Wegen des kompakten Tragers von @ ist dies eine
endliche Summe. Mittels einer "partiellen Summation” werden die Differen-
zenquotienten auf die Testfunktion ibergewalzt. Die Summen lassen sich nun als
Integrale schreiben von den auf IR x R mittels (3.9) ausgedehnten Gitter-
funktionen. Nun fiihren wir den Grenzibergang At, Ax » 0 durch. Die Voraus-
setzungen (3.10), (3.11) garantieren, daf3 wir nach dem Satz von Lebesgue ber
majorisierte Konvergenz (z.B. [27]} die Integration und den Grenzibergang ver-
tauschen kénnen. Wegen der Lipschitzstetigkeit und der Konsistenz des nu-
merischen Flusses konvergiert der numerische Fluf3 gegen den physikalischen Fluf3
f(u). Wir erhalten somit die Integralgleichung (2.15) und u ist eine schwache
Lésung des Cauchyproblems (2.1), (2.2). 0

Da die Verfahren in Erhaltungsform gerade die integrale Erhaltungseigenschaft
wie die Ausgangsgleichung besitzen, liefern sie auch die richtige Ausbreitungs-
geschwindigkeit von StoBwellen (unabhéangig von den Schrittweiten). Die Erhal-
tungsform des Verfahrens garantiert jedoch nicht, daf3 nur physikalisch relevante
Losungen approximiert werden. Ein Kriterium welches garantiert, daf3 die Grenz-
funktion eines Verfahrens in Erhaltungsform gerade die physikalisch relevante
Losung ist, erhalt man mit Hilfe einer diskreten Entropiebedingung. Ist U{u) eine
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Entropiefunktion und F(U) der zugehorige Entropiefluf3, so lautet eine diskrete
Entropiebedingung fir das Verfahren in Erhaltungsform (3.8)

(3.12) U?H SU?'A(G?HQ—G?-W)
mit dem numerischen EntropiefluBB G, welcher lipschitzstetig und konsistent mit
dem physikalischen Entropieflu F{u):

(3.13) G(u, v) = F{u)

sein muf3. Die Entropieungleichung (3.12) wird analog zum Verfahren in Erhal-
tungsform aus der integralen Formulierung (2.33) der Entropiebedingung abge-
leitet. Eine Erweiterung des Satzes von Lax-Wendroff ist dann

Satz 2: Sind alle Voraussetzungen von Satz 1 erfullt und geniigen die Ndherungs-
l6sungen der diskreten Entropiebedingung (3.12), dann ist die Grenzfunktion u
gerade diejenige schwache Lésung, welche der Entropiebedingung gendgt.

Der Beweis zu diesem Satz verlduft analog zum Beweis von Satz 1. Die ganze
Prozedur wird nur auf die Entropieungleichung (3.12) angewandt.

Wir betrachten nun zunéachst das 3-Punkt-Verfahren mit einem numerischen Fluf3
g = g (v, w). Auf die zugehorige Erhaltungsgleichung der Form (3.8) wenden wir
die heuristische Stabilititstheorie von Hirt an (siehe Seite 27). Als Differential-
approximation erhalten wir die Gleichung

Ax 9
(3.14) u ), = —= i), + 0 @x
mit
h() = g, (u,w) ~ g {u,u) - ha@W? .
Dabei haben wir zusatzlich vorausgesetzt, dall g stetig differenzierbar ist, mit

gy (u, u), gw (u, u} bezeichnen wir die partiellen Ableitungen von g (v, w) nach
dem ersten bzw. zweiten Argument im Punkte (u, u} - wie Gblich a(u) = d f(u)/du.

Die rechte Seite in (3.14) stellt gerade den lokalen Diskretisierungsfehler des Ver-
fahrens in Erhaltungsform dar. Diese Gleichung kann man nun so interpretieren,
dafB das Verfahren in Erhaltungsform eine Approximation erster Ordnung fir die
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Erhaltungsgleichung (2.1) ist, aber eine Approximation zweiter Ordnung fiir die
parabolische Gleichung

Ax
{3.15) u, + fu) = - thwu) .

Stabilitdtsaussagen fir diese Gleichung lassen sich somit als asymptotische Stabi-
litatsaussagen fur das Naherungsverfahren in Erhaltungsform interpretieren. |st
der Dissipationskoeffizient b(u) negativ, so ist das zugehérige Niherungsver-
fahren instabil. Eine Stabilitdtsbedingung wére somit

(3.16) g (u,u)—g (uu)=i a(u)? .

Dies ist eine Stabilitatshedingung fur ein Verfahren erster Ordnung. Fir ein Ver-
fahren zweiter Ordnung in Raum und Zeit muBte in {(3.16) das Gleichheitszeichen
stehen. Dann missen in (3.14) die O (Ax2) Terme genauer betrachtet werden, um
zu einer Stabilitdatsbedingung zu kommen.

Setzen wir die numerischen Flisse

(3.17) g(v,w) = f(w) (rechtsseitige Differenzen),
(3.18) glv,w) =f(v) (linksseitige Differenzen),
(3.19) glv,w) = (f(v) + F{w))2 (zentrale Differenzen)

in die Stabilitédtsbedingung (3.16) ein, so zeigt sich, daf3 keiner diese Stabilitats-
bedingung erfallt. Zwar erfallt (3.17) im Falle a(u) < O und (3.18) im Falle a{u) > 0
die Stabilitatsbedingung falls A a{u) <1, sie werden aber instabil, sobald die
Charakteristiken die Richtung wechseln. Man kann das Verfahren in Erhaltungs-
form auch umschreiben in die Differenzenform
(3.20) T P S
At * Ax -

Bestimmen wir den numerischen FluB nach (3.17), (3.18) und {3.19), so sind dies
Verfahren mit rechtsseitigen, mit linksseitigen bzw. mit zentralen Differenzen.
Wir haben dies hinter den Formeln in Klammer vermerkt. Wir werden jedoch im
nachsten Abschnitt sehen, daB stabile Verfahren auch im Falle eines Richtungs-
wechsels der Charakteristiken aus der integralen Formulierung abgeleitet wer-
denkdnnen.
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3.2 Godunov-Typ, FluB-Splitting und Upwind-Verfahren

Eine der fundamentalen ideen bhei der Konstruktion eines Naherungsverfahrens
fur Erhaltungsgleichungen hatte Godunov [19]. Er nahm an, zu einem bestimm-
ten Zeitpunkt t, ist die Naherungslésung konstant in jedem Gitterintervall und
gerade gleich den integralen Naherungswerten (Figur 3.2). Er bemerkte, daf} er
dieses Problem fir kleine Zeitschritte exakt 16sen kann. An jedem Randpunkt
eines Gitterintervalls ist die Losung eines Riemannproblems zu ermittein, z.B. fir
Xi+1/2:

u, fur x>xthm

(321) q(x):

UM
uy,
u? 1 iel
Uy
! I
i ' I —
| |
|
| 1 ! l
} — } o
X1 X122 Xie31 X
Figur3.2 Stuckweise konstante Naherungsldsung
t & Verdinnungswelle  StoBwelle
" e ¥ ;l &\
R 7 Y AN
/ ‘ \ | / \
/ \fi/ \\'y / \
/ W/ ! / \
tﬁ
e
LR Xie1/2 Xle3/2 X

Figur3.3  LOsungvon Riemanproblemen
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Fordern wir dabei, daB der Zeitschritt so klein ist, dafl keine Wechselwirkung
zwischen den Riemannproblemlésungen benachbarter Gitterzellen stattfindet,
kénnen wir die exakte Losung des Anfangswertproblems

u, + f(u)x =0
(3.22)
ulx,0)= u? fur x eli
inder Form
X — X,
(323) vo (x,t) = \.r(—--——-"—‘-—‘-"--1-1E } ul ,uf] ) fir x el
=t i i+l i

n

angeben, wobei v die lokale Losung eines Riemannproblems ist, d.h. wir erhalten
die Losung von (3.22) durch “Anstiickelung” der lokalen Lésungen der Riemann-
probleme (Figur 3.3). Wir wissen nun eigentlich zu viet und sind nur interessiert
an neuen Naherungswerten flr die integrale Mittelwerte der Losung in den Git-
terintervallen. Diese bekommen wir jedoch durch einfache Mittelung

Xi+1/2

(3.24) ot L [ .

Ausgedrickt durch die lokalen Losungen der Riemannprobleme kénnen wir auch
schreiben '

Ax/2 0
1 1
n+l _ ,..n n - ..,.n n
(3.25) w'tt = o J \.r(m'i\t,uiwl , ui)+ ~ J v{x/Atsul ul )dx .
0 -Ax/2

Dieses Naherungsverfahren wird blicherweise Godunov-Verfahren genannt.

Fur das Riemannproblem einer skalaren Erhaltungsgleichung im konvexen oder
konkaven Fall 148t sich die Losung in einfacher Art und Weise angeben, wie wir
dies in Abschnitt 2.2 gezeigt haben. Fur den nichtkonvexen Fall wird dies schon
schwieriger und fur Systeme wird dies oftmals unmdéglich oder auch nur sehr
aufwendig. Mit der exakten Lésung der Riemannprobleme (3.23) erhatten wir na-
tirlich auch eine ganze Menge an Information Uber die Losung zum Zeitpunkt t,
die wir durch die Mittelung (3.24) wieder vergessen.
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Beim Godunov-Typ Verfahren wird das Riemannproblem nicht exakt sondern nur
ndherungsweise berechnet. Dabei setzen wir voraus, da3 eine Naherungsldsung
fur das Riemannproblem (2.36) ebenso wie die exakte Lésung nur von x/t und
natdrlich u; und u, abhéngt. Allen Ndherungen gemeinsam sollte sein, daf3 es
zumindest Funktionen aj = aj (u), uy) und ar = a, (u), u,) gibt, so daB fur die
Naherung w gilt

(3.26) wi/tiu,u)=u fir x<at ,
und
(3.27) w (x2/t ; ul,ur) =u fiir x> at .

d.h. alle Wellen haben eine endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit, vor und
hinter den schnellsten Wellen sind die Zustdnde ungestoért. Die Werte a|, ar
nennen wir die Signalgeschwindigkeiten.

Definition 2: Eine Approximation w = w (x/t ; u|, u;) der exakten Lésung des
Riemannproblems (2.37) wird approximative Riemannlésung genannt, falls die
folgenden Bedingungen erfillt sind:

1. Konsistenz mit der Integralform der Erhaltungsgleichung

Ax/2
(3.28) [ wx/At;u
-Ax/2

A
E,ur)dx = —21(- (u] + ur) — At ['(ur) + At ﬂul)

fur alle At < Ax/(2 max {|a|l. |ar}).
2. Maximum-Minimum Bedingung in dem Sinne, daB fur alle x/t gilt
(3.29) min {ul , ur} = wix/t; ., ur) < max {ul , ur} .

Das zugehdorige Ndherungsverfahren nennen wir kurz Riemannloser.

Definition 3: Ein Ndherungsverfahren fur die Erhaltungsgleichung (2.1) heiBt
Godunov-Typ Verfahren falls die Naherungsldsung sich darstellen 148t in der
Form

Ax/2 ' 0
1
(3.30) uin+l = Ih_x(] w(x;’At;u?_1 , u?)dx + J w(x/At;u?,u?H)dx) ,
0 -Ax/2

wobei w eine approximative Riemannldsung nach Definition 2 ist.
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Trivialerweise ist das Godunov-Verfahren auch ein Godunov-Typ Verfahren. Die
Eigenschaften (3.28), (3.29), (3.30) fdhren nun dazu, dafB3 sich ein Godunov-Typ-
Verfahren in Erhaltungsform schreiben [aBt.

Satz 3: Alle Verfahren vom Godunov-Typ kdénnen in der Erhaltungsform (3.8)
geschrieben werden. Der numerische FluB ist durch

0
3 B 1 J AL Ax
&+m_gmw%+ﬂ_mV_AL W“’h“wmﬂmx+§§%
-Ax/2
(3.31)
Ax/2
1 Ax
={(ui+l)+ KL- J w(x/At;ui,uiH)dx- -Z—I&-Euiﬂ
0
gegeben.

Beweis: Die Gleichheit in (3.31) folgt direkt aus der Konsistenzbedingung (3.28),
wenn man die zweite Darstellung von g von der ersten abzieht. DaB jedes
Godunov-Typ Verfahren nach Definition 3 ein Verfahren in Erhaltungsform ist,
liefert die Ausrechnung

n+l _ n n n
Y “W'“(%Hm'&_m)

0 Ax/2
1 n .n ! n n
= — | w{x/At,u ,u dx + — | wi{x/At;u _,u’ jdx ,
Ax i it1 Ax i-1'71
-Ax/2 0

wobei die erste Gleichung in (3.31) fur g+ 172 und die zweite Gleichung fur gj-1/2
eingesetzt wurde.

Wir wollen uns nun einige dieser Gedunov-Typ Verfahren anschauen. Dabei be-
schranken wir uns hier wieder auf eine Erhaltungsgteichung mit einem konvexen
FluB f(u). Wir greifen zunichst das Godunov Verfahren nochmais auf. Es ist natar-
lich automatisch auch ein Godunov-Typ Verfahren. Wie man die exakte Losung
des Riemannproblems berechnet, haben wir in Abschnitt 2.2 angegeben. Da sie
eine schwache Losung der Erhaltungsgleichung ist, erfullt sie trivialerweise die
Konsistenzbedingung (3.28) von Definition 2. Die Positivitatsbedingung (3.29) ist
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sicherlich auch erfillt. Dies kann direkt aus der expliziten Darstellung der Lésung
des Riemannproblems (2.38) und (2.39) abgelesen werden. Den numerischen Flu3
des Godunov Verfahrens erhalten wir direkt aus der Integralform der Erhaltungs-
gleichung, da wir die exakte Lésung des Riemannproblems benutzen. Es gilt hier
gerade

(3.32) Bgpg (U u) = Ew (05 up, 0},

wobei w die exakte Lésung des Riemannproblems ist. Wir kénnen dies auf-
schlisseln nach den Formeln (2.38) und (2.39) und erhalten

flu) foarwy =ue , flu) =)

flu) faru =zu, , flap =)
(3.32") god (U1, up) = flup firw<u, , alu) =0

flu) firuy=u, , alu) =0

f{a-1(0)) sonst.

Dies kann man auch noch in einer anderen Form schreiben. Es gilt auch noch die
Darstellung

max f (u) fiar u =y,
U =usy
(3.32") Bgod =
. god
min f (u) fizr uy < up .
u} = u = Ur

Im Falle einer skalaren Erhaltungsgleichung mit einem konvexen FluB3 kénnen wir
das exakte Riemannproblem leicht l6sen und den numerischen FluB (3.32) des
Godunov-Verfahrens ausrechnen. Fiir Systeme 4Bt sich jedoch das Riemann-
problem meist nicht mehr oder nur sehr aufwendig losen, so daf3 es glinstig ist,
das exakte Riemannproblem durch ein nur ndherungsweise geldstes Riemann-
problem zu ersetzen.

Beim Harten, Lax und van Leer-Verfahren [24] ersetzen wir die exakte Losung des
Riemannproblems durch eine Ldsung der Form

. u fiar X < ajt
(3.33) w = w(x/t;u, u) = Uy fir agt < x < ayt

Uy fMrx = apt
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Wir nehmen hier natlrlich an, daB die Signalgeschwindigkeiten aj, a; nicht gleich
sind und a, gréBer als aj ist. Im Grenzfalt 8 = a,, den wir hier gerade noch
zulassen, fallt natarlich der mittlere Zustand in (3.33) weg. Im Falle 3| < a; liefert
uns die Konsistenzbedingung (3.28) diesen mittleren Zustand. Setzt man (3.33}in
(3.28) ein, so erhalt man

(3.34) au —au f)-f)

u jamay -—
r i ar_ai

Wird (3.33) eingesetzt in die Formel (3.31) fiir den numerischen FluB aus Satz 3, so
erhalten wir den numerischen FluB3 des Verfahrens von Harten, Lax und Leer in
der Form

atfu)—a fw) a'a
(3.35) 8y Y u) = + (w —u),

wobei a;+ und a,- der positive bzw. der negative Teil der groBten und kleinsten
Signalgeschwindigkeit ist:

(3.36) a_ =minfa,0), a: =max(a ,0) .
Laut Konstruktion des mittleren Zustandes uj; nach (3.34) ist die erste Bedingung
in Definition 2 erflllt. Um zu zeigen, daB (3.33) eine approximative Riemann-
[dsung nach dieser Definition ist, muB noch die Maximum-Minimumbedingung
gelten. Bezeichnen wir mit sir die StoBwellengeschwindigkeit sir = (f(ur) - f(u))) /
(ur - wy), so kénnen wir (3.34) umschreiben in

Die Maximum-Minimum Bedingung ist genau dann erfullt, wenn die Koeffi-
zienten von u, und u| beide positiv sind und ihre Summe Eins ist. Das heif3t die
Bedingung (3.29) ist erfullt, wenn die Signalgeschwindigkeiten die Ungleichung
(337) a] = Slr = ar

erfullen. Einfeldt [16] schiug fur eine konvexe FluBfunktion die Wahl
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a; = a){u), uy) = min {a (u}), sie}
(3.38)

ay = a,{(u, u;) = max {s), a (up)}

vor, Wir nennen das Verfahren mit dem FluB (3.35) und diesen Signalgeschwin-
digkeiten (3.38) kurz HLLE-Verfahren.

Es zeigt sich, daB das Lax-Friedrichs Verfahren [34]

n+1 n n n n
u, o —-(u +ui_l)/2 f(uH_l)-—f(ui_l)

+ =
(3.39) At 2Ax 0

ein Grenzfall eines Harten, Lax und van Leer Verfahrens ist. Im Verfahren (3.39)
wird durch diesen eigentiimlichen Zeitdifferenzenquotienten eine Art Viskosi-
tatsterm eingefihrt. Dies sieht man deutlicher, wenn (3.39) umgeschrieben wird
in |
ol R )= P ) g by 2yt At

At 2Ax 21 Ax2 ' Ax

Der Viskositatsterm auf der rechten Seite des Lax-Friedrichs Verfahrens ist somit
gerade von der Form 0 (Ax) - uxx. Dieser Term fuhrt dampfende und stabili-
sierende Terme in das numerische Verfahren ein. Definieren wir die Signalge-
schwindigkeiten des Harten, Lax, van Leer-Verfahrens in der folgenden Art und
Weise

(3.40) a, =a,,8=-4a  a,=m lal, |a@pih)

erhalten wir die approximative Riemannidsung

u furx < at
(3.41) w=w/t;u,u) = (uy + u¥2-(fu)-fuPy2ar  sonst.
uy fir x = a,t

und den numerischen Fluf

1
(3.42) g plu )= 5 (f(u) + flu) —a (, —u)) .




-72-

Dieser numerische FluB entspricht gerade dem FluB3 des Lax-Friedrichs Verfahrens,
wenn wir fir ajr den Maximalwert 1/A einsetzen, welcher sich nach der CFL-Be-
dingung A max | a (u) | = 1ergibt. '

Ein anderer Grenzfall eines Godunov-Typ Verfahrens ist das Verfahren von Roe
[54]. Als Signalgeschwindigkeiten wird hier

f'(ur) - f(u])
(3.43) g =a =5 =

u —u
r {

gewdhit. Damit erhalten wir die approximative Riemannldsung

n fGr X =< gt
(3.44) w=wx/t;u,u) =
uy fur x > 5,1

und far den numerischen Fluf3

(3.45) EROE

1 ‘
(wy,u )= 5 (Flu) + flu) = s @ —u)
Wir sehen hier an (3.44), daf3 beim Verfahren von Roe statt des exakten Riemann-
problems das linearisierte Riemannprobliem

u fiir x>0
u +su, =0, ulx,0)=
u. fir x <0 ,

geldst wird. StoBwelle als auch Verdinnungswelle wird approximiert durch eine
lineare Unstetigkeit. Wir werden an Beispielen spater sehen, dafl diese einfache
Approximation in bestimmten Fallen Schwierigkeiten mit sich bringt.

Bemerkung 1: Die Bedingung an das Schrittweitenverhéltnis A = At/Ax ist fir ein
Godunov-Typ Verfahren nach Definition 2

(3.46) N {lay o [} < >

uj, up

das hei3t gerade die "halbe CFL-Bedingung”. Dies liegt daran, daf3 wir die Dar-
stellung eines Godunov-Verfahrens in der Form (3.30) fordern. Verzichten wir auf
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diese Darstellung, definieren ein Godunov-Typ tGber den numerischen Flu nach
Satz 3, so genugt die Bedingung

Amax {|a]]a |} =1

U], u[‘

welche nur noch garantiert, daf8 die Flusse benachbarter Riemannprobleme
ungestort bleiben. Fur die hier vorgestellten Verfahren ist diese Bedingung er-
fallt, falls die CFL-Bedingung

Amax [a(u){=1

uj
gilt.
Fine andere Methode, die einseitigen Differenzen umzuschalten, wird bei dem
Verfahren von Engquist-Osher [17] angewandt. thnen gelang es, den nume-

rischen FluB3 formal aufzuspalten einen FluB nach rechts und einen FluB nach
links:

(3.47) fa) =Y ) + (W

mit

u
)= J max (a (s}, 0)ds + f{0)
0
(3.48)

u
7= J min (a (s), 0)ds .
0

Der numerische FluB wird dann definiert durch

(3.49) g, (u,u)=f )+ 1" w) .

Verfahren dieser Art nennt man FluB-Splitting Verfahren. Interpretieren wir das
zugehorige Verfahren in Erhaltungsform als Differenzenverfahren, so bedeutet
dies, daB der FluB nach rechts mit linksseitigen Differenzen und der Fluf3 nach
links mit rechtsseitigen Differenzen behandelt wird. Der charakteristische Abhé&n-
gigkeitsbereich wird somit richtig in das Differenzenverfahren eingebaut. Das
Engquist-Osher Verfahren 1Bt sich somit in der Form
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(3.50) uf“ =u! = A =@ ) - T, ) - T W)

schreiben.

Wir wollen diesen Sachverhalt eines FluB-Splitting Verfahrens noch in einer De-
finition festhaiten.

Definition 4: Ein Verfahren in Erhaltungsform (3.8) heif3t FluB-Splitting Ver-
fahren, falls der numerische FluB sich in der Form

(3.51) g(u],ur)zf"' (w) + 17 ()

schreiben 128t und fir den FluB f* (u) nach rechts und ~ (u) nach links (3.47) die
folgenden Bedingungen gelten:

Sind die Signalgeschwindigkeiten a (u)) > 0, a (u;) > 0, dann gilt

[T)=10.

Sind die Signalgeschwindigkeiten a {(uf) < 0, a (us) < 0,dann gilt

£t )=0 .

Der FluB (3.49) des Engquist-Osher Verfahrens ist eine stetig differenzierbare
Funktion, wahrend die Fliisse der anderen Verfahren bis auf das Lax-Friedrichs
Verfahren (3.39) nur lipschitzstetig sind. Dies ist ein Vorteil, wenn der numerische
FluB fir ein implizites Verfahren benutzt wird. In diesem Fall muB ein nicht-
lineares Gleichungssystem iterativ gelost werden. Oftrals 148t sich dies sehr effi-
zient mit dem Newton-Verfahren durchfithren, fur welches die Ableitungen er-
forderlich sind.

Godunov-Typ Verfahren werden auch als FluBdifferenzen-Splitting Verfahren
bezeichnet, weil man sie auch in der Art formulieren kann, daf die FluBdifferenz
zwischen den Gitterzellen in Anteile nach rechts und links aufgespaltet wird
([24)). Interessant ist es, daB es Einfeldt [16] hier im skalaren Fall gelang, das
Engquist-Osher Verfahren auch als Godunov-Typ Verfahren zu formulieren.
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Wir haben in Abschnitt 3.1 auf ein Verfahren in Erhaltungsform die Hirt'sche
Stabilititsanalyse angewandt und damit insbesondere gezeigt, daB Verfahren
mit rechts-, linksseitigen oder zentralen Differenzen instabil sind fir Probleme, in
denen die Richtung der Charakteristiken wechselt. Wir wollen nun sehen, ob die
hier konstruierten Verfahren der in Abschnitt 3.1 abgeleiteten Stabilitatsbe-
dingung (3.16) geniigen. Wir wollen dies an dem Engquist-Osher Verfahren
durchfihren, da dieses, wie oben erwéhnt, gerade einen stetig differenzierbaren
FluB hat. Berechnen wir die Ableitungen nach dem ersten und zweiten Argument
des Flusses (3.49) und setzen diese in (3.16) ein, so erhalten wir die Ungleichung

max (a (u), 0) — min (a (u), 0) = A a (w)?
und weiter

(3.52) la )| (1 =A@@)) =0,
Diese Ungleichung gilt unter der CFL-Bedingung

(3.53) Amax|au|=1 .

u

Das heiBt das Engquist-Osher Verfahren erfiillt (3.16) unter der iblichen Stabi-
litatsbedingung fiur ein explizites Verfahren. Die Flisse der Godunov-Typ Ver-
fahren, die wir hier vorgestellt haben, sind lipschitzstetig, aber auf8er beim Lax-
Friedrichs Verfahren nicht Gberall stetig differenzierbar. Wir kénnen somit die
Gultigkeit der Stabilitdtsbedingung (3.16) fur diese Verfahren nur eingeschrankt
nachweisen. Wir werden die Frage der Stabilitdt zunachst zurickstellen, sie nach
einem Konvergenzsatz erneut aufgreifen und uns dann damit noch etwas ge-
nauer befassen.

AbschlieBen wollen wir diesen Abschnitt mit einigen numerischen Resultaten
dieser Verfahren. Dazu haben wir vier Testprobleme herausgesucht: Anfangs-
wertprobleme - wie kénnte es anders sein - fur die Burgers-Gleichung. Fir prak-
tische Berechnungen kénnen wir natirlich nur ein endliches Rechengebiet be-
trachten und mussen Randwerte vorschreiben. Wir wollen jedoch das Zeit-
intervall so vorschreiben, daB innerhalb der betrachtenden Zeiten keine Wellen
an den Randern ankommen und die L&ésung dort sich somit nicht dndert. Es
genugt somit, einfach konstante Randwerte vorzuschreiben. Die Frage der
Vorgabe von Randwerten im allgemeinen Fall wird dann in Kapitel 7 ausfihrlich
behandelt.
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Testbeispiel 1 (stationdre StoBwelle, Transschall): Die Anfangswerte fiur die
Burgers-Gleichung 2.11 sind gegeben durch

1 firx <5
(3.54) u(x,0) = ,xe(0,10] .
-1 firx > 6

Als Randwerte geben wir vor:

u{0,ty=1, u{10,1) = -1 ﬁiralletsﬁ: .

Die physikalisch relevante Losung enthalt eine stationare StoBwelle und lautet

(3.55) ulx,t) = u(x,0) fir(x,0e(0,10]x R}
Das Bild der Charakteristiken ist in Figur 3.4 a skizziert.

Dieses Problem ist ein sogenanntes Transschall-Problem. Der Punkt (die Punkte)} u
mit a (u) = 0 nennt man den Schallpunkt (die Schallpunkte). Gilt nun fur ein Prob-
lem a {u) > 0 fur alle auftretenden u-Werte, so nennt man dies ein Uberschall-
Problem, fur a (u) < 0 ist es ein Unterschall-Problem; ansonsten nennt man es
Transschall-Problem. Beim Uberschall-Problem laufen alle Charakteristiken nach
rechts, beim Unterschall nach links und beim Transschall hat man ein Durchgang
durch den Schallpunkt und ein Wechsel der Richtungen der Charakteristiken.

Testbeispiel 2 {StoBwelle, Transschall): Die Anfangswerte sind gegeben durch
2 fiirx <5

{3.56) ulx,0) = , xelo, 101 .
-1 firx > 5

Als Randwerte werden vorgegeben
u@,t)=2 , u(l0,t)= -1 fur tel0,10] .

Die physikalisch relevante Losung enthilt hier eine StoBwelle, welche nach rechts
lGuft:

2 firx<t/2+5
(3.57) ulx, t) = , (x,t) e [0,101x[0,10]

-1 firx>t/2+5

Eine Skizze Uber den Verlauf der Charakteristiken zeigt Figur 3.4 b.
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Testbeispiel 3 (StoBwelle, Uberschall): Die Anfangswerte sind gegeben durch

2 fMirx <5
(3.58) u(x,0) = , xel0,10] .
1 firx > 5

Als Randwerte werden vorgegeben
u(0,t)=2 , u(10,t)=1 firallete [0,10/3] .

Die physikalisch relevante Ldsung enthalt hier ebenso eine nach rechts laufende
StoBwelle und lautet

2 firx <32+ 5
(3.59) ulx, t) =
1 firx > 31/2+ 6

Das Bild der Charakteristiken ist in Figur 3.4 ¢ festgehalten.

Testbeispiel 4 (Verdiinnungswelle, Transschall): Die Anfangswerte sind gegeben
durch

-1 flirx <5
(3.60) u(x, 0) = , x£[0,10] .
1 fiirx>5

Als Randwerte werden vorgegeben
u(0,t)= -1, u(l0,t}=1 far te(0,10] .

Die physikalisch relevante Losung besteht aus den ungestérten Zustdnden, ge-
trennt durch eine Verdinnungswelle

-1 firx < -t
(3.61) ulx, t}) = X/ firt<x<t , xel0,10] .

+1 fiirx >t

Das Bild der Charakteristiken zeigt Figur 3.4 d.
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Figur3.4 Verlauf der Charakteristiken fir Testbeispiel 1 - 4.

Die numerischen Ergebnisse der Ndherungsverfahren zum Zeitpunktt = 2.0 sind
in den Figuren 3.5 - 3.10 aufgezeichnet. Dabei ist mit einer Linie jeweils die
exakte Ldsung, mit den Kreisen die Werte der Naherungsidsungen gezeichnet.
Die Reihenfolge der verschiedenen Testprobleme ist 1, 2 darunter 3, 4 analog zu
Figur 3.4 der Charakteristiken. Die Raumschrittweite ist Ax = 10/75, die Zeit-
schrittweite wurde nach der Bedingung At = 0.75 - Ax/max {a (u)| gewahlt.

Es zeigt sich, daB - wie erwartet - das Verfahren von Godunov, das Verfahren von
Lax-Friedrichs, das HLLE-Verfahren und das Verfahren von Engquist-Osher gerade
die physikalisch relevanten Lésungen approximieren. Es treten keine nume-
rischen Oszillationen oder Instabilititen vor oder hinter den Stofwellen auf. Das
Verfahren von Lax-Friedrichs dampft oder verschmiert die Unstetigkeiten am
starksten. Beim Testbeispiel 3, bei welchem die Charakteristiken alle nach rechts
laufen, benotigt es 16 Gitterpunkte, die StoBwelle darzustellen, fiir die stationare
StoBwelle 6 Punkte (Figur 3.9). Die numerische Dampfung beim Verfahren von
Godunov, HLLE und Engquist-Osher ist deutlich geringer, aber es gibt ebenso
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einen deutlichen Unterschied zwischen Testbeispiel 3 und 1,2. Im transonischen
Fall werden die StoBwelien Gber weniger Gitterpunkte hinweg approximiert.
Beim Verfahren von Godunov und HLLE wird die stationdre StoBwelle exakt ge-
l6st, wahrend das Verfahren von Engquist-Osher hier 2 Punkte innerhalb der
StoBwelle bendtigt. Die Resultate im Uberschallfall sind fur diese drei Verfahren
identisch. Das Verfahren von Roe liefert identische Resultate wie das HLLE-Ver-
fahren bis auf Testbeispiel 4. In diesem Fall approximiert das Verfahren von Roe
eine physikalisch unsinnige Losung - namlich eine stationdre VerdiinnungsstoB-
welle. Dies bedeutet, daB das Verfahren von Roe in dieser Situation (Transschall,
Verdinnung) keiner diskreten Entropiebedingung genigt. Fir die Ubrigen Bei-
spiele sind die Ergebnisse identisch zum HLLE- und Godunov-Verfahren.

Wir haben die Beziehung der einzelnen Verfahren noch etwas deutlicher dar-
gestellt in Tabelle 3.1. Fiir die Burgers-Gleichung sind hier die Werte der nu-
merischen Flusse zum Vergleich aufgelistet. Man sieht, daB das Verfahren von
Engquist-Osher, Godunov, HLLE und Roe im Uber- und Unterschallfall die iden-
tischen Flisse besitzen (entsprechend rechts-linksseitiger Differenzen). Nur fur
Transschallprobleme unterscheiden sie sich. im Transschall-Verdinnungsfall ist
nach den Ergebnissen fur das Verfahren von Roe in Figur 3.8 die Approximation
der Verdinnungswelle durch eine lineare Unstetigkeit nicht vertraglich mit der
Entropiebedingung. Man muB in diesem Fall das Verfahren von Roe durch einen
Entropie-Fix korrigieren, indem man

(3.62) 0= min f(u) oder u

m=E=u=u

b | ==

setzt. Hier im Transschall-Verdiinnungsfall ist dann das Verfahren von Roe iden-
tisch mit dem Verfahren von Godunov oder dem HLLE-Verfahren. Das Verfahren
von Roe ist ein sehr wichtiges Verfahren bei der Approximation von Systemen von
Erhaltungsgleichungen. Das exakte Riemannproblem ist dort oftmals nicht oder
nur mit sehr groBem Aufwand zu |ésen. Das Verfahren von Roe besteht in einer
Linearisierung des Problems. Die Lésung des exakten Riemannproblems wird er-
setzt durch die exakte L&sung eines linearisierten Riemannprobiems, welche
durch die Charakteristikentheorie in einfacher Weise gewonnen werden kann.
Ein Entropie-Fix kann dort ebenso leicht durchgefihrt werden (siehe [21]).
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Uberschall Unterschall Transschall (Verd.} Transschall (SioB)
Verfahren uz0,uz0 u<0,urs0 u =0 sur uz0zur
Engquist-Osher 1242 1/2 u,2 0 172 (U2 + u?)
12u2firsez 0
Godunov r 12 w2 12 w2 0
Y2u2fiors <0
12u2firs=0
HLLE (3.38) 1/2 uy)2 142 up2 142 ujur .
12 u2 firs < 0
: t2uRfarsz0 12 u2flrs 20
Roe 1/2 u)2 112 us2
12urRfirs <0 12 u2firs <0
Tabelle 3.1 Numerische Flisse verschiedener Upwind-Verfahren fir die Burgers-

gleichung

Wir haben an den einfachen Beispielen gesehen, daB bei der Berechnung der
numerischen Flisse meist wesentlich die Richtung der Charakteristiken eingeht.
Verfahren dieser Art nennt man auch Upwind-Verfahren. Wir wollen diese Be-
zeichnung noch praziser formulieren in

Definition 5: Ein 3-Punkt Verfahren in Erhaltungsform heiBt Upwind-Verfahren,
falls die folgenden Bedingungen erfillt sind:

1. Der numerische FluB |aRt sich schreiben in der Form

f(ui) + f(uiH) 1

3.63 _ v
( ) glu,u, )= ) - 2d[urlﬁ+ﬂ
mit
u, +u
3.64 g | L iF1
{ ) d(ui'"i+1)_a( 5 )(ui+l—ui)+o(|ui+1—ui|)
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2. Sind alle Signalgeschwindigkeiten positiv, so giit

g(ui,ui+,)=f(ui) )

umgekehrt sind alle negativ, so gilt

glu,u )

) =
Wahrend die Bedingung 2 sofort verstandlich ist und ihre Gultigkeit bei einem
FluB-Splitting Verfahren etwa direkt aus dessen Definition folgt, missen wir die
Bedingung 1 noch etwas motivieren. Im linearen Fall ist ein solches Upwind-
Verfahren gerade das CIR-Verfahren (1.76). Wir kénnen dieses Verfahren fir

¢ = konstantin der Form
n+l _ . n + /.1 n — I n
(3.65) ul = —)\(c (u, —u' J+e (uiH—ui))
mit
¢¥=max(0,¢) ¢ =min(0,0
schreiben. Der zugehdrige numerische Fluf lautet dann

n .0 e+ .n - n
(3.66) gluj,u, J=c uite u,

Eine andere Form des CIR-Verfahrens ist

A A
n+l __ n a n .0 a n_ n n
(3.67) W= - c’  —u’ )+ 5 fel], , —2u +ul )

mit dem zugehdrigen FluB

(3.68) g(u';,uf’ )= < (uil +u’ ) - Izi[(u

n
i+1 9, i+1 _ui)

i+t
Das CIR-Verfahren wird in dieser Form geschrieben als ein Verfahren in Erhal-
tungsform mit einem zusétzlichen Viskositatsterm.

Bedingung 1in Definition 5 sagt nun aus, daB fir ein Upwind-Verfahren im nicht-
linearen Fall eine zu (3.66) bzw. (3.68) ahnliche Darstellung des numerischen
Flusses existiert. So fordert diese Bedingung, daB die Flusse (3.66) und (3.68) mit
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c=a), ¢t ==+le]), ¢ ==(c=|cD

Do | -

1
2

far einen Referenzzustand u, nahe uj und uj.1 (2.B. u, = (Ui + uj+1)/2) gerade
eine lineare Approximation ist, falls uj und u; , 1 nahe beieinander liegen. Fur eine
lineare Gleichung bedeutet dies insbesondere, daB alle Upwind-Verfahren mit
dem CIR-Verfahren identisch sind.

Die Definition eines Godunov-Typ, eines FluB-Splitting oder Upwind-Verfahrens
wurde in [24] ausgefihrt. Beim Godunov-Typ Verfahren folgten wir hier im we-
sentlichen der Darstellung von Einfeldt [16], [15]. Von ihm stammt die Maximum-
Minimum Bedingung in Definition 2. Wir haben diese Bedingung bisher nicht be-
notigt und werden erst im Abschnitt 3.4 darauf zuriickkommen. Harten, Lax und
van Leer [24] forderten statt dessen die Giiltigkeit einer diskreten Entropiebe-
dingung. Der Nachweis dieser Bedingung ist schwerer; insbesondere erfullt na-
turlich das unmodifizierte Roe-Verfahren keine solche Bedingung.

Wir soliten hier auch noch ein anderes Verfahren erwdhnen, welches zur Berech-
nung einer Ndherungslosung das Riemannproblem benutzt: das Verfahren von
Glimm [18]. Der Ausgangspunkt ist derselbe wie beim Godunov Verfahren, je-
doch wird keine Mittelung im nachsten Zeitschritt ausgefihrt; der Ndherungs-
wert ist eine mittels Zufallszahlen ermittelter Wert der Losung des Riemann-
problems. Dies verhindert die Verschmierung von Unstetigkeiten. Die N&dherungs-
l6sung und Ort der StoBwelle héngen jedoch von den Zufallszahlen ab. Dieses
Verfahren ist sehr schwierig auf mehrdimensionale Probleme auszudehnen. Inso-
fern mochten wir hier nicht naher darauf eingehen. Praktische Anwendungen
findet manin [4].

3.3 Konvergenzsatz

Wir haben in Abschnitt 3.1 Kriterien angegeben, welche garantieren, daf im Falle
der Konvergenz die Grenzfunktion gerade die physikalisch relevante Losung ist.
Wir haben jedoch noch kein Kriterium angegeben, welches uns die Konvergenz
selbst garantiert. Dies wollen wir in diesem Abschnitt nachholen und zeigen, daf
die Verfahren, welche wir in Abschnitt 3.2 vorgestellt haben, diesem Kriterium
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genigt. [n Anlehnung an das Aquivalenz Theorem von Lax, welches fiir lineare
Probleme gilt, kénnen wir den Konvergenzsatz in der Form

Konsistenz + Stabilitit = Konvergenz

ausdricken. Zwar kénnen wir hier nicht die Aquivalenz dieser wichtigen Eigen-
schaften zeigen, aber zumindest die eine Richtung bieibt giiltig. Unter Konsistenz
verstehen wir hier, daB das Naherungsverfahren in Erhaltungsform geschrieben
werden kann mit einem konsistenten numerischen FluB und daB eine diskrete En-
tropiebedingung erfillt ist, d.h. das Naherungsverfahren auch konsistent mit der
Entropiebedingung ist. Stabilitat bedeutet hier Stabilitdt beziglich der L*-Norm
und der Totalvariation. Definition und einige Eigenschaften der Raume LP der
Lebesque integrierbaren Funktionen und der Totalvariation sind im Anhang A
bzw. B kurz zusammengefaBt. Wir betrachten das Naherungsverfahren in einem
beliebigen Zeitintervall } = [0, T] mit einer Zeitschrittweite At = T/N, N N.

Satz 4 (Konvergenzsatz): Sei {ua} die Folge der Ndherungslésungen (3.9) aus
einem Verfahren in Erhaltungsform (3.8), wenn At, Ax mit A = At/Ax = konstant
gegen Null streben. Genligen die Naherungslosungen einer diskreten Entropie-
bedingung (3.12) und sind sie gleichmaflig beschrinkt

(3.69) |uA (x,t)] < M foralle (x,4) e Rx [0, T,

und lokal von gleichmaBig beschrdnkter Variation

B
(3.70) TVu, (- ,t)=M fiiralletel0,T], [a,BICR ,

[¢]

mit Mg, M1 e R, so konvergiert die Folge {ua} im Sinne von Lok (R x [0, T]) gegen
die eindeutige schwache Losung, welche der Entropiebedingung genigt.

Beweis: Den Beweis dieses Satzes wollen wir im folgenden relativ kurz halten
aber so,dafB alle wesentlichen tdeen sichtbar werden. Sei zunéchst das Intervall
t = [a, BJCR und t, e [0, T] fest vorgegeben. Nach dem Satz von Helly (Anhang A,
Satz 5) existiert eine Teilfolge {ua}, welche punktweise konvergiert. Wegen (3.9)
und dem Satz von Lebesgue iiber majorisierte Konvergenz konvergiert sie auch
im Sinne der Norm von L1(1). Eine solche Teiifolge existiert fir jedes tg ¢ [0, T]. Mit
Hilfe eines Diagonalprozesses kdnnen wir somit eine Teilfolge auswahlen, welche
far abzahlbar viele t¢ [0, T], etwa fir t rational, konvergiert.
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Als néchstes zeigen wir, daB Jlua (+, t)|| 1, eine lipschitzstetige Funktion in t ist.
Dies ergibt sich aus der Erhaltungsgleichung unter Benutzung der Lipschitz-
stetigkeit des numerischen Flusses und (3.70). Es gilt

|u1i1+1_ n n |

n|p _ . .
ul| = Ael n— 8 yp

=L} (lu?Jrl - u}]l + lu'i1 - u?wll),
wobei L die Lipschitzkonstante des numerischen Flusses ist. Aufsummiert Gber
alle Gitterpunkte im Intervall  und unter Verwendung von (3.70) folgt hieraus

Ax > luPT w2 M LAt

Wir gehen nun Uber zu der Ausdehnung der Gitterfunktionen auf R x [0, T]
mittels (3.9) und erhalten aus dieser Ungleichung

[ ]uA (x,t) —u, (x,t2]|dx =2 M, L|Ll - L21 far t),¢,cl0,T]
I

Aus dieser Lipschitzstetigkeit und der Existenz einer Teilfolge, welche fir alle
rationalen t ¢ [0, T] konvergiert, folgt, daf3 die Teilfolge fur alle te {0, T] konver-
giert. Insbesondere ist diese Konvergenz sogar gleichméaBig, da die Folge auch
gleichgradig stetig in t ist (L, Mq hangen nicht von t ab). Die obige Teilfolge
konvergiert somit beztiglich der Norm

sup flul- 0],
L)
tel0, T}

das heiBt im L1 (i} x L= { [0, T]1). Nun kénnen wir den Satz 2 von Abschnitt 3.1 an-
wenden. Er besagt, daB die Grenzfunktion u unserer Teilfolge gerade die ein-
deutige physikalisch relevante Losung ist. Aus dieser Eindeutigkeit folgt die Kon-
vergenz der gesamten Folge {ua}. Da | beliebig gewdahlt war, konvergiert somit
die gesamte Folge gegen eine Funktion ue L* (Rx [0, T} im L1jok (R x [0, T]) und
damit ist der Satz bewiesen. O

Die Beweisideen dieses Konvergenzsatzes stecken schon in den ersten Konver-
genzsatzen von Oleinik [48], welche sie zu Existenzaussagen von schwachen Lo6-
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sungen benutzte. Die Formulierung des Beweises folgt hier den Ausfihrungen
von Crandall und Majda [8] und Sanders [57] (siehe auch [63]).

Vergleichen wir die Bedingungen (3.69) und (3.70) von Satz 4 und die Ausflh-
rungen im Beweis mit den Eigenschaften der exakten Losungin Satz 2 im zweiten
Kapitel, so sehen wir, daB3 ein Naherungsverfahren gerade die grundlegenden
Eigenschaften der exakten Lésung erhalten muB.

3.4 Kriterien fir Ndherungsverfahren

In Abschnitt 3.1 haben wir grundlegende Kriterien angegeben, welche gewisser-
maBen die Konsistenz eines Verfahrens (Verfahren in Erhaltungsform, diskrete
Entropiebedingung) garantieren. In dem Konvergenzsatz in Abschnitt 3.3 haben
wir als weitere Voraussetzungen Stabilitdtsbedingungen - namlich die gleich-
méafBige Beschranktheit der Naherungslésungen und der Totalvariation. Diese Be-
dingungen filhren auf weitere Kriterien flir Naherungsverfahren, welche zur
Approximation von StoBwellen geeignet sind.

Definition 6: Ein Verfahren in Erhaltungsform hei8t monoton, falls der nume-
rische FluB den Monotoniebedingungen

1. g (v, w) ist monoton wachsend in v,
2. g (v, w) ist monoton fallend inw

geniigt.

Schauen wir uns die Stabilitatsbedingung aus der Hirtschen Stabilitatsanalyse in
Abschnitt 3.1 an und nehmen an g sei stetig differenzierbar, so sehen wir, daB die
linke Seite der Ungleichung (3.16) unter diesen Monotoniebedingungen immer
positiv ist. Dies bedeutet aber, daB wir ein Schrittweitenverhalitnis A finden
kénnen, so daB diese Ungleichung erfillt ist. Unter dieser Bedingung ist das Ver-
fahren somit stabil nach Hirt. Wir wollen als nachstes mal schauen, welche der in
3.2 konstruierten Verfahren diese Monotonieeigenschaft besitzen. Sehr einfach
nachzuprifen ist dies natirlich beim Verfahren von Engquist-Osher, da der Flu3
dieses Verfahrens stetig differenzierbar ist. Es zeigt sich sofort, daB3 die Ableitung
nach dem ersten Argument positiv und die Ableitung nach dem zweiten Argu-
ment negativ ist, das heiBt die Bedingung 1. und 2. in Definition 6 sind erfillt und
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das Verfahren von Engquist-Osher ist somit ein monotones Verfahren. Etwas
schwieriger ist dies fur die anderen Verfahren zu zeigen.

Bemerkung 2: Das Verfahren von Godunov, das HLLE-Verfahren, das Verfahren
von Lax-Friedrichs und das Engquist-Osher Verfahren sind monotone Verfahren.

Ein anderes Kriterium fur ein Verfahren in Erhaltungsform, welches sich auf die
Beschranktheit in der Totalvariation stitzt, wurde von Harten [22] eingefiihrt.

Definition 7: Ein Verfahren in Erhaltungsform heift beschrankt oder stabil in der |
Totalvariation (TVB), falls

(3.71) TVu, (k) =2 lu gm0

gleichmaBig in n und A beschrankt ist. Ein Verfahren heiBt TVD-Verfahren (Total

Variation Diminishing), falls die Totalvariation eine monoton fallende Funktion,
d.h. falls

(3.72) zz CHPE :L oy — o]

i
gilt far alle n.

Fir das sehr wichtige TVD-Kriterium von Harten [22] formulieren wir das Verfah-
ren in Erhaltungsform (3.8) umin eine andere Form:

n+l n n n n n
(373) ul _u +Cl+l/2( i+1 1) D1 1/2( _ui—l) ’

mit

no.n ' n
glu' u’ ) —flu)

13} —
.Cuqm"_A n n
Uiy
(3.74)
ful) — g (w_ ,u))
pt =\ —

i—1/2
uf‘—u?

i -1

Da g nach Voraussetzung konsistent mit dem physikalischen FluB f(u) und
lipschitzstetig ist, sind diese Ausdricke beschrankt. Fur praktische Rechnungen
kann man ein Cauchyproblem nicht numerisch I8sen, sondern man muf3 ein end-
liches Rechengebiet auswahlen. Fiir die folgenden Uberlegungen ist es glnstig,
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ein endliches Gebiet mit vorgegebenen Randwerten, ein periodisches Problem
oder eines mit kompaktem Tréager zugrunde zu legen. Man umgeht somit die auf-
wendigen Grenzwertbetrachtungen fir x -+ * «, ohne jedoch das Wesentliche zu
verlieren. Wir werden die Satze allgemein formulieren, jedoch die Beweise nur
fur solche “endlichen Probleme” durchfiihren. In den einzelnen Beweisen wer-
den wir jedoch darauf hinweisen, an welchen Stellen wir dies ausnutzen.

Ein hinreichendes Kriterium, da3 ein Verfahren in Erhaltungsform die TVD-
Eigenschaft besitzt ist dann

Satz 5 (TVD-Kriterium von Harten {22]): Das Verfahren (3.73), (3.74) ist ein TVD-
Verfahren falls die Bedingungen

n n
(3.75) Cl+lf2 0, D1+1/2 0
und
(3.76) Cl ot Di, =1 [(diskrete CFL - Bedingung)

far alle i und n erfilit sind.

Beweis: Wir subtrahieren die Gleichungen {3.73) fur i von der fur i+ 1 und er-
halten

Wttt =g -t -D" j@"

n n
i+1 i ivvz~ Dippd Wi, —u}+C

1+3z{ ir2 W) H DY

ir2 i+1

).

(u — ul

i—-1/2 1

Die Bedingungen (3.75) und (3.76) besagen gerade, daB die Koeffizienten alle
nichtnegativ sind. Gehen wir zum Betrag auf der rechten und linken Seite Uber
und wenden die Dreiecksungleichung an, so erhalten wir

a1 _ :‘“is(l -DP w4+ Ch

i+1 +1m i+ 12 + D/

1 n
el

1+3/2I i+2 |+1
Summiert man nun auf Uber i, so kann man die verschiedenen Terme zusammen-
fassen. Nehmen wir nun an u ist periodisch oder hat einen kompakten Tréager, so
erhalten wir

,S‘ n+l n+l|S §£|u1+’ i ’

s 1+l
1

d.h. das Verfahren ist ein TVD-Verfahren. ]
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Die dritte Bedingung (3.76) in diesem Satz spielt die Rolle einer Art diskreten CFL-
Bedingung. Gelten fur g etwa die Lipschitzhedingungen

- L _
lgv,w)—g(v,w)s=s -é-|v-- v
(3.77)

- L _
|g v, w) —glv, w)| s E|w— w i

so ist (3.66) erfllit, falls
(3.78) AL<1 .

Mit diesem TVD-Kriterium kénnen wir nun leicht zeigen, daBB monotone Ver-
fahren die TVD-Eigenschaften besitzen.

Satz 6: Ein monotones Verféhren ist ein TVD-Verfahren, falls die CFL-dhnliche
Bedingung (3.78) erfallt ist.

Beweis: Wir missen noch nachweisen, daf die ersten beiden Bedingungen (3.75)
des TVD-Kriteriums von Harten erfillt sind. Dies 1481 sich aber leicht nachrechnen.
Es giit

n n n n
; glu,uy, ) — g, up)
C. = — A =20
i+1/2 n n
YTy

da g eine monoton fallende Funktion im zweiten Argument ist. Analog zeigt sich
auch die Glitigkeit der zweiten Bedingung. a

Satz 7: Ein Verfahren in Erhaltungsform weliches stabil in der Totalvariation ist, ist
auch stabil in der Maximum-Norm, d.h. die Naherungslésungen sind gleichméBig
beschréankt.

Beweis: Wir beweisen diesen Satz wieder fir periodische Randbedingungen.
Stabil in der Totalvariation bedeutet nach Definition 7, daB8 eine Konstante My
unabhingig von A oder n existiert, fir die

TVu' < Ml TV u®

fiir alle n gilt. Nach der Definition der Totalvariation (3.71) gilt
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n n n .
™V u" = :}; | u; —u.|¢>g|maxuf1~--mmu'.1
- i+1 i i L1

i i i

und somit

(3.79)

max u;’ — min u;‘| =TVu' = M TV u’

i i

Die Anwendung der Dreiecksgleichung liefert weiter

(3.80)

max |u?|£ M, TV u°+min|u?|

i i
Da fur ein Verfahren in Erhaltungsform mit periodischen Randbedingungen

S —

Saul=>

FATE i
i

gilt, ergibt sich die Ungieichung

(3.81) min |uf | 5 ‘%}_ uf

=< max | u‘i’[

1 N 0
= }_ u
i i i
wobei K die Anzahl der Gitterpunkte in einer Periode ist. Kombiniert mit (3.79)
erhalten wir die Aussage unseres Satzes

max |ull =M TVJ® + maxih?l =M, max|u|
i i 1
mit
M:=MTV u“/max|uf|+l : O

Satz 8: Ein monotones Verfahren in Erhaltungsform erfullt eine diskrete Entro-
piebedingung.

Beweis: Wir wollen diesen Beweis hier nicht ausfihren. Es 14Bt sich zeigen, daf3
eine diskrete Entropiebedingung (3.12) erfullt ist, wobei Entropiefunktion und
EntropiefluB gerade die Funktionen (2.36) von Krushkov sind (siehe [23], [57]
oder [8]). m|

Satz 9: Ein monotones Verfahren ist konvergent im Lok { R x Ry), falls die CFL-
ahnliche Bedingung (3.78) erfullt ist.
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Beweis: Wir mussen zeigen, daf} die Voraussetzungen fur den Konvergenzsatz
(Satz 4) erfillt sind. Dies haben wir jedoch in den vorhergehenden Satzen schon
gezeigt. Nach Satz 6 ist ein monotones Verfahren ein TVD-Verfahren und somit
von gleichmaBig beschrankter Totalvariation und nach Satz 7 gleichméaBig be-
schrankt. Da es ein Verfahren in Erhaltungsform ist und nach Satz 8 eine diskrete
Entropiebedingung erfillt, sind alle Voraussetzungen zum Konvergenzsatz gul-
tig. o

Wir kénnen die monotonen Verfahren auch noch etwas anderst charakterisieren,
als dies in Definition 6 geschehen ist (vergl. [23]). Dazu schreiben wir das Ver-
fahren in Erhaltungsform (3.8) etwa um in

(3.82) u?+‘=H(u?_l,u?,u?+])

mit

n no.n _..n n n
Hu_ul o, )=u =2 =8y

).

Nun daraus sieht man sofort, dal3 die Funktion H wegen der Monotoniebe-
dingungen fir den numerischen Flu3 monoton wachsend im ersten und dritten
Argument ist. Setzen wir die Lipschitzbedingungen (3.77) und die diskrete CFL-
Bedingung (3.78) voraus, so zeigt sich, da8 H auch im zweiten Argument mo-
noton wachsend ist. Benutzen wir die Monotoniebedingungen, so gilt néamlich

H(u,v,u) - H(, v,u)

2(1 Y fgtv,u) —g(v,u)] Y lg u, vy —gu, V)l)(v—m -

lv—v| S v v

Unter der Bedingung (3.78) ist der Faktor vor (v - ¥} immer positiv, so daf3 H
monoton wachsend ist. Wir wollen dieses Ergebnis festhalten in der

Bemerkung 3: Fiir ein monotones Verfahren nach Definition 6 in der Form (3.82)
ist H eine monoton wachsende Funkton in allen Argumenten, falls die diskrete
CFL-Bedingung (3.78) erflllt ist.

Mit der Klasse der monotonen Verfahren haben wir Verfahren, weiche von der
theoretischen Seite her alle gewiinschten Eigenschaften besitzen. Von der prak-
tischen Seite her sind alle diese Eigenschaften natirlich auch erwlinscht. Die
diskrete Entropiebedingung garantiert, daf3 nur physikalisch relevante Lésungen
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approximiert werden, die TVD-Bedingung garantiert, daf3 an StoBwellen keine
Oszillationen oder Instabilitaten auftreten. Die ganze Situation wird jedoch ge-
trubt durch die Genauigkeit dieser Verfahren. Wir sahen schon in den Ergeb-
nissen fir die Testprobleme 1 - 4 in Abschnitt 3.2, dafl die Verfahren in machen
Fallen eine starke Dampfung, ein starkes Verschmieren der Unstetigkeiten oder
der Verdiinnungswelle aufweisen. Dies liegt natirlich mit daran, daB3 wir bisher
nur Verfahren mit der Konsistenzordnung 1 betrachtet haben. Wenn wir von
Konsistenzordnung reden, dann nehmen wir nattrlich immer an, daf die Lésung
geniigend glatt ist. Fur praktische Rechnungen sind Verfahren von mindestens
zweiter Ordnung erforderlich. Der Diskretisierungsfehler der Verfahren erster
Ordnung, den wir in Abschnitt 2 auch mittels der Hirtschen Stabilitdtsanalyse
untersucht haben, produziert eine zu grofe Dédmpfung. Um diese aufzufangen,
missen wir das Gitter sehr fein machen. Fir mehrdimensionale Probleme ist dies
natiirlich weder effizient noch wegen der beschrankten Speicherkapazitat des
Computers ein gangbarer Weg. Flr die Konstruktion von Verfahren héherer Ord-
nung miissen wir jedoch auf die Eigenschaft der Monotonie des numerischen
Flusses im Sinne der Definition 5 verzichten. Dies besagt der nachste Satz.

Satz 10: Ein monotones Verfahren ist hochstens ein Verfahren erster Ordnung.
Beweis: Ein ausfUhriicher Beweis dieses Sachverhaltes findet sich in [24]. Wir
fuhren hier einen ganz kurzen Beweis, welcher aber voraussetzt, daf3 der

numerische FluB stetig differenzierbar ist. Wegen der Konsistenzbedingung (3.5)
des numerischen Flusses gilt |

(3.83) aw =g, (u,uw+g (0

wobei gy, gw die Ableitung nach dem ersten bzw. zweiten Argument bezeichnet.
Fir ein Verfahren zweiter Ordnung miissen die Terme O (Ax) in (3.14) auf der
rechten Seite verschwinden, d.h. h {u) = 0. Dies fuhrt uns auf die Bedingung
(3.84) S g, uuw-g, (= haw

Addieren und subtrahieren wir diese Gleichung voneinander, so erhalten wir

1 1
(3.85) g, w,u) = Ea(u)(l +ra@), g, (wu= Ea(ul(l —Xau)
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Diese Gleichungen widersprechen jedoch den Monotoniebedingungen nach De-
finition 6.

Far ein Verfahren von zweiter Ordnung missen wir somit auf die Monotonie des
Flusses verzichten. Man mdchte aber natirlich fur ein solches Verfahren so viel
ginstige Eigenschaften wie moglich retten. Es zeigt sich, daB ein TVD-Verfahren
ein Verfahren zweiter Ordnung mit gewissen Einschrankungen sein kann. Wir
werden dies im folgenden noch etwas erldutern. Man muB jeoch bei den TVD-
Verfahren etwas aufpassen, da sie nicht die Glltigkeit einer diskreten Entropie-
bedingung garantieren. Ein typisches Beispiel fir ein TVD-Verfahren, welches
unphysikalische Lésungen produzieren kann, ist das Verfahren von Roe. Die
Approximation einer solchen Entropie-Prinzip verletzenden Ldsung ist in Figur
3.7 in Abschnitt 3.2 gezeigt. Man muB das Verfahren von Roe geeignet
modifizieren, um dies auszuschlieBen. o

Bemerkung 4: Das Verfahren von Roe ist ein TVD-Verfahren.

Dies [4Bt sich leicht beweisen, indem man das TVD-Kriterium von Harten aus-
nutzt. Etwas allgemeiner gilt

Bemerkung 5: Ein Godunov-Typ Verfahren nach Definition 3 ist ein TVD-Ver-
fahren.

Dies 148t sich folgendermaBen zeigen. Sei uj < uj 4 1. So gilt nach (3.31) und der
Maximum-Minimum Bedingung

0
(3.86) = -2 ! .
. glu,u ) —flu)= - m w (x/Atiu,u, Jdx + Y
-Ax/2
- Ax + 8% =0
=T oA i oA i
und analog
(3.87) gluu, ) —Flo, =0

Im Falle uj = uj.1 ergeben sich gerade die Ungleichheitszeichen nach der
anderen Seite, d.h. die Bedingung (3.75) des TVD-Kriteriums ist erfilit. Die dis-
krete CFL-Bedingung ergibt sich aus der CFL-Bedingung in Definition 2.
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Die TVD-Bedingung von Harten I3Bt sich auch noch etwas anders formulieren.
Dazu schreiben wir den numerischen FluB in der Form

1
(3.88) glu,u )= 2 flup) + T )= Qe ~u )
mit
_ f(ui] + f(ui_H) -2 g(ui,uiﬂ)
(3.89) Qe = “. -u
1+ 1

Den Wert Q.+ 1,2 nennt man den numerischen Viskositdtskoeffizienten. Dieser

Name erklart sich daraus, daB das Verfahren in Erhaltungsform damit umge-

schrieben werden kann in die Viskositatsform

(390) n+l _ n. E(f{“) flu® ]‘_._1_ n (n ny n (n Ny
‘ R EP e P L B S A QWi = %)~ Qi — vy

Dies entspricht einem Verfahren mit zentralen Differenzen zu dem der Q-Term

addiert wird, der als eine Art Viskosititsterm aufgefaBt werden kann, d.h. einer

Approximation eines Terms Ax (Quy)y. Die GroBe dieses Terms gibt naturlich auch
Auskunft iber die numerische Ddmpfung des Verfahrens.

Die hier vorgestellten Verfahren besitzen die numerischen Viskositatskoeffi-
zienten:

(3.91) Q?:E:jz: max [+ ) —2f@/u -y

(u-u) (u-uj4+1)=0

HLL _
(3.92) Qe = aly )
(3.93) Qiy = max{lata)l,lat, )}
R -
(3.94) Qrpe =5l
Uj+1
3.95 EO 1
(A ) Vsin ™ u - u ' 2 @l du
i+1 i
uj
(3.96) QW= @ P
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Satz 11 (TVD-Kriterium): Das Verfahren in Erhaltungsform (3.8) besitzt‘die TVD-
Eigenschaft, falls der zugehérige Viskositatskoeffizient Q; 4 12 die Ungleichungen

flu, ) —Tu)
3.97) ¢ o=t
( A‘Si*_lm'SQi-k]]QSl ' hi+1/2— u ]
i+1 i
erfallt.
Beweis: Wegen
(3.98) Qi+uz:C§+lj2+Di+1f2

folgt aus der rechten Ungleichung direkt die Gultigkeit der Schrittweitenbedin-
gung (3.76) im TVD-Kriterium Satz 5.
Wegen

(3.99)

C A

Divip=Civm =™ e

und (3.98) gilt

C —

1
sz~ 3 Qe A 0 D

+ A )

vz = 5 Qi T A8,
Damit folgt aus der rechten Ungleichung (3.97) sofort die Positivitat von Cj 4 172
und Dj .+ 1,2 und damit die Voraussetzungen von Satz 5. 0

Ein 3-Punkt-TVD-Verfahren ist ein Verfahren erster Ordnung. Denn ein 3-Punkt
Verfahren, welches zweiter Ordnung ist, muB zwingend zentrale Differenzen zur
Approximation der Raumableitungen benutzen. Ein solches Verfahren besitzt je-
doch nicht die TVD-Eigenschaft. Es lassen sich jedoch 5-Punkt Verfahren kon-
struieren, welche einen lokalen Diskretisierungsfehler zweiter Ordnung - bis auf
gewisse Ausnahmepunkte - besitzen. Wir werden dies im nachsten Kapitel néher
betrachten.

Die wesentlichen Arbeiten fiir die Aussagen in diesem Abschnitt sind die schon
zitierten von Harten [21], [22] und Harten, Hyman und Lax [23]. Weitere Uber-
legungen im Nachweis der Gultigkeit einer diskreten Entropiebedingung stam-
men von Osher [50] und von Osher und Chakravarthy [51]. Der Begriff des nu-
merischen Viskositatskoeffizienten wurde ebenso von Harten {21} eingeflhrt.
Tadmor beleuchtet in [67] dessen Zusammenhang mit der Entropiebedingung.
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4.0 Verfahren héherer Ordnung

Vefahren héherer Ordnung lassen sich konstruieren ausgehend von den mono-
tonen 3-Punkt Verfahren oder dem Verfahren von Roe, wie wir diese im Kapitel 3
vorgestellt haben. Diese Monotonieeigenschaft geht den Verfahren dabei natiir-
fich verloren, aber es wird versucht, moglichst viele der glnstigen Approxima-
tionseigenschaften zu erhalten. Wir denken dabei zum Beispiel an die TVD-Eigen-
schaft oder die Monotonieerhaltung. Die ersten Ideen zur Konstruktion von
Verfahren héherer Ordnung nach diesem Prinzip stammen von Boris und Book [2]
(Flux-Corrected Transport (FCT) Algorithmus) und von van Leer [38]. Sie fuhrten
das Konzept der FluBlimiter ein. Spater gelang es dann Sweby [66], eine Ver-
einheitlichung dieser Konzepte und eine allgemeine Beschreibung dieser Ver-
fahren zu geben. Von van Leer wurde auch ein anderer wichtiger Zugang zur
Konstruktion von Verfahren hdherer Ordnung initiiert. In [37] schlug er einen
Zweischritt-Algorithmus zweiter Ordnung vor, welchen er MUSCL (Monotonic
Upwind Scheme for Conservation Laws)-Verfahren nannte. Verfahren, welche auf
diesen Zugang aufbauen, nennt man deshalb iblicherweise MUSCL-Typ Ver-
fahren. Wir wollen diese Methode im ersten Abschnitt ausfuhrlich beschreiben,
weil sie nach unserer Meinung die einfachste und einleuchtenste Methode ist.
Danach schildern wir kurz das Wesentliche bei der Konstruktion von FluBlimiter
Verfahren. Der letzte Abschnitt dieses Kapitels faBt dann verschiedene andere
Ansdtze zusammen.

Das erste Verfahren zweiter Ordnung fur eine hyperbolische Erhaltungsgleichung
wurde von Lax und Wendroff [35] angegeben. Sie gingen aus von der Taylorent-
wicklung
(4 1) AL2

' u (e, b+ A = ulx, U+ Aty (x,0 + - U0+ 0 (At .
Die Zeitableitungen werden nun durch Raumableitungen ersetzt mittels der Be-
ziehungen

(4.2) u, = (=) = - ) =@Wiw) ,

welche man durch Anwendung der Erhaltungsgleichung erhéalt. Wir hatten dies
schon in Kapitel 1in (1.71) ausgenitzt. Man erhalt aus (4.1) somit die Entwicklung

At?

(4.3) W0, LH B0 = e, U - AU, ), + —— la s, 0) Fu tx,0)), + 0180,
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Die raumlichen Ableitungen in (4.3) werden nun durch zentrale Differenzen
ersetzt und man erhélt das Verfahren von Lax-Wendroff

2

n A 1] A 0 E n
(4.4 o=~ 2 (P -fal )+ al, (], D=L —a_ | (Pl —Rup_ )
mit
arprp = 8o Fud/2)

Wie man sieht ist dies ein Verfahren in Erhaltungsform und |&8t sich in der Form
(3.8) schreiben mit dem numerischen Fluf3
(4 5) 11 —_ l(r n ‘) f-( l}) }_ L1 (f n ) r 3]

: Biviz™ o g 3+ Hugh = o di+ue (ui, )=y .
Dieses Verfahren ist ein sehr einfaches und gutes Verfahren zweiter Ordnung in
Raum und Zeit solange man glatte Lésungen approximieren mochte. An starken

Gradienten oder Unstetigkeiten hat das Lax-Wendroff Verfahren Schwierig-
keiten. Zur Approximation solcher Lésungen sind die zentralen Differenzen nicht

15 25
2.0+
1.0
1.5~
5
0.5 vod
- o0 R
0.0
-0.5
-05
o 1.0+
18 T T T T T T =1 T T T T T T
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0 8.4 =X 10.0 o0 10 2,0 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0 8.0 9.0 10.0
X X
2.2+ 1.5
2.0 1.0
184
0.5
1,6
- ] 0.0
14
~0.5
12
1.0
1.0 ot b a-paad
0.8 T T T T T T T T T =15 T T T 3 T T T T T
Q.0 1.0 .0 3.0 4.0 5.0 8.0 7.0 8.0 2.0 10.0 0.0 10 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0 8.0 9.0 10.0
X X

Figur 4.1 Verfahren von Lax-Wendroff
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geeignet. Wir haben das Lax-Wendroff Verfahren auf die vier Testprobleme des
Abschnittes 3.2 (Seite 76 - 77) angewandt. Man sieht in Figur 4.1, daB es beim Bei-
spiel 4 die falsche Losung approximiert analog.zum Verfahren von Roe. An den
Unstetigkeiten ergeben sich Oszillationen. Diese kdnnen auch dazu fihren, dal
eine schwache Loésung approximiert wird, welche nicht der Entropiebedingung
genugt ([23]).

Von Richtmyer (siehe [53]} wurde eine Zweischritt-Version dieses Lax-Wendroff
Verfahrens angegeben. Statt von der Taylorentwicklung (4.1) geht man hier von
den Taylorentwickiungen

1
(4.6) ule, o+ AY2) = u et + - Atu (1) + 0 atd |

(4.7) ulx,t+ A = ulx, t) + Atu, (x, L+ AU2) + O (At |

Wie schon in (4.1) kénnen wir die Zeitableitungen durch Raumableitungen er-
setzen:

At
(4.8) ule, b+ AU2) = ulx, 0 + [ (x, 40+ O (At?) |

(4.9) ulx,t + A = ulx,t) - AL (x, t + At/2)_+ O (A%

Wie beim Einschritt Lax-Wendroff Verfahren werden nun die Raumableitungen
in den Taylorentwicklungen durch zentrale Differenzenquotienten ersetzt. Man
erhalt das Zweischritt Lax-Wendroff-Verfahren
1 A
WM S ) - SO ) - 1)
(4.10)
n n n 12
up = = ) - P
Dieses Verfahren hat ganz &hnliche Eigenschaften wie das Einschritt-Lax-
Wendroff Verfahren. Fir lineare Probleme sind sie insbesondere identisch. Vor-
teilhatt ist es bei der Anwendung auf Systeme von Erhaltungsgleichungen. Wéh-
rend beim Lax-Wendroff Verfahren {4.4) die Jakobi-Matrix des Flusses berechnet
und mit der FluBdifferenz multipliziert werden muB, wird dies bei der Zwei-
schritt-Formulierung umgangen, d.h. fur Systeme ist diese Formulierung in Bezug
auf Rechenzeit glinstiger.
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4.1 MUSCL-Typ Verfahren

Die zentrale Idee von van Leer in [37] ist, da3 er Godunovs Annahme der stick-
weise konstanten Naherungsitsungen ersetzt durch die Annahme, daB die
Naherungsiosungen innerhalb einer Gitterzelle linear sind. Wir haben diese Situa-

Ul
UI+2
Vit - Vin.
Ugent- |~
u Au
U |
UI‘_ -"—‘/
Upy_ Y00
p-‘//
} I } } T
Xiag Xj LR X2

Figur4.2 Stickweise lineare Approximation

tion in Figur 4.2 festgehalten. Zum Zeitpunkt t, haben wir also eine Approxi-
mation in der Form

(4.11) urE =l 4 —xst el =0k ek 0l

wobei s;n die Steigung im i-ten Gitterintervall bezeichnet. Diese Steigungen defi-
nieren Randwerte rechts { + ) und links (-)

Ax
(4.12) u?i =u?:t - S

an den Gitterzellen. Wir bekommen nun eine genauere Approximation der Flsse
zwischen den einzelnen Gitterzellen, wenn wir diese Randwerte in den nume-
rischen FluB einsetzen. Wir wollen jedoch nicht nur raumlich eine bessere
Approximation erzielen, sondern auch zeitlich. Dies [aBt sich erreichen, wenn wit
zunachst einen halben Zeitschritt vorausrechnen. Dabei betrachten wir nur die
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Anderung innerhalb einer Gitterzelle, d.h. die Anderung der Randwerte rechts
und links. Da wir innerhalb einer Gitterzelle eine stetige Verteilung der Ndherung
vorliegen haben, kénnen wir diese Anderungen in einem halben Zeitschritt durch
eine Taylorentwicklung (4.8) approximieren und erhalten

(4.13) MNRCE VU (f(u RETICH

Wir werden darauf noch zurickkommen. Diese Randwerte gehen nun ein in die
Berechnung des numerischen Flusses zwischen den einzelnen Gitterzellen. Wir
erhalten Naherungswerte auf dem néachsten Zeitlevel durch das Verfahren in
Erhaltungsform

(4.14) u:‘l‘i“l“u —A (hll+llé2mhn+llg)

mit

hI‘l+U2 h( H+U2

n+ 12 n+ie _ n+1/2 n+lR
ARy 1, h: =h{u ).

UG- -1 =D+’

Dabei ist h der numerische FluB eines monotonen Verfahrens aus Kapitel 3. Wir
berechnen wie beim Verfahren erster Ordnung unsere Naherungswerte nach
dem Verfahren in Erhaltungsform (4.14); der Fluf3 hat aber jetzt hier etwas
andere Argumente. Der Mehraufwand des Verfahrens zweiter Ordnung ist die
Berechnung dieser modifizierten Argumente, welche durch die Formeln (4.12),
(4.13) gegeben ist.

Dieses Verfahren kénnen wir als ein Zweitschritt-Verfahren interpretieren. Die
Berechnung der Steigungen in den Gitterintervallen und Transport um ein halben
Zeitschritt kdnnen wir als ersten Schritt und als Approximation der ersten
Gleichung (4.8) in der Zweischritt-Taylorentwicklung ansehen, (4.14) ist dann der
zweite Schritt und eine Approximation nach Taylorentwicklung (4.9).

Wir wollen uns nun anschauen, welchen Bedingungen die Steigung in den Gitter-
intervallen genigen missen, daB das Verfahren (4.2) - {(4.4) sowohl zweiter Ord-
nung ist, als auch Eigenschaften (TVD, Monotonie erhaltend) des Verfahrens
zweiter Ordnung erhalt. Fangen wir an mit der zweiten Ordnung. Es ist klar, daf3
die Steigung im Gitterintervall eine geeignete Approximation der Ableitung der
Lésung sein muf3, d.h.

(4.15) C=u (x, L)+ 0
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wobei A wie (blich unser Diskretisierungsparameter bezeichnet (z.B. A = Ax oder
A = Atk = AVAX = konstant). Wir wollen dies noch etwas genauer fassen. Ein
notwendiges Kriterium fir die Konsistenzordnung 2 ist, daf3 der numerische FluB
des Zweischritt-Verfahrens eine Approximation zweiter Ordnung des Flusses des
Lax-Wendroff Verfahrens ist, d.h.

(4.16) h ?:11'/22 ~8412= 0 @

Dies ist auch hinreichend, wenn die Terme in O (A2) stetig sind. Wir nehmen bei
dieser Betrachtung natiirlich an, daB die Lésung geniigend oft stetig differen-

zierbar ist. Wie Ublich steht A wieder fir den Diskretisierungsparameter Ax oder
At, wobei A = At/Ax als konstant vorausgesetzt wird.

Es ist leicht zu sehen, daB unser Zweischritt-Verfahren (4.12) - (4.14) zweiter
Ordnung in der Zeitapproximation ist, (4.13) ist eine direkte Approximation der
Taylorentwicklung (4.8). Damit kdnnen wir uns das Leben ein bi3chen leichter
machen. Zusatzlich zweiter Ordnung im Raum ist das MUSCL-Typ Verfahren dann,
falls

1
(4.17) h], 0,0 = 5 C), )+ fw) = 0@

und die O (A2)-Terme stetig sind. Aus der Bedingung (4.17) kdnnen wir nun Be-
dingungen (4.15) an die Steigungen S noch etwas genauer formulieren.

Satz 1: Eine notwendige Bedingung fur die zweite Ordnung des MUSCL-Typ
Verfahrens (4.12) - (4.14) ist

n_“?‘“?-l 04 n_“?ﬂ”“? 0
(4.18) fo 40BN, = S+ 00w

Die Bedingung (4.18) ist hinreichend, falls die O (Ax) Terme stetig sind.

Beweis: Wir schreiben die linke Seite von {4.17) in der folgenden Weise

1 1
g Bl ug gy )= D o Bl ug gy Y-l )

1
+ -é-(f(uH)—f(u.

1
|+1))+ E(f(u

) - ()

(i+1)-
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Wegen der Lipschitzstetigkeit von h bzw. f kénnen alle diese vier Ausdriicke als
Produkte der jeweiligen Lipschitzkonstante und den Ausdriicken ug 4 1)- - uj 4 1,
Uj4 = Ui+ 1)~ Ui+ - Ujs 1 und ug41)- - uj geschrieben werden. Wir setzen nun die
Definitionen ein. Es zeigt sich, daB Bedingung (4.17) genau dann erfillt ist, falls

uo -y —Axsi=0(Ax2)

und

_ 2
u. o, -u mAxsiH-O(Ax )

gilt, d.h. falls (4.18) gilt. a

Eine geeignete Steigung muf sich somit nach (4.15) und (4.18) lokal als einen
gewichteten Mittelwert des rechts- und linksseitigen Differenzenquotienten

n n n
UP - u u, — u,

(4.19) § ==+ (1 = p) ——— + 0(&x)

mit B e [0, 1] schreiben lassen.

Wir wollen uns nun um die Frage kiimmern: Kénnen wir eine Formel fir die
Berechnung der Steigungen so angeben, daB das MUSCL-Typ Verfahren sowohl
die Bedingungen fir die zweite Ordnung als auch die TVD-Eigenschaft erfilit?
Dazu betrachten wir das MUSCL-Typ Verfahren (4.12) - (4.14) zunichst ange-
wandt auf die lineare Gleichung

(4_20) u, + a u = 0

mit a ¢ IR, a > 0. Fir diese Gleichung besitzen alle monotonen Verfahren und
auch das Verfahren von Roe den numerischen Flu3

J=au

nlu,u,, P

der nach Forme! (3.66) gerade identisch ist zum FluB des CIR-Verfahrens.
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Wir kénnen (4.14) somit in der Form

n+l _ n . n+ll2 n+1/2
o=y —halyy o+

u
schreiben. Setzen wir nun die Definitionen (4.12) und (4.13) in diese Gleichung
ein, so erhalten wir weiter

Ax
n+l _ n . WA n
(4.21) w't = —daju - o+ Y (1 —Xa)s' — s,

1—1)

Eine mégliche Wahl der Koeffizienten in der Darstellung eines Verfahrens in
Erhaltungsform nach Harten (3.73) ist somit

n —
CI+U2 0

11—

D" =halt+ Za_ra-
12 2 u,

Eine hinreichende Bedingung, daB das Verfahren (4.21) die TVD- Bedmgung von
Harten erfiilit (Dj.1/2 2 0) ist

Ax sli] Ax s]in
(4.22) 0= - , =2

n —
i—1 i+l i

Die Gleichung (4.20) fur a < 0 fuhrt mit der Bedingung Cnj.1;2 = 0 auf dasseibe
Ergebnis. Die diskrete CFL-Bedingung (3.76) ist wieder automatisch erfiillt, falls
das Schrittweitenverhaltnis gentgend klein ist.

Mit (4.18) und (4.22) haben wir somit zwei Bedingungen abgeleitet, welche eine
geeignete Steigungsberechnung erflllen sollte. Die Frage ist: gibt es eine solche?
Die Antwort ist: es gibt sogar sehr viele. Die einfachste ist die folgende

1 -
(4.23) Tl minmed (., —u, , v, —u, .},

wobei die minmod-Funktion durch die Vorschrift

a furla}<|b|,ab>0
(4.24) minmod {a,b) = {'b furja|>|b|,ab >0
0 sonst

definiert wird.
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Bevor wir uns noch weitere solche Steigungen anschauen, wollen wir uns die Be-
dingungen (4.18) und (4.22) noch etwas geometrisch klar machen. Dazu fihren
wir eine Umschaltfunktion ¢ ein mit

i i—-1

(4.25) ' b =), =
i+1 i

Wir wollen hier und im folgenden den oberen Zeitindex wieder unterdriicken.
Die Steigung sj schreiben wir nun als rechtsseitigen Differenzenquotienten muliti-

pliziert mit der Umschaltfunktion ¢;:

Uier — Y

(4.26) 5% T a2 ) .

Die notwendige zweite Ordnung Bedingung (4.19) kénnen wir nun umschreiben
in eine Bedingung an &; ¢ (r) muB eine Darstellung

(4.27) M =a+(1~dr , aeld,1]

besitzen. Wir kédnnen uns dies in der (d, r)-Ebene veranschaulichen. Verlauft der
Graph von ¢ in dem in Figur 4.3 schraffierten Gebiet, so 1aBt sich die Bedingung
(4.27) erfiillen (d.h. es 148t sich ein geeignetes a finden).

Die TVD-Bedingung {(4.22) 14Bt sich auch leicht Ubersetzen in eine Bedingung far
die Umschaltfunktion. Es ergibt sich die Bedingung

(4.28) r
Diese Bedingung ist als TVD-Gebiet in Figur 4.3 skizziert.

Wir fassen nun die Bedingung {4.27) und (4.28) zusammen und erhalten das in Fi-
gur 4.4 skizzierte Gebiet. Zwei Grenzen dieses Gebietssind ¢ (r) = Tund ¢ (r) = r.
Far ¢ (r) = 1 fiihrt das Verfahren (4.21) gerade auf das Lax-Wendroff Verfahren
(4.4). Far ¢ (r) = r ist es ein Verfahren zweiter Ordnung mit linksseitigen
Differenzen, welches von Warming und Beam in [68] vorgeschlagen wurde. Das
TVD-Gebiet liegt ganz im oberen rechten Quadranten und wird wetter begrenzt
durch die x-Achse und die Geraden ¢ = 2rund ¢ = 2. Sowohl das Lax-Wendroff
Verfahren als auch das Warming und Beam Verfahren verlaufen nur teilweise im
TVD-Gebiet.
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Figur4.4 Zweite Ordnung - TVD-Gebiet

Alle Funktionen ¢ = @ (r), welche im Zweite-Ordnung-TVD Gebiet verlaufen sind
geeignet mittels (4.26) eine Steigung fur ein TVD-MUSCL-Typ Verfahren zu de-
finieren. Etwa die Steigung (4.23) kdnnen wir durch die Umschaltfunktion

(4.29) : o, = minmod (1, r) = max ((, min (r, 1))
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Diese Funktion ist gerade die untere Begrenzung des TVD-Gebietes in Figur 4.4,
Die obere Begrenzung, d.h. die Funktion, welche zu gegebenen r den gréBten
Funktionswert besitzt und damit die groBte Steigerung berechnet, ist

(4.30) 4)2(1‘) = max (0, min (2r, 1), min (r, 2)) .

Diese beiden Umschaltfunktionen sind auch die obere und untere Grenze von

(4.31) b, (r} = max {0, min (kr, 1), min(r, k))

mit 1 = k = 2. Diese ganze Schar von Steigungsberechnungen geht auf Sweby
[66] zurtick.

Es wurden noch eine ganze Reihe anderer geeigneter Steigungsberechnungen
oder Umschaitfunktionen angegeben. So wurde von van Leer [37] eine in r stetige
differenziebare Umschaltfunktion vorgeschlagen:

(4.32)

Ebenso von van Leer [37] stammt auch der Vorschlag
(4.33) b, = minmod (1—;——3 , 2 minmaod (r, 1)) ,

welche monotoniesierte zentrale Steigungsberechnung genannt wird, da die zu-
gehdrige Steigung nach {4.26) die Form

1 Yie1 Mo
(4.34) (5, = - minmod(—-—-—-z— , 2minmod (n,  , —u,,u, — ui_l))
hat.

Wir haben diese Umschaltfunktionen zusammen mit den zugehd&rigen Steigungs-
berechnungen in Tabelle 4.1 zusammen aufgeschrieben. Zusétzlich sind dort
noch Steigungen aufgelistet,, welche von Osher und Chakravarthy [51] und von
van Albada (siehe [36]) vorgeschlagen wurden. Bis auf die letzt genannte erfillen
alle sowohl die zweite Ordnungs-Bedingung, als auch die TVD-Bedingung. Diese
Tatsache ist in Figur 4.5 veranschaulicht, welche zeigt, daB der Graph der Um-
schaltfunktionen ganz im Zweite-Ordnung-TVD-Gebiet liegt.
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Figur 4.5 Graph der Umschaltfunktionen ¢1, 2, dn, dviL und dpyva und
Zweite Ordnung-TVD-Gebiet
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Umschaltfunktion Steigung
r=hbtla a=uUs+1-u,b=uji-ujy
@1 (r) = minmod {1, 1) 51 (a, b) = 1/Ax minmod (a, b)

Pk (1) = max {0, min {kr, 1), min (r, k)} sk (a, b) = sign{a)/Ax max {|minmod (ka, b)}, jminmod (a, kb)[}

1sks? 1=skg?
dco (N = max {0, min {r, k}} sco (a, b) = 1/Ax minmod (ka, b)
1=ks2 12ks2
2ab/a +b) flirab >0
dyL{n) = [r] + e7(1 + 1) svi (a, b) = 1/Ax

0 fiirab = D
dm (1 = minmod (1 +1/2, 2 minmod (r,1)) |sm(a, b) = 1/Ax minmod ({a + b)/2 , 2 minmod (a, b))

dya () = (r+c2) (1+1) A1 +12+2¢2), sya fa, b) = 17Ax (ab + c2) {a + b)/(a2 + b2 + 2¢2),
¢2=0(Ax) c2 = D[Ax3)

Tabelle 4.1 Umschaltfunktionen, Steigungsberechnungen

Die Kriterien fur die Steigungen haben wir der Einfachheit halber fir die lineare
Gleichung (4.20) abgeleitet. Es zeigt sich, dafl eine Ableitung fur nichtlineare
Gleichungen sehr aufwendig und sehr verschachtelt wird. Die ohere Grenze in
(4.22) muB verkleinert werden. Durch die &ftere Anwendung der Dreiecksun-
gleichung fallt diese Schranke sehr pessimistisch aus - nahe Eins (siehe [44]). In
den praktischen Berechnungen zeigt es sich ebenso, daB durchaus die Schranke
Zwei in vielen Fillen reduziert werden muf3. Besonders bei starken Gradienten
kann etwa sz dafir sorgen, daB jeder monotone Ubergang in eine Unstetigkeit
gedrickt wird. Man erhélt etwa die physikalisch unsinnigen VerdiinnungsstoB3-
wellen, das heiflt eine diskrete Entropiebedingunag ist sicherlich nicht mehr er-
fullt. Es zeigt sich, daB im nichtlinearen Fall die Ubergangsfunktionen ¢y, dva
und dk oder dco mit 1 = k < 1.5 geeignete Steigungen erzeugen. Dabei kann das
k far dx oder ¢co abhangig von der Starke der StoBwelle gewahlt werden. Bei
schwachen Unstetigkeiten kann ohne weiteres auch k = 2 gewéhlt werden. Bei
reinen Uberschallproblemen treten im allgemeinen keine Probleme auf; der
kritische Fall sind starke Gradienten in der Ndhe von Schallpunkten.
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Wie wir in Abschnitt 3.4 schon geschrieben haben, kdnnen die TVD-Verfahren
zweiter Ordnung im Sinne des lokalen Diskretisierungsfehlers in glatten Be-
reichen einer Strémung sein, aber sind hdchstens Verfahren erster Ordnung an
Punkten mit einem iokalen Extremum.

Satz 2: Ein TVD-Verfahren besitzt an Punkten mit fokalen Extrema hochstens die
Konsistenzordnung 1.

Beweis: Der Beweis dieses Sachverhalts findet man bei Osher [50] (siehe auch
Harten [21]).

Eine zweite Ordnung TVD-Verfahren ist somit notwendig an diesen isolierten
Punkten ein erste Ordnung Verfahren. Dies bedeutet, daB Spitzen etwas starker
gedampft werden und abflachen. Man nennt diese Eigenschaft das Clipping-
Phanomen. Wir werden darliber in Kapitel 6 nochmals eingehend diskutieren
und auch einen Vergleich der verschiedenen Steigungsberechnungen anhand nu-
merischer Ergebnisse durchfihren. Die Steigungsberechnung sya aus Tabelle 4.1
versucht dieses Clipping zu vermeiden, indem auch an lokalen Extremwerten eine
Steigung ungleich Null auftreten kann, sya fihrt somit nicht auf ein TVD-Ver-
fahren, wie auch Figur 4.5 zeigt.

Eine wichtige Bedingung an die Steigung, welche Symmetrien erhélt ist, daB posi-
tive und negative Gradienten auf gleiche Art und Weise approximiert werden:
Dies garantiert die Bedingung

(4.35) s(a,b) =s(b,a) .

Formuliertin dem Umschaltfunktionen-Kalkil haben wir die Bedingung

(4.36) 2(_1224}(1) |

r r

Die numerischen Resultate in Kapitel 6 zeigen die Bedeutung dieser Bedingung.

Wir haben uns hier auf Verfahren zweiter Ordnung beschrankt, welche bislang in
den praktischen Anwendungen die entscheidende Rolle spielen. Dies liegt vor
allem daran, daB der Rechenaufwand von Verfahren hoher als zweiter Ordnung
deutlich groBer ist. Wir werden aber ein Konzept zur Konstruktion solcher Ver-
fahren in Kapite! 7 vorstellen. Eine Ubersicht iber die verschiedenen Steigungs-
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berechnungen findet sich in [45]. In Kapitel 5 und 6 werden wir Eigenschaften der
verschiedenen Steigungen anhand numerischer Resultate noch diskutieren.
Einige theoretische Aussagen zur Konvergenz finden sich in [49].

4.2 FluBlimiter-Methode

Ein anderer Ansatz ein Verfahren héherer Ordnung zu erhalten ist die FluB3-
limiter-Methode. Sie geht zurlck auf die Arbeiten von Boris und Book [2] und van
Leer [38]. Wir wollen als erstes den FCT (Flux-Corrected Transport)-Algorithmus
von Boris und Book beschreiben (siehe auch [1]).

Ausgangspunkt sind zwei Verfahren: ein monotones Upwind Verfahren

n+l _  n r n
(4.37) wi=ul —AG, L —h )

und ein klassisches Verfahren mindestens zweiter Ordnung

(4.38) wtl=al A, -8 )

(z.B. Lax-Wendroff Verfahren).

Der FCT-Algorithmus besteht dann aus den folgenden Schritten

1. Berechne den monotonen numerischen Fluf3

n
l‘1i+ll2

und die Losung erster Ordnung Gin +1 nach (4.37)

2. Berechneden FluB hoherer Ordnung

1
gi+11'2"

3. Berechne den antidiffusiven FluB

n . _..n n
Cevz = Bive~ M
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4. Begrenze diesen Fluf} in der Art und Weise, daB keine neuen Extrema ent-
stehen

n L _ an n
divie TP Civie

wobei ¢ als FluBlimiterfunktion bezeichnet wird.

5. Berechne

n+1 _ “’n+l_ n n
U=y Mdi =4y

Der kritische Schritt in diesem Algorithmus ist naturlich Schritt 4. Setzen wir die
Limiterfunktion konstant 1, so erhalten wir eine Naherungslosung mit den
typischen Oszillationen vor und hinter Unstetigkeiten. Die Limiterfunktion ¢ die
muB dafiir sorgen, daB das Verfahren etwa Monotonie erhaltend oder auch TVD
ist. Geeignete Limiterfunktionen fir den FCT-Algorithmus wurden von Boris und
Book [1] und von Zalesak [75] angegeben. Zalesak gab in [75] auch eine Er-
weiterung auf zwei Raumdimensionen an.

Wir wollen im folgenden ein etwas anderes Schema eines Verfahrens mit einer
FluBlimiterfunktion angeben. Es kirzt die Schritte 1 bis 5in dem FCT-Algorithmus
ab, indem direkt der antidiffusive FluB im Schritt 3 ausgerechnet und eine
Limiterfunktion eingesetzt wird. Damit wird das ganze Schema in der Struktur
etwas Ubersichtlicher und wir kénnen das TVD-Kriterium von Harten anwenden,
um geeignete Limiterfunktionen zu erhalten. Im wesentlichen folgen wir hier der
Arbeit von Sweby [66], dem es zuerst gelang verschiedene dieser FluBlimiter-
Formulierungen unter einen Hut zu bekommen.

Wir gehen aus von dem Lax-Wendroff Verfahren (4.4), welches ein klassisches
Verfahren zweiter Ordnung in Raum und Zeit ist. Nach (4.5) lautet der
numerische Fluf3

Cire™

1 n A n
o E(f(u?ﬂ)%-f{ui))- Ea?+1/2(f(u?+l)_f(ui)) .

Wir ersetzen nun die zentrale Differenzenbildung im Raum, d.h. den ersten Term,
durch einen monotonen FluB. Damit ist das Verfahren im Raum natlrlich nur
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noch erster Ordnung. Um die zweite Ordnung zu erhalten, missen wir noch
einen Korrekturterm einfligen.

Wir kédnnen den FluB3 des Lax-Wendroff Verfahrens aufspalten in

(4.39) h h, ..)-— i(h

A
2 i+ " P = 5 e

}
Bivin ™ Moz 5 Biepe [y, ) —fd+ 2 (f (u - flu)

Diesen FluB interpretieren wir nun als Summe eines monotonen Flusses und eines
sogenannten antidiffusiven Flusses, welcher uns die zweite Ordnung beschert,

(4.40) Biviz ~ Mt T Ciin
Der antidiffusive FIuB 148t sich schreiben in der Form

(4.41) €1 pe S v

1
ﬂ'é'(l-)\a YA e

1 -
2 (1- )\aHm)Af

mit den FluBdifferenzen

At

e =00 ) =8 s BT p =8 — T

Der erste Teil von ej, 12 in (4.41) kdnnen wir als den antidiffusiven Flu nach
rechts, den zweiten Teil als den nach links interpretieren. Diese antidiffusiven
Flisse limitieren wir nun mittels einer Limiterfunktion ¢:

(4.42) e, n = P ya®ia 2 A Af

%M~ P im0 YT g0

2, )

[

Dabei ist die Limiterfunktion ¢ eine Funktion des Verhaltnisses der Gradienten

. + _ + - _ -
(4.43) AR LA Y Sk A TR,
mit
+ —_—
4 AL 1 R M am
i+12 + i+i2 _
Al im Al e

Wir schauen uns nun den linearen Fall f{u) = au mita = konstant > 0 an. Fiir ein
monotones Verfahren gilt hj + 12 = auj und somit
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+ _ . - =
(4.44) . A{-i+1,'2_‘51(ui+1*ui) ! Afi+1sz0 '

Der numerische FluB lautet dann

(4.45)

u,) .

a
=aut o =ha) by, -y

Bivi

Vergleichen wit dies mit dem MUSCL-Typ Verfahren (4.21), so zeigt es sich, daf
diese Flisse im linearen Fall identisch sind, falls die Umschaltfunktion mit der
FluBlimiterfunktion identifiziert wird. Das heiBt die Limiterfunktion ¢ sollte man
eigentlich ebenso Umschaltfunktion nennen, da sie ein Schalter zwischen zen-
traler und einseitiger Differenzenbildung darstellt. Alles was in Abschnitt 4.1
iber die Umschaltfunktion geschrieben wurde, istim linearen Fall somit auch hier
gtiltig, z.B. das Zweite-Ordnung-TVD-Gebiet aus Figur 4.4.

Im nichtlinearen Fall ergeben sich einige Unterschiede. Eine hinreichende Bedin-
gung fur die Gultigkeit der TVD-Bedingung nach Harten wurde von Sweby [66]
abgeleitet. So zeigte er, daB ein FluBlimiter-Verfahren mit den Limiterfunktionen
(4.31) mit 1 < k = 2 die TVD-Eigenschaft besitzt, aber unter der Schrittweiten-
bedingung
(4.46)

2
Amax|a(u)| = —— .
y 2+k

Wie schon erwihnt, gelang diese einheitliche Formulierung verschiedener
FluBlimiter-Verfahren Sweby [66]. Wesentliche Impulse kamen von den Arbeiten
von Roe (siehe [54], [56]).

4.3 Andere Ansatze

Es gibt noch einige andere Ansatze, ein Verfahren zweiter Ordnung zu kon-
struieren. Harten [21] modifizierte den FluB der Erhaltungsgleichung in der Art

(4.47) u, + (Fw) +e(u) =0 .

Dabei ist e (u) eine Art antidiffusiver Term, abgeleitet aus einer der Taylor-
‘entwicklung. Er wendet nun auf diese modifizierte Gleichung (4.47) das Verfah-
ren von Roe (siehe Abschnitt 3.3) mit Entropie-Fix an. Der antidiffusive Terme (u)
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ist dabei so gewahlt, daB das erhaltene numerische Verfahren die TVD-Eigen-
schaft besitzt und eine Approximation zweiter Ordnung (mit Ausnahme von
Extrema) fiir die urspriingliche Gleichung dargesteilt.

Ein etwas anderer Weg geht Davis [11]. Er zeigte, daB die FluBlimiter-Verfahren
von Abschnitt 4.2 auch formuliert werden kénnen als das Lax-Wendroff
Verfahren mit einem bestimmten Viskositdtsterm, welcher von den Richtungen
der Charakteristiken und von dem Verhaltnis der Gradienten abhéngt. Davis
gelang esdann, einen Term so zu formulieren, daB er nicht mehr von dem Verlauf
der Charakteristiken abhdngt. Man ist somit nicht mehr auf ein Upwind-Ver-
fahren angewiesen, sondern hat ein TVD-Verfahren mit zentraler Differenzen-
bildung. Weiterentwickelt wurde dieses Konzept von Yee [74]. Diese Verfahren
sind im allgemeinen einfacher - insbesondere angewandt auf Systeme von Er-
haltungsgleichungen - liefern jedoch eine schlechtere Auflésung von StoBwellen.
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5.0 Mehrdimensionale skalare Erhaltungsgleichung

Die Verfahren fir die eindimensionalen Erhaltungsgleichungen fassen sich formal
mit der sogenannten Splitting-Methode auf mehrere Raumdimensionen aus-
dehnen. Die meisten gebrauchlichen Ndherungsverfahren fur die Gleichungen
der kompressiblen Stromungsmechanik in zwei und drei Dimensionen benitzen
diese Methode (siehe [70]). Im folgenden beschranken wir uns auf das Cauchy-
problem fiir die zweidimensionale Erhaltungsgleichung

i m? +
(5.1) ut+f1(u)x+f2(u)y—0 in R°x IR
(5.2) uix,y,00=qbe,y) , G,y e R
Wir suchen natirlich wieder schwache Losungen, welche das Cauchyproblem im

integralen Sinne erfillen. Eine Funktion ue L= {R2x RE) heiBt schwache Losung
des Cauchyproblems (5.1), (5.2), falls fir alle Testfunktionen ¢ £ C* (R2 x RE)

00

g~ g
B g

(u¢L+f1(u)q:x+ f'z(u]q:'y)dxdydt+ J [ o x,y,Nqlx,y)dxdy =0

=00 ~00

(5.3) |

0 -
gilt. Die physikalisch relevante schwache Losung 1aBt sich wiederum charakteri-
sieren durch eine Entropieungleichung

(5.4) U(u)t + F ) + F2(u)y =0,

wobei die Entropiefunktion U (u) eine konvexe Funktion ist. Fur die Entropie-
fltisse F1 und F3 gilt '

(5.5) U @ =F ), f,oU W= Fo .

Die Theorie der mehrdimensionalen Frhaltungsgleichungen bringt nichts wesent-
lich neues im Vergleich zum eindimensionalen Fall. Einen Uberblick Gber die
Theorie findet sich [9]. Deshalb wollen wir uns sogleich dem numerischen Fall
zuwenden.
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Wir betrachten fiir das numerische Verfahren wieder ein dquidistantes Gitter mit
der Zeitschrittweite At und den Raumschrittweiten Ax und Ay. Analog zum ein-
dimensionalen Fall verwenden wir die folgenden Bezeichnungen

tn:nAt,na N, xiziﬁx, yj:jAy, ije 2,
{5.6)

Damit lautet ein Verfahren in Erhaltungsform

n+l _ n n n bl n |
(5.7) g T "x(giwz,j - gi-m,j) =4 (.hi.j+lr2 - hi..i-1f2)

mit den Schrittweitenverhaitnissen Ay = At/Ax und Ay = At/Ax und den nume-
rischen Flussen ‘

(5.8) Bivuzi = 8W iy, e U gt k=D
(5.9) By e RO o U)o K=

Die numerischen Fliisse missen zumindest lipschitzstetig in jedem Argument sein
und konsistent mit den physikalischen Flissen

(5.10) g(u,u,...,u):ft(u) , h(u,u,...,u)=f2(u).

e S et
— e

2k 2k

Als Anfangswerte fur das Verfahren in Erhaltungsform (5.7) schreiben wir wieder
die Mittelwerte von g

1
(5.11) w, = — J J q(x,y)dxdy

ij
in den raumlichen Gitterintervalien
Ry =0 1o Xyl X Y10 Y1)

vor.
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Der Konvergenzsatz fur den eindimensionalen Fall 1481 sich auch auf den mehr-
dimensionalen Fall tibertragen ([8], [57]). Zentrale Rolle dabei spielt naturlich
wieder die Konsistenz des Naherungsverfahrens mit der Erhaltungsform und der
Entropiebedingung und die Stabilitdt in der L*-Norm und der Totalvariation

(5.12) u, (.,.0 L =C g, ) ., foralle t |
oy G0l o =G lat

L (&

(5.13) TV u, (..t <C,TVal,.) firalle ¢ .

Mit up wird hier wieder die stiickweise konstant auf R x Rg ausgedehnte Gitter-
funktion bezeichnet. Die Totalvariation kann im mehrdimensionalen Fall aller-
dings auf verschiedene Art und Weise definiert werden. Wir benutzen hier die
Definition

n n

Uit~ Y,

(5.14) TV u, (., . t) = ‘2_ }_ﬂ + }“ 1 l Wy U
] i i

H

fur t € [tn, th+1). Ein Verfahren, welches (5.13) genigt mit Cz = 1, heit wie im
eindimensionalen Fall TVD-Verfahren.

Die Konstruktion von Naherungsverfahren fur zwei oder mehrdimensionale
Probleme 4Rt sich nicht in der Art und Weise bewerkstelligen, da man die ein-
dimensionalen Ideen in einfacher Weise auf mehrere Raumdimensionen aus-
dehnt. Etwa die Definition und die Lésung des Riemannproblems und damit ge-
wonnene Konstruktion eines Naherungsverfahrens ist ein typisch eindimen-
sionaler Vorgang. Zwar |&Bt sich ein zweidimensionales Riemannproblem er-
kiaren, jedoch ist die Lésung sehr kompliziertim Vergleich zum eindimensionalen
Fall (siehe [40]). Es gelang auch noch nicht, daraus ein numerisches Verfahren
abzuleiten. Eine sehr aligemeine einfache Methode, mehrdimensionale Probleme
zu Iésen unter Benutzung von eindimensionalen Verfahren ist die Splitting
Methode - auch Zwischenschritt-Methode genannt. Angewandt auf unsere zwei-
dimensionale Erhaltungsgleichung (5.1) hat sie die folgende Form: Das zwei-
dimensionale Problem wird zerlegt in die zwei eindimensionalen Probleme

{5.15) ut-l-fl(u)x:O

(5.16) uL+f2(u)y=0
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Diese Probleme werden nun in einem Zeitschritt einfach hintereinander geiost.
Da es eindimensionale Probleme sind, kénnen wir jeweils die in den letzten Ab-
schnitten beschriebenen Methoden benutzen. Ein Zeitschritt eines solchen
Splitting Verfahrens lautet dann etwa

At
n+1/2 _ . n = n n
(517) ui'j - ui,j-_ A}( (gi+h'2,]'_gi—1f2,j)
(5.18) G gt ﬁt_(hnﬂm i
' i i Ax \ bLit+i2 hi-1e/)

wobei g und h (5.10) erfillen. Wir machen mit einem eindimensionalen Verfah-
ren also zunichst einen Schritt in x-Richtung und danach einen Schritt in y-Rich-
tung. Schemata dieser Art wurden von Godunov [19] fir Probleme der Stro-
mungsmechanik eingefiihrt. Bei der Variante von Strang [65] wird nach einem x-
und y-Schritt die Reihenfolge umgedreht und im nichsten Zeitintervall zuerst der
y-Schritt und danach der x-Schritt ausgefihrt. Sind die eindimensionalen Ver-
fahren zweiter Ordnung, so garantiert diese Methode, daB das mehrdimen-
sionale Verfahren diese zweite Ordnung erhilt. Man sieht sehr schnell, daB sich
das Splitting Verfahren (5.17), (5.18) in der zweidimensionalen Erhaltungsform

n+l _ n n n n . n
(5.19) Ui "'ui,j"Ax(gi+1/2,j_gi—1f2,j)"hy(hi,j+lf2_ hi,j—lfz)

schreiben 15Bt. Man erhalt dies sofort, indem man die Werte mit Index n +1/2in
(5.18) mittels (5.17) eliminiert. Fir den FluB h gilt

T n _ + 1/2 n+122} 1. n n
(5.20) hiv1e= h(uin,j ’ui,j+l)_ h (ui—l,j’ui,j’u?+1,j’u?—l,j+1’u?,j+l'ulil+l,j+1) :

Im Zweischritt Splitting Verfahren von Strang ergibt sich danach im néchsten
Schritt eine Erhaltungsform mit einem FluB g der Bauart (5.20).

Neben der Erhaltungsform zeigt sich auch, daB3 die Monotonie der eindimen-
sionalen Verfahren auf das zweidimensionale Splitting-Verfahren bergeht. Den
Begriff der Monotonie eines zweidimensionalen Verfahrens lat sich ahnlich wie
im eindimensionalen Fall erklaren. Die Fliisse sind dabei natirlich nicht mehr nur
von 2 Werten abhangig, sondern von 2k Werten mitk > 1:

(5.21) g=glu,. .., uy), h=h, ..,u,).

(siehe (5.20) . k = 3)
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Definition 1: Ein zweidimensionales Verfahren in Erhaltungsform heif3t monoton,
falls die numerischen Flisse den Monotoniebedingungen

1. g(v,w), h{v,w) sind monoton wachsend in v
2. g(v,w), h{v,w) sind monoton fallend inw

genigen mitv = (vy,..., vy undw = (w1, ..., wg). Die Bedingungen 1 und 2
sind dabei jeweils komponentenweise zu verstehen.

satz 1: Sind die eindimensionalen Verfahren monotone Verfahren und gelten die
diskreten CFL-Bedingungen (3.67) fur Verfahren (5.17) und (5.18), so ist das mit
der Splitting-Methode gewonnene zweidimensionale Verfahren monoton.

Beweis: Diese Aussage gilt sowohl fiir ein Einschritt als auch fir das Zweischritt-
Splitting Verfahren von Strang. Wir zeigen dies hier fur das Einschrittverfahren
(5.19). Da der FluB g nach Voraussetzung monoton ist mussen wir nur zeigen, daf3
h ein monotaner FluB ist. Wir setzen an:

(5.22) v Eu
und alle anderen Argumente von h seien gleich: vk = uj bisauf (l = i-1,k = ).
Wegen der Monotonie des Flusses g in (5.17) folgt aus (5.22)

(523) v?j-i-ll‘zzuin:il-lfl ]

Da h im ersten Argument monoton wachsend ist, gilt nach (5.20), daB auch h im
ersten Argument wachst. Analog 138t sich dies durchfihren fir alle Argumente
von h. Fir das zweite und fiinfte Argument bendtigt man zusétzlich die diskreten
CFL-Bedingungen.

Wie im eindimensionalen Fall haben wir somit Verfahren, welche allen Bedin-
gungen des Konvergenzsatzes gentgen. Es sind jedoch Verfahren mit der Konsi-
stenzordnung 1 und daher fiir praktische Rechnungen wenig ungeeignet. Wah-
rend im eindimensionalen Fall das TVD-Kriterium von Harten die Konstruktion
von Verfahren gestattet, welche die TVD-Eigenschaft besitzen und die Kon-
sistenzordnung zwei haben (abgesehen von Punkten mit lokalen Extrema), istim
mehrdimensionalen Fall die Situation unklar. Von Goodman und Le Veque {20]
wurde die Uberraschende Aussage bewiesen, daB ein zweidimensionales Verfah-
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ren in Erhaltungsform, welches die TVD-Eigenschaft besitzt, notwendigerweise
ein Verfahren erster Ordnung sein mufB3; d.h. die TVD-Eigenschaft ist in zwei
Raumdimensionen mit der zweiten Ordnung nicht mehr vertraglich. Praktische
Ergebnisse zeigen jedoch, daB mit Hilfe von Splitting Verfahren sich jedoch sehr
gute Verfahren konstruieren lassen ausgehend von eindimensionalen TVD-Ver-
fahren (siehe [70]). Wir wollen hier einige Ergebnisse solcher Verfahren zeigen
fur zweidimensionale skalare Erhaltungsgleichungen.

Das erste Testbeispiel ist ein Anfangswertproblem fir die zweidimensionale
Burgers-Gleichung

(5.24) | “+(%¥L+(E¥L=O

und den Anfangswerten

1 (x,y)el-0.5,0.6]x|-0.5,0.5]

(5.25) ulx,y, 0 =qx,y) = g
-1 sonst,

Diese Anfangswerte sind in Figur 5.1 dargestelit auf einem 100 x 100 Punktegitter
im Intervall [ - 1,1] x [ - 1.1]. Dieses Rechengebiet und dieses Gitter liegt auch den
folgenden numerischen Rechnungen zugrunde. Eine Vorstellung der exakten
Lésung 138t sich zunachst aus der eindimensionalen Theorie gewinnen. Nach
vorne und nach links laufen Verdiinnungswellen; an der rechten und hinteren
Seite befinden sich stationdre Stofwellen. Zweidimensionale Effekte treten nur
an den Ecken auf und laufen von dort in das Gbrige Gebiet. Ein solches Problem
an der Ecke ist ein Spezialfall eines sogenannten zweidimensionalen Riemann-
problems, welches sich fir die zweidimensionale Burgersgleichung lgsen 1a3t.
Einen Uberblick Gber die Losung dieser Probleme gibt Lindquist {40]. Eine Skizze
der Lésung an der rechten vorderen Ecke ist in Fig. 5.2 dargestellt.

Fur alle Resultate von numerischen Verfahren, welche wir im folgenden zeigen
wurden natiirlich dieselben Diskretisierungsparameter gewéhit:

(5.26) Ax=01, Ay =0.1 , At =0.05,
Die Ergebnisse wurden nach 30 Zeitschritten zu der Zeit t = 1.5 aufgezeichnet.

Alle Verfahren sind Splitting-Verfahren, wobei jeweils das Verfahren von Strang
benutzt wurde. In Figur 5.3 und 5.4 sehen wir die Ergebnisse der monotonen Ver-
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fahren von Godunov und von Engquist-Osher. Man sieht deutlich die stationaren
StoBwellen an der rechten - und hinteren Seite des Rechtecks und die Ver-
dinnungswellen, welche nach vorne und links laufen. Dabei bleiben die Eigen-
schaften der eindimensionalen Verfahren erhalten. Die StoBwelle wird innerhalb
von zwei Gitterzellen (Godunov) oder vier {Engquist-Osher) approximiert. In den
diskreten Verdinnungswellen treten auch die typischen Stufen am Schallpunkt
auf. An den Ecken des Quaders treten dann die zweidimensionalen Effekte auf.
Wir sehen etwa, daf3 die Grenzkurve zwischen der nach vorne laufenden
Verdiinnungswelle und dem ungestorten Zustand nach rechts eine Parabel ist.
Dies stimmt mit der exakten Lésung Gberein.

Wesentlich bessere Ergebnisse erzielt man, falls die eindimensionalen Probleme
im Splitting-Verfahren mit Verfahren hoherer Ordnung gelést werden.
Ergebnisse mit diesem Verfahren zeigen die Bilder 5.5 - 5.10. Figur 5.5 und 5.6
zeigen die Resultate eines MUSCL-Typ Verfahrens, wobei als Upwind Verfahren
das monotone Engquist-Osher Verfahren (3.49) benutzt wurde. Die
Steigungsberechnung wurde ausgefihrt mit den Umschaltfunktionen &1 und @3,
welche die Grenzkurven des Zweite Ordnung-TVD-Gebiets darstellen. Die obere
Grenze @, liefert dabei bessere Resultate. Wird das Engquist-Osher Verfahren
durch das Godunov Verfahren ersetzt, so erhdlt man ganz &hnliche Ergebnisse
(Figur 5.7, 5.8). Das Godunov-Verfahren ermoglicht jedoch eine bessere
Approximation der stationaren Stof3wellen. Leichte Unterschiede dieser MUSCL-
Typ Verfahren sieht man zu den Ergebnissen der Verfahren mit FluBlimitern. In
Figur 5.9 und 5.10 sind die Ergebnisse eines solchen Verfahrens festgehalten. Es
benitzt das Verfahren von Engquist-Osher zur FluBberechnung und die
Limiterfunktionen ¢1 bzw. ¢2. Im Gegensatz zum MUSCL-Typ Verfahren sieht
man hier noch einen kleinen Sprung am Schalipunkt.

Von einem Splitting-Verfahren erwartet man, und dies bestatigte sich auch in den
obigen Ergebnissen, daB sie sehr gute Resultate liefern, wenn die Wellenfronten
parallel zu den Gitterlinien laufen. Uberall dort besitzt das zweidimensionale
Verfahren die Eigenschaften der eindimensionalen Verfahren. GréBere Schwie-
rigkeiten sind zu erwarten, wenn die Wellen diagonal im Gitter laufen. Um dies
etwas genauer zu untersuchen, wenden wir obige Splitting-Verfahren an auf
diagonal zum Gitter verlaufende Unstetigkeiten. Das Anfangswertprobiem, wei-
ches wir im folgenden approximieren, ist ein Cauchyproblem fiir die modifizierte
Burgers-Gleichung
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Figur5.1 Anfangswerie
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Figur 5.2 Exakte Losung an der rechten vorderen Ecke
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(5.27) ul+(lau2) +(1u2) =0
2 X 2 y

mit den Anfangswerten

1 firy > x
(5.28) ux,y, 0 =qxy =
-1 firy <x .

Dieses Anfangswertproblem ist stationar, d.h. die physikalische Losung ist gerade
(5.29} ulx,y,t) = qlx,y) , (x,yJe RZ , te R+ .

Dabei ist die Unstetigkeit im Falle 1 < a < 2 eine stationéare StoBwelle, fira = 1
eine stationdre Kontaktunstetigkeit {[9]).

Die Ndherungsverfahren werden mit denselben Diskretisierungsparametern
(5.26) ausgefihrt wie in unserem ersten Testbeispiel. Wir greifen ein StoBwellen-
problem mit a = 1.5 als auch das Kontaktunstetigkeitsproblem mit a = 1.0
heraus. Anfangswerte und exakte Losung sind in Figur 5.11 auf dem 100 x 100
Punkte Gitter dargesteilt. Zunachst das StoBwellenproblem: Es zeigt sich, daB das
Splitting-Verfahren keine Schwierigkeiten hat auch eine solche Unstetigkeit zu
approximieren. Jedoch ist die numerische Dampfung der Unstetigkeiten deutlich
starker. Am besten zeigt sich dies bei den Verfahren erster Ordnung. Die Ergeb-
nisse fur das Verfahren von Engquist-Osher und Godunov sind in den Bildern 5.12
bzw. 5.13 festgehalten. Die StoBwelle ist jetzt etwa Uber 7 - 8 Punkte verschmiert.
Das Godunov Verfahren ist etwas besser als das Engquist-Osher Verfahren, jedoch
kann die stationdre Stowelle nicht mehr exakt wiedergegeben werden, wie dies
bei parallel zu den Gitterlinien verlaufenden Sto3wellen der Fall ist. Diese star-
kere Dampfung |48t sich erklaren, wenn man die einzelnen Schritte im Splitting
Verfahren etwas naher untersucht. Der x-Schritt ist hier eine Approximation einer
stationaren StoBwelle entsprechend eines Sprungs von 1 auf - 1 in Anfangs-
werten. Demgegeniber ist der y-Schritt die Approximation einer Verdinnungs-
welle entsprechend eines Sprungs von - 1 auf 1 in den Anfangswerten. Die
diagonale StoBwelle wird somit erzeugt durch die Hintereinanderausfilhrung
einer Approximation einer StoBwelle in x-Richtung und einer Verdliinnungswelle
in y-Richtung. Dieser Mechanismus fahrt natirlich eine gewisse zusdtzliche
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Figur 5.11  Anfangswerte und stationére Losung

Dampfung ein, welche im eindimensionalen Fall nicht auftritt. Diese Dampfung
wird natiirlich stark reduziert, wenn wir ein Verfahren zweiter Ordnung betrach-
ten. Bild 5.14 und 5.15 zeigen solche Ergebnisse fir ein MUSCL-Typ Verfahren,
welches das Godunov Verfahren zur FluBberechnung benutzt und die Umschalt-
funktion @1 bzw. ®3. Es gelingt dem Verfahren zweiter Ordnung die StoBwelle
{ber ca. 4 Gitterpunkte hinweg zu approximieren. Analoge Resultate erhalt man
auch fir die FluBlimiterverfahren.

Bei der Kontaktunstetigkeit im Falle a = 1 zeigt es sich, daB die numerische
Dampfung starker ist. Etwas praziser muB man hier sagen, daB im Gegensatz zu
einer StoBwelle die numerische Dampfung einer Kontaktunstetigkeit mit der Zeit
zunimmt. So ist zum betrachteten Zeitpunkt t = 1,5 die Kontaktunstetigkeit
deutlich stirker verschmiert wie die StoBwelle. Am besten belegen dies die Bilder
der menotonen Verfahren in Figur 5.16 und 5.17. Das Anwachsen der nume-
rischen Dampfung der Kontaktunstetigkeit ist eine Funktion der Konsistenz-
ordnung. Wir sehen in Figur 5.18 und 5.19, daB bei dem MUSCL-Typ Verfahren die
Dampfung stark reduziert ist. Jedoch wie bei den Verfahren erster Ordnung ist sie
starker als bei den StoBwellen.
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Die schwichere Dampfung von StofBwellen ist ein typisch nichtlineares Phdnomen
und laBt sich folgendermaBen etwas klar machen. Bei einer StoBwelle laufen von
 beiden Seiten Charakteristiken in die StoBwelle hinein und es entsteht ein FluB
durch die StoBwelle hindurch. Die Losung in einem Punkte der StoBwelle wird be-
stimmt durch diese Charakteristiken und den Anfangswerten an deren FuBpunkt
((x, t)-Ebene). Der bisherige Verlauf der StoBwelle und die Werte der Losung dort
hat keinen EinfluB (Abhingigkeitsgebiet!). Demgegeniber fallt bei einer Kon-
taktunstetigkeit die Ausbreitungskurve der Unstetigkeit gerade mit einer Cha-
rakteristik zusammen, wie wir dies von einem linearen hyperbolischen Problem
her kennen. Eine Kontaktunstetigkeit tritt auf flr ein sogenanntes linear ent-
artetes Problem. Der Abh&ngigkeitshereich eines Punktes der Kontaktunstetig-
keit ist gerade deren Ausbreitungskurve. Die Ldsung in einem Punkt hangt somit
ab von allem, was vorher entlang dieser Charakteristik passiertist. Eine konstante
numerische Dissipation entlang dieser fuhrt somit zum stetigen zeitlichen An-
wachsen der Dampfung der Unstetigkeit.

An Hand dieser einfachen Beispiele ist es sehr schwer, eine Beurteilung der
MUSCL-Typ Verfahren und der FluBlimiter-Verfahren durchzufihren, da ver-
schiedene Verfahren dieser Klassen fast identische Resultate liefern. So hat der
Wechsel von monotonen Verfahren kaum eine Anderung der Ergebnisse zur
Folge. Eine Ausnahme hierbei ist das Godunov Verfahren angewandt auf sta-
tionare StoBwellen. Bei der Anwendung verschiedener Umschalt- oder Limiter-
funktionen sieht man ebenso bei diesen einfachen Problemen nur dann deutliche
Unterschiede, wenn man die beiden Grenzfunktionen ¢ und &2 vergleicht. Fir
unsere Testprobleme hier ist die Anwendung von ¢z unproblematisch. Wir
modchten aber nochmals darauf hinweisen, daB ¢» fir komplexe Probleme
Schwierigkeiten bereiten kann, indem alle monotonen Ubergénge in eine Un-
stetigkeit gepreBt werden. Im néchsten Abschnitt werden wir ein Testproblem
vorstelien, welches die Beurteilung der verschiedenen Steigungsberechnungen
ermdglicht.
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6.0 Experimente zur numerischen Dampfung

In diesem Abschnitt wollen wir nochmals die Dampfungseigenschaften der
vorgesteliten numerischen Verfahren betrachten, speziell die der verschiedenen
Steigungsberechnungen. Die numerische Ddmpfung der StoBwellen spieltsicher-
lich eine bedeutende Rolle bei mehrdimensionalen Problemen mit komplexen
strukturen. Auf Grund von Rechenzeit und Speicherplatzbedarf mu3 man StoB-
wellen auf moglichst wenig Gitterpunkte aufldsen kénnen. Insbesondere beider
Berechnung von stationadren Losungen spielt die numerische Ddmpfung der Kon-
taktunstetigkeiten oft eine genauso wichtige Rolle, da - wie wir in Kapitel 5 ge-
sehen haben - diese Dampfung im Gegensatz zu den StoBwellen mit der Zeit
zunimmt. Mann kann somit erwarten, daB die asymptotische numerische Lésung
fur t » = gar keine Kontaktunstetigkeiten mehr enthalt. Um speziell diese
numetrische Dampfung zu untersuchen haben wir ein zweidimensionales lineares
Problem aufgegriffen, welches schon oft als Testproblem benutzt wurde (siehe
2.B. [75]). Dies ist ein Anfangswertproblem fiir die lineare Advektionsgleichung

(6.1) ug+alyuy+bxu,=0

mit den Koeffizienten

(6.2) aly)=-(y-yow , b(x)=(x-x)

und Anfangswerten u (x, y, 0) = q (x, y). Die exakte Lésung dieses Problems ist
gerade die Drehung der Anfangswerte um den Punkt (xo, yo) mit der Winkelge-
schwindigkeit o. Wir untersuchen hier die Approximation zweier verschiedener
Typen von Anfangswerten: ein Kegel und ein ausgeschnittener Zylinder. Die
numerischen Ergebnisse fir den Kegel zeigen deutlich die Approximation von
Extremwerten (Kegelspitze), wahrend der Zylinder die Verschmierung von Un-
stetigkeiten.

Fir die numerischen Rechnungen benutzten wir die folgenden Werte: Das Re-
chengebiet ist das Rechteck [0, 100] x [0, 100] in der (x, y)-Ebene, die Winkel-
geschwindigkeit w betrug 0.1 und der Drehpunkt ist xo = 50, yo = 50. Approxi-
miert wurden die beiden Probleme auf einem 100 x 100 Punkte Gitter. In Figur 6.1
und 6.2 sind die Anfangswerte auf diesem Gitter aufgezeichnet. Die Grundflache
des Kegels hat einen Radius von 15, die Héhe des Kegels ist 4. Sein Mittelpunkt ist
der Punkt (75, 50). Der ausgeschnittene Zylinder besitzt denselben Radius und
j
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Mittelpunkt und dieselbe Hohe. Diese Anfangswerte werden nun durch die Glei-
“chung (6.1), (6.2) um den Mittelpunkt des Rechengebiets gedreht. Nacht = 20 it
ist eine vollstandige Drehung ausgefiuhrt und die exakte Losung stimmt gerade
wieder mit den Anfangswerten Uberein. Wir zeigen im folgenden Ergebnisse von
Rechnungen iber groBe Zeiten, ndmlich nach einer vollen Umdrehung und nach
sechs vollen Umdrehungen. Dies entspricht der Anzahl von 628 bzw. 3768 durch-
gefiihrten Zeitschritten (At = 0.1). Bei solchen Langzeitrechnungen werden na-
tarlich die Einfliisse der numerischen Dissipation sehr deutlich.

Fur die lineare Gleichung (6.1) sind alle monotonen Verfahren identisch mit dem
Verfahren von Courant, Isaacson und Rees. Figur 6.3 zeigt die Ergebnisse dieses
Verfahrens erster Ordnung. Links sind die Ergebnisse des Kegels nach einer volien
(628 Zeitschritte) und darunter nach sechs vollen (3768 Zeitschritten) Um-
drehungen abgebildet. Rechts die Ergebnisse fir den Zylinder. Schon nach einer
Umdrehung sind die Figuren total verschmiert und fast nicht mehr zu erkennen.
Das Maximum der Figuren fallt von 4.0 auf 1.202 bzw. 2.155. Dies zeigt deutlich,
daB ein Verfahren erster Ordnung fiir praktische Berechnungen Ublicherweise
nicht in Frage kommt.

Die néchste Figur 6.4 zeigt die Ergebnisse fur ein klassisches Verfahren zweiter
Ordnung: das klassische Lax-Wendroff Verfahren (4.4) mit der zentralen Diffe-
renzenbildung. Es zeigt sich deutlich, daB numerische Oszillationen erzeugt wer-
den. Beim Kegel treten sie an den FuBpunkten auf (Unstetigkeit der Ableitung).
Im Falle der unstetigen Anfangswerte sind diese Oszillationen deutlich stérker,
das Maximum wird deutlich erhéht und das Minimum wird deutlich negativ. Die
Oszillationen fihren weiterhin zur Stérung der Symmetrie und zu Fehlern in der
Position der Figuren. Das klassische Verfahren von Warming und Beam liefert
ahnliche Ergebnisse. Die Oszillationen sind hier etwas schwécher und auf der
anderen Seite der Figuren (ohne Bild).

Wir wenden uns nun dem MUSCL-Typ und FluBlimiter Verfahren zu. Fur den hier
betrachteten linearen Fall sind beide Methoden identisch, d.h. die fir unser Pro-
blem {6.1), (6.2) erzielten Ergebnisse zeigen die Eigenschaften der verschiedenen
Steigungsberechnungen bzw. Umschalt- oder Limiterfunktionen. In Figur 6.5
sehen wir schon, daB diese Verfahren ganz deutlich bessere Ergebnisse liefern,
selbst bei der einfachsten Steigungsberechnung s1. Deutlich besser sind die Re-
sultate fur s (Figur 6.6). Selbst nach sechs Umdrehungen ist etwa der Zylinder
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noch deutlich zu erkennen. Es ist sogar so, daB bei weiteren Umdrehungen diese
Form nahezu erhalten bleibt. Die numerische Dampfung scheint zum Stillstand zu
kommen. Dies ist ewas Gberraschend und begrindet sich darin, daB diese Ver-
fahren nichtlinear sind, selbst im Falle der linearen Gleichung (6.1), (6.2). Den
typischen Clipping-Effekt sieht man bei der Approximation des Kegels; die Spitze
des Kegels wird abgeschnitten. Sehr deutlich wird dies nach sechs Umdrehungen
des Kegels. Der Kegel flacht ab. Gleichzeitig stellen sich die Seiten hoch, d.h. der
Kegel strebt gegen einen Zylinder. Dies zeigt die schon angesprochene Eigen-
schaft von s, daB jeder monotone Ubergang in eine Unstetigkeit gedriickt wird.
Fiir nichtlineare Probleme mit starken StoBwellen kann dies zu Schwierigkeiten
fuhren und man sollte in (4.31) den Wert fir k kieiner als 2 wahlen oder eine
schwéchere Steigungsberechnung wahlen.

Das Clipping Phanomen ist bei weitem nicht so ausgepragt bei den Steigungs-
berechnungen sy, sy, sva und sco, deren Ergebnisse in den Figuren 6.7 - 6.10
festgehalten sind. Jedoch ist auch die numerische Dampfung etwas stérker.
Deutlich ist die Symmetrie bei der Steigungsberechnung sco gestért. Sie geniigt
nicht der Symmetriebedingung (4.35).

Die Ergebnisse kénnen wir hier kurz wie folgt zusammenfassen:

Der MUSCL Ansatz oder auch der FluBllimiter Ansatz reduzieren sehr effektiv die
numerische Dampfung der monotonen Verfahren erster Ordnung, ohne dafR
numerische Oszillationen oder Instabilitdten wie bei den klassischen Verfahren
zweiter Ordnung eintreten. Die beste Aufldsung von Unstetigkeiten erzielt man
mit s3. Sie produziert exzellente Resultate fur das Zylinderproblem, zeigt aber
auch ein starkes Clipping fir den Kegel. Die Ergebnisse fir den Kegel zeigen aber
auch, daf3 s etwas zu steile Steigungen liefern kann, welche jeden monotonen
Ubergang aufsteilt. Fiir nichtlineare Probleme kann dies zu Schwierigkeiten fuh-
ren. Die anderen Steigungen produzieren recht dhnliche Ergebnisse. Sehr wichtig
fur die Erhaltung von Symmetrien ist die Bedingung (4.35).
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7.0 Verschiedenes

Bisher haben wir die Gleichungen als auch die zugehérigen Differenzenformeln
moglichst einfach und Ubersichtlich gehalten, d.h. wir haben uns zum Beispiel auf
ein dquidistantes Gitter oder auf explizite Verfahren beschrankt. In diesem Ab-
schnitt wollen wir noch einige Anmerkungen los werden, die zeigen, wie man die
vorgestellten Verfahren auf allgemeine Situationen anwendet.

7.1  Nichtiquidistante und bewegte Gitter

Man wird oft in der Praxis Probleme vorgesetzt bekommen, bei denen nur in
gewissen Teilbereichen des Rechengebietes groBe Anderungen der GréBen statt-
finden, wéhrend in anderen Bereichen es sehr ruhig bleibt. Hier ist es natirlich
nitzlich, mit einem nichtaquidistanten Gitter zu arbeiten. In Bereichen groBer
Anderungen kann man Gitterpunkte konzentrieren und somit dort die Genauig-
keit erhéhen. Ein dquidistantes Gitter mit gleicher Auflésung wirde weit mehr
Rechenzeit und Speicherplatz benotigen. Die Formulierung eines Verfahrens in
Erhaltungsform auf einem nichtdquidistanten Gitter bereitet keine grofle
Schwierigkeiten und besteht eigentlich nur darin die konstanten Schrittweiten
durch lokale Schrittweiten zu ersetzen.

Wir beschranken uns hier auf eine Raumdimension; vollig analog erhélt man dies
auch fur mehrere Dimensionen. die Gitterintervalle seien durch die Festlegung
der Randpunkte x; ;+ 1/2 gegeben. Die Schrittweite im i-ten Gitterintervall ist dann
gerade

(7.1) By =X~ X
Analog definieren wir den lokalen Zeitschritt
(72) ALn:"n'i-l—'tn '

Wir kdnnen nun unser Verfahren in Erhaltungsform auf nichtédquidistantem
Gitter genau in der Form (3.8) schreiben:

A
(7.3) un+1“un _“t"_'_‘_ n P
i TW T ag \Birwe T Eilp)
i

wobei nur das konstante Schrittweitenverhiitnis A ersetzt wurde. Alles andere
bleibt gleich.
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Wir wollen nun ein Schritt weiter gehen und gestatten, daB sich die Gitterpunkte
von Zeitschritt zu Zeitschritt bewegen dirfen. Bei einer geeigneten Steuerung
dieser Bewegung kdnnte man die Gitterpunkte immer dort konzentrieren, wo
groBe Anderungen der Losung stattfinden. Gegeben sind die Gitterintervalle
wieder durch die Festlegung der Randpunkte, deren Koordinaten jetzt aber zeit-
abhéngig sind: '
(7.4) X

Wir integrieren nun die Differentialform der Erhaltungsgleichung Gher die Git-
tervierecke, bestimmt durch die Punkte

no n n+1l n+l
(7.5) Xz Frve Xiv o Xicwe

(siehe Figur 7.1). Das Verfahren in Erhaltungsform hat nun statt (7.3) die Gestalt -

n+l n+1 _ n._n “n “~n
(7.6) e (gi+1f2 - gi—l/?) :

Dabei sind die Schrittweiten wie folgt definiert;

n _ _n n
(7.7) Ay =X e~ Xiop

n+1 n+l n+t nei
Xi.3/2 X2 Xz X103/2
tm1
f“ n n n n
Xi.3/2 Xi-1/2 IRV, X1e3/2
1.7
X

Figur 7.1 Bewegtes Gitter
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bzw. wie in (7.2). Der numerische Fluf3

(7.8) gl
approximiert den physikalischen FluB durch den rechten Rand des i-ten Gitter-
vierecks, das hei3t durch die Strecke

n n+l
(7.9) e e

Die Steigung dieser Strecke bezeichnen wir mit

n

(7.10) Mo

Der FluB durch diese Strecke im Zeitintervall tn 4 1 - tn 1Bt sich nach (2.18) in der
Form

ty1
(7.11) J flu) = m,  ,udt
bn

darstellen, wobei u die Lésung entlang der Strecke (7.9) bezeichnet, d.h. u = u
(% + 172 (1), 1).

Damit k&nnen wir leicht Verfahren auf einem bewegten zeitabhangigen Gitterin
der Form (7.6) angeben, indem wir die in Kapitel 3 entwickelten Verfahren Uber-
tragen. Numerische Flisse g erhalt man gerade, indem man diese Verfahren auf
die modifizierte Erhaltungsgleichung mit dem Flu3

o
(7.12) flu)— m? . u
anwendet. Diese Uberlegungen lassen sich natirlich wiederum auf zwei Raum-
dimensionen verallgemeinern.

Optimal ist natirlich ein bewegtes Gitter abhingig von der Losung so zu steuern,
daB Gitterpunkte in Bereichen starker Gradienten zusammengezogen und in sehr
glatten Bereichen verdiinnt werden. In einer Raumdimension ist dies insofern
nicht so sehr bedeutend, da hier Rechenzeit und Speicheraufwand relativ gering
ist, so daB normalerweise im ganzen Gebiet ein sehr feines Gitter benutzt werden
kann. In zwei oder drei Raumdimensionen ist dies sehr winschenswert, jedoch
die Steuerung eines solchen Gitters sehr kompliziert. In vielen praktischen Féllen
ist es aber zumindest notwendig, Bereiche mit sehr feinen festen Gittern mit
solchen mit groben Gittern zu kombinieren (Grid-Patching).
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7.2 Randwerte

Wir haben bisher meist das Cauchyproblem fur eine skalare Erhaltungsgleichung
betrachtet. In den praktischen Rechnungen missen wir natlrlich die ganze reelle
Achse einschranken auf ein endliches Rechengebiet. Statt dem Cauchyproblem
l6sen wir ein Anfangs-Randwertproblem. in den hier betrachteten Beispielen
haben wir dies einfach so gelést, daB wir am Rand die Werte der exakten Lésung
vorgeschrieben haben. Diese Vargehensweise ist natirlich beschrankt auf ein-
fache Testbeispiele, da die exakte Losung sonst nicht vorliegt (auBer fir Test-
zwecke wiirde dies das numerische Losen Uberfllssig machen). Fur allgemeine
praktische Probleme, insbesondere auch fir Systeme von Erhaltungsgleichungen
ist die Vorgabe geeigneter Randwerte aber auch oft eine schwierige Aufgabe.

Betrachten wir zunachst das exakte Problem. Schranken wir ein Cauchyproblem
auf ein endliches Gebiet ein, so ist dort die Ldsung nur dann tberall bestimmt,
wenn wir Randwerte an all jenen Randpunkten vorschreiben, an denen die Cha-
rakteristiken in das Gebiet hineinlaufen. Bei herauslaufenden Charakteristiken ist
dies nicht nétig, hier wird die Information hinaustransportiert. Schauen wir
unsere Differenzenformeln an: Formal benétigen wir in jedem Zeitschritt Rand-
werte rechts und links. Laufen die Charakteristiken an einem Rand aus dem
Rechengebiet heraus, so wird dort das Upwind Verfahren diesen Randwert zur
FluBberechnung nicht benutzen. Das Upwind Verfahren wird die Randwerte, wie
durch die Charakteristikentheorie vorgegeben, in der numerischen Losung be-
ricksichtigen. “Falsche” vorgegebene Randwerte haben somit keinen EinfluB3 auf
die Losung im Innern des Rechengebiets. Welche Randwerte vorgeschrieben
werden, muf natirlich das physikalische Problem bestimmen. Ist am linken Rand
ein Uberschallbereich, so mussen geeignete Randwerte vorgegeben sein und
diese heeinflussen die Lésung im inneren Rechengebiet. Ist am rechten Rand ein
Uberschallbereich, so werden vorgegebene Randwerte in der numerischen L&-
sung nicht berticksichtigt und ihr EinfluB bleibt auf den Randpunkt beschrankit.

Eine andere Frage ist, wie gibt man am besten Randwerte fir das Differenzen-
verfahren vor. Fir ein Verfahren erster Ordnung definiert man zusétzlich zu den
Gitterzellen im Rechengebiet noch Randgitterzellen an beiden Rédndern und
schreibt dann dort diese Randwerte vor. In einem Computerprogramm ist diese so
am einfachsten zu organisieren und auch zu vektorisieren. Fir die Verfahren
zweiter Ordnung nimmt man entweder zwei solche “Dummy” Randzellen auf
beiden Seiten oder schreibt neben dem Randwert auch die Steigung in den Rand-
gitterzellen auf beiden Seiten vor.
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7.3 Quellterme

Bisher haben wir nur homogene Probleme betrachtet, das hei3t Erhaltungs-
gleichungen ohne Quellterme. In der Praxis kommt es jedoch oft vor, daB Quell-
terme in den Gleichungen auftreten. Man denke hier nur etwa an eine Strémung
mit duBerer Energiezufuhr oder mit ablaufenden chemischen Reaktionen. Eine
solche inhomogene Erhaltungsgleichung hat dann die Form

(7.13) u +flu) =q
wobei der Quellterm g von x, t und u abhangen kann.

Eine sehr einfache Mdglichkeit der numerischen Behandiung der inhomogenen
Gleichung (7.13) ist die Anwendung eines Splitting Verfahrens ([41]). Gleichung
(7.13) wird zerlegt in den homogenen Teil

(7.14) ut-l-f(u)x:O

und in den reinen inhomogenen Teil

{7.15) u =qx,tu) .

In einem Zeitschritt wird nun zunichst (7.14) geldst mit einem in den vorigen
Kapiteln vorgesteliten Verfahren und danach wird (7.15) gelost. Giinstig ist auch
hier, wieder die Doppelzyklus—Methode von Strang [65] anzuwenden und im
néchsten Zeitschritt die Reihenfolge zu vertauschen. Die Gleichung (7.15) ist im
Prinzip eine gewdhnliche Differentialgleichung und man kann somit alle hierfir
bekannten N3herungsverfahren anwenden.

Die einfachste Approximation von (7.15) ware natlrlich das explizite Euler-
verfahren

(7.16) u?“ = u;’ +Atgx,, tn,u’i’) )

Dies ist natlrlich nur eine Approximation erster Ordnung und bleibt auch nur
stabil solange der Quellterm relativ klein ist. Ein Verfahren zweiter Ordnung fiir
den homogenen Teil sollte man natirlich auch mit einem Verfahren zweiter
Ordnung fir den inhomogenen Teil kombinieren. Eine sehr schnelle Methode ist
das Praediktor-Korrektor-Verfahren von Heun. Einem Praediktor vom Typ (7.16)
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(7.17) u:n—l/‘l = u;l +Atglx;,t, u?)

wird der Korrektor

At
(718) u?"‘l - U? + ? (q (x'i , Ln’ u:]) +q (xj' E‘n+‘, u?+1/‘2))
angefugt. Dabei kénnen mit (7.18) mehrere Iterationen ausgefihrt werden. Im
Allgemeinen bringen mehr als zwei Iterationen keine wesentlichen Verbesserun-
gen mehr. Fir sehr starke Queliterme muB auch dieses Verfahren durch ein im-
plizites Verfahren ersetzt werden, etwa durch

At
n+l n n n+l
(7.19) CHE —-2 q(xi,l;n,ui)+q(xi,tnﬂ,ui )

Diese {nichtlinearen) Gleichungen mussen dann allerdings iterativ gelést werden.

Dieses recht einfache Splitting Schemata liefert in praktischen Rechnungen meist
recht brauchbare Ergebnisse. Die Abspaltung der Quellterme hat natdrlich noch
weitere Vorteile, so zum Beispiel kann man die numerische Approximation der
Quelle recht leicht andern oder austauschen und so auf neue Queliterme an-
passen. Etwas Unbehagen hat man natdrlich mit diesem Splitting, da es die Wel-
lenstruktur unserer Gleichung nicht berucksichtigt. Wir wollen daher noch eine
andere Methode ableiten: ein MUSCL-Typ Verfahren mit Quelltermen.

Ein MUSCL-Typ Verfahren fir die inhomogene Gleichung (7.13) lautet

n _ . n I
(7.20) uly =ul o+ 2
A At
R+12 _ n ht n n 2 n
(7.21) uly C=ug - 2(f‘{Lli+)—f(uiH))+ 5 4
n+l _ . n n+1/2 n+1/2 TR
(7.22) 4Ty —‘A(gi+ll‘2_gi_l/2)+At'qi

wobei g der numerische Flu3 eines monotonen Verfahrens sei. Der Quellterm tritt
auf im Schritt {(7.22) aber auch in dem Zwischenschritt (7.21). Dies kommt daher,
daf} die Zweischritt Taylorentwicklung fir die homogene Erhaltungsgleichung
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(4.8), (4.9) modifiziert werden muB. Die Umrechnung der Zeitableitungen in
Raumableitungen ist in der Form {4.2) nicht mehr glltig und muf3 durch

(7.23) u, = (= flu) + q)t = - (f(u)t)x+ q, = [a (u) (f(u)K + q)]x +q,

ersetzt werden.

Wir missen jetzt noch etwas genauer spezifizieren wie die Quellterme in (7.21)
und (7.22) berechnet werden sollen. Mit Gleichung (7.21) wird die Anderung der
Randwerte einer Gitterzelle in einem halben Zeitschritt durch den Transport
innerhalb der Gitterzelle berechnet. Als Quellterm dort sollte die einfache Be-
rechnung

(7.24) q'; sqix,t, u?)

geniigen. In (7.22) berechnen wir Werte auf dem neuen Zeitlevel, indem wir die
Flisse zwischen den Gitterzellen berechnen. Durch diese Flusse werden natirlich
auch Einfliusse der Quellterme aus den benachbarten Gitterzellen transportiert.
Insofern scheint in (7.22) die einfache Approximation

(7.25) “n+l2 _ n+l2, p+t2) n+t2_ 1 n+i2 | m+12
4; =qp = b e Y o =g\t TYL

Zu ungenau zu sein.

Wir schauen uns zunachst den linearen Fall

(7.26) u +au =0 mit acR , a>0

an. In Figur 7.2 haben wir den EinfluBbereich der Losung (und damit auch des
Quellterms) im (i-1)-ten Gitterintervall auf die Lésung im i-ten Gitterintervall
schraffiert. Dieser EinfluB drickt sich natarlich in (7.22) in den numerischen
Elissen aus. Jedoch bei einem expliziten Verfahren und der Quelltermbe-
rechnung (7.25) ist der EinfluBbereich des Quellterms in Gitterzelle i-1 auf
Gitterzelle i Null. Fur einen sich raumlich stark &ndernden Queliterm sollte dies zu
Ungenauigkeiten fithren. Wir schlagen deshalb vor, diesen EinfluBbereich zu be-
ricksichtigen und in diesem linearen Fall den Quellterm in (7.22) folgender-
maBen zu berechnen:
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1.!14-1 I N
{
F [ F,
x=at > At
I
alt
t, } <
Xj
\ - v
AX
Figur 7.2 EinfluBbereich
- 1 n 1 n
(7.27) q:’+1"2:(1-—-2~a)\)qi+uz+ Ea.\qijluz

Als Gewichte haben wir hier gerade die Flachen Fy und F2 genommen.

Dies 148t sich jetzt schnell auf den nichtlinearen Fall verallgemeinern. Wir er-
halten

—- A A ’ A A
nt 12 _ R A n+12 o+ n+l2 4 - n+1/2
(7.28) q; ‘(1_ g 4™ 2ai+l}2)qi Foficwe %o T g fivnzdie
mit
+ _ LD+ 12 - ot n+1/2‘
By = Max (O'dnuz) v Bl T TUD (O’EiHI‘z)
und

P N2
f(u'."+l )—f(u, )
i+ i+ - 0+ 12

falls u! 2yt
PR n¥ie Ui+ Yitn-
i+ li+1)—
n+l!'2=
Y
a (LﬁHr U‘a) : sonst.
I+

Die Definition von qin+1/2 in {7.25) ist etwas vereinfacht. Gehen wir von der
inhomogenen Differentialgleichung (7.13) auf die integrale Formulierung, die
dem Verfahren in Erhaltungsform zugrunde liegt, so ergibt sich auf der rechten
Seite das Integral der Quelle Uber das Gitterrechteck {x-1/2, X + 172] X [tn, tn+1]).
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Dies bedeutet, daBB der Wert in (7.25) eine Approximation des Mittelwerts in
diesem Gitterrechteck sein solite. Andert sich der Quellterm nicht allzu stark in
diesem Intervall, so solite {(7.25) eine geeignete Approximation sein.

Diese numerische Behandlung der Quellterme folgt den Ideen von Roe [55] und
Klein [31]. Klein erhalt ein ganz dhnliches Schema in einer etwas anderen For-
mulierung. Er addiert zum homogenen FluB ein KorrekturfluB, der durch den
Transport der Quelleinflusse entsteht. Eine andere Methode zur Behandlung von
Quelltermen schlagt van Leer [36] vor.

Testbeispiele zeigten etwas (iberrraschend, daB die Upwind Behandlung (7.20) -
(7.22), (7.28) oft nur geringflgige Verbesserungen bringen im Vergleich zu den
Splitting Methoden (siehe [52]). Die Splitting Methode ist dabei einfacher und
auch besser anzupassen auf spezielle Quellterme. Speziell bei sehr starken Quell-
termen kann innerhalb einer Splitting-Methode die Quellterme auch mittels
einer impliziten Approximation behandelt werden, wodurch die Stabilititat der
numerischen Verfahren oftmals verbessert wird. Ausfiihrungen und Bemerkun-
gen zur numerischen Behandlung von sehr starken Quelltermen, Gblicherweise
steife Quellterme genannt, finden sich in [73].

7.4 Implizite Veifahren

Bei vielen Problemen ist die CFL-Bedingung auch einfach eine Anforderung an
die Genauigkeit der Naherungsidsung. Werden deutlich gréBere Zeitschrittwei-
ten benutzt, so werden viele zeitliche Anderungen in der Lésung gar nicht mehr
sichtbar: die zeitliche Skalierung der numerischen Losung stimmt mit der exakten
Lésung nicht mehr Gberein. in einigen Fallen stellt die CFL-Bedingung aber auch
eine sehr starke Einschrankung dar. Etwa oftmals in der Aerodynamik wird eine
stationdre Losung gesucht, das heiBt die asymptotische Losung fir t + . Nach
einer gewissen Anlaufphase sind die zeitlichen Anderungen recht gering und
man mdchte mit maglichst groBen Schrittweiten den stationaren Zustand er-
reichen. Hier stellt die CFL-Bedingung eines expliziten Verfahrens eine echte
Einschrankung dar. In soichen Fallen wird man ein implizites Verfahren benutzen.
Die implizitheit vergroBert den numerischen Abhangigkeitsbereich und schwiécht
die CFL-Bedingung ab oder hebt sie sogar auf.
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Ein Verfahren in Erhaltungsform kann natirlich auch als implizites Verfahren for-
- muliert werden. Fur die skalare Erhaltungsgleichung (2.1) hat ein implizites Ver-
fahren in Erhaltungsform die Gestalt

(7.29) A (g?:nlfz - g?jxliz) =ul - (- Bn(g?ﬂm - g 1/2)

mit A = At/Ax und B e (0, 1]. Fur B = 0 ist das Verfahren (7.29) explizit und
identisch zum expliziten Verfahren in Erhaltungsform (3.8). Wir betrachten
zunéchst Verfahren erster Ordnung und nehmen an, der numerische FluB g sei
der eines monotonen Verfahrens. Auch hier im impliziten Fall kann man zeigen,
dafB aus der Monotonie die Glitigkeit einer diskreten Entropiebedingung, der
gleichméaBigen Beschranktheit der Naherungsidsungen und deren Totalvariation
folgt, falls die Schrittenweitenbedingung

(7.30) (1-BLAS1

erflllt ist. FUr beliebige Zeitschritte ist (7.30) nur dann erfilit falls B = 1, d.h. der
explizite Teil in (7.29) véllig wegfallt. Mit diesen Eigenschaften und dem Konver-
genzsatz (Satz 4, Kapitel 3.3) laBt sich dann leicht der folgende Satz beweisen.

Satz 7.1: Die Anfangswerte g des Cauchyproblems (2.1), (2.2) seien beschrankt,
meBbar und von beschrankter Totalvariation. Ist fir ein monotones Verfahren in
Erhaltungsform (7.29) die Schrittweitenbedingung (7.30) erfillt, so konvergieren
die Naherungslosungen fir Ax, At - 0, A = konst. gegen die physikalisch rele-
vante Losungim Lljgk {Rx R*). '

Fir B = 1 nennt man das Verfahren (7.29) vollimplizit. Nur in diesem Fall existiert
keine Schrittweitenbedingung. Bezuglich der Zeitapproximation ist (7.29} von
zweiter Ordnung fur § = 0,5. {7.29) stellt ein nichtlineares Gleichungssystem dar,
welches im allgemeinen iterativ gelost werden muB. Im Vergleich zum expliziten
Verfahren ist dies nattrlich ein sehr groBer Rechenaufwand und lohnt sich nur,
falls man die Zeitschrittweite um einen Faktorp = 10 gréBer wahien kann, d.h.
B muB zumindest nahe der Eins gewahlt werden. Fir die iterative Lésung von
(7.29) ist es natorlich sehr ginstig, wenn der numerische Fluf3 stetig differen-
zierbar ist. Damit erhalt man die Méglichkeit, das nichtlineare Gleichungssystem
mit dem schnellen Newton-Verfahren zu lésen. Ein FluB mit dieser Eigenschaft ist
der des Engqquist-Osher Verfahrens, wie wir in Abschnitt 3.2 gesehen haben. Fur
wachsendes B nimmt auch die numerische Dampfung der Verfahren (7.29) zu. Fur
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praktische Probleme muB das Verfahren mindestens zweiter Ordnung sein, um
gute Ergebnisse zu liefern. Bei der Approximation von stationaren Problemen
reicht die zweite Ordnung im Raum, da hier die zeitlichen Anderungen im allge-
meinen sehr klein sind. Man muB in (7.29) also einen FluB mindestens zweiter
Ordnung wahlen. Dieser ist jedoch sicherlich nicht mehr stetig differenzierbar
(abgesehen von den klassischen Verfahren). Das nichtlineare Gleichungssystem
(7.29) wird dadurch sehr schwierig zu lésen. Einen Ausweg bietet ein Defekt-
korrekturen Algorithmus.

Wir gehen aus von einem monotonen Verfahren

(7-31) L,u, =f

und einem Verfahren hoherer Ordnung

(7.32) S.u, =f

Wir schreiben hier diese beiden Verfahren in Operator-Schreibweise. Im nuliten
Schritt fihren wir das Verfahren erster Ordnung

(0 _ 4, ~1p40 o, _
(7.33). u&]-—LA f'(ﬂl 'ﬂA‘“fA

aus. Die erhaltene Lésung setzen wir dann in das Verfahren héherer Ordnung ein
und erhalten den Defekt

o _ 0 0
(7.34) d‘A _SAu‘A)—fA :

Mit Hilfe dieses Defekts berechnen wir die neue rechte Seite

(y _ 1
(7.35) =1, —d,’

fur das Verfahren erster Ordnung:

n _ - —141
(7.36) uy = Ly (“A .
Wir kénnen jetzt wieder mit (7.34) weitermachen und mehrere lterationen dieses
Algorithmuses ausfiuhren. Das Verfahren hoherer Ordnung wird dabei immer nur
benutzt, den Defekt der Naherungsiésungen auszurechnen. Damit wird die
rechte Seite des monotonen Verfahrens erster Ordnung iterativ so korrigiert, daf3
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dieser Defekt gegen Null strebt, das hei3t die Ndherungslésung strebt gegen die
- Ndherungslosung hoherer Ordnung.

Numerische Ergebnisse zeigen, daB meist ein bis zwei Iterationen in diesem De-
fektkorrekturschema (7.33) - (7.36) auch schon geniigen. Das Ergebnis fir eine
UberschallstoBwelle mit den Anfangswerten

: 2 fur x<2
(7.37) u(x, 0 =qlx) =
1 flir x>2

fur die Burgers-Gleichung ist in Abbildung 7.3 dargestellt. Wir benutzten hier als

- monotones Verfahren das Verfahren von Engquist-Osher in dem impliziten
Schema (7.29) mit § = 0,5 (linkes Bild). Das rechte Bild zeigt die Ergebnisse des
mittels Defektkorrekturen verbesserten Verfahrens. Das Verfahren héherer Ord-
nung war dabei ein Verfahren in der Form (7.29), wobei g der FluB eines TVD-
FluBlimiterverfahrens mit der Limiterfunktion ®; (Tabelle 4.1) war. Die Diskre-
tisierungsparameter waren Ax = 0.1, At = 0.375, die Ergebnisse wurden zur Zeit
t = 3.0 aufgezeichnet, im Defektkorrektur-Schema wurde eine Iteration ausge-
fuhrt.

21 ' o R C oAk ' o . :
o - %)
19- o 19--
L] .

7 ) 7 ]

r q
15r 15

L. g
13- A 13-

X P
i B 1+
08 PR, DU B R | | I PEY DU PIRS T T N Y Fa] M IR A TN A S S SR SIS SN R SN |

' 1 ] a9 | I
L0012 24 36 48 60 72 84 95 8. 00 12 24 36 48 60 72 84 96 M0

'Figur 7.3 Approximation einer StoBwelle mit einem impliziten Verfahren erste?r
(links) - und zweiter Ordnung (rechts)
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7.5 PPM-Verfahren, ENO-Verfahren

Colelia und Woodward [5] ersetzten die stlickweise lineare Verteilung der Néhe-
rungswerte im MUSCL-Verfahren durch eine stlckweise periodische Verteilung.
Sie nannten ihr Verfahren PPM (Piecewise Parabolic Method)-Verfahren. Die
Konsistenzordnung der rdumlichen Approximation 1Bt sich damit auf 3 erhdhen.
In [5] wird diese Methode ausfihrlich fir die Gleichungen der Gasdynamik ge-
schildert. Durch die dritte Ordnung der Approximation liefert das PPM-Verfahren
bessere Resultate besonders in den Bereichen, in denen die Losung glatt ist. An
Unstetigkeiten wird die Steigung der Parabel limitiert durch eine Steigungs-
berechnung, wie wir sie in Kapitel 4 vorgestellt haben (4.33). Dies ist eine
Methode, die Konsistenzordnung eines MUSCL-Verfahrens zu erhdhen, indem
man die stiickweise lineare Approximation ersetzt durch eine stickweise Ver-
teilung mit Polynomen. An Unstetigkeiten muB dann die Steigung limitiert wer-
den, um etwa die TVD-Eigenschaft zu erhalten.

Wir haben in Kapitel 4 gesehen, dal3 ein TVD-Verfahren nur ein Verfahren
zweiter Ordnung mit gewissen Ausnahmepunkten sein kann. An lokalen Extrema
ist die Kensistenzordnung 1 (Kap. 4, Satz 2). Diesem Problem rickten Harten und
Osher [25] zu Leibe, indem sie die TVD-Eigenschaﬂ abschwachten. Sie ersetzten
die TVD-Bedingung (3.72) durch die schwachere Bedingung

un+l _ un+l

(7.38) 2 i -t s Y

n Il
Yipr ™ Y

+0@ax" Yy

wobei r die Ordnung des Verfahrens ist. Diese Eigenschaft garantiert nun nicht
mehr, daB3 in jedem Zeitschritt die Werte an lokalen Extrema nicht anwachsen. Je-
doch garantiert die Bedingung (7.38), daB an Unstetigkeiten keine Oszillationen
in der Art eines Gibbsschen Phanomens auftreten, bei dem diese Osziallationen
proportional zur GréBe des Sprungs an der Unstetigkeit ist. Harten und Osher
nannten solche Verfahren ENOQO (Essentially Non-Oscillatory)-Verfahren. Wir
wollen die Konstruktion dieser Verfahren im folgenden nur kurz erldutern.

Die von Harten und Osher [25] vorgestellten ENO-Verfahren kénnen auch in der
Form eines MUSCL-Verfahrens angegeben werden. Der wesentliche Teil ist dabei
der erste Schritt im MUSCL-Verfahren: Es muB3 eine stickweise glatte Funktion
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w = w (x) aus gegebenen Mittelwerten w; rekonstruiert werden. Die Rekon-
struktion, welche wir mit R (x; w) bezeichnen, bestehe stickweise aus Polynomen
vom Grad r-1 und erfillle die folgenden Bedingungen

1. an allen Punkten, an denen w in einer gewissen Umgebung glatt ist, gilt

(7.39) Rix:;w)=wx) + ebx)Ax" + 0 (Ax"Y

2. Erhaltungseigenschaft
Xi+1/2

(7.40) L J R(x;;)dxzwi

Ax
Xi-1/2

3. R (x; w) besitzt die ENO-Eigenschaft, d.h.

(7.41) TVRE; w)=TV(w)+0@x'*h | p>0

Betrachten wir eine stlickweise konstante Rekonstruktion,d.h.r = 1und

(7.42) R(x;»_v-):wi fiir xiMWSxSme

und benutzen diese in unserem MUSCL-Typ Verfahren (4.11) - (4.14), so reduziert
sich dieses Schema wegen s; = 0 fur alle i auf das Upwind-Verfahren erster
Ordnung im zweiten Schritt. Die zweite Ordnung erhalten wir firr = 2 mit

(7.43) R(x;w)zwi-i-si(x—xi) fiir Xi 1pSXSX o

waobei

(7.44) s, = w_(x,) + 0 (Ax)
gilt.

Wir wollen nur kurz eine Vorstellung daven bekommen, wie eine solche Rekon-
struktion allgemein aussieht. Seien {wi} Mittelwerte in den einzelnen Gitter-
zellen einer stickweise glatten Funktion w = w (x). So gilt
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Xi+1/2
(7.45) Axw, = J wxldx =W, ) - W _ )
Xi-1/2
wobei W die Stammfunktion
X
(7.46) Wix) = J w(s)ds

Xg

vonw = w (x} ist. Man kann somit die Werte W (x; 1 1/2) leicht berechnen mittels

i
(7.47) Wi, 0 =0x 2w,
=1
o

Sei nun H (x; W) eine Interpolation von w an den Punkten w (x; + 12) vom Grad
r+ 1 mit

(7.48) H, s W= Wi, o)

und

(7.49) -(-i- Hx ;W)= i W (x) + O (Ax")
dx - dx

Damit erhalten wir unsere Rekonstruktion R = R {x, w) durch die Definition

(7.50) Rix;w)= il—i(x;W’)
dx .

Die Gultigkeit von (7.39) folgt direkt aus (7.49) und der Definition (7.46):

_— d d
(7.51) Rix, w)= d—H(x;w)= d—xW(x]+O(Axr)=w(x)+O(Axr)
X
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" Die Bedingung (7.40) folgt aus (7.48) und (7.47):

Xi+1/2 Xi+1/2
1 [ Rx;w)dx = — f 40w
— x;widx = — — ;
Ax v Ax dx ¢ X
Xi-1/2 Xi-1/2

1
A H & o W) =H (x,_ 05w

1l

1
Ax Wy = W) =w,

Das Problem eine ENO-Rekonstruktion zu finden, ist damit reduziert, ein Inter-
polationspolynom H {x, w) vom Grad r zu finden, welches bzw. dessen Ableitung
die ENO-Eigenschaft besitzt. Eine solche Interpolation, eine Art modifizierte
Newton-Interpolation, wurde von Harten und Osher [25] angegeben; eine
neuere Literaturiibersicht findet man bei Shu [60] und Shu und Osher [61].

Furr = 2 ermittelten Harten und Osher in [25) die folgende Formel fir eine ENO-
Steigungsberechnung

. Ax Ax
(7.52) Sgno = Mminmed (ai -3 di 1o+ by 5 di-ll2) ,

wobei aj = uj, 1 -uj, bj = Uj-uj.1 und d die Terme zweiter Ordnung

) _
(7.53) d,, = == minmod (u, ~2u +u_ ,u,,~2y, +u)

i+ 12 Ag? i i+2° “ Vil

bedeutet.

Figur 7.4 zeigt die Vorteile einer solchen ENO-Approximation an Hand der
numerischen Ergebnisse fir den rotierenden Kegel und Zylinder. Das MUSCL-Typ
Verfahren mit der Steigungsberechnung (7.51) liefert die besten Ergebnisse fur
den Kegel. Ein Clipping Phdnomen 148t sich tatséchlich nicht beobachten. Bei
dem Schlitzzylinder sind die Ergebnisse jedoch deutlich schlechter im Vergleich zu
der Steigungsberechnung sz (siehe Kapitel 6).




-160 -

Fir r > 2 sollte man das MUSCL-Schema (4.11) - (4.14) nicht mehr benutzen, da es
nur eine Approximation zweiter Ordnung in der Zeit liefert. Der Zweischritt-
algorithmus muB dann ersetzt werden durch eine Zeitdiskretisierung vom Runge-
Kutta Typ. Zeitdiskretisierungen dieser Art, welche z.B. auch die ENO- oder TVD-
Eigenschaft erhélt, wurde von Shu [60] angegeben (siehe auch [61]).

max
min

i"on
D Ww
o=
3
=
>
1
[}
=t

6 max :
min = 0.0

max =
min =

[w V]
n
w
(o)
.

s JEVEN

Figur7.4 MUSCL-Typ' Verfahren, Steigungsberechnung seno
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Anhang A: Funktionen von beschrinkter Variation

In diesem Abschnitt wollen wir kurz Definition und einige wichtige Aussagen
tiber Eunktionen von beschrénkter Variation zusammenfassen. Ausfihrlichere
Darstellungen findet man bei Natanson [47] oder in {72]. Wir halten uns hier eng
an die Ausfiihrungen von Natanson [47].

Die Funktion u = u (x) sei auf einem Intervall | = [a, b] definiert. Durch die Zer-
legung
(A.1) Z: xy=a<x, <..<x =b

0

unterteilen wir | in einzelne Abschnitte. MitV = V(Z) bezeichnen wir die Summe
n—1
(A.2) V= ; lutx,, ) =uG&)| .
=0

Definition 1: Die obere Grenze aller Summen V heif3t die totale (oder vollstén-
dige) Variation der Funktion u im Intervall |. Wir bezeichnen diese mit TV u. Ist

(A.3) TVu <o,
so heiflt u eine Funktion von beschrinkter oder endlicher Variation in |.

Diese Klasse der Funktionen von beschrénkter Variation ist sehr eng verknipft
mit der Klasse der monotonen Funktionen. Dies zeigen die néchsten Satze.

$atz 1- Eine monotone Funktion ist eine Funktién von endlicher Variation.

Beweis: Wir beweisen diese Aussage fiir monoton wachsende Funktionen. Fur
eine monoton wachsende Funktion ist u {xy + 1} - u (xk) positiv. Es gilt somit

n—1

V= Z u(xk+l)mu(xk)=u(b)—0(a)
k=0

(A4)

und der Satz ist bewiesen.
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Es 148t sich auch leicht zeigen, daB eine lipschitzstetige Funktion eine Funktion
von beschrankter Variation ist. Geniigt u einer Lipschitzbedingung

fuix )—u(xk)|SK(x X

k+1 k41~ X0
so folgt daraus sofort

V=Kb-a)
und u ist somit eine Funktion von beschréankter Variation.

Ein Beispiel fir eine Funktion u = u (x) mitx e [0, 1} von unbeschrankter Variation
ist

(A.5) u(x)zxccﬁszi fir 0 <x=1lundu(0}=0.
X

Satz 2: Jede Funktion von beschriankter Variation ist beschrankt.

Beweis: Flr jedesxel gilt

Jux) —ula)] = TVu
woraus sofort

lu)| < |u@)] + TVu

foigt.

Es 148t sich leicht auch zeigen, daB Summe, Differenz und Produkt zweier Funk-
tionen von beschrankter Variation auch Funktionen von beschrénkter Variation
sind. Das gleiche gilt auch fur den Quotienten, solange der Nenner gréBer als
g > 0 bleibt. Teilt man das Intervall | in zwei Teile, so ist eine Funktion u von
beschréankter Variation in | auch auf beiden Teilintervallen von beschrankter Va-
riation. Insbesondere ist die Totalvariation in | gerade die Summe der Totalvaria-
tion in den beiden Teilintervallen. Eine Folgerung daraus ist insbesondere: Kann
das Intervall | in endlich viele Teile zerlegt werden, so daf3 auf jedem dieser Teile
die Funktion u monoton ist, so ist u auf I von endlicher Variation.
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Satz 3: Eine Funktion u = u (x), x &1, ist eine Funktion von beschrankter Variation
" genau dann, wenn sie als Differenz zweier monoton wachsender Funktionen
darstellbar ist.

Beweis: Diese Bedingung ist sicherlich hinreichend wie wir oben schon ange-
merkt hatten. Wir zeigen nun, daB sie auch notwendig ist. Dazu betrachten wir
die Totalvariation als Funktion von x und definieren

X

$x):=TVu
a

mit ¢ (a) = 0. Diese Funktion ist sicherlich monoton wachsend. Wir wollen nun
* zeigen, daf} auch die Funktion

(A.5) wix) =¢&)—ulkx)

monoton wachsend ist. Ista s x <y = b,so gilt

y
yW = ~uly)=9p&)+ TV - uly)
X

und weiter

y
w -px) =TV - @ ) - ukx)

X

Da die rechte Seite nach der Definition der Totalvariation positiv ist, wéchst y
monoton. Wir missen somit (A.5) nur noch umschreiben in

ux) =g - &)

und Satz 3 ist bewiesen,

Wir kdnnen aus diesem Satz nun einiges folgern, indem wir Aussagen dber mono-
tone Funktionen ausnutzen. Dies liefert uns die Aussagen der nichsten zwei Be-
merkungen.

Bemerkuna 1: Ist die Funktion u = u (x), x ¢ |, von beschréankter Variation, so
existiert in fast jedem Punkt von | eine beschrénkte Ableitung u' = u’ (x), welche
eine (Lebesgue) integrierbare Funktion ist.
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Bemerkung 2: Die Menge aller Unstetigkeitspunkte einer Funktion von be-
schrankter Variation ist héchstens abzahlbar. In jedem Unstetigkeitspunkt xg
existieren die beiden Grenzwerte

u(x0+0)=lim ux),
X+Xg+0

u(xn-{l):ﬁm u (x) .
x-xg-0

Die Bemerkung 1 fihrt uns auch auf eine andere Darstellung der beschrankten
Variation. Ist u eine Funktion von beschrankter Variation in | = [a, b], so gilt

b
(A.6) TVu= I [a' ()| dx
a

wobei u' die fast Gberall in | existierende Ableitung von u bezeichnet.

Ohne Beweis wollen wir noch den folgenden Satz anfigen {Beweis siehe [47],
Seite 246).

Satz 4: Jede Funktion von beschrankter Variation kann man darstellen als Summe
einer Sprungfunktion und einer stetigen Funktion von beschréankter Variation.

Nun wenden wir uns dem Satz von Helly (Hellysches Auswahlprinzip) zu. Der Be-
weis dieses Satzes ist etwas langwierig, so daf3 wir diesen hier auch nicht vor-
fuhren wollen, sondern wir verweisen wieder auf {47].

Satz 5 (E. Helly): Auf dem Intervall 1 = [a, b] sei eine unendliche Familie von
Funktionen U = {u} definiert. Sind alle Funktionen und ihre Totalvariation
gleichmaBig beschrankt:

(A7) [ux)| =K furallexel , TVusK,

so kann man aus der Familie U eine Folge {u,} auswéhlen, die in jedem Punktvon
| gegen eine gewisse Funktion = ¢ (x) von beschrénkter Variation konvergiert.
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Wir haben bisher eine Funktion u betrachtet, welche im abgeschlossenen Inter-
vall | definiert war. Wir kénnen aber auch die Totalvariation einer Funktion
bilden, welche auf der ganzen reelten Achse definiert ist, als Grenzwert

@ a
(A.8) - TVus= lim TVu .
‘ -0 a-—boo -g

Viele der oben aufgefihrten Eigenschaften bleiben erhalten. Es gilt insbesondere

Satz 6: Die Totalvariation {A.8) der Funktion u ist genau dann endlich, wenn u
sich als Differenz von zwei wachsenden beschrankten Funktionen darsteilen 1a8t.

" Zum Beweis dieses Satzes verweisen wir auf Natanson [47]. Eine direkte Folge-
rung aus Satz 4 ist dann

Bemerkung 3: Ist

TVu<a |
-0

5o existieren die endlichen Grenzwerte

lim ufx) , lm u(x) .
X~ 00 ¥~ -00

Satz 7: {E. Helly): Auf R sei eine unendliche Funktionenschar U = {u} gegeben
und fiir jedes u e U gelte

ob
=K, firallexeR , TVus<K,

-0

mit Kg, K1 € IR. Dann gibt es eine Folge {up} C U, welche in jedem Punkt der reelen
Achse gegen eine Funktion u von beschrénkter Variation konvergiert,
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Anhang B: LP-Raume

In diesern Abschnitt wollen wir kurz die Definition und einige Eigenschaften der
LP-Raume der Lebesque integrierbaren Funktionen ins Gedéachtnis rufen. Aus-
fuhrliche Darstellungen dieser Sachverhalte finden sich zum Beispiel in [14] und
[27].

Definition 1: Sei 1 = P < «. Der Raum LP (S) ist die Menge aller auf S Lebesque
meBbaren Funktionen f fir die | f [P Lebesque integrierbar ist. LP (S) ist ein nor-
mierter linearer Raum mit der Norm

(B.1) e, = [ TICTE
5

Als Menge S betrachten wir in unserem Zusammenhang ausschlieBlich R, R2 oder
auch ein abgeschlossenes Intervall | R. Wir haben in Definition 1 lapidar formu-
liert, daB || f||p eine Norm ist. Dies benstigt noch eine kleine Richtigstellung. Denn
aus

(B.2) [f~gll, =0 folgtfir fgeL?(S) nicht f&)=g(@ faralle seS ,
d.h. |} - ||p ist nicht positiv definit und somit zunachst keine Norm. Es gilt aber
(B.3) ||f—g]|P=0 = f(s)=g(s) firalle seS M , MMengevomMafio .

d.h. f und g sind identisch bis auf eine Menge vom MaB 0. Man versteht nun die
Elemente von LP (S) nicht als einzelne Funktionen sondern als ganze Aquivalenz-
klassen {f} unter der Relation: fist dquivalent zu g, falls f und g identisch sind bis
auf eine Menge vom Mafe 0, d.h. f- g ist eine sogenannte Nullfunktionskiasse.
Das Symbol LP (S) in Definition 1 steht somit eigentlich fir die Menge dieser
Aquivalenzklassen. Man bezeichnet diese Elemente natirlich wieder als
Funktionen.

Definition 2: Der Raum L* (S) besteht aus der Menge aller auf § meBbaren und
assentiell beschrankten Funktionen ; L= (S) ist ein normierter linearer Raum mit
~der Norm

(B.4) [ £, = esssup|f]| .
S



- 167 -

Satz 1: Sei 1 = p = » Die Radume LP (S) mit den zugehorigen Normen sind
Banachrdume.

Der Beweis dieses Satzes findet sich 2.B. in [14]. Oft spielt der L2 (S) eine seht wich-
tige Rolle. Mit der geeigneten Definition eines Innenprodukts ist er ein Hilbert-
raum. Bei den nichtlinearen hyperbolischen Differentialgleichungen fristet er
jedoch ein Schattendasein. In diesem Zusammenhang sind der L1 (S) und der L= (S)
die wichtigen Raume (neben BV (S}, Anhang A).

Definition 3: Sei 1 < p = w. Der Raum LPgi (S} besteht aus der Menge aller auf S
meBbaren Funktionen, fir die | f |P lokal integrierbar ist, d.h. fur jede kompakte
Teilmenge von S die Funktion | f|P integrierbar ist.

Den Satz von Helly aus Anhang A kédnnen wir nun in diesem Zusammenhang noch
etwas anderst interpretieren. Da

(B.5) feBV(R)NLT(R) = feL) (R)

gilt, kdnnen wir zundchst eine Einbettung

T: BV (R)OL™(R) - LI ()

definieren. Der Satz von Helly besagt nun, daB T praekompakt ist, d.h. jede be-
schrénkte Menge aus BV { R)nL= (|R) ist kompakt im L1jok (R) und besitzt somit auf
jedem abgeschlossenen Intervall eine beziiglich der L1-Norm konvergente Teil-
folge.
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Benutzte Symbole

(P

Loo

Liok

BV

Menge der natirlichen Zahlen

Menge der ganzen Zahlen

Menge der reellen Zahlen

Menge der positiven reellen Zahlen

Menge der nichtnegativen reellen Zahlen

Raum der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen
Raum der Funktionen aus Ck ( R) mit kompaktem Trager

Raum der Lebesgue-meBbaren Funktionen, deren p-te Potenz
Lebesgue integrierbar ist (sieche Anhang B)

Raum der Lebesgue-meBbaren Funktionen, welche fast tiberall
beschrankt sind (siehe Anhang B)

Raum der Funktionen, welche lokal in LP sind {siehe Anhang B)

Raum der Funktionen mit beschrankter Totalvariation (siehe
Anhang A)

Totalvariation (siehe Anhang A)

B-Norm der Funktion u, wobei t festgehalten ist
Teilmenge

Schnittmenge

Elemente von A, welche nichtin B liegen
Elementvon

Abkiirzung von du/ax
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