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Die Verwendung von Viereckelementen mit acht Knoten beim CAO-Verfahren

Zusammenfassung:

Das CAO-Verfahren, welches bis jetzt immer nur mit Elementen mit linearem Loésungsansatz zum
Einsatz kam, wurde im 2-dimensionalen Fall auf Viereckelemente mit acht Knoten (quadratischer
Ansatz) erweitert. Dazu muB nach jedem Wachstumszyklus, bei dem sich die Lage der Knoten
verédndert, sichergestellt werden, daB keine Spannungssingularitdten auf Grund der neuen geo-
metrischen Lage der Zwischenknoten im Element auftreten. Notfalls muB eine Korrektur durch-
geflhrt werden. Die entsprechende Korrekturroutine und das Korrekturverfahren wurden benut-
zerfreundlich in das bestehend CAO-Softwarepaket integriert. Somit sind die Voraussetzungen
geschaffen, Verwendungsmoglichkeiten und Vorteile von Viereckelementen mit acht Knoten beim
CAO-Verfahren zu untersuchen und auszutesten.

The application of 8 node biquadratic elements in the CAO-method

Summary:

The CAO-method which has been used only for first order interpolation elements has been ex-
tended to the use of 8 node biquadratic elements in two dimensions. Therefore it must be a<sured
that after the change of the node positions during every cycle of growth no stress singularity oc-
curs within an element according to the new geometric position of the intermediate nodes. If ne-
cessary a correction must be made. The corresponding correction routine and correction method
was integrated in the existing CAO-software-package. Consequently the condition is given in order
to study and test the advantage and the range of use of 8 node biquadratic elements for the
CAO-method.
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1. Einleitung

Die CAO-Methode [1-5], welche im Institut fiir Material- und Festkérperforschung am Kernfor-
schungszentrum Karlsruhe entwickelt wurde, ist eine einfache und effektive Methode, um mit Hilfe
der Finiten Elemente Methode (FEM) Bauteile beziiglich ihrer Form zu optimieren. Dabei fanden
bei den FE-Rechnungen [6] immer Viereck- (2D) oder Hexaeder-Elemente (3D) Verwendung (siehe
Abb.1), weil damit die Wachstumsschicht, iber die das biologisch adaptive Wachstum simuliert
wird, am einfachsten und am besten modelliert und die Netzkorrektur einfach durchgefiihrt werden
kann. Weiterhin wurden bis jetzt immer Elemente mit linearem Ansatz fiir die Verschiebungs-
funktionen verwendet. Letztere Beschriankung liegt nicht in dem CAO-Verfahren an sich begriin-
det, sondern in den besonderen Eigenschaften der Elemente mit hdheren Losungsansatzen. Sol-
che isoparametrischen (krummlinigen) Elemente, welche fast ausschiieBlich in den FE-Program-
men verwendet werden, verlangen beim CAO-Verfahren eine besondere Behandlung und Kon-
trolle. So kdnnen bei Viereckselementen mit acht Knoten, sogenannte Elemente der Serendipity-
Klasse, bei denen ein quadratischer Ansatz verwendet wird, je nach Lage der Knoten, Singulari-
taten in den Spannungen auftreten [7,8].

Singularitaten oder Uneindeutigkeiten in den verwendeten Transformationen kdnnen sich auch bei
Elementen mit linearem Ansatz ergeben, wenn Knoten zusammenfallen oder andere Elementsei-
ten durchdringen. Solche starken Deformationen von Elementen treten jedoch nur bei groBen
Wachstumsverschiebungen auf und kiindigen sich meistens schon vorher durch die Ausbildung
von Knicken an der AuBenkontur an. In diesem Fall ist sowieso eine Glattung der Kontur und eine
anschlieBende Neubildung des Netzes angesagt. Weiterhin kdnnen solche Elementdeformationen
leicht visuell erkannt werden und sind somit unkritisch. Diese Félle, an denen die Eckknoten zu-
sammenfallen oder eine Elementseite durchdringen und die gleichermaBen bei Elementen mit li-
nearem als auch quadratischem Ansatz auftreten kénnen, sind hier jedoch nicht gemeint und

sollen im folgenden immer ausgeschlossen sein.

Bei Viereckelementen mit acht Knoten sind vielmehr die Zwischenknoten problematisch. So kann
bei einem solchen Element, obwohi es noch passabel aussieht, die Lage der Zwischenknoten so
beschaffen sein, daB im Element Singularitaten in den Spannungen auftreten. Wegen dieser be-
kannten Schwierigkeiten wurde das CAO-Verfahren zunachst nur fur Elemente mit linearem An-

satz getestet und weiterentwickelt.

Obwoh! die Verwendung von Elementen mit linearem Ansatz im allgemeinen ausreicht, ist es fir
die universelle Anwendbarkeit der CAO-Methode durchaus wiinschenswert, auch quadratische
Ansatze benutzen zu kénnen. Zudem ist es denkbar, daB bei gewissen Problemen ein quadrati-
scher Ansatz vorteilhafter ist als ein linearer. Eine einfache Moglichkeit, dem Problem mit den
auftretenden Singularitaten aus dem Weg zu gehen wére, alle Zwischenknoten einfach auf ihre
Mittelpoéition (d.h auf die Mitte der Verbindungsgeraden der entsprechenden Eckknoten) zu set-
zen. Dadurch wird jedoch der groBe Vorteil der isoparametrischen Elemente, die AuBenkonturen
besser nachbilden zu kénnen, nicht genutzt. Letzteres ist gerade fir ein Verfahren, mit dem eine
optimierte Kontur berechnet wird, von Vorteil. So wird bei Viereckelementen mit linearem Ansatz
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die AuBenkontur immer durch einen Polygonzug approximiert, wihrend sie bei quadratischem
Ansalz durch Parabelsegmente angendhert werden kann. Weiterhin kénnen isoparametrische
Elemente mit quadratischem Ansatz auch fir Kontaktprobleme geeigneter sein. So ergeben sich
zwar bei einfachen Fallen mit linearen Anséitzen zufriedenstellende Ergebnisse [9,10], jedoch
kénnen bei unglinstigen Konstellationen, wie in Abb.2 dargestellt, regelrechte Blockaden von
Knoten entstehen. In dem dargestellten Beispiel sind zwei sich kontaktierende Flachen, die beide
wachsen dirfen, gezeigt. In dieser Konstellation war die Spannung in Element A héher als im
Element C. Demnach miiBte Knoten 1 stark nach oben wachsen. Dieser wird jedoch durch Knoten
3 blockiert, weil dieser auf der Verbindungsgeraden von Knoten 1 zu 4 liegt und die Elementseite
bei linearem Ansatz starr ist. Dieser Zustand verbessert sich erst dann, wenn Knoten 3 durch die
Querverschiebung zu Knoten 1 gerutscht ist, sich damit das Spannungmaximum aus Element A
zu Element B verschiebt und Knoten 2, der nicht blockiert ist, das der Spannung entsprechende
Wachstum aufzeigen darf. Es ist klar, daB ein solches Verhalten, das durch die Steifigkeit des
Polygonzugs verursacht wird, nicht zufriedenstellend ist. Als Ausweg gibt es die Mdglichkeit, bei
diesen Konstellationen immer ein neues Netz anzulegen, was jedoch sehr arbeitsintensiv ist. Hier
ist ein Fall gegeben, bei dem die Verwendung von isoparametrischen Elementen mit quadrati-
schem Ansatz glnstiger sein koénnte, weil bei diesen die Kanten nicht starr sind und “nachgeben”
kdnnen.

Ziel dieser Arbeit war es, fur den 2-dimensionalen Fall das CAO-Verfahren auf Viereckelemente
mit acht Knoten zu erweitern. Mit Hinblick auf die Anwendung wurde sich bei den Untersuchun-
gen nur auf die Elemente der Wachstumsschicht beschrankt. Bei allen anderen Elementen wurden
die Zwischenknoten auf ihre jeweilige Mittelposition gesetzt und sind somit unkritisch. [n Kapitel
2 werden zunichst allgemein die Eigenschaften der isoparametrischen Elemente mit quadrati-
schem Ansatz dargestellt und geschildert, unter welchen Bedingungen die unerwiinschten Singu-
laritaten in den Spannungen auftreten. Daraus wird in Kapitel 3 der zuldssige Bereich bestimmt,
in dem sich der Zwischenknoten aufhalten darf. In Kapitel 4 wird der Kontrollalgorithmus be-
schrieben, mit dem nach jedem Wachstumszyklus die Lage des Zwischenknotens jedes Elementes
der Wachstumsschicht kontrolliert wird. Befindet er sich nicht im zul4ssigem Bereich, wird seine
Lage mit einer einfachen Strategie korrigiert. Die Kontrolle und die Korrektur wurden in das
Programm zur Netzkorrektur eingebunden, so daB sich flir den Benuzer keine Unterschiede zur
Verwendung von Viereckelementen mit vier Knoten ergeben (Netzkorrektur mit “prescribed dis-
placements” [11] ist auch moglich). Kapitel 5 enthélt die Zusammenfassung und den Ausblick. Alle
aufwendigeren Rechnungen wurden, der besseren Lesbarkeit wegen, in die Anhédnge verlegt.
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2. Zweidimensionale isoparametrische Viereckelemente mit quadratischem

Ansatz

Bei zweidimensionalen Viereckelementen der Serendipity-Klasse werden die Verschiebungen u,
v mit einem quadratischen Ansatz liber dem Einheitsquadrat (¢, %), (-1 <¢é<+1, -1 <y < +1)
{(siehe Abb.3) approximiert [7,12,13,14].

8

u=)uN(& ) (2.4a)
i=1
8

V=" VNt ) (2.1b)
=1

Dabei sind u; und v; die jeweiligen Werte der Verschiebungen am Knoten i. Die Formfunktionen
N{¢, n) sind gegeben durch

N(& ) =L(1+ EEA +mm) — (1= EYA +mm) — (1= n))(1 + EE) 1714

2.1
+ (1= A +m)(1 = EWlI2+ (1 =) + EE)A — n)ERJ2 (219

wobei (¢, /) die Koordinaten des Knotens i im Einheitsquadrat sind (siehe Abb.3).

Der Bezug zum aktuellen FE-Modell wird dadurch hergestellt, daB das Einheitsquadrat auf das
entsprechende Element des Modells abgebildet wird (siehe Abb.3). Bei isoparametrischen Ele-
menten werden fir diese Abbildung die gleichen Formfunktionen verwendet wie fir den L&-
sungsansatz in (2.1).

8

x=) X N(&n) (2.2a)
i=1
8

y= zyi Ni(& n) (2.2b)

=1

Dabei sind (x;, y,) die Koordinaten von Knoten i des betrachteten Elementes. Hier zeigt sich durch
Einsetzen der Umkehrabbildung von (2.2) in (2.1), daB im allgemeinen die Verschiebungsfunktio-
nen bei isoparametrischen Elementen mit acht Knoten nicht quadratisch und somit auch die
Spannungen im allgemeinen nicht linear iber dem Element sind (siehe auch Ausfilhrungen zur
Singularitat weiter unten).

Die Dehnungen k&nnen mit der Steifigkeitsmatrix [B] berechnet werden.

&x

e, |=[B] [;‘g] 2.3)

SX_V




[oN,  oNg . . ] - - o
—6—x_ s W e Uy 1
aN, BN, '
[B]— 0 —G;—'W {U}— . {V}—
aN, 3Ng N, 8N,
. s Ug Vg
oy dy Ox ox L0 |

Die partiellen Ableitungen der Formfunktionen nach x und y ergeben sich aus den partiellen Ab-
leitungen nach £ und y

ON; ON;
ox —1 ﬁ

= 2.4
ON; (/] ON; 24)
oy On

wobei [J] die Jakobi-Matrix ist.

X
o o] [om |
of o ot T a¢ o
[v] = = . (2.5
ox Oy | [Ny N
on Oy on T Oy

Eine notwendige und hinreichende Bedingung fir die Regularitdt und Eineindeutigkeit der Abbil-
dung in Gleichung (2.2) ist das Nichtverschwinden der Jakobi-Determinate [14,15]. Fordert man
zudem, daB der Drehsinn bei der Transformation erhalten bleibt, muB die Determinate immer po-
sitiv sein. Diese mathematischen Forderungen kénnen auch physikalisch begriindet werden. So
sind zwar die Formfunktionen selber und deren partielle Ableitungen (und damit auch die Ver-
schiebungen) immer nichtsingular, da sie dem Ansatz nach Polynome sind, jedoch werden die
Dehnungen in Gleichung (2.3) und damit auch die Spannungen beim Verschwinden der Jakobi-
Determinate iiber Gleichung {2.4) singuldr [7,8]. Solche Singularitaten, die nur auf die Geometrie
des Elementes zurlickzufithren sind, sind natiirlich im allgemeinen nicht erwiinscht und diirfen
somit nicht auftreten. So muB bei Verwendung von 2-dimensionalen Viereckelementen mit acht
Knoten immer sichergestellt werden, daB nach jedem Wachstumszyklus die Jakobi-Determinate
innerhalb jedes Elementes gréBer Null ist. Notfalls muB eine Korrektur durchgefihrt werden.

Der oben dargestellte Sachverhalt kann auch gut am einfachen Beispiel eines eindimensionalen

3-Knotenelementes veranschaulicht werden (siehe Abb.4). Die Formfunktionen aus Gleichung (2.1)
reduzieren sich dann auf

Ni(m) = % n(n —1) (2.6)
Ny () =5 n(n + 1)

Na (1) = (1= 1)
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Wir setzen 0.B.d.A. die Knotenkoordinaten x; =0, x, =L, X;= AL . Die Koordinatentransformation
(2.2) lautet dann

x=L(%—A)ry2+i§—n+lL 2.7)

deren Extremum bei

0= T a4

liegt. Somit befindet sich das Extremum fiir 1/4 < A < 3/4 immer auBerhalb des Definitionsberei-
ches —1 <5 <+ 1. Die Jakobi-Matrix reduziert sich zu

[J]=-§f1‘—

beziehungsweise

[J]—1 _ on

und ist somit direkt gleich der Determinante. Die Gleichung (2.3) fiir die Dehnung lautet

3 3

oNi(n) on ONi(n)

x = Zu,- 6'x - ox Zu, n
i=1

In Abb.4 ist fiir A < 0.5 an vier charackteristischen Fillen dargestellt, wie die Lage der Transfor-
mations-Funktion (2.7) von der Lage des Zwischenknotens abhingt. Wenn sich der Zwischenkno-
ten in der Mittelposition befindet, ist die Transformation linear (hier ist der Lésungsansatz fiir die
Verschiebung auch wirklich rein quadratisch). Sonst ist die Transformation immer quadratisch,
wobei sich das Extremum nur fir A > 1/4 auBerhalb des Definitionsbereichs befindet. Fir 1 < 1/4
ist das Extremum innerhalb des Definitionsbereiches und die Transformation ist somit nicht mehr
eineindeutig. Ein Grenzfall liegt bei 4 = 1/4 vor, wo die Transformation noch eineindeutig ist, je-
doch das Extremum genau bei Knoten 1 liegt und somit die Spannung bzw. die Dehnung dort
singulér wird. Hier liegt die sogena'nnte Viertelpunktsanordnung vor, die verwendet werden kann,
um Spannungsfelder an RiBspitzen zu berechnen, da die Singularitdt in diesem Falle gerade von
der Ordnung 1/\/—r_ (r=Abstand von Knoten 1) ist [7,8,16].
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3. Bestimmung des zuldssigen Bereiches fiir den Zwischenknoten

Wie im letzten Abschnitt ausgefiihrt wurde, ist der zulassige Bereich der Zwischenknoten durch
die Bedingung det|J| >0 festgelegt. Im Gegensatz zu dem einfachen Beispiel mit dem eindi-
mensionalen Element, wo der zulgssige Bereich leicht Giberschaubar war, besitzt ein Viereckele-
ment mit acht Knoten vier Zwischenknoten, deren Lage jeweils den zuldssigen Bereich beeinflu-
Ben. Vor allem ist es problematisch zu entscheiden, wie und welche Knoten man verschiebt, wenn
der zuldssige Bereich Uberschritten worden ist. Da es zudem ein Ziel ist, die AuBenkontur besser
zu modellieren, werden nur den Zwischenknoten an ‘der AuBenkontur des Modells die Freiheit
eingeraumt, sich aus ihrer Mittelposition zu bewegen. Alle anderen Zwischenknoten werden nach
jedem Wachstumszyklus wieder auf ihre Mittelposition gesetzt. Damit vereinfacht sich die Lésung
des Problems bedeutend. Eine weitere Vereinfachung ergibt sich dadurch, daB wir die Rotations-
und Translationsinvarianz des Problems ausniitzen und eine geeighete Basis wahlen. Wir wahien
die Basis so, daB fiir die einzelnen Ortskoordinaten gilt (siehe Abb.5)

R 1S I Y B ¥ B o S 4

y>0 ; Xy <0 ; X4 <0

Dabei ist r; der Ortsvektor zum Knoten i. Knoten 6 ist definitionsgemaB der Zwischenknoten an
der AuBenkontur, der kontrolliert werden soll. Die anderen Zwischenknoten befinden sich, wie
oben erlautert, in der Mittelposition und haben somit folgende Koordinaten

Iy -!-1'2 — N
) 7 _—é_ r8=T (31b)

I'5=

Mit Hilfe von Gleichung (2.1c) kénnen leicht die partiellen Ableitungen fir die Jakobi-Determinate
(2.5) berechnet werden. Der Rand des zuldssigen Bereiches wird durch die Bedingung
det|J| =0 liber dem Einheitsquadrat festgelegt, so daB sich ergibt

ox Oy

& ¢
ox oy
on On
=5 {2061 = X1 = &) = 20xy + Xy (1 + &) + 40Xy — Xy
+ 20[(v4 = y)(1 = &) + 2/(1 + &) — 2y + ¥ )(1 + O — (V4 — y)B + On® + 20(1 + &’
+ 2800 = X1 = &) + 205 + X)(1 + O — (x4 — xg)(3 + O’ T}

0 = det]|J|=

(3.2)

Fiir jedes Wertepaar (&, ) ergibt sich eine Geradengieichung. Sie ist so zu deuten, daB bei jeder
Koordinate («, ), die die Geradengleichung (3.2) erfullt, im Punkte (x(&, #), y(¢, 1)) (siehe Glei-
chung (2.2)) eine Spannungssingularitat vorliegt. Der zuldssige Bereich wird dabei dadurch ge-
kennzeichnet, daB keine Gerade aus (3.2) diesen Bereich durchlauft. Der Rand dieses Bereiches
wird, wie in Anhang 2 gezeigt wird, durch die Geradenschar aus (3.2) mit £ = +1 begrenzt (siehe
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auch Abb.12), so daB die Grenzkurve sich als Integralkurve an diese Geraden ergibt. Wie Anhang
1 dargestellt, ergibt sich folgende Lésung:

1. Fir o >0 wird der zuldssige Bereich durch die beiden Geraden B, und B_ (siehe Gleichung
(A1.8)) begrenzt, die sich aus Gleichung (3.2) fir ¢ =+1, n=+1und ¢ =+1, n=—1 erge-
ben. Sie laufen durch die Viertelpunktsposition beziiglich Knoten 3 und 2.

2. Die Geraden gehen an den Punkten §(+1) und ﬁ(—1) stetig in die Kurve aus Gleichung

(A1.4) Uber

- a(n)

R =\~ ) € [ '—1, 1
) <ﬁ(n)> ! Y

3.  Es kénnen vier Element-Typen unterschieden werden (siehe Abb.6). Kriterium ist dabei die
relative Lage des Schnittpunktes §x= (o, Bx) der beiden Geraden f, und f_ zum Punkte
ﬁm,,,=(ami,,, Bmin) aus Gleichung (A1.9), an dem die Steigung der Geradengleichung (A1.1b)
unendlich wird. (Der Index “min” wurde verwendet, weil in alien Fallen, in denen die Kurve
{A1.4) zur Abgrenzung des zuldssigen Bereiches verwendet werden muB, die Koordinate «
minimal wird.)

a. Typ1:
In diesem Fall gibt es keinen Schnittpunkt der Geraden . und g_, d.h. die Geraden sind
parallel. Hier ist die Lage des Zwischenknoten flir « > 0 nicht begrenzt.

b. Typ2:
in diesem Fall gilt 0 < ay < + co. Bei diesem Typ ist die Lage des Zwischenknotens auch
fir « > 0 begrenzt,

c. Typ3:
Hier gilt ax < amn Hier ist die Lage des Zwischenknoten wie bei Typ 1 fiir & >0 nicht
begrenzt. Der zulassige Bereich vergroBert sich sogar durch das kegelférmige Offnen
der Geraden 8, und §_ .

d Typ4
Dieser Typ ist durch die Bedingung «mi, < ax <0 festgelegt. In diesem Fall wird der zu-
ldssige Bereich, der sich wie fir Typ 3 zu positivem « hin erweitert, nur durch die beiden
Geraden f, und f_ begrenzt. In diesem Fall wird die Kurve ﬁ(n) nicht benétigt. (Hier liegt
auch gerade der Fall vor, wWo o, nicht das Minimum, sondern das Maximum bezlglich
der Kurve ist.) ‘

Somit ist es moglich, mit Hilfe der oben angegebenen Formel, jederzeit zu kontrollieren, ob sich
der Zwischenknoten im zulassigen Bereich befindet. Es mag jedoch zweckma&Big sein, den zulas-
sigen Bereich einzuschranken, weil man nicht an die Grenzen gehen will (auf der Grenzkurve
liegen schon Singularitdten auf dem Elementrand vor) oder weil man die Abweichung vom gqua-
dratischen Ansatz fiir die Verschiebungen in (1.1) in Grenzen halten will. Flir diesen Fall kann man
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mit dem Kontrollparameter ¢, den zuldssigen Bereich (oder Kontrollbereich) verkleinern, wobei
folgende Ahnlichkeitstransformationen fir Gleichung (A1.4) und (A1.6) verwendet werden.

R'(n) = e R (1)

Ya—y
ﬁl+= 4X4 o + Sc_g_. N o< SCS1 (33)
, Nty y
Fo==5—« %7

Fir ec = 1 ergeben sich die urspriinglichen Gleichungen, wahrend im Grenzfall ¢. — 0 die Begren-
zungskurve auf die Zwischenposition des Zwischenknotens zusammengezogen wird (siehe
Abb.7).
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4. Programmstruktur der Zwischenknotenkontrolle und Korrekturstrategie

Die im Kapitel 3 angegebenen Formeln erlauben die Lage der Zwischenknoten nach jedem
Wachstumszyklus zu kontrollieren. Diese Kontrolle wurde in das Programm fiir die Netzkorrektur
eingebaut. Dort wird zunichst die Netzkorrekiur wie {iblich durchgefiihrt, d.h. es werden, wie bei
den Viereckelementen mit vier Knoten, nur die Eckknoten beriicksichtigt. Nach der Netzkorrektur
der Eckknoten werden alie Zwischenknoten bis auf die AuBenknoten der weichen Schicht auf die
Mittelposition gesetzt. Im letzten Schritt muB nur noch {iberpriift werden, ob in den Elementen der
weichen Schicht der Zwischenknoten an der AuBenkontur in der Kontrolizone, die durch den Pa-
rameter ¢, fesigelegt ist, liegt oder nicht. Dazu wird das zu untersuchende Element durch eine
Translation mit folgender Rotation in die Basis transformiert, die in (3.1) angegeben ist. Nach Be-
stimmung des Element-Types liegt fest, wie die Kontrollzone begrenzt ist und die Uberprifung der
Lage des Zwischenknotens wird vorgenommen. Liegt der Knoten innerhalb der Kontrolizone, wird
zur Uberpriifung des nachsten Elementes iibergegangen, liegt er auBerhalb, wird er korrigiert. Die
korrigierten Koordinaten werden durch die inverse Rotation und Translation wieder in die ur-
sprungliche Basis transformiert und ersetzen dann die alten Koordinaten.

Fiir die Knotenkorrektur muB ein weiterer Parameter ¢ definiert werden, der nach Gleichung (3.3)
die "Setzkurve” festlegt, auf die der Zwischenknoten zuriickgesetzt werden soll, wenn er auBer-
halb der Kontrollzone liegt. In diesem Fall wird der Knoten auf den Punkt zuriickgesetzt, der sich
als Schnittpunkt der “Setzkurve” mit der Geraden durch die unkorrigierten Koordianten und der
Mittelposition des Zwischenknotens ergibt (siehe Abb.8). Die Einfllhrung eines zusétzlichen Pa-
rameters zur Definition der “Setzkurve” ist sinnvoll und notwendig, weil bei e.=1 schon Singu-
laritdten am Elementrand aufireten und somit die begrenzende Kurve des Kontrollbereiches
("Kontrollkurve”) schon nicht mehr zulassig ist. Der Knoten muB somit etwas weiter zuriickgesetzt
werden, was beispielsweise mit ¢, =0.99 der Fall wire. Dabei sollten die Werte von e, und &
sinnvollerweise immer eng beieinander liegen, um die Zone zwischen “Kontrolikurve” und “Setz-
kurve” mbglichst gering zu halten. (Die Werte flir & und ¢, in Abb.8 sind fur die Praxis nicht
sinnvoll und wurden nur gewéhlt, um die Korrektur und den Unterschied zwischen “"Kontrollkurve”
und “Setzkurve” optisch hervorzuheben.) Prinzipiell kdnnen die Werte fir ¢, und e, bei e, <1
gleichgesetzt werden. Da jedoch die Korrektur auch schon vorgenommen wird, wenn der Zwi-
schenknoten auf der “Kontrollkurve” liegt, wiirde bei Gleichsetzung von &. und & der Zwischen-
knoten eines Elementes, wenn er einmal zuriickgestzt werden muBte, nach jedem Wachstumszy-
klus immer wieder als korrekturbedirftig angesehen werden, auch wenn er seine Lage nicht ver-
dndert hat und auch bei der Korrektur nicht andern wiirde. Dies hat zwar keine negativen Kon-
sequenzen, jedoch wird dem Benutzer, der in der Ausgabe des Programmes uber die vorgenom-
menen Korrekturen informiert wird, ein falsches Bild dariber vermittelt, welche Elemente wirklich
auf Grund von Verschiebungen der Zwischenknoten korrigiert werden muBten. Es ist deswegen
immer sinnvoll g, etwas kleiner als ¢, zu wéhlen.

Um einen statistischen Uberblick tber die Lage der Zwischenknoten der weichen Schicht in dem
Modell zu erhalten, ist es moglich mit den Parametern ¢ (i = 1, .., 5) bis zu finf statistische Zonen
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festzulegen. Die Programmausgabe enthélt dann die Angabe, bei wievielen und welchen Ele-
menten sich die Zwischenknoten in welcher statistischen Zone befinden.
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5. Zusammenfassung und Ausblick

in dieser Arbeit wurde das CAO-Verfahren auf die Verwendung von Viereckelementen mit acht
Knoten erweitert. Dazu wurde zunichst der zuldssige Bereich bestimmt, in dem sich der duBere
Zwischenknoten eines Elementes aus der Wachstumsschicht aufhalten kann, ohne daB innerhalb
des Elementes eine Singularitat in den Spannungen auftreten kann. Dieses erlaubt wiederum, den
Zwischenknoten auf seine Position hin zu kontrollieren und gegebenenfalis zu korrigieren. Die
Kontrolle, bei der der zuldssige Bereich flir den Zwischenknoten vom Benutzer zusatzlich einge-
schrénkt werden kann, und die Korrekiurmoglichkeit wurden in dem Programm zur Netzkorrektur
implementiert, so daB die Handabung des CAO-Verfahrens fiir den Anwender unveréndert blieb.

Das CAO-Verfahren mit Viereckelementen mit acht Knoten wurde bisher an drei Beispielen er-
folgreich erprobt. Bei diesen traten keinerlei Schwierigkeiten auf, obwohl! es sich um Kontaktpro-
bieme handelte, die besonders schwierig zu bearbeiten sind. So ist zu erwarten, daB sich die
Elemente mit quadratischem Ansatz auch bei zukinftigen Rechnungen problemlos einsetzen las-
sen,

Ob man in Zukunft das CAO-Verfahren auch auf Hexaeder-Elemente mit quadratischem Ansatz
erweitert, wird natiirlich davon abhangen, wie sich der 2-dimensionale Fall bewahrt. Prinzipiell ist
eine Erweiterung moglich, wobei die Herleitung des zuléssigen Bereiches auf die gleiche Weise
erfolgen kann wie im 2-dimensionalen Fall. Jedoch hat im 3-dimensionalen Fall jedes Element der
Wachstumsschicht, auch wenn man alle innenliegenden Zwischenknoten auf die Mittetposition
setzt, immer vier AuBenknoten, die kontrolliert werden miissen. Die Formel fiir den zulassigen
Bereich wird dadurch komplexer, da sie von der Lage jedes der vier Zwischenknoten abhéngt.
Weiterhin ist unklar, welcher bzw. welche der Knoten beim Uberschreiten des zulassigen Berei-
ches korrigiert werden sollen und auf welche Art. Verkompliziert wird die Lage noch durch die
Tatsache, daB jeder der vier Zwischenknoten auch Zwischenknoten der jeweiligen Nachbarele-
mente ist. Korrigiert man in einem Eiement einen Zwischenknoten, verdndert damit gleichzeitig
den zuldssigen Bereich im Nachbarelement, so daB dieses nochmals kontrolliert und eventuell
auch korrigiert werden muB

Natirlich ist die einfache Losung immer méglich, nach jedem Wachstumszyklus alle Zwischen-
knoten auf die Mittelposition zu setzen. In diesem Fall hat man zwar einen quadratischen Ansatz
fur die Verschiebungsfunktionen, jedoch gibt man den Vorteil der besseren Konturenmodulation
auf (wie in der Einleitung dargelegt). Dennoch ist es vorstellbar, daB diese einfache Korrektur
ausreichend und zufriedenstellend sein kdnnte. So scheint sich bei den bisher durchgefiihrten
Testrechnungen anzudeuten, daB die Zwischenknoten im allgemeinen keine groBe Tendenz zei-
gen, sich weit von ihrer Mittelposition und damit aus dem zulassigen Bereich zu entfernen. Nur
an den Stellen mit groBen Spannungsgradienten, wie sie beispielsweise nahe von Kontakistellen
auftreten, verlassen die Zwischenknoten den zulassigen Bereich und missen Korrigiert werden.
Gerade Kontaktprobleme sind jedoch im 3-dimensionalen Fall sowieso nur begrenzt behandelbar.
SchlieBt man diese aus, kann man davon ausgehen, daB groBe Spannungsgradienten nur in Aus-
nahmefélien aufireten und die Zwischenknoten somit in dem erlaubten Bereich bleiben. Wird
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dieses Verhalten durch weitere Testrechnungen bestétigt, kdnnte man sich im 3-dimensionalen
Fall mit einer Kontrolle der Zwischenknoten zufrieden geben. Sollie wirklich einmal der Fall auf-
treten, daB einmal der zuldssige Bereich verlassen wird, wirde als einfachste Korrektur ein Zu-
riicksetzen der Knoten auf die Mittelposition geniigen.

Zusammenfassend kann man sagen, daB jetzt die Vorraussetzungen vorhanden sind das CAO-
Verfahren mit Viereckelementen mit acht Knoten zu erproben. Die Ergebnisse der Untersuchun-
gen werden darliber entscheiden, ob eine Erweiterung auf Hexagonal-Elemente mit quadrati-
schem Ansatz wiinschenswert und mit geringem Aufwand méglich ist.
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7. Anhang A1

In diesem Anhang wird die Formel fiir die Grenzkurve und deren Eigenschaften hergeleitet. Dabei
wird vorausgesetzt, daB die erlaubte Zone durch die Geradenschar aus Gleichung (3.1) flr
¢ = +1 begrenzt wird. DaB dies zutrifft, wird in Anhang A2 bewiesen (siehe auch Abb.12).

Die Geradenschar aus Gleichung (3.2) als Funktion von u bei £ = +1 lautet nach « bzw. g aufgel6st

a=s,m)p + myn) (A1.1a)
B=sgn)e + mgn) (A1.1b)
mit
2
Can + Con
Sa(n) == 2
bo + b111 + b27’]
ap + an
ma(n) == 2
bo + bﬂ’] + bQV]
bo + b171 -+ b2112
Spn) =— 2
Cn + Con
ag + a.m
mg(n) = — ———
Cin + Com
und

ag = — 4y(xq + X4)
aq = 4y(xq — x4)
by = 8y
by=—8(y1 +¥a)
by =8(y +y1—Y4)
Cq = 8(x1 + X4)

Co = 8(x4 — Xxy)

Die gesuchte Grenzkurve ist gerade die Kurve, zu der die Geraden aus Gleichung (A1.1) Tangen-
ten sind. Zu jeder Geraden aus {A1.1) muB also der Berlihrpunkt an die Kurve bestimmt werden.
Dazu betrachten wir zwei benachbarte Geraden aus Gleichung (A1.1a) (siehe Abb.9)

x = Sa(")ﬁ + ma(n)
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dg = S(n + &) + my(n + ¢)
deren Schnittpunkt gegeben ist durch

_ m,(n + £) — my(n)
YT A2

Im Grenzfall ¢ — 0 erhait man den gesuchten Berihrpunkt /~?(n) als Funktion von 4. Erweitert man
(A1.2) mit 1/e und niitzt man aus, daB der Grenzwert eines Quotienten gleich dem Quotienten der
Grenzwerte ist, wenn alle beteiligten Grenzwerte existieren, erhali man

dm,
dn
ds,
dn

(A1.3a)

BOn) = —

Entsprechend ergibt sich die Bestimmungsgleichung fur a(y) aus Gleichung (A1.1b).

dmﬂ

- d
a(y) = — ds'; (A1.3b)

dn

Man erhalt Gleichung (A1.3a) auch, indem man Gleichung (A1.1a) bei festem g betrachtet und das
Extremum bezliglich # sucht. Dies filhrt auf die Bedingung

ds, ~ dm,
0= dy B+ dy

und dieses wiederum zu Gleichung (A1.3a). GleichermaBen kann man auch Gleichung (A1.3b) auf
diese Art herleiten.

Verwendet man Gleichung (A1.3a) und (A1.3b), erhdlt man die gesuchte Grenzkurve in der Para-
meterdarstellung bezlglich »

- a(n)
R ={ ~ ; el —1, 1] A1.4
() (ﬁ(ﬂ)) nel -1+ (A1.4)

mit

2
— 89Cq — 280Con — 815y
2
bocy + 2bgyn + (b4Cy — byCe)n

a(n) =

2
a4bg — agbq — 8gbyn — a41byn

Bn) =— 5
bocy + 2boCon + (b1Cy — byCy)n

Die Umkehrfunktionen sind gegeben durch
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~ fy —ae 4(f, — aep)(f, — ae
mG=—t Aoy [y 2 2“ 2) (A1.5a)
2 2 fQ——zer —(xe1)

~ dy + fe A(dy + Beg)(d, + Bey)
M (p)z_%_t___;_t \/ 0 02 2 (A1.5b)
2 dy + fey (dy + 591)
mit

dy = aqbg — agby

dy = —2agb,
dy, = — asb,
€9 = C4bg

eq = 2Cybg

92 = C2b1 - C1b2

fo = — aoc1
fy = — 2aqcy
f=—ayc,

Aus Gleichung (A1.1) ergeben sich fir y = +1 und 4 = —1 die beiden Grenzgeraden . und f_

Ya—Y y

ﬁ-l-: Xq o + 7 (A168)
Yoty y

ﬁ__= X1 [« A 7 (A16b)

Beide Geraden gehen an den Punkten ﬁ( +1) und ﬁ(—1) in die Kurve ﬁ(n) iber.

Wir zeigen nun, daB a(y = +1) < 0 gilt. Nach Gleichung (A1.4) ergibt sich

2
X3y
YXq — YXq = Y4X4 + VaXy

Z(+1)=%

Da y definitionsmé&Big groBer als Null ist, muB nur noch gezeigt werden, daB der Nenner kleiner
Null ist.

YXg = YXg = VaXg +YaXq < O (A1.7a)

Dieses ist aber durch die Bedingung erfillt, daB keine Knotendurchdringungen auftreten sollen,
denn diese fiihrt bei der getroffenen Basiswahl folgende Ungleichungen ein

2F >0  wobei  2Fje3=TryXTy=—Xy
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2F,>0  wobei OF yey = Iy X Iy = — Xzy (A1.7b)
2F3>0  wobei OF 84 = Iy X 1 = Xg¥4 — X4¥4

wobei 1y, 1, Fs und r, jeweils die Ortsvektoren zu Knoten 1, 2, 3 und 4 sind. Dabei kénnen F; F
und F; geometrisch als Fldche der in Abb.10 eingetragenen Dreiecke interpretiert werden. Mit der
obigen Bezeichnung lautet (A1.7a)

Fi<Fy+Fs (A1.8)

Dieses ist aber immer erfillt, da im Grenzfall, wenn Knoten 1 und 4 zusammenfallen, offensichtlich
F; =0 und damit F = F,=F, gilt (sieche Abb.10). Fiir alle anderen Falle, bei denen keine Durch-
dringung der Knoten stattfindet, ist F < F; + F3, so daB Gleichung (A1.8) und damit (A1.7a) immer
erflllt ist. Fir den Fall y = —1 erhalt man die Ungleichung

die aus den gleiche Griinden, wie oben, immer erfillt ist. Somit ist der zulassige Bereich fiir
o >0 durch die beiden Geraden f, und B_ begrenzt, die zudem immer jeweils durch die Vier-
telpunkisposition beziiglich Knoten 3 und 2 laufen, wie es zu erwarten war,

Der Wert fir « der Kurve ﬁ(n) wird minimal, wenn die Steigung der Geraden aus Gleichung (A1.1a)
Null wird. Dies ist der Fall bei 4 =0, so daB sich ergibt

X4 + X
nin =~ 4 (A1.9a)
mit dem dazugehorigen Wert
a1by — aghy
B =——0 “O071 (A1.9b)
min C1b0

Prinzipiell kdnnte naturlich bei n = 0 auch ein Maximum oder ein Wendepunkt beziiglich « vorlie-
gen. Dies wiirde den Kurvenformen entsprechen, wie sie in Abb.14 dargestellt sind. Diese kénnen
jedoch nicht aufireten, da es in beiden Fallen eine Tangente gibt, die durch die Mittelposition von
Knoten 6 laufen. Diese Knotenposition ist jedoch nach Voraussetzung zulédssig ( det|J|>0) und
darf somit nicht von einer Geraden aus (A1.1) beriihrt werden.

Eine Ausnahme liegt beim Element-Typ 4 vor (siehe Kapitel 3 und Abb.6), wenn fiir den Schnitt-
punkt (ax, Bx) der beiden Geraden §, und B_ gilt:

Omin < oty < 0

in diesem Fall liegt bei am, ein Maximum vor. Jedoch ist in diesem Fall der erlaubte Bereich allein
durch die beiden Geraden #, und B_ begrenzt, so daB die Kurve §(n) zur Abgrenzung des er-
laubten Gebietes G nicht benotigt wird. SchlieBt man diesen Fall aus, so kbnnen nur Kurvenformen
vom Typ 1, 2 und 3 auftreten, bei denen das Geradenstiick f, mit a > a(y =+1) bzw. f_ mit
o> a(y = —1) an den Punkten R(+1) bzw. R(—1) stetig differenzierbar in die Kurve R(y) iiber-
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gehen Der obere und untere Teil der Kurve konvergiert fir 4 —- 0 gleichmdBig gegen

Rmin = (amlm ﬁmm)

Weiterhin ist die Kurve fiir E>ﬂmin streng konkav, dagegen bei /~3<ﬁmin streng konvex. Dies ist
leicht einzusehen, wenn man einige Eigenschaften der Funktion § aus Gleichung (A1.1b) unter-
sucht. Die Funktion wird singular bei y =0 und strebt dort im Bereich y >0 gegen + oo und im
Bereich y < 0 gegen — co. Dies kann man beispielsweise fiir den Bereich n > 0 leicht zeigen, in-
dem wir die Umgebung der Singularitat bei y = 0 betrachten. Dazu setzen wir n =¢ mit &¢>0,
setzen dies in (A1.1b) ein und vernachlassigen die quadratischen Terme. Da nach der verwen-
deten Basiswaht und der Waht von ¢ fiir den Nenner in (A1.1b) gilt (x; + xs)e <0 , ist die Behaup-
tung erftllt, wenn man zeigt, daB der Zahler im Grenzfall negativ ist, also

0> —4(y — (vq + Ya)e)a + 2¥(Xq + X4 — (X1 — X4)€)
aus dem sich im Grenzfall ¢ — 0 ergibt

X4 + Xy
2 = Cmin

o>

was nach Gleichung (A1.9a) erfiillt ist. Entspechendes Vorgehen im Bereich n < 0 fihrt zur selben
Ungleichung, womit dieser Punkt bewiesen waére.

Nach Gleichung (A1.4) und (A1.5) muB, wenn fiir y(«) zwei Losungen im Einheitsquadrat vorliegen,
eine immer groBer und eine immer kieiner Null sein. Aus der Art der Singularitdten bei n = 0 foigt
dann, daB an diesen Stellen bei £ =+1 im Gebiet y < 0 ein Maximum, im Gebiet # > 0 dagegen
ein Minimum von g vorliegen muB. (Die gesuchte Grenzkurve wurde ja gerade (iber Gleichung
(A1.3b) aus den Extrema von § beim festen « und ¢ = +1 bestimmt). Dies bedeutet aber wieder,
daB die Kurve fiir ﬁ’ > Bmin streng konkav, dagegen bei /i’ < Bmin streng konvex ist.
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8. Anhang A2

In diesem Anhang wird bewiesen, daB die Tangenten fur & = +1 aus Gleichung (3.2) den erlaubten
Bereich begrenzen (siehe auch Abb.12). Wir zeigen zuerst, daB die Kurve aus Gleichung (A1.4)
die Grenzkurve darstellt.

Wir betrachten die Funktion $(a, £, ), die sich aus (3.2) ergibt

2
.y _ b+bin+bin’  af+aly 21
e S S 3 S S SN (A2.)
6 +Cin+C3n g +Cein +C3n

mit

8§ = (Xy1 — XaYg)(1 = &) = (%4 +X)y(1 + &)
af = 2(x, — X,)y

b§ = (vs—y)(1 — &) + 2y(1+ &)

bf = ~2(y, +y)(1 + &)

b =2y(¢ +1) = (V4 — Y@ +9)

c§ = (X — x)(1 = &)

¢t =2(x, +x)(1 + &)

5 =— (% — X)(3 + &)

Diese Funktion fassen wir als alleinige Funktion von € und 5 auf, indem wir sie bei einem belie-
bigen aber festem a betrachten (Abb.13). Da nach (A1.9) die Grenzkurve bei amn= (X1 + X4)/2 nach
unten begrenzt ist, lassen wir auch nur Werte 0 > & > amin zU. Die Einschrankung auf a > onin be-
deutet in anderen Worten, daB wir uns bei der Kurve nur auf die Element-Typen 1-3 beschréanken.
Dies ist auch sinnvoll, da beim Element-Typ 4 der zuldssige Bereich nur durch die beiden Geraden
B, und B_ begrenzt ist. Es sei jedoch darauf hingewiesen, daB die nachfolgenden Eigenschaften
bezlglich der Geradenschar auch fiir den Element-Typ 4 gelten.

In den Beweisen verwenden wir die Bezeichnung
Xg=Axy A>0 (A2.2)

und werden alle Eigenschaften nur fiir den Fall 1 <1 zeigen. Aus Symetriegriinden miissen dann
auch alle Eigenschaften fur A > 1 gelten.

Wir werden sukzessiv zeigen, daB die Funktion f |.-const. aus (A2.1) folgende Eigenschaften besitzt:
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1. Die Funktion besitzt eine Singularitdt, die das Einheitsquadrat in zwei Gebiete teilt (siehe
Abb.13). Fur & = +1 liegt die Singularitat, wie schon in Anhang A1 gezeigt, immer bei =0,
(Wir nennen im folgenden den Bereich, in dem der Punkt (y =—1, £ = + 1) liegt, das Gebiet
1, dagegen das Gebiet in dem Punkt (n =+ 1, £ =+ 1) liegt, das Gebiet 2).

2. Die Funktion B ist im Gebiet 1 und Gebiet 2 monoton entlang der Richtungen u = const.
{meistens sogar streng monoton).

3. Die Funktion ist im Gebiet 1 streng monoton steigend beziiglich £ . Im Gebiet 2 ist g fir ein
festes u {streng) monoton fallend oder (streng) monoton steigend beziiglich ¢ , jedoch ist das
Minimum fur ¢ = +1 der absolut kleinste Wert im Gebiet 2.

In Anhang A1 wurde gezeigt, daB die Grenzkurve bei ¢ = +1 als Maximum in Gebiet 1 und als
Minimum im Gebiet 2 gegeben ist. Diese Kurve ist demnach auch Grenzkurve bezliglich aller
Geraden, wenn das Maximum der gr6Bte Wert von g im gesamten Gebiet 1 und das Minimuim der
kieinste Wert im gesamten Gebiet 2 sind. Dies folgt jedoch direkt aus Eigenschaft 3, womit die
Behauptung bewiesen ware.

Beweis zu:

1. Da Steigung und Achsenabschnitt in (A2.1) den gleiche Nenner haben, besitzt die Funktion
f, unabhangig von «, eine Singularitat, wenn gilt

(1= )% (1 = &) + 201 + Dxy(1+ O — (1 — Dxq (3 + Oy =0 (A2.3)

Es sind zwei Félle zu unterscheiden:

a. A<1
In diesem Fall ergibt sich der Verlauf der Singularitat, indem man (A2.3) nach 5 auflést
2
IREY LY 144 1+¢ 1-¢
m,2(Q) =77 37 ¢ 3 \/<1—1 31 ) T3re (A2.4)

Fur die Funktion 5, geht die Singularitat bei € = +1 immer durch
n(+1)=0

Bei é = —1 [4uft sie durch

m(=1)=—1

Sie besitzt eine Asymtote bei
£ + oo 141 141\

Weiterhin liegt bei ihr selber eine Singularitdt bei £ = —3 vor, bei der die Funktion #,
von — oo auf springt (1 — A)/(1 + 1) wenn man sich von £ =0 der Singularitat nahert.

Dagegen hat 5, eine Asymtote bei
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§~ 400 144 <1+,1>2_1

und springt bei ¢ =—3 von (1 — 4)/(1 + 4) auf + oo, wenn man sich von ¢ =0 der Sin-
gularitat nahert.

Der Verlauf der Singularitat ist in Abb.14 fir zwei Féalle dargestellt.

b. 1=1
in diesem Fall liegen die Singularitdten auf der Geraden y =0 und ¢{ = —1 , wie man
unschwer aus Formel (A2.1) erkennen kann.

Um zu beweisen, daB die Funktion 8 aus (A2.1) im Gebiet 1 und Gebiet 2 (streng) monoton
entlang der Richtungen s = const. ist, bilden wir die partielle Ableitung von § nach £.

08 S(ma+B(n)

— = (A2.6)
o (€5 + cfn + cfn?)’?

mit
S() = —4(xy — X1 — 1) =8(y4%; — y1x)(n° — )

B(n) = 2(X12 - Xf)y —2(2(y4Xq — Y4X4)(Xq + Xg) + (X — x4)2y);1
+ 200 — X3 + 204X — Y1x) (g — X)” — 20¢4 — X)’yn®

Da der Nenner immer endlich ist und sowohl S wie auch B nicht von ¢ abhangen, kann die
partielle Ableitung von f§ nach & nur dann Null werden, wenn es ein #, gibt, daB

S(ng)a + B(no) =0 (A2.7)

erfiilit. Dann wére die Steigung auf der gesamten Geraden # =#o Null und § nur monoton
bezuglich £. Sonst ist § streng monoton beziiglich £.

Wir unterscheiden wieder zwei Falle.

a. A<
Wie unter Punkt 1 gezeigt, lauft in diesem Fall die Singularitat im Einheitsquadrat schrég
vom Punkt (¢ = +1,n =0) zum Punkt (¢ = —1,9=—1) (siehe auch Abb.13,14). Wir zei-
gen zuerst, daB g im Gebiet 1 streng monoton steigend ist. Dies ist nach Gleichung
(A2.6) der Fall, wenn gilt

S(n)a +B(n) >0 ; nel-10) . (A2.8)

Bei n = —1 ist S(—1) = 0 und Gleichung (A2.8) ist wegen B > 0 erfilllt. Fury e (—1,0) gilt
S(n) > 0. Berilcksichtigt man dieses, erhalt man nach Einsetzen der Koeffizienten in
Gleichung (A2.8)

141
>X1( )

T (A2.9a)
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mit

1—-4
=Xy = D+ %)+ xay (1 = g+ %) — 4Fgn + 4Fy 5
T = Z 3 (A2.9b)
= Xy(1 =1 —n") +4F3(n" — )

Dabei wurde die GréBe F; aus Gleichung (A1.7b) verwendet, welche immer positiv ist.
Es ist nur noch zu zeigen, daB gilt

T>1 (A2.10)
Einsetzen von T in Gleichung (A2.10) liefert

1—2 2 3

—xy(1 = D0 + 5" =9 — %) + 4F,

was nach Wahl der Basis und fir n € (—1,0) immer erfiillt ist. Somit ist gezeigt, daB g im
Gebiet 1 streng monoton steigend ist und somit fiir y <0 alle Geraden mit ¢ < +1 au-
Berhalb des zuldssigen Bereichs liegen.

Der Beweis wére abgeschlossen, wenn man fiir das Gebiet 2 zeigen konnte, daB § dort
immer monoton fallend ist. Dies ist aber nicht der Fall (siehe auch Abb.13), da - wie oben
bewiesen - zumindestens fiir 5 < 0 die Funktion § streng monoton steigend beziglich ¢
ist. Da zudem g beim Punkte (¢ = —1, 3 = +1) gegen + oo strebt, ist § in diesem Bereich
streng monoton fallend beziiglich &.

Es genigt jedoch zu zeigen, daB im Gebiet 2 alle Werte von g fiir £ = —1 gréBer oder
gleich dem Minimum bezlglich » fiir ¢ = +1 sind. Wegen der Monotonie miissen dann
auch alle anderen Werte von g flir £ e (—1, + 1) groBer oder gleich dieses Minimums
sein und die Behauptung ware damit bewiesen.

Zum Beweis betrachten wir zun&chst die Funktion g aus Gleichung (A2.1) bei £ = —1 und
erhalten

f=s_o + mn) (A2.11)
mit

Ya— Y4
=T =%,

XgYa — X1¥4 + (X — Xg)yn
2
(X4 = x)(1 = 1n°)

m(y) = —

Hier haben alle Geraden die gleiche Steigung und unterscheiden sich nur im Achsen-
abschnitt m(n) (siehe auch Abb.12). Dieser wird im Intervall y € [ —1, +1] minimal bei
dem Wert

_______2_!:_:2__ \/ ,2,:,3,, >2 1 A212
T T =Dy <x1(1-A>y B (21
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der fir 1 < 1 immer positiv ist.

Wir suchen jetzt von allen Geraden mit ¢ = +1 aus Gleichung (A1.1b) diejenige mit der
Steigung s_ heraus,

Yo— Y4
Sglny) =s_=— X =%,

Aufgeldst nach #, ergibt sich gerade
N4+ = Nmin

also der gleiche Wert, bei dem der Achsenabschnitt der Geraden mit ¢ = —1 minimal
wird. Hier muB also wegen der Monotonie gelten

9B
FE‘ (Mpin) =0

Setzen wir 5 = ymin in die Achsenabschnitte der Geraden fir £ = +1 und ¢ = —1 ein und
verwenden die Rekursionsformel

2 — 4F3

=y 1
T =y "

welche sich aus Gleichung (A2.12) ergibt, so erhalten wir
mp(’Tmln) = M(enin)

Beide Geraden sind also identisch. Die Gerade mit ¢ = —1 und » = ym, ist also auch
Tangente an die Grenzkurve und wegen der Monotonie sogar alle Geraden mit n = #min
(siehe auch Abb.12). Da jedoch alle anderen Geraden mit £ =—1 und 5 # nmn €inen
groBeren Achsenabschnitt haben und die Grenzkurve streng konvex ist, liegen sie im-
mer auBerhalb des zuldssigen Gebietes. Somit ist § bei £ =—1 immer groBer oder
gleich dem Minimum von g bei € = +1 und die Behauptung ist damit bewiesen.

A=1

Hier zeigen wir, daB f im Gebiet 1 streng monoton steigend und im Gebiet 2 streng
monoton fallend ist. Wir beginnen mit Gebiet 1 (d.h. <0 ). In diesem Fall missen wie
oben Gleichung (A2.8) und {A2.9) gelten, wobei jedoch T jetzt lautet

T=——1—

3
N —n

Aus Bedingung (A2.10) ergibt sich

1—n’<1 (A2.13)

was offensichtlich immer erfiillt ist.

Fiir Gebiet 2 ergibt sich statt Gleichung (A2.8) die Forderung
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S(n)o +B(n) <0 ;o ne (0 +1]
Berlcksichtigt man, daB hier S(») < 0 gilt, erh&lt man nach Auflésung nach «

X1+ 2
a>————1(2 )T

Dies ist jedoch identisch mit Gleichung (A2.9a) und fithrt somit auch zu Bedingung
(A2.13), welche immer erfillt ist. Damit ist auch dieser Fall bewiesen,

Somit wére gezeigt, daB die Kurve ﬁ(n) aus (A1.4) wirklich die gesuchte Grenzkurve ist.

Weiterhin folgt auch, daB die restliche Begrenzung des zuldssigen Bereiches durch die bei-
den Geraden $, und f_ gegeben ist. Denn die Funktion E(r,) ist, wie in Anhang A1 dargelegt,
im Gebiet 1 streng konvex und in Gebiet 2 streng konkav. So miissen die Tangenten an
R() ( ¢ = +1) auBerhalb des Bereiches liegen, den die Geraden B. und B_ begrenzen.
Dieses muB jedoch dann auch fir alle anderen Geraden mit —1 < & < +1 zutreffen, da die
obigen Eigenschaften 1-3 fur alle a > amin gelten. Aus dem gleichen Grunde liegen auch beim
Element-Typ 4 alle Geraden der Geradenschar immer auBerhalb des Bereiches, den die
Geraden f. und B_ begrenzen.
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Hexaeder-Element

Viereckelement

quadratisch

Abb.1: Ubersicht Uber die Elementtypen, die fir die CAO-Methode besonders geeignet sind.




- D6 -

/\ C
4] A 2

|

[ [T~—

Abb.2: Beispiel einer Wachstumsblockade eines Knoten bei der Verwendung von Viereckelemen-
ten mit linearem Ansatz bei der Wachstumssimulation eines Druckzwiesels.
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Abb .3: Abbildung des Einheitsquadrates auf ein Element des Modells iber Gleichung (2.2).
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Abb.4: Die Koordinatentransformation (2.7) fiir verschiedene Lagen des Zwischenknotens.
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Abb.5: Die gewdhlte Basis mit Knotennummerierung.
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Abb.6: Die verschiedenen Elementypen mit jeweiliger Grenzkurve (links) und der den zulédssigen
Bereich begrenzenden Geradenschar (rechts) aus Gleichung (3.2) fur £ = +1 und y = —1
bis -1 in Schrittweiten von 1/100. Zusétzlich sind die Punkie R(+1), R(—1) und Ry, ein-
gezeichnet.
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Abb.7: Begrenzungskurven fiir e =1., 0.8, 0.6, 0.4 und 0.2.

”Kontrollkurve”

Mittelposition

-

"Setzkurve”

Abb.8: Demonstration der Korrekiurstrategie, bei der der Zwischenknoten, der ausserhalb des
zulassigen Bereiches liegt (6), auf die neue Position auf der "Setzkurve” (6) zuriickgesetzt
wird.
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Abb.9: Graphische Darstellung zur Bestimmung des Berihrpunktes der Tangenten «; an die ge-
suchte Kurve.
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Abb.10: Bezeichnung der Flachen im Element.
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Abb.11: Zwei im Prinzip denkbare Kurvenformen fiur die den zuldssigen Bereich begrenzende
Kurve, die jedoch nicht méglich sind, weil es immer mindestens eine Tangente gibt (gestri-
chelte Linien), die durch die Mittelpunktslage M des Zwischenknotens gehen.
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£ =10

Abb.12: Geradenscharen aus Gleichung (3.2) fiir verschiedene Werte von ¢ und mit iy = —1 bis +1
in Schritten von 1/100. Die begrenzende Kurve die sich aus Gleichung (A1.4) und (A1.6) er-
gibt ist zusatzlich eingezeichnet. Es ist deutlich zu erkennen, daB die Geradenschar fir
¢ = +1 den zuldssigen Bereich begrenzt. Weiterhin ist erkennbar, daB die Geraden bei
{=—1 alle die gleiche Steigung besitzen und eine dieser Geraden auch Tangente an die
Grenzkurve ist.
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Abb.13: Zwei Plots der Funktion g aus Gleichung (A2.1) aus verschiedenen Blickwinkeln an der
Stelle « =—4.5 und x;=—7., yy=—4., y=2., xy=-3., ys=3.. Die Singularitdten wurden
jeweils bei f =4/ — 5 abgeschnitten.
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Abb.14: Verlauf der Singularititen der Funktion § aus Gleichung (A2.1) in der { — 5 Ebene fiir ver-
schiedene Werte von 1. Die Asymptoten sind gestrichell eingezeichnet. Fiir A >1 erhélt
man einen an der { y =0 )-Ebene gespiegelten Verlauf.
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