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KfK-Seminarreihe: Aktuelle Forschungsgebiete in der Mathematik

Seminarbeitrige 1993

Zusammenfassung

Am 25. Mai 1993 begann im KfK eine Seminarreihe iiber aktuelle Forschungs-
gebiete in der Mathematik, die im engen Zusammenhang mit praxisbezoge-
nen Anwendungen stehen. Ziel dieser Seminarreihe ist, im KfK anwendungs-
orientierte, aktuelle Forschungsthemen aus der Mathematik zu prasentieren.
Ubersichtsvortrage sollen Einblicke in moderne Methoden und Verfahren der
Mathematik erméglichen. Organisiert wurde die Seminarreihe von Rolf Sei-

fert (KfK, IAI) und Thomas Westermann (FH Karlsruhe).

Im vorliegenden Bericht sind die Seminarbeitrége in schriftlicher Form
zusammengefafit.

KfK-Seminar series on Selected Topics in Mathematics

Seminar reports 1993

Summary

In May 25, 1993 a series of seminars was held at KfK on selected topics in
applied mathematics. The aim was to demonstrate the importance of applied
mathematics and to present current research areas in mathematics. Survey
lectures should give an insight in modern methods and methodologies. The
seminars were organized by Rolf Seifert (KfK, IAI) and Thomas Westermann
(FH Karlsruhe).

This report contains the collection of the seminar papers.
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Vorwort

Am 25. Mai 1993 begann die Seminarreihe ” Aktuelle Forschungsgebiete
in der Mathematik - Praxishezogene Anwendungen”, die von Mitar-
beitern des IAI und HDI initiiert wurde.

Ziel dieser Seminarreihe ist, im K{fK anwendungsorientierte, aktuelle For-
schungsthemen aus der Mathematik zu prasentieren. Gedacht ist an Uber-
sichtsvortrage, die Einblicke in moderne Methoden und Verfahren der Ma-
thematik erméglichen. Mit dieser Seminarreihe soll auch der Kontakt zu ex-
ternen Forschungseinrichtungen erweitert und vertieft werden, um weitere
kompetente Wissenschaftler als Gesprachspartner fiir das Kernforschungs-
zentrum zu gewinnen. Dariiber hinaus soll aber auch ein breiter Gedanken-
austausch innerhalb des KfK ermoglicht werden.

Die Zielgruppe fiir das Auditorium sind somit mathematisch-interessierte
Mitarbeiter, die sich neuen mathematischen Verfahren und Methoden aufge-
schlossen zeigen bzw. die selbst an mathematischen Fragestellungen arbeiten.

Die Seminarreihe startete im Somimersemester mit zwei Vortragen, die im
Bereich der numerischen Mathematik bzw. der Intervall-Arithmetik ihre An-
wendung finden. Am 25. Mai begann das Seminar mit einem Vortrag von
Dr. Dobner (Universitdt Karlsruhe), der iiber das Thema ”Was ist schlecht
an schlecht gestellten Problemen?” vorgetragen hat. Die Reihe wurde am
29. Juni mit einem Ubersichtsvortrag von Prof. Dr. Halter (Fachhochschule
Karlsruhe) fortgesetzt, der iiber verschiedene mathematische Verfahren fiir
technische Feldprobleme berichtete.

Im Wintersemester 1993/94 wurde die Seminarreihe durch drei weitere Vortrage
fortgesetzt. Die beiden ersten Vortrage befafliten sich mit statistischen Verfah-
ren in der Mathematik: Prof. Dr. Zamir (Hebrew University of Jerusalem, Is-
rael) berichtete am 29, Oktober {iber ”Material Accountancy: A Game Theo-
retical Analysis” und Prof. Dr. Yakovlev (St. Petersburg Technical University,
Rufland) iiber ”Statistical Methods for the Carcinogenic Risk Assessment”.
Die Reihe schloff DM Hugelmann (HDI) mil einem Vortrag iiber die ”numeri-
sche Losung partieller Differentialgleichungen mittels finiter Differenzen ” ab.

Die Seminarreihe wird im Jahr 1994 fortgesetzt. Fiir Anregungen, Themen-
und Vortragsvorschlage sind die Organisatoren (Rolf Seifert (IAI), Tel. 07247/
824411 und Thomas Westermann (FH Karlsruhe), Tel. 0721/169 253) stets
offen.







Was ist schlecht an schlecht gestellten Problemen?

H.-J. Dobner

Mathematisches Institut II, Universitat Karlsruhe

Zusammenfassung

In diesem Artikel wird die Frage untersucht, was das Schlechte an schlecht gestell-
ten Problemen ist. Dazu wird zunichst erklart, was ein schlecht gestelltes Problem
ist. An Hand mehrerer Beispiele wird sodann das charakteristische solcher Proble-
me aufgezeigt. Weiter werden Méoglichkeiten zur Behandlung und Lésung dieser
Fragestellungen diskutiert. Hierbei wird vor allem die Tikhonov Regularisierung
eingehender untersucht.

1. Begriffsbildung

Schlecht oder inkorrekt gestellten Problemen haftet irgendwie der Makel des Falschen oder
Unrichtigen an. Inwieweit dies gerechtfertigt ist, soll in dieser Arbeit abgeklart werden.

Die Bezeichnungsweise stammt von Hadamard [6] und geht zuriick auf das Jahr 1923.
Hadamards Konzept kann durch nachfolgende Definition prazisiert werden.

Definition 1.1

Es seien X,Y normierte Raume und A: X — Y. Das Problem

(1.1) Af)=g

heiflt gut oder korrekt gestellt genau dann, wenn es folgende drei Eigenschaften hat

(1.2) Existenz: Fir jede Inhomogenitat g € Y existiert minde-
stens eine Losung f € X.

(1.3) Eindeutigkeit:  Zu jedem'g € Y existiert hochstens eine Losung
feX.




(1.4) Stabilitat: Die nach (1.2) und (1.3) eindeutige Losung f
hangt stetig von der rechten Seite g ab, m.a.W.
wird die Inhomogenitat nur "wenig” geandert,
so andert sich auch die entsprechende Losung
nur "geringfligig”.

Im anderen Fall, wenn eine dieser drei Forderungen verletzt ist, heifit (1.1) schlecht oder

inkorrekt gestellt.

Hadamard war der Meinung, daB jede korrekte mathematische Formulierung einer sinnvol-
len physikalischen Fragestellung zu einer mathematischen Gleichung fithren muf}, welche
den Bedingungen (1.2) - (1.4) genugt.

Entsprechend vorstehender Definition mu man verschiedene Arten der Schlechtgestellt-
heit unterscheiden und zwar

e Nichtexistenz

e Nichteindeutigkeit

e Instabilitat
Vor allem dem letzten Punkt der extremen Verstarkung von Datenfehlern in der Losung
gilt das Hauptaugenmerk bei der Behandlung inkorrekt gestellter Fragestellungen, denn

die Nichtexistenz 138t sich durch Ausweitung des Losungsbegriffs und die Nichteindeutig-
keit durch das Vorschreiben von Normierungsbedingungen meist erzwingen.

Bevor wir tiefer in die Behandlung inkorrekt gestellter Probleme einsteigen, werden wir
uns deren charakterisierendes Verhalten an Hand einiger ausgewahlter Beispiele verdeut-
lichen.

2. Beispiele

2.1 Lineares Gleichungssystem

(2.1) Az =b
mit A € R™", z,b € IR" und

(2.2) det(A)=¢e>0, e k1.

Ist die rechte Seite lediglich naherungsweise bekannt, so kann die damit berechnete Losung
von der tatsichlichen sehr stark abweichen, auf Grund der fehlenden Stabilitdt haben




wir es mit einem schlecht gestellten Problem zu tun. So wird beispielsweise bei dem
Gleichungssystem

€ 0 1 by
(2.3) . : = :
0 € Tp b,

ein Fehler in b mit dem Faktor ! verstarkt. Sind sowohl rechte Seite b als auch die Matrix
A nur naherungsweise bekannt, d.h. liegt in Wirklichkeit nicht das System Az = b,
sondern das gestorte System Az = b vor, kann es zusatzlich vorkommen, daB die Losung
nicht eindeutig ist, eventuell nicht einmal existiert, so daf# wir es auch in dieser Situation
mit einem inkorrekt gestellten Problem zu tun haben.

2.2 Anfangswertproblem fiir harmonische Funktionen

Dieses Problem wurde von Hadamard als Beispiel eines inkorrekt gestellten Problems
angegeben:

uww(x) y) + 'U,yy((l?, y) =10’ (w’y) € IR‘ X [0> OO)
u(z,0) =0, ug‘](x,O) = ;sin(nm), zeR,neN.

Die Anfangsdaten konvergieren gleichmafig gegen Null
“2,"1(50,0) =0, n — oo,
wohingegen fiir die zugehérigen eindeutig bestimmten Losungen
M(z,y) = 1 sin(nz) sinh(ny)
u(e,y) = — y

fir kein y > 0 Konvergenz vorliegt. Wir erkennen fir grofie n, daf obwohl sich die
Anfangswerte nur wenig andern, die Abweichung der entsprechenden Losungsfunktionen
exponentiell anwachst, also Forderung (1.4) unerfillt ist.

Zur weiteren Verdeutlichung der bei schlecht gestellten Problemen auftretenden
Phanomene diene das folgende Modellbeispiel (vgl. dazu auch Louis [9]).

2.3 Modellbeispiel

Eine Black Box transformiert das konstante Eingangssignal 1 in ein Ausgangssignal g.
Nimmt man zur Identifizierung dieser Black Box an, daf} sie linear und kausal ist, so 1aft
sie sich als Volterrasche Integralgleichung 1. Art modellieren:




T

(2.4) A(f(z)) = /1 f(t)dt = g(z), 0< v < a, a € R,

0

die Funktion f beschreibt also die Black Box. Ist ¢ € C'[0,a] und weiterhin die
Losbarkeitsbedingung :

(2.5) g(0)=10

erfillt, so ist die eindeutig existierende Losung von (2.4) gegeben als

(2:6) A fz)=4'(z).

z€[0,a]

Werden die Daten g nur ein wenig abgeandert, etwa:

9(0) = v # 0,

so ist (2.5) und somit (1.2) verletzt. Ein weiterer Effekt tritt in Erscheinung, wenn lediglich
Néaherungswerte fiir die Ausgangsdaten vorliegen. Sei g gestort zu

() = g(z) + sin(nz), z € [0,q],

dann bleibt ¢° weiterhin differenzierbar und erfiillt die Losbarkeitsforderung. Fiir den
Datenfehler (in der Maximumnorm) gilt

g’ - gll <6

der Ergebnisfehler

172 = I < ns,

ist abhangig von n und kann daher beliebig grof8 ausfallen, so dafl bei dieser Konstellation
zwar (1.2), (1.3) nicht aber (1.4) zutreffen.

Als nachstes wenden wir uns den inversen Problemen zu und erschlielen auf diese Weise
eine Klasse inkorrekt gestellter Fragestellungen.

3. Inverse Probleme

Ist die direkte Messung der Eigenschaften eines Objektes nicht méglich, sondern mufi man
von indirekten Beobachtungen auf diese Grofle zuriickschlieBen, so spricht man von einem
inversen Problem. Eine inverse Aufgabe 1a8t sich auch durch die Kurzformel




"Wirkung beobachtet, Ursache gesucht”

beschreiben. Da es eine exakte Definition dieses Begriffs nicht gibt, soll der Unterschied

zwischen direktem und inversem Problem an Hand der Warmeleitungsgleichung

(3.1)

u(z,t) = uze(z,1), (2,t) € [0,7] x[0,T], T € R,

gegeniiberstellend verdeutlicht werden (vgl. KreB [7]).

direktes Problem

inverses Problem

die Randvorgaben sind in beiden Fallen die gleichen:

A (@(0,8)=0 A u(mt)=0).

tefo,T)

Ausgehend von der bekannten An-
fangstemperaturverteilung f(z), = €
[0,7], zum Zeitpunkt ¢ = 0, soll die
Endtemperatur u(z,T) = g(z), z €
[0, 7] ermittelt werden.

Ausgangspunkt ist die gemessene End-
temperatur g(z), z € [0,7], zum Zeit-
punkt ¢ = T; damit soll die Anfang-
stemperatur u(z,0) = f(x) berechnet
werden.

Durch einen Separationsansatz, wobei ¢, bzw. d, die
Fourierkoeffizienten bedeuten, erhdlt man jeweils die

eindeutig bestimmte Losung:

o0
u(z,t) = 3 cae™ tsin(na),
n=1

wobei
(z,t) € [0,7] x [0, T).

u(e,t) = 3 dpe™ T sin(na),

n=1

wobei
(z,t) € [0,7] x [0,T].

Legen wir den Raum L?[0, T] zugrunde, so erhalt man:

lgllz < eI A3

Hier ist die Endtemperatur stetig von
der Anfangstemperatur abhingig, das
Problem somit gut gestellt im Sinne
von Definition 1.1.

A IFE > Cllalls,

C€(0,00)

Die Losung des inversen Problems be-
steht in der Interpretation der Daten
g, also der Konstruktion des Urbildes,
dieses hangt nicht in stetiger Weise von
g ab, das Problem folglich inkorrekt ge-
stellt,

Charakteristisch fiir inverse Probleme
ist, dafl sie im Sinne von Hadamard
schlecht gestellt sind.

_ i —




Inverse Probleme spielen mittlerweile eine wichtige Rolle in der industriellen Praxis, was
auch dazu gefiihrt hat, sich intensiver mit der Losung schlecht gestellter Aufgaben zu
befassen. Bevor wir uns der Behandlung schlecht gestellter Probleme zuwenden, sollen
zuerst noch einige praxisrelevante inverse (und damit inkorrekte) Probleme vorgestellt
werden, um deren Bedeutung hervorzuheben.

4, Inverse Probleme in der Praxis

Es sollen hier einige Probleme beschrieben werden, die allesamt inverse Fragestellungen
reprasentieren. Die Modellbildung, der Weg vom physikalischen Problem hin zur mathe-
matischen Gleichung, wiirde die Zielsetzung dieser Abhandlung tiibersteigen. Wir verwei-
sen daher auf die Literatur und begniigen uns mit einer kurzen Charakterisierung der
einzelnen Aufgaben.

Bei der Computer Tomographie geht es darum, auf nichtinvasive Art und Weise Einblick
in die Morphologie von Patienten zu gewinnen (s. Natterer [10]). Ein Gebiet wird von
Roéntgenstrahlen durchlaufen. Aus der Verinderung der Intensitiat der Strahlen wird die
Gewebedichte in dem von Réntgenstrahlen durchlaufenen Gebiet bestimmt und so ein
Bild von einem Schnitt durch den Patienten erzeugt. Mathematisch wird dies durch eine
Integralgleichung 1. Art — die Radon Integralgleichung — dargestellt.

Auf dhnliche Probleme fiihrt die Laufzeitanalyse in der Seismik. Ausgangssignal sind
kiinstlich erzeugte seismische Wellen. Aus Laufzeitmessungen kann auf Formationen im
Erdinnern ((")lfelder 0.4.) geschlossen werden. Auch dieser Prozefl wird durch eine Inte-
gralgleichung 1. Art beschrieben (vgl. Fawcett [4]).

In der Hydrologie geht man bei der Bestimmung eines Diffusionskoeffizienten von ei-
nem Gleichgewichtszustand aus und versucht daraus die Durchlafligkeit eines porosen
Mediums zu berechnen. Dieses inverse Problem der Grundwasserstromung l1afit sich als
hyperbolische Differentialgleichung 1. Art auffassen (Richter [12]).

Aus der industriellen Praxis entstammt die Frage des Reflektordesigns. Gesucht ist der
Entwurf eines Reflektors, so dafB sich die Lichtverteilung in Ebene und Sphare in vorgege-
bener Weise verhalt. Mathematisch gesehen verbirgt sich hinter dieser Fragestellung eine
nichtlineare partielle Differentialgleichung 2. Ordnung.

Das Auffinden von zylindrischen Armierungseisen im Stahlbeton 1afit sich mathematisch
als Integralgleichung 1. Art modellieren. Darauf aufbauend kann eine baustellentaugliche
Methode zur Lokalisierung von Armierungseisen entwickelt werden.

In der Stahlindustrie hat man es haufig mit dem Problem zu tun, die Warmeverteilung
innerhalb eines Stahlstrangs zu ermitteln. Allerdings kann die Temperatur nur teilweise
am Rand exakt gemessen werden. Die daraus resultierende nichtlineare parabolische
Differentialgleichung ist schlecht gestellt (vgl. Engl [3]).




Auf eine Abelsche Integralgleichung 1. Art stoft man in der Stereologie: Eine Menge
Kugeln mit unbekannter Radienverteilung ist in einem Volumen verteilt. Man legt nun
endlich viele Schnitte durch dieses Volumen und erhélt so Kreisscheiben. Aus der Ver-
teilung dieser Radien (fiir endlich viele Schnitte) versucht man auf die Verteilung der
Kugelradien zu schlieflen.

Eine umfangreiche Subklasse inverser Probleme bilden inverse Streuprobleme.

Aus Messungen von an Korpern gestreuten elektromagnetischen oder akustischen Wellen
ist man bestrebt, auf Eigenschaften jener Objekte zuriickzuschlieflen. Vor allem in der
nichtzerstorenden Materialpriifung finden solche Verfahren ihre Anwendung. Auch hier
konnen viele Probleme als Integralgleichungen 1. Art geschrieben werden.

5. Die Behandlung schlecht gestellter Probleme

Wie zuvor gesehen, filhren zahlreiche korrekt mathematisch modellierte praxisrelevante
Aufgaben auf schlecht gestellte Probleme. Wir werden uns jetzt damit auseinandersetzen,
wie man solche Probleme behandelt. Um die methodischen Aspekte deutlich zu machen,
treffen wir folgende Voraussetzungen:

X,Y Hilbertraume

A: X — Y kompakt, linear, injektiv
Das Problem

(5.1) A(f)=g, g€Y,

sei schlecht gestellt.

Dabei ist die Forderung nach Injektivitat keine prinzipielle Einschrankung der Allgemein-
heit, da bei Homomorphismen die Eindeutigkeit durch entsprechende Modifikation des
Losungsraumes X gewihrleistet werden kann. Ist X ein unendlichdimensionaler Raum,
so bedeutet dies, daB die Umkehrabbildung A~': A(X) — X unbeschrinkt ist und man
somit vor die Aufgabe gestellt wird, eine Approximation fiir die unbeschrankte Inverse
A~! anzugeben. Dazu bedient man sich der Methode der Regularisierung.

Definition 5.1
Eine Regularisierung ist ein Verfahren zur Gewinnung einer stabilen Niherungslésung von

(5.1), genauer: eine Regularisierung ist eine mit einer positiv reellen Zahl a parametri-
sierte Familie beschrankter linearer Operatoren R,




(5.2) R, Y - X, a>0,

so daf

(5.3) /\X lim Ra(A(p)) = ¢.

Bemerkung 5.1

Legen wir dim X = oo zugrunde, so kann wegen der Kompaktheit von A

e R, nicht gleichmaBig beschrankt beziiglich « sein.

e R,A nicht normkonvergent fir & — 0 sein.

Wie in der Praxis haufig, wird die Losung f von (5.1) ausgehend von einer gestorten
rechten Seite ¢g° mit bekanntem Fehlerniveau & ermittelt:

(5.4) lg® —gll < &

Statt der ungestorten Losung f erhalt man jetzt die regularisierte Losung f8 := R,(g°).
Ziel ist es, die Regularisierung derart zu konstruieren, daf8 f¢ stetig von g° abhangt. Fiir
den Rekonstruktionsfehler || f& — f]| gilt:

(5.5) 1o = £l < 8l Rall + [[Ra(A(S)) = £,

er besteht demzufolge aus zwei Anteilen: Datenfehler || R,|| und Regularisierungsfehler
|R«(A(f)) = f]l. Um das unterschiedliche Verhalten der beiden Fehler kennenzulernen,

betrachten wir noch einmal Beispiel 2.3.

Beispiel 5.1

Gilt fir die Inhomogenitat in (2.4) g € C3[0,a], so ist eine Regularisierung von (2.4)
gegeben durch

(56) Ralo(@) = 5-(9(a +) ~ g(x ~ @), @ € (0,00).

Stehen nur gestorte Daten ¢° zur Verfiigung, so erhalt man fiir die Datenfehler die
Abschétzung




(57) Ral(s" ~ )] < 5,

und dieser Anteil wird mit gréfler werdendem « kleiner. Will man den Regularisierungs-

fehler

(5.5) IBo(A() = 11 S S 17N

verkleinern, so muB man den Parameter a ebenfalls verkleinern. Aus (5.7) und (5.8) liest
man ab, dal der Gesamtfehler nicht beliebig klein gemacht werden.

Tabellarisch kann das Verhalten dieser beiden Fehleranteile folgendermaflen erfafit werden:

Datenfehler | Regularisierungsfehler

o—0 /! N
o — 00 v /

Damit 148t sich das fiir alle schlecht gestellten Probleme charakteristische Fehlerverhalten
skizzieren.

Abb. 1: Gesamtfehler (gestrichelt)

Somit erfordert jedes Regularisierungsverfahren eine eigene Strategie, um den Parameter
o geeignet zu wahlen,

6. Konstruktion von Regularisierungsverfahren
Wir behalten die Voraussetzungen des vorherigen Abschnittes bei.




Definition 6.1

Die singularen Werte g, von A sind die positiven Wurzeln aus den fallend angeordneten
Eigenwerten des nichtnegativ, selbstadjungierten Operators A*A, wobei diese entspre-
chend ihrer geometrischen Vielfachheit vorkommen.

Bemerkung 6.1

Fiir die Singularwerte p, gilt

(6.1) lim 4, =0.

Definition 6.2

Ein singulares System (g, u,,v,) von A besteht aus den singuliren Werten g, von A,
sowie zwei Orthonormalfolgen u, € X, v, € Y, n € IN, mit

(62) Aun = HnUn,

(6.3) A*v, = pny.

Die Losbarkeit von (1.1) 1a8t sich durch den Satz von Picard beantworten:

Satz 6.1

Es seien X, Y Hilbertraume mit Innenprodukt <,>!, A: X — Y kompakt, injektiv, linear.
Die Gleichung

(6.4) Af) =9
ist genau dann losbar, wenn
(6.5) g€ N(A*)*

und

! Fiir das Innenprodukt in X bzw. Y verwenden wir das gleiche Symbol <, >. Aus dem Kontext ist
ersichtlich, welches jeweils gemeint ist.




o0
1
(6.6) Y Sl<gon>]P <o
n=1 p’n

erfiillt sind. In diesem Falle ist die Losung f von (6.4) darstellbar in der Form

<01
(6.7) f=3 —<g,v.> up.
n=1 Fn
Beweis.
vgl. KreB [7] o

Bemerkung 6.2

Die Glattheitsforderung (6.6) ist eine Bedingung an das Abklingverhalten der Fourierko-
effizienten von g beziiglich v,.

Bemerkung 6.3

Der Darstellung (6.7) entnimmt man, dafl Fehler in ¢ mit dem Faktor ~1: verstarkt werden,
so dafl man daraus eine Klassifizierung der Schlechtgestelltheit ableiten kann:

Ein Problem heifit starker inkorrekt als ein anderes, wenn seine
Singularwerte schneller als die des anderen fallen.

Es bietet sich an, durch Abschwichen der grofien Werte ;};, die Losung (6.7) zu regulari-
sieren, man erhalt auf diese Weise

201
fa = Z‘-“Fa(un) < g, Vn > Un.

n=1 Fn

Die Funktion F,(p,) wird als Filter bezeichnet.




Satz 6.2

Gentigt der Filter Fy, o € (0,00), den Forderungen

(6.8) /\ Fa beschrankt,
a>0
(6.9) lim F(ptn) = 1,
1
(6.10) A N |Falpn)—| < e(e),
a>0 ¢(a)>0 n€N Fon

so ist die Familie der beschrankten, linearen Operatoren

(6.11)

ein Regularisierungsverfahren mit

(6.12)

I Ball < ().

1
—Fa(ﬂn) < 9,V > Un,

geyY

Durch Wahl der Dampfungsfunktion erhalt man verschiedene Regularisierungsverfahren,
die Daten der bedeutendsten Regularisierungen sind hier tabellarisch zusammengefafit.

Regularisierung | Fo(pn) Ra(g) Parameterbereich ¢(a) aus (6.10)
Abgeschnittene 1 1
Singularwert- — < g,vn > Uyl @ € (0, 00) —
zerlegung L pn2a #:Zz:a n " " Ve
0, HPn < O

Landweber- —a 2vad o

. ) —(1 —wp , v 1
Frldm.ann /n)2 “’ZI wA* A)F a€N w(a +1)
Iteration 0<w <14l =
Tikhonov
Regularisierung #a (o + A*A)~1A%g a € (0, 00) L

12+ o ’ 2/

Eine entscheidende Bedeutung bei der Anwendung all dieser Verfahren kommt der Wahl
eines geeigneten Regularisierungsparameters zu, damit werden wir uns jetzt beschaftigen.




7. Wahl des Regularisierungsparameters

Der Regularisierungsparameter kann auch nach dem "trial and error” Prinzip ausgewahlt
werden. An Hand der bedeutsamsten Regularisierungsmethode — der Tikhonov Regu-
larisierung — soll jedoch eine systematischere Vorgehensweise entwickelt werden. Dazu
studieren wir die Tikhonov Regularisierung unter dem Gesichtspunkt einer Residuen Mi-
nimierung mit Strafterm. Es gilt

Satz 7.1

Es seien X,Y Hilbertraume. A: X — Y kompakt, linear, injektiv und

(7.1) Afy=9
schlecht gestellt.

Dann gilt

(7.2 A AV IAG = ol +alfull?

a>0 geY fa€X
_ T 2
= inf (1A() ~ gl + all 17}
Dabei ist f, gegeben als eindeutige Losung von

(7.3) (al + A*A)(f,) = A*(9),
und hingt dabei stetig von g ab.

Beweis.

s. Kref [T7]. 0

Das quadratische Optimierungsproblem (7.2) 148t sich als penalty Methode eines der
beiden Optimierungsprobleme mit Nebenbedingung interpretieren:

Entweder
Minimiere Residuum || A(f) — g| durch Einschrénken der Lésungsmannigfaltigkeit.
Aus Griinden der Ubersichtlichkeit beziehen wir uns hier darauf, daf§ die Norm von

f beschrankt ist
Il < p.

Man erhalt eine sogenannte Quasi-Losung f,. Dieses Konzept geht auf Ivanov zuriick




oder
Minimiere || f]| unter der Nebenbedingung, daf§ die Defektnorm beschrankt ist:

IA(f) - gl <o,

diese auf Morozov zurtickgehende Idee filhrt zur sogenannten Diskrepanz-Losung f,.

Die jeweilige Ermittlung des Regularisierungsparameters stellen wir fiir beide Prin-
zipien in Ubersichtsform zusammen, wobei wir voraussetzen, daB A(X) dicht in YV’
liegt.

8. Allgemeine Situation

Wir verzichten jetzt auf die Kompaktheit des Operators A, stattdessen betrachten wir
(5.1) unter der Voraussetzung, daB, wenn X,Y Hilbertraume bezeichnen, A: X — Y
linear und stetig ist.

Man verallgemeinert den Losungsbegriff auch fir nicht aus dem Bildraum stammende
Elemente, indem man den Defekt ||A(f) — ¢|| minimiert und unter allen minimierenden
Elementen dasjenige mit kleinster Norm auswahlt. Das fihrt auf die verallgemeinerte
Inverse.

Definition 8.1

Die verallgemeinerte Inverse oder Moore-Penrose Inverse Al ist eine Abbildung definiert

durch
( At:Dp(Al) = R(A)® R(A): > X

g Al(g) =i/,
(8.1) { wobei

fi= Iﬁglr'l{so € M}, M := {p € X:||A(p) ~ gl = min [ A(¥) - gll}

f heit Moore-Penrose Losung.

Satz 8.1

Die Moore-Penrose Losung f = AT(g) ist die eindeutig bestimmte Lésung der Gleichung




Bestimmung des Regularisierungsparameters

Quasi-Losung f,

Diskrepanz-Losung fy

Zu  minimierende | ||A(f) — g|| | £l

Grofle

Nebenbedingung lfll < p, p a priori Information | ||A(f) — ¢]| € o, o Schranke fiir
tiber Norm der Losung Fehler in ¢

Grundidee Stabilisierung durch Einschran- | Es ist nicht sinnvoll, das Residu-

kung der Lésungsmannigfaltig-
keit

um kleiner als den Fehler in g
zu machen. Stabilisierung wird
durch Minimierung der Norm der
Losung erreicht.

Interpretation der

A(f,) Bestapproximation aus

fa Bestapproximation aus

Losung A(K,(0))angeY. {f:NJA(f)—gl| < c}an D€ X.
K,(0):={f € X :||fll < p}
Bestimmung  der
Losung 1)  ge A(K,(0):f,=0 ' 3 ‘lg“ < o
9)  g¢ A(K,(0)): Es gilt 2) ol > s gilt
V H(aa) = llA(fad) gl’~o* =0
V Glay) = fa ll* —p* =0 PO
@g>0 — Newton-Verfahren zur Be-
— Newton-Verfahren zur Be- stimmung von ayg:
stimmung von a,:
gu+1) = a.g") G’(a(")) 1G(a (V)) ac(iu+1) _ af{u) —H'(afj’))‘lH(af,”))
Die dabel(u)benotlgten GroBen Die dabei bendtigten GroBen
v Y - i al)
fo?, dagl) bestimmt man mit fa ("), ‘g ) bestimmt man mit
. Qg
Hilfe von (7.3). Hilfe von (7.3).
Stabilitat [, hangt schwach stetig von g ab. | f; hangt schwach stetig von g ab.




(8.2) A*(A(S)) = A*(9)

in R(A*).

Beweis.

vgl. Louis [9] 0

Bemerkung 8.1

Ist A ein linearer, kompakter Operator, so lafit sich f (und damit At) mit Hilfe der
Singularwertzerlegung explizit in der Form (6.7) darstellen.

Die Moore-Penrose Inverse A ist aber i.a. unstetig, so daB noch gemafi Abschnitt 5, eine
Regularisierung durchgefiihrt werden mufl.

9. EinschliefSlungsverfahren fiir schlecht gestellte Probleme

Unter dem Begriff E-Verfahren oder Einschlieffungsverfahren werden numerische Algo-
rithmen subsummiert, welche die zusatzliche Qualitatseigenschaft aufweisen:

Zusammen mit der numerisch berechneten Loésung werden
mathematisch garantierte (enge) Fehlerschranken angegeben.

Die wichtigsten E-Verfahren zugrundeliegenden Konzepte werden nachfolgend stichpunkt-
artig skizziert. Fiir eine weitergehende Darstellung sei auf den Sammelband von Kulisch
[8] verwiesen.

Ultra-Arithmetik: Reihenentwicklung von Funktionen als arithmetische Methode.

Funktoid: Endliche Reihendarstellung von Funktionen mit Erfassung des Abschneide-
fehlers in Verbindung mit Ultra-Arithmetik.

Intervallfunktoid: Spezielles Funktoid, wobei die Objekte Funktionenmengen sind, de-
ren Graph zwischen zwei Grenzfunktionen liegt.

Modifizierte Fixpunktsatze: Fixpunktsatze, die derart modifiziert sind, daff ihre Vor-
aussetzungen von Rechnern tiberpriifbar sind.

In diesem Abschnitt sollen einige grundsatzliche Uberlegungen angestellt werden, wie
schlecht gestellte Aufgaben einschlieBungsmaBig behandelt werden kénnen. Hierbei ver-
stehen wir unter EinschlieBung der Losung eines schlecht gestellten Problems stets die
EinschlieBung der regularisierten Moore Penrose Losung.




Cum grano salis wird durch eine Regularisierung eine Gleichung 1. Art in ein Problem 2.
Art transformiert. Fir zahlreiche Probleme 2. Art existieren jedoch effiziente Verifikati-
onsalgorithmen. Die zur Einschlieflung n6tigen Schritte sollen an Hand der Fredholmschen
Integralgleichung 1. Art

b

(9.1) A(f(s)) 5= [ Ks,0)f(t)dt = g(s) |

a

basierend auf der Tikhonov Regularisierung mit Parameterwahl gemaB Abschnitt 7 be-
schrieben werden. Als Gleichung fiir die regularisierte Losung erhalt man die parameter-
abhangige Fredholmsche Integralgleichung 2. Art

b

b b
9.2)  afa(s)+ / / k(7, s)k(r, 1) fu(t)drdt = / k(s,)g(t)dt, a<s<b.

a

Will man Quasi-Losungen behandeln, ist wie folgt zu verfahren (vgl. Abschnitt 7, der
besseren Lesbarkeit wegen werden die Indizes g bzw. d weggelassen). Wihle o(®), so daf

(9.3) o9 p < || Alls.

Iteriere gemaf}

(9.4) ot = o) — (@"(a"))1G(™), v=0,1,...,
dabei ist
(9.5) | G(a®) = |l - o,
v dfa(")
(9.6) G'(a™)) = 2Re < FROR fat) >,

und i—f‘:%% geniigt der Gleichung 2. Art

b
il | [ ] o,
(9.7) == + k(r, s)k(r,t) 7o) drdt = — f v,
(9.8) Joy aus (9.2).

Bei Anwendung des Diskrepanz-Prinzips ergibt sich

S, T -




Starte mit o(®) gemaf

(9.9)

oO(lg’ll - 6) < JIA|I* - &.

[teration nach

(9.10) o) = o — (H'(aM)) T H( M), v=0,1,...,
wobei
(9.11) H(a") = |A(fsn) — glI” = o”

df p
(9.12) H@W)= - <25, / k(L 8) faon (2)dE >

v dfa(u)

(9'13) - ”fa(”)”2 - 2(1‘ )Re < da(u), fot(") >
es gilt
(9.14) jﬁ*(‘:; erfiillt (9.7)
und
(9.15) foy aus (9.2).

Die zur Verifikation notigen Arbeiten konnen jetzt angegeben werden:

(A)

Lése (9.4)/(9.10) mit dem Schumacher-Solver (vgl. Schumacher [13]); man erhalt
auf diese Weise ein Intervall [}, in dem mit Sicherheit die gesuchte Nullstelle liegt.
Die Beziehungen (9.5),(9.6)/(9.11),(9.12) sind unter Einsatz des exakten Skalarpro-

dukts auszuwerten. Die benétigten Grofien I“k‘;”% bzw. f,u) konnen durch verifi-
ziertes Losen der Integralgleichungen (9.7) bzw. (9.2) eingeschlossen werden (siehe
Dobner [2]).

Mit dem so berechneten Parameterintervall [a] wird abschlieBend die Gleichung
(9.2) einschlieBungsmaBig gelost; man berechnet ein Funktoidelement Fj,}, in dem
mit Sicherheit die Moore Penrose-Losung graphenmafig enthalten ist.
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(C) Durch Berechnung des Defekts

b
/ k(s 8) Fiag(t)dt — g(s), a<s<b,

mit intervallanalytischen Methoden kann die erzielte Genauigkeit tiberpriift werden.

Numerische Studien fiir diesen Problemkreis sind gerade in Arbeit und werden in
einem separaten Artikel ver6ffentlicht.

10. Was ist schlecht an schlecht gestellten Problemen?

Nach der eingehenden Untersuchung schlecht gestellter Fragestellungen kénnen wir nun
die eingangs aufgeworfene Frage wie folgt beantworten:

Schlecht an schlecht gestellten Problemen ist

e in erster Linie die Begriffsbildung, welche historisch bedingt ist. Wie gesehen, kann
sehr wohl ein korrektes Modell eines sinnvollen technischen Problems durch eine
mathematische Gleichung beschrieben werden, das eine der Bedingungen in Defini-
tion 1.1 verletzt. Nicht das Modell ist schlecht abgefaBt oder das Problem falsch
formuliert, sondern die sie beschreibende Gleichung erfordert eine besonders sor-
gfaltige (numerische) Behandlung.

e ihr sensibles Verhalten gegeniiber kleinen Storungen, was ihre numerische Beherr-
schbarkeit einschrankt oder zumindest stark erschwert. Trotzdem ist es prinzipiell
moglich, wie zuvor aufgezeigt, auch gesicherte Fehleraussagen zu berechnen.

Das Wort ”schlecht” im Zusammenhang mit schlecht gestellten Problemen ist nicht
wortlich zu nehmen, sondern in diesem Sinne zu interpretieren.
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Mathematische Verfahren fir technische Feldprobleme

Eberhard Halter
Fachbereich Feinwerktechnik, Fachhochschule Karlsruhe

Kurzfassung

In Spannungs-, Verformungs- und Schwingungsanalysen an festen Bauteilen, Stro-
mungsberechnungen in Gasen und Flissigkeiten, bei der Berechnung von elektroma-
gnetischen Feldern und der Ermittlung von Temperaturverldufen und Wérmefllissen
geht es immer um die Bestimmung der rdumlichen Verteilung und/oder des zeitlichen
Verlaufs von physikalischen GréBen aufgrund bekannter Gesetze. Typisch flir diese
technischen Feldprobleme sind komplizierte Geometrien und das Zusammentreffen
mehrerer duBerer Einflisse. Auf brauchbare Lésungen solcher Probleme fiihren einige
bekannte numerische Verfahren wie die Finite-Elemente-Methode (FEM), die Randele-
mentemethode (BEM) und Differenzenverfahren auf randangepaBten Koordinaten
(BFC). Eine Skizze der Verfahrensideen und eine Diskussion ihrer Eigenschaften geben
einen Uberblick.

Technische Feldprobleme

Das raumliche Gebiet, auf dem eine physikalische GréBe bestimmt werden soll, setzt
sich in technischen Feldproblemen meist aus mehreren Teilen mit verschiedenen physi-
kalischen Parametern zusammen. Es kann mehrfach zusammenhéngend sein und sein
Rand kann Ecken und Rundungen aufweisen. Am Beispiel Elastomechanik wird schnell
die Vielfalt der Feldprobleme deutlich: die Geometrie der Bauteile, die Eigenschaften
der verwendeten Materialien und die Lagerungen und Belastungen kénnen vorgegeben
werden. Durch Idealisierungen und Berlcksichtigung von Symmetrien kann manches
der Probleme in Bezug auf die geometrische Dimension und die Anzahl der abhangigen
Variablen vereinfacht werden.

Mathematische Verfahren

Analytische Verfahren sind nur fiir einige einfachere Feldprobleme bekannt. Unter den
numerischen Methoden flr Feldprobleme sind die Finite-Elemente-Methode (FEM), die
Randelementemethode (BEM) und Differenzenverfahren auf randangepaBten Koordi-




naten (BFC) die bekanntesten. lhre Flexibilitat zur Erfassung der Probleme, ihre Zuver-
lassigkeit und der Aufwand bei ihrem Einsatz soll erértert werden. Eine Skizze der Ver-
fahrensidee ist dabei hilfreich.

FEM

Die Geometrie des Berechnungsgebiets wird mit Hilfe von einfachen Teilen (Elemente)
naherungsweise erfaBt. Es werden zunichst Punkte (Knoten) definiert. Benachbarte
Knoten werden dann zu Elementen (Polygone oder Polyeder) verbunden. Die gesuch-
ten physikalischen GréBen werden als Uberlagerungen von Formfunktionen mit den
Werten der gesuchten GréBe an den Knoten als Koeffizienten angesetzt. Im Ritzverfah-
ren wird ein zum Feldproblem &quivalentes Variationsproblem geldst. Das Einsetzen
des Lésungsansatzes und partielles Ableiten nach den Knotenvariablen flhrt auf ein li-
neares Gleichungssystem. In der Elastomechanik ist das Feldproblem ein Randwert-
problem und bedeutet ein Kraftegleichgewicht, das &quivalente Variationsproblem ist
ein Extremalprinzip und bedeutet das Minimum der gesamten potentiellen Energie. Die
Galerkinmethode ist eine Alternative zum Ritzverfahren. Beim Einsetzen des L&sungs-
ansatzes in die Feldgleichung ergibt sich ein Residuum. Man versucht nun, die Knoten-
variablen so zu wéhlen, daB das Residuum orthogonal zum linearen Erzeugnis der
Formfunktionen ist. Dadurch wird die Lésung zur Bestapproximation im von den Form-
funktionen aufgespannten linearen Unterraum. Es ergibt sich auch hier ein lineares
Gleichungssystem fiir die Knotenvariablen. Die vom Ritzverfahren und der Galerkin-
methode hergeleiteten linearen Gleichungssysteme sind gleichwertig, d. h. sie haben
dieselbe Losung, ihre Matrizen sind symmetrisch und positiv definit mit einer Band-
struktur. Zu ihrer Lésung gibt es mehrere robuste Verfahren, z. B. die Choleskyme-
thode.

Die Vorteile der FEM sind der groBe Einsatzbereich sowohl in Bezug auf die Geome-
trievorgaben als auch hinsichtlich der Art der Feldprobleme. Es gibt ausgereifte Soft-
ware von mehreren Anbietern, viele Anwender und eine stetige Weiterentwicklung. Un-
ter den Nachteilen der FEM kann man den Bedienungsaufwand und bei hohem An-
spruch an Genauigkeit den hohen Bedarf an Speicher und Rechenzeit sehen. Aber die
Entwickler der Software haben gerade in neuerer Zeit erhebliche Verbesserungen er-
zielt, z. B. bequeme Bedienungsoberflachen, Kopplung mit CAD, iterative Ldser fur die
Gleichungssysteme. Die Anforderungen an die Hardware wurden friher nur von GroB-
rechnern erfilllt, jetzt gibt es ernsthafte FEM-Software auch fir Kleinrechner.
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BEM

In der Potentialtheorie werden Darstellungen von FeldgréBen mit Hilfe von Belegungen
auf dem Rand des Gebiets hergeleitet. Damit kdnnen einige Feldprobleme als &quiva-
lente Integralgleichungsprobleme formuliert werden, bei denen die Werte dieser Bele-
gungen auf dem Rand des Gebiets gesucht sind. Durch eine geeignete Diskretisierung
des Gebietsrandes und eine Approximation der gesuchten Beleguhg mit einem Ansatz
aus Formfunktionen flihrt das Integralgleichungsproblem zu einem linearen Gleichungs-
system fur die Knotenvariablen. Diese Vorgehensweise wird als Randelementemethode
(Boundary Element Method) bezeichnet.

Durch die Beschrankung auf den Gebietsrand wird das Problem um eine Dimension
kleiner. Dies ist ein wesentlicher Vorteil der BEM, man hat im allgemeinen weniger
Knoten und Gleichungen, die Modellerstellung und auch die CAD-Anbindung sind einfa-
cher. Die BEM liefert bei Problemen mit Spannungskonzentrationen oder RiBbildungen
eine gute Genauigkeit. Bei AuBenraumproblemen kann sie eingesetzt werden, obwohl
das Gebiet unbeschrankt ist (Schwierigkeit bei FEM). Die linearen Gleichungssysteme
der BEM sind zwar kleiner, aber ihre Matrizen sind voll besetzt, unsymmetrisch und in-
definit. Daher kommt es zu keiner wesentlichen Reduzierung des Rechenaufwandes.
Der Anwendungsbereich in Bezug auf die Art der Feldprobleme ist kleiner als bei den
FEM. Die Erfahrungen im praktischen Einsatz der BEM zeigen Vorteile gegenlber der
FEM bei kompakten Bauteilen, jedoch Nachteile bei schlanken Kérpern (bei groBem
Verhaltnis von Umfang zu Flache bzw. Oberflache zu Volumen).

BFC

Im urspriinglichen Konzept der randangepaBten Koordinaten (Boundary Fitted Coordi-
nates) wird das Feldproblem im physikalischen Raum ohne Typwechsel in ein dquiva-
lentes Feldproblem auf einem Rechteck bzw. Quader transformiert. Die Gebietstrans-
formation ist dabei L&sung eines elliptischen Randwertproblems. Ein reguléres Gitter im
Rechteck bzw. Quader besitzt im urspriinglichen Gebiet ein randangepaBtes Gitter als
Urbild. Das transformierte Feldproblem kann mit den bekannten Differenzenverfahren
angegangen werden, Die Losung wird auf die Knoten des randangepaBten Gitters im
physikalischen Raum bezogen. Das durch die Anwendung der Differenzenverfahren
entstehende lineare Gleichungssystem hat eine diinn besetzte Matrix mit Bandstruktur.
Es ist nicht sehr speicherintensiv und kann iterativ gelést werden. In Erweiterung dieses
urspriinglichen Konzepts kann das Bild des Gebiets in ein Rechteck bzw. einen Quader
lediglich eingebettet werden. Es ist dann maglich, Ausblendungen vorzunehmen (Inseln
oder Halbinseln) und innere Rander zu definieren. Ferner kénnen Berechnungen auf




mehreren Gittern stattfinden, wobei ein Datenaustausch an Randern erfolgt.

Die Diskretisierung eines Berechnungsgebiets mit Hilfe randangepaBter Koordinaten
erfordert einen erheblichen Rechenaufwand und ist weniger flexibel als die freie Vernet-
zung mit rein algebraischen Methoden. RandangepaBte Gitter erfiillen aber Ieichter die
Beddrfnisse der Numerik, die Verzerrung der Zellen und scharfe Wechsel in den Kan-
tenldngen werden ausgeglichen. Vorteile haben BFC-Gitter auch in'Bezug auf ihre Ver-
waltung. Durch die Mehrfachindizierung der Knoten (2 Indizes bei ebenen, 3 Indizes bei
raumlichen Gittern) besteht eine natlirliche Nachbarschaftsbeziehung und Zellendefini-
tion.

Methodenvergleich

Bei einer Gegentberstellung der Methoden zeigen sich die Starken der FEM in der
Breite des Einsatzbereichs und im Softwareangebot. Dies erklart den tberwiegenden
Einsatz der FEM in der Industrie. BEM haben in einigen speziellen Anwendungen Vor-
teile gegenliber FEM, es werden einige BEM-Programme angeboten. Auf dem Soft-
waremarkt gibt es bisher kaum BFC-Angebote. Fur Eigenentwicklungen sind BFC si-
cher geeignet und im Hinblick auf die Anwendungsbreite auch interessant.

Weiterentwicklungen

Auf dem FEM-Markt konkurieren viele Anbieter und kdmpfen durch eigene Entwicklun-
gen um Marktnischen. Nichtlinearitdten (groBe Verformungen, Kontaktprobleme, Mate-
rialgesetze) , Dynamik (Modalanalyse, Kriechen), Optimierungsstrategien und die
Fluidmechanik sind Bereiche, in denen Neues erwartet werden kann. Die BEM-Software
wird in Bezug auf die Kopplungen mit FEM und CAD verbessert. Neben einer wachsen-
den Zahl von Spezialanwendungen von BFC (PIC-Codes, Navier-Stokes-Gleichungen)
laufen Arbeiten zu allgemeineren Gitterkonzepten, zum Einsatz von modernen numeri-
schen Verfahren und zur Erzeugung von bequemen Benutzeroberflichen.

Anhang: Folien des Vortrags vom 29.06.1993, KfK/HDI.
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Randbedingungen auf 0G

omplizierte Geometrien
Gemischte Randbedingungen
Unstetige Koeflizienten in DGLn




Beispiele

Elastomechanik

Vorgaben:

Geometrie, Materialeigenschaften, Belastungen

Bezeichnung;:
Fachwerk, Balken, Scheibe, Platte, Schale, Korper

Von Interesse:

Spannungen, Verschiebungen, Schwingungen,
Bruchmechanik, Kontaktprobleme, ...

Weitere Gebiete
Elektromagnetische Felder
Warmeleitung in Festkorpern

Stromungen
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Mathematische Verfahren

Analytische Verfahren nur fir einfache Falle

Numerische Verfahren auf Rechenanlagen

— FEM  Finite Elemente Methoden
— BEM Randelementemethoden

— BFC  Randangepafite Koordinaten

Fragen:

Flexibilitdt (Geometrie, DGLn, RBen)
Ziuverlassigkeit (Konvergenz, Genauigkeit)
Aufwand (Problemaufbereitung, Interpretation)
Software (Quelle, Benutzerqualifikation)




FEM

Diskretisierung
08 4 1 65 Bl oo
1 g 3 & 58
5
§ 2 &
53
L3 2
® 0 50 51
4
2 43 a7
3 4
% 44
T2 32 3 3 TR
Ansatz

u(z,y) = Zuka(ﬂ?a y)
k=1

mit Ny(z,y) = 1 im Knoten k
HE:Y)=3 0 in allen anderen Knoten

und u; Knotenvariable als Koeffizient
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Ratzverfahren

Randwertproblem = Gleichgewicht
) 7
Variationsproblem —— Extremalprinzip

Ansatz einsetzen und partiell ableiten nach wy

=—> LGS fur vy

Galerkinmethode

Ansatz einsetzen in DGL = Residuum

Wahl der u; so, dafl das Residuum orthogonal zu
[N1,...,Ni], d.h. beste Approximation dort

= LGS fur uy

Matriz des LGS

Positiv definit, Bandstruktur, dinn besetzt



Das Bild zeigt eine einfache FEM-Diskretisierung einer Motorhalterung. Fiir das
Gehiiuse des Elektromotors wurden Dreieckzellen, fiir die Halterung Viereckzellen
verwendet. Das Modell geht von ebenen Spannungen aus. Die unteren Enden der
Halterung sind fest gelagert, d.h. die unteren vier Knoten sind nicht verschieblich.




Die Verformung der Struktur unter dem Einflufl eines Drehmoments beim
Anlaufen oder Abbremsen des Motors wird hier (iiberhéht) dargestelit. Die
unbelastete Struktur ist gestrichelt unterlegt. Man erkennt die Bereiche der
stirksten Verformung der Halterung.

Mit Hilfe eines Dehnungsmefstreifens soll der Betriebszustand des Motors
analysiert werden. Die Anbringung des Dehnungsmefstreifens im Bereich der
stiirksten Verformung der Motorhalterung ergibt das beste Signal zur Analyse.
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Das Bild zeigt den Querschnitt einer Diode mit Rotationssymmetrie, welcher mit
Hilfe von Vierecken diskretisiert wurde. Es soll das elektrostatische Feld im
Inneren der Diode berechnet werden, welches sich ergibt, wenn der Innenleiter auf
das Potential 0 V und der AufBienleiter auf das Potential 1 V gebracht werden.
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Den Verlauf der Linien gleichen Potentials zeigt dieses Bild im Uberblick. Der
Potentialunterschied benachbarter Linien betriigt 0.1 V.




Durch Vergrifierung eines Teilbereichs der Diode wird die Lage der Linien
gleichen Potentials deutlicher. Die Ursache fiir die Knickstellen der Linien im
Inneren der Diode ist die grobe Diskretisierung.
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Vorteile FEM

Sehr grofler Einsatzbereich
Geometrie (1D, 2D, 3D)
Material (inhomogen, anisotrop, nichtlinear)
Dynamik

Ausgereifte Software

Nachteile FEM

Bedienung (Geometrieerfassung, Diskretisierung)

Genauigkeit nur bei feiner Diskretisierung (grofle
Datenmengen )
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Randwertproblem auf G

)

Integralgleichung auf 0G

Diskretisierung des Randes 0G
Approximation der Randfunktionen
= LGS fiir Knotenvariable auf 0G

Beispiel:

\

4
)

|
[ 1\
[ 2\

FEM-Modell BEM-Modell




Vorteile BEM

Eine Dimension weniger

Weniger Gleichungen, Speicherbedarf
Einfachere Modellerstellung, CAD—Anbindung

Genauigkeit bei Spannungskonzentrationen und Rif-
problemen

AuBlenraumprobleme

Nachteile BEM

Keine wesentliche Laufzeitreduzierung
LGS voll besetzt, unsymmetrisch, indefinit
Anwendungsbereich kleiner als bei FEM

Vorteilhaft nur bei kompakten Bauteilen, nicht
fur Schalen, schlanke Korper, Stabwerke
Bisher keine Plastizitat, Viskositat, Dynamik
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Randangepafite Koordinaten

Transformation des Problems in G ohne
Typwechsel auf ein dquivalentes Problem in G,
Diskretisierung, Differenzenverfahren

= LGS, Bandstruktur, diinn besetzt

Konzepterweiterungen
Ausblendungen und innere Rander

Substrukturtechnik mit mehreren Gittern

— 44 —
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Rotationsachse

Das Bild zeigt einen Querschnitt der rotationssymmetrischen KALIF-Diode. Die

Berechnung des elektrostatischen Feldes in der Diode, wenn die Anode auf das

Potential 1 V und die Kathode auf das Potential 0 V gebracht werden, soll mit

Hilfe eines Differenzenverfahrens auf randangepafiten Koordinaten erfolgen.
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Das randangepaBte Gitter iiberdeckt den Bereich der Diode, in dem der

Feldverlauf berechnet werden soll. Die Knoten des Gitters ergeben sich als

I3

he Lisung eines Randwertproblems, bei dem die Lage der Riinder
vorgegeben wird. Teile der Kathode und der Anode werden ebenfalls vom Gitter

numerisc

iiberdeckt, hierauf finden jedoch keine Feldberechnungen statt, weil die Potentiale

dort vorgegeben sind.
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PULSGENERATOR KALIF,
12MX

LOGISCHES GITTER

IIMX =

121,

56.

DIODE.

STMBOL
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ATTRIBUT
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BEDEUTUNG

AEUSSERER RANDPUNKT
AEUSSERER RANDPUNKT
AEUSSERER RANDPUNKT

FELDPUNKT

INNERER
INNERER
INNERER
INNERER
INNERER
INNERER
INNERER

RANDPUNKT
RANDOPUNKT
RANDPUNKT
RANDPUNKT
RANBPUNKT
RANDPUNKT
AANDPUNKT

e — (O Q0
— O

ATTRIBUT

[

BEDEUTUNG

INNERER RANDPUNKT
INNERER RANDPUNKT
INNERER RANDPUNKT
INNERER RANDPUNKT

Um die Feldberechnung und die Randbedingungen zu organisieren, triigt jeder

Gitterknoten ein Attribut. Die Matrix dieser Attribute, das sogenannte logische

Gitter, zeigt die Moglichkeiten fiir Berechnungen auf dem Diodengitter.
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Das Bild zeigt den Verlauf der Linien gleichen Potentials in der Diode. Der
Potentialunterschied benachbarter Linien betriigt 0.1 V. Weil die Kunststoffteile
isolieren, bildet der Anodenring aus Aluminium eine sogenannte flotierende

Elektrode, d. h. sein Potential ergibt sich aus einer Integralgleichung.
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PULSGENERATOR KALIF, DIODE.

Die Kunststoffhaut und der Anodenring liegen bei dieser Berechnung auf
Anodenpotential. Dadurch wird das Feld zwischen Anodenring und Kathode
stiirker. Das logische Gitter ist bei beiden Berechnungen dasselbe, jedoch die
Zuordnung der Randbedingungen zu den Attributen ist verschieden.
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Methodenvergleich

FEM BEM BFC

Einsatzbereich +- 0 e
Verstandnisaufwand 0 — +
Softwareangebot -t + —
Einsatzfalle ~ 88% ~ 10% ~ 2%
Entwicklungen

FEM

Nichtlinearitiaten (Materialgesetze, Geometrie), Fluid-
mechanik, Optimierungsstrategien

BEM
Kopplungen mit FEM und CAD

BFC

PIC, Substrukturtechnik, Software mit Industrie-
standard




Material Accountancy:
A Game Theoretical Analysis

Shmuel Zamir
The Hebrew University of Jerusalem, ISRAEL.

Introduction

Material accountancy is a methodology designed to control materials with particular
properties - rare, unpleasant, dangerous, precious - used by man in the course of his
economic and social activities but their use requires the exercise of special care. In
particular, material accountancy is practiced to a loss or diversion of materials for
purposes unknown, but illegal according to some agreement, law or treaty.

Examples for this use of material accountancy are diverse environmental problems;
here it is to be guaranteed that certain pollutants are released to the environment
only within permitted standards. Other examples are arms control and disarmament
agreements where the appropriate use of troops, equipment or special materials has
to be controlled. In fact, it was the Treaty for Non-Proliferation of Nuclear Weapons
which stimulated the most detailed work in this area.

A straightforward formulation might state that any material entering a well de-
fined area - called material balance area - cannot simply disappear, i.e., either it is
still there, or it has left it. So if at time ¢y there is an amount I, of the material (the
beginning real inventory), if the net flow of material in the time interval [to, 1], is D,
then the book inventory at time t; is B = Iy + D. If the amount of material actually
measured in the material balance area at time t; is I;, then the difference is called
Material Unaccounted For (MUF),

MF=B-IL=0,L+D-1.

This is not always zero due to measurements errors and possibly to illegal diversion
of material.
Statistically, this problem is treated as a standard problem of hypothesis testing:




Hy : EMF)=0 (legal behavior)
Hy : E(MF)=pup>0 (illegal behavior),

and the corresponding is based on the observed value of MJF, by MFF :
Reject Hy (and accept H;) if and only if AMF > s.

The threshold s is determined by the false alarm (type I error) probability a.
In general, a sequence of n inventory periods [to, %], ..., [tn-1,tn] is considered
for each of which, a single material balance statistics is observed namely

MIF; = i1+ Dy — I, t=1,...,n.

Besides the technical difficulties involved in the statistical test for deciding whether or
not an illegal action has taken place, we raise a more fundamental question regarding
the use of statistical tests in this context. After all, this is not the standard scenario of
statistical inference problem in which one decision maker - the statistician, observes
a random sample generated randomly by ‘nature’. In the situation considered here
there is a second decision maker, namely the operator. This is the entity which decides
whether to behave legally or illegally and what form of illegal behavior to choose.

One is thus driven from the standard statistical analysis to game theoretical anal-
ysis. This is the theory designed to provide mathematical models to situations of
strategic conflicts involving several decision makers.

Game theoretical framework

We start by setting a general multistage inspection game. In this game there are two
players: the operator, denoted as player O , and the inspector, denoted as player I
. The game proceeds in n stages and it is played as follows:

e At stage 1, the operator O chooses an action m, not observable by the inspector
I (this is the amount diverted in stage 1). An observation z; is drawn from
a r.v. Xy with density fi(- | mq) (this is MJF,). This observation becomes

common knowledge to both players.

e The inspector chooses either C' (Clear), in which case the game continues
to stage 2, or A (Alarm), in which case the game terminates with payoffs

(I1(m1), O1(m1)).

e Inductively: At stage z = 2,...,n, if the game has not been terminated before,

player O chooses m; (amount diverted at stage ), and an observation z; (MJF;)
is made from the r.v. with density f;(- | m1,zy,...,miz1, Tim1,m;).
Player I chooses either C, in which case the game continues to stage ¢ +
1, if i < n, and terminates with payoffs (I,(my,...,my,), On(ma,...,my,)) if
i = n, or A, in which case the game terminates (by an alarm) with payoffs
(Ii(ml, s 7m1')a Oi(mla v ,mi))'
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Restrictions on players’ strategies: A static game.

We start our analysis of the model with a natural simple case which relates our model
to the existing, mainly statistical, analysis which is basically static. The static model
is obtained from the general model by imposing the following restrictions on the

players’ strategies:
Assumption 0.1

e The operator’s diversion strategy is completely determined at the beginning of
the game, as he chooses either not to divert - (m; =0, 1 =1,...,n), or to divert

according to a plan of the form m = (my,...,m,) withm; > 0 and };m; = M,
for a fized constant M > 0.

e The inspector may call an alarm only at the end of the n-th stage, after having
observed the whole vector = (z1,...,z,).

In view of Assumption 0.1, the resulting game, I'o, is basically a “one stage game”
in which O moves first to choose £ (legal behavior) or £ (illegal behavior) together
with a diversion vector m = (my,...,m,). Then a random vector z is observed and
the inspector decides whether or not to call an alarm. This extensive form game,
which we denote by Ty, is described in the following figure.

Chance

A X / C
3 2 ,O0(G, 1))

(1(4,0),0(4,0) (I(C,0),0(C,0))  (I(A,8),0(4,0) (1(C,0)

The restricted game [y in extensive form.




To analyze the game I'y we first choose convenient payoff scales. Table 1 gives the

payoffs for T and O at the end points of the game, i.e., for all combinations of £ or
£ with A or C.

Operator
14

14
Inspector C | (0,0) (-1,1)
A (——6, —h) (_a’ _b)

Table 1. The payoffs for T.

The entries of Table 1 are ordered pairs (z,y) in which « is the payoff for T and y is
the payoff for O .

A pure strategy of Iis an alarm set A C R", with the interpretation that I calls
an alarm, at the end of the n-th period, if and only if (z;,...,2,) € A. A mixed
strategy s is a probability distribution on pure strategies.

A pure strategy of O is a choice between £ and £ and a diversion plan m =
(ma,...,my,) satisfying 3°;m; = 1. A (behavioral) strategy of O is a pair ¢t = (g, p)
where q is the probability of £ and p is the probability distribution on diversion plans
m if £ is chosen.

The game I'y can be described as a game in normal form: Ty = (5, T, I, O) where
S is the set of mixed strategies for I, T is the set of behavioral strategies for O , I
and O are the payoff functions, for I and O respectively, given by

I(s,t) = —q(a+(1-a)B(s,p)) — (1 — g)ec(s) (1)
O(s,t) = —q(b—(1+b)B(s,p)) — (1 — q)ha(s) (2)

where a(s) and fB(s, p) are, respectively, the type I and type II errors resulting from
using the test s and the diversion plans distribution p.
Solution of the static game

The basic solution concept in non zero-sum games is the Nash Equilibrium (which
we shall simply refer to as equilibrium), defined as follows:

Definition 0.2 A pair of strategies (s*,t*) is called an equilibrium point if

I(s,t*) VseS

2
> I(s*,t) VteT

The corresponding I(s*,t*) and O(s*,t*) are then called equilibrium payoffs of the
game.
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For any strategy s of I we denote
B(s) :=sup B(s, p) = sup (s, m). (3)

This is the highest type Il error which can result from the test s. Let 8 = B(a) be
the relation between a and the B attainable by the most powerful test, that is

B(a) = inf{(A(s) | a(s) = al,
or, substituting A(s) from (3),

Bla) =, inf _sup A(s,m). (4)

We first solve an auxiliary zero-sum game G,, in which

e Player I (the maximizer) is restricted to use tests with type I error probability
not exceeding a.

e Player O has to divert, and his strategy is a diversion vectors m = (my,...,m,).

¢ The payoff (from O to I ) when (s,m) is played is the detection probability
1 —B(s,m).

After solving this game, the solution of game I'y is given by the following:

Theorem 0.3 The game T given in Figure 2 has a unique equilibrium (s*,(¢*,m*))
in which:

e The false alarm probability o* = a(s*) is the solution of

b h
fla*) = 7—— — —a".

b+1 b+41

e The probability ¢* of tllegal behavior is given by the solution of

=e—(1-a)f(a").

€
¢

e The strategy s* and the diversion plan m* are optimal strategies in the game
Gar.

A sequential model

After solving the static game, we relax a few crucial assumptions to obtain the a two
period model which captures the following features:

1. The significant amount of diverted material is 1 (by appropriate choice of units.)
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2. The operator has no utility for less than 1 unit of mass diverted, and has no
increment of utility for any additional mass beyond 1. This implies that (under
any reasonable inspection policy) any second period diversion which is neither
0 nor completion to 1 is dominated.

3. The operator has the option to retreat in second the period from his diversion
plan (i.e. not completing the diversion he started with) if it is “too risky”.

4. Alarm as such has a negative utility for both players. However, the more ma-
terial “caught” to be diverted the worse it is for the operator and (relatively)
better it is for the inspector.

5. Time is valuable: Any amount of material diverted at first period, carries an
additional penalty for the inspector to the second period.

6. The negative effect for the inspector of an undetected diversion, increases with
the amount diverted (and may have discontinuous jump at the critical mass 1.)

The game is played as follows:

Period 1

e O chooses m € [0,1] (mass diverted in first period.)

e A random variable X, is observed by both players (denote this observation by
xy, this is MJFy).

e I chooses one of the two actions: C; (continue to second period) or A, (declare
an alarm) which stops the game and assigns payoffs (—a(m), —b(m)) to I and
O respectively.

Period 2

e - O chooses one of the two actions: D (complete diversion to 1) or R (retreat.)

e A random variable X, is observed by both players (denote this observation by
Ty, this is MUF3.)

e I chooses one of the two actions: Cy (0.K.) or A; (declare an alarm.) In both
cases the game ends and payoffs are made.

In the payoffs are chosen to have the following features:

e Undetected diversion of critical amount 1, which is the worst event for I and
the best for O , corresponds to payoffs (—1,1) (bu appropriate choice of utility
units.)




¢ The damage to the inspector from undetected diversion of amount m is F(m)
which we assume increasing in m, F(0) =0 and F(1) = 1.

e Any alarm results in a damage to each player; a(m) to Iand b(m)to O, where
m is the amount which is actually diverted. We assume that a(m) decreases in
m, and b(m) increases in m, with a(1) = @ < 1 and b(1) = b > 0 corresponding
to the damage of detection of a full diversion.

e Any amount m diverted in the first period and not detected at that period,
results in additional damage (to the inspector) of d(m). We assume that it is
an increasing function of m and d(0) = 0.

The strategies in this game are:

e A strategy of the inspector is an ordered pair s = (a4, a2), where a; is a transition
probability from R to {A;,C;} and a; is a transition probability from R? to
{A2, C,}, with the interpretation: if X; = z; then I chooses A; (i.e. calls
an alarm) with probability a,(z,;). If the game reaches the second period with
X; = z; and X; = z,, then I calls an alarm according to the cumulative
probability distribution ay(zy, z2).

e A strategy of the operator is an ordered pair t = (q,p) where ¢ is a measure
on [0, 1], the probability distribution of the first period diversion m, and p is a
transition probability from [0,1] x R to {D, R} that is, p(m, z,) = P(D | m,z1)
is the probability of completing the diversion at second period given that m was
already diverted at first period, the observed X, (i.e. MJF) was z; and the I
did not call an alarm at first period.

The structure of equilibrium

In studying the equilibrium (Definition 0.2) of the above described game, the major
problem is the size and complexity of the strategy sets which makes it practically
impossible even to write the equilibrium conditions in a workable form. We first
prove that for finding equilibrium points, only much smaller sets of strategies may be
considered. Only threshold strategies can be equilibrium strategies:

Theorem 0.4 (Second period test for the inspector.) If s is an equilibrium strategy
of 1 then:

(1) To any z; not followed by an alarm at first period, there is a critical value
cz(z1) € (—00,00) such that:

z2 > e(®) == az(z1,22) =1 (i.e. call alarm surely.)

T2 < co(x1) => ag(z1,x2) =0 (i.e. surely, alarm is not called.)

(i) The function cy(z,) is decreasing in z;
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Theorem 0.5 (Second period test for the operator.) If t is an equilibrium strategy
of O then:

(i) for (almost) each x; there is m*(x,) such that

m>m*(z;) = p(m,z) =1
m < m*(z;) = p(m,z,) =0

(ii) The function m*(x;) is increasing in x

Theorem 0.6 (First period test for the inspector.) If s is an equilibrium strategy of
I then the alarm set at the first period is determined by a critical value ¢y, that is:

Ty >¢ = ai(ry) =1 (i.e. call alarm surely.)
ry < = ai(z1) =0 (i.e. surely, alarm is not called.)

The CUMUF test as an equilibrium strategy

At this stage in our analysis, we have an opportunity to ‘calibrate’ the game theo-
retical model: Since this is, in some sense, a generalization of the Statistical setup,
it should be possible to see under which conditions we can derive known Statistical
tests from the game. We do that for the CUMUF'test; We prove, roughly, that under
the assumptions underlying the statistical treatment, the CUMUF test emerges as the
solution (i.e. equilibrium strategy) of the game. The assumptions needed on the
payoffs are:

Assumption 0.7

() a(m) = a YmeR
(¢) b(m) = b YmeR
(¢r) d(m) = 0 VYmeR

. 0 m<l1
(w) F(m) = { I m>1

for some constants 0 <a <1 and b > 0.

In addition, we need the following assumption to make the game static just like
the statistical problem.

Assumption 0.8 The operator is restricted to strategies t = (q,m*) in which m*(z)
is constant in ;.

With these assumptions we prove the following:




Theorem 0.9 (i) The game has an equilibrium (s*,t*) in which the strategies
8* = (¢1,¢2(+)) and t* = (q,m) are determined as follows:

e ¢y = 00.

e ¢, = C — 1, where C is the unique solution of the equation:

¢( C-1 )
\/012 + 2poy 0y + 02 b

¢( C ) T14b (5)
\/012 + 2poy0y + 02

1+ p%
e m =

142+

e q= 1—_{?7( where K is the following function of C and m: Denote

d:l—m(l‘i‘sz)
1

then

Ke % o m2+ d* — 2dC
“1-aP 20 201 —p?) |

(i) Under some (‘mild’) assumption on the statistical distributions, this equilibrium
s unique.

Exclusion of a sure first period diversion

Coming back to our general two period model, we no longer make Assumption 0.8
that is, we reinstate the possibility for the operator to retreat from his diversion
plan. One of the major difficulties in attempting to solve the equilibrium equations
is the fact that one of the “unknowns” is a probability distribution q on [0, 1] which
determines the first period diversion. In spite of richness of the set from which ¢ can
be chosen, we strongly conjecture that in equilibrium, ¢ belongs to a much smaller
(and hence more manageable) set of distributions namely, the support of ¢ consists
of only two values of m, one of which is m = 0. Our first result proves that this
distribution is the simplest possible, that is there is no equilibrium in which ¢ has a
single point support, in other words:

Theorem 0.10 There is no equilibrium in which O diverts (with probability 1) a
fized amount m.




Positive probability for legal behavior

Assume that in the strategy of O the probability distribution ¢ is of finite support.
That is consider O ’s strategies in which the first period diversion can take one of
the values (my,my,...,m,) with probabilities (¢, qq,...,q:) respectively. Assume
without loss of generality that 0 < m; <my < ... <m, < 1. For this case we prove,

Theorem 0.11 (i) In equilibrium, there is a positive probability for Iegal behavior of
the operator (i.e., my =0 and z} = —00).

(ii) The first period 1 threshold, c, is also the threshold for O ’s completion if he
has diverted the largest amount m,,.

In particular this implies that in equilibria in which the support of ¢ consists of
only two points (which we conjecture is the only possible equilibrium), the equilibrium
strategies must have the following structure:

e The operator behaves legally (in both periods) with probability ¢ and with
probability 1 — ¢ he diverts m at the first period and completes the diversion
at the second period if no alarm was called before.

o The inspector uses a two period threshold strategy s = (¢1,¢c2) which is to call
an alarm at the first period if ; > ¢; and otherwise to call an alarm at the
second period if z; > cp(z1).

The interesting thing is that in no event does the operator retreat after starting a
diversion plan. Although he has this option, he does not use it in equilibrium.

Now, this equilibrium becomes very similar to the two period model in which we
assumed that there is no possibility for O to retreat. The conditions determining
the equilibrium strategies 7 = (¢,m) and s = (e, ¢;) are similar except that now we
will not be able to conclude that ¢; = co: Because of the “time value term” d(m) we
must find ¢; < oo that is, the inspector may well call an alarm at the first period.

Numerical solutions

The equilibrium equations for the sequential model cannot be solve analytically (with
or without the ‘time factor’ d(m)). Therefore, we solved the equations numerically
for linear time factor: d(m) = d - m, for various values of d.

The input of the numerical procedure consists the statistical distribution parame-
ters a1, 03, p, the payoff parameters b (alarm penalty) for the operator and a (alarm
penalty), and finally d, the ‘time factor’.

The output is an equilibrium point, which consists of: ¢ - the diversion probability,
m - the amount diverted at the first stage (in case of diversion), ¢; - the first stage
threshold for alarm, and c¢y(z;) - the second stage threshold (function). From these
we computed several characteristics of the equilibrium, the most interesting of which
are:

e FAP - The false alarm probability.




e (3 The probability of no detection, given that a diversion took place (type II
error).

e ( = ¢B - The probability that a diversion will take place and will not be
detected.

The following is a sample of our numerical results:
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Operator Disutility (b)

Here we see that although the diversion probability q decreases as the penalty b gets
larger, the total probability of overlooked diversion increases in b for low values of b
(but then decreases as expected).

[=IE =T ~
R
coo
SN O
SO

0.8+
0.6

0.4

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
False Alarm Prob. (a)

Here we see the classical dependence of the probabilities of first and second type

errors. Note that each game corresponds to a single point on this line. To obtain the
line we varied the game by varying the value of the penalty b.
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As expected, the higher is the penalty b the less likely it is for the inspector to
call an alarm in the first period.
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Operator Disutility (b)

The influence of the penalty b on the amount m diverted at the first period is
non significant in a large range of b. Recall that with no time element (d = 0), the
equilibrium value is constant in b (1/2 if oy = 03).

As for the effect of the time factor d on the solution, we see that it has non

significant effect on the ‘performance’ of the equilibrium as measured by FAP, 3, ¢
and (). It does affect however both players’ strategies namely ¢;, and m.
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STATISTICAL METHODS FOR THE
CARCINOGENIC RISK ASSESSMENT

A . Yu. Yakovlev

Biostatistical Unit, Institut Curie, Paris, France
Department of Applied Mathematics, St. Petersburg Technical
University, St. Petersburg, Russia

SUMMARY When applied to the statistical analysis of data on cancer incidence,
a pertinent parametric method has the following distinct advantages:

(1) it allows a natural interpretation in terms of parameters bearing clear
biological meaning,

(2) it provides a prediction of the carcinogenic risk forward in time be-
yond the follow—up period,

(3) it offers a means of estimating the proportion of unaffected individu-
als (surviving fraction) from time-to-tumor observations,

(4) it forms the basis for designing optimal strategies of cancer surveil-
lance.

This paper discusses a new stochastic model of radiation—-induced and spontaneous
carcinogenesis based on the consideration of biological processes underlying the tumor
latency within the random minima framework. A parametric family of distributions
is obtained that is well suited for estimation purposes. The model can be a useful
means in the statistical analysis of tumor recurrence data. When applying the model
to clinical data on breast cancer, we estimate the expected number of clonogenic cells
which give rise to early and late recurrences and their progression rate parameters.
The prime object of our concern is discrimination between the true recurrence and a
new cancer of the same histological type on the basis of the temporal characteristics
of tumor latency. As evidenced by the data analysis, such a discrimination is feasible
and allows to conclude that the contralateral breast cancer may be interpreted as a
preexisting subclinical tumor at the time of treatment,

1. Introduction

The latent period of carcinogenesis (some authors call it the induction period) can
be defined as the time from the start of exposure to a carcinogen to the detection
(diagnosis) of an overt tumor. We will use the term ”tumor onset” to mean the ap-
pearance of the first detectable tumor of the type being studied, but it will always
be assumed that the tumor onset time is directly observable and can be treated in
the same manner as lifetime, or failure time, in survival analysis. Even under con-
trolled experimental conditions the value of a latent period is subject to considerable
interindividual variations; therefore, it must be thought of as a random variable (1.v.).



Let U be a nonnegative r.v. representing the latent period of tumor development
in an individual sampled from this homogeneous population, and let G(u) be its
cumulative distribution function (c.d.f.). It is obvious that the probability of tumor
onset within the time interval [0,t) is equal to G(t), that is,

Pr(tumor onset before t) = Pr(U <t) = G(¢). - (1)

One needs to make statistical inference (estimation, hypotheses testing, etc.) on the
probability G(t) from the time-to-tumor observations.

Despite considerable advances that have been made in nonparametric statistical
methodology, parametric failure time models remain to be one of the most exten-
sively studied areas in modern survival analysis (see Kalbfleisch and Prentice, 1980;
Lawless, 1981; Miller, 1981; Cox and Oakes, 1983; Cohen and Whitten, 1988; for sur-
veys). When applied to the statistical analysis of tumor incidence data, a pertinent
parametric method has the following distinct advantages:

(1) it allows a natural interpretation in terms of parameters endowed with biological
meaning,

(2) it provides a prediction of the time-varying cancer risk forward in time beyond
the follow—up period,

(3) it offers a means of estimating a surviving fraction (probability of tumor cure in
studies of treatment efficacy) from time-to—tumor observations,

(4) it forms the basis for designing optimal surveillance strategies,

(5) it allows to overcome a nonidentifiability aspect inherent to some statistical prob-
lems within the nonparametric framework.

The above listed strengths of parametric approach may well outweigh its weak-
nesses associated with strong distributional assumptions if a model is sufficiently
realistic and produces reasonable results. It is obvious that a more reliable and sub-
stantive inference from real biomedical data is provided by using biologically-based
models, rather than by selecting a suitable distribution for the time of tumor latency
among standard parametric families.

2. Markovian Models of Carcinogenesis

Quite an ample literature exists concerning mathematical modeling of carcinogene-
sis irrespective of its origin. The models are usually aimed at risk assessment in a
population affected by irradiation or chemical carcinogens but the basic line of rea-
soning applies to the phenomenon of tumor recurrence as well. The majority of the
models in either way use the elements of the birth-and—death stochastic processes
theory. A comprehensive analysis of this class of models is given by Tan (1991). A
distinct group is formed by two—stage models because it is generally believed that only
two mutation-like events in the course of neoplastic transformation are biologically
meaningful (Knudson, 1990; Tan, 1991).

The most popular in current literature is the two—stage model developed by Mool-
gavkar and colleagues (Moolgavkar and Venzon, 1979; Moolgavkar and Knudson,
1981; Moolgavkar and Dewanji, 1988; Moolgavkar, Dewanji and Venzon, 1988; De-
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wanji, Venzon and Moolgavkar, 1989; Moolgavkar et al., 1990; Moolgavkar, Luebeck
and de Gunst, 1990; Luebeck and Moolgavkar, 1991).

The model is based on the following assumptions:
(1) Tumors arise from a single malignant progenitor cell.
(2) Each susceptible cell in a tissue becomes transformed independently of other cells,
The authors believe that the target for carcinogen action is the population of stem
cells, and genomic events that cause the transformation of a cell occur during cell
division.
(3) In the small interval of time (¢,t 4+ At) a normal susceptible cell divides into two
cells of the same type with probability oq(t)At+ o(At); it dies (or differentiates) with
probability f(¢)At+ o(At); and it divides into one normal and one intermediate cell
(a cell that has sustained the first genomic event) with probability pi(2)At + o(At);
the usual independence hypotheses for the birth-and-death process are also to be
accepted.
(4) Likewise, an intermediate cell divides into two intermediate cells or dies with rates
as(t) and f,(t), respectively, and it divides into one intermediate and one malignant
(second genetic event) cell with rate po(t).
(5) Once a malignant cell is generated, its growth is deterministic, and it takes a
nonrandom time for the tumor to become detectable. ‘

Let £ be the time until appearance of the first malignant cell in a tissue. To
derive the incidence rate function

: 1
Mt) = lim o P{L<E<ttALlE>1),

the three-dimensional birth-and-death stochastic process should be considered. Let
X(t),Y(t) and Z(t) represent, respectively, the numbers of normal, intermediate, and
malignant cells at time ¢. Let ¥(sy,389,53;t) be the probability generating function of
{X(t), Y(t), Z(t)} given at { = 0 the intial condition: X(0)=1,Y(0)=0,Z(0)=0.

Then obviously,
U'(1,1,0;¢)

W(1,1,05t)’

where ¥/(1,1,0;t) is the derivative of ¥(1,1,0;t) with respect to . Partial differ-

ential equations are available for this or some auxiliary generating functions allowing

solution in a few special cases (Tan, 1991; Tan and Chen, 1991; Tan and Chen, 1993).
Moolgavkar and Venzon (1979) proved that

h(t) = ua B{Y (1)  Z(2) = 0). (2)

They noticed that if the probability of a malignant cell occurrence at time ¢ is close
to zero, then one may replace (2) by the approximation

h(t) = pa(t) B{Y (1)},

which allows to obtain the explicit expression for the incidence rate

h(t) =

) pa(t) [ () B () hler) e gy, ®)
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where

E{X(1)} = eolr(@-Fr(x)ldz

To be sure, this expression will retain its form if one assumes the function X(2)
to be nonrandom, such an assumption is familiar with modeling the development of
adult tumors. Formula (3) is substantiated by assuming that pg is negligible (Chen
and Moini, 1990; Tan, 1991). Moolgavkar, Dewanji and Venzon (1988) have shown
that expression (3) overestimates the actual incidence rate predicted by the model.
Their preliminary calculations allowed to suggest that approximation (3) is quite good
provided that no more than 50% — 60% of individuals develop tumors. A study of the
approximation adequacy in the computationally feasible case of constant parameters
has demonstrated that the approximation becomes worse with increasing g at fixed
az — f2. It must be emphasized that it was formula (3) that was confidently used
in many papers devoted to the carcinogenic risk assessment. Limitations of this
simplified version of the model by Moolgavkar and colleagues are discussed at length
by Chen (1993). More recent versions of the two-stage model do not involve an
explicit description of normal cells; it suffices to specify the number of first—generation
initiated (intermediate) cells by a nonhomogeneous Poisson process (Yang and Chen,
1991).

By prescribing the relationships between a carcinogen dose and parameter values,
the dose-response versions of the model have been proposed (Chen, Kodell and Gay-
lor, 1988; Chen and Moini, 1990; Krewski and Murdoch, 1990). Potentially trans-
forming damage repair can also be taken into consideration within the Markovian
framework (Kopp-Schneider and Portier, 1991). This class of models remains very
promising for analysis of experimental evidence, including initiation/promotion ex-
periments (Portier and Edler, 1990; Kopp~Schneider and Portier, 1991; 1992 a; 1992
b) and dose-rate effects in the case of radiation-induced cancers (Moolgavkar et al.,
1990). Elucidation of the limits of its application is far from complete. At the same
time, however, it is not completely suitable for estimation purposes because of its
rather complicated structure and the large number of unknown parameters involved.

Another common weak point in current Markovian models of carcinogenesis is
that the description of tumor progression is not sufficiently advanced. In partic-
ular, the deterministic growth of a population of malignant cells assumed in the
Moolgavkar-Venzon—-Knudson model may be reasonably considered an oversimplifi-
cation of reality. Clearly, the time to observing a tumor is not equal to the time at
which the first malignant cell is generated. There is no relevant evidence allowing to
neglect the time of tumor progression comparing with the duration of earlier stages
of carcinogenesis. The only observable event, at least in carcinogenicity experiments
without histopathological examination of premalignant lesions, is the detection of a
tumor. One may proceed from the time to this event and its distribution in order to
apply methods of modern survival analysis.

In the works by Chen and Farland (1991) and by Tan and Chen (1993), the time to
tumor is thought of as the time to the occurrence of the first tumor cell (type Z) giving
rise to such a birth-and-death process (specified by the parameters for Z cells) that
will not become extinct, the extinction probability being equal to 1 — ¢(¢). But the




time it takes for this Z cell to produce a detectable tumor (progression time) is not
incorporated in the model. One way of doing this is to introduce a critical upper level
(random or otherwise) of the number of tumor cells at detection. Then the dynamics
of Z cells can be described as a birth-and—death process with two absorbing barriers
and the first passage time with respect to the upper barrier will correspond to the time
of tumor progression. An analytical form of the sought—for distribution is available for
the linear homogeneous birth-and-death process with large values of the upper barrier
(Saaty, 1961). The strictly Markovian property of the first passage time allows the
convolution of the two distributions. This approach would make the probability ¢(t)
unnecessary. When employing the idea of an absorbing upper barrier, one assumes
that, once the critical level has been attained, no further substantial reduction of
tumor size is possible.

Another way of looking at this problem was proposed by Yang and Chen (1991).
They assumed that each primary initiated cell gives rise to a birth-and-death pro-
cess, X(u,t), where X(u,t) denotes the number of living initiated cells that are
descendants of a primary initiated cell generated at time u. An X process produces
malignant cells at a rate ¢X(u,t),¢ > 0. Let Z(7n,t) be the number of living malig-
nant cells that are descendants of a first-generation malignant cell produced by an X
process at some random instant 1. Z(n,t) is considered as a supercritical nonhomo-
geneous birth-and—death process. Denote by Y(u,t) the number of malignant cells
produced during (0,1], then the total number of living malignant cells at time ¢ > u,
given X(u,u) =1, is expressed b